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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de primer
orden

1 Introduccion

Con frecuencia el estudio de un proceso fisico, quimico o técnico nos conduce a
relacionar las variables que en él intervienen con las razones de cambio que se
producen entre ellas. El modelo matemético que representa estas relaciones estéd
formado por ecuaciones donde aparecen las variables y las derivadas de algunas
de ellas respecto a las otras. A este tipo de ecuaciones se les denomina ecuaciones
diferenciales.

Veamos algunos ejemplos practicos donde aparecen ecuaciones diferenciales, el
primero corresponde a una reaccién quimica, el segundo a un circuito eléctrico y
el tercero a una particula en movimiento. Cada uno de estos ejemplos son sistemas
dinamicos, es decir aquellos que cambian o evolucionan con el tiempo.

Ejemplo 1.1 Dada una reaccion quimica del tipo A+ B — C, es decir, una
mol de A y una mol de B que reaccionan proporcionando una de C. Segin la Ley
de accion de masas, se sabe que, “la velocidad de la reaccion, la sustancia obtenida
en ella por unidad de tiempo, es directamente proporcional a las concentraciones
de las sustancias reaccionantes”.

Si A y B tienen concentraciones iniciales [Alo = mq y [Blo = mp, donde mq y
myp se miden en moles por litro, el aumento de la concentracion de la sustancia C,
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c(t), por unidad de tiempo, viene dado por la ecuacion:

de(t)
= Ka(t)b(t)

donde, a(t) = mg—c(t), b(t) = my—c(t), son las concentraciones de las sustancias
A y B, respectivamente, en el instante t. Entonces, se obtiene la ecuacion,

@ = K(mg —¢)(mp — ¢)

dt
dc
F —_ =
(t,c, dt) 0

que denominaremos ecuacion diferencial de primer orden, con variable indepen-
diente t, y variable dependiente, c(t).

que es una ecuacion del tipo,

Ejemplo 1.2 La intensidad de corriente, 1(t), de un circuito puede determinarse
utilizando la sequnda Ley de Kirchhoff: “El voltaje en un punto de un circuito
cerrado es igual a la suma de las caidas de voltaje en el resto del circuito”.

R
- E(t)

L

Figura 1.1: Circuito RL.

Para el circuito RL de la Figura 1.1, tendremos que la fuerza electromotriz, E(t),
es igual a la suma de la caida de voltaje, Fr, a través de la resistencia, y de la
caida de voltaje, Er, a través de la autoinduccion,

E(t) =FEr+ Ep (11)

Por la Ley de Ohm, Egr es proporcional a la intensidad de corriente en cada
instante t, Er(t) = RI(t), donde R es el valor de la resistencia; y ademds Fr



2 Nociones generales

es proporcional a la rapidez de cambio respecto al tiempo de la intensidad I(t),
dl
E;, = L%. La ecuacion (1.1) quedard

dI(t)

B(t) = RI(t) + L=~

Hemos obtenido una ecuacion que nos da una relacion entre la variable indepen-
diente, t-tiempo, la variable dependiente, I(t)-intensidad de corriente, y su deri-

dI
vada E Es una ecuacion del tipo

dl
Fltl,— | =
(1.5) =0

que también es una ecuacion diferencial de primer orden.

Ejemplo 1.3 Consideramos un cuerpo que cae debido a la accion de la gravedad,
empezando en el instante t = 0 con una velocidad inicial nula. Si, sobre el cuer-
po, actia una fuerza de rozamiento del aire, Fr, por la sequnda Ley de Newton,
podemos formalizar este problema como

my"’(t) =P — Fg
donde P = mg es el peso del cuerpo e y(t) es el espacio recorrido en el instante t.

En el caso particular en que Fr es proporcional a la velocidad del cuerpo en cada
instante, Fr = ay'(t), obtenemos la ecuacion

myl/ — mg _ O[y/
que es una ecuacion diferencial del tipo
F(t,y,y',y") =0

que denominaremos ecuacion diferencial de seqgundo orden, ya que establece una
relacién entre la variable independiente, t-tiempo, la variable dependiente, y(t)-
espacio recorrido, y sus derivadas hasta sequndo orden.

2 Nociones generales

2.1 Definiciones basicas.

Definicion 1.1 Se llama ecuacion diferencial ordinaria a toda relacion de la

forma
dy d™y
F<$,y,dx,...,w>0 (12)
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mn

dy d'y
dx’ "7 dxn’

donde x es una variable independiente, y es funcion de x, y son las

derivadas de y respecto a x hasta orden n.

Se llama orden de la ecuacion diferencial al mayor orden de las derivadas que
aparecen en la ecuacion.

Definicién 1.2 Si una ecuacion diferencial de orden n se expresa en la forma

"y dy d"ly
dam T e dgn 1

se dice que estd en forma normal.

En el caso en que aparecen en la ecuaciéon dos o mas variables independientes se
tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.3 Se llama ecuacién diferencial en derivadas parciales a toda
relacion donde aparecen mds de una variable independiente, una variable depen-
diente y las derivadas parciales de ésta respecto a las variables independientes. En
el caso de dos variables independientes, x e y, y una variable dependiente z, la
relacion es de la forma

x?yﬁz7ax’ay?"'?axn7"'7ayn

0z oz

donde —, ..., —
oneam, e

son las derivadas parciales de z respecto a x e y.

Definicién 1.4 Se llama sistema de ecuaciones diferenciales a un conjunto
de relaciones de la forma

diy dym d"Ym
Fl <x7y1ay27"‘7ym7 E7"‘7%3"'7 dxn 0
diy dym d"Ym
Fm<$,y1,y27...,ym7 57...,%,..., dxn 0

De forma andloga se definird un sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

En este curso vamos a estudiar ecuaciones, sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias e introduciremos las ecuaciones en derivadas parciales. En concreto,
estudiaremos ciertos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y
de orden superior, sistemas lineales de primer orden y algunos tipos de ecuaciones
en derivadas parciales de coeficientes constantes de segundo orden.



2 Nociones generales

Resolver la ecuacién diferencial (1.2) consiste en encontrar una funcién, y(x), que,
junto con sus derivadas, satisfagan la ecuaciéon. Por ejemplo,

y=Vvar:+C

donde C € R es una constante arbitraria, es solucién de la ecuacién diferencial

/ T

Yy =-
Y

La siguiente definicion recoge los conceptos usuales relativos a las soluciones de
una ecuacion diferencial de orden n.

Definicion 1.5

= Una funcidn y(x) es solucién o integral de la ecuacion diferencial (1.2) si

dy y
x) y sus derivadas —=, ..., —= satisfacen la ecuacion.
y(x) y . Tan f
= Se llama solucién o integral general de la ecuacion diferencial de orden
n a una solucion de la ecuacion de la forma y = f(x,C1,Cs,...,Cy), donde
C1,Cy, ..., C, son constantes arbitrarias.

= Se llama solucién o integral particular de la ecuacion diferencial a una
solucion obtenida al dar wvalores a una o mds de las constantes C; de la
solucion general.

= Se llama solucién o integral singular a una solucion de la ecuacion di-
ferencial que no se obtiene al dar valores concretos a las constantes de la
solucion general.

2.2 Observaciones generales sobre las soluciones

Dada una ecuacién diferencial ordinaria, el primer problema que podemos plan-
tearnos es la existencia y unicidad de su soluciéon. Para ello, definiremos lo que se
conoce como problema de valores iniciales asociado a una ecuacién diferencial de

orden n.

Definicién 1.6 Dada una ecuacion diferencial de orden n en su forma normal

v =G (g, oy )

el problema de valores iniciales asociado a esta ecuacion diferencial consiste en

hallar la solucién de la misma, y(x), que satisface las condiciones y(xo) = o,
’ ) n—1) _,n—1)
Y (zo) =Yg, »Y (o) =yo -
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Consideremos el caso del problema de valores iniciales asociado a una ecuacién
diferencial de primer orden

dy

y(ro) = wo

oG
bajo ciertas condiciones de continuidad sobre G(x,y) y £ se puede asegurar la

existencia y unicidad de la soluciéon del problema de valores iniciales. Este resultado
queda recogido en el siguiente Teorema que damos sin demostracion.

oG
Teorema 1.1 (Picard) Si G(z,y) y B0 SO funciones continuas en un rectdn-
Y

gulo cerrado D = [a,b] x [c,d] C R?, entonces, el problema de valor inicial:

dy
% - G(ZL’7y) )
y(xo) = yo, (xo,y0) en el interior de D

tiene una unica solucion.

Ademas, la solucién general de esta ecuacién es una familia de curvas planas dadas
por una ecuacién de la forma y = f(z,C), donde C' es una constante arbitraria.

Ejemplo 1.4 Sabemos que toda solucion de la ecuacion diferencial
y' = cos(x)
es de la forma y = sen(z) 4+ C.

En general, si consideramos una ecuacion diferencial de orden n, bajo ciertas con-
diciones generales de continuidad, se puede establecer la existencia y unicidad de
un problema de valor inicial. Ademaés, la solucién general vendra dada por una fa-
milia de curvas planas de ecuacién y = f(z,Cq,...,Cy), con Cy,. .., C, constantes
arbitrarias (este tipo de ecuaciones las trataremos en el siguiente capitulo).

2.3 Formacién de ecuaciones diferenciales

Planteamos ahora el proceso inverso. Dada una familia de curvas de ecuaciéon y =
f(z, Cy, ..., C,),conCy,...,C, constantes arbitrarias, tratamos de encontrar la
ecuacion diferencial asociada a ellas, es decir, la ecuacion diferencial cuya soluciéon
general es la familia de curvas dada.
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Para obtener esta ecuacion diferencial, partimos de la familia de curvas y =

f(z,Cq,...,Cy) y derivamos n veces respecto de la variable independiente
y = f(z,Cq,...,Ch)
y/ = f/(x7017---30n)
yn) = fn)($701,...70n)

Eliminando las n constantes en este sistema de (n+ 1) ecuaciones, obtenemos una
relacién de la forma

F ('r7y7y/7""yn)> = 0
que es una ecuacién diferencial de orden n.

En el caso particular en que tengamos un haz de curvas planas, y = f(z,C), la
ecuacién diferencial asociada serd de la forma F'(z,y,y') = 0.

Ejemplo 1.5 Obtener la ecuacion diferencial asociada a una familia de circunfe-
rencias de centro sobre el eje OX y de radio 2.

Solucion:
Esta familia de conicas viene dada por la ecuacion

(x—a)®+y* =4

La ecuacion diferencial se obtendrd eliminando la constante a en las ecuaciones:

(z—a)’+y* =4

4
W)+ =4= ¢y +1= v?
3 Ecuaciones diferenciales de primer orden lineales en
la derivada

Definicién 1.7 Una ecuacion diferencial de primer orden con x variable indepen-
diente e y variable dependiente, es lineal en la derivada si se puede escribir en
la forma

/

y' = G(x,y) o equivalentemente P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
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Notar que usando dy = y'dxr pasamos de una forma a otra. Por ejemplo,

A partir de la ecuacién y' = (22 — 3y)sen(2) multiplicando por da obtenemos

y'dr = (22 — 3y)sen(z)dr — dy = (2z — 3y)sen(x)dx

y de aqui
2r — 3 dr — dy=0
(22— 3y)sen(z) dz _—_ dy
P(z,y) Q(z,y)

Reciprocamente, si tenemos la ecuaciéon (x —y)dz+1In(z)dy = 0, sustituyendo
dy = y'dz, obtenemos

(x — y)dx +sen(z)y'dz = 0

y despejando
r_Yy-z

A continuacién, pasaremos a estudiar algunos tipos de ecuaciones diferenciales de
primer orden lineales en la derivada.

3.1 Ecuaciones de variables separables

Definicién 1.8 Una ecuacion diferencial de primer orden, es una ecuaciéon de
variables separables si se puede escribir de la forma

’ fl(z)
v f2(y)

que formalmente se puede reescribir como

fi(z)dx = fa(y)dy

Su integral general se obtiene integrando cada miembro de la igualdad
[ fiwae= [ sty +c

Ejemplo 1.6 Resolver la ecuacion diferencial

sen(z) + ye¥y’ =0

Solucién:
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Podemos expresar la ecuacion de la siguiente forma

yeldy = —sen(z)dx

Obtenemos la integral general, /yeydy = —/sen(x)d;l: + C. Quedard

ye¥ —e¥ = cos(z) + C

Ejemplo 1.7 Resolver la ecuacion
(2 — y?)dx — 6aydy = 0

FEscribimos

e integramos
In(|z|) = —3In(|2 — y*) + C

Sin pérdida de generalidad, podemos escribir C' = ln(f() donde K es otra cons-
tante arbitraria. Queda pues,

(jz]) = W(K[2-y*"")

A~

K2
A ok

siendo la integral general 2%(2 — y?)® = K

3.2 Ecuaciones diferenciales exactas. Factor integrante
Definicién 1.9 Diremos que una ecuacion diferencial de la forma
(1.3)

P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0

es diferencial exacta, si existe una funcion, U(z,y), tal que

ou ou
dU = %dx + 8—ydy = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

A la funcién U(x,y) se le llama funcién potencial.
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10

Por lo tanto, si la ecuacion (1.3) es diferencial exacta se puede expresar como
dU =0

y para resolverla es suficiente obtener la funcién potencial U(x,y), ya que la solu-
ci6n general serd U(z,y) = C, C e R.

Para calcular la funcién potencial hemos de tener en cuenta la siguiente caracte-
rizacién de ecuacién diferencial exacta.

Teorema 1.2 La ecuacion diferencial (1.3), con P(z,y) y Q(x,y) funciones con-
tinuas y con primeras derivadas parciales continuas, es diferencial exacta, si y solo
St
oP 0
op _oQ (1.5)
dy ox

Obtencién de la funcién potencial U(z,y):

Por (1.4), se tiene que cumplir

ou ou

P(l’,y):%, Q(xay)zaiy

g ou
Integrando respecto a x la ecuaciéon P = — tenemos que

ox

Ulx,y) = /w P(z,y)dz + ®(y)

Zo

Derivando parcialmente respecto a y la expresion de U(z,y) obtenida y teniendo
en cuenta la expresion (1.5),

oU 9
Qo) = 5 - / 5o P+ 3()

Qlz,y) = /w 8%62(%1/)(19j + @'(y)

Qz,y) = Qz,y) — Qzo,y) + ¥'(y)

entonces

' (y) = Q(x0,y)

Yy
O(y) = | Qzo,y)dy + K

Yo
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y obtenemos

U(z,y) = /ff P(x,y)dx+/y Q(zo,y)dy + K (1.6)

Yo

Ejemplo 1.8 Integrar la ecuacion diferencial

22y dx + (2% + 3y*) dy =0

P(z,y) Q(z,y)
Solucién:
d oQ L .
En este caso i 2r = s Es, por tanto, una ecuacion diferencial exacta
x

y una funcion potencial la obtendremos por un método alternativo al expuesto

ou
anteriormente. Como — = P(z,y), integrando respecto de x, obtenemos

ox

U(z,y) = /P(x,y)dx + d(y) = /2xy dr + ®(y) = 2%y + d(y)

v+ 3y = 2” + ()

d(y)=y*+C = Ulz,y)=2"y+y°+C

La solucion general de la ecuacion diferencial es de la forma:

Py+yP =K

Obsérvese que la funciéon potencial se puede obtener directamente utilizando la
férmula dada en la expresién (1.6), eligiendo para ello un punto (xg,yo) donde
las integrales tengan sentido. En el caso del ejemplo anterior, un punto (zg,yo)
apropiado serfa, por ejemplo, el (0,0).
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Factores integrantes

A veces, la ecuacion diferencial (1.3) no es diferencial exacta, pero puede transfor-
marse en una de este tipo multiplicindola por una funcién adecuada u(z,y). Esta
funcién se denomina factor integrante.

Es dificil resolver, en general, el problema de encontrar factores integrantes, ya
que para que la ecuacion diferencial

p(z, y)P(z,y)dz + p(z, y)Q(z,y)dy = 0
sea una ecuacién diferencial exacta se tiene que cumplir:

opP  opQ
oy Oz

es decir,

ou oP  Ou Q)
8yp+u6y78:1c ey

Esta ecuacién, en definitiva, es una ecuacion en derivadas parciales para el factor
integrante cuya resolucién sera, en general, dificil. Por esto, nos vamos a limitar a
casos particulares: Estudiaremos bajo qué condiciones podemos obtener factores
integrantes que dependan sélo de una de las dos variables, es decir, de la forma

w(x) 6 p(y).

Teorema 1.3 Dada la ecuacion diferencial (1.3):

orP 0Q

oy Ox

a) Si 0

es una funcion sélo de x, F(x), entonces

es una factor integrante de la ecuacion diferencial.

0Q oP

dr Oy

b) Si
) Si 7

es una funcion sélo de y, G(y), entonces

uly) = el G

es un factor integrante de la ecuacion diferencial.
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Demostracion.
a) Para que pu(z) sea un factor integrante de (1.3), la ecuacion
p(@) Pz, y)de + p(2)Q(z, y)dy = 0

tiene que ser diferencial exacta, es decir, teniendo en cuenta la caracterizacion para
ser diferencial exacta, se tendra que cumplir

Op(x)P _ Op(z)Q

dy ox
es decir,
0P  du(x) Q
M(x)afy =@+ u@) 5
oP _0Q
ldp 0y  oOx
pde —Q

Como por hipétesis, la expresion de la derecha es una funcién de z, F(x), el
factor integrante u(x) se obtendra resolviendo esta ecuacién diferencial de variables
separables,

1
—dp = F(z)dzx
I
Un factor integrante serd
/J(ff) _ ef F(z)dz
b) La demostracién de este caso es andloga a la del apartado anterior. O

Ejemplo 1.9 Integrar la ecuacion diferencial

(42 — 14y) dx —Tx dy =0
—_—— N~~~

P(z,y) Q(z,y)
Solucién:
oP 0
En este caso i —14#-7= a—Q La ecuacion diferencial no es exacta pero
Y x
or _0Q
oy Oz _ 1
Q oz

13
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Por tanto, tenemos el factores integrante dependiente solo de x siguiente

1
/f dx
pa)=el T =@ =y

Al multiplicar la ecuacion diferencial por este factor integrante, ésta se transforma
en diferencial exacta y queda de la forma

4z® — 1day) de —T2> dy = 0
(4x ry) dr =Tx° dy

—_———
P, Q1
opP, 001
Sl PR 2
By T o
U(r,y) = /(4x3 — ldzy)dx + ®(y
Ulz,y) = a*—T2%+d(y
oUu
67:[/ = _7(E2 + (I)/(y) = Ql = —71'2

P(y)=0 = &y =C
La solucion general de la ecuacion diferencial es de la forma:

ot — TPy =C

3.3 Ecuaciones lineales

Definicién 1.10 Las ecuaciones lineales de primer orden son las ecuaciones li-
neales en la funcion y en la derivada, o sea, ecuaciones de la forma

W s Py = Q) (17)

donde P(z) y Q(z) son funciones continuas de x.

Para resolver la ecuacién (1.7) la reescribimos de la siguiente forma

(P(x)y — Q(x)) dz + dy = 0
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Si llamamos M (z,y) = P(z)y — Q(x), y N(z,y) = 1, entonces
oM ON
By ~ WY 5y =0

Se observa que
1 (/,0M ON
v (G %) =P

sélo depende de z. Por tanto, existe un factor integrante, u = p(z), dado por

N(x) _ ef P(x)dx

Al multiplicar por el factor integrante, la ecuacién se convierte en diferencial exac-
ta:

eJ P@ (p(a)y — Q) de + &) TP dy = 0

La integral general, ya sabemos que viene dada por U(z,y) = C.

Obtencién de la funcién potencial U(z,y):

U(zx,y) tiene que cumplir:
ou

o = el TP (Pa)y - Q)

8£ _ ef P(z)dz
dy

De la primera ecuacion, se deduce que

Ule,y) = / eJ P@ (p(ayy — Q@) dx + oly) (18)

y derivando respecto a y, se tiene
T X a x)ax
el rom [ (e 70 (o - Q) do + ()

oJ P@dz  _ /ef P@ p()dy + ¢ (y)
o) = /(efP(:c)d:c B /efP(x)de(x)dx) dy+C

oly) =y <6f Pl _ / e/ P(z)dzP(I)dx> +C

15
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