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Resumen

El presente Trabajo de Fin de Grado aborda el un anélisis de un ala obli-
cua. El objetivo principal se basa en estudiar las caracteristicas aerolelasticas
de este tipo de alas en estado estacionario, hallando principalmente la di-
vergencia en este tipo de alas. Para abordar el problema se resolvera de dos
modos distintos. Primero se resolverd el problema de modo analitico, para
posteriormente realizar el calculo de de modo numérico, donde inicialmente
se calculara la deformacién del ala, asi como la distribucién de sustenta-
cion a lo largo de la envergadura mediante el método de los paneles, para
poder realizar posteriormente el andlisis aeroeldstico de la misma. De este
modo se podran comparar ambos resultados para poder ver las diferencias
entre los dos métodos de resolucién. Esto es importante, ya que cuando la
geometria del ala empieza a complicarse, o las condiciones del problema no
son sencillas, con el modo analitico no es posible hallar una solucién. La
divergenciaes interesante en este tipo de alas, debido a la distinta flecha en
cada semienvergadura de la misma, pudiendo comparar los resultados segiin
la flecha sea positiva o negativa. Con este estudio se podra ver en parte el
porqué de las alas con flechas positivas en la mayor parte de las aeronaves
actuales desde un punto de vista aerolastico.
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Lista de Simbolos

Aspect ratio, b?/S.

Envergadura alar (m).

Cuerda alar en la raiz (m).

Cuerda alar en punta de ala (m).

Cuerda alar geométrica media (m).

Presién dindmica (Pa).

Coeficiente de resistencia (D/q5).

Coeficiente de ustentacién (L/qS).

Coeficiente de cabeceo (M,/qSc).

Fuerza de resistencia (N).

Fuerza axial (N).

Fuerza normal (N).

Fuerza de sustentacién (N).

Nuimero de Mach.

Superficie alar de referencia (m?).

Méximo espesor del ala respecto a la cuerda.

Ejes de coordenadas local del ala sobre eje eldstico(m).
Ejes de coordenadas fijo (m).

Velocidad (m/s).

Peso en vacio (kg).

Angulo de ataque del ala (°).

Estrechamiento alar, ¢;/c,.

Angulo de flecha del eje eldstico (°).

Angulo de flecha del borde de ataque (°).

Numero de paneles en los que se divide el ala.

Respuesta en un sistema.

Respuesta del grado de libertad ¢ en un sistema de multiples
grados de libertad.

Vector con todos los grados de libertad de un sistema dis-
creto.

Vector de desplazamientos y giros nodales en un elemento
finito.

Contadores.

Moédulo de Young estatico.

Médulo transversal estético.

Matrices de masas, rigidez y amortiguamiento en un sistema
dindmico discreto.



Matrices de rigidez del elemento: general, rigidez a flexién y
rigidez a torsion, respectivamente.

Vector de fuerzas y momentos distribuidos en la viga.
Funcién Delta de Dirac.

Vector de fuerzas de excitacién en un sistema de miltiples
grados de libertad.

Fuerza y momento puntual situadas en la coordenada x = r
de la viga.

Respuesta en un sistema.

Respuesta del grado de libertad ¢ en un sistema de multiples
grados de libertad.

Vector con todos los grados de libertad de un sistema dis-
creto.

Vector de desplazamientos y giros nodales en un elemento
finito.

Contadores.

Variable posicion.

Unidad imaginaria i = /—1.

Moédulo de Young estéatico.

Moédulo transversal estatico.

Matrices de masas, rigidez y amortiguamiento en un sistema
dindmico discreto.

Matriz de masas, rigidez y amortiguamiento adimensionali-
zadas.

Numero de grados de libertad en un sistema discreto.
Ntmero de modos utilizados.

Coordenadas espaciales de un punto en los ejes locales de la
viga.

Coordenada de localizacion de la excitacién.
Desplazamiento vertical del eje de la viga.

Giro de la seccion transversal de la viga.
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Vector con las componentes de los desplazamientos y giros.
Derivada respecto de Y de u.

Cortante en direcciéon Z y flector en direcciéon X.

Vector con las componentes de los esfuerzos cortantes y flec-
tores.

Variables empleadas como coordenadas espaciales adimen-
sionales.

Funciones de forma.

Matriz de forma.

Desplazamiento y giro del nodo j.

Energia cinética total y del elemento, respectivamente.
Energia interna de deformacién total y del elemento, respec-
tivamente.

Energia potencial.

Potencial de fuerzas exteriores.

Funcion disipativa de Rayleigh.
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Introduccion a las Alas Oblicuas

Durante los inicios de la aviacién, la mayor parte de aviones se construian
con ala recta, es decir, no contaban con angulo de flecha en las alas aunque
el concepto de las alas en flecha ya era conocido en la década de 1930. Sin
embargo, este tipo de geometria no tenia gran interés debido a las bajas
velocidades a las que volaban las aeronaves. Todo esto cambio a raiz con la
aparicién de los motores a reaccién, y durante las segunda guerra mundial se
empezd a introducir este tipo de geometria alar. El aumento de las velocida-
des necesitaba una mejora en la aerodindmica de los aviones, y las mejoras
que introducian las alas en flecha hizo que se masificaran los aviones que las
usaban. Los alemanes fueron los pioneros en este campo, los cuales fueron
seguidos rapidamente por los estadounidenses. No obstante, la mayor parte
de aviones utilizaban alas con flecha positiva las cuales también presentan
ciertas desventajas, sobre todo en términos de control a bajas velocidades y
por la incapacidad del flujo a reaccionar a altas velocidades.

Por todo esto se introdujo el concepto de flecha negativa, con el ala hacia
delante, la cual mejoraba los problemas de control a bajas velocidades. Sin
embargo, los problemas estructurales que tienen este tipo de alas es mucho
mayor, y pueden llegar a ser muy inestables.

Vistas todas las ventajas y desventajas de los dos tipos de flecha, en
1958 Jones sugirié que un aeronave con alas de flecha asimétrica ofreceria
muchas ventajas a altas velocidades transénicas, asi como a bajas veloci-
dades supersonicas. Sin embargo, el desconocimiento del comportamiento
real, asi como las grandes dificultades tecnolégicas debidas a la inusual con-
figuracién hicieron que su uso se desestimara en aviones operacionales. En
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las pasadas décadas, la necesidad de resolver estos problemas ha hecho que
actualmente se genere un rapido desarrollo de prototipos de aviones de ala
oblicua que se presentan como alternativas validas a los disenos convencio-
nales de aviones tanto civiles como militares.

Muchos de los desafios técnicos de las alas oblicuas provienen de su aero-
dindmica no lineal y fuertemente acoplada. Por ejemplo, se producen fuertes
variaciones en el momento de roll con cambios en el dngulo de ataque. Otros
problemas apreciables son inusuales acoplamientos inerciales , asi como com-
plejas caracteristicas aeroeldsticas que complican la integracién del sistema
propulsivo. Estos retos son especialmente considerables para todas las con-
figuraciones alares que carecen de la estabilidad y control otorgadas por las
colas tradicionales. La estabilidad es un problema por las limitaciones que
impone sobre la colocacién de la carga de pago, la propulsion, y los sistemas
de la aeronave para conseguir el centro de gravedad en la posicién deseada.
El control puede ser dificil de realizar debido a las variaciones de efectividad
de éste con grandes cambios en el angulo de flecha.

Los métodos computacionales actuales proporcionan una manera mucho
mas rapida de analizar las caracteristicas de las fuerzas y momentos sobre
el vehiculo, la efectividad del control, asi como otras caracteristicas. La tec-
nologia de los sistemas de control de vuelo modernos hace que sea mucho
mas factible el control de aeronaves inestables y fuertemente acopladas, por
lo que se ha recuperado el interés en estudiar las posibles ventajas de las
alas oblicuas. Sin embargo, mucha de la experiencia obtenida en los tltimos
50 anos en el desarrollo de las alas oblicuas no ha sido sustituida rapida-
mente por las nuevas herramientas de simulacién, sino que conviven ambos
métodos de desarrollo.

1.1. Conceptos Basicos y Motivacién

El estudio profundo del concepto de ala oblicua empezo6 a realizarse por
R.T.Jones en la decada de 1940, principalmente porque representaba una
solucién simplificada para minima resistencia en un flujo supersénico. Mien-
tras Jones desarrollaba una teoria para estimar las caracteristicas de las alas
supersoénicas, se vié que la minima resistencia de onda inducida se alcanzaria
cuando la distribucién de la sustentacién sobre el ala fuese eliptica tanto en
la cuerda como en la totalidad su envergadura. Por tanto, esto motivo es-
tudios mas minuciosos de las alas oblicuas para vuelos supersénicos, ya que
los disenos alares de la época el angulo de flecha era simétrico en cada semi-
envergadura, lo que provocaba que la distribucién de sustentacién no fuese
continua a lo largo de toda la envergadura.
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Otra clara ventaja de las alas oblicuas para vuelo supersénico es que
éstas distribuyen la sustentacién alrededor de dos veces més que un ala con-
vencional de la misma longitud, con la misma flecha e idéntica cuerda, lo
que se traduce en una reduccion de 4 veces de la resistencia de onda induci-
da. Ademaés, las alas oblicuas mantienen el efecto de la flecha en la seccién
central del ala, la cual puede llegar a ser critica.

| Loblique Wave Drag Components

Leyrn + Volume Distribution (area rule)
o '||.||'|:|.I|,||'|'||qr2
T .
Length
+ Lift Distribution
2
p ~ _Lift
Lemgth

+ Sweep Effect (at root section)
I:I = COE J“l.

Figura 1.1: Caracteristicas de la redcuciéon de drag de un ala oblicua

Por tanto, a causa de todas estas mejoras aerodinamicas de las alas
oblicuas, el interés inicial del concepto, las caracteristicas estructurales y la
posibilidad de disenos de geometria variable han hecho que las investigacio-
nes sobre este tipo de alas hayan continuado hasta hoy en dia.

La estructura recta de la geometria de las alas oblicuas evita pares que
a veces se generan sobre el fuselaje, lo que hace que la fabricacién de la
estructura sea mucho mas facil. Si ademads se incorpora la flecha variable en
el diseno del ala, tan solo hace falta un pivote central, lo que proporciona
ventajas estructurales importantes en comparaciéon con los dos pivotes que
deben llevar aviones convencionales de flecha variable, los cuales deben so-
portar grandes cargas de flexién.

Probablemente la ventaja mas significativa de este tipo de alas para avio-
nes de flecha variable fue introducida en un disenio realizado en la década
de 1940 por Blohm y Voss, quienes usaron un ala oblicua de flecha variable
para evitar el cambio del centro aerodinamico que se produce con los aviones
convencionales de geometria variable.

Las buenas caracteristicas de las alas oblicuas para los aviones de geo-
metria variable permite a estos disenos maximizar la aerodindamica de la
aeronave en un amplio rango de ntmeros de Mach sin los inconvenientes
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Figura 1.2: Ventajas Estructurales de un Ala Oblicua

Figura 1.3: Variacién casi nula del CA en un ala con flecha oblicua frente a
la gran variacién si ésta tuviese una flecha simétrica en ambas semialas.

asociados a los conceptos de aeronaves de geometria variable convencionales.

Otras caracteristicas tinicas de los disenios de alas oblicuas pueden hacer
de este tipo de aviones los mejores para ciertas misiones. Por ejemplo a la
hora de almacenarlos en un portaaviones, al poder reducir la envergadura
en gran medida al posicionar el ala sobre el fuselaje.

Atendiendo a las caracteristicas descritas, se puede ver que la configu-
racién de ala oblicua es particularmente atractiva debido a que se pueden
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Figura 1.4: Variacién de L/D con el Mach para un ala oblicua optimizada
en comparacion con ala simétrica fija

alcanzar grandes variaciones de flecha de un modo mucho mas sencillo y
ligero que en los aviones con geometrias convencionales. No obstante, se tra-
ta de una geometria muy poco utilizada hoy en dia debido a los problemas
que presenta, por lo que es interesante el estudio de esta problematica de
modo que se pueda resolver, ya que el ala oblicua es una configuracién que
puede suponer un paso adelante en la mejora de la aerodinamica de las ae-
ronaves comerciales. Por ello en este Trabajo se va a estudiar el efecto de la
divergencia en este tipo de alas, y poder conocer sus limitaciones.

1.2. Breve Historia

El diseno de ala oblicua fue propuesto originalmente por Edmond de
Marcay y Emile Moonen en 1912. La idea era variar la flecha de las alas
oblicuas de modo que se pudiese aterrizar deslizandose lateralmente. Este
concepto fue estudiado més profundamente por Richard Vogt en Alemania
por el aumento de velocidad de la aeronave que se produce al aumentar la
flecha. Poco después R.T.Jones en Laboratorio Aerondutico de Langley se
interesé en las alas oblicuas y se consagré como el mayor defensor de este
concepto. Inicié estudios en tinel de viento en la década de 1940 sobre este
tipo de alas y como podrian ser integradas en aeronaves civiles de alta velo-
cidad. Estos estudios se pueden dividir en dos temas principales. En primer
lugar los correspondientes al montaje del ala oblicua sobre el fuselaje me-
diante un pivote, y en segundo lugar los que tratan el concepto del vuelo del
ala oblicua.
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Desde entonces han habido muchos estudios sobre disenos de aeronaves
de ala oblicua para aplicaciones civiles y militares. Debido a las ventajas
aerodindamicas a altas velocidades en este tipo de alas su uso se considera en
muchos casos, sin embargo normalmente se rechaza debido a los problemas
que surgen en la integracién del ala con el fuselaje, asi como a las dificultades
surgidas en el control. A lo largo de la historia dos de los disenios desarro-
llados més importantes han sido el OWRA RPV y el AD-1.

El primero fue el OWRA RPV (NASA Dryden Oblique Wing Research
Aircarft (Figura 1.5), el cual se construyé en el inicio de la década de 1970
para poder investigar las caracteristicas aerodindmicas y de control de vuelo
de un ala oblicua. Se trataba de un Vehiculo Pilotado Remotamente (RPV)
al que se le anadié una pequena cola para compensar el movimiento del
centro aerodinamico a medida que se movia el ala. También contaba con un
fuselaje muy rudimentario. Su disefio consté de varias iteraciones realizadas
en el tinel de viento y testeo en vuelo. Se probaron tres tipos de cola distinta
hasta encontrar la adecuada. El primer vuelo de la aeronave se realizé en
1976 y dur6 24 minutos. Durante los posteriores vuelos, se hicieron pruebas
hasta un angulo de flecha de 45°. El plan era eliminar la cola posteriormen-
te para convertirlo en un ala volante, sin embargo se desestimé por falta de
presupuesto. El OWRA RPV fue el primer ala oblicua con la que se consi-
guieron datos reales de vuelo de las derivadas de estabilidad y control de un
ala oblicua.

Por otra parte, el segundo desarrollo se traté del AD-1 (Ames-Dryden,
Figura 1.6). Fue disenado por Burt Rutan y se trata del primer avién tri-
pulado de ala oblicua, el cual hizo su primer vuelo en 1979. Se disen6 para
evaluar las ventajas del concepto de un ala oblicua sobre un pivote. El pro-
yecto se pretendia que fuese de bajo coste, con vuelos a bajas velocidades
para demostrar las caracteristicas de la flecha variable a estas velocidades
de un ala oblicua. No obstante, se descubrié que las mayores ventajas de un
ala oblicua con alta flecha se encuentran a velocidades transénicas y altas
velocidades. Por tanto se redisend parte del proyecto para adaptar el aero-
nave a este tipo de velocidades. Para su construccion se hicieron minuciosos
ensayos en tunel de viento, asi como extensas simulaciones. El primer vuelo
se realizé en 1980 a manos de Thomas McMurtry, donde las pruebas de vuelo
se realizaron hasta una flecha de 60° sin una pérdida significativa del control.
Sin embargo, a partir de 45° de flecha la dificultad para el pilotaje aument6
considerablemente debido a los problemas ocasionados por la asimetria de
la aeronave como la aparicién de una fuerza lateral en el ala delantera y
una entrada en pérdida asimétrica. Se vio que el efecto de compresibilidad
no afectaba en gran medida, ya que los efectos ocasionados por la asimetria
eran mucho mas influyentes. Posteriormente varios pilotos mas volaron el
avién constatando un fuerte acoplamiento entre el momento de cabeceo y
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Figura 1.5: OWRA (Oblique Wing Research Aircraft)
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Figura 1.6: AD-1 (Ames-Dryden)
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Una vez terminado el proyecto del AD-1 junto con todos los estudios
realizados, se llegé a la conclusién que los aviones de ala oblicua tendrian un
gran papel en el d&mbito militar. Por todo esto, la NASA decidié invertir en
la investigacién de un avion de ala oblicua supersénico basado en el Vought
F-8 Crusader. Por ello a finales de la década de los 70 se inici6 el estudio
para la adaptacién, con la intenciéon de empezar con la construccion del
modelo en 1984. Sin embargo, a pesar del esfuerzo realizado, el proyecto se
canceld debido a las grandes dificultades ocasionadas por la modificacién del
aeronave. Por otra parte, la Marina estaba muy interesada en el proyecto,
ya que tener aviones con este tipo de alas, reduciria el espacio que ocupan
los mismos en un portaaviones. Por ello, se quedaron con el programa y
empezaron a desarrollarlo por su cuenta. Rockwell realizé diversos estudios
para la Marina con disenios que llegaban hasta 1.8M y dngulos de flecha de
0° a 65°. En 1988 se presento el diseno preliminar sin embargo, el sobrecoste
que se ocasiond, asi como la cancelacién de otros proyectos de la NASA hizo
que se abandonara finalmente el proyecto.

Figura 1.7: Diseno de Rockwell para la marina estaodounidense

En 1995, dos maquetas a pequena escala de aeronaves de ala oblicua (3m
y 6m de envergadura) fueron desarrolladas por Stephen Morris en la Uni-
versidad de Stanford. El disefio estaba basado en un propuesta de la NASA
para un avién de transporte supersénico con capacidad para 400 pasajeros.
El objetivo era investigar los problemas de control derivados por la flecha
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asimétrica que hacen que el vuelo inestable sea inabarcable. La maqueta mas
pequena, la cual era estable,se usé mediante radiocontrol para identificar los
problemas que serfan importantes para la maqueta més grande (Figura 77 ).
Gracias a esto se vio que las aletas verticales afectaban negativamente al
cabeceo por lo que se redisefiaron. Ademads esta aeronave usaba un sistema
automatico de control para permitir que cuando la aeronave fuese inestable
pudiera seguir volando.

Figura 1.8: Morris OFW en vuelo

Una vez entrado ya el siglo XXI, la agencia de defensa estadounidense
(DARPA) inici6 un programa de un aeronave de ala oblicua en el 2006. El
proyecto se adjudicé a la empresa Northrop Grumman, la cual debia realizar
un disenio preliminar y testeo de un aeronave de pruebas X-Plane de ala
oblicua. El programa se llamé DARPA OFW y su objetivo era mejorar los
problemas de disefio asociados al ala de flecha variable con vuelo supersénico
referentes a la aerodindmica, la aeroelasticidad y el control del aeronave. El
avién propuesto se muestra en la Figura 1.9, el cual se basaba en un ala
volante pura donde la flecha del aeronave era oblicua, con un ala hacia atras
y otra hacia delante. La configuracién se realizé para un alta velocidad, alto
rango y larga duracién. El programa se dividié en dos fases. La primera
fase consistio en el desarrollo tedrico y el diseno conceptual del aeronave,
mientras que la fase dos resulté en el diseno, fabricacion y testeo en vuelo
del aeronave. Sin embargo, una vez se realizé la fase 1, el programa se canceld
en el 2008 al inicio de la segunda fase.
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Figura 1.9: Northrop Grumman Switchblade

1.2.1. Problemas en el Tinel de Viento

Realizar pruebas de medida de cualquier tipo de configuracién alar pre-
senta dificultades para sujetar el modelo en el tinel de viento y obtener
buenas medidas de las fuerzas y momentos sobre éste. El concepto de ala
oblicua agrava estos problemas debido a que tiende a crear grandes momen-
tos desestabilizantes de giro y guinada, y la falta de flujo simétrico suele
causar interferencias en el soporte que no son habituales en otros tipos de
configuracién.

El programa de la NASA de principio de la década de 1990 realizé una
aproximacion para superar estas dificultades, a pesar de que los resultados
no se publicaron.

1.3. Objetivos

Las estructuras modernas de los aviones no son completamente rigidas
y el fendmeno aeroeldstico suele ser un problema a tener en cuenta en la
mayoria de casos. Siendo éste en muchas ocasiones un factor limitante en el
rango de operacién del aeronave. Por tanto, es necesario realizar un analisis
aerolastico de este tipo de aviones, centrandose ese Trabajo en la aeroelas-
ticidad estatica, concretamente en la divergencia.

El objetivo principal de este trabajo, como se ha mencionado, es evaluar
la divergencia en los aviones de ala oblicua, y los parametros que limitan el
desarrollo de los mismos, ya que se trata de aviones con grandes capacidades
aerodinamicas que pueden mejorar las caracteristicas de los disenos actuales.
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Sin embargo, la aeroelasticidad limita su aplicacién, ya que debido a su no
simetria el comportamiento no es el mismo en ambas semi-alas. El compor-
tamiento estructural se encuentra desacoplado para cada semi-envergadura,
sin embargo el comportamiento aerodindmico no lo esta, ya que el ala con
flecha negativa influye en la aerodindamica del ala positiva. Esto hace que
el problema aerodindmico sea mas tedioso de resolver, y por tanto la diver-
gencia en este tipo de configuracién alar serd distinta a las alas en flecha
tradicionales con ambas hacia el mismo lado, ya que las fuerzas que inter-
vienen en el sistema son distintas. Este problema se resolvera de dos modos
distintos, analiticamente y numéricamente utilizando el Vorter Lattice Met-
hod. El método numérico se realizard mediante las ecuaciones energéticas de
Lagrange. Esto permitira la organizacion del problema de forma matricial,
de modo que sea posible realizar un método estandarizado para este tipo de
problemas.

1.4. Suposiciones

Tanto en el Capitulo 2 como en el Capitulo 3 se contrastaran los resulta-
dos mediante un ejemplo numérico detallado en el Anexo II. Estos ejemplos
se realizaran con un aeronave de ala oblicua con unas caracteristicas basadas
en el avién experimental AD-1 (Figura 1.6) de la NASA descrito anterior-
mente. En ambos casos se supone caso estacionario, asi como una rigidez
a flexién como torsiéon constante a lo largo de todo el ala. Posteriormente,
en el Capitulo 4 se comparan los calculos realizados con los dos métodos,
para finalmente en el Capitulo 5 analizar los resultados obtenidos, de modo
que se puedan obtener los puntos méds relevantes del andlisis de este tipo de
alas, asi como los problemas que se han encontrado y mencionar los posibles
futuros estudios que se pueden llevar a cabo en este campo.

1.5. Divergencia Alas en Flecha

El aumento del uso de aviones con alas en flecha, ya sea positiva o ne-
gativa, ha incrementado en gran modo el interés en el comportamiento ae-
roelastico de este tipo de alas. Por ello, tal y como se ha indicado, en este
trabajo se estudiard la divergencia de las mismas. Sin embargo, antes de
iniciar el calculo de la misma es importante tener una idea clara de qué es la
divergencia y qué la produce, asi como la respuesta que ocasiona la misma
en las aeronaves que la sufren.

La divergencia de las alas es un fenémeno de inestabilidad estdtica que
se produce por la interaccién entre las fuerzas aerodinamicas y las fuerzas
estructurales. Su efecto se traduce en la modificacién del angulo de ataque, el
cual puede estabilizarse o divergir, en funcién de la velocidad. La velocidad
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limite a la que se produce dicho efecto se llama velocidad de divergencia.
Esta puede conducir a fallos estructurales y estd causada por el hecho de
que las fuerzas aerodinamicas superan a las fuerzas elasticas de la estructura.
Sometida a cargas aerodindmicas, la estructura de la aeronave se deforma de
manera que las cargas aerodindmicas aumentan. Al llegar a la mencionada
velocidad de divergencia de la aeronave respecto al viento, la deformacion
autoamplificada puede concluir en fallo estructural.

La descripcién fisica para un ala en flecha se puede explicar mediante la
Figura 1.10.

Figura 1.10: Ala en flecha

Cuando se aplica una fuerza normal en el eje eléstico del ala los puntos A
y B se mueven en la direcciéon normal aproximadamente la misma cantidad.
Sin embargo, el punto C se desplaza una menor cantidad.

Si se considera el flujo en direccién CB, flecha positiva, el segmento
BC disminuirda su angulo de ataque y se producird una disminucion de la
sustentacion. Se puede ver que cuando un ala con flecha positiva flecta su
angulo de ataque respecto a la direccién del flujo disminuye. La sustentacion
negativa que se produce tiene un efecto estabilizante debido a la torsién del
propio segmento BC.

Contrariamente, si se considera la direccién del flujo en BC, flecha negati-
va, el segmento BC aumentara su angulo de ataque, ya que el desplazamiento
vertical del punto B es mayor al del punto C.

A consecuencia de lo expuesto, la velocidad de divergencia aumenta pa-
ra alas con flecha positiva pero disminuye para alas con flecha negativa.
Ademsds, para alas con flecha positiva el centro aerodindmico se desplaza
hacia el fuselaje disminuyendo los esfuerzos a flexién en el encastre, sin
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embargo, en alas con flecha negativa se produce lo contrario. El centro ae-
rodinamico se desplaza hacia la punta de ala provocando mayores esfuerzos
flectores en el encastre.

Por todo esto, la eleccién de la flecha en un aeronave es crucial segun la
misién de la misma. Sin embargo, en los aviones con ala oblicua que se tratan
en este Trabajo, el interés es atin mayor, ya que mezcla ambos tipos de flecha
en un mismo ala. Esto es muy importante, ya que el comportamiento de cada
una de las semi-alas es muy distinto entre ellas. Esto hace que las limitaciones
no siempre vengan determinadas por la misma semi-ala, y resulta un caso
interesante de estudio ya que se puede ver el efecto de la flecha positiva y
negativa en una misma aeronave. A lo largo de este Trabajo se va a buscar
encontrar las diferencias entre estas y ver la limitaciéon por divergencia de
la aeronave determinando si la flecha positiva o negativa es la restrictiva en
este tipo de aviones.



Modelo Analitico

A veces, los andlisis aeroelasticos de las alas, se basan en modelos de
alas rigidas donde el soporte si es flexible. Estos estudios pueden dar una
buena aproximacion de la estabilidad y respuesta aeroeldstica del ala, sin
embargo en los andlisis préacticos se debe tener en cuenta la flexibilidad de
todo el ala. En este caso, para la realizacién de todos los cédlculos se ha te-
nido en consideracién un ala flexible con un modelo estructural simplificado.

El estudio que se quiere realizar se basa en alas con flecha, tanto positiva
como negativa, sin embargo se debe empezar con el analisis de un ala recta,
ya que resulta mas sencillo para después generalizar los resultados obtenidos
a alas con flecha. Para ello se debe considerar una ala eldstica uniforme sin
flecha, la cual se modela como una viga (Figura 2.1). El eje de coordenadas
a lo largo de la envergadura del ala, serd el mismo que el de la viga, el cual se
trata del eje y de acuerdo a la costumbre en el campo de la aeroelasticidad.
La viga se toma empotrada en la raiz (y=0) y como borde libre en el extre-
mo (y=l), que corresponde con la punta de ala. Ademés, hay que destacar
que el eje y corresponde con el eje eldstico del ala, el cual se define como el
eje transversal del ala por el que se concentra toda la capacidad elastica del
material. En vigas isotrépicas se traduce en que cuando se aplica una fuerza
transversal en cualquier punto de este eje se produce una flexion sin ninguiin
tipo de torsién. Ademsds este eje también corresponde con el eje de giro del
ala cuando se le aplica inicamente un momento torsor puro. Destacar que
cuando se calculen las fuerzas aerodinamicas sobre el ala, inicamente in-
fluird la rotacién del ala, ya que la flexién no variard la magnitud de éstas
fuerzas.

22
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Figura 2.1: Esquema de un ala uniforme sin flecha

2.1. Consideraciones Iniciales

Para el desarrollo del trabajo, las consideraciones iniciales que se tienen
son las siguientes:

= Estructura alar flexible
= Rigidez a Flexion EI constante
= Rigidez a Torsién GJ constante

= Caso estacionario, sin dependencias del tiempo

Una vez conocidas se puede pasar al desarrollo del modelo tedrico.

2.2. Strip-Line Theory

Para los calculos que se van a realizar, tal y como se ha mencionado an-
teriormente el ala se modelara como una viga isotrépica, por tanto el angulo
de ataque dependera de la posicion a lo largo de la envergadura por la posi-
ble variacién de éste por la rotacion del ala. Se debe calcular la distribucion
de la sustentacién, asi como el momento de cabeceo por unidad de enver-
gadura a lo largo de una viga esbelta como el ala. Sin embargo, para este
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calculo se ignoraran los efectos tridimensionales que se producen con alas
finitas, es decir, las cargas aerodindmicas en una seccién no dependeran de
las adyacentes. Esta simplificacion se puede hacer debido a que el ala a es-
tudiar se trata de una ala de gran envergadura con un elevado dspect ratio ”.

-
w

Figura 2.2: Seccién transversal del ala

Por tanto si evaluamos una seccién del ala con las fuerzas que actian
sobre ella, Figura 2.2, el momento total de torsién por unidad de longitud
sobre el eje elastico viene dado por:

M' = M!. +el’ — Nmgd (2.1)

donde el momento positivo va hacia arriba en el borde a ataque y L’ y
M. son la sustentacién y el momento de cabeceo distribuidos por unidad
de longitud, mg es la distribucién de peso por unidad de longitud y N es el
factor de carga normal. Este factor de carga puede escribirse como:

L
N= (2.2)

siendo L la sustentacion total y W el peso total del aeronave. Las cargas
aerodindmicas distribuidas de las sustentacién y el momento de cabeceo se
pueden escribir como

1
L' = §PooCU2Cl (2.3)

1
M., = 5pooc2U2cmac (2.4)

pudiendo definir la presién dindmica como
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1
q= §pooU2 (2.5)

Observando las definiciones se puede observar que tanto la sustentacién
como el momento de cabeceo distribuidos dependen del angulo de ataque «
a través del coeficiente de sustentacion ¢; y el coeficiente de momento ¢,
respectivamente mediante la teoria aerodindmica, sin embargo normalmente
se debera integrar a lo largo de toda la superficie alar para poder evaluar
estas variables.

Otro modo de calcular que puede resultar més sencillo se basa en dividir
el ala en secciones con un grosor infinitesimal de modo que se pueda calcular
la sustentacién local, asi como el momento de cabeceo mediante teorias bi-
dimensionales. Esta teoria es la llamada ”strip theory”, la cual se va a utilizar
para un primer calculo tal y como se ha mencionado. Ademds, para valores
pequenos del dngulo de ataque, «, se puede usar un método més simple
asumiendo que la curva de sustentacion es constante a lo largo de toda la
envergadura, as{ como el coeficiente de momento distribuido ccy, ac(), de
modo que:

aly) =a a(y) (2.6)

donde a es la pendiente de la curva de sustentacion.

Al tratarse de alas eldsticas, el &ngulo de ataque dependera de dos compo-
nentes, al contrario que las alas rigidas donde solo depende de un pardmetro.
En este caso o vendra definido por la contribucién de una parte rigida ,a;.,
asociada a un giro rigido del ala en su construccién (no se tiene en cuenta
torsién geométrica), y una contribucién del giro eldstico, 6(y). Con esto el
angulo de ataque queda

ay) = o +0(y) (2.7)

donde hay que tener en cuenta la contribucién del downwash al dngulo
de ataque. Por tanto, aplicando esta definicién de « al coeficiente de susten-
tacion se obtiene:

aly) = alor +6(y)] (2.8)

2.2.1. Ecuacién de equilibrio

Tal y como se ha mencionado, en este caso se estudia el comportamien-
to estatico del ala. Por esto se puede simplificar el comportamiento de la
deformacién por torsién del ala como
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——db
T=GJ— (2.9)
dy
donde GJ es la rigidez a torsién del ala y T' el momento Torsor sobre el
eje elastico. Por tanto, la ecuacion de equilibrio estatico de momentos sobre

el eje eldstico viene dada por
dT d [——df
- ) =-M 2.1
dy dy (doy) (210)

Por tanto, si se aplica el momento resultante obtenido en (2.1), y se
aplica la hipétesis de GJ constante se obtiene

GJ— = —qc*cmac — ceqey + Nmgd (2.11)

Ademds ahora se tiene el coeficiente de sustentacién en la ecuacién, que
se ha definido anteriormente, (2.8). Sustituyendo éste en (2.11) y reorde-
nando se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes

ﬁ qace
dy? GJ

1
0= —ﬁ(qacear + qc*cmac — Nmgd) (2.12)

Para poder resolver la ecuacion hacen falta las condiciones de contorno
de la misma. Tal y como se ha descrito anteriormente, el ala se encuentra
empotrada en la raiz, mientras que la punta de ala se trata como un borde
libre. Esto significa que en el encastre se tendra una deflexién nula, mientras
que en la punta de ala el momento torsor serd nulo. Por esto las condiciones
de contorno que se deben aplicar para su resolucion son:

ey=0: 6=0 (deflexion nula)

do _ (2.13)

ey=1: g =0 (momento torsor nulo)

2.2.2. Divergencia por torsién

Al conocer los pardmetros del ala es posible resolver (2.12) con tal de
obtener la distribucién del momento torsor, asi como de fuerza. Para sim-
plificar la notacién se define:
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2 _ gace
GJ
GJ
Y por tanto:
Nmgd
&, = omac _ 19 (2.15)

ae qace

Se puede ver como tanto A como @, son independientes de y. Esto se
debe a que el ala se ha tomado uniforme, con cuerda constante. Una vez se
han realizado estas definiciones se puede escribir la ecuacién de equilibrio
aeroelastica de un modo més simplificado:

d*0

ae N2 = -\ (@, + ay) (2.16)

Se puede ver que se trata de una ecuacion diferencial ordinaria. Por lo
tanto la solucién vendra dada por la expresion:

6 = Asin(\y) + Bcos(\y) — (a, + o) (2.17)

Siempre y cuando A sea distinta de 0. Al aplicar las condiciones de con-
torno (2.13) se obtiene el valor de las constantes, las cuales quedan definidas
como:

6(0)=0: B =@, + a,
00)=0: A= Btan(\l) (2.18)
Por tanto, la soluciéon una vez conocidas éstas queda:
0 = (a, + ) [tan(\l) sin(Ay) + cos(Ay) — 1] (2.19)

Una vez se tiene el valor del giro se puede evaluar la distribucién de
sustentacion por unidad de envergadura sustituyendo el valor del coeficiente
de sustentacién (2.8) en (2.3), con lo que se obtiene

L' = qca (o, +0) (2.20)

Cabe destacar de la ecuacién del giro eldstico 6(y) que tiene una singu-
laridad cuando Al se aproxima a /2, ya que el giro 6 tiende a infinito. Este
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fenémeno es conocido como “divergencia de torsion” y depende del valor de

A
PR e (2.21)
GJ

Como se puede ver en la definicién de A todos los valores son constantes
a excepcién de la presion dinamica q. Por tanto, la divergencia torsional
dependera del valor de éste valor. Al valor de q donde Al es igual a 7/2 se
le denomina ”presion dindmica de divergencia”, qp. En este valor el dngulo
de giro tiende tedricamente al infinito. Por tanto resolviendo el sistema se
obtiene que el valor de A\ para que ocurra la divergencia es:

v
- 2.22
AD 51 (2.22)

Por tanto, si se sustituye este valor en la definicién de A, (2.21), y se
halla el valor de la presién dinamica de divergencia, se obtiene:
GJ /m\2
qp = — ( ) (2.23)

eca El

Una vez hecho esto, se puede averiguar el valor de A en funcién del valor
de la presién dindmica, asi como de las caracteristicas de divergencia del ala.
Para ello se tiene que resolver A/Ap, con lo cual se obtiene:

Al = 5\/5 (2.24)
donde
_ q
- 2.25
=5 (2.25)

Con todo esto, ahora es posible conocer el giro 6 en la punta de ala en
funcién de §:

0(l) = (@ + o) (cos%)\l) — 1) = (ar + ay) cos(l’”I) -1 (2.26)

Ademas, se puede expresar (2.15) como

acm 41PN
a, = CCacm ngd (2.27)
ae GJrn?g
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Atendiendo a la definicién de @, este dngulo depende de g, sin embargo
si d (distancia entre el eje eldstico y el cdg) tiende a cero, éste dngulo ya
no dependerda de g. Por tanto se podra evaluar el giro 6 en punta de ala
en funcién de g. Esta dependencia esta representada en la Figura 2.3 donde
se puede ver que el angulo de giro en la punta del ala tiende a infinito
a medida que § se aproxima a 1. Es decir, que la presién dindmica a la
que esta sometida el ala, se aproxima a la presién dindmica de divergencia.
Esto es muy importante conocerlo a la hora de realizar vuelos con un ala
debido a que el dangulo de giro de la punta de ala segin las condiciones de
vuelo debe conocerse, ya que si sobrepasa ciertos limites se podria danar la
integridad estructural de la aeronave. Por tanto, nunca se debe llegar a la
presién dindmica de divergencia de una aeronave. Esto se realiza mediante
las envolventes de vuelo de una aeronave, las cuales limitan la actuacién de
ésta a condiciones donde se conoce que nunca se llegara a gp con seguridad.

Btip (°)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3: Orrp en funcién de g con o, + @, = 1,5°

No obstante, este caso tan solo ocurre en aviones con ala recta, ya que
cuando aparece una flecha en las alas se produce un acoplamiento entre la
torsién y la flexién y la divergencia no solo viene causada por la torsion,
sino que la flexiéon también influye en su aparicién. Por lo que para poder
empezar a realizar un analisis de la divergencia es interesante este caso, pero
cuando se trata de geometrias més complejas se deben analizar otros factores
como se va a hacer en las siguientes secciones.

2.2.3. Distribucién de sustentacion

Atendiendo a la definiciéon del coeficiente de sustentacién (2.8), si se
sustituye en la expresién de la sustentacion por unidad de envergadura, esta
ultima queda
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L' = qca (o, +0) (2.28)

donde hay que recordar que 6 viene definida en (2.19) como

0 = (a, + ) [tan(\l) sin(Ay) + cos(Ay) — 1] (2.29)

y @, esta definido en (2.15) del siguiente modo

mac N d
&, = Jmac 1Y (2.30)

ae qace

En el caso que el factor de carga N fuera igual a la unidad y el angulo
se pudiera definir, el cdlculo de la sustentacién seria bastante sencillo. Sin
embargo, un ala representa tan solo la mitad de la superficie sustentadora de
un aeronave, por lo que el calculo se complica. La constante @, depende de
N. Esto quiere decir que para un valor dado de «;. , existe una distribucién
del angulo de giro # y una distribucién de sustentacion particular. Esta
distribucién de sustentacion se puede integrar a lo largo de todo el ala para
obtener la sustentacién total. No obstante, el factor de carga es funcion
del dngulo de ataque rigido «. , a través del angulo de giro eldstico 6. Por
este motivo una de las dos variables o, o N se debe especificar para poder
resolver el sistema, mientras que la otra se puede averiguar a partir de la
sustentacion total L, la cual viene definida por la expresién

l
L= 2/ L dy (2.31)
0

Si se sustituye L’ por su definicién (2.20) y la de sus variables, se tiene

!
L= 2qac/0 ((ar + ap) [tan(Al) sin(Ay) + cos(Ay) — 1] + a;-) dy

_ . tan(Al) —w)

(2.32)
= 2qcal <(0¢,~ + ) 5

El factor de carga viene definido por N = L/W | por tanto esta expresién
se puede dividir en términos de «, y @,. Si se utiliza la definicién de @, (2.30),
se queda una funcién que depende de N y de «,-. Por tanto se puede expresar
N en funcién de «, o en su defecto «, en funciéon de N segun se prefiera.
Estas dos relaciones son las que siguen

26T (aave + con (1 - b))

ael (2mgld (1 - tanA(lAz)> + tg‘fj%)

N(a,)= (2.33)
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NWile Al Nmgl?d ccm>
d(N)me— 4 (1 ST e Com 2.34
N )= T N tan () ( tan(Al)) (GJ()\Z)Q ae (2:34)

Estas relaciones permiten fijar un valor de «,- para encontrar el valor de
N(q) o de forma inversa fijar un valor del factor de carga, N, y hallar el
a,(q) correspondiente. Observando las ecuaciones, se puede ver que cuando
g = 0, el factor de carga N(q) es nulo. Sin embargo,a,(q) empieza en el
infinito para ¢ = 0. Por otra parte, los valores limites de ¢, como la pre-
sién dindmica de divergencia gp dependen de otros pardmetros. Con estas
ecuaciones es posible obtener la deformacién torsional y la distribucién de
sustentacion resultante para unas condiciones de vuelo determinadas pero
no sirven para evaluar la presion dindmica de divergencia de la estructura.

El céalculo de la distribucion de sustentacién aerolastica en funcion de la
envergadura es muy practico y en la industria se suele realizar de dos modos
distintos. El primero se realiza para satisfacer las necesidades aerodinamicas
que hacen falta para conocer la fuerza y el momento total que se generan
en el aeronave segun la altitud y las condiciones del vuelo. En este caso, la
presion dinamica q y el dngulo de ataque rigido o, son datos conocidos, y el
factor de carga o la sustentacién total se calculan usando (2.33). El segundo
se basa en asegurar la integridad estructural de la superficie sustentadora
para un determinado factor de carga N y unas condiciones de vuelo dadas.
Cuando se sabe el factor de carga y las condiciones de vuelo, es necesario
conocer la distribucién de las sustentacién para poder realizar un analisis
de las cargas y en su defecto un analisis de la fatiga. Cuando ¢ y IN son
pardmetros definidos previamente, mediante (2.34) se obtiene «,. Una vez
conocidos estos tres pardmetros se puede averiguar @, con (2.30). Por tanto
ahora se puede hallar la deformacién por torsién 6 a partir de (2.29) y la dis-
tribucién de sustentacién por unidad de envergadura con (2.28). A partir de
estos nuevos pardmetros conocidos se pueden calcular las distribuciones de
momentos torsores y flectores sobre el ala, de modo que se sepa el punto de
maxima fatiga en el ala, el cual normalmente se encuentra cerca del encastre.

Es importante conocer que el efecto de la flexibilidad por torsiéon de una
ala recta puede variar en gran medida la distribucién de sustentacion a lo
largo de ésta. Este efecto se puede ver en la parte elastica del coeficiente
de sustentacién, la cual es proporcional al giro por torsién 6(y). Ademés,
este giro suele ser mas grande a medida que se acerca a la punta del ala y
se aleja de la raiz, por lo que afecta de forma considerable a la distribucién
de sustentacion del mismo modo. El efecto total depende de si se ha deter-
minado «, o el factor de carga N. Si se especifica «, la sustentacién total
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aumenta gracias al aumento del factor de carga en el extremo del ala. Por
otra parte, si el valor prefijado es el factor de carga IV, la sustentacién total
(4rea debajo de la curva de L") se mantiene constante. Por tanto el aumento
de sustentacion en punta de ala se verd contrarrestado por un decremento
de sustentacion cerca de la raiz. Esto se debe a una disminucién de «, a
medida que la estructura es mas flexible.

Destacar que todas las ecuaciones utilizadas para calcular la divergencia
por torsion, asi como la distribucién de sustentacién estan basadas en la
Strip-Theory. Una pequena mejora numérica se podria realizar si la pen-
diente de la curva de sustentacion, a, en dos dimensiones que se ha utilizado
se reemplaza por la pendiente de la curva en tres dimensiones. Sin embargo,
si se modifica la teoria usando coeficientes tridimensionales los resultados
que se obtienen son numeéricos y no se podria llegar a soluciones anéliticas,
mediante las cuales se pueden ver las dependencias y efectos de las variables
de una forma mucho mas clara.

2.2.4. Efecto de la flecha

El estudio que se intenta llevar a cabo trata sobre las alas oblicuas, las
cuales tienen una semi-ala con flecha positiva, y la otra semi-ala con flecha
negativa. Sin embargo la Strip-Theory desarrollada se ha hecho para alas
rectas. Esto se debe a que es mas sencillo desarrollarla para este tipo de
alas, y ahora, una vez realizado el desarrollo se puede generalizar para las
alas en flecha que son la que interesan para las conclusiones a las que se in-
tentan llegar. Por tanto, ahora se va a incluir el efecto de la flecha de modo
que influya en los resultados obtenidos.

Para evaluar esta nueva geometria alar se presupone que el giro se obtiene
rotando el ala desde la rafz del eje eldstico en el encastre, (Figura 2.4).
Las reacciones aerodinamicas dependen del angulo de ataque medido en la
direccion del flujo libre, por tanto queda

donde ay; es la variacion del angulo de ataque en la direccion del flujo
causada por la deformacién eldstica. Para poder tener una relaciéon cinemati-
ca entre el flujo libre y el ala en flecha se deben rotar los ejes de referencia.
Inicialmente los ejes llevan la direccion paralela y perpendicular al flujo li-
bre, y rotan el dngulo de la flecha A para situarse sobre el eje eldstico del
ala. Por tanto la matriz de rotacién queda

[ cos(A) sin(A)
Rz = < —sin(A) cos(A) > (2.36)
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y la relacion de coordenadas

by a1
. =Rz | . 2.37
< by ) ’ ( az ) (2:57)
donde una vez operado los vectores quedan

by = dy sin(A) + ay cos(A)

) (2.38)
by = ag cos(A) — aj sin(A)

siendo los vectores a1y ao los vectores unitarios alineados con el eje y y
el flujo libre respectivamente, y los vectores Bly by los vectores obtenidos al
girar los anteriores que se encuentra en el eje eldstico del ala y perpendicu-
lar a éste respectivamente. La 2.4 muestra un grafica de como quedan los
distintos sistemas de referencia

-fcos(A) - >‘

bl
\\ |
. |
\ : X K‘\.\_‘H
. .,_‘_._:Ef ; SR :.:\Hh‘*-.._‘.‘
B o R Qo |,
SR m\ |/ csec(A)
5! 3 } Y
- H““M‘ SRR e | Y
b; H"‘-n._‘h‘_‘: . f’ i -
“H“‘-‘\ by |
b: & R

Figura 2.4: Efecto de la flecha

Atendiendo al giro, se puede ver que la rotacién local (rotacién sobre los
ejes del ala) de cualquier seccién del ala causada por la deformacion eldstica
se puede escribir como la combinacién de dos rotaciones. La primera rotacién
viene causada por la torsién, 6, sobre by, y la flexién alar, dw/dy sobre b,
siendo w la deflexién a causa de la flexién (positivo hacia arriba). Por tanto
la rotacion total a sobre los ejes iniciales es la componente de la rotacién
local sobre el vector a1, que se define como
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s dw dw
el = a1 (bzdg + b19> =6cos(A) — a sin(A) (2.39)

De esta relacién se puede ver que cuando un ala tiene flecha, el dngulo
efectivo de ataque varia a causa de la flexién. Esto provoca acoplamiento
entre la flexién y la torsién en el ala provocando una variacién en la respuesta
estatica del ala en vuelo, asi como las condiciones en las cuales se produce
la divergencia. Ademds, se puede ver que al combinar la flexién y la torsién
por la flecha, la seccién del perfil en la direccién del flujo libre obtiene un
aumento de cuerda. Pero en este caso esta variacion de cuerda no se tiene
en consideracion. La notacién es la misma que la utilizada en el caso del ala
recta, ya que de este modo es mucho mas sencillo comparar los resultados
para ambos casos. En este caso de ala con flecha hacen falta dos ecuaciones de
equilibrio a diferencia del caso anterior. Esto se debe a que la flexién provoca
una variacién en el angulo de ataque efectivo que antes no se producia por
lo que hay que tenerlo en consideracién. La primera se trata del equilibrio
del momento torsor al igual que en el caso de ala recta, mientras que la
segunda ecuacién se trata del equilibrio de fuerzas asociada a la flexién. Las
ecuaciones son las que siguen

d (—df ,

2 (GTEL) = —gecan — qc%emac + N 2.4

v <GJdY> gecaq — qC Cmac + Nmgd (2.40)
d? [(— d*w B

Los términos @ y ¢,ac representan la pendiente de la curva bidimensional
de sustentacién del ala en flecha y el coeficiente de cabeceo bidimensional
respectivamente. La relacién que tienen estas variables aerodinamicas con
sus respectivas en alas rectas son

a = acos(A)
) (2.42)
Cmac = €08~ (A)cmac

Por tanto si ahora se sustituye en (2.40) y (2.41) los valores de @ (2.42),
a (2.35) y et (2.39) en funcién de 6 y w; y se toman las rigideces a torsién y

flexion, GJ y EI respectivamente, como constantes se obtiene un sistema de
dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para la torsién y la flexion.
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0" + 91c0s(A)(‘gia - %Lw’ sin(A) cos(A)

== (gecacos oy (A) + qcPcmac cos?(A) — Nmdyg)

(2.43)
0 cos?(A)acq

gea |, .
w 7 w’ sin(A) cos(A) =7

1

= — (qacay cos(A) — Nm,
77 (qacor cos(A) 9)

Para poder resolver el sistema se han de imponer unas condiciones de
contorno, las cuales son las mismas que para el caso de ala recta, ya que
se sigue considerando que el ala esta empotrada en el encastre y libre en la
punta de ala.

Y=0: 6 =0 giro nulo
w =0 deflexion nula
w' =0 pendiente deflexino nula

Y=1I1: ¢ =0 momento torsor nulo (2.44)
w” =0 momento flector nulo

=0 fuerza cortante nula

Una vez conocidas las condiciones de contorno se puede pasar a eva-
luar la solucién del sistema de modo que se obtenga la presion dinamica de
divergencia del problema.

2.2.5. Calculo de la divergencia

Antes de intentar resolver de manera exacta las ecuaciones obtenidas
mediante Strip Theory, hay que destacar dos casos de especial interés en
los cuales el acoplamiento entre la flexién y la torsién desaparece o se ha-
ce despreciable de modo que se pueden resolver las ecuaciones de un modo
analitico. El primer caso se trata de la eliminacion de la flecha. En este caso
la solucién seria la misma que en caso de ala recta estudiado anteriormente,
donde a partir de la solucién del giro a.; = 0 se puede sustituir en la ecua-
cion de la flexién e integrando con las condiciones de contorno obtener la
fuerza cortante, el momento flector, la pendiente de la deflexién, asi como
la deflexién por flexién.

El segundo caso ocurre cuando e = 0, es decir, el centro aerodinamico del
ala coincide con el eje elastico de la misma. En este caso la divergencia por
torsién no tiene lugar y se puede hallar una solucién polinémica para 6 con
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las condiciones de contorno. Por tanto si se sustituye la soluciéon obtenida
en la ecuacién de flexién (2.43) se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto
orden para w con un funcién de fuerza polinémica. Esta nueva ecuacion se
puede resolver, sin embargo, la solucién no es tan sencilla como en el caso
anterior. Para resolver esta ecuacién y averiguar la condicién de divergencia
de la estructura, tal y como se ha visto en la solucién de ala recta, tan solo
hace falta la parte homogénea de la ecuacion, la cual se puede escribir de
tercer orden sustituyendo ¢ = w’, y queda

¢+ %Csin(/\) cos(A) =0 (2.45)

Para el caso que se esta estudiando con el ala empotrada - libre con las
condiciones de contorno ¢(0) = ¢'(I) = ¢"(I) = 0, esta ecuacién tiene una
solucién analitica con la que se obtiene una presion dinamica de divergencia

EI

= —6,3297
1 ’ acl? sin(A) cos(A)

(2.46)

El signo menos indica que la divergencia por flexion tan solo se produce
para alas con flecha negativa, ya que para este tipo de flecha el producto de
coseno y seno es negativo y el signo de la presién dinamica serd positivo,
dando a resultados posibles en la practica, mientras que para flechas posi-
tivas el signo de la presiéon dinamica sera negativo y esto no tiene sentido
fisico, por lo que no se produce la divergencia por flexién en este caso. Esto
se puede comprobar en la Figura 2.5 donde se grafica la presion dinamica
de divergencia normalizada con la misma con una flecha nula obtenida en
(2.23). Aqui tan solo se observa una asintota en la parte positiva de q para
valores de flecha negativos.

Esto es muy importante tenerlo en cuenta cuando se realizan aeronaves
de ala oblicua, ya que el comportamiento frente a la divergencia serd muy
distinto en cada semi-ala. Mientras que para el ala con flecha postiva se
puede llegar a evitar este efecto haciendo coincidir el eje elastico con el
centro aerodindmico del ala, en el ala con flecha negativa se podra evitar del
mismo modo la divergencia por torsién, pero la divergencia por flexién no
se podra evitar, por lo que las condiciones de vuelo vendran restringidas por
este fendmeno. La ventaja es que se elimina la divergencia por torsién y la
de flexion en una semi-ala, sin embargo habra que seguir considerando una
presién dinamica critica por la semi-ala con flecha negativa. No obstante,
las simplificaciones realizadas en este caso son muy grandes, y casi nunca
ocurren en la realidad. Por ello también existe una solucién analitica exacta
para 2.43 la cual se va a desarrollar.
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Figura 2.5: Presién dindmica de divergencia en funcién de A con e =0

Solucion exacta

La solucién exacta no es sencilla de obtener. Para facilitar su calculo se
convierte primero el sistema de ecuaciones acopladas formado por las ecua-
ciones (2.43) en una unica ecuacién gobernada por el componente elastico
del angulo de ataque. Al estar tratando de encontrar la presiéon dindmica de
divergencia tan solo es necesario coger la parte homogénea de las ecuaciones,
con lo que el sistema queda del siguiente modo:

0" + % cos?(A) — (Zijlw’ sin(A) cos(A) =0

(2.47)
w” + %w’ sin(A) cos(A) — %‘9 cos*(A) =0

Para poder obtener una unica ecuacién se deriva la primera ecuacion
respecto a Y y se multiplica por cos(A). Una vez hecho esto se le resta la
segunda ecuacién multiplicada por sin(A) con lo que queda

u "o qeca / " o3
(0" cos(A) — w"" sin(A)) o7 cos?(A) (6 cos(A) — w” sin(A))

gea . s
—i—ﬁ sin(A) cos(A) (6 cos(A) — w' sin(A))

(2.48)

Si se sustituye la definicién de ag; (2.39) y se introduce la coordenada
adimensional = Y/l la ecuacién anterior puede reescribirse como

& P
all + qg cos’ (Ao, + q% sin(A) cos(A)ae =0 (2.49)




CAPITULO 2. MODELO ANALITICO 38

En este caso las condiciones de contorno vienen definidas como sigue a
continuacién

ae(0) = 0

/ J—

ael(l) 12 =0 (2_50)
oy (1) + T cos*(Naa(1) = 0

Una vez se tiene esta tinica ecuacién es necesario realizar simplificaciones
para poder hallar la solucién mediante operaciones matematicas conocidas.
Para ello se definen las variables 7 y 8 del modo

2
T = qeLaZ cos?(A)
GJ. (2.51)
g = geal sin(A) cos(A)
EI
Con esto (2.49) queda como
ag + 7T ag + B aa (2.52)
La solucién general a esta ecuacion es
3
el = Z A; el (2.53)
i=1

donde los términos A; son constantes arbitrarias y los términos r; hacen
referencia a las raices de la ecuacién caracteristica r3+7r+8 = 0. Para poder
calcular las constante A; hacen falta condiciones de contorno, las cuales son
las definidas en (2.50). Si se sustituyen estas condiciones de contorno en la
solucién (2.53) se obtiene

3
Zi:l Ai = 0
>oiy ridie” =0 (2.54)
S (r?+a) Aie" = 0

Por tanto, las condiciones para la divergencia es que haya una solucién no
nula de las constantes A;. Para hallarla se debe realizar el determinante de
los coeficientes que acompanan a las constantes e igualarlo a cero. De modo
que se puedan hallar los valores de 7 y [ criticos que causen la divergencia
en la aeronave.



CAPITULO 2. MODELO ANALITICO 39

1 1 1
ry et ro €2 r3 e’ =0 (2.55)
(r% + 7') el (7‘% + T) e (7’% + 7') e’

Sin embargo, el calculo de estos valores de una manera exacta resulta
bastante complejo por lo que hay varios métodos para calcularlos de un mo-
do aproximado. La solucién exacta consta de varias ramas, donde la més
importante, e interesante para poder realizar un estudio de la divergencia,
tiene un comportamiento bastante sencillo demostrado por Diederich y Bu-
diansky (1948) que se puede aproximar a una recta

w2 3r?

= — 4+ — 2.
™= + 6 Bp (2.56)

Con esta ecuacién se puede obtener la relacién entre los valores de 7 y
B criticos para la divergencia. Cabe destacar los dos casos particulares con
Bp v 7. En el primer caso Sp = 0 se trata de un ala rigida a flexién, donde
D = %2 es la solucién para la divergencia por torsiéon pura. En el segundo
caso 7p = 0 se trata de un ala rigida a torsién, donde fp = —19/3 es una
solucién muy cercana a la exacta vista en (2.46). Para los casos en los que
la divergencia sea debida a un conjunto de ambos casos, el error obtenido
con esta aproximacién se puede considerar despreciable. Cabe destacar que
el signo de 7 vendréa dado por el signo de e, y que el signo de § vendra dado
por el signo de A. La solucién aproximada (2.56) se representa junto con la
solucién exacta en la Figura 2.6. Como se puede apreciar, la aproximacion
y la solucién exacta coinciden con muy poco error cerca del origen, por lo
que la solucién aproximada es valida para realizar calculos.

Otro modo de representar el comportamiento de la divergencia dindmica
es representar 7p frente a un parametro adimensional que se define como

exl
r= B_ ,g tan(A) (2.57)
n ekl
Por tanto, si se aplica esta definicién a (2.56) se llega a
2
S - 259
1)

Por tanto, si se sustituye esta ecuacién en las definiciones hechas en
(2.51) se obtiene una definicién de la presién dindmica de divergencia en
funcién de parametros constructivos de la aeronave, asi como de la flecha de
la misma.
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7p en funcién de Bp para divergencia acoplada
D
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Figura 2.6: 7p frente a [p para divergencia acoplada; Linea
continua(solucién exacta) y linea discontinua (solucién aproximada)

GJn?

decal? cos?(A) (1 - %é%)

qp = (2.59)

Aunque hay significativas diferencias entre la solucién exacta y la aproxi-
mada tal y como se puede apreciar(Figura 2.6), en el rango de interés para la
divergencia la aproximacién lineal de las condiciones para la misma en fun-
cion de 7p y Bp es muy acertada. Por esto, es posible obtener una expresiéon
de la presién dindmica de divergencia en funcién de la rigidez estructural, de
e/l'y del dngulo de flecha (A). De modo que sea mds sencilla la comparacién
de la divergencia con distintas configuraciones de la aeronave se normaliza
gp con el valor que tiene la misma para un angulo de flecha nulo

72GJ
== 2.60
100 = fecal? (2:60)
Por tanto
a 1+ tan?(A) (2.61)
22 = - .
qpo 1-— 37765% tan(A)

Si se toman valores positivos de e, es decir, que el centro aerodindmico se
encuentra siempre por delante del eje eldstico, la tnica variable que podra
ocasionar variaciones en la presion dindmica de divergencia sera la flecha
(M\). Hay valores de A en los que la divergencia tendera al infinito o pasara a
ser negativa, por lo que en estos valores de flecha no ocurrira este fenémeno.
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Si se toma en consideracion el rango principal comprendido entre —90° <
A < 90° se puede ver como la divergencia ocurrira cuando el médulo de A
sea distinto de 0 y 37%r # 76. Por tanto la divergencia tendré lugar cuando
—90° < A < Ay, donde Ay, se trata del valor limite a partir del cual se
produce la divergencia y viene definido por

T6F]Ie

! ! L 1 ! ! !
-80 -60 -40 -20

L L L L L AC)

Figura 2.7: Presién dindmica de divergencia normalizada con GJ/EI =
0,833 y e/l = 0,045

Por tanto, para evitar la divergencia se debe elegir un angulo de flecha
A > A, ya que con flechas menores la presion dindmica de divergencia cae
en gran medida. Esto se debe a que al aumentar A, el denominador de (2.62)
aumenta, mientras que el resto de pardmetros son constantes, por lo que el
valor de ¢p disminuira. Este angulo de flecha critico suele ser pequeno por lo
que da a ver que no suele existir divergencia para alas en flecha positiva, pero
si para alas en flecha negativa. Este efecto se puede ver en la Figura 2.7, y se
debe tener muy en cuenta al evaluar alas oblicuas, ya que al tener siempre un
ala con cada tipo de flecha tenderd a producirse la divergencia en el ala con
flecha negativa, mientras que en la positiva no. Esto es critico en el disenio
de estas aeronaves, ya que una de las semialas puede limitar el dominio de
vuelo de la aeronave. Esto tendra que ser compensado variando la altura o
velocidad de vuelo para evitar llegar a la presiones dindmica criticas y que
la estructura de la aeronave entre en divergencia.



Desarrollo numeérico

Muchas veces los modelos tedricos no son suficientes para explicar el
comportamiento de todos los casos posibles. Muchas veces se toman simpli-
ficaciones que no siempre se dan en la realidad con el objetivo de sacar una
conclusiéon general. Sin embargo hay que tener en cuenta que las conclusiones
sacadas no se pueden aplicar en todos los contextos y conocer las limitacio-
nes de las mismas. En el caso de la Strip Theory desarrollada en el Capitulo
anterior, no se tiene en cuenta el efecto 3D de las alas en la sustentacion, es
decir, no se tiene en cuenta el efecto producido en punta de ala, asi como
la fuerza de sustentacién nula en este punto. Ademds, su uso estd limitado
para plantas alares sencillas, dejado de tener validez para alas con formas
geométricas complejas. Por todo esto, se va a desarrollar el comportamiento
del ala de un modo numérico, para conseguir resultados més exactos con
respecto al comportamiento real. La Strip Theory es buena para obtener
conclusiones generales sobre como va a comportarse el ala, pero no permite
conocer con profundidad las limitaciones concretas del ala estudiada. En
este capitulo, se obtendra el resultado mediante el método energético de las
ecuaciones de Lagrange, para el cual se utilizard el modelo Vortex Lattice
para el calculo de la aerodinamica de la aeronave. La ventaja significativa
de este tipo de calculo frente al analitico radica en la solucién mucho més
precisa de las fuerzas que actiian sobre el sistema. Ademds, las ecuaciones
de Lagrange se pueden organizar de forma matricial, lo que permite que se
realice un procedimiento estandarizado para resolver el problema que se va
a tratar.

42
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3.1. Introduccion al Vortex Lattice Method

El modelo de Vortexr Lattice es un método muy similar la método de
los paneles, pero mucho mas sencillo de utilizar y capaz de obtener muy
buenos resultados para el célculo de la aerodindmica de un ala, asi como la
interaccion entre componentes. Se trata de un método ampliamente utilizado
hoy en dia para la estimacion de la aerodinamica de las aeronaves. Este
método estd basado en la solucién de la Ecuacion de Laplace, y esta sometido
a las misma restricciones tedricas que el método de las paneles. Algunas de
las principales caracteristicas del Vortex Lattice son:

= Los torbellinos se encuentran sobre la superficie

= La condicién de flujo perpendicular nulo se satisface en unos puntos
de control

= Se resuelve un sistema lineal de ecuaciones algebraicas para obtener la
circulaciéon de los torbellinos

= Orientado hacia los efectos de sustentacién, ademads la formulacion
clasica ignora el espesor del ala

= La condiciones de contorno se aplicar en una superficie principal
= Los torbellinos no se distribuyen sobre toda la superficie

= QOrientado hacia alas delgadas

Se trata de un método extremadamente sencillo, si embargo no se puede
hacer una aproximaciéon analitica sencilla, ya que aparecen matrices dema-
siado grandes para el cdlculo analitico a mano, por lo que se deben usar
métodos computacionales que faciliten el calculo. En este caso se utilizara
un programa realizado con Mathematica (Anexo II) que facilitara la reso-
lucién del problema. Sin embargo, previamente al calculo aerodinamico, se
debe realizar un céalculo estructural, de modo que sea posible conocer el
comportamiento del ala y su deformacion.

3.2. Modelado Estructural

En primer lugar se va a realizar el cdlculo estructural del ala. Al igual
que en el capitulo anterior, el ala se modelard como una viga, y el dngulo
de ataque dependera de la posicién a lo largo de la envergadura por la
rotacién de la misma (#) y el desplazamiento vertical debido a la flexién
(w). La rigidez a torsién GJ, asi como la rigidez a flexién EI se consideraran
constantes a lo largo del ala.
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3.2.1. Definiciéon de los grados de libertad

El ala se discretizard en un nimero par de nodos equidistantes entre si,
en los cuales se supondra un desplazamiento por flexién w;, asi como un giro
por torsién ;. Estos seran los grados de libertad del sistema, mediante los
cuales se podra obtener el movimiento de cualquier punto del sistema. Es
recomendable que la cantidad de nodos sea un niimero par, de modo que se
tenga el mismo nimero de nodos en cada semi-ala. Por tanto, el ala tendra
2N grados de libertar, ya que se tienen 2 por cada nodo. Para el andlisis
realizado en el Anexo II se han establecido 6 nodos. En la Figura 3.1 se
observa la discretizacién realizada.

Figura 3.1: Grados de libertad del ala

Los grados de libertad se agrupan en el vector adimensional u, que viene
definido como:

w1 w2 w3 Wy Ws We
u = {77917779277a03773047779577’06} (31)
C C C C C C

donde los desplazmientos verticales por flexién (w) vienen adimensiona-
lizados con la cuerda del ala.

3.2.2. Definiciéon de la respuesta

La respuesta del sistema se definird como una funcién polinémica. En el
caso de la deflexién se trata de una polinomio de sexto grado, mientras que
para el giro es de cuarto grado. Por tanto, las funciones de respuesta ante
la flexién y la torsién vienen dadas por:
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w(Y):ao+a1Y+a2Y2+a3Y3+a4Y4—|—a5Y5+a6Y6
OY)=bo+b1 Y +ba Y+ b3 Y + by Y+ b5V + b6 Y (3.2)

Por otra parte, segiin se ha definido las condiciones del ala, ésta se en-
cuentra empotrada en la raiz, por tanto es posible dividir el problema en
dos. Por un lado, la deformacién del ala derecha, y por otro la deformacién
del ala izquierda, ya que a causa del empotramiento los movimientos de cada
semi-ala son independientes de la otra.

Por ello el desplazamiento vertical w y la rotacion 6 vienen definidos en
dos tramos, wp,0p v wr, 0. Ademas, si se agrupan los coeficientes en fun-
cion de los grados de libertad, se pueden simplificar las expresiones de w y ¢
de modo que a cada grado de libertad lo acompane una funcién dependien-
te de Y, las cuales son conocidas como funciones de forma ya que tan solo
dependen de la posicién Y en la que nos encontremos, es decir, de su forma.

SEMI-ALA DERECHA

U)D(Y) = Ny, (Y)w1 + Ny, (Y)U)Q + Ny (Y)w3
QD(Y) = Np, (Y)91 + Np, (Y)6’2 + Np, (Y)93 (33)

con y =Y cosAg:

o
IN
L<
IN

@)
IA
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IN
NS~
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SEMI-ALA IZQUIERDA

wr(Y) = Ny, (Y)ws + Ny, (Y)ws + Ny (Y)ws

QI(Y) = Ny, (Y)94 + N95 (Y)95 + Ngs (Y)96 (3.5)
con y = —Y cos Ag:
0<Y <l
3.6
—gSySO (30

Sin embargo, se desconocen los valores de las funciones de forma men-
cionadas. Para su calculo son necesarias las condiciones de contorno.
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Condiciones de contorno

Para poder averiguar el valor de las funciones de forma, es necesario
evaluar la deflexion y el giro con las condiciones de contorno del ala. Estas
seran las mismas para ambas semialas tanto en la raiz como en el extremo,
mientras que en los nodos intermedios tendran distintos valores dependiendo
del grado de libertad asociado.

El valor de las condiciones de contorno para el ala empotrada en la raiz
y libre en el extremo son:

wY =0) = (deflexién nula)

w'(Y=0) = (giro por deflexién nulo)

W'Y =1) = (momento flector nulo) (3.7)
w”(Y =1) =0  (fuerza cortante nula)

(Y =0) =0 (giro nulo)
(Y =0) =0 (momento torsor nulo) (3.8)

Sin embargo, las condiciones de los nodos internos seran distintas para
cada semiala del aeronave:

SEMI-ALA DERECHA

w(Y = Yl) = w1 G(Y = Yl) = 91
w(Y = Yg) = w2 G(Y = Yg) = 92 (3 9)
’LU(Y =S Yg) = Ws Q(Y 5 Yg) = 93

wY =Yy = wy Y =Yy = b,
w(Y =Ys) = ws Y =Ys) = 6

SiendoY1:Y4:l/3;Y2:Y5:2/3l;Y3:Y6:l

Funciones de forma flexion

Una vez conocidas las condiciones de contorno, se puede resolver el sis-
tema creado por los coeficientes ag, a1, ag,as, a4, as, ag aplicando (3.7) en
ambas semialas, pero variando las condiciones especificas segun se trate de
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la semiala derecha o la izquierda. Con esto se hallan los valores de estos co-
eficientes, y agrupando términos se puede obtener el valor de las funciones
de forma.

2187Y"6 17253Y° 25353 Y4 8181 Y3 1944 Y2

3716 7ap ol st e

Nwz(Y) = Nw5(Y) =

8019 Y6 7533Y° 20493 Y4 5751 Y3 4131Y?2

TTs5 T 3tp tan . et T 1asee
Nw3 (Y) Nw6 (Y) =
735Y" 5379 Y5 N 21023 Y4 _ 5461 Y3 N 308 Y2
3716 7415 2292 [4 1113 3712
(3.11)

Funciones de forma torsion

Por otra parte, si se aplican las condiciones de contorno de giro 3.8 a
la respuesta 6 del sistema, y se agrupan los coeficientes by, b1, ba, b3, by con
los grados de libertad, se obtienen las funciones de forma de torsién. Estas
vienen definidas como:

81Y4 135Y3 27Y?

N91 (Y) = N94 (Y) = 9 l4 - 2 l3 + l2
81Y+ 27Y3 27Y?
N92 (Y) = N95 (Y) == 404 + I3 - 412 (3'12)
9Y* 9Y? Y2
Ny, (Y) = Ngg(Y) = DY Y +T2

Modo matricial

Una vez se conocen las funciones de forma, se pueden expresar la defle-
xion w y el giro # de modo matricial. Hay que tener en cuenta que se han
de tratar las dos semialas por separado. De este modo queda:

wp(Y) = ¢Ngp (Y)u

wi(Y) = ¢NI(YV)u (3.13)
_ T u

Op(Y) = NgTD(Y) (3.14)

01(Y) = Ng(Y)u
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donde u es el vector de los grados de libertad (3.1).

3.2.3. Energia de deformacion

La energia de deformacién U del ala es la energia potencial acumulada
por la misma. En este caso se tiene energia de deformacién por flexién, asi
como por torsion. Hay que tener en cuenta que cada semi-ala se trata por
separado, por tanto se tiene:

u:l/l EI(W>2dY+1/ZZOGJ<30D(Y)>2dY
2

2 Jy—o Y2 2 Jy oY

1 [ Pwr(Y)\” 1 80, (Y) (3.15)
- BI (L) dy+= Y
"3 /YO < oY? ) W 2 /YO GJ( oY ) a

Otro modo de expresar esta energia de deformacion es matricialmente.
Esto se obtiene sustituyendo los valores de las deflexiones y los giros con los
obtenidos en las ecuaciones 3.13 y 3.14. De este manera la expresién de la
energia de deformacién queda:

1
U= 3 ul Ku (3.16)
siendo
K = Ky, + Ko, + Ky, + Ko, (3.17)

donde las K, hacen referencia a las matrices de rigidez a flexién de la
estructura y las Ky se tratan de las matriz de rigidez a torsion de la misma.
Vienen definidas como:

v oY? oY2

Ko, :/z GJ(ae(;;}(/Y)) (aeéT)}SY)) . (3.18)
Y=0

Ko, — /lo s (82NwD(Y)> (a?szD(Y)T) .
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Matriz de rigidez

Con la suma de todas ellas se obtiene la matriz de rigidez total de la
estructura, tal y como se muestra en la ecuaciéon 3.17. Por tanto queda
una matriz de dimension 2N x 2N. De modo que se pueda normalizar la
matriz de rigidez, se incluye una relacién entre la rigidez a torsion y a flexion
mediante el pardmetro v como sigue

EI=~GJ (3.19)

Por tanto, si se aplica la relacién se pude obtener una matriz de rigidez
adimensional del modo

GJ
31512483(;% 0 . 158507199%25 0 5644566c§6 0
47915 1 2 4791

7915 9673 3835) 01 7047 7905 l 23

140 560 140

36157671c%3 0 5179407323 0

J— 2 2

Kp = 95830 1 486 383820 l i
35 560

2677457c¢23 0

2
47915 1 1667
420
(3.21)

3.2.4. Angulo de ataque

Una vez se conoce el giro eldstico 6 de la estructura alrededor del eje
elastico, se puede averiguar el angulo de ataque del ala respecto a los ejes
viento, es decir, relativos al flujo. Esto es muy importante para poder calcu-
lar las fuerzas y momentos aerodindmicos sobre la misma. Ademaés, hay que
tener en cuenta que si el angulo de flecha del ala fuese nulo, el angulo de
ataque coincidirfa con el giro elastico. Sin embargo, al tratarse de alas con
flecha, éstos no coinciden, ya que la flexién de la estructura también genera
un giro en la direccién y.

Para facilitar el cdlculo se introduce una nueva nomenclatura para las
derivadas de la deflexion:
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_dwp(y)  dNg (Y)

Cdwr(Y) dNg(Y) (3.22)
V) ==y =gy U

Hay que tener en cuenta, que se esta tratando un caso particular de alas
en flecha, las alas oblicuas. Por tanto, en este caso, la semi-ala derecha tendra
flecha positiva, mientras que la semi-ala izquierda tendra flecha negativa. El
angulo de ataque en cada caso queda como sigue:

Semi-ala derecha (0 <y < %)

(3.23)

Figura 3.2: Angulo de ataque semi-ala derecha

() =0 ( ool eostn) = oo (ool ) sinle) = NZ, () w

donde

d N,
dy

NZD (y) = NOTD <Cosy> cos(Ag) — ¢ sin(Ag) (3.25)

(Ag)

Como se puede ver, el giro eldstico produce un aumento en el angulo de
ataque, mientras que el giro ocasionado por la deflexién reduce el angulo de
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ataque total del ala.

Semi-ala izquierda (—% <y<O0

N—

(3.26)

Figura 3.3: Angulo de ataque semi-ala izquierda

arts) = =01 (ks Y eostn) + o o Y sin(A) = NE, () w

donde

d Ny,

T _ NT -y
N, (y) = —Ng, <cos(AE)> cos(Ag) + ¢ v

sin(Ag) (3.28)

Contrariamente al caso anterior, tanto el giro elastico como el giro ocasio-
nado por la deflexion tienden a aumentar el angulo de ataque total del ala.

Esta es una de las principales diferencias de las alas en flecha positiva
y negativa. Mientras que en las positivas la variacién de « con la deforma-
cién es mas suave, en alas con flechas positiva la variaciéon de o« es mucho
mas elevada, ya que contribuyen positivamente tanto el giro por torsion, asi
como la deflexién por flexion. Esto es una caracteristica muy importante al
disenar este tipo de aviones, ya que cada ala impondra unas restricciones
tanto estructurales como aerodindmicas muy distintas entre ellas. En el caso
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aeroeldstico que se desea tratar, la flecha negativa ocasionard una velocidad
de divergencia mucho menor que con flecha positiva, aunque esto se tratara
con mas detalle en capitulos posteriores.

3.2.5. Desplazamiento vertical

En esta seccion se va a estudiar el desplazamiento vertical que ocurre en
cualquier punto del ala. Para ello se va a analizar el desplazamiento vertical
de un punto genérico A, con coordenadas (z4,y4), tal y como se muestra
en la figura 3.4, respecto a los ejes fijos (z,y, z).

S

eje elastic

Figura 3.4: Desplazamiento vertical seccién perfil

Tal y como se puede observar, la variacién vertical de cualquier punto de
una seccién alar viene dado por el desplazamiento del eje elastico de ésta,
sumado con la variacién de la posicién vertical debida al dngulo de ataque.
La posicién r del punto A respecto al eje eldstico vendra dada por:

rA=x4— T —yaA tan(Ag) (3.29)

tanto en la semi-ala derecha como en la semi-ala izquierda de la aerona-
ve. Destacar que xg hace referencia a la posicion del eje elastico respecto al
borde de ataque.

Por tanto, con esto ya se puede buscar una solucién al desplazamiento
vertical de cualquier punto del ala. No obstante, hay que diferenciar en entre
ambas semialas, ya que el angulo de ataque de éstas esta definido de modo
distinto en cada lado. Finalmente se obtiene:
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Siya>0: za=wp (%) —ap(ya) -ra
(3.30)
Siya<0: za=wy (%) —ar(ya) -ra

Si se expresa en modo matricial el desplazamiento z queda:

Siya=0: za=cNg (a)u— Na,(a)u-ra=cNg (ya) u

Siya<0: zp= CN'LIl;I(co;(ZXAE))u o NEI(—yA)U "TA=C N:{I(yA) u
(3.31)
siendo
NZ,(ya) = No (o) — No(ya) ™2
(3.32)

NZ;I(?JA) = Nfﬂ,(cog(ﬁ)) - Ng,(—?/A) a

3.3. Modelado Aerodinamico ( Vortex Lattice Met-
hod)

Para poder realizar el andlisis de la divergencia que se busca, es nece-
sario conocer las fuerzas aerodindmicas que actiian sobre el ala a estudiar.
Por ello es necesario realizar un estudio aerodindmico de la misma. En este
caso, para poder averiguar las fuerzas que actiian sobre el ala se va a realizar
un estudio mediante el método de los paneles de una manera sencilla. Este
método se basa en la subdivisién del ala en paneles a lo largo de la enverga-
dura y la cuerda. Cada panel dispone de un punto de control situado a 1/4
del borde de fuga del mismo. Posteriormente, se sitia sobre cada panel un
torbellino en herradura que actiia sobre el ala, de este modo se pueda eva-
luar la velocidad vertical inducida del ala sobre los puntos de control y poder
obtener las intensidades de los torbellinos, comparando esta velocidad con
la obtenida mediante la modelizacién estructural del apartado 3.2. Una vez
obtenidas la intensidades, mediante la ley de Kutta-Joukowsky serd posible
hallar la fuerza de sustentacién que actia sobre el ala. Ademés, destacar que
el punto de aplicacién de la fuerza de sustentacién (centro aerodindmico) se
ha supuesto a ¢/4 del borde delantero de éste.

En este caso, al tratarse de una ala de gran alargamiento, las subdivi-
siones en paneles tan sélo se haran a lo largo de la envergadura, mientras
que en la direccién de la cuerda no se dividird. Por tanto, el ala quedara
dividida en un nimero N par de paneles para que en cada semi-ala haya la
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misma cantidad de los mismos. El nimero de paneles que se ha elegido para
calculo es de 10, de modo que se tienen cinco paneles a cada lado de la raiz.
En la siguiente figura se muestra como queda el ala una vez se ha hecho la

divisién de ésta.

b

Toa, |
® | Ica, ‘
LL | Y
: o | |
| | ® |
-7?57(71 : X I I ] o :
I ZPo, | | : ® || zoay|,
box | il e | ]
| X | | | |
°
' (Y I | ! |
| ™~ I e i
X | I I e
x| |
\ Tpc, |, " :
|
1 X
| | x
|
L
x
Ay

Figura 3.5: Division del ala en paneles

donde C'yy indican los puntos de control de cada panel.

3.3.1. Angulo de ataque de los paneles

En el apartado anterior 3.2.4, se han calculado los dngulos de ataque de
cada una de las semi-alas segtn la posicién a lo largo de éstas. Por tanto, se
puede proceder al cédlculo de o para cada uno de los N paneles en los que se
subdivide el ala. El angulo de ataque en cada uno de ellos viene dado por:

oy = a(y;) (3.33)

donde

aj = a(y;) = (3.34)

NI (y;) siy; <0

Por tanto, una vez hecho esto se puede formar un vector columna:
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ai a1 [ NG (1) ]

Q; = Qrj + Ng(yj) U221 (3.35)
o) o' NT ( )

N) T‘N) L ap yN 4 Nz12

donde «, indica los angulos de ataque inicial de la estructura en cada
nodo. Este angulo de ataque inicial puede ser tanto rigido como por un
determinado dngulo de ataque del aeronave. Si se usa notacién vectorial, la
funcién queda:

anx1 = apnx1 T Danxi2 i2x1 (3.36)

Con lo que se obtiene el a de cada uno de los paneles en funcién de su
angulo de ataque rigido, y los grados de libertad del sistema mediante una
matriz D, conocida como Primera Matriz de Acoplamiento.

Con esto, se puede relacionar la pendiente del desplazamiento vertical de
una seccién con el dngulo de ataque de la misma. En la figura 3.6 se puede
ver la representacion grafica.

Figura 3.6: Relacién entre desplazamiento vertical y angulo de ataque

Atendiendo a la figura, la derivada de z respecto de = en el punto C es
equivalente a la pendiente en ese punto, y siendo « el dngulo de ataque del
panel, matematicamente se tiene:

% |Rc1
: (3.37)

.
Bzf |RCN

donde se ha definido el vector a como el vector de velocidad vertical de
los puntos de control, siendo el sentido positivo hacia arriba.
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3.3.2. Desplazamiento vertical de los paneles

Al igual que en el caso del calculo del a de los paneles, es este caso se va
a utilizar los resultados obtenidos en el apartado 3.2.5 para obtener los des-
plazamientos verticales de cada uno de los puntos de control de los paneles.
La obtencion de este desplazamiento serd necesaria posteriormente para po-
der calcular el trabajo realizado por la sustentacion. La distancia que separa
el eje elastico de los centros aerodindmicos, los cuales estan situados a ¢/4
del borde de ataque se define como e. Atendiendo a estas definiciones se tiene

r&4€08(A) =714

Figura 3.7: Distancia entre eje elastico y centro aerodindmico

donde se puede ver que la distancia r de un centro aerodinamico cual-
quiera A con el eje eldstico es constante al tratarse de un ala recta y viene
definida como

rcA
= 3.38
roa cos(Ag) (3:38)

Ademsds y4 correspondera a la distancia entre el centro aerodindmico de
cada panel y la raiz , la cual vendra dada por:

bj2 (21
=+ 1 =1,2,3,4,5 3.39
Ya COS(AE) < IN ) con v y &y 9y F ( )
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donde N es el nimero total de paneles. Ademas hay que tener en cuenta
que se trata de una distancia positiva para la semi-ala derecha y negativa
para la semi-ala izquierda.

Con estas variables calculadas, se puede pasar a expresarlo matricial-
mente el desplazamiento vertical z de los puntos de control aprovechando
las definiciones del apartado 3.2.5.

ZA1 [ NZ, (ya1) T
2aj ¢ =c | NZ(yaj) U1221 (3.40)
AN [N A, (yan)] N12

donde se pueden definir los vectores de modo que se exprese de forma
mas compacta:

zAnx1 = ¢ Danxi2 wi2x1 (3.41)

Con lo que se obtiene el desplazamiento vertical de los puntos de control
en funcién de los grados de libertad del sistema mediante una matriz D,
conocida como Sequnda Matriz de Acoplamiento.

3.3.3. Numeracion de los paneles: Matriz de Conexiones y
Matriz de Nodos

Para el modelado aerodinamico, se ha dividido el ala en paneles como ya
se ha descrito, y a su vez se han calculado en los apartados anteriores el des-
plazamiento, asi como el angulo de ataque de estos. Sin embargo, hace falta
conocer como se organizan los mismos y como estan colocados de modo que
el calculo se pueda realizar de un modo mas sencillo. Para ello, se evaluara
la fila y la columna en la que esta situado en la matriz de paneles, segiin
el nimero asociado al mismo. La forma de numerar los paneles, serd con
nimeros enteros consecutivos, empezando por la esquina inferior izquierda.
En este caso, al tratarse de una matriz con una tunica fila, la posicién del
panel vendrd determinada por la columna. Ademads, también se numeraran
los nodos que interconectan los paneles. Esta subdivision queda del siguiente
modo:

Por tanto, para conocer la posicién (columna y fila) de un panel genérico
7 se puede utilizar un algoritmo tal y como sigue:
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T

Figura 3.8: Numeracién de paneles y nodos

j=Any,+B ; A= [757,} (Parte entera)
(3.42)
B = [i} (Resto)

Ty

Donde la fila y la columna que ocupa vendra determinada por el valor
de B:

SiB=0 — { fila =4
columna = n,
(3.43)
Sip>0 — {1 =4+1
columna =B

Una vez conocida la posicién que ocupa cada panel, se puede averiguar
los nodos que se encuentran en cada una de las esquinas del panel. Cada
una de estos nodos se definen como E1, E2, E3, F4.

El nimero de cada uno de estos nodos vendra dado por el nimero de
panel (j), la fila que ocupa (f) y el nimero total de divisiones a lo largo de
la envergadura (n,) que se han hecho tal y como sigue:

Bl = j+f-1
E2 El1+1
E3 El+n,+1
E4 = El4n,+2

(3.44)

Con estas definiciones serd posible realizar una matriz que indique que
nodos corresponden a cada panel, llamada Matriz de Coneziones.
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E3

Figura 3.9: Nodos relativos a cada panel

Matriz de Conexiones

La Matriz de Conexiones tendra unas dimensiones de N x 5 y viene

definida del modo:

7 F1 E?2 E3 F4

1 (F1); (E2) (E3)1 (F4)

2 (El)2 (E2)2 (E3)2 (E4): (3.45)
3 (El)s (E2)3 (E3)3 (B4)s

N (Bly (E2y (B3)y (B

También es posible afiadir a esta matriz dos columnas méas que correspon-
dan con la fila y columna que ocupa el panel, de modo que las dimensiones
serfan de N x 7.

Matriz de Nodos

Por otra parte, conocer la ubicaciéon de los nodos, también es igual, o
incluso mas, importante que la de los paneles. Por ello también se realiza
una malla con los nodos, dénde cada a cada uno le corresponde una fila y
una columna. Esto es importante, ya que la posicién de los extremos de los
paneles es necesaria conocerla para poder evaluar las fuerzas aerodinamicas
que actuan sobre cada uno de los paneles. En este caso, el nimero total de
puntos tanto en & como en y serd una unidad mayor al de subdivisiones en
el correspondiente eje. Es decir:

P, =mnz+1 (Numero de puntos en x)
P, =n,+1 (Nuamero de puntos en y) (3.46)
P =P,-P, (Namero total de puntos)
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Una vez hecho esto, se puede averiguar la fila y la columna que ocupa un
nodo genérico k, donde k = A- P, + B. El método a seguir es el mismo que el
detallado en la ecuaciones 3.38 y 3.39, de modo que se obtengan A y B para
conocer la posicién, aunque variando n, por Py y j por k, al estar tratando
en este caso de nodos y no de paneles. La fila y la columna que ocupa cada
nodo k, se puede expresar en una matriz de conocida como Matriz de nodos,
la cual se define como sigue:

ko fr ck
1 fi «a
2 fa e (3.47)
P fp cp

Esta matriz es de gran ayuda, ya que facilitara el calculo de puntos
intermedios internos a los paneles, como se va a ver en la seccién siguiente.

3.3.4. Obtencion coordenadas de un punto

En este apartado se obtendran las coordenadas de un punto partiendo de
otros dos puntos conocidos (A, B) y las distancias entre ellos. Antes que nada
hay que tener en cuenta que la posicién vendra dada por el vector R = (z, y).

R Rq Rp
° > °
| dag | don :
I/ 4 L/
7 7
i /Il/
dap

Figura 3.10: Coordenadas de un punto

Matematicamente la posicién del punto () viene determinada por:

d d
Ro=-2% Ry+ -2 Ry (3.48)
dap dAB
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Una vez conocido esto se puede pasar a averiguar la posicién de un punto
cualquiera del ala, en funcién de las esquinas de la misma. Hay que tener en
cuenta que al igual que en todos los calculos anteriores se debe diferenciar
entre la semi-ala derecha y la izquierda. Esto va a permitir averiguar las
posiciones de los nodos de los paneles en los que se ha subdividido el ala,
de modo que se pueda averiguar posteriormente las posiciones de los puntos
de control de cada uno de los paneles, y por tanto, que se pueda aplicar la
teoria de torbellinos numéricamente.

Definicion Geométrica del Ala

Sin embargo, primeramente es necesario conocer correctamente la geo-
metria del ala y conocer las posiciones de los puntos extremos de la misma,
ya sea en las puntas de ala o en la raiz.

lera letra 2nda letra
LF

N = n paneles L = Left F = Front
R = Right R = Rear
‘y\[ =3
i E\:\, - y
} | : : :// ~__
LR g\!\: ! :// i ;\' e
A
—~—
) RR

Figura 3.11: Definiciéon geométrica del ala

Por tanto, se puede encontrar de manera sencilla las posiciones de los
extremos de cada semi-ala, los cuales reciben los nombres de: C'F' (Central
Front), CR (Center Rear), LF (Left Front), LR (Left Rear), RF (Right
Front) y RR (Right Rear). Las posiciones de éstos vienen determinadas por
la cuerda, el angulo de flecha del ala y la envergadura como sigue:

Una vez conocidas las coordenadas de estos puntos, se puede pasar al
calculo de la posicion de cualquier punto interior del ala basado en las coor-
denadas de los extremos. Cabe destacar que para facilitar el calculo se tra-
bajard con las coordenadas adimensionales £ y 1 que vienen definidas como:

=T =i 340

A continuacién se muestra las variables que intervienen en el calculo de
la posicién de un punto cualquiera (Q)
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Punto x Y
CF 0 0
CR c 0
LF —b/2 tan(Ag) —b/2
LR —b/2 tan(Ag) +c | —b/2
RF b/2 tan(Apg) b/2
RR b/2 tan(Ag)+c | b/2

Cuadro 3.1: Posicién de los extremos

CF
¢ e o ! Y
cQ RF
1= [a=¢e Q&)
7 RQ [
CR :
I
! I
x ! I
b ! [
n= % 1—-n | L ; ; |
nb/2 y b/2 /1‘:—1 I[‘: //‘:

Figura 3.12: Coordenadas de un punto sobre el ala

Posicion de los nodos

A continuacién, se aplicard la definicién vista anteriormente para el
calculo de la posicién de los nodos resultantes al subdividir el ala en pa-
neles. Este procedimiento se realizara tanto en el eje x, como en el eje y.
Con ello se obtendran tres ecuaciones para cada punto, con las que poder
obtener su posicion en funcién de los extremos de la semi-ala.

La posicién respecto a la raiz del ala del punto, serd la misma indepen-
dientemente de la semi-ala que se quiera estudiar, y viene definida como:

Rog =(1—¢§)Rer+& Rer (3.50)

Sin embargo, la posicién respecto a la punta del ala, serd distinta para
cada una de las partes, ya que la flecha es contraria y la posicién de los
puntos extremos no es la misma en ambos casos.

Rrg=(1—-&Rprr+& Rpr (semiala derecha)

Rio=010-YRrr+£& Rrr (semiala izquierda) (3.51)
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Una vez conocida la posicién del punto respecto a los puntos extremos,
los cuales son conocidos, se puede pasar a obtener el vector Ry que deter-
mina la posicién del punto genérico () respecto a los ejes totales x, y.

n Rro+ (1—n) Rcg (semiala derecha)

Rq(&,n) = (3.52)
—n Rrg + (1+7n) Rcg  (semiala izquierda)

Si se sustituyen las ecuaciones 3.50 en la ecuacién anterior, y se incluyen
las definiciones de los puntos extremos definidas en 3.1, se obtiene la ecua-
cién final que determina la posicién de Q:

SEMI-ALA DERECHA (0<¢<1;0<n<1)

Ro(&n) =(1—n)&  Rerp+n& Rer+ 01— Rrr+ (1 —n)(1—-&)Rcr =

—a-me {ohane {2 I ey amg (R EOR el
(3.53)

SEMI-ALA IZQUIERDA (0 <¢<1;-1<7n<0)

Ro(&n) =104n)ERer—nERr—n(1=&Rr+ (14+n)(1—&Reor =

(14 ¢ {S} Cne {—b/z_t;)a/r;(AE)} Cn—g {—b/2 tiIZ%\E) + c}
(3.54)

Por tanto, ahora tan solo queda saber las coordenadas adimensionales
de cada uno de los puntos que se quieren tratar.

En este caso, tal y como se ha mencionado interesa averiguar la posiciéon
de los nodos. Al dividir el ala en subdivisiones de igual magnitud, las posi-
ciones adimensionales de los mismos no son dificiles de obtener y, a partir
de estas, se obtendran las coordenadas x e y de cada nodo. Para el calculo
de la posicién &, de cada nodo serd necesario utilizar la Matriz de No-
dos (3.47). Con esto, para cada nodo k se puede obtener sus coordenadas
adimensionales que vendran dadas por:

& =1-L-t
(3.55)
e =—1+2 C"Z“T’l
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donde fj es la fila y coli la columna que ocupa el nodo.

Por tanto, si se aplican estas ecuaciones a todos los nodos de la malla
realizada, se obtienen las coordenadas adimensionales de cada uno.Una vez
conocidas las posiciones adimensionales, resulta sencillo obtener las medidas
concretas. Lo tinico que hay que hacer, es aplicar la ecuaciéon 3.55 en cada
uno de los nodos de la ecuacién anterior, de modo que se obtengan las
coordenadas (z,y) dimensionales de cada uno de los nodos.

Posicion Puntos de Control de los Paneles

O Y

Ty

Figura 3.13: Subdivisién del ala con los torbellinos

Para continuar con el andlisis aerodinamico del ala es necesario conocer
la ubicacién de los puntos de control de los paneles de modo que se pueda
evaluar la velocidad vertical que inducen los torbellinos sobre éstos.

En este caso el punto de control C; de cada panel se va a situar a 1/4
de la parte posterior de éste en el eje Y, mientras que en la direccién del
eje X se va a situar justo a la mitad del panel. Ademds, la posicién del
torbellino en herradura con intensidad I'; queda de tal forma que entra al
panel por su lado izquierdo y sale por el lado derecho, atravesandolo en una
linea paralela al eje X que pasa por la el centro aerodindmico del panel,
el cual se encuentra normalmente situado a 1/4 de la linea delantera del
mismo. Un esquema de como queda un panel, con el punto de control C
y el torbellino situado sobre él, con los puntos caracteristicos del mismo se
muestra en la Figura 3.14.

El punto C corresponde al punto de control, mientras que los puntos A
y B corresponden a los puntos caracteristicos del torbellino en herradura.
Estos se sittian a 3 /4 del borde trasero del panel, ya que el torbellino pasa por
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Figura 3.14: Panel con torbellino con puntos caracteristicos

la linea del centro aerodindmico del panel situada a 1/4 del borde delantero.
Ademsds, se definen los puntos 7' y S de manera que se pueda obtener la
posicién del punto de control con las posiciones de los extremos del panel.
Las posiciones de los distintos puntos vienen dadas por:

1 1
Ry = §RE1 + EREQ
(3.56)

1 1
Ry = §RE3 + §RE4

Por tanto, ahora ya se puede pasar a definir la posicién del punto de
control, la cual se define con el vector R¢:

3 1 3 3 1 1
Ro=-R -Rr=-R -R -R -R .
c=7 S+4 T =3 E1+8 E2+8 E3+8 £ (3.57)

Ademds, las posiciones de los puntos A y B referentes a los torbellinos
vendran dadas por:

1 3
Ry =[(1-nRg +nRes),_3/4 = ZREl + ZRE3
(3.58)
Ry = Rps+°R
B = jRe2+  Rpa

3.3.5. Condiciones de contorno en cada panel

En cada uno de los paneles en los que se subdivide el ala se tendrdn
unas condiciones de contorno que vendran definidas por la velocidad vertical
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inducida w en el punto de control, producida por el efecto de todos los
torbellinos. Por tanto, la velocidad inducida en el panel k se define como:
0z

2| (3.59)

wk = Uoc ox

0z
donde a—p| & es la pendiente en el punto de control k. Ademads, se puede
xz

comprobar de un modo sencillo que:

0z
Q= _67xp|($0kay0k) (3‘60)

siendo ay, el dngulo de ataque del panel correspondiente al punto de con-
trol estudiado.

Si se deja como variables las intensidades de cada uno de los torbellinos
y se agrupan el resto de variables entorno a estas, por combinacion lineal se
tiene:

0zp

wr=Hpy '+ Heo o+ ... + Heny 'y = Us

Si se aplica la expresién anterior a todos los puntos de control de los

paneles se puede obtener una expresion en forma matricial que agrupe las

contribuciones de cada uno de los torbellinos a la velocidad vertical de todos
los paneles. De este modo se obtiene:

Hq Hy .. Hn I'y 8Zp/856 |1
H21 H22 HQN FQ _ UOO 8Zp/833‘|2 (362)
HNI HN2 HNN FN 82’p/81‘|]\[
donde se puede expresar de forma compacta como:
H - TI'=Uyxa (3.63)

siendo H la matriz que incluye las contribuciones de todos los torbellinos
en la velocidad vertical de los puntos de control de los paneles, el vector I'
la que determina las intensidades de los torbellinos, y el vector a calculado
en (3.37) la pendiente de los paneles de control.

Sin embargo, el cdlculo numérico de esta velocidad vertical en funcién de
las intensidades de los torbellinos no es sencillo. Para su calculo se utilizara
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la Ley de Biot-Savart, la cual relaciona la velocidad de un fluido ocasionada
por una singularidad en el mismo, como son los torbellinos. Gracias a la
aplicacién de esta ley se podréa obtener la matriz H del problema.

3.4. Ley de Biot-Savart

3.4.1. Teoremas de vortices

Para poder utilizar el modelo de sustentacion basado en torbellinos se
necesita conocer las propiedades de los mismos llamadas teoremas de los
vortices. Estos teoremas estas asociados con los nombres Kelvin y Helmholtz
y fueron desmostrados por Karamcheti. Los tres resultados mas importantes
son:

» A lo largo de una linea de torbellinos la circulacién (I') es constante

= Una linea de torbellinos no puede terminar de forma brusca en el fluido.
Esta debe ser:
e Cerrada
e Extenderse hasta el infinito

e Acabar en un contorno sélido

= Un fluido inicial irrotacional y no viscoso, permanecerd irrotacional

Por tanto, como resultado de estos tres teoremas se puede sacar una
importante conclusion:

= Un conjunto de vortices puede sostener un salto en la velocidad tangen-
cial (por ejemplo una fuerza) mientas la velocidad normal permanece
continua. Esto significa que se puede utilizar un conjunto de vértices
para representar una superficie sustentadora.

3.4.2. Ley de Biot-Savart

Una singulardad bidimensional cumple la ecuacién de Laplace. En este
caso, un torbellino en un punto queda:

T
V = 3.64
2w r 0 ( )

donde Vjy es el flujo irrotacional del torbellino como se muestra a conti-
nuacién:

No obstante con esta definicidon no se conoce el comportamiento del fluido
en un caso tridimensional, donde el torbellino en lugar de encontrarse en un
punto se trata una linea de torbellinos a lo largo del espacio. En este caso,
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A
l/r
v /
e 0
Vortex normal >~
to page E
a) streamlines b) velocity distribution

Figura 3.15: Torbellino en un punto

se tendria un filamento de torbellino de intesidad I' como en la Figura 3.15.
Cabe destacar que se utilizard r para denotar vectores de distancia entre
puntos, y por otro lado Rp para definir las coordenadas de posicion del
punto P respecto del origen de coordenadas.

vortex
filament

Figura 3.16: Filamento de torbellinos

donde la descripcién matemaética del flujo inducido por el filamento de
intensidad I' viene dada por la ley de Biot-Savart, la cual describe el aumento
de velocidad dV en un punto p debido a un segmento de longitud dl en gq.
Matematicamente queda:

T dsxrp(s)

dVp =
P an rp(s)P

(3.65)

Por tanto, para obtener la velocidad inducida en el punto producida por
todo el filamento, se debera integrara lo largo de toda la longitud del mismo.
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Hay que tener en cuenta que la intensidad I' se mantiene constante a lo largo
de todo el filamento, por lo que queda:

LT [dlx7p(s)
Vp=— | ———= 3.66
=1 e (3.66)

Hay que tener en cuenta, que al obtenerse al velocidad inducida median-
te un producto vectorial, la direccién de ésta serd perpendicular al plano
definido por dl y rp(s) por definicién.

Para el calculo de la velocidad inducida se pueden distinguir tres tipos de
filamento distintos segin su longitud, ya sea infinita, semi-infinita o finita.
A continuacién se van a tratar los tres distintos casos.

Filamento de longitud infinita (h=cte)

En el primer caso a tratar se considerara que el filamento tiene una longi-
tud infinita con una distancia h hasta el punto P que permanece constante.
La representaciéon grafica viene dada en la Figura 3.17.

h

Figura 3.17: Filamento infinito de torbellinos

Usando la notacién de la Figura anterior se evaluaran las expresiones de
(3.66), donde queda:

ds :dyf
rp(s) =Rp—R(s)=hi—s]
dl X rp :dij hf—sjz—hdsl?

lrp(s)]? = (h2 + 32)3/2

(3.67)

N~——+7
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Si se sustituyen los valores obtenidos en (3.67) y se resuelve la integral,
se obtendré la velocidad inducida en un punto P producida por un filamento
de torbellinos infinito con una intensidad I', la cual queda:

r —h ds k I hk [* d
Vp=— X / B (3.68)
47 Jo (h?+ s2)3/2 AT Jom oo (B2 + 52)%2
Si ahora se aplica el cambio de variable s = h 7, se tiene
Thkh [® dn r
Vp= —/ =— k 3.69
AT B3 Jy—— oo (1 + 52)%/? 21 h (369)

=2
Como se puede observar, esta expresion coincide con la obtenida para el
caso bidimensional en (3.64).
Filamento de longitud semi-infinita

En este caso se considera que el torbellino se extiende desde el infinito
hasta un punto genérico A. La representacion gréfica sigue a continuacién:

P(z,y)

Y

Figura 3.18: Filamento semi infinito de torbellinos

En este caso las variables definidas en la Figura 3.18 vendran dadas por:

rp(s) = Rp — R(s)
R(s)— R4 =s(—Ry) (3.70)
Rp =Rs+rTap

donde el vector Rr es el vector unitario en el sentido de I'. Si se susti-
tuyen las definiciones en la primera ecuacién y se evaliian los términos que
intervienen en (3.66) queda:
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rp(s) =Rp—R(s)=Rp—(Ra—sRl')=rsp+sRr
dl =ds Rr

rp(s)| = 7ETr = \/(rap +sRr) = \/rapP + 25 rap Rp + 57

dl xrp =ds Rr x (’I“AP+SRF) =ds Rr X rap +M
(3.71)

Una vez se ha obtenido el valor de las distintas variables se pueden susti-
tuir en (3.66) para poder determinar la velocidad inducida por un filamento
de torbellinos semi-infinito, la cual queda:

I X dlxrp
V = -_— —_—
P /So rp(s)P3

r o d
- (RF X TAP)/ ° 3/9 (372)
4 =0 (|’I’AP|2+28 TAP-RF+82) /

:VP(OO—>A)

Esta expresion es muy util para modelar un torbellino que se extienda
desde el ala hacia el infinito aguas abajo de las misma.
Filamento de longitud finita (segmento)

En este caso se va a estudiar la velocidad inducida en un punto que
provoca un filamento de torbellinos con una determinada longitud.

Y P(x,y)

Figura 3.19: Filamento finito de torbellinos
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En este caso la velocidad sera la inducida por el torbellino semi-infinito
hasta el punto B, quitandole la contribucién desde el infinito hasta el punto
A. De este modo queda:

VA*)B = VP(OO — B) — VP(OO — A) (373)

Por tanto usando las ecuaciones (3.69) y (3.72) se pueden crear sistemas
de torbellinos.

3.4.3. Torbellino en herradura

Este tipo de vortices son especificos del Vortex Lattice Method. De este
modo se utilizan las ecuaciones deducidas a partir de las leyes de Biot-Savart
para crear un torbellino en herradura que se extienda desde el infinito hasta
un punto A del ala, posteriormente desde A hasta un nuevo punto B del ala
(ambos situados en el centro aerodindmico), para finalizar desde el punto
B hasta el infinito de nuevo. La Figura 3.20 muestra la disposicién de los
puntos.

Figura 3.20: Torbellino en herradura

La velocidad inducida por este torbellino sera la suma generada por las
tres partes en las que se divide. Por tanto vendra dada por la expresion:

Vp:Vp(OO—)A)—I—Vp(A—)B)—FVP(B—)OO) (3.74)

Férmula compacta de la velocidad

Para que se pueda resolver de un modo mas sencillo se va a desarrollar la
expresion (3.72) con la que se obtiene la velocidad inducida por un filamento
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semi-infinito que termina en el punto A, de modo que se resuelva la integral
v quede méas compacta para un uso mas sencillo. Inicialmente se tiene:

> ds

r
Vp= 7(RF XT‘AP)/ : (3.75)
4m s=0 (|7 ap|? + 2s TAP'RI‘+S2)3/2
donde se definen las variables ¢ y p como:
s
o
rapl
(3.76)
p—Rp x 1A
rapl

Una vez se han realizado estas definiciones se puede pasar a resolver la
integral, la cual queda como:

o0 ‘TAP‘ do
I:/ 0 2 2 \32 (377)
o= 3 s TA s
‘TAP| (1 + [rap| <|7'A§|RF> + \?‘AP)
donde se define k = ’rAP’ - Rr para facilitar su resolcuién. Oprando
TAP
resulta;
1 /°° do 1 1
I = = (3.78)
rapl? Jozo (1420 k+02)*?  |Rap*1+k

Por tanto se puede sustituir su valor en (3.75) para obtener el valor de
la velocidad inducida:

FRFX’I’AP 1

Vp=— 3.79
P lrapl> 14k (3:79)

donde se puede definir el vector unitario e4p = ;;‘i 1y al vector unitario

del filamento Ryr se le llama er, la ecuacién anterior queda:
I'exe AP 1

Vo=
P 4r Jrap| 1+e-eap

= Vp(oo = A) (3.80)

Esta ecuacién es mucho mas sencilla de implementar para el calculo de
la velocidad inducida. Los parametros de los que depende son el punto en el
que finaliza el filamento de torbellinos, el punto donde se quiere calcular la
velocidad y las caracteristicas propias del torbellino como son la intensidad
v la direccién del filamento.
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Una vez hallada la ecuacién de la velocidad, se debera implementar un
método iterativo para cada panel, de modo que se sumen las contribuciones
de todos los torbellinos sobre el punto de control del mismo, tal y como
se muestra en el Anexo II. Asf de esto modo poder obtener la matriz H y
poder resolver el problema.

3.5. Trabajo virtual y fuerzas generalizadas

Las fuerzas generalizadas son las componentes del trabajo virtual rea-
lizado por las fuerzas exteriores en funcién de los grados de libertad. Al
aplicar sobre los grados de libertad una variacién virtual du, los puntos del
sistema se desplazan y con ellos las fuerzas de modo que realizan un trabajo,
denominado trabajo virtual y que se representa por éW. En el caso que se
esta tratando, las fuerzas externas que actian en el sistema es la fuerza de
sustentacion. Por lo que para poder resolver el problema energético se ha
de evaluar el trabajo virtual de ésta. Al estar dividida el ala en paneles y
cada panel tener una sustentacién por unidad de envergadura distinta, el
trabajo virtual serd la suma de todos los trabajos virtuales de cada panel.
Matematicamente se expresa:

N
SW =" Lj Ay; 624, (3.81)
j=1

donde Ay; = b/n, y el desplazamiento vertical esta definido en (3.41).
Respecto a la sustentacion or unidad de envergadura, ésta se define mediante
la ley de Kutta-Joukowski que matricialmente queda:

L=pUxT (3.82)

donde T se calcula mediante (3.63). Una vez conocidas todas la variables
se puede proceder al calculo del trabajo virtual de las fuerzas que actian.
En este caso se trata de la sustentacién, la cual viene definida como:
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W = (b> 624 L = (M> cou’ DI pU, T =
Ty N — N —~
0z

_p2 l cos(A) ¢ UooéuT DT U H 'a =

"ty — (3.83)

l A 2
—6u” [4p cos(A) ¢ Uss DTH™ (o, + Dyu)| =

Siendo @ el vector de fuerzas generalizadas definido como:

Q=1q(fr+Au) (3.84)

donde las matrices A y f,. tienen la expresion:

_ -1
£ = 4 cos(A) DT <H )ar
Ty c
(3.85)
_ -1
A - 4 cos(A) DT <H >Da
Ty c

siendo f, el término que agrupa las fuerzas exteriores al sistema que
no dependen de los grados de libertad del sistema, aunque si de la presion
dindmica.

Para el caso estatico que se esta tratando, las Ecuaciones de Lagrange
son

ou
7 =@ (3.86)

donde el término de la izquierda es el gradiente de la energia de defor-
macién respecto a los grados de libertad. Si se aplica la definicién de U vista
en (3.16) se tiene la expresion

M _gu = HM_ <G‘]1c> u (3.87)

ou ou  \ 1

Por tanto, con las ecuaciones (3.84), (3.86) y (3.87) se llega a una ecua-
cién con la que se puede obtener la respuesta u del sistema.
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Ku=1lq(f,+Au) = (K - lchA) u = 1Pqf (3.88)

Si se asume la definicién de K (3.20), y se divide toda la ecuacién por
G J/l se obtiene un sistema cuya solucién es adimensional

12c? 1%2c2
K——qA| =— 3.89
( a7 ) ik (3.89)

No obstante, la presién dindmica g no se conoce. Habra ciertos valores
de ¢ que anularan el sistema y para los cuales la respuesta se hace infinita.
Matematicamente se pueden encontrar mediante la resolucién del sistema
de autovalores homogéneo

(IC — (gqé) qA) u=20 (3.90)

Si se considera g—c‘]g como una presiéon dindmica de referencia gpg, y A =

an. el sistema queda
4aDo

(K —AA)u =0 (3.91)

Los autovalores del sistema anterior son los valores de la presién dinamica
de divergencia que provocan la respuesta infinita. No obstante, el valor mas
pequeno es el tinico que tiene sentido desde un punto de vista fisico ya que
los valores superiores son inalcanzables, y se trata unicamente de estados
teoricos.



Resultados

A lo largo del trabajo se ha buscado un modo de calcular la divergencia
en las alas oblicuas. Para ello, en los Capitulos 2 y 3 se han desarrollado 2
métodos distintos para llegar a una ecuacién valida con la que obtenerla. En
el Capitulo 2 se determina de manera analitica mediante la Strip Theory,
mientras que en el Capitulo 3 se desarrolla de modo numérico haciendo uso
del Vortex Lattice Method para su calculo. En este capitulo se aplicaran las
soluciones obtenidas anteriormente a un aeronave concreta con caracteristi-
cas similares al avién experimental AD-1 1.6 de modo que se pueda evaluar
las limitaciones de actuacién provocadas por la divergencia. Ademas, se va-
riaran distintos elementos estructurales para poder ver el efecto que produ-
cen sobre la divergencia, y de este modo poder evaluar diversas mejoras que
se puede aplicar sobre el aeronave para poder mejorar la respuesta de las
misma frente a este fenémeno aeroeldstico. Las principales caracteristicas
que modificaran en busca de una mejor respuesta son las rigideces a flexién
y torsion, asi como la distancia entre el eje elastico y aerodinamico y la lon-
gitud total del ala.

Inicialmente se ha realizado un andlisis con con las caracteristicas que

vienen recogidas en la Tabla 4.1

Por tanto, si se aplican las expresiones obtenidas en los capitulos ante-
riores para el calculo de la presion dindmica de divergencia y se representa
en funcion de la flecha se obtiene

Aqui se puede ver como a medida que el dngulo de flecha de la aeronave
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CARACTERISTICA | VALOR
Cuerda (c) 0,9 m
Envergadura (b) 20 m
Distancia CA y EE (e) c/4
Angulo de ataque (°) 20

Cuadro 4.1: Caracteristicas iniciales de la simulacién

Analitico

—— MNumérico

||||||||||||||-|||.||_|_||||||||||

1 1 : i 1 1 ; ] reti T . 1 1 i : 1 i Af
it

-30 -0 -40 -20

Figura 4.1: Presién dindmica de divergencia en funcién de la flecha

aumenta hacia valores negativos, la presién dinamica de divergencia decrece
de modo exponencial, hasta llegar a un minimo situado entre los treinta y
cuarenta grados negativos. Sin embargo, a medida que se aumenta hacia
angulos de flecha positivos ¢ tiende hacia el infinito, por lo que las restric-
ciones las impone la flecha negativa. Esto se debe a la distinta deformacion
estructural que presenta cada tipo de flecha en las alas flexibles. Mientras
que en la flecha positiva la deformacion tiende a disminuir el dngulo de ata-
que del ala, en la flecha negativa es al contrario, por lo que al aumentar el
angulo de ataque de las secciones del ala provocara que se lleguen antes a
las velocidades criticas de la misma.

Tal y como se puede observar en la Tabla 4.2, asi como en la Figura
4.3 los resultados en ambos métodos difieren un poco, obteniendo mayores
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ANGULO | ANALITICO | NUMERICO
—5° 0.618 1.55
—10° 0.454 0.8
—15° 0.365 0.56
—20° 0.312 0.45
—25° 0.279 0.392
—30° 0.258 0.365
—35° 0.246 0.357
—40° 0.242 0.365
—45° 0.243 0.391
—50° 0.252 0.438
—55° 0.269 0.516
—60° 0.296 0.643

Cuadro 4.2: Presiones dindmicas de divergencia adimensionales

resultados en el caso del modelo numérico. La principal causa de esta varia-
cién se debe a las simplificaciones realizadas en el caso del modelo analitico.
Este método es muy practico para un anélisis inicial, ya que da resultados
bastante decentes de modo que se pueda hacer una idea general de la res-
puesta que tendré el sistema. Sin embargo, cuando se requiere precisién deja
de tener validez.

Otro punto a destacar es que en el caso que se esta tratando de las alas
oblicuas, la Strip-Theory no deja analizar las dos semialas a la vez, ya que
la flecha es distinta en ambos casos. A causa de este andlisis por separado,
se pierde el efecto de interaccién que se produce entre las dos semialas al
estar una por delante de la otra. Contrariamente, en el modelo numérico si
se tiene en cuenta esta interaccién a la hora de evaluar la sustentacion del
ala. En la Figura 4.2 se puede ver como en la semi-ala izquierda con una
flecha negativa, la sustentacién crece en la raiz, mientras que en la semiala
derecha, ésta aumenta a medida que se acerca a punta de ala.

En términos de control de al aeronave esto es muy importante, ya que
las zonas que suelen entrar antes en pérdida son los extremos del ala. Esta
caracteristica hace que las alas en flecha sean extremadamente eficaces para
mantener la gobernabilidad en un aeronave. Por ello, la combinacion de los
dos tipos de ala en un avién con ala oblicua hace que éste tenga las carac-
teristicas buenas, pero también malas, de cada tipo de ala, aunque a cierta
escala.

Otro buen modo de evaluar la divergencia es analizar los pardmetros que
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Lift (N)

4400}

3200

Figura 4.2: Presion dindmica de divergencia en funcién de la flecha

influyen en la presién dindmica, para saber los limites a los que pueden esta-
blecerse. La presién dindmica de divergencia viene dada por g = % pU2., por
lo que la velocidad y la altura de vuelo seran las caracteristicas basicas para
evitar o no la divergencia. Por esto, entre otros motivos, los aviones llevan
en su manual de vuelo un dominio de vuelo que no pueden sobrepasar, ya
que si se sobrepasan los limites en la estructura podrian aparecer los efectos
aeroelasticos entre otras muchas cosas.

Para evaluar las velocidades a las que puede entrar un avién en divergen-
cia, se han realizado calculos a varias altitudes (5000m y 10000m) de modo
que se pueda conocer como influyen estos dos parametros. Se ha utilizado
el método analitico, ya que para obtener resultados numéricos ofrece una
mayor precision

Uq (krmih)

" 2000 ¢

5000 m
10000 m

500 |

70 60 _&0 _40 _30 _20 _10

Figura 4.3: Velocidad de divergencia en km/h en funcién de la flecha
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Tal y como se aprecia en la figura, a medida que la flecha se hace mas
grande, la velocidad de divergencia disminuye hasta alcanzar velocidades
asumibles por gran parte de las aeronaves que operan hoy en dia. Ademas, se
puede ver como al aumentar la altitud se produce un aumento de la velocidad
de divergencia. Esto se produce por la disminucién de la densidad del aire, lo
que producira que las fuerzas sustentadoras que se producen en las alas sean
menores, y por tanto aumenten los valores de las condiciones necesarias para
que se produzca la divergencia. No obstante, no siempre se puede aumentar
la altitud de modo que se evite la entrada en divergencia, por lo que se han
de buscar otros métodos para intentar en mayor o menor medida que se
produzca este fenémeno. Hasta ahora, tan solo se han visto los pardmetros
en la operacién de la aeronave que pueden influir en la divergencia, pero
también influyen en gran medida parametros geométricos y estructurales del
propio avion. Por ello se han realizado diversos cédlculo variando la relacién
entre rigideces y la envergadura asi como la posicion del centro aerodinamico
respecto al eje elastico, ya que son los parametros referentes a la propia
aeronave mas influyentes.

Variacién de e

El primer caso a estudiar se trata de la variacién de la posicién del eje
elastico respecto al eje aerodindmico. Esta distancia se denomina e, y en
la inmensa mayoria de las aeronaves suele ser positiva, lo que indica que el
centro aerodindmico se encuentra por delante del eje eldstico.

ap

£!/5 13
Do

e=c/2
— e=0

— e=——c/8

e

| | \ . L AC)
-80 -60 -40 -20 0 20 :

Figura 4.4: Presion dindmica de divergencia en funcién de e

Tal y como se puede apreciar en la Figura 4.4 a medida que se acerca el
eje elastico al aerodindmico ¢p empieza a retrasar su apariciéon hacia angulos
de flecha menores, aunque la presion minima sigue siendo constante, hasta
que llega a un caso dnico cuando ambos ejes coinciden. En este caso, la
divergencia por torsién desaparece, ya que las fuerzas externas no ejercen
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momento sobre el eje eldstico al estar aplicadas en el mismo punto. Adem4s,
una vez la posicién del eje eldstico sobrepasa al centro aerodinamico, es decir,
esta delante, la presién dinamica de divergencia ocurre con flechas positivas,
y no con negativas. Esto es muy importante par las alas con flecha negativa,
ya que si se consiguiera construir el ala con el eje eldstico mas cerca del
borde de ataque que el centro aerodindmico se podria evitar la apariciéon de
la divergencia en este tipo de geometria alar. No obstante, la construccién
de una ala con este tipo de estructura no suele ser nada habitual, ya que es
mucho méas compleja de construir.

Variacién de 1

Otro pardmetro constructivo del avién y que puede afectar al compor-
tamiento del mismo frente a la divergencia es la envergadura. En este caso,
al tratarse de un avién con ala oblicua con flecha variable, la envergadura
vendra definida por la longitud del ala y la flecha que se tenga. Si se grafica
la influencia de este pardametro para gp se obtiene

— I=5m

I=10m

‘ A
80 60 —40 —20 0 20

Figura 4.5: Presién dinamica de divergencia en funcién de 1

Al observar la Figura 4.5 se ve claramente como tener una gran enver-
gadura afecta negativamente a la divergencia, bajando el valor de la presiéon
dindmica a la que empieza a producirse este efecto. Esto se debe a que cuan-
to mayor envergadura tenga un aeronave suele ser mas flexible, por lo que
se empezara a deformarse con unas perturbaciones menores.

. s _GJ
Variacién de 8 = Z7

Por dltimo, uno de los parametros muy importantes es la rigidez del ala,
tanto a flexién como a torsién. Normalmente ambas estan relacionadas, y en

este caso su relacién se ha definido mediante el pardmetro 8. Este valor suele
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corresponder a valores entre 0,5 — 1,5. La representacién de ¢p en funcién
de este valor queda

9
9Do

— p=08

- B=1.2

L n ! .
-80 -60 —-40 -20 0 20

Figura 4.6: Presién dindmica de divergencia en funcién de g

Como se puede apreciar en la Figura 4.6 a medida que la rigidez a torsion
se hace mayor a la de flexién la presién dindamica de divergencia aumenta
de manera notable sobretodo con flechas bajas. Esto se debe a que la de-
formacién producida por la torsién del ala es mucho maés influyente en la
divergencia que la deformacién por flexion, ya que ésta tan solo empieza a
influir de manera notoria en el angulo de ataque cuando se tienen alas con
una flecha alta.



Conclusiones

5.1. Introduccion

En el presente Trabajo se ha buscado hallar la solucién a la divergencia
para aeronaves con ala oblicua mediante dos métodos:

= Resolucién analitica basada en la Strip Theory

= Resolucién numérica basada en el Vortex Lattice Method

La realizacién del célculo mediante ambos métodos ha servido para vali-
dar el método numérico desarrollado en el Anexo II mediante la comparacion
con un modelo sencillo como es la Strip Theory. Como se ha podido com-
probar en el capitulo anterior (4) los resultados son muy parecidos, aunque
difieren en los extremos.

5.2. Conclusiones

Las discrepancias entre ambos modelos se deben principalmente a que el
método analitico es muy bueno debido a su sencillez para evaluar mediante
una primera aproximacion el comportamiento que puede tener una aerona-
ve, pero no sirve cuando se quieren obtener resultados con cierta precisiéon
debido a las simplificaciones que se han realizado en su desarrollo. Contra-
riamente, la resolucién numérica se puede adaptar a cualquier tipo de geo-
metria y tiene en cuenta muchos més factores que el modelo analitico, como
la interaccién entre alas, asi como la resolucién del modelo aerodindmico
en tres dimensiones, a diferencia de la Strip Theory que trabaja de manera
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bidimensional.

Atendiendo a los resultados de la presién dindmica de divergencia en
funcién de la flecha se puede determinar que la limitacién de operabilidad
viene dada principalmente por el comportamiento del ala en flecha negativa,
ya que alcanzard antes la qp provocando los efectos aeroeldsticos en el ala
de divergencia.

No obstante, se han visto distintos modos de conseguir retrasar esta
entrada en divergencia de un aeronave mediante elementos estructurales y
geométricos de la misma. Referente a las rigideces, se debe buscar siem-
pre conseguir la mayor rigidez a torsién posible. Sin embargo, conseguir un
aumento de GGJ suele venir acompanado de un mayor peso y tiene que en-
contrarse un compromiso entre ambas partes, es por esto por lo que se inicié
la construccién de cajones de torsion, los cuales aumentan en gran medida
la rigidez sin aumentar sobremanera el peso. Por otra parte, la envergadura
del avién también serd importante elegirla bien, ya que es una caracteristica
muy importante en el disefio de un aeronave. Influye en gran parte de las
caracteristicas del avién, y no se puede disminuir buscando aumentar gp sin
tener en consideraciéon que puede bajar la sustentacion proporcionada hasta
tal punto que la aeronave no sea capaz de volar.

Por dltimo, otro aspecto a tener en cuenta es la localizacién del eje elasti-
co, ya que su posicion también afecta en gran medida a la presion dinamica
de divergencia, siendo mas pronunciado el efecto a bajos dngulos de flecha.
El movimiento del eje eldstico hacia delante, hasta el punto de sobrepasar
el eje aerodindmico en las alas en flechas negativa serfa lo idéneo desde un
punto de vista aeroelastico, ya que la divergencia tan sélo se produciria con
flecha positiva.

Para un avién de ala oblicua como se trata, la configuracion idénea seria
tener un ala con el eje elastico adelantado respecto al aerodinamico con la
otra de modo inverso. Esto evitaria que se produjese la divergencia, aunque
estructuralmente es casi imposible de llevarlo a la practica.

5.3. Estudios Futuros

Debido a los pocos estudios realizados sobre alas oblicuas y sus buenas
propiedades frente a los modelos tradicionales, seria interesante la realizacién
de diversos estudios que continuasen el trabajo expuesto en este documento.

Se ha realizado un anadlisis aeroelastico estatico, sin tener en cuenta
las dependencias del tiempo, sin embargo, también existen fenémenos ae-
roelasticos no estaticos . Seria interesante la continuacién de este estudio
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mediante el andlisis del flameo en este tipo de alas, as{ como de la inversion
de mando.Por otra parte la maniobrabilidad y controlabilidad de este tipo
de aviones no se ha estudiado en profundidad desde que se tienen ayudas
computacionales para el vuelo y la instrumentaciéon de las aeronaves, por
lo que el estudio del vuelo y la implementacién de un sistema de control y
estabilidad para este tipo de aeronaves puede ser un trabajo muy interesante.

Por otra parte, la esencia de este trabajo ha sido profundamente tedrica,
con la realizacion de un método bastante genérico para el cdlculo de la
divergencia en alas en flecha. No obstante, seria recomendable contrastar los
resultados con estudios experimentales en tinel de viento, por lo que se deja
la pueta abierta a este tipo de ensayos.
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Presupuesto

A.1. Introduccion

En este documento se realiza un desglose de los costes que conlleva el
realizar este Trabajo de fin de grado para finalizar con el presupuesto total
del mismo. Para ello se describiran todos los costes parciales ocasionados
por el proyecto, donde con la suma de todos ellos se puede obtener el coste
global del proyecto.

Los distintos costes parciales que se han de tener en cuenta son tanto los
coste de materiales como de personal, asi como el coste de amortizacién de
los equipos. Respecto al coste de personal, se ha de tener en cuenta todos las
personas que han participado en el proyecto y evaluar el coste del trabajo
de cada uno de los participantes. Ademads, se debe tener en consideracién el
incremento que supone del 21 % el Impuesto sobre el Valor Anadido (IVA).
El tiempo total que se le ha dedicado a este trabajo han sido 3 meses durante
8 horas al dia durante 20 dias laborables cada mes.

A.2. Presupuestos Parciales

A.2.1. Mano de obra

Los costes que se computan a la mano de obra son los sueldos de las per-
sonas que han estado involucradas en el trabajo. En este caso la dedicacién
ha sido entera durante los 3 meses que ha durado el proyecto por parte de
un alumno, y de 1 dia a la semana por parte del profesor a media jornada.
Por tanto, el coste asociado al personal viene dado a continuacién
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CONCEPTO TIEMPO | COSTE UNITARIO | IMPORTE TOTAL
BSc Engineer 480 horas 20 €/hora 9600 €
Profesor 25 horas 50 €/hora 1250 €
TOTAL sin IVA 10850 €
TOTAL c¢/IVA 2278.5 € 13128.5 €

Cuadro A.1: Costes de la Mano de Obra

A.2.2. Licencias de programas

Los costes de licencias vienen dados por el coste de adquisicién de las
mismas de los programas informaticos que se han utilizado para la realiza-
cién de este proyecto. Estos costes estan exentos del IVA. Las licencias de
los programas son de 1 ano

CONCEPTO UNIDADES | COSTE UNITARIO | IMPORTE TOTAL
Licencia Matlab 1 398 € /unidad 398 €
Licencia Mathematica 1 3185 € /unidad 3185 €
Licencia Autodesk Inventor 1 18300 €/unidad 18300 €
TOTAL 21883 €

Cuadro A.2: Costes de las licencias

Los costes de los equipos informéticos no se incluyen en el presupuesto,
ya que han sido adquiridos con anterioridad al desarrollo del proyecto, por

lo que ya se encuentran amortizados.



Cdédigo Modelo Numérico

B.1. Introduccién

En este documento se expone el codigo desarrollado en Mathematica del
modelo numérico desarrollado en el capitulo 3 de modo que se pueda utilizar
para evaluar distintas condiciones a las expuestas en el presente trabajo.

92



ANALISIS AEROELASTICO DE UN
ALA OBLICUA

METODO NUMERICO

Mediante este método se obtendran resultados numéricos especificos para el problema tratado

INTRODUCCION

A continuacién se va a calcular la divergenica de un ala oblicua segun el angulo de flecha de la
misma. Para poder evaluarla se debe realizar un andlisis enérgetico del sistema mediante las
ecuaciones de Lagrange, para lo que se debe modelar la parte estructural, asi como de fuerzas que
actian en el sistema.

Inicialmente se realizara un analisis de la estructura dividiendo ésta en seis nodos, tres a cada lado
de la raiz, para poder obtener la matriz de rigidez del sistema. Posteriormente, mediante el método
de Vortex Lattice se realizara un estudio de la fuerza de sustentacion sobre el ala, de modo que se
tengan tanto las energias internas como externas para poder aplicar el método de Lagrange y
poder obtener una solucién al problema de la divergencia en un ala oblicua.

CONSIDERACIONES

Las consideraciones iniciales que se van a tomar van a ser las mismas que en el calculo mediante
Strip Theory. Esto va a permitir comparar los resultados obtenidos entre ambos métodos y conocer
como de acertada es la StripTheory con respecto al comportamiento real del ala.

-Rigidez a Torsion GJ constante a lo largo de todo el ala
-Rigidez a Flexion El constante a lo largo de todo el ala
-Caso estacionario, sin dependencias del tiempo

MODELIZACION ESTRUCTURAL

in5769= ClearAll ["Global %"]

En primer lugar se va a realizar el calculo estructural del ala. El ala se modelara como una viga, y el
angulo de ataque dependera de la posicién a lo largo de la envergadura por la rotacién de la misma
(6) y el desplazamiento vertical debido a la flexién (w).

m VECTOR u (Grados de libertad)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 | SolNumericaALACOMPLETA333.nb

Primero se define el nimero total de nodos (T) en los que se desea dividir la respuesta estructural
del ala. Es recomendable que sea un numero par, de modo que se tenga el mismo numero de
nodos en cada semi - ala. En este caso se divide el ala en 6 nodos, por lo que se tendran 12 gra-
dos de libertad, 2 por nodo, los cuales se agrupan en el vector u.

ns770p= T = 6; (*Numero de nodos#*)

ul = Flatten]|
Table[If[i==1, wi/c, If[Mod[i, 2] == 1, WIntegerPart[i/2]+1 /e, 011, {i,1,2T}]];

u2

Flatten[Table[If[Mod[i, 2] =0, 6i,2, 0], {i, 1, 2T}]11;

u:=ul +u2

u // MatrixForm

Out[5774]//MatrixForm=
W1

= MATRIZ DE RIGIDEZ

ALA DERECHA

CALCULO wD(Y)(ALA DERECHA)

ns77si= wD[Y_] :=a0+alY+a2Y¥2+a3Y +ad4¥!+a5Y°+a6Y"

Calculo Constantes

Ambas semialas

in5776)= CC1l = wD[0] == 0;
CC2 =wD'[0] =0;
CC3 =wD''[1l] =0;
CC4=wD'''[1] ==0;

Semiala derecha

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



In[5780]:=

In[5783]:=

In[5786]:=

In[5787]:=

out[5787]=

In[5788]:=

In[5795]:=

Out[5795]=

In[5796]:=

Out[5796]=

SolNumericaALACOMPLETA333.nb

CC5 = wD[Y1] == w1;
CC6 = wD[Y2] == w2;
CC7 = wD[Y3] == w3;
Yi=1/3;
Y2=21/3;
Y3=1;

Clear[aO, al, a2, a3, a4, a5, a6]

SolwD =
Flatten[Solve[{CCl, CC2, CC3, CC4, CC5, cC6, CC7}, {a0, al, a2, a3, a4, a5, a6}]]

-7776 Wi + 4131 Wo — 1232 W3

{aOeO,aleO,a2+— ,
148 12
24543 wq, - 17253 wy, + 5461 ws -76059w; +61479w, -21023 w3
a3 - - ;ad > - ’
11113 222 14
3 (5751w —5022 wy + 1793 ws) 3 (2916w, -2673 Wy + 980 w3)
ab - - , a6 - }
74 15 148 16

a0 =al0 /. SolwD;
al =al /. SolwD;
a2 =a2 /. SolwD;
a3 =a3 /. SolwD;
ad =a4d /. SolwD;
a5 =a5 /. SolwD;
a6 = a6 /. SolwD;

wD[Y]
Y4 (-76059w; + 61479 w, —21 023 ws)
222 14
Y2 (=7776wy +4131w, -1232w3) 3Y6 (2916w, —2673 wy + 980 ws)
+ _

148 12 148 1¢

3Y5 (5751 wq -5022 wy, + 1793 wy) Y3 (24543 w; - 17253 w, + 5461 w3)
74 15 111 13

Collect[wD[Y], {wi, w2, w3}]

- + - +

(1944 Y2 8181Y3 25353Y* 17253Y° 2187 Y6)
Wi +
3712 3713 74 14 74 15 37 1%

4131Y2 5751Y3 20493Y4 7533Y5 8019 Y6
[_ 14812 371° 7414 371° 14816 "
308Y2 5461Y 21023Y! 5379Y5 735 Y6
[37 12 1111° | 22214 7415 37 16)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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VECTOR NwD

in57971= NWD[Y_] = Table [NwDintegerrart[is2]+1 = D[wWD[Y], If[Mod[i, 2] ==1, u[[i]] ¢, u[[i]]1]1],

{i,1, 27T}, {3,1, 1}];
NwD[Y] // MatrixForm

Out[5798]//MatrixForm=
1944 y2 _ 8181 Y3 25353 v4 _ 17253Y5 2187 Y*

3712 3713 7414 7418 3718
0
_4131v¥2 | 5751¥ 204934 | 7533Y¥S _ B019Y¢
14812 3713 74 14 3718 14816
0
308Y2 _ 5461Y3 21023Y4  5379YS  735Y¢
3712 11113 222 14 7415 3715
0
0
0
0
0
0
0

In[5799):= NwD1

NwD>
NwD3
1944 y2 8181 v3 25353 Y4 17253 Y° 2187 Y®
out[5799]= - + _ N
37 12 3713 74 14 74 1° 37 1¢
4131 Y2 5751 Y3 20493 v! 7533 Y5 8019 Y®
out[5800)= — + - + -
148 12 37 13 74 14 3715 148 16
308 Y2 5461 Y3 21023 v4 5379 Y5 735 Y6
out[5801]= - + - +
37 12 11113 222 14 74 15 37 16

Solucion wD (Y)

ins8021= WD[Y_] = (c Transpose[NwD[Y]] .u) [[1]]

(1944 v2 _ 8181Y3  25353¥%  17253¥5 2187Y6)
3712 3713 7414 7415 3716 1
out[5802= C +
c
_4131Y2 | 5751v3  20493v4 | 7533Y5 8019 YS
14812 3713 74 14 3715 148 16 2

+
C

308 y2 5461 Y3 21023 Y* 5379 Y5 735 Y5 w
3712 11113 22214 74 15 37 16 3

C

CALCULO 6D(Y)

inss03= OD[Y_] :=b0+bl Y +b2¥2+b3 Y +b4 ¥!

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Calculo Constantes

Inj58041= CC1O = 6D[0] == 0;
CC20 =6D"'[0] =0;
CC36 = 6D [Y1] = 6 ;
CC46 = 6D [Y2] = 62;
CC56 = 6D [Y3] = O63;

n5809):= Y1 = b/3;
Y2=2b/3;
Y3 =b;

ins812)= Clear[b0, bl, b2, b3, b4]

ins813- SoléD = Flatten[Solve[{CC16, CC26, CC36, CC46, CC56}, {b0, bl, b2, b3, bd}]]

—10891+2762—463

Out[5813]= {bO -0, bl >0, b2 > - 0 ,
41
9 (156, -660,+0 9 (186,-96,+26
. ( 1 2 3),b4a ( 1 2 3)}
213 4 14

ns14= b0 = b0 /. SoléD;
bl =bl /. SoléD;
b2 =b2 /. SoléD;
b3 =b3 /. SoléD;
bd =b4d /. SoléeD;

In5819]= 6D [Y]
Y2 <—10891+2762—493) 9y3 (l591—662+93) 9 Y4 (1861—962+293)
- +
412 213 414

Out[5819]= —

in820= D[GD[Y], 61]

27 Y? 13573 81 v
Out[5820]= - +
12 213 214

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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VECTOR N6D

inise211= NOD[Y_] = Table][

NéDi,» = D[6D[Y], If[Mod[i, 2] =1, u[[i]] e, u[[i]1]]], {i, 1, 2T}, {3, 1, 1}];
NeD[Y] // MatrixForm

Out[5822]//MatrixForm=
0
27y2  135Y3 + 81 v¢
12 213 214
0
27 y2 27Y3 81 v*

412 13 414
0

¥2  9y3  9y4

127 213 " 214

0
0
0
0
0
0
In[5823):= N6GD1
N6D,
N6D3
27 Y2 13573 81 Y4
Out[5823]= - +
12 213 214

27 Y? 27 Y3 81 Y4
out[5824]= — + -
412 13 4 14

Y2 9y3 9vy4
Out[5825]= —— — +
12 213 214

Solucion 6D (Y)

inis8261= OD[Y_] = (Transpose[NOD[Y]] .u) [[1]]

Y2 9Y? 9y!
— - 65
12213 214

Out[5826]= -
12 213 2 14

412 13 414

27Y?2 13573 81Y4] [ 27Yy2 27Y3 81Y4]
+ 01+ |- + +

In[5827]:=

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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MATRIZ DE RIGIDEZ DERECHA

MATRIZ DE RIGIDEZ A FLEXION

ez~ KED = leI c® (D[NwD[Y], {¥, 2}]) . (Transpose[D[NwD[Y], {Y, 2}]1]) d¥;
0

KfD // MatrixForm

Out[5829]//MatrixForm=

31512483 c?EI _ 158507199 c?2 EI 5644566 c? EI

4791513 0 38332013 0 4791513 0000000

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0DO0
158507199 c2 EI 36157 671 c2 EI 51794073 c2 ET

B 383320 13 0 95830 13 0 - 38332013 0000000

0 0 0 0 0 00 0O0O0O00O0

5644566 c2 EI 51794073 c2ET 2677457 c2 EI

4791513 0 - 38332013 0 4791513 0000000

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0DO0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0DO0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0O0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0DO0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0O0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0DO0

0 0 0 0 0 00 0O0O0O0O0

MATRIZ DE RIGIDEZ A TORSION

In58301= K6OD = leJ (D[N6D[Y], {Y}]) . (Transpose[D[N6D[Y], {Y}]]) dAY;
0

KOD // MatrixForm

Out[5831]//MatrixForm=

0 0 0 0 0 000 O0O0O
2673 GJ 7047 GJ 423 GJ

0 1401 0 - 560 1 0 140 1 000000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O
7047 GJ 486 GJ 3177GJ

0 -“geon O 351 0 -%er 000000

0 0 0 0 0 0 00 0 0 0O
423GJ 3177 GJ 1667 GJ

0 1401 0 - 560 1 0 4201 000000

0 0 0 0 0 0 000 O0O0O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O0O0

0 0 0 0 0 0 000 O0O0O0

0 0 0 0 0 0 00 0 0 0O

0 0 0 0 0 0 000 O0O0O O

0 0 0 0 0 0 00 0 0 O0O0

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Kp

in58321= KD = KED + KOD (%x/ .1 b/2 );

*
Cos[A]
KD // MatrixForm
Out[5833]//MatrixForm=
31512483 c?2EI 0 _ 158507199 c?2 EI 0 5644566 c2ET 0
4791513 38332013 4791513
2673 GJ 7047 GJ 423 GJ
0 1401 0 5601 0 1401
158507199 c? EI 0 36157671 c2EI 0 _ 51794073 c?EI 0
38332013 9583013 38332013
7047 GJ 486 GJ _ 3177GJ
0 560 1 0 351 0 560 1
5644566 c?2ET 0 _ 51794073 c?2ET 0 2677457 c?2EI 0
4791513 38332013 4791513
423 GJ 3177 GJ 1667 GJ
0 1401 0 5601 0 4201
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ALA IZQUIERDA

CALCULO wl(Y) (ALA IZQUIERDA)

in5834= WI[Y_] :=cO+cl¥Y +c2 Y2 4+c3Y3+c4Y +c5Y% +c6Y®

Calculo Constantes

Ambas semialas

in58351= CC1l = wI[0] == O;
CC2=WI'[0] == 0;
CC3=WI"[1] ::0;

cc4

wIl'''[1l] =0;

Semiala derecha

In5839]= CC5 = wI[Y4] == wg;
CC6 = wI[Y5] == ws;
CC7 = wI[Y6] == wg;
In58421= Y4 = 1/3;
Y5=21/3;
Y6 =1;

ins845)= Clear[ec0, c¢l, c2, c¢3, c4, c5, c6]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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In5846)= SOlwI =

Flatten[Solve[{CCl, CC2, CC3, CC4, CC5, cC6, CC7}, {cO0, cl, c2, c3, c4, c5, c6}]]

7776wy + 4131 ws - 1232 wg

Out[5846]= {CO%O, cl >0, c2- - 148 12 ,
24 543w, - 17253 wg + 5461 wg -76059w, + 61479 ws —21 023 wg
c3 - - ; Cd - ’
111 13 222 14
3 (5751w, —5022 ws + 1793 wg) 3 (2916w, -2673 ws + 980 wg)
ch - - , C6 = }
74 15 148 1%

ins8471= €0 = €0 /. SolwI;
cl=cl/. SolwI;
c2=c2 /. SolwI;
c3=c3 /. SolwI;
cd =cd /. SolwI;
c5 =c5 /. SolwI;
c6=c6 /. SolwI;

In5854]= WI[Y]
Y4 (-76059w, +61479ws-21023 wg)

out[5854]= — -
222 14
Y2 (=7776w, + 4131 we - 1232 we) 3 Y6 (2916w, — 2673 ws + 980 wg)
N _
148 12 148 16
3Y5 (5751 wy - 5022 ws + 1793 wg) Y3 (24543 wy - 17253 ws + 5461 we)
74 15 11113

VECTOR Nwl

in5855= NWI[Y_] = Table [NwIintegerpart[is2]+1 = D[WI[Y], If[Mod[i, 2] =1, u[[i]] e, u[[i]]]1],

{i, 1,27}, {3, 1, 1}1;
NwI[Y] // MatrixForm

Out[5856]//MatrixForm=

0
0
0
0
0
0
1944v2 8181 Y3 25353y4  17253YS 2187 y¢
3712 3713 7414 7415 37 1¢
0
_ 4131v? 5751Y3 _ 20493Y* 7533Y5 _ 8019Y¢
14812 3713 7414 3715 14819
0
308v2  5461Y3 21023y4  5379¥5 N 735Y¢€
3712 11113 22214 7415 3718
0

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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In5857):= Nwlg
NwIs
NwIg

1944 Y2 8181 Y3 25353Y¢ 17253Y>5 2187 Y6
out[5857]= - + - +

37 12 3713 74 14 74 15 37 1°¢
4131 Y2 5751Y3 20493Y4 7533 Y5 8019 Y®
Out[5858]= — + - + -
148 12 3713 74 14 37 1° 148 16
308 Y2 5461 Y3 21023Y4 5379Y5 7357Y6
Out[5859]= - + - +
3712 11113 222 14 74 15 37 16

Solucion wi (Y)

inisse0l= WI[Y_] = (c Transpose[NwI[Y]] .u) [[1]]

3712 3713 7414 7415 3716
out[5860]= C +

C

(1944 Y2 8181 Y3 25353 Y4 17253 Y5 2187 Y6)
4

_ 4131v? 5751 Y3 20493 v* 75335 8019 Y®
14812 3713 74 14 37 1% 148 1¢ 5

+
C

3082 _ 5461Y? | 21023v4 _ 5379vs | 735¥e)
3712 11113 222 14 74 15 3716 6

C

CALCULO 6I(X)

insseri= OI[Y_] :=d0+dlY+d2Y2+d3Y3+d4Y?

Calculo Constantes

inj5862]= CC1O = OI[0] == 0;
CC20 =6I1I"'[0] ==0;
CC30 = 6I[Y4] == 064;
CC46 = 6I[Y5] = 65;
CC56 = ©I[Y6] == B¢

in5867:= Y4 = 1/3;
Y5=21/3;
Y6 =1;

ins870)= Clear[dO0, d1, d2, d3, d4]

nss71- Sol®I = Flatten[Solve[{CC16, CC26, CC36, CC46, CC56}, {d0, d1, d2, d3, d4}]]

-108 6, +27 65 - 4 6

out[5871]= J{dOaO, dl -0, d2 - - 0 ,
41
9 (156,-665+6 9 (180,-965+26
43 o ( 4 5 6),d4% ( 4 5 6>}
213 414

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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inse721= d0 =d0 /. SolOI;
dl =dl /. SoleI;
d2 =d2 /. SoleIl;
d3 =d3 /. SoleI;
d4 =d4 /. Soler;

Ins8771= O [Y]
Y2 (—10894+2765—496) 9y3 (l594—695+96) 9 Y4 (1864—995+296)
- +
412 213 414

out[5877]= —

VECTOR NGI
nise7e)- NOI[Y_] = Tablel
N6Ii,2 =D[6I[Y], If[Mod[i, 2] =1, u[[i]] e, u[[i]1]1], {&, 1, 2T}, {3, 1, 1}];
NOI[Y] // MatrixForm

Out[5879]//MatrixForm=

0
0
0
0
0
0
0
27Y> _ 135Y3 81y
12 213 214
0
_27¥2 | 27Y3  81Y4
412 13 414
0
Y2 9Y: oy

In58801:= NOIg4
NO1Is
N6Ig

27Y2 135Y3 81Y4
Out[5880]= - +

12 213 2 14
27Y2 277Y3 81 Y4
out[5881]= — + -
412 13 414
Y2 9Ys3 9 v4
out[5882]= —— +

12 213 21¢

Solucion 6l (Y)

inses3l= O@I[Y_] = (Transpose[NOI[Y]] .u)[[1]]

Out[5883]=

27Y2 135Y3 81Y4]e [ 27Yy2  277Y3 81Y4] (YZ 9Y3 9Y*
- + |- - +

+ + — - + B¢
12 213 214 412 13 41+ 12 213 21¢

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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MATRIZ DE RIGIDEZ [ZQUIERDA

MATRIZ DE RIGIDEZ A FLEXION

MATRIZ DE RIGIDEZ A TORSION

Ki

K

Se introduce un parametro 8 que relaciona la rigidez a torsién con la de flexion

insso0r= BI = B GJ;

ns891= K = KD + KI;
K // MatrixForm

Out[5892]//MatrixForm=

31512483 c2GJB 0
47915 13
2673GJ
0 1401
158507199 c2GJ B 0
383320 12
7047 GJ
0 T 5601
5644566 c2GJI B 0
4791513
423 GJ
0 1401
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

158507199c2GJ B
38332013

0

36157671 c2GJf
9583013

0

51794073¢c2GJIB
38332013

0

o o o o o o

0

_70476GJ

560 1
0

486 GJ
351

0

_ 3177GJ

560 1
0

o O o o O

5644566 c2GJI B 0
47915 13
4236GJ
0 1401
51794073¢c2GJB 0
383320 12
3177GJ
0 T 5601
2677457 c2GJ B 0
4791513
1667 GJ
0 4201
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

o o o o o

0

31512483c2GJ B

4791513
0

158507199c2GJ}
38332013

0

5644566c2GJfB
4791513

0

Para una mejor comprensién del caso y poder realizar comparaciones futuras, se adimensionaliza

la matriz de rigidez

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



In5893= Kadim =
GJg/1

Out[5893]//MatrixForm=

31512483¢c%23
47915 12

0

_158507199¢c2p3
38332012

0

5644566c% 3
4791512

0

o O o o o o

; Kadim // MatrixForm

0 _ 158507199¢%8

38332012
2673
140 0
0 3615767123
95830 12
7047
T 560 0
0 _51794073¢2
383320 12
423
140 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

SolNumericaALACOMPLETA333.nb

5644566 c2
0 4791512 0
7047 0 423
560 140
_ 51794073¢%8
0 38332012 0
486 0 _ 3177
35 560
2677457¢28
0 47915 12 0
3177 0 1667
560 420
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

= ANGULOS DE ATAQUE

ANGULO DE ATAQUE ALA DERECHA
in58941= @D[Y_] := cD[NwD[Y], Y]

¢D[Y] // MatrixForm

Out[5895]//MatrixForm=

o (3888Y _ 245432  50706Y3 _ 86265y 131225
3712 3713 37 14 7415 3716
0
o [_4131y 17253y  40986y?  37665Y! _ 24057y
7412 3713 37 14 3715 74 16
0
616Y  5461Y2  42046Y3 _ 26895Y4  4410YS
C(3712_ 3715 T T1111¢ T 7415 T 3716 )
0
0
0
0
0
0
0
ins896)= Transpose[¢pD[Y]].u
[3888Y 24543Y2 50706Y3 86265Y¢ 13122 Y5)
Out[5896]= { - + - + Wy +
37 12 3713 37 14 74 15 37 16
( 4131Y 17253Y2 40986Y3 37665Y% 24057Y°
- + - + - Wy +
74 12 3713 37 14 371° 74 16
(616Y 5461 Y2 42046Y3 26895Y¢ 4410Y5] }
- + - + W3
37 12 3713 111 1¢ 74 15 37 16

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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0
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0
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ins8e71= NaD[y_] :=
Y
Cos[A]

Y

NeD[
Cos[A]

] cos[al -c (D[NWD[Y] Y1 /. {Y > }J Sin[A] // FullSimplify

NaD[y] // MatrixForm

Out[5898]//MatrixForm=
_B8lcy (961%+ySec[A] (-60613+y Sec[A] (1252 12+3 y Sec[A] (~3551+108 v Sec[A])))) Tan[A]

74 16
27 y2 (12+3 y2-51 y Cos[A]+12 Cos[2 A]) Sec[a]?
214
8lcy (51 1%y Sec[A] (426 13+y Sec[A] (1012 12+3 y Sec[A] (-3101+99 vy Sec[A])))) Tan[A]
74 16
_ 27vy%Sec[A] (1-3vySec[A]) (1-vSec[A])
414
Cy (=3696 14+y Sec[A] (32766 13+y Sec[A] (84092 12+45 y Sec[A] (1793 1-588 y Sec[A])))) Tan[A]
222 1¢
2 Sec[A] (1-3ySec[A]) (21-3ySec[A])
214
0
0
0
0
0
0

insee9l= aD[y_] := (Transpose[NaD[y]].u) [[1]]

In59001= aD[y]
27y? (12+3y?-51yCos[A] +12 Cos[2A]) Sec[A]3 6,

Out[5900]= -
2 14
27 y2 Sec[A] (L-3ySec[A]) (1-ySec[A]) 65
.

41°
y2 Sec[A] (1-3ySec[A]) (21-3ySec[A]) 653 1

214 74 16
8ly (96 1% +ySec[A] (-6061°+ySec[A] (12521%+3ySec[A] (-3551+108ySec[a])]))

1
wi Tan[A] +
74 16

8ly (511%+ySec[A] (-4261° +ySec[A] (101212 +3ySec[A] (-3101+99ySec[A])]))
1
w, Tan[A] + ——y (-3696 1 + y Sec[A]
222 16
(32766 1% + y Sec[A] (-8409212+45ySec[A] (17931-588ySec[A])))) ws Tan[A]
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ANGULO DE ATAQUE IZQUIERDA

ins901= @I[Y_] := ¢cD[NwI[Y], Y]

¢I[Y] // MatrixForm

Out[5902]//MatrixForm=

ini5903;= Transpose[epI[Y]].u

0
0
0
0
0
0
o (3888Y _ 24543Y2  50706Y3 _ 86265Yv4 13122 Y5)
3712 3713 3714 7415 371¢
0
c (_ 4131Y | 17253¥2 _ 40986Y3  37665Y4 _ 24057Y5)
74 12 3712 3714 3718 7418
0
e (616Y _ 5461Y2 | 42046Y3 _ 26895Y4 4410Y5)
3712 3713 11114 74 15 37186
0

SolNumericaALACOMPLETA333.nb

3888 Y 24543Y2 50706Y° 86265Y4 13122Y°
Out[5903]= { - + - + Wy +
37 12 3713 37 14 74 15 37 16
( 4131y 17253Y2 40986Y3 37665Y* 24057Y°
- + - - Ws +
74 12 3713 37 14 371° 74 16
(616Y 5461 Y2 42046Y3 26895Y¢ 4410 Y5] }
- + - + Weg
3712 3713 111 1¢ 74 15 37 16

-NOI[L] Cos[A] + ¢

inse04i= NaI[y ] := [
Cos[A]

NaI[y] // MatrixForm

Out[5905]//MatrixForm=

(D[NwI (Y1, Y1 /. {¥-

-Y
Cos[A]

}) Sin[A])

in90s= al[y_] := (Transpose[NaI[y]].u)[[1]]
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c ( 3712 3713 37 14 7415 3716 Sin[A]
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in59071= aI [y]
3888 y Sec[A] 24543 y? Sec[A]?

out5907)= | — -
37 12 3713
50706 y3 Sec[A]® 86265 y4 Sec[A]4 13122 y5Sec[A]S)
- - Sin[A] wy +
37 14 74 1° 37 1%
{4131ySec[A} 17253 y2 Sec[A]2 40986 y? Sec[A]?
+ + +
74 12 3713 37 14
37665 vy* Sec[A]* 24057 y® Sec[A]? )
+ Sin[A] ws +
37 15 74 1°
[ 616y Sec[A] 5461 y?Sec[A]? 42046 y3 Sec[A]3
37 12 37 13 111 14
26895 y¢ Sec[A]4 4410 y5 Sec[A]5) _.
- Sin[A] we +
74 15 37 1%
27 y2 Sec[A]? 135y3Sec[A]3® 81y?*Sec[A]?
COS[A](_ y? Sec[A]? 135y3Sec[n]? 8ly [])e4+
12 213 214
27 y2 Sec[A]2 27 y3Sec[A]® 81y?Sec[A]?
COS[A]( ¥ []+ Y []+ Y [])95+
412 13 414
2S8ec[A]?  9y3Sec[A]® 9y*Sec[a]*®
Cos [A] (_y [A]2 9y (A]° 9y (A] )96
12 213 214

m DESPLAZAMIENTO VERTICAL

Inf5o08]= XE = — c;

inso09l= r[x_, y_] =x-xE -y Tan[A];

DESPLAZAMIENTO VERTICAL ALA DERECHA

in910p= NAD[x_, y_] := NwD[ﬁ] - NaD[y] r[x, y]
os

NAD[x, y] // MatrixForm

Out[5911]//MatrixForm=

3712 3713 74 14 7415 3718

1944 y2 Sec[A]® _ 8181y Sec[al® | 25353 v Sec[al® _ 17253 y5Sec[Al® | 2187véSec[n]® 81V (961%+ySec(A] (606

27y2 (1243 y2-51y Cos[A]+12Cos[2 A]) Sec[A]® (—i—c

2clt
_ 4131v2Sec[A]® | 5751 y?Sec[A]® _ 20493 y*Sec[Al® | 7533vSSec[A]® _ 8019 y¢Sec[a]® _ 81y (511%+ySec[a] (-42€
14812 3713 7411 3715 14815
27 y? sec[A] (1-3ySec[a]) (1-ySec[A]) (-2S+xu-y

4cl4

308 v Sec[A1? _ 5461 y3Sec[a]® | 21023 y*Sec[al* _ 5379 y5 Sec[a]® | 735v6Sec[a]® ¥ (-36961%+ySec[n] (327661%

3712 11113 22214 74 1% 37 1%

y2 Sec[A] (1-3ySec[A]) (21-3ysSec[A]) (

2cl4

[oNoloNoNoNe]
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in59121= ZAD[x_, y_] := c Transpose[NAD[x, y]] .u
-y r(x, y]
in5913= NAI[x_, y_] := NwI [ —] -NaI[y] ———
Cos[A]
NAI[x, y] // MatrixForm
Out[5914]//MatrixForm=
0
0
0
0
0
0
1944 y2 Sec[A]* | 8181vy3 Sec[a]® | 25353 y*Sec[a]l® & 17253y5Sec[A]® | 2187 y®Sec[A]l® ([ _3888ySec[A] _ 24543
3712 3713 74 14 7415 3716 3712 3
Cos [A] (_ 27 y2 s;cmv 135 y’rzsle]c[A} 18l yazs
- C
_ 4131v2sec[A]® 5751y Sec[A]® _ 20493 y4Sec[a]® _ 7533ydSec[n]® _ 8019v€Sec[a]® _ (4131ySec[a] _ 17253
14812 3712 74 14 37 1% 148 1¢ 7412 3%
Cos [A] ( 27 y74sle::[u]r 27 y3 slfc[,\] 381 y44si
- C
308 v2 sec[Aa]l® | 5461 y3sec[A]® | 21023 v*sec[a]l® | 5379vSsec[a]® | 735véSec[a]l® [ _ 6l6ySec[A] _ 5461y2¢
3712 11112 22214 7415 3718 3712 37
Ll e

in5915= ZAI[x_, y_] := ¢ Transpose[NAI[x, y]] .u

C

MODELIZACION AERODINAMICA

Representacion Ala

(*c=0.9;
b=9.85; (¥xEnvergadurax)

In[5916]:=

Manipulate[

ParametricPlot[{x Cos[A n/180]—z Sin[A n/180],z Cos[A n/180]+x Sin[A n/lBO]},

{x,-b/2,b/2},{z,0,-c}, ,PlotRange~{{-b,b}, {-b,b},{-b/2,b/2}}],{{A,0},0,-60}] )
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In[5917]:=

5L _

DESARROLLO

In[5918]:=

Out[5920]=

In[5921]:=

In[5922]:=

El ala se va a dividir en un nimero n . Estas divisiones se hacen tanto a lo largo del eje x (nyx) como
de eje y (ny), y la multiplicacion de ambas dara el numero total de paneles (n).

nx=1;
ny = 10;
n = nx ny
10

Al tratarse de un ala esbelta, tan solo se van a realizar divisiones a lo largo del eje y, todas ellas
equidistantes, con una longitud de b/ny. Por tanto, se puede proceder al calculo de la final y la
columna que ocupara cada panel mediante las ecuaciones (X) y (X) vistas de Ay B.

A[j_] = IntegerPart[j /ny]; B[j_] =Mod[j, ny];

Se realiza una tabla de dimensiones 3 x n, donde cada fila corresponde a un panel. En la primera
columna se indica que panel se considera, el la segunda columna la fila que ocupa en la division, y
la tercera y ultima columna indica la columna que ocupa el panel.

(*PANEL FILA COLUMNA*)
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nj59231= PanelesFilaColumna =

Table[{j, If[B[j] =0, A[j] ’ A[J] +1] ’ If[B[J] =0, ny, B[J]]}I {Jr 1, n}];

{{"Panel", "Fila", "Columna"}} // MatrixForm

PanelesFilaColumna // MatrixForm

Out[5924]//MatrixForm=

( Panel Fila Columna )

Out[5925]//MatrixForm=

Somaouswne
R G
.

Soougouswne

Con el comando que sigue se obtiene la fila seleccionada de la matriz anterior. Por tanto, se puede
seleccionar la fila del panel que se desee averiguar su posiciéon y de un modo rapido ver la filay
columna del mismo

In5926)= PanelesFilaColumnal[ [7]]

outseze)= {7, 1, 7}

MATRIZ DE CONEXIONES

in5927]= (*PANEL El E2 E3 Edx*)

in59281= MatrizConexiones = Table[{j, E1 = j + PanelesFilaColumna[[]j, 2]] -1,

El+1,El+ny+1,El+ny+2}, {j, 1, n}];
{{"Panel", "E1", "E2", "E3", "E4"}} // MatrixForm

MatrizConexiones // MatrixForm

Out[5929]//MatrixForm=
(Panel E1 E2 E3 E4)

Out[5930]//MatrixForm=

1 1 2 12 13
2 2 3 13 14
3 3 4 14 15
4 4 5 15 16
5 5 6 16 17
6 6 7 17 18
7 7 8 18 19
8 8 9 19 20
9 9 10 20 21

10 10 11 21 22

In5931]= MatrizConexiones[[5]]

ous93t= {5, 5, 6, 16, 17}

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



20 | SolNumericaALACOMPLETA333.nb

MATRIZ DE NODOS

n59321= Px = nx + 1; (*Nimero de puntos en xx)
Py =ny + 1; (¥Numero de puntos en y=*)
P = Px Py

out[5934]= 22

in59351= An[j_] = IntegerPart[j /Py]; Bn[j_] =Mod[]j, Py];

In5936]:= (*NODO FILA COLUMNA )
In59371= MatrizNodos =
Table[{]j, If[Bn[]j] = 0, An[]j], An[]j] +1], If[Bn[]j] == O, Py, Bn[3]11}, {3, 1, P}];

{{Nodo, Fila, Columna}} // Transpose // MatrixForm

MatrizNodos // Transpose // MatrixForm

Out[5938]//MatrixForm=
Nodo
Fila

Columna

Out[5939]//MatrixForm=

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
T 11 11 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
8 9

1 2 3 45
(l 1111
3 45 01171 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

o O
=

Inj5940]= MatrizNodos[[5]]
outsea0)= {5, 1, 5}
DEFINICION GEOMETRICA

nsearj= {{"COORDENADAS PUNTOS EXTREMOS"}, {" ", "x", "y"},
{" ll, " ll, " ll}, {"CF", 0, 0}, {IICR"I llc", O}, {ll ll, n ll, n ll},

{IILF"’ "-ETan[A]", n_l_)n}, {IILR"’ “-ETan[A]+c“, II_EII}, {n n, " n, " ll}’
2 2 2 2
{IIRF"’ nl_DTan [A] ||’ IIEII}, {IIRRIII IIETan [.A.] +C“, IIEII}} // TableForm
2 2 2 2

Out[5941]//TableForm=
COORDENADAS PUNTOS EXTREMOS

X y
CF 0 0
CR c 0
b _b
LF --Tan [A] B
LR —?Tan [A]l+c —%
L b
RF 5 Tan[A] B
RR %Tan[/\] +C ?
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In59421= CF = {0, 0, 0};
CR={c, 0, 0};

-b -b
LF = { — Tan[A], —, 0};

{2 an[A] " }

-b -
IR={—T A , —, 0t

{2 an[A] +c > }

b b
RF={—T Al, —, 0}

{2 an[A] " }

b b
RR = {—Tan[A] +c, —, 0};
2 2

in5948)= MExtremos = {CF, CR, LF, LR, RF, RR};
MExtremos // MatrixForm

Out[5949]//MatrixForm=

0 0 0

c 0 O
-ZbTan[A] -2 0
c %bTan[A] —? 0
> b Tan[A] 50
c+%bTan[A] % 0

POSICION NODOS

In59501= MatrizNodos [ [3]]

ousesol= {3, 1, 3}

In5951):=  (*NODO 3 n*)

In59521= MatrizPosicionNodosAD =

) MatrizNodos[[j, 2]] -1 2 (MatrizNodos[[j, 3]] -1 ]
Table[{j, 1- : , ( ) -1}, {3, 1, P}];
nx ny

{{Nodo, &, n}} // Transpose // MatrixForm

MatrizPosicionNodosAD // Transpose // MatrixForm

Out[5953]//MatrixForm=
Nodo

3
n

Out[5954]//MatrixForm=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
4 3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 1 1 2 3 4
-1 "5 "5 "5 "5 0 5 5 5 5 -1 "5 Ts5 "5 "5 0 5 5 5 5 1

inessi= RQD[E_, n_1 (l—n) ECR+NERR +1n (1—§) RF

inesel= RQI[E_, n_1 : (1+r7) ECR-N&ELR -n (1—§) LF
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In5957).= MatrizPosicionNodosDIM = Table|

{3, If[MatrizPosicionNodosAD[[]j, 3]] < 0, RQI[MatrizPosicionNodosAD[[]j, 2]],

MatrizPosicionNodosAD[[j, 3]]], RQD[MatrizPosicionNodosAD[[]j, 2]],
MatrizPosicionNodosAD[[3j, 31111}, {3, 1, P}];
{{"Nodo", "R"}} // MatrixForm

MatrizPosicionNodosDIM // N // MatrixForm

Out[5958]//MatrixForm=
(Nodo R)

Out[5959]//MatrixForm=

1. {c-0.5bTan[A], -0.5b, 0.}

2. {0.2c+0.8 (c-0.5bTan[A]), -0.4Db, 0.}
3. {0.4c+0.6 (c-0.5bTan[A]), -0.3b, 0.}
4. {0.6c+0.4 (c-0.5bTan[A]), -0.2Db, 0.}
5. {0.8¢c+0.2 (c-0.5bTan[A]), -0.1b, 0.}
6. {c, 0., 0.}

7. {0.8¢c+0.2 (c+0.5bTan[A]), 0.1b, 0.}
8. {0.6c+0.4 (c+0.5bTan[A]), 0.2b, 0.}
9. {0.4c+0.6 (c+0.5bTan[A]), 0.3b, 0.}
10. {0.2c+0.8 (c+0.5bTan[A]), 0.4b, 0.}
11. {c+0.5bTan[A], 0.5b, 0.}

12. {-0.5bTan[A], -0.5b, 0.}

13. {-0.4bTan[A], -0.4Db, 0.}

14. {-0.3bTan[A], -0.3Db, 0.}

15. {-0.2bTan[A], -0.2Db, 0.}

lo. {-0.1bTan[A], -0.1Db, 0.}

17 {0., 0., 0.}

18 {0.1bTan[A], 0.1b, 0.}

19 {0.2bTan[A], 0.2b, 0.}

20 {0.3bTan[A], 0.3b, 0.}

21 {0.4bTan[A], 0.4b, 0.}

22 {0.5bTan[A], 0.5b, 0.}

in9e0i= R[k_] :=MatrizPosicionNodosDIM] [k, 2]]

In5961):= R[7]

4c 1 1
Out[5961]= {—+ — (c+—bTan[A]], —, 0}
5 5 2 10

PUNTOS DE CONTROL

3 3
ins9e21= RCC[J_] := —R[MatrizConexiones[[j, 2]]] + — R[MatrizConexiones[[], 3]]] +
8 8

1 1
— R[MatrizConexiones[[j, 4]]] + — R[MatrizConexiones|[[j, 5]]1~;
8 8
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inses3l= Table[ {3, RCC[J]1}, {3, 1, n}] // MatrixForm

Out[5963]//MatrixForm=
1

2
3

10

In[5964]:=

[-ZbTan(a] + 2 (c—%bTan[A]) +2 (§+§ (c—%bTan[A])), -2, 0}
{-ZbTan(a] + 2 (27@+§ (c—%bTan[A]))+§ (§+§ (c—%bTan[A])), -2, o}
{-i¢bTan[a] + 3 (%*% (C—ibTan[A])%% (%C+§ (C—%bTan[A])), -2, 0}
{—%bTan[A]+§ (%+% (c—%bTan[A]))+% (%‘F% (c—lean[A])), —%, 0}

[Zr-goranial+ 2 (24 L [c-tpTan(al]), - &, 0]

(35 & bran(a) + 2 (424 3 (c+ ZoTan(n]) . 0)
[&oran(a] + 2 (=+ Lt (c+toTan(al])+ 2 (2242 (c+ TpTan(al)], 22, 0}
(STt 2 3£ (or tomantn))) 2 [+ o 2onanto] . 5. o
{;*ObTan[A]+§ (2?C+% (C+%bTan[A]))+§ (%+% (c+bean[A])), %, O}

(g pronti s [os omanca] o3 (52 e+ Fona)). 2o

PosicionPuntosControlDIM =

3 3 1
Table[ {3, (— R[MatrizConexiones[[j, 2]]] + — R[MatrizConexiones[[j, 3]1] + —
8 8 8

1
R[MatrizConexiones|[[]j, 4]]] + — R[MatrizConexiones[[]j, 5]]] }, {3, 1, n}] ;
8

{{"Panel", "RC"}} // MatrixForm

PosicionPuntosControlDIM // MatrixForm

Out[5965]//MatrixForm=

( Panel RC)

Out[5966]//MatrixForm=

1
2
3

10

In[5967]:=

{—%bTan[A]Jri (C—%bTan[A])‘F% (%‘F% (c—%bTan[A])), —92—0, O}
{—;—ObTan[A]Jr% (2?0+% (c—%bTan[A]))+% (§+% (c—%bTan[A])), —%, O}
B | S ST
st (34 (o= o)) ] (305 (o= o). <20

(3 -gprantal« § (5] [o-Fotan(al)), -5, 0]

{3+ goTanal+ 2 (24 L (v b Tan(al)), &, 0
{%bTal’l[A]Jf% (%Jr% c+%bTan[A]))+§ (%+§ (c+%bTan[A])), %, O}
(fnmotor [0 oo Fomant ]| F (50 oo Tamant] ] o
{&SbTan[a] + 2 (2?%% (c+§bTan[A]))+§ (§+§ (c+§bTan[A])), 18, 0}

(£ ometat=} [onomotat) (11 [or 2 omata]. 5

(*Vector Columna de la Posicién del punto de control del panel j en x,yx*)

inis9egl= RC[J_] := PosicionPuntosControlDIM[[], 2]]
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ins969)= RC[7] // MatrixForm

Out[5969]//MatrixForm=

—
Q
+

N =

bTan[A])) +§
3

(%42 (c+ toTan(al))

b
20
0

POSICION PUNTOS A'Y B DE CADA PANEL

in5970]= PosicionPuntosAyB =

1 3
Table|[{3, (— R[MatrizConexiones[[j, 2]]] + — R[MatrizConexiones[[]j, 4] ]]] ,
4 4

1 3
(— R[MatrizConexiones|[[]j, 3]]] + — R[MatrizConexiones[[j, 5]]]
4 4

{{"Panel", "RA", "RB"}} // MatrixForm

PosicionPuntosAyB // MatrixForm

Out[5971]//MatrixForm=
( Panel RA RB)

Out[5972]//MatrixForm=

ins973)= (*Vectores Columna de la Posicién de los puntos A B del panel j en x,

y por donde pasa el vértice de torbellinosx)

inso741= RA[J_] :
RB[]_] :

PosicionPuntosAyB[[]j, 2]];
PosicionPuntosAyB[[]j, 3]1];

POSICION CENTRO AERODINAMICO

El centro aerodinamico se encuentra en c/4 del ala
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]},{j,l,n}];

1 {—%bTan[A]+%(c—%bTan[A]),—%, O} {—%bTan[A]+%(%+%(c—%b
2 {—f—obTan[A}+% %+%(c——bTan[A])),—2?, O} {—%bTan[A]+%(2?c+%(c—%k
3 {—%bTan[A}+i(%+%(C—LbTan[A])),—%}, O} {—%bTan[A]+i(%+%(c—%
4 {—;fObTan[A}Jri(%Jr%(c—;bTan[A])),—%, 0} {—%ObTan[A]+*(4?c+%(c—§k
5 {7%bTan[A]+*(%+%(c—%bTan[A])),71%, 0} {<, 0,0}

6 {<, 0,0} {%bTan[Ap—(“S%é(m%k
7 {%bTan[A]+i—(%+§(c+%bTan[A])),1%, } {%bTan[A]+%(35c+%(c+§
8 {%bTan[A}+%(35—c+%(c+%bTan[A])), %, O} {%bTan[A]+—(2?c+%(c+%}:
9 {%bTan[A]+%(2Tc+% c+%bTan[A])), 31—0, O} {%bTan[A]+%(%+% C+%b
10 {ZbrTan[a]+1 (S44 c+—bTan[A])), 22, 0} [2pran(a)+ L (c+LlbTa
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ini5976)= PosicionCentroAerodinamico =

1 1 3
Table[{j , | — R[MatrizConexiones|[[]j, 2]]] + — R[MatrizConexiones[[]j, 3]]] + —
8 8 8

R[MatrizConexiones[[j, 4]]] + ER[MatrizConexiones[[j, 5]]])}, {3, 1, n}];
8

{{"Panel", "RCA"}} // MatrixForm

PosicionCentroAerodinamico // MatrixForm

Out[5977]//MatrixForm=
( Panel RCA)

Out[5978]//MatrixForm=

1 {—%bTan[A]+§(c—%bTan[A])+§(§+%(c—%bTan[A])),—927, 0}

2 {—%bTan[A]Jré(%+%(c—%bTan[A]) +§(§+%(c—%bTan[A] ),—%, O}
s {-Eomanta o[22 [o- totanta)]] o (5542 (o- botamial]). -2, o)
4 {—%bTan[A]Jré(%Jr%(c—%bTan[A]))+%(35—C+§(c—%bTan[A])),—%, O}
5 {g—%bTan[A]+l(%+%(c—%bTan[A])),—%, 0}

6 {g+%bTan[A]+é(%+%(C+%bTan[A])>, 2b0,0}

7 {%bTan[A]+7(%+%(c+%bTan[A]))+§(3?c+%(c+%bTan[A])), 32%;, O}
8 {bTan(a)+g (3+ 2 (cripTan(al])+ (3242 (c+ ioTan(al]]), 2, 0}
9 {%bTan[A]+§(%+%(C+LbTan[A]))+§(§+%(c+—bTan[A]>),%, O}
0 (Bomenirsk (e dnmanial) o (50§ [or Eonantar]). 2, 0

in59791= RCA[J_] := PosicionCentroAerodinamico[[], 2]]

MODELIZACION AERODINAMICA I

CARACTERISTICAS AVION

b
npesoy= 1 =10; b=21Cos[A]; ¢=0.9; A=20 —; aAtaque =2; f=1.2; GJ = 4.3x10°%;

180
VELOCIDAD VERTICAL
ins9s1= Vplrp_, tT'_, e_, I'_] :=
r Cross|e, N—‘%] 1
— ormirp-rT] [[3]] // FullSimplify
4 Norm[rp - rT] 1 +Dot [e, NLom[;frr]
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ins9s2)= Rz = {{Cos[A], Sin[A], O}, {-Sin[A], Cos[A], O}, {0, O, 1}};

Rz // MatrixForm

Out[5983]//MatrixForm=

Cos{g

-Sin

In5984]= @AB[5]

out5984]= €AB[5]

insoss)= e = {=1, 0, 0};

RB[J] -RA[]
eAB[ ] := [3] [3]

In[59871:= VPpTOTAL =

]

0
] o
1

O oS

Norm[RB[3] -RA[3]]

Table[ (Vp[RC[J], RA[k], e, I'x] + VP[RC[J], RB[k], eAB[k], T'k] + VP[RC[]], RA[k],

VPpTOTAL // MatrixForm

Out[5988]//MatrixForm=

-0.578645T,
0.0881171 T,
0.0162716 T,
0.00681032 T,
0.00373946 T,
0.00236296 T,
0.0016282 T,
0.00118999 T,
0.000907677 T,
0.000715166 T,

0.0539658 T’
-0.578645T,
0.0881171 T,
0.0162716 T,
0.00681032 T,
0.00373946 T,
0.00236296 T,
0.0016282 T,
0.00118999 T,
0.000907677 T,

0.00869617 I's
0.0539658 I's
-0.578645 Ty
0.0881171 T's
0.0162716 T3
0.00681032 T
0.00373946 'y
0.00236296 5
0.0016282 T’y
0.00118999 T

Cada fila corresponde a un panel

0.00352635T,
0.00869617 Ty
0.0539658 T,
~0.578645T,
0.0881171 T,
0.0162716 T,
0.00681032 T,
0.00373946 T,
0.00236296 T,
0.0016282 T,

eAB[k], -Tx] +Vp[RC[]], RB[k], e, -Tx]), {3, 1, n}, {k, 1, n}];

0.00190846 s
0.00352635 s
0.00869617 I's
0.0539658 T's
-0.578645 T
0.0881171 T
0.0162716 T's
0.00681032 'y
0.00373946 s
0.00236296 I';

niseso)- MatrizH = Table[ (VP[RC[J], RA[k], e, 1] +VP[RC[j], RB[k], eAB[k], 1] +

MatrizH // MatrixForm

Out[5990]//MatrixForm=

-0.578645 0.0539658 0.00869617 0.00352635
0.0881171 -0.578645 0.0539658 0.00869617
0.0162716 0.0881171 -0.578645 0.0539658
0.00681032 0.0162716 0.0881171 -0.578645
0.00373946 0.00681032 0.0162716 0.0881171
0.00236296 0.00373946 0.00681032 0.0162716
0.0016282 0.00236296 0.00373946 0.00681032
0.00118999 0.0016282 0.00236296 0.00373946
0.000907677 0.00118999 0.0016282 0.00236296
0.000715166 0.000907677 0.00118999 0.0016282

in991= VpPunto[j_] := Sum[VpTOTAL[[j, k]]1, {k, n}]
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0.00190846
0.00352635
0.00869617
0.0539658
-0.578645
0.0881171
0.0162716
0.00681032
0.00373%946
0.00236296

0.00119591
0.00190846
0.00352635
0.00869617
0.0539658
-0.578645
0.0881171
0.0162716
0.00681032
0.00373946

0.00119591
0.0019084¢
0.0035263¢
0.0086961"
0.0539658
-0.578645
0.0881171
0.0162716
0.0068103:
0.0037394¢

Vp[RC[j], RA[k], eAB[k], -1] +Vp[RC[]j], RB[k], e, _1])/ {3,1,n}, {k, 1, n}];

0.0008195.
0.001195¢
0.0019084
0.00352632
0.0086961
0.053965
-0.57864
0.088117
0.016271
0.0068102
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In5992]= VpPunto[9]
outs9921= 0.000907677 T4 +0.00118999T, + 0.0016282 T3+ 0.00236296T,+0.003739467T¢ +
0.00681032T3+0.0162716T5+0.0881171T3-0.578645T9+ 0.0539658 T

Primera Matriz de Acoplamiento Dy

Con esta matriz se cosigue averiguar el angulo de ataque de cada uno de los paneles.
Inj5993]= RC[7]

Out[5993]= {1.70106, 3Cos[§], O}

in9941= RCL7][[2]]

7

outs994)= 3 Cos [—}

in5995)= Da = Table[{If[RC[J][[2]] £ O, Transpose[NaI[RC[j][[2]]11],
Transpose[NaD[RC[J]1[[2]11]1]1} // Flatten, {j, 1, n}];

Da // MatrixForm

Out[5996]//MatrixForm=

0. 0. 0. 0 0 0 0.0276375
0. 0. 0. 0 0 0. -0.0524212
0. 0. 0. 0 0 0. -0.115822
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.007575
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.157981
-0.157981 0.194094 0.0593671 -0.0399604 -0.0163931 0.00559117 0.
-0.007575 0.879129 -0.0851535 -0.0399604 0.0220335 0.00465148 0
0.115822 0.792866 -0.112663 0.396433 0.00664686 -0.0293654 0.
0.0524212 -0.186482 0.0235784 1.02565 -0.0624066 0.0253247 0.
-0.0276375 -0.719288 0.127717 0.873421 -0.10759 0.452885 0

In[59971:= QATX = Table[{aAtaque L} , {3, 1, n}] ;
180

n5998)= A = ar +Da.u;

n59991= a = —a;

a // MatrixForm

Out[6000]//MatrixForm=
-0.0349066-0.0307084 wy+0.141907 wg - 0.119544 wg-0.71928860,+0.873421 65+ 0.45
-0.0349066+0.0582458 wy +0.0261983 ws -0.0693407 wg—-0.1864826,+1.0256565+ 0.02
-0.0349066+0.128691 wy - 0.125181 ws+0.0073854wg+0.7928666,+0.39643365-0.02¢
-0.0349066-0.00841666w; —0.094615ws +0.0244817 wg+0.8791296,-0.0399604 65 + 0. 0(
-0.0349066-0.175534w; +0.0659635ws-0.0182146wg+0.1940946,-0.0399604 65+ 0.00
-0.0349066+0.175534w; -0.0659635w, +0.0182146w3-0.1940946, +0.0399604 6, -0.00
-0.0349066+0.00841666w; +0.094615w, -0.0244817 w3 -0.87912967,+0.0399604 6, - 0.0(
-0.0349066-0.128691w; +0.125181w, - 0.0073854 w3 -0.7928660607 -0.3964336, +0.02¢
-0.0349066-0.0582458w; - 0.0261983 w, +0.0693407 w3 +0.1864826,-1.025656,-0.02
-0.0349066+0.0307084 w; —0.141907w, +0.119544 w3+ 0.7192886,-0.8734216, -0.45

Segunda Matriz de Acoplamiento D,
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Con esta matriz se cosigue averiguar el desplazamiento vertical del punto de control de todos los
paneles. Usando la definicion matricial se obtine D, :

ineoot= RCA[8][[1]] // N
RCA[6][[2]] // N

outeoo1= 1.9351

oute002)= 0.939693

ineoosy= Dz = Table [{If[RCC[J][[2]] < 0, Transpose[NAI[RCC[3j][[1]], RCC[3][[2]1]],
Transpose [NAD[RCC[3J] [[1]], RCC[3][[2]]1]1]1} // Flatten, {3, 1, n}];

Dz // MatrixForm

Out[6004]//MatrixForm=

0. 0 0. 0. 0 0. -
0. 0 0. 0. 0 0. -
0. 0 0. 0. 0 0. 0
0. 0 0. 0. 0 0.

0. 0 0. 0. 0 0. 0

0.336286 -3.59145x10-17 -0.149401 7.39416x10-1® 0.0428078 -1.03457x10-18
1.01039 -2.16895x10-1¢ -0.103336 9.85889x10-1¢ 0.02574 -1.1476x10-18
0.547297 1.95613x10-16¢ 0.658467 9.78064x10-17 -0.111205 -7.24492x10-18
-0.066293 1.84033x10-1® 0.988522 -1.01218x10-15 0.0611838 -2.49921x10-17
-0.104267 0. 0.431829 0. 0.643468 0.

ineoos}= zA = ¢Dz .u // Expand;

zA // MatrixForm

Out[6006]//MatrixForm=
0.-0.104267 wy +0.431829 w5 +0.643468 w

0.-0.066293w,;+0.988522w;+0.0611838 wg
0.+0.547297 wy +0.658467 ws —0.111205 wyg
0.+1.01039w,; -0.103336ws+0.02574 wg

0.+0.336286w,-0.149401 w5 + 0.0428078 w
0.+0.336286w; -0.149401 wy, +0.0428078 w3 -3.23231x10"1761 +6.65475x10-186, -9.311
0.+1.01039w; -0.103336w, +0.02574w3~-1.95206x10-166;+8.873x10-1860,-1.03284
0.+0.547297 wy +0.658467 w, —0.111205w3+1.76052x10-1¢60; +8.80258x10-170, -6.520
0.-0.066293w; +0.988522w, +0.0611838 w3 +1.65629%x10-1¢6; -9.10961 x10-1008, -2.24¢

0.-0.104267 w7 +0.431829w, +0.643468 w3

REPRESENTACION NODOS, PUNTOS CONTROL Y CENTROS
AERODINAMICOS

PUNTOS

in60071= PosCA = Table[{PosicionCentroAerodinamico[[j, 2]][[1]],

PosicionCentroAerodinamico[[j, 2]1[[2]11}, {3, 1, n}];
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ineoogl= PosPC = Table[{PosicionPuntosControlDIM[[]J, 2]]1[[1]],

PosicionPuntosControlDIM[[Jj, 2]1]1[[2]1]1}, {3, 1, n}];

ine009)= PosNodos = Table[ {MatrizPosicionNodosDIM[[]J, 2]1]1[[1]11],

MatrizPosicionNodosDIM[[3, 2]1]1[[2]]1}, {3, 1, P}];

REPRESENTACION

in6010}= ListPlot[{PosNodos, PosCA, PosPC},
PlotLegends -» {"Nodos", "Centros Aerodinamicos", "Puntos de Control"},

AxesLabel -» {"x", "y"}]

10F . .
: ° °
[ ° °
5 =
I [ ] [ )
o Nodos
r [ ] [ ] . , .
out[6010]= 1 3 1 1 Centros Aerodinamicos
-2 .l 2 4 Puntos de Control
o o |
-5+
° ° L
[ ) [ ) :
° ° 10}

RESOLUCION SISTEMA

CALCULOS
-4 Cos[A] Inverse[MatrizH]
ineo11]= £fr = ———————— Transpose[Dz]. .ar;
ny c
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-4 Cos[A] Inverse[MatrizH]
In6012)= Am = —— Transpose[Dz] . .Da;
ny C
MatrixForm[Am]
Out[6013]//MatrixForm=
-0.0111881 1.23774 -0.109852 0.0902146 0.02163
3.22276x10-17 -4.35882x10-17 -2.70319x10-18 2.30544x10-16 -1.20436x10-17 5
0.114874 0.0686451 -0.00658405 1.4467 -0.088633
-4.09566x10-17 1.30194x10-16 -1.98732x10-17 -8.44363x10-16 5.34874x10-17 ¢
-0.0189101 -0.370936 0.0687914 0.50898 -0.058504
-1.64287x10-18 -4.61503x10-18 3.98719x10-19 -2.45599x10-17 1.31489x10-18 -1
-0.00682858 0.0298367 0.00094747 0.00966741 -0.00107603
0. 0. 0. 0. 0.
0.0006144 0.00303116 -0.00041244 0.00462133 -0.000191602
0. 0. 0. 0. 0.
-0.000615363 0.00304838 0.0000737888 0.00143052 -0.000131967
0. 0. 0. 0. 0.
in6o14:= Kadim - A Am // MatrixForm
Out[6014]//MatrixForm=
6.3926+0.0111881 A -1.23774 A ~4.01933+0.109852 A -0.0902146
-3.22276x10-17 ) %+4.35882x10-171 2.70319 x 10-18 ) —%—2.3054“
-4.01933-0.114874 A -0.0686451 A 3.66746 +0.00658405 ) ~1.4467 A
4.09566x 10-17 X —%—1.30194“0-161 1.98732x10-17 2 %+8.44363x]
1.14505+0.0189101 A 0.370936 A -1.31336-0.0687914 A -0.50898
1.64287 x 10-18 %+4.615O3x10*18)u ~3.98719x 10-19 X —35%+2.45599x
0.00682858 A -0.0298367 A -0.00094747 A -0.0096674
0. 0. 0. 0.
-0.0006144 A -0.00303116 A 0.00041244 A -0.0046213
0. 0. 0. 0.
0.000615363 A -0.00304838 X -0.0000737888 A -0.0014305;
0. 0. 0. 0.

in6015)= Det[Kadim - AAm // Chop]

outeo1s= 12 968.7 (0.0454101 +0.00360461 Xx-0.232315 22 -
0.00102532 23 +0.00177793 2% -9.7437x10"7 A>-6.45361 x 1077 )LG>

SOLUCION

ineo16)= Solve[Det[Kadim-AAm // Chop] ==0, A] // N

ougeotel= {{A - -52.2731}, {XA > -11.3735}, {A > -0.435148},
{15 0.449843}, {XA > 12.0829}, {A > 50.0392}}

—L _am//chop] =0, q] /N
a1

12 @2

n60171= Solwve [Det [Kadim -

ousot7= {{q>-2.77499x10°}, {q > -603777.}, {q->-23100.5},
{q—>23880.6}, {q—>641436.}, {q—>2.6564x10°}}
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