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Resumen

El presente Trabajo de Fin de Grado aborda el un análisis de un ala obli-
cua. El objetivo principal se basa en estudiar las caracteŕısticas aerolelásticas
de este tipo de alas en estado estacionario, hallando principalmente la di-
vergencia en este tipo de alas. Para abordar el problema se resolverá de dos
modos distintos. Primero se resolverá el problema de modo anaĺıtico, para
posteriormente realizar el cálculo de de modo numérico, donde inicialmente
se calculara la deformación del ala, aśı como la distribución de sustenta-
ción a lo largo de la envergadura mediante el método de los paneles, para
poder realizar posteriormente el análisis aeroelástico de la misma. De este
modo se podrán comparar ambos resultados para poder ver las diferencias
entre los dos métodos de resolución. Esto es importante, ya que cuando la
geometŕıa del ala empieza a complicarse, o las condiciones del problema no
son sencillas, con el modo anaĺıtico no es posible hallar una solución. La
divergenciaes interesante en este tipo de alas, debido a la distinta flecha en
cada semienvergadura de la misma, pudiendo comparar los resultados según
la flecha sea positiva o negativa. Con este estudio se podrá ver en parte el
porqué de las alas con flechas positivas en la mayor parte de las aeronaves
actuales desde un punto de vista aerolástico.
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Lista de Śımbolos

AR Aspect ratio, b2/S.
b Envergadura alar (m).
cr Cuerda alar en la raiz (m).
ct Cuerda alar en punta de ala (m).
c Cuerda alar geométrica media (m).
q Presión dinámica (Pa).

cD Coeficiente de resistencia (D/qS).
cL Coeficiente de ustentación (L/qS).
cm Coeficiente de cabeceo (Ma/qSc).
D Fuerza de resistencia (N).
FA Fuerza axial (N).
FN Fuerza normal (N).
L Fuerza de sustentación (N).
M Número de Mach.
S Superficie alar de referencia (m2).
t/c Máximo espesor del ala respecto a la cuerda.

X,Y, Z Ejes de coordenadas local del ala sobre eje elástico(m).
x, y, z Ejes de coordenadas fijo (m).

V Velocidad (m/s).
W Peso en vaćıo (kg).

α Ángulo de ataque del ala (o).
λ Estrechamiento alar, ct/cr.

ΛE Angulo de flecha del eje elástico (o).
Λ Angulo de flecha del borde de ataque (o).
N Número de paneles en los que se divide el ala.
u Respuesta en un sistema.
ui Respuesta del grado de libertad i en un sistema de múltiples

grados de libertad.
u Vector con todos los grados de libertad de un sistema dis-

creto.
ue Vector de desplazamientos y giros nodales en un elemento

finito.
j, k Contadores.
E Módulo de Young estático.
G Módulo transversal estático.

M, K, C Matrices de masas, rigidez y amortiguamiento en un sistema
dinámico discreto.
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K(e),K
(e)
w ,K

(e)
θ Matrices de rigidez del elemento: general, rigidez a flexión y

rigidez a torsión, respectivamente.
q = {qz,mx}T Vector de fuerzas y momentos distribuidos en la viga.

δ(y) Función Delta de Dirac.
F Vector de fuerzas de excitación en un sistema de múltiples

grados de libertad.
Fr(t),Mr(t) Fuerza y momento puntual situadas en la coordenada x = r

de la viga.
u Respuesta en un sistema.
ui Respuesta del grado de libertad i en un sistema de múltiples

grados de libertad.
u Vector con todos los grados de libertad de un sistema dis-

creto.
ue Vector de desplazamientos y giros nodales en un elemento

finito.
j, k Contadores.
x, r Variable posición.
i Unidad imaginaria i =

√
−1.

E Módulo de Young estático.
G Módulo transversal estático.

M, K, C Matrices de masas, rigidez y amortiguamiento en un sistema
dinámico discreto.

M,K, C Matriz de masas, rigidez y amortiguamiento adimensionali-
zadas.

n Número de grados de libertad en un sistema discreto.
m Número de modos utilizados.

X, Y, Z Coordenadas espaciales de un punto en los ejes locales de la
viga.

r Coordenada de localización de la excitación.
w(Y ) Desplazamiento vertical del eje de la viga.
θ(Y ) Giro de la sección transversal de la viga.
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u Vector con las componentes de los desplazamientos y giros.
u′ Derivada respecto de Y de u.

VZ , MX Cortante en dirección Z y flector en dirección X.
f Vector con las componentes de los esfuerzos cortantes y flec-

tores.
ξ, η Variables empleadas como coordenadas espaciales adimen-

sionales.
Nj(η) Funciones de forma.
N(η) Matriz de forma.
wj , θj Desplazamiento y giro del nodo j.
T , Te Enerǵıa cinética total y del elemento, respectivamente.
U , Ue Enerǵıa interna de deformación total y del elemento, respec-

tivamente.
V Enerǵıa potencial.
W Potencial de fuerzas exteriores.
F Función disipativa de Rayleigh.
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1
Introducción a las Alas Oblicuas

Durante los inicios de la aviación, la mayor parte de aviones se constrúıan
con ala recta, es decir, no contaban con ángulo de flecha en las alas aunque
el concepto de las alas en flecha ya era conocido en la década de 1930. Sin
embargo, este tipo de geometŕıa no teńıa gran interés debido a las bajas
velocidades a las que volaban las aeronaves. Todo esto cambió a ráız con la
aparición de los motores a reacción, y durante las segunda guerra mundial se
empezó a introducir este tipo de geometŕıa alar. El aumento de las velocida-
des necesitaba una mejora en la aerodinámica de los aviones, y las mejoras
que introdućıan las alas en flecha hizo que se masificaran los aviones que las
usaban. Los alemanes fueron los pioneros en este campo, los cuales fueron
seguidos rápidamente por los estadounidenses. No obstante, la mayor parte
de aviones utilizaban alas con flecha positiva las cuales también presentan
ciertas desventajas, sobre todo en términos de control a bajas velocidades y
por la incapacidad del flujo a reaccionar a altas velocidades.

Por todo esto se introdujo el concepto de flecha negativa, con el ala hacia
delante, la cual mejoraba los problemas de control a bajas velocidades. Sin
embargo, los problemas estructurales que tienen este tipo de alas es mucho
mayor, y pueden llegar a ser muy inestables.

Vistas todas las ventajas y desventajas de los dos tipos de flecha, en
1958 Jones sugirió que un aeronave con alas de flecha asimétrica ofreceŕıa
muchas ventajas a altas velocidades transónicas, aśı como a bajas veloci-
dades supersónicas. Sin embargo, el desconocimiento del comportamiento
real, aśı como las grandes dificultades tecnológicas debidas a la inusual con-
figuración hicieron que su uso se desestimara en aviones operacionales. En
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN A LAS ALAS OBLICUAS 10

las pasadas décadas, la necesidad de resolver estos problemas ha hecho que
actualmente se genere un rápido desarrollo de prototipos de aviones de ala
oblicua que se presentan como alternativas válidas a los diseños convencio-
nales de aviones tanto civiles como militares.

Muchos de los desaf́ıos técnicos de las alas oblicuas provienen de su aero-
dinámica no lineal y fuertemente acoplada. Por ejemplo, se producen fuertes
variaciones en el momento de roll con cambios en el ángulo de ataque. Otros
problemas apreciables son inusuales acoplamientos inerciales , aśı como com-
plejas caracteŕısticas aeroelásticas que complican la integración del sistema
propulsivo. Estos retos son especialmente considerables para todas las con-
figuraciones alares que carecen de la estabilidad y control otorgadas por las
colas tradicionales. La estabilidad es un problema por las limitaciones que
impone sobre la colocación de la carga de pago, la propulsión, y los sistemas
de la aeronave para conseguir el centro de gravedad en la posición deseada.
El control puede ser dif́ıcil de realizar debido a las variaciones de efectividad
de éste con grandes cambios en el ángulo de flecha.

Los métodos computacionales actuales proporcionan una manera mucho
más rápida de analizar las caracteŕısticas de las fuerzas y momentos sobre
el veh́ıculo, la efectividad del control, aśı como otras caracteŕısticas. La tec-
noloǵıa de los sistemas de control de vuelo modernos hace que sea mucho
mas factible el control de aeronaves inestables y fuertemente acopladas, por
lo que se ha recuperado el interés en estudiar las posibles ventajas de las
alas oblicuas. Sin embargo, mucha de la experiencia obtenida en los últimos
50 años en el desarrollo de las alas oblicuas no ha sido sustituida rápida-
mente por las nuevas herramientas de simulación, sino que conviven ambos
métodos de desarrollo.

1.1. Conceptos Básicos y Motivación

El estudio profundo del concepto de ala oblicua empezó a realizarse por
R.T.Jones en la decáda de 1940, principalmente porque representaba una
solución simplificada para mı́nima resistencia en un flujo supersónico. Mien-
tras Jones desarrollaba una teoŕıa para estimar las caracteŕısticas de las alas
supersónicas, se vió que la mı́nima resistencia de onda inducida se alcanzaŕıa
cuando la distribución de la sustentación sobre el ala fuese eĺıptica tanto en
la cuerda como en la totalidad su envergadura. Por tanto, esto motivó es-
tudios más minuciosos de las alas oblicuas para vuelos supersónicos, ya que
los diseños alares de la época el ángulo de flecha era simétrico en cada semi-
envergadura, lo que provocaba que la distribución de sustentación no fuese
continua a lo largo de toda la envergadura.
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Otra clara ventaja de las alas oblicuas para vuelo supersónico es que
éstas distribuyen la sustentación alrededor de dos veces más que un ala con-
vencional de la misma longitud, con la misma flecha e idéntica cuerda, lo
que se traduce en una reducción de 4 veces de la resistencia de onda induci-
da. Además, las alas oblicuas mantienen el efecto de la flecha en la sección
central del ala, la cual puede llegar a ser cŕıtica.

Figura 1.1: Caracteŕısticas de la redcución de drag de un ala oblicua

Por tanto, a causa de todas estas mejoras aerodinámicas de las alas
oblicuas, el interés inicial del concepto, las caracteŕısticas estructurales y la
posibilidad de diseños de geometŕıa variable han hecho que las investigacio-
nes sobre este tipo de alas hayan continuado hasta hoy en d́ıa.

La estructura recta de la geometŕıa de las alas oblicuas evita pares que
a veces se generan sobre el fuselaje, lo que hace que la fabricación de la
estructura sea mucho más fácil. Si además se incorpora la flecha variable en
el diseño del ala, tan solo hace falta un pivote central, lo que proporciona
ventajas estructurales importantes en comparación con los dos pivotes que
deben llevar aviones convencionales de flecha variable, los cuales deben so-
portar grandes cargas de flexión.

Probablemente la ventaja mas significativa de este tipo de alas para avio-
nes de flecha variable fue introducida en un diseño realizado en la década
de 1940 por Blohm y Voss, quienes usaron un ala oblicua de flecha variable
para evitar el cambio del centro aerodinámico que se produce con los aviones
convencionales de geometŕıa variable.

Las buenas caracteŕısticas de las alas oblicuas para los aviones de geo-
metŕıa variable permite a estos diseños maximizar la aerodinámica de la
aeronave en un amplio rango de números de Mach sin los inconvenientes
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Figura 1.2: Ventajas Estructurales de un Ala Oblicua

Figura 1.3: Variación casi nula del CA en un ala con flecha oblicua frente a
la gran variación si ésta tuviese una flecha simétrica en ambas semialas.

asociados a los conceptos de aeronaves de geometŕıa variable convencionales.

Otras caracteŕısticas únicas de los diseños de alas oblicuas pueden hacer
de este tipo de aviones los mejores para ciertas misiones. Por ejemplo a la
hora de almacenarlos en un portaaviones, al poder reducir la envergadura
en gran medida al posicionar el ala sobre el fuselaje.

Atendiendo a las caracteŕısticas descritas, se puede ver que la configu-
ración de ala oblicua es particularmente atractiva debido a que se pueden
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Figura 1.4: Variación de L/D con el Mach para un ala oblicua optimizada
en comparación con ala simétrica fija

alcanzar grandes variaciones de flecha de un modo mucho más sencillo y
ligero que en los aviones con geometŕıas convencionales. No obstante, se tra-
ta de una geometŕıa muy poco utilizada hoy en d́ıa debido a los problemas
que presenta, por lo que es interesante el estudio de esta problemática de
modo que se pueda resolver, ya que el ala oblicua es una configuración que
puede suponer un paso adelante en la mejora de la aerodinámica de las ae-
ronaves comerciales. Por ello en este Trabajo se va a estudiar el efecto de la
divergencia en este tipo de alas, y poder conocer sus limitaciones.

1.2. Breve Historia

El diseño de ala oblicua fue propuesto originalmente por Edmond de
Marcay y Emile Moonen en 1912. La idea era variar la flecha de las alas
oblicuas de modo que se pudiese aterrizar deslizándose lateralmente. Este
concepto fue estudiado más profundamente por Richard Vogt en Alemania
por el aumento de velocidad de la aeronave que se produce al aumentar la
flecha. Poco después R.T.Jones en Laboratorio Aeronáutico de Langley se
interesó en las alas oblicuas y se consagró como el mayor defensor de este
concepto. Inició estudios en túnel de viento en la década de 1940 sobre este
tipo de alas y cómo podŕıan ser integradas en aeronaves civiles de alta velo-
cidad. Estos estudios se pueden dividir en dos temas principales. En primer
lugar los correspondientes al montaje del ala oblicua sobre el fuselaje me-
diante un pivote, y en segundo lugar los que tratan el concepto del vuelo del
ala oblicua.
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Desde entonces han habido muchos estudios sobre diseños de aeronaves
de ala oblicua para aplicaciones civiles y militares. Debido a las ventajas
aerodinámicas a altas velocidades en este tipo de alas su uso se considera en
muchos casos, sin embargo normalmente se rechaza debido a los problemas
que surgen en la integración del ala con el fuselaje, aśı como a las dificultades
surgidas en el control. A lo largo de la historia dos de los diseños desarro-
llados más importantes han sido el OWRA RPV y el AD-1.

El primero fue el OWRA RPV (NASA Dryden Oblique Wing Research
Aircarft (Figura 1.5), el cual se construyó en el inicio de la década de 1970
para poder investigar las caracteŕısticas aerodinámicas y de control de vuelo
de un ala oblicua. Se trataba de un Veh́ıculo Pilotado Remotamente (RPV)
al que se le añadió una pequeña cola para compensar el movimiento del
centro aerodinámico a medida que se mov́ıa el ala. También contaba con un
fuselaje muy rudimentario. Su diseño constó de varias iteraciones realizadas
en el túnel de viento y testeo en vuelo. Se probaron tres tipos de cola distinta
hasta encontrar la adecuada. El primer vuelo de la aeronave se realizó en
1976 y duró 24 minutos. Durante los posteriores vuelos, se hicieron pruebas
hasta un ángulo de flecha de 45o. El plan era eliminar la cola posteriormen-
te para convertirlo en un ala volante, sin embargo se desestimó por falta de
presupuesto. El OWRA RPV fue el primer ala oblicua con la que se consi-
guieron datos reales de vuelo de las derivadas de estabilidad y control de un
ala oblicua.

Por otra parte, el segundo desarrollo se trató del AD-1 (Ames-Dryden,
Figura 1.6). Fue diseñado por Burt Rutan y se trata del primer avión tri-
pulado de ala oblicua, el cual hizo su primer vuelo en 1979. Se diseñó para
evaluar las ventajas del concepto de un ala oblicua sobre un pivote. El pro-
yecto se pretend́ıa que fuese de bajo coste, con vuelos a bajas velocidades
para demostrar las caracteŕısticas de la flecha variable a estas velocidades
de un ala oblicua. No obstante, se descubrió que las mayores ventajas de un
ala oblicua con alta flecha se encuentran a velocidades transónicas y altas
velocidades. Por tanto se rediseñó parte del proyecto para adaptar el aero-
nave a este tipo de velocidades. Para su construcción se hicieron minuciosos
ensayos en túnel de viento, aśı como extensas simulaciones. El primer vuelo
se realizó en 1980 a manos de Thomas McMurtry, donde las pruebas de vuelo
se realizaron hasta una flecha de 60o sin una pérdida significativa del control.
Sin embargo, a partir de 45o de flecha la dificultad para el pilotaje aumentó
considerablemente debido a los problemas ocasionados por la asimetŕıa de
la aeronave como la aparición de una fuerza lateral en el ala delantera y
una entrada en pérdida asimétrica. Se vio que el efecto de compresibilidad
no afectaba en gran medida, ya que los efectos ocasionados por la asimetŕıa
eran mucho mas influyentes. Posteriormente varios pilotos más volaron el
avión constatando un fuerte acoplamiento entre el momento de cabeceo y
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Figura 1.5: OWRA (Oblique Wing Research Aircraft)

giro, siendo más grave a partir de los 45o de flecha.

Figura 1.6: AD-1 (Ames-Dryden)
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Una vez terminado el proyecto del AD-1 junto con todos los estudios
realizados, se llegó a la conclusión que los aviones de ala oblicua tendŕıan un
gran papel en el ámbito militar. Por todo esto, la NASA decidió invertir en
la investigación de un avión de ala oblicua supersónico basado en el Vought
F-8 Crusader. Por ello a finales de la década de los 70 se inició el estudio
para la adaptación, con la intención de empezar con la construcción del
modelo en 1984. Sin embargo, a pesar del esfuerzo realizado, el proyecto se
canceló debido a las grandes dificultades ocasionadas por la modificación del
aeronave. Por otra parte, la Marina estaba muy interesada en el proyecto,
ya que tener aviones con este tipo de alas, reduciŕıa el espacio que ocupan
los mismos en un portaaviones. Por ello, se quedaron con el programa y
empezaron a desarrollarlo por su cuenta. Rockwell realizó diversos estudios
para la Marina con diseños que llegaban hasta 1.8M y ángulos de flecha de
0o a 65o. En 1988 se presentó el diseño preliminar sin embargo, el sobrecoste
que se ocasionó, aśı como la cancelación de otros proyectos de la NASA hizo
que se abandonara finalmente el proyecto.

Figura 1.7: Diseño de Rockwell para la marina estaodounidense

En 1995, dos maquetas a pequeña escala de aeronaves de ala oblicua (3m
y 6m de envergadura) fueron desarrolladas por Stephen Morris en la Uni-
versidad de Stanford. El diseño estaba basado en un propuesta de la NASA
para un avión de transporte supersónico con capacidad para 400 pasajeros.
El objetivo era investigar los problemas de control derivados por la flecha
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asimétrica que hacen que el vuelo inestable sea inabarcable. La maqueta más
pequeña, la cual era estable,se usó mediante radiocontrol para identificar los
problemas que seŕıan importantes para la maqueta más grande (Figura ??).
Gracias a esto se vio que las aletas verticales afectaban negativamente al
cabeceo por lo que se rediseñaron. Además esta aeronave usaba un sistema
automático de control para permitir que cuando la aeronave fuese inestable
pudiera seguir volando.

Figura 1.8: Morris OFW en vuelo

Una vez entrado ya el siglo XXI, la agencia de defensa estadounidense
(DARPA) inició un programa de un aeronave de ala oblicua en el 2006. El
proyecto se adjudicó a la empresa Northrop Grumman, la cual deb́ıa realizar
un diseño preliminar y testeo de un aeronave de pruebas X-Plane de ala
oblicua. El programa se llamó DARPA OFW y su objetivo era mejorar los
problemas de diseño asociados al ala de flecha variable con vuelo supersónico
referentes a la aerodinámica, la aeroelasticidad y el control del aeronave. El
avión propuesto se muestra en la Figura 1.9, el cual se basaba en un ala
volante pura donde la flecha del aeronave era oblicua, con un ala hacia atrás
y otra hacia delante. La configuración se realizó para un alta velocidad, alto
rango y larga duración. El programa se dividió en dos fases. La primera
fase consistió en el desarrollo teórico y el diseño conceptual del aeronave,
mientras que la fase dos resultó en el diseño, fabricación y testeo en vuelo
del aeronave. Sin embargo, una vez se realizó la fase 1, el programa se canceló
en el 2008 al inicio de la segunda fase.
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Figura 1.9: Northrop Grumman Switchblade

1.2.1. Problemas en el Túnel de Viento

Realizar pruebas de medida de cualquier tipo de configuración alar pre-
senta dificultades para sujetar el modelo en el túnel de viento y obtener
buenas medidas de las fuerzas y momentos sobre éste. El concepto de ala
oblicua agrava estos problemas debido a que tiende a crear grandes momen-
tos desestabilizantes de giro y guiñada, y la falta de flujo simétrico suele
causar interferencias en el soporte que no son habituales en otros tipos de
configuración.

El programa de la NASA de principio de la década de 1990 realizó una
aproximación para superar estas dificultades, a pesar de que los resultados
no se publicaron.

1.3. Objetivos

Las estructuras modernas de los aviones no son completamente ŕıgidas
y el fenómeno aeroelástico suele ser un problema a tener en cuenta en la
mayoŕıa de casos. Siendo éste en muchas ocasiones un factor limitante en el
rango de operación del aeronave. Por tanto, es necesario realizar un análisis
aerolástico de este tipo de aviones, centrándose ese Trabajo en la aeroelas-
ticidad estática, concretamente en la divergencia.

El objetivo principal de este trabajo, como se ha mencionado, es evaluar
la divergencia en los aviones de ala oblicua, y los parámetros que limitan el
desarrollo de los mismos, ya que se trata de aviones con grandes capacidades
aerodinámicas que pueden mejorar las caracteŕısticas de los diseños actuales.
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Sin embargo, la aeroelasticidad limita su aplicación, ya que debido a su no
simetŕıa el comportamiento no es el mismo en ambas semi-alas. El compor-
tamiento estructural se encuentra desacoplado para cada semi-envergadura,
sin embargo el comportamiento aerodinámico no lo está, ya que el ala con
flecha negativa influye en la aerodinámica del ala positiva. Esto hace que
el problema aerodinámico sea mas tedioso de resolver, y por tanto la diver-
gencia en este tipo de configuración alar será distinta a las alas en flecha
tradicionales con ambas hacia el mismo lado, ya que las fuerzas que inter-
vienen en el sistema son distintas. Este problema se resolverá de dos modos
distintos, anaĺıticamente y numéricamente utilizando el Vortex Lattice Met-
hod. El método numérico se realizará mediante las ecuaciones energéticas de
Lagrange. Esto permitirá la organización del problema de forma matricial,
de modo que sea posible realizar un método estandarizado para este tipo de
problemas.

1.4. Suposiciones

Tanto en el Caṕıtulo 2 como en el Caṕıtulo 3 se contrastarán los resulta-
dos mediante un ejemplo numérico detallado en el Anexo II. Estos ejemplos
se realizarán con un aeronave de ala oblicua con unas caracteŕısticas basadas
en el avión experimental AD-1 (Figura 1.6) de la NASA descrito anterior-
mente. En ambos casos se supone caso estacionario, aśı como una rigidez
a flexión como torsión constante a lo largo de todo el ala. Posteriormente,
en el Caṕıtulo 4 se comparan los cálculos realizados con los dos métodos,
para finalmente en el Caṕıtulo 5 analizar los resultados obtenidos, de modo
que se puedan obtener los puntos más relevantes del análisis de este tipo de
alas, aśı como los problemas que se han encontrado y mencionar los posibles
futuros estudios que se pueden llevar a cabo en este campo.

1.5. Divergencia Alas en Flecha

El aumento del uso de aviones con alas en flecha, ya sea positiva o ne-
gativa, ha incrementado en gran modo el interés en el comportamiento ae-
roelástico de este tipo de alas. Por ello, tal y como se ha indicado, en este
trabajo se estudiará la divergencia de las mismas. Sin embargo, antes de
iniciar el cálculo de la misma es importante tener una idea clara de qué es la
divergencia y qué la produce, aśı como la respuesta que ocasiona la misma
en las aeronaves que la sufren.

La divergencia de las alas es un fenómeno de inestabilidad estática que
se produce por la interacción entre las fuerzas aerodinámicas y las fuerzas
estructurales. Su efecto se traduce en la modificación del ángulo de ataque, el
cual puede estabilizarse o divergir, en función de la velocidad. La velocidad
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ĺımite a la que se produce dicho efecto se llama velocidad de divergencia.
Ésta puede conducir a fallos estructurales y está causada por el hecho de
que las fuerzas aerodinámicas superan a las fuerzas elásticas de la estructura.
Sometida a cargas aerodinámicas, la estructura de la aeronave se deforma de
manera que las cargas aerodinámicas aumentan. Al llegar a la mencionada
velocidad de divergencia de la aeronave respecto al viento, la deformación
autoamplificada puede concluir en fallo estructural.

La descripción f́ısica para un ala en flecha se puede explicar mediante la
Figura 1.10.

Figura 1.10: Ala en flecha

Cuando se aplica una fuerza normal en el eje elástico del ala los puntos A
y B se mueven en la dirección normal aproximadamente la misma cantidad.
Sin embargo, el punto C se desplaza una menor cantidad.

Si se considera el flujo en dirección CB, flecha positiva, el segmento
BC disminuirá su ángulo de ataque y se producirá una disminución de la
sustentación. Se puede ver que cuando un ala con flecha positiva flecta su
ángulo de ataque respecto a la dirección del flujo disminuye. La sustentación
negativa que se produce tiene un efecto estabilizante debido a la torsión del
propio segmento BC.

Contrariamente, si se considera la dirección del flujo en BC, flecha negati-
va, el segmento BC aumentará su ángulo de ataque, ya que el desplazamiento
vertical del punto B es mayor al del punto C.

A consecuencia de lo expuesto, la velocidad de divergencia aumenta pa-
ra alas con flecha positiva pero disminuye para alas con flecha negativa.
Además, para alas con flecha positiva el centro aerodinámico se desplaza
hacia el fuselaje disminuyendo los esfuerzos a flexión en el encastre, sin
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embargo, en alas con flecha negativa se produce lo contrario. El centro ae-
rodinámico se desplaza hacia la punta de ala provocando mayores esfuerzos
flectores en el encastre.

Por todo esto, la elección de la flecha en un aeronave es crucial según la
misión de la misma. Sin embargo, en los aviones con ala oblicua que se tratan
en este Trabajo, el interés es aún mayor, ya que mezcla ambos tipos de flecha
en un mismo ala. Esto es muy importante, ya que el comportamiento de cada
una de las semi-alas es muy distinto entre ellas. Esto hace que las limitaciones
no siempre vengan determinadas por la misma semi-ala, y resulta un caso
interesante de estudio ya que se puede ver el efecto de la flecha positiva y
negativa en una misma aeronave. A lo largo de este Trabajo se va a buscar
encontrar las diferencias entre estas y ver la limitación por divergencia de
la aeronave determinando si la flecha positiva o negativa es la restrictiva en
este tipo de aviones.



2
Modelo Anaĺıtico

A veces, los análisis aeroelásticos de las alas, se basan en modelos de
alas ŕıgidas donde el soporte śı es flexible. Estos estudios pueden dar una
buena aproximación de la estabilidad y respuesta aeroelástica del ala, sin
embargo en los análisis prácticos se debe tener en cuenta la flexibilidad de
todo el ala. En este caso, para la realización de todos los cálculos se ha te-
nido en consideración un ala flexible con un modelo estructural simplificado.

El estudio que se quiere realizar se basa en alas con flecha, tanto positiva
como negativa, sin embargo se debe empezar con el análisis de un ala recta,
ya que resulta más sencillo para después generalizar los resultados obtenidos
a alas con flecha. Para ello se debe considerar una ala elástica uniforme sin
flecha, la cual se modela como una viga (Figura 2.1). El eje de coordenadas
a lo largo de la envergadura del ala, será el mismo que el de la viga, el cual se
trata del eje y de acuerdo a la costumbre en el campo de la aeroelasticidad.
La viga se toma empotrada en la raiz (y=0) y como borde libre en el extre-
mo (y=l), que corresponde con la punta de ala. Además, hay que destacar
que el eje y corresponde con el eje elástico del ala, el cual se define como el
eje transversal del ala por el que se concentra toda la capacidad elástica del
material. En vigas isotrópicas se traduce en que cuando se aplica una fuerza
transversal en cualquier punto de este eje se produce una flexión sin ninguún
tipo de torsión. Además este eje también corresponde con el eje de giro del
ala cuando se le aplica únicamente un momento torsor puro. Destacar que
cuando se calculen las fuerzas aerodinámicas sobre el ala, únicamente in-
fluirá la rotación del ala, ya que la flexión no variará la magnitud de éstas
fuerzas.

22
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Figura 2.1: Esquema de un ala uniforme sin flecha

2.1. Consideraciones Iniciales

Para el desarrollo del trabajo, las consideraciones iniciales que se tienen
son las siguientes:

Estructura alar flexible

Rigidez a Flexión EI constante

Rigidez a Torsión GJ constante

Caso estacionario, sin dependencias del tiempo

Una vez conocidas se puede pasar al desarrollo del modelo teórico.

2.2. Strip-Line Theory

Para los cálculos que se van a realizar, tal y como se ha mencionado an-
teriormente el ala se modelará como una viga isotrópica, por tanto el ángulo
de ataque dependerá de la posición a lo largo de la envergadura por la posi-
ble variación de éste por la rotación del ala. Se debe calcular la distribución
de la sustentación, aśı como el momento de cabeceo por unidad de enver-
gadura a lo largo de una viga esbelta como el ala. Sin embargo, para este
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cálculo se ignorarán los efectos tridimensionales que se producen con alas
finitas, es decir, las cargas aerodinámicas en una sección no dependerán de
las adyacentes. Esta simplificación se puede hacer debido a que el ala a es-
tudiar se trata de una ala de gran envergadura con un elevado äspect ratio ”.

Figura 2.2: Sección transversal del ala

Por tanto si evaluamos una sección del ala con las fuerzas que actúan
sobre ella, Figura 2.2, el momento total de torsión por unidad de longitud
sobre el eje elástico viene dado por:

M ′ = M ′ac + eL′ −Nmgd (2.1)

donde el momento positivo va hacia arriba en el borde a ataque y L′ y
M ′ac son la sustentación y el momento de cabeceo distribuidos por unidad
de longitud, mg es la distribución de peso por unidad de longitud y N es el
factor de carga normal. Este factor de carga puede escribirse como:

N =
L

W
(2.2)

siendo L la sustentación total y W el peso total del aeronave. Las cargas
aerodinámicas distribuidas de las sustentación y el momento de cabeceo se
pueden escribir como

L′ =
1

2
ρ∞cU

2cl (2.3)

M ′ac =
1

2
ρ∞c

2U2cmac (2.4)

pudiendo definir la presión dinámica como
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q =
1

2
ρ∞U

2 (2.5)

Observando las definiciones se puede observar que tanto la sustentación
como el momento de cabeceo distribuidos dependen del ángulo de ataque α
a través del coeficiente de sustentación cl y el coeficiente de momento cm
respectivamente mediante la teoŕıa aerodinámica, sin embargo normalmente
se deberá integrar a lo largo de toda la superficie alar para poder evaluar
estas variables.

Otro modo de calcular que puede resultar más sencillo se basa en dividir
el ala en secciones con un grosor infinitesimal de modo que se pueda calcular
la sustentación local, aśı como el momento de cabeceo mediante teoŕıas bi-
dimensionales. Esta teoŕıa es la llamada ”strip theory”, la cual se va a utilizar
para un primer cálculo tal y como se ha mencionado. Además, para valores
pequeños del ángulo de ataque, α, se puede usar un método más simple
asumiendo que la curva de sustentación es constante a lo largo de toda la
envergadura, aśı como el coeficiente de momento distribuido ccm ac(α), de
modo que:

cl(y) = a α(y) (2.6)

donde a es la pendiente de la curva de sustentación.

Al tratarse de alas elásticas, el ángulo de ataque dependerá de dos compo-
nentes, al contrario que las alas ŕıgidas donde solo depende de un parámetro.
En este caso α vendrá definido por la contribución de una parte ŕıgida ,αr,
asociada a un giro ŕıgido del ala en su construcción (no se tiene en cuenta
torsión geométrica), y una contribución del giro elástico, θ(y). Con esto el
ángulo de ataque queda

α(y) = αr + θ(y) (2.7)

donde hay que tener en cuenta la contribución del downwash al ángulo
de ataque. Por tanto, aplicando esta definición de α al coeficiente de susten-
tación se obtiene:

cl(y) = a[αr + θ(y)] (2.8)

2.2.1. Ecuación de equilibrio

Tal y como se ha mencionado, en este caso se estudia el comportamien-
to estático del ala. Por esto se puede simplificar el comportamiento de la
deformación por torsión del ala como
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T = GJ
dθ

dy
(2.9)

donde GJ es la rigidez a torsión del ala y T el momento Torsor sobre el
eje elástico. Por tanto, la ecuación de equilibrio estático de momentos sobre
el eje elástico viene dada por

dT

dy
=

d

dy

(
GJ

dθ

dy

)
= −M ′ (2.10)

Por tanto, si se aplica el momento resultante obtenido en (2.1), y se
aplica la hipótesis de GJ constante se obtiene

GJ
d2θ

dy2
= −qc2cmac − ceqcl +Nmgd (2.11)

Además ahora se tiene el coeficiente de sustentación en la ecuación, que
se ha definido anteriormente, (2.8). Sustituyendo éste en (2.11) y reorde-
nando se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes

d2θ

dy2
+
qace

GJ
θ = − 1

GJ
(qaceαr + qc2cmac −Nmgd) (2.12)

Para poder resolver la ecuación hacen falta las condiciones de contorno
de la misma. Tal y como se ha descrito anteriormente, el ala se encuentra
empotrada en la ráız, mientras que la punta de ala se trata como un borde
libre. Esto significa que en el encastre se tendrá una deflexión nula, mientras
que en la punta de ala el momento torsor será nulo. Por esto las condiciones
de contorno que se deben aplicar para su resolución son:

• y = 0 : θ = 0 (deflexion nula)

• y = l : dθ
dy = 0 (momento torsor nulo)

(2.13)

2.2.2. Divergencia por torsión

Al conocer los parámetros del ala es posible resolver (2.12) con tal de
obtener la distribución del momento torsor, aśı como de fuerza. Para sim-
plificar la notación se define:
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λ2 =
qace

GJ

λ2αr =
qc2cmac −Nmgd

GJ

(2.14)

Y por tanto:

αr =
ccmac

ae
− Nmgd

qace
(2.15)

Se puede ver como tanto λ como αr son independientes de y. Esto se
debe a que el ala se ha tomado uniforme, con cuerda constante. Una vez se
han realizado estas definiciones se puede escribir la ecuación de equilibrio
aeroelástica de un modo más simplificado:

d2θ

dy2
+ θλ2 = −λ2 (αr + αr) (2.16)

Se puede ver que se trata de una ecuación diferencial ordinaria. Por lo
tanto la solución vendrá dada por la expresión:

θ = A sin(λy) +B cos(λy)− (αr + αr) (2.17)

Siempre y cuando λ sea distinta de 0. Al aplicar las condiciones de con-
torno (2.13) se obtiene el valor de las constantes, las cuales quedan definidas
como:

θ(0) = 0 : B = αr + αr
θ(l) = 0 : A = B tan(λl)

(2.18)

Por tanto, la solución una vez conocidas éstas queda:

θ = (αr + αr) [tan(λl) sin(λy) + cos(λy)− 1] (2.19)

Una vez se tiene el valor del giro se puede evaluar la distribución de
sustentación por unidad de envergadura sustituyendo el valor del coeficiente
de sustentación (2.8) en (2.3), con lo que se obtiene

L′ = qca (αr + θ) (2.20)

Cabe destacar de la ecuación del giro elástico θ(y) que tiene una singu-
laridad cuando λl se aproxima a π/2, ya que el giro θ tiende a infinito. Este
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fenómeno es conocido como ”divergencia de torsión” y depende del valor de
λ.

λ =

√
qcae

GJ
(2.21)

Como se puede ver en la definición de λ todos los valores son constantes
a excepción de la presión dinámica q. Por tanto, la divergencia torsional
dependerá del valor de éste valor. Al valor de q donde λl es igual a π/2 se
le denomina ”presión dinámica de divergencia”, qD. En este valor el ángulo
de giro tiende teóricamente al infinito. Por tanto resolviendo el sistema se
obtiene que el valor de λ para que ocurra la divergencia es:

λD =
π

2l
(2.22)

Por tanto, si se sustituye este valor en la definición de λ, (2.21), y se
halla el valor de la presión dinámica de divergencia, se obtiene:

qD =
GJ

eca

( π
2l

)2
(2.23)

Una vez hecho esto, se puede averiguar el valor de λ en función del valor
de la presión dinámica, aśı como de las caracteŕısticas de divergencia del ala.
Para ello se tiene que resolver λ/λD, con lo cual se obtiene:

λl =
π

2

√
q (2.24)

donde

q =
q

qD
(2.25)

Con todo esto, ahora es posible conocer el giro θ en la punta de ala en
función de q:

θ(l) = (αr + αr)

(
1

cos(λl)
− 1

)
= (αr + αr)

 1

cos
(
π
√
q

2

) − 1

 (2.26)

Además, se puede expresar (2.15) como

αr =
ccacm

ae
− 4l2Nmgd

GJπ2q
(2.27)
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Atendiendo a la definición de αr, este ángulo depende de q, sin embargo
si d (distancia entre el eje elástico y el cdg) tiende a cero, éste ángulo ya
no dependerá de q. Por tanto se podrá evaluar el giro θ en punta de ala
en función de q. Esta dependencia esta representada en la Figura 2.3 donde
se puede ver que el ángulo de giro en la punta del ala tiende a infinito
a medida que q se aproxima a 1. Es decir, que la presión dinámica a la
que esta sometida el ala, se aproxima a la presión dinámica de divergencia.
Esto es muy importante conocerlo a la hora de realizar vuelos con un ala
debido a que el ángulo de giro de la punta de ala según las condiciones de
vuelo debe conocerse, ya que si sobrepasa ciertos ĺımites se podŕıa dañar la
integridad estructural de la aeronave. Por tanto, nunca se debe llegar a la
presión dinámica de divergencia de una aeronave. Esto se realiza mediante
las envolventes de vuelo de una aeronave, las cuales limitan la actuación de
ésta a condiciones donde se conoce que nunca se llegará a qD con seguridad.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
q

2

4

6

8

10

12

14

θtip (º)

Figura 2.3: θTIP en función de q con αr + αr = 1, 5o

No obstante, este caso tan solo ocurre en aviones con ala recta, ya que
cuando aparece una flecha en las alas se produce un acoplamiento entre la
torsión y la flexión y la divergencia no solo viene causada por la torsión,
sino que la flexión también influye en su aparición. Por lo que para poder
empezar a realizar un análisis de la divergencia es interesante este caso, pero
cuando se trata de geometŕıas más complejas se deben analizar otros factores
como se va a hacer en las siguientes secciones.

2.2.3. Distribución de sustentación

Atendiendo a la definición del coeficiente de sustentación (2.8), si se
sustituye en la expresión de la sustentación por unidad de envergadura, esta
última queda
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L′ = qca (αr + θ) (2.28)

donde hay que recordar que θ viene definida en (2.19) como

θ = (αr + αr) [tan(λl) sin(λy) + cos(λy)− 1] (2.29)

y αr esta definido en (2.15) del siguiente modo

αr =
ccmac

ae
− Nmgd

qace
(2.30)

En el caso que el factor de carga N fuera igual a la unidad y el ángulo αr
se pudiera definir, el cálculo de la sustentación seria bastante sencillo. Sin
embargo, un ala representa tan solo la mitad de la superficie sustentadora de
un aeronave, por lo que el cálculo se complica. La constante αr depende de
N . Esto quiere decir que para un valor dado de αr , existe una distribución
del ángulo de giro θ y una distribución de sustentación particular. Esta
distribución de sustentación se puede integrar a lo largo de todo el ala para
obtener la sustentación total. No obstante, el factor de carga es función
del ángulo de ataque ŕıgido αr , a través del ángulo de giro elástico θ. Por
este motivo una de las dos variables αr o N se debe especificar para poder
resolver el sistema, mientras que la otra se puede averiguar a partir de la
sustentación total L, la cual viene definida por la expresión

L = 2

∫ l

0
L′ dy (2.31)

Si se sustituye L’ por su definición (2.20) y la de sus variables, se tiene

L = 2qac

∫ l

0
((ᾱr + αr) [tan(λl) sin(λy) + cos(λy)− 1] + αr) dy

= 2qcal

(
(αr + ᾱr)

tan(λl)

λl
− αr

) (2.32)

El factor de carga viene definido por N = L/W , por tanto esta expresión
se puede dividir en términos de αr y αr. Si se utiliza la definición de αr (2.30),
se queda una función que depende de N y de αr. Por tanto se puede expresar
N en función de αr o en su defecto αr en función de N según se prefiera.
Estas dos relaciones son las que siguen

N(αr)=
2GJ(λl)2

(
aαre+ ccm

(
1− λl

tan(λl)

))
ael
(

2mgld
(

1− λl
tan(λl)

)
+ Weλl

tan(λl)

) (2.33)
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αr(N)=
NWle

2GJλl tan(λl)
+

(
1− λl

tan(λl)

)(
Nmgl2d

GJ(λl)2
− ccm

ae

)
(2.34)

Estas relaciones permiten fijar un valor de αr para encontrar el valor de
N(q) o de forma inversa fijar un valor del factor de carga, N, y hallar el
αr(q) correspondiente. Observando las ecuaciones, se puede ver que cuando
q = 0, el factor de carga N(q) es nulo. Sin embargo,αr(q) empieza en el
infinito para q = 0. Por otra parte, los valores limites de q, como la pre-
sión dinámica de divergencia qD dependen de otros parámetros. Con estas
ecuaciones es posible obtener la deformación torsional y la distribución de
sustentación resultante para unas condiciones de vuelo determinadas pero
no sirven para evaluar la presión dinámica de divergencia de la estructura.

El cálculo de la distribución de sustentación aerolástica en función de la
envergadura es muy práctico y en la industria se suele realizar de dos modos
distintos. El primero se realiza para satisfacer las necesidades aerodinámicas
que hacen falta para conocer la fuerza y el momento total que se generan
en el aeronave según la altitud y las condiciones del vuelo. En este caso, la
presión dinámica q y el ángulo de ataque ŕıgido αr son datos conocidos, y el
factor de carga o la sustentación total se calculan usando (2.33). El segundo
se basa en asegurar la integridad estructural de la superficie sustentadora
para un determinado factor de carga N y unas condiciones de vuelo dadas.
Cuando se sabe el factor de carga y las condiciones de vuelo, es necesario
conocer la distribución de las sustentación para poder realizar un análisis
de las cargas y en su defecto un análisis de la fatiga. Cuando q y N son
parámetros definidos previamente, mediante (2.34) se obtiene αr. Una vez
conocidos estos tres parámetros se puede averiguar αr con (2.30). Por tanto
ahora se puede hallar la deformación por torsión θ a partir de (2.29) y la dis-
tribución de sustentación por unidad de envergadura con (2.28). A partir de
estos nuevos parámetros conocidos se pueden calcular las distribuciones de
momentos torsores y flectores sobre el ala, de modo que se sepa el punto de
máxima fatiga en el ala, el cual normalmente se encuentra cerca del encastre.

Es importante conocer que el efecto de la flexibilidad por torsión de una
ala recta puede variar en gran medida la distribución de sustentación a lo
largo de ésta. Este efecto se puede ver en la parte elástica del coeficiente
de sustentación, la cual es proporcional al giro por torsión θ(y). Además,
este giro suele ser más grande a medida que se acerca a la punta del ala y
se aleja de la raiz, por lo que afecta de forma considerable a la distribución
de sustentación del mismo modo. El efecto total depende de si se ha deter-
minado αr o el factor de carga N. Si se especifica αr la sustentación total
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aumenta gracias al aumento del factor de carga en el extremo del ala. Por
otra parte, si el valor prefijado es el factor de carga N , la sustentación total
(área debajo de la curva de L′) se mantiene constante. Por tanto el aumento
de sustentación en punta de ala se verá contrarrestado por un decremento
de sustentación cerca de la ráız. Esto se debe a una disminución de αr a
medida que la estructura es más flexible.

Destacar que todas las ecuaciones utilizadas para calcular la divergencia
por torsión, aśı como la distribución de sustentación están basadas en la
Strip-Theory. Una pequeña mejora numérica se podŕıa realizar si la pen-
diente de la curva de sustentación, a, en dos dimensiones que se ha utilizado
se reemplaza por la pendiente de la curva en tres dimensiones. Sin embargo,
si se modifica la teoŕıa usando coeficientes tridimensionales los resultados
que se obtienen son numéricos y no se podŕıa llegar a soluciones análiticas,
mediante las cuales se pueden ver las dependencias y efectos de las variables
de una forma mucho mas clara.

2.2.4. Efecto de la flecha

El estudio que se intenta llevar a cabo trata sobre las alas oblicuas, las
cuales tienen una semi-ala con flecha positiva, y la otra semi-ala con flecha
negativa. Sin embargo la Strip-Theory desarrollada se ha hecho para alas
rectas. Esto se debe a que es mas sencillo desarrollarla para este tipo de
alas, y ahora, una vez realizado el desarrollo se puede generalizar para las
alas en flecha que son la que interesan para las conclusiones a las que se in-
tentan llegar. Por tanto, ahora se va a incluir el efecto de la flecha de modo
que influya en los resultados obtenidos.

Para evaluar esta nueva geometŕıa alar se presupone que el giro se obtiene
rotando el ala desde la ráız del eje elástico en el encastre, (Figura 2.4).
Las reacciones aerodinámicas dependen del ángulo de ataque medido en la
dirección del flujo libre, por tanto queda

α = αel + αr (2.35)

donde αel es la variación del ángulo de ataque en la dirección del flujo
causada por la deformación elástica. Para poder tener una relación cinemáti-
ca entre el flujo libre y el ala en flecha se deben rotar los ejes de referencia.
Inicialmente los ejes llevan la dirección paralela y perpendicular al flujo li-
bre, y rotan el ángulo de la flecha Λ para situarse sobre el eje elástico del
ala. Por tanto la matriz de rotación queda

Rz =

(
cos(Λ) sin(Λ)
− sin(Λ) cos(Λ)

)
(2.36)
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y la relación de coordenadas(
b̂1
b̂2

)
= Rz.

(
â1

â2

)
(2.37)

donde una vez operado los vectores quedan

b̂1 = â2 sin(Λ) + â1 cos(Λ)

b̂2 = â2 cos(Λ)− â1 sin(Λ)
(2.38)

siendo los vectores â1y â2 los vectores unitarios alineados con el eje y y
el flujo libre respectivamente, y los vectores b̂1y b̂2 los vectores obtenidos al
girar los anteriores que se encuentra en el eje elástico del ala y perpendicu-
lar a éste respectivamente. La 2.4 muestra un gráfica de como quedan los
distintos sistemas de referencia

Figura 2.4: Efecto de la flecha

Atendiendo al giro, se puede ver que la rotación local (rotación sobre los
ejes del ala) de cualquier sección del ala causada por la deformación elástica
se puede escribir como la combinación de dos rotaciones. La primera rotación
viene causada por la torsión, θ, sobre b̂1, y la flexión alar, dw/dy sobre b̂2,
siendo w la deflexión a causa de la flexión (positivo hacia arriba). Por tanto
la rotación total α sobre los ejes iniciales es la componente de la rotación
local sobre el vector â1, que se define como
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αel = â1

(
b̂2
dw

dȳ
+ b̂1θ

)
= θ cos(Λ)− dw

dȳ
sin(Λ) (2.39)

De esta relación se puede ver que cuando un ala tiene flecha, el ángulo
efectivo de ataque vaŕıa a causa de la flexión. Esto provoca acoplamiento
entre la flexión y la torsión en el ala provocando una variación en la respuesta
estática del ala en vuelo, aśı como las condiciones en las cuales se produce
la divergencia. Además, se puede ver que al combinar la flexión y la torsión
por la flecha, la sección del perfil en la dirección del flujo libre obtiene un
aumento de cuerda. Pero en este caso esta variación de cuerda no se tiene
en consideración. La notación es la misma que la utilizada en el caso del ala
recta, ya que de este modo es mucho mas sencillo comparar los resultados
para ambos casos. En este caso de ala con flecha hacen falta dos ecuaciones de
equilibrio a diferencia del caso anterior. Esto se debe a que la flexión provoca
una variación en el ángulo de ataque efectivo que antes no se produćıa por
lo que hay que tenerlo en consideración. La primera se trata del equilibrio
del momento torsor al igual que en el caso de ala recta, mientras que la
segunda ecuación se trata del equilibrio de fuerzas asociada a la flexión. Las
ecuaciones son las que siguen

d

dY

(
GJ

dθ

dY

)
= −qecāα− qc2c̄mac +Nmgd (2.40)

d2

dY 2

(
EI

d2w

dY 2

)
= qcāα−Nmg (2.41)

Los términos a y cmac representan la pendiente de la curva bidimensional
de sustentación del ala en flecha y el coeficiente de cabeceo bidimensional
respectivamente. La relación que tienen estas variables aerodinámicas con
sus respectivas en alas rectas son

ā = a cos(Λ)

c̄mac = cos2(Λ)cmac

(2.42)

Por tanto si ahora se sustituye en (2.40) y (2.41) los valores de a (2.42),
α (2.35) y αel (2.39) en función de θ y w; y se toman las rigideces a torsión y
flexión, GJ y EI respectivamente, como constantes se obtiene un sistema de
dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para la torsión y la flexión.
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θ′′ + θ cos(Λ)
qeca

GJ
− qeca

GJ
w′ sin(Λ) cos(Λ)

= − 1

GJ

(
qeca cosαr(Λ) + qc2cmac cos2(Λ)−Nmdg

)
w′′′′ +

qca

EI
w′ sin(Λ) cos(Λ)− θ cos2(Λ)acq

EI

=
1

EI
(qacαr cos(Λ)−Nmg)

(2.43)

Para poder resolver el sistema se han de imponer unas condiciones de
contorno, las cuales son las mismas que para el caso de ala recta, ya que
se sigue considerando que el ala esta empotrada en el encastre y libre en la
punta de ala.

Y = 0 : θ = 0 giro nulo

w = 0 deflexion nula

w′ = 0 pendiente deflexino nula

Y = l : θ′ = 0 momento torsor nulo

w′′ = 0 momento flector nulo

w′′′ = 0 fuerza cortante nula

(2.44)

Una vez conocidas las condiciones de contorno se puede pasar a eva-
luar la solución del sistema de modo que se obtenga la presión dinámica de
divergencia del problema.

2.2.5. Cálculo de la divergencia

Antes de intentar resolver de manera exacta las ecuaciones obtenidas
mediante Strip Theory, hay que destacar dos casos de especial interés en
los cuales el acoplamiento entre la flexión y la torsión desaparece o se ha-
ce despreciable de modo que se pueden resolver las ecuaciones de un modo
anaĺıtico. El primer caso se trata de la eliminación de la flecha. En este caso
la solución seŕıa la misma que en caso de ala recta estudiado anteriormente,
donde a partir de la solución del giro αel = θ se puede sustituir en la ecua-
ción de la flexión e integrando con las condiciones de contorno obtener la
fuerza cortante, el momento flector, la pendiente de la deflexión, aśı como
la deflexión por flexión.

El segundo caso ocurre cuando e = 0, es decir, el centro aerodinámico del
ala coincide con el eje elástico de la misma. En este caso la divergencia por
torsión no tiene lugar y se puede hallar una solución polinómica para θ con
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las condiciones de contorno. Por tanto si se sustituye la solución obtenida
en la ecuación de flexión (2.43) se obtiene una ecuación diferencial de cuarto
orden para w con un función de fuerza polinómica. Esta nueva ecuación se
puede resolver, sin embargo, la solución no es tan sencilla como en el caso
anterior. Para resolver esta ecuación y averiguar la condición de divergencia
de la estructura, tal y como se ha visto en la solución de ala recta, tan solo
hace falta la parte homogénea de la ecuación, la cual se puede escribir de
tercer orden sustituyendo ζ = w′, y queda

ζ ′′′ +
qca

EI
ζ sin(Λ) cos(Λ) = 0 (2.45)

Para el caso que se esta estudiando con el ala empotrada - libre con las
condiciones de contorno ζ(0) = ζ ′(l) = ζ ′′(l) = 0, esta ecuación tiene una
solución anaĺıtica con la que se obtiene una presión dinámica de divergencia

qD = −6,3297
EI

acl3 sin(Λ) cos(Λ)
(2.46)

El signo menos indica que la divergencia por flexión tan solo se produce
para alas con flecha negativa, ya que para este tipo de flecha el producto de
coseno y seno es negativo y el signo de la presión dinámica será positivo,
dando a resultados posibles en la práctica, mientras que para flechas posi-
tivas el signo de la presión dinámica será negativo y esto no tiene sentido
f́ısico, por lo que no se produce la divergencia por flexión en este caso. Esto
se puede comprobar en la Figura 2.5 donde se grafica la presión dinámica
de divergencia normalizada con la misma con una flecha nula obtenida en
(2.23). Aqúı tan solo se observa una aśıntota en la parte positiva de q para
valores de flecha negativos.

Esto es muy importante tenerlo en cuenta cuando se realizan aeronaves
de ala oblicua, ya que el comportamiento frente a la divergencia será muy
distinto en cada semi-ala. Mientras que para el ala con flecha postiva se
puede llegar a evitar este efecto haciendo coincidir el eje elástico con el
centro aerodinámico del ala, en el ala con flecha negativa se podrá evitar del
mismo modo la divergencia por torsión, pero la divergencia por flexión no
se podrá evitar, por lo que las condiciones de vuelo vendrán restringidas por
este fenómeno. La ventaja es que se elimina la divergencia por torsión y la
de flexión en una semi-ala, sin embargo habrá que seguir considerando una
presión dinámica cŕıtica por la semi-ala con flecha negativa. No obstante,
las simplificaciones realizadas en este caso son muy grandes, y casi nunca
ocurren en la realidad. Por ello también existe una solución anaĺıtica exacta
para 2.43 la cual se va a desarrollar.
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Figura 2.5: Presión dinámica de divergencia en función de Λ con e = 0

Solución exacta

La solución exacta no es sencilla de obtener. Para facilitar su cálculo se
convierte primero el sistema de ecuaciones acopladas formado por las ecua-
ciones (2.43) en una única ecuación gobernada por el componente elástico
del ángulo de ataque. Al estar tratando de encontrar la presión dinámica de
divergencia tan solo es necesario coger la parte homogénea de las ecuaciones,
con lo que el sistema queda del siguiente modo:

θ′′ +
qeca

GJ
θ cos2(Λ)− qeca

GJ
w′ sin(Λ) cos(Λ) = 0

w′′′′ +
qca

EI
w′ sin(Λ) cos(Λ)− qca

EI
θ cos2(Λ) = 0

(2.47)

Para poder obtener una única ecuación se deriva la primera ecuación
respecto a Y y se multiplica por cos(Λ). Una vez hecho esto se le resta la
segunda ecuación multiplicada por sin(Λ) con lo que queda

(θ′′′ cos(Λ)− w′′′′ sin(Λ))
qeca

GJ
cos2(Λ) (θ′ cos(Λ)− w′′ sin(Λ))

+
qca

EI
sin(Λ) cos(Λ) (θ cos(Λ)− w′ sin(Λ))

(2.48)

Si se sustituye la definición de αel (2.39) y se introduce la coordenada
adimensional η = Y/l la ecuación anterior puede reescribirse como

α′′′el +
qecal2

GJ
cos2(Λ)α′el +

qcal3

EI
sin(Λ) cos(Λ)αel = 0 (2.49)
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En este caso las condiciones de contorno vienen definidas como sigue a
continuación

αel(0) = 0
α′el(1) = 0

α′′el(1) +
qecal2

GJ
cos2(Λ)αel(1) = 0

(2.50)

Una vez se tiene esta única ecuación es necesario realizar simplificaciones
para poder hallar la solución mediante operaciones matemáticas conocidas.
Para ello se definen las variables τ y β del modo

τ =
qecal2

GJ
cos2(Λ)

β =
qcal3

EI
sin(Λ) cos(Λ)

(2.51)

Con esto (2.49) queda como

α′′′el + τ α′el + β αel (2.52)

La solución general a esta ecuación es

αel =
3∑
i=1

Ai e
riη (2.53)

donde los términos Ai son constantes arbitrarias y los términos ri hacen
referencia a las ráıces de la ecuación caracteŕıstica r3+τr+β = 0. Para poder
calcular las constante Ai hacen falta condiciones de contorno, las cuales son
las definidas en (2.50). Si se sustituyen estas condiciones de contorno en la
solución (2.53) se obtiene∑3

i=1Ai = 0∑3
i=1 riAie

ri = 0∑3
i=1

(
r2
i + a

)
Aie

ri = 0

 (2.54)

Por tanto, las condiciones para la divergencia es que haya una solución no
nula de las constantes Ai. Para hallarla se debe realizar el determinante de
los coeficientes que acompañan a las constantes e igualarlo a cero. De modo
que se puedan hallar los valores de τ y β cŕıticos que causen la divergencia
en la aeronave.
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∣∣∣∣∣∣
1 1 1

r1 e
r1 r2 e

r2 r3 e
r3(

r2
1 + τ

)
er1

(
r2

2 + τ
)
er2

(
r2

3 + τ
)
er3

∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.55)

Sin embargo, el cálculo de estos valores de una manera exacta resulta
bastante complejo por lo que hay varios métodos para calcularlos de un mo-
do aproximado. La solución exacta consta de varias ramas, donde la más
importante, e interesante para poder realizar un estudio de la divergencia,
tiene un comportamiento bastante sencillo demostrado por Diederich y Bu-
diansky (1948) que se puede aproximar a una recta

τD =
π2

4
+

3π2

76
βD (2.56)

Con esta ecuación se puede obtener la relación entre los valores de τ y
β cŕıticos para la divergencia. Cabe destacar los dos casos particulares con
βD y τD. En el primer caso βD = 0 se trata de un ala ŕıgida a flexión, donde
τD = π2

4 es la solución para la divergencia por torsión pura. En el segundo
caso τD = 0 se trata de un ala ŕıgida a torsión, donde βD = −19/3 es una
solución muy cercana a la exacta vista en (2.46). Para los casos en los que
la divergencia sea debida a un conjunto de ambos casos, el error obtenido
con esta aproximación se puede considerar despreciable. Cabe destacar que
el signo de τ vendrá dado por el signo de e, y que el signo de β vendrá dado
por el signo de Λ. La solución aproximada (2.56) se representa junto con la
solución exacta en la Figura 2.6. Como se puede apreciar, la aproximación
y la solución exacta coinciden con muy poco error cerca del origen, por lo
que la solución aproximada es válida para realizar cálculos.

Otro modo de representar el comportamiento de la divergencia dinámica
es representar τD frente a un parámetro adimensional que se define como

r ≡ β

η
=
l

e

GJ

EI
tan(Λ) (2.57)

Por tanto, si se aplica esta definición a (2.56) se llega a

τD =
π2

4
(

1− 3π2r
76

) (2.58)

Por tanto, si se sustituye esta ecuación en las definiciones hechas en
(2.51) se obtiene una definición de la presión dinámica de divergencia en
función de parámetros constructivos de la aeronave, aśı como de la flecha de
la misma.



CAPÍTULO 2. MODELO ANALÍTICO 40
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Figura 2.6: τD frente a βD para divergencia acoplada; Ĺınea
cont́ınua(solución exacta) y ĺınea discontinua (solución aproximada)

qD =
GJπ2

4ecal2 cos2(Λ)
(

1− 3π2

76
l
e
GJ
EI

) (2.59)

Aunque hay significativas diferencias entre la solución exacta y la aproxi-
mada tal y como se puede apreciar(Figura 2.6), en el rango de interés para la
divergencia la aproximación lineal de las condiciones para la misma en fun-
ción de τD y βD es muy acertada. Por esto, es posible obtener una expresión
de la presión dinámica de divergencia en función de la rigidez estructural, de
e/l y del ángulo de flecha (Λ). De modo que sea más sencilla la comparación
de la divergencia con distintas configuraciones de la aeronave se normaliza
qD con el valor que tiene la misma para un ángulo de flecha nulo

qD0 =
π2GJ

4ecal2
(2.60)

Por tanto

qD
qD0

=
1 + tan2(Λ)

1− 3π2

76
l
e
GJ
EI tan(Λ)

(2.61)

Si se toman valores positivos de e, es decir, que el centro aerodinámico se
encuentra siempre por delante del eje elástico, la única variable que podrá
ocasionar variaciones en la presión dinámica de divergencia será la flecha
(λ). Hay valores de Λ en los que la divergencia tenderá al infinito o pasará a
ser negativa, por lo que en estos valores de flecha no ocurrirá este fenómeno.
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Si se toma en consideración el rango principal comprendido entre −90o ≤
Λ ≤ 90o se puede ver como la divergencia ocurrirá cuando el módulo de Λ
sea distinto de 0 y 3π2r 6= 76. Por tanto la divergencia tendrá lugar cuando
−90o < Λ < Λ∞, donde Λ∞ se trata del valor ĺımite a partir del cual se
produce la divergencia y viene definido por

tan(Λ∞) =
76EIe

3π2GJl
(2.62)
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Figura 2.7: Presión dinámica de divergencia normalizada con GJ/EI =
0,833 y e/l = 0,045

Por tanto, para evitar la divergencia se debe elegir un ángulo de flecha
Λ ≥ Λ∞, ya que con flechas menores la presión dinámica de divergencia cae
en gran medida. Esto se debe a que al aumentar Λ, el denominador de (2.62)
aumenta, mientras que el resto de parámetros son constantes, por lo que el
valor de qD disminuirá. Este ángulo de flecha cŕıtico suele ser pequeño por lo
que da a ver que no suele existir divergencia para alas en flecha positiva, pero
śı para alas en flecha negativa. Este efecto se puede ver en la Figura 2.7, y se
debe tener muy en cuenta al evaluar alas oblicuas, ya que al tener siempre un
ala con cada tipo de flecha tenderá a producirse la divergencia en el ala con
flecha negativa, mientras que en la positiva no. Esto es cŕıtico en el diseño
de estas aeronaves, ya que una de las semialas puede limitar el dominio de
vuelo de la aeronave. Esto tendrá que ser compensado variando la altura o
velocidad de vuelo para evitar llegar a la presiones dinámica cŕıticas y que
la estructura de la aeronave entre en divergencia.



3
Desarrollo numérico

Muchas veces los modelos teóricos no son suficientes para explicar el
comportamiento de todos los casos posibles. Muchas veces se toman simpli-
ficaciones que no siempre se dan en la realidad con el objetivo de sacar una
conclusión general. Sin embargo hay que tener en cuenta que las conclusiones
sacadas no se pueden aplicar en todos los contextos y conocer las limitacio-
nes de las mismas. En el caso de la Strip Theory desarrollada en el Capitulo
anterior, no se tiene en cuenta el efecto 3D de las alas en la sustentación, es
decir, no se tiene en cuenta el efecto producido en punta de ala, aśı como
la fuerza de sustentación nula en este punto. Además, su uso está limitado
para plantas alares sencillas, dejado de tener validez para alas con formas
geométricas complejas. Por todo esto, se va a desarrollar el comportamiento
del ala de un modo numérico, para conseguir resultados más exactos con
respecto al comportamiento real. La Strip Theory es buena para obtener
conclusiones generales sobre como va a comportarse el ala, pero no permite
conocer con profundidad las limitaciones concretas del ala estudiada. En
este caṕıtulo, se obtendrá el resultado mediante el método energético de las
ecuaciones de Lagrange, para el cual se utilizará el modelo Vortex Lattice
para el cálculo de la aerodinámica de la aeronave. La ventaja significativa
de este tipo de cálculo frente al anaĺıtico radica en la solución mucho más
precisa de las fuerzas que actúan sobre el sistema. Además, las ecuaciones
de Lagrange se pueden organizar de forma matricial, lo que permite que se
realice un procedimiento estandarizado para resolver el problema que se va
a tratar.

42
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3.1. Introducción al Vortex Lattice Method

El modelo de Vortex Lattice es un método muy similar la método de
los paneles, pero mucho más sencillo de utilizar y capaz de obtener muy
buenos resultados para el cálculo de la aerodinámica de un ala, aśı como la
interacción entre componentes. Se trata de un método ampliamente utilizado
hoy en d́ıa para la estimación de la aerodinámica de las aeronaves. Éste
método está basado en la solución de la Ecuación de Laplace, y está sometido
a las misma restricciones teóricas que el método de las paneles. Algunas de
las principales caracteŕısticas del Vortex Lattice son:

Los torbellinos se encuentran sobre la superficie

La condición de flujo perpendicular nulo se satisface en unos puntos
de control

Se resuelve un sistema lineal de ecuaciones algebraicas para obtener la
circulación de los torbellinos

Orientado hacia los efectos de sustentación, además la formulación
clásica ignora el espesor del ala

La condiciones de contorno se aplicar en una superficie principal

Los torbellinos no se distribuyen sobre toda la superficie

Orientado hacia alas delgadas

Se trata de un método extremadamente sencillo, si embargo no se puede
hacer una aproximación anaĺıtica sencilla, ya que aparecen matrices dema-
siado grandes para el cálculo anaĺıtico a mano, por lo que se deben usar
métodos computacionales que faciliten el cálculo. En este caso se utilizará
un programa realizado con Mathematica (Anexo II) que facilitará la reso-
lución del problema. Sin embargo, previamente al cálculo aerodinámico, se
debe realizar un cálculo estructural, de modo que sea posible conocer el
comportamiento del ala y su deformación.

3.2. Modelado Estructural

En primer lugar se va a realizar el cálculo estructural del ala. Al igual
que en el capitulo anterior, el ala se modelará como una viga, y el ángulo
de ataque dependerá de la posición a lo largo de la envergadura por la
rotación de la misma (θ) y el desplazamiento vertical debido a la flexión
(w). La rigidez a torsión GJ, aśı como la rigidez a flexión EI se considerarán
constantes a lo largo del ala.
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3.2.1. Definición de los grados de libertad

El ala se discretizará en un número par de nodos equidistantes entre śı,
en los cuales se supondrá un desplazamiento por flexión wi, aśı como un giro
por torsión θi. Estos serán los grados de libertad del sistema, mediante los
cuales se podrá obtener el movimiento de cualquier punto del sistema. Es
recomendable que la cantidad de nodos sea un número par, de modo que se
tenga el mismo número de nodos en cada semi-ala. Por tanto, el ala tendrá
2N grados de libertar, ya que se tienen 2 por cada nodo. Para el análisis
realizado en el Anexo II se han establecido 6 nodos. En la Figura 3.1 se
observa la discretización realizada.

Figura 3.1: Grados de libertad del ala

Los grados de libertad se agrupan en el vector adimensional u, que viene
definido como:

u =
{w1

c
, θ1,

w2

c
, θ2,

w3

c
, θ3,

w4

c
, θ4,

w5

c
, θ5,

w6

c
, θ6

}
(3.1)

donde los desplazmientos verticales por flexión (w) vienen adimensiona-
lizados con la cuerda del ala.

3.2.2. Definición de la respuesta

La respuesta del sistema se definirá como una función polinómica. En el
caso de la deflexión se trata de una polinomio de sexto grado, mientras que
para el giro es de cuarto grado. Por tanto, las funciones de respuesta ante
la flexión y la torsión vienen dadas por:
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w(Y ) = a0 + a1 Y + a2 Y
2 + a3 Y

3 + a4 Y
4 + a5 Y

5 + a6 Y
6

θ(Y ) = b0 + b1 Y + b2 Y
2 + b3 Y

3 + b4 Y
4 + b5 Y

5 + b6 Y
6 (3.2)

Por otra parte, según se ha definido las condiciones del ala, ésta se en-
cuentra empotrada en la ráız, por tanto es posible dividir el problema en
dos. Por un lado, la deformación del ala derecha, y por otro la deformación
del ala izquierda, ya que a causa del empotramiento los movimientos de cada
semi-ala son independientes de la otra.

Por ello el desplazamiento vertical w y la rotación θ vienen definidos en
dos tramos, wD, θD y wI , θI .Además, si se agrupan los coeficientes en fun-
ción de los grados de libertad, se pueden simplificar las expresiones de w y θ
de modo que a cada grado de libertad lo acompañe una función dependien-
te de Y, las cuales son conocidas como funciones de forma ya que tan solo
dependen de la posición Y en la que nos encontremos, es decir, de su forma.

SEMI-ALA DERECHA

wD(Y ) = Nw1(Y )w1 +Nw2(Y )w2 +Nw3(Y )w3

θD(Y ) = Nθ1(Y )θ1 +Nθ2(Y )θ2 +Nθ3(Y )θ3 (3.3)

con y = Y cos ΛE :
0 ≤ Y ≤ l

0 ≤ y ≤ b

2

(3.4)

SEMI-ALA IZQUIERDA

wI(Y ) = Nw4(Y )w4 +Nw5(Y )w5 +Nw6(Y )w6

θI(Y ) = Nθ4(Y )θ4 +Nθ5(Y )θ5 +Nθ6(Y )θ6 (3.5)

con y = −Y cos ΛE :
0 ≤ Y ≤ l

− b
2
≤ y ≤ 0

(3.6)

Sin embargo, se desconocen los valores de las funciones de forma men-
cionadas. Para su cálculo son necesarias las condiciones de contorno.
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Condiciones de contorno

Para poder averiguar el valor de las funciones de forma, es necesario
evaluar la deflexión y el giro con las condiciones de contorno del ala. Éstas
serán las mismas para ambas semialas tanto en la ráız como en el extremo,
mientras que en los nodos intermedios tendrán distintos valores dependiendo
del grado de libertad asociado.

El valor de las condiciones de contorno para el ala empotrada en la ráız
y libre en el extremo son:

w(Y = 0) = 0 (deflexión nula)

w′(Y = 0) = 0 (giro por deflexión nulo)

w′′(Y = l) = 0 (momento flector nulo)

w′′′(Y = l) = 0 (fuerza cortante nula)

(3.7)

θ(Y = 0) = 0 (giro nulo)

θ′(Y = 0) = 0 (momento torsor nulo) (3.8)

Sin embargo, las condiciones de los nodos internos serán distintas para
cada semiala del aeronave:

SEMI-ALA DERECHA

w(Y = Y1) = w1 θ(Y = Y1) = θ1

w(Y = Y2) = w2 θ(Y = Y2) = θ2

w(Y = Y3) = w3 θ(Y = Y3) = θ3

(3.9)

SEMI-ALA IZQUIERDA

w(Y = Y4) = w4 θ(Y = Y4) = θ4

w(Y = Y5) = w5 θ(Y = Y5) = θ5

w(Y = Y6) = w6 θ(Y = Y6) = θ6

(3.10)

Siendo Y1 = Y4 = l/3 ;Y2 = Y5 = 2/3 l ;Y3 = Y6 = l

Funciones de forma flexión

Una vez conocidas las condiciones de contorno, se puede resolver el sis-
tema creado por los coeficientes a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6 aplicando (3.7) en
ambas semialas, pero variando las condiciones espećıficas según se trate de
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la semiala derecha o la izquierda. Con esto se hallan los valores de estos co-
eficientes, y agrupando términos se puede obtener el valor de las funciones
de forma.

Nw1(Y ) = Nw4(Y ) =

2187 Y 6

37 l6
−17253 Y 5

74 l5
+

25353 Y 4

74 l4
−8181 Y 3

37 l3
+

1944 Y 2

37 l2

Nw2(Y ) = Nw5(Y ) =

−8019 Y 6

148 l6
+

7533 Y 5

37 l5
− 20493 Y 4

74 l4
+

5751 Y 3

37 l3
− 4131 Y 2

148 l2

Nw3(Y ) = Nw6(Y ) =

735 Y 6

37 l6
−5379 Y 5

74 l5
+

21023 Y 4

222 l4
−5461 Y 3

111 l3
+

308 Y 2

37 l2
(3.11)

Funciones de forma torsión

Por otra parte, si se aplican las condiciones de contorno de giro 3.8 a
la respuesta θ del sistema, y se agrupan los coeficientes b0, b1, b2, b3, b4 con
los grados de libertad, se obtienen las funciones de forma de torsión. Éstas
vienen definidas como:

Nθ1(Y ) = Nθ4(Y ) =
81 Y 4

2 l4
− 135 Y 3

2 l3
+

27 Y 2

l2

Nθ2(Y ) = Nθ5(Y ) = − 81 Y 4

4 l4
+

27 Y 3

l3
−27 Y 2

4 l2

Nθ3(Y ) = Nθ6(Y ) =
9 Y 4

2 l4
− 9 Y 3

2 l3
+
Y 2

l2

(3.12)

Modo matricial

Una vez se conocen las funciones de forma, se pueden expresar la defle-
xión w y el giro θ de modo matricial. Hay que tener en cuenta que se han
de tratar las dos semialas por separado. De este modo queda:

wD(Y ) = cNT
wD

(Y ) u

wI(Y ) = cNT
wI

(Y ) u
(3.13)

θD(Y ) = NT
θD

(Y ) u

θI(Y ) = NT
θI

(Y ) u
(3.14)
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donde u es el vector de los grados de libertad (3.1).

3.2.3. Enerǵıa de deformación

La enerǵıa de deformación U del ala es la enerǵıa potencial acumulada
por la misma. En este caso se tiene enerǵıa de deformación por flexión, aśı
como por torsión. Hay que tener en cuenta que cada semi-ala se trata por
separado, por tanto se tiene:

U =
1

2

∫ l

Y=0
EI

(
∂2wD(Y )

∂Y 2

)2

dY +
1

2

∫ l

Y=0
GJ

(
∂θD(Y )

∂Y

)2

dY

+
1

2

∫ l

Y=0
EI

(
∂2wI(Y )

∂Y 2

)2

dY +
1

2

∫ l

Y=0
GJ

(
∂θI(Y )

∂Y

)2

dY
(3.15)

Otro modo de expresar esta enerǵıa de deformación es matricialmente.
Esto se obtiene sustituyendo los valores de las deflexiones y los giros con los
obtenidos en las ecuaciones 3.13 y 3.14. De este manera la expresión de la
energia de deformación queda:

U =
1

2
uT K u (3.16)

siendo

K = KwD +KθD +KwI +KθI (3.17)

donde las Kw hacen referencia a las matrices de rigidez a flexión de la
estructura y las Kθ se tratan de las matriz de rigidez a torsión de la misma.
Vienen definidas como:

KwD =

∫ l

Y=0
EI

(
∂2NwD(Y )

∂Y 2

)(
∂2NwD(Y )T

∂Y 2

)
dY

KθD =

∫ l

Y=0
GJ

(
∂θD(Y )

∂Y

)(
∂θTD(Y )

∂Y

)
dY

(3.18)
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Matriz de rigidez

Con la suma de todas ellas se obtiene la matriz de rigidez total de la
estructura, tal y como se muestra en la ecuación 3.17. Por tanto queda
una matriz de dimension 2N x 2N . De modo que se pueda normalizar la
matriz de rigidez, se incluye una relación entre la rigidez a torsión y a flexión
mediante el parámetro γ como sigue

EI = γ GJ (3.19)

Por tanto, si se aplica la relación se pude obtener una matriz de rigidez
adimensional del modo

K =
GJ

l
K (3.20)

KD =



31512483c2β
47915 l2

0 −158507199c2β
383320 l2

0 5644566c2β
47915 l2

0
2673
140 0 −7047

560 0 423
140

36157671c2β
95830 l2

0 −51794073c2β
383320 l2

0
486
35 0 −3177

560
2677457c2β

47915 l2
0

1667
420


(3.21)

3.2.4. Ángulo de ataque

Una vez se conoce el giro elástico θ de la estructura alrededor del eje
elástico, se puede averiguar el ángulo de ataque del ala respecto a los ejes
viento, es decir, relativos al flujo. Esto es muy importante para poder calcu-
lar las fuerzas y momentos aerodinámicos sobre la misma. Además, hay que
tener en cuenta que si el ángulo de flecha del ala fuese nulo, el ángulo de
ataque coincidiŕıa con el giro elástico. Sin embargo, al tratarse de alas con
flecha, éstos no coinciden, ya que la flexión de la estructura también genera
un giro en la dirección y.

Para facilitar el cálculo se introduce una nueva nomenclatura para las
derivadas de la deflexión:
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ϕD(Y ) =
d wD(Y )

d Y
= c

d NT
wD

(Y )

d Y
u

ϕI(Y ) =
d wI(Y )

d Y
= c

d NT
wI

(Y )

d Y
u

(3.22)

Hay que tener en cuenta, que se está tratando un caso particular de alas
en flecha, las alas oblicuas. Por tanto, en este caso, la semi-ala derecha tendrá
flecha positiva, mientras que la semi-ala izquierda tendrá flecha negativa. El
ángulo de ataque en cada caso queda como sigue:

Semi-ala derecha (0 ≤ y ≤ b
2)

Y =
y

cos(ΛE)
(3.23)

Figura 3.2: Ángulo de ataque semi-ala derecha

αD(y) = θD

(
y

cos(ΛE)

)
cos(ΛE)− ϕD

(
y

cos(ΛE)

)
sin(ΛE) = NT

αD
(y) u

(3.24)

donde

NT
αD

(y) = NT
θD

(
y

cos(ΛE)

)
cos(ΛE)− cd NwD

d Y
sin(ΛE) (3.25)

Como se puede ver, el giro elástico produce un aumento en el ángulo de
ataque, mientras que el giro ocasionado por la deflexión reduce el ángulo de
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ataque total del ala.

Semi-ala izquierda (− b
2 ≤ y ≤ 0)

Y =
y

cos(ΛE)
(3.26)

Figura 3.3: Ángulo de ataque semi-ala izquierda

αI(y) = −θI
(
−y

cos(ΛE)

)
cos(ΛE) + ϕD

(
−y

cos(ΛE)

)
sin(ΛE) = NT

αI
(y) u

(3.27)

donde

NT
αI

(y) = −NT
θI

(
−y

cos(ΛE)

)
cos(ΛE) + c

d NwI

d Y
sin(ΛE) (3.28)

Contrariamente al caso anterior, tanto el giro elástico como el giro ocasio-
nado por la deflexión tienden a aumentar el ángulo de ataque total del ala.

Esta es una de las principales diferencias de las alas en flecha positiva
y negativa. Mientras que en las positivas la variación de α con la deforma-
ción es más suave, en alas con flechas positiva la variación de α es mucho
más elevada, ya que contribuyen positivamente tanto el giro por torsión, aśı
como la deflexión por flexión. Esto es una caracteŕıstica muy importante al
diseñar este tipo de aviones, ya que cada ala impondrá unas restricciones
tanto estructurales como aerodinámicas muy distintas entre ellas. En el caso
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aeroelástico que se desea tratar, la flecha negativa ocasionará una velocidad
de divergencia mucho menor que con flecha positiva, aunque esto se tratará
con mas detalle en caṕıtulos posteriores.

3.2.5. Desplazamiento vertical

En esta sección se va a estudiar el desplazamiento vertical que ocurre en
cualquier punto del ala. Para ello se va a analizar el desplazamiento vertical
de un punto genérico A, con coordenadas (xA, yA), tal y como se muestra
en la figura 3.4, respecto a los ejes fijos (x, y, z).

Figura 3.4: Desplazamiento vertical sección perfil

Tal y como se puede observar, la variación vertical de cualquier punto de
una sección alar viene dado por el desplazamiento del eje elástico de ésta,
sumado con la variación de la posición vertical debida al ángulo de ataque.
La posición r del punto A respecto al eje elástico vendrá dada por:

rA = xA − xE − yA tan(ΛE) (3.29)

tanto en la semi-ala derecha como en la semi-ala izquierda de la aerona-
ve. Destacar que xE hace referencia a la posición del eje elástico respecto al
borde de ataque.

Por tanto, con esto ya se puede buscar una solución al desplazamiento
vertical de cualquier punto del ala. No obstante, hay que diferenciar en entre
ambas semialas, ya que el ángulo de ataque de éstas esta definido de modo
distinto en cada lado. Finalmente se obtiene:
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Si yA ≥ 0 : zA = wD

(
yA

cos(ΛE)

)
− αD(yA) · rA

Si yA ≤ 0 : zA = wI

(
yA

cos(ΛE)

)
− αI(yA) · rA

(3.30)

Si se expresa en modo matricial el desplazamiento z queda:

Si yA ≥ 0 : zA = cNT
wD

( yA
cos(ΛE))u−NT

αD
(yA)u · rA = cNT

AD
(yA) u

Si yA ≤ 0 : zA = cNT
wI

( −yA
cos(ΛE))u−NT

αI
(−yA)u · rA = cNT

AI
(yA) u

(3.31)

siendo

NT
AD

(yA) = NT
wD

( yA
cos(ΛE))−NT

αD
(yA) rA

c

NT
AI

(yA) = NT
wI

( −yA
cos(ΛE))−NT

αI
(−yA) rA

c

(3.32)

3.3. Modelado Aerodinámico (Vortex Lattice Met-
hod)

Para poder realizar el análisis de la divergencia que se busca, es nece-
sario conocer las fuerzas aerodinámicas que actúan sobre el ala a estudiar.
Por ello es necesario realizar un estudio aerodinámico de la misma. En este
caso, para poder averiguar las fuerzas que actúan sobre el ala se va a realizar
un estudio mediante el método de los paneles de una manera sencilla. Este
método se basa en la subdivisión del ala en paneles a lo largo de la enverga-
dura y la cuerda. Cada panel dispone de un punto de control situado a 1/4
del borde de fuga del mismo. Posteriormente, se sitúa sobre cada panel un
torbellino en herradura que actúa sobre el ala, de este modo se pueda eva-
luar la velocidad vertical inducida del ala sobre los puntos de control y poder
obtener las intensidades de los torbellinos, comparando esta velocidad con
la obtenida mediante la modelización estructural del apartado 3.2. Una vez
obtenidas la intensidades, mediante la ley de Kutta-Joukowsky será posible
hallar la fuerza de sustentación que actúa sobre el ala. Además, destacar que
el punto de aplicación de la fuerza de sustentación (centro aerodinámico) se
ha supuesto a c/4 del borde delantero de éste.

En este caso, al tratarse de una ala de gran alargamiento, las subdivi-
siones en paneles tan sólo se harán a lo largo de la envergadura, mientras
que en la dirección de la cuerda no se dividirá. Por tanto, el ala quedará
dividida en un número N par de paneles para que en cada semi-ala haya la
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misma cantidad de los mismos. El número de paneles que se ha elegido para
cálculo es de 10, de modo que se tienen cinco paneles a cada lado de la ráız.
En la siguiente figura se muestra como queda el ala una vez se ha hecho la
división de ésta.

Figura 3.5: División del ala en paneles

donde CN indican los puntos de control de cada panel.

3.3.1. Ángulo de ataque de los paneles

En el apartado anterior 3.2.4, se han calculado los ángulos de ataque de
cada una de las semi-alas según la posición a lo largo de éstas. Por tanto, se
puede proceder al cálculo de α para cada uno de los N paneles en los que se
subdivide el ala. El ángulo de ataque en cada uno de ellos viene dado por:

αj = α(yj) (3.33)

donde

αj = α(yj) =


NT
αD

(yj) si yj ≥ 0

NT
αI

(yj) si yj ≤ 0
(3.34)

Por tanto, una vez hecho esto se puede formar un vector columna:



CAPÍTULO 3. DESARROLLO NUMÉRICO 55



α1

:
:
αj
:
:
αN


=



αr1
:
:
αrj

:
:

αrN


+



NT
αI

(y1)
:
:

NT
α (yj)

:
:

NT
αD

(yN )


Nx12

u12x1 (3.35)

donde αr indica los ángulos de ataque inicial de la estructura en cada
nodo. Este ángulo de ataque inicial puede ser tanto ŕıgido como por un
determinado ángulo de ataque del aeronave. Si se usa notación vectorial, la
función queda:

αNx1 = αrNx1 +DαNx12 u12x1 (3.36)

Con lo que se obtiene el α de cada uno de los paneles en función de su
ángulo de ataque ŕıgido, y los grados de libertad del sistema mediante una
matriz Dα conocida como Primera Matriz de Acoplamiento.

Con esto, se puede relacionar la pendiente del desplazamiento vertical de
una sección con el ángulo de ataque de la misma. En la figura 3.6 se puede
ver la representación gráfica.

Figura 3.6: Relación entre desplazamiento vertical y ángulo de ataque

Atendiendo a la figura, la derivada de z respecto de x en el punto C es
equivalente a la pendiente en ese punto, y siendo α el ángulo de ataque del
panel, matemáticamente se tiene:

a = −α =


∂zP
∂x |RC1

:
∂zP
∂x |RCN

 (3.37)

donde se ha definido el vector a como el vector de velocidad vertical de
los puntos de control, siendo el sentido positivo hacia arriba.
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3.3.2. Desplazamiento vertical de los paneles

Al igual que en el caso del cálculo del α de los paneles, es este caso se va
a utilizar los resultados obtenidos en el apartado 3.2.5 para obtener los des-
plazamientos verticales de cada uno de los puntos de control de los paneles.
La obtención de este desplazamiento será necesaria posteriormente para po-
der calcular el trabajo realizado por la sustentación. La distancia que separa
el eje elástico de los centros aerodinámicos, los cuales están situados a c/4
del borde de ataque se define como e. Atendiendo a estas definiciones se tiene

Figura 3.7: Distancia entre eje elástico y centro aerodinámico

donde se puede ver que la distancia r de un centro aerodinámico cual-
quiera A con el eje elástico es constante al tratarse de un ala recta y viene
definida como

rCA =
r∗CA

cos(ΛE)
(3.38)

Además yA corresponderá a la distancia entre el centro aerodinámico de
cada panel y la ráız , la cual vendrá dada por:

yA = ± b/2

cos(ΛE)

(
2i− 1

2N

)
con i = 1, 2, 3, 4, 5 (3.39)
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donde N es el número total de paneles. Además hay que tener en cuenta
que se trata de una distancia positiva para la semi-ala derecha y negativa
para la semi-ala izquierda.

Con estas variables calculadas, se puede pasar a expresarlo matricial-
mente el desplazamiento vertical z de los puntos de control aprovechando
las definiciones del apartado 3.2.5.

zA1

:
:
zAj

:
:

zAN


= c



NT
AI

(yA1)

:
:

NT
A(yAj)

:
:

NT
AD

(yAN )


Nx12

u12x1 (3.40)

donde se pueden definir los vectores de modo que se exprese de forma
más compacta:

zANx1 = c DzNx12 u12x1 (3.41)

Con lo que se obtiene el desplazamiento vertical de los puntos de control
en función de los grados de libertad del sistema mediante una matriz Dz

conocida como Segunda Matriz de Acoplamiento.

3.3.3. Numeración de los paneles: Matriz de Conexiones y
Matriz de Nodos

Para el modelado aerodinámico, se ha dividido el ala en paneles como ya
se ha descrito, y a su vez se han calculado en los apartados anteriores el des-
plazamiento, aśı como el ángulo de ataque de estos. Sin embargo, hace falta
conocer como se organizan los mismos y como están colocados de modo que
el cálculo se pueda realizar de un modo más sencillo. Para ello, se evaluará
la fila y la columna en la que esta situado en la matriz de paneles, según
el número asociado al mismo. La forma de numerar los paneles, será con
números enteros consecutivos, empezando por la esquina inferior izquierda.
En este caso, al tratarse de una matriz con una única fila, la posición del
panel vendrá determinada por la columna. Además, también se numeraran
los nodos que interconectan los paneles. Esta subdivisión queda del siguiente
modo:

Por tanto, para conocer la posición (columna y fila) de un panel genérico
j se puede utilizar un algoritmo tal y como sigue:
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Figura 3.8: Numeración de paneles y nodos

j = A ny +B ; A =
[
j
ny

]
(Parte entera)

B =
[
j
ny

]
(Resto)

(3.42)

Donde la fila y la columna que ocupa vendrá determinada por el valor
de B:

Si B = 0 →
{

fila = A
columna = ny

Si B > 0 →
{

fila = A+ 1
columna = B

(3.43)

Una vez conocida la posición que ocupa cada panel, se puede averiguar
los nodos que se encuentran en cada una de las esquinas del panel. Cada
una de estos nodos se definen como E1, E2, E3, E4.

El número de cada uno de estos nodos vendrá dado por el número de
panel (j), la fila que ocupa (f) y el número total de divisiones a lo largo de
la envergadura (ny) que se han hecho tal y como sigue:

E1 = j + f − 1
E2 = E1 + 1
E3 = E1 + ny + 1
E4 = E1 + ny + 2

(3.44)

Con estas definiciones será posible realizar una matriz que indique que
nodos corresponden a cada panel, llamada Matriz de Conexiones.
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Figura 3.9: Nodos relativos a cada panel

Matriz de Conexiones

La Matriz de Conexiones tendrá unas dimensiones de N x 5 y viene
definida del modo:

j E1 E2 E3 E4
1 (E1)1 (E2)1 (E3)1 (E4)1

2 (E1)2 (E2)2 (E3)2 (E4)2

3 (E1)3 (E2)3 (E3)3 (E4)3

. . . . .
N (E1)N (E2)N (E3)N (E4)N

 (3.45)

También es posible añadir a esta matriz dos columnas más que correspon-
dan con la fila y columna que ocupa el panel, de modo que las dimensiones
seŕıan de N x 7.

Matriz de Nodos

Por otra parte, conocer la ubicación de los nodos, también es igual, o
incluso más, importante que la de los paneles. Por ello también se realiza
una malla con los nodos, dónde cada a cada uno le corresponde una fila y
una columna. Esto es importante, ya que la posición de los extremos de los
paneles es necesaria conocerla para poder evaluar las fuerzas aerodinámicas
que actúan sobre cada uno de los paneles. En este caso, el número total de
puntos tanto en x como en y será una unidad mayor al de subdivisiones en
el correspondiente eje. Es decir:

Px = nx + 1 (Número de puntos en x)
Py = ny + 1 (Número de puntos en y)
P = Px · Py (Número total de puntos)

(3.46)
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Una vez hecho esto, se puede averiguar la fila y la columna que ocupa un
nodo genérico k, donde k = A ·Py+B. El método a seguir es el mismo que el
detallado en la ecuaciones 3.38 y 3.39, de modo que se obtengan A y B para
conocer la posición, aunque variando ny por Py y j por k, al estar tratando
en este caso de nodos y no de paneles. La fila y la columna que ocupa cada
nodo k, se puede expresar en una matriz de conocida como Matriz de nodos,
la cual se define como sigue:

k fk ck
1 f1 c1

2 f2 c2

. . .
P fP cP

 (3.47)

Esta matriz es de gran ayuda, ya que facilitará el cálculo de puntos
intermedios internos a los paneles, como se va a ver en la sección siguiente.

3.3.4. Obtención coordenadas de un punto

En este apartado se obtendrán las coordenadas de un punto partiendo de
otros dos puntos conocidos (A,B) y las distancias entre ellos. Antes que nada
hay que tener en cuenta que la posición vendrá dada por el vectorR = (x, y).

Figura 3.10: Coordenadas de un punto

Matemáticamente la posición del punto Q viene determinada por:

RQ =
dBQ
dAB

RA +
dAQ
dAB

RB (3.48)
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Una vez conocido esto se puede pasar a averiguar la posición de un punto
cualquiera del ala, en función de las esquinas de la misma. Hay que tener en
cuenta que al igual que en todos los cálculos anteriores se debe diferenciar
entre la semi-ala derecha y la izquierda. Esto va a permitir averiguar las
posiciones de los nodos de los paneles en los que se ha subdividido el ala,
de modo que se pueda averiguar posteriormente las posiciones de los puntos
de control de cada uno de los paneles, y por tanto, que se pueda aplicar la
teoŕıa de torbellinos numéricamente.

Definición Geométrica del Ala

Sin embargo, primeramente es necesario conocer correctamente la geo-
metŕıa del ala y conocer las posiciones de los puntos extremos de la misma,
ya sea en las puntas de ala o en la ráız.

Figura 3.11: Definición geométrica del ala

Por tanto, se puede encontrar de manera sencilla las posiciones de los
extremos de cada semi-ala, los cuales reciben los nombres de: CF (Central
Front), CR (Center Rear), LF (Left Front), LR (Left Rear), RF (Right
Front) y RR (Right Rear). Las posiciones de éstos vienen determinadas por
la cuerda, el ángulo de flecha del ala y la envergadura como sigue:

Una vez conocidas las coordenadas de estos puntos, se puede pasar al
cálculo de la posición de cualquier punto interior del ala basado en las coor-
denadas de los extremos. Cabe destacar que para facilitar el cálculo se tra-
bajará con las coordenadas adimensionales ξ y η que vienen definidas como:

ξ =
x

c
; η =

y

b/2
(3.49)

A continuación se muestra las variables que intervienen en el cálculo de
la posición de un punto cualquiera (Q)
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Punto x y

CF 0 0
CR c 0
LF −b/2 tan(ΛE) −b/2
LR −b/2 tan(ΛE) + c −b/2
RF b/2 tan(ΛE) b/2
RR b/2 tan(ΛE) + c b/2

Cuadro 3.1: Posición de los extremos

Figura 3.12: Coordenadas de un punto sobre el ala

Posición de los nodos

A continuación, se aplicará la definición vista anteriormente para el
cálculo de la posición de los nodos resultantes al subdividir el ala en pa-
neles. Este procedimiento se realizará tanto en el eje x, como en el eje y.
Con ello se obtendrán tres ecuaciones para cada punto, con las que poder
obtener su posición en función de los extremos de la semi-ala.

La posición respecto a la ráız del ala del punto, será la misma indepen-
dientemente de la semi-ala que se quiera estudiar, y viene definida como:

RCQ = (1− ξ)RCF + ξ RCR (3.50)

Sin embargo, la posición respecto a la punta del ala, será distinta para
cada una de las partes, ya que la flecha es contraria y la posición de los
puntos extremos no es la misma en ambos casos.

RRQ = (1− ξ)RRF + ξ RRR (semiala derecha)
RLQ = (1− ξ)RLF + ξ RLR (semiala izquierda)

(3.51)
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Una vez conocida la posición del punto respecto a los puntos extremos,
los cuales son conocidos, se puede pasar a obtener el vector RQ que deter-
mina la posición del punto genérico Q respecto a los ejes totales x, y.

RQ(ξ, η) =


η RRQ + (1− η) RCQ (semiala derecha)

−η RLQ + (1 + η) RCQ (semiala izquierda)
(3.52)

Si se sustituyen las ecuaciones 3.50 en la ecuación anterior, y se incluyen
las definiciones de los puntos extremos definidas en 3.1, se obtiene la ecua-
ción final que determina la posición de Q:

SEMI-ALA DERECHA (0 ≤ ξ ≤ 1 ; 0 ≤ η ≤ 1)

RQ(ξ, η) = (1− η) ξ RCR + η ξ RRR + η(1− ξ)RRF + (1− η)(1− ξ)RCF =

= (1− η) ξ

{
c
0

}
+ η ξ

{
b/2 tan(ΛE)

b/2

}
+ η (1− ξ)

{
b/2 tan(ΛE) + c

b/2

}
(3.53)

SEMI-ALA IZQUIERDA (0 ≤ ξ ≤ 1 ; −1 ≤ η ≤ 0)

RQ(ξ, η) = (1 + η) ξ RCR − η ξ RLR − η(1− ξ)RLF + (1 + η)(1− ξ)RCF =

= (1 + η) ξ

{
c
0

}
− η ξ

{
−b/2 tan(ΛE)

−b/2

}
− η (1− ξ)

{
−b/2 tan(ΛE) + c

−b/2

}
(3.54)

Por tanto, ahora tan solo queda saber las coordenadas adimensionales
de cada uno de los puntos que se quieren tratar.

En este caso, tal y como se ha mencionado interesa averiguar la posición
de los nodos. Al dividir el ala en subdivisiones de igual magnitud, las posi-
ciones adimensionales de los mismos no son dif́ıciles de obtener y, a partir
de estas, se obtendrán las coordenadas x e y de cada nodo. Para el cálculo
de la posición ξ, η de cada nodo será necesario utilizar la Matriz de No-
dos (3.47). Con esto, para cada nodo k se puede obtener sus coordenadas
adimensionales que vendrán dadas por:

ξk = 1− fk−1
nx

ηk = −1 + 2 colk−1
ny

(3.55)
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donde fk es la fila y colk la columna que ocupa el nodo.
é

Por tanto, si se aplican estas ecuaciones a todos los nodos de la malla
realizada, se obtienen las coordenadas adimensionales de cada uno.Una vez
conocidas las posiciones adimensionales, resulta sencillo obtener las medidas
concretas. Lo único que hay que hacer, es aplicar la ecuación 3.55 en cada
uno de los nodos de la ecuación anterior, de modo que se obtengan las
coordenadas (x, y) dimensionales de cada uno de los nodos.

Posición Puntos de Control de los Paneles

Figura 3.13: Subdivisión del ala con los torbellinos

Para continuar con el análisis aerodinámico del ala es necesario conocer
la ubicación de los puntos de control de los paneles de modo que se pueda
evaluar la velocidad vertical que inducen los torbellinos sobre éstos.

En este caso el punto de control Cj de cada panel se va a situar a 1/4
de la parte posterior de éste en el eje Y , mientras que en la dirección del
eje X se va a situar justo a la mitad del panel. Además, la posición del
torbellino en herradura con intensidad Γj queda de tal forma que entra al
panel por su lado izquierdo y sale por el lado derecho, atravesándolo en una
ĺınea paralela al eje X que pasa por la el centro aerodinámico del panel,
el cual se encuentra normalmente situado a 1/4 de la ĺınea delantera del
mismo. Un esquema de como queda un panel, con el punto de control C
y el torbellino situado sobre él, con los puntos caracteŕısticos del mismo se
muestra en la Figura 3.14.

El punto C corresponde al punto de control, mientras que los puntos A
y B corresponden a los puntos caracteŕısticos del torbellino en herradura.
Éstos se sitúan a 3/4 del borde trasero del panel, ya que el torbellino pasa por
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Figura 3.14: Panel con torbellino con puntos caracteŕısticos

la ĺınea del centro aerodinámico del panel situada a 1/4 del borde delantero.
Además, se definen los puntos T y S de manera que se pueda obtener la
posición del punto de control con las posiciones de los extremos del panel.
Las posiciones de los distintos puntos vienen dadas por:

RS =
1

2
RE1 +

1

2
RE2

RT =
1

2
RE3 +

1

2
RE4

(3.56)

Por tanto, ahora ya se puede pasar a definir la posición del punto de
control, la cual se define con el vector RC :

RC =
3

4
RS +

1

4
RT =

3

8
RE1 +

3

8
RE2 +

1

8
RE3 +

1

8
RE4 (3.57)

Además, las posiciones de los puntos A y B referentes a los torbellinos
vendrán dadas por:

RA = [(1− η)RE1 + ηRE3]η=3/4 =
1

4
RE1 +

3

4
RE3

RB =
1

4
RE2 +

3

4
RE4

(3.58)

3.3.5. Condiciones de contorno en cada panel

En cada uno de los paneles en los que se subdivide el ala se tendrán
unas condiciones de contorno que vendrán definidas por la velocidad vertical
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inducida w en el punto de control, producida por el efecto de todos los
torbellinos. Por tanto, la velocidad inducida en el panel k se define como:

wk = U∞
∂zp
∂x
|k (3.59)

donde
∂zp
∂x
|k es la pendiente en el punto de control k. Además, se puede

comprobar de un modo sencillo que:

αk = −∂zp
∂x
|(xCk,yCk) (3.60)

siendo αk el ángulo de ataque del panel correspondiente al punto de con-
trol estudiado.

Si se deja como variables las intensidades de cada uno de los torbellinos
y se agrupan el resto de variables entorno a estas, por combinación lineal se
tiene:

wk = Hk1 Γ1 +Hk2 Γ2 + . . . +HkN ΓN = U∞
∂zp
∂x
|k (3.61)

Si se aplica la expresión anterior a todos los puntos de control de los
paneles se puede obtener una expresión en forma matricial que agrupe las
contribuciones de cada uno de los torbellinos a la velocidad vertical de todos
los paneles. De este modo se obtiene:


H11 H12 ... H1N

H21 H22 ... H2N

... ... ... ...
HN1 HN2 ... HNN




Γ1

Γ2

..
ΓN

 = U∞


∂zp/∂x |1
∂zp/∂x|2

...
∂zp/∂x|N

 (3.62)

donde se puede expresar de forma compacta como:

H · Γ = U∞ a (3.63)

siendoH la matriz que incluye las contribuciones de todos los torbellinos
en la velocidad vertical de los puntos de control de los paneles, el vector Γ
la que determina las intensidades de los torbellinos, y el vector a calculado
en (3.37) la pendiente de los paneles de control.

Sin embargo, el cálculo numérico de esta velocidad vertical en función de
las intensidades de los torbellinos no es sencillo. Para su cálculo se utilizará
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la Ley de Biot-Savart, la cual relaciona la velocidad de un fluido ocasionada
por una singularidad en el mismo, como son los torbellinos. Gracias a la
aplicación de esta ley se podrá obtener la matriz H del problema.

3.4. Ley de Biot-Savart

3.4.1. Teoremas de vórtices

Para poder utilizar el modelo de sustentación basado en torbellinos se
necesita conocer las propiedades de los mismos llamadas teoremas de los
vórtices. Estos teoremas estas asociados con los nombres Kelvin y Helmholtz
y fueron desmostrados por Karamcheti. Los tres resultados más importantes
son:

A lo largo de una ĺınea de torbellinos la circulación (Γ) es constante

Una ĺınea de torbellinos no puede terminar de forma brusca en el fluido.
Ésta debe ser:

• Cerrada

• Extenderse hasta el infinito

• Acabar en un contorno sólido

Un fluido inicial irrotacional y no viscoso, permanecerá irrotacional

Por tanto, como resultado de estos tres teoremas se puede sacar una
importante conclusión:

Un conjunto de vórtices puede sostener un salto en la velocidad tangen-
cial (por ejemplo una fuerza) mientas la velocidad normal permanece
continua. Esto significa que se puede utilizar un conjunto de vórtices
para representar una superficie sustentadora.

3.4.2. Ley de Biot-Savart

Una singulardad bidimensional cumple la ecuación de Laplace. En este
caso, un torbellino en un punto queda:

V =
Γ

2π r
eθ (3.64)

donde Vθ es el flujo irrotacional del torbellino como se muestra a conti-
nuación:

No obstante con esta definición no se conoce el comportamiento del fluido
en un caso tridimensional, donde el torbellino en lugar de encontrarse en un
punto se trata una ĺınea de torbellinos a lo largo del espacio. En este caso,
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Figura 3.15: Torbellino en un punto

se tendŕıa un filamento de torbellino de intesidad Γ como en la Figura 3.15.
Cabe destacar que se utilizará r para denotar vectores de distancia entre
puntos, y por otro lado RP para definir las coordenadas de posición del
punto P respecto del origen de coordenadas.

Figura 3.16: Filamento de torbellinos

donde la descripción matemática del flujo inducido por el filamento de
intensidad Γ viene dada por la ley de Biot-Savart, la cual describe el aumento
de velocidad dV en un punto p debido a un segmento de longitud dl en q.
Matemáticamente queda:

dV P =
Γ

4π

ds× rP (s)

|rP (s)|3
(3.65)

Por tanto, para obtener la velocidad inducida en el punto producida por
todo el filamento, se deberá integrara lo largo de toda la longitud del mismo.
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Hay que tener en cuenta que la intensidad Γ se mantiene constante a lo largo
de todo el filamento, por lo que queda:

~VP =
Γ

4π

∫
d~l × ~rP (s)

|rP (s)|3
(3.66)

Hay que tener en cuenta, que al obtenerse al velocidad inducida median-
te un producto vectorial, la dirección de ésta será perpendicular al plano
definido por dl y rP (s) por definición.

Para el cálculo de la velocidad inducida se pueden distinguir tres tipos de
filamento distintos según su longitud, ya sea infinita, semi-infinita o finita.
A continuación se van a tratar los tres distintos casos.

Filamento de longitud infinita (h=cte)

En el primer caso a tratar se considerará que el filamento tiene una longi-
tud infinita con una distancia h hasta el punto P que permanece constante.
La representación gráfica viene dada en la Figura 3.17.

Figura 3.17: Filamento infinito de torbellinos

Usando la notación de la Figura anterior se evaluarán las expresiones de
(3.66), donde queda:

ds = dy ~j

rP (s) = RP −R(s) = h ~i− s ~j
dl× rP = ds ~j×

(
h ~i− s ~j

)
= −h ds ~k

|rP (s)|3 =
(
h2 + s2

)3/2 (3.67)
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Si se sustituyen los valores obtenidos en (3.67) y se resuelve la integral,
se obtendrá la velocidad inducida en un punto P producida por un filamento
de torbellinos infinito con una intensidad Γ, la cual queda:

V P =
Γ

4 π

∫
C

−h ds ~k
(h2 + s2)3/2

= −Γ h ~k

4π

∫ ∞
s=−∞

ds

(h2 + s2)3/2
(3.68)

Si ahora se aplica el cambio de variable s = h η, se tiene

V P = −Γ h ~k h

4π h3

∫ ∞
η=−∞

dη

(1 + η2)3/2︸ ︷︷ ︸
=2

= − Γ

2π h
~k (3.69)

Como se puede observar, esta expresión coincide con la obtenida para el
caso bidimensional en (3.64).

Filamento de longitud semi-infinita

En este caso se considera que el torbellino se extiende desde el infinito
hasta un punto genérico A. La representación gráfica sigue a continuación:

Figura 3.18: Filamento semi infinito de torbellinos

En este caso las variables definidas en la Figura 3.18 vendrán dadas por:

rP (s) = RP −R(s)
R(s)−RA = s (−RΓ)
RP = RA + rAP

(3.70)

donde el vector RΓ es el vector unitario en el sentido de Γ. Si se susti-
tuyen las definiciones en la primera ecuación y se evalúan los términos que
intervienen en (3.66) queda:
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rP (s) = RP −R(s) = RP − (RA − sRΓ) = rAP + sRΓ

dl = ds RΓ

|rP (s)| =
√
rP · rP =

√
(rAP + sRΓ)2 =

√
|rAP |2 + 2s rAP RΓ + s2

dl× rP = ds RΓ × (rAP + sRΓ) = ds RΓ × rAP +(((((((
ds s RΓ ×RΓ

(3.71)

Una vez se ha obtenido el valor de las distintas variables se pueden susti-
tuir en (3.66) para poder determinar la velocidad inducida por un filamento
de torbellinos semi-infinito, la cual queda:

V P =
Γ

4π

∫ ∞
s=0

dl× rP
|rP (s)|3

=

=
Γ

4π
(RΓ × rAP )

∫ ∞
s=0

ds

(|rAP |2 + 2s rAP ·RΓ + s2)3/2
=

= V P (∞→ A)

(3.72)

Esta expresión es muy útil para modelar un torbellino que se extienda
desde el ala hacia el infinito aguas abajo de las misma.

Filamento de longitud finita (segmento)

En este caso se va a estudiar la velocidad inducida en un punto que
provoca un filamento de torbellinos con una determinada longitud.

Figura 3.19: Filamento finito de torbellinos
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En este caso la velocidad será la inducida por el torbellino semi-infinito
hasta el punto B, quitandole la contribución desde el infinito hasta el punto
A. De este modo queda:

V A→B = V P (∞→ B)− V P (∞→ A) (3.73)

Por tanto usando las ecuaciones (3.69) y (3.72) se pueden crear sistemas
de torbellinos.

3.4.3. Torbellino en herradura

Este tipo de vórtices son espećıficos del Vortex Lattice Method. De este
modo se utilizan las ecuaciones deducidas a partir de las leyes de Biot-Savart
para crear un torbellino en herradura que se extienda desde el infinito hasta
un punto A del ala, posteriormente desde A hasta un nuevo punto B del ala
(ambos situados en el centro aerodinámico), para finalizar desde el punto
B hasta el infinito de nuevo. La Figura 3.20 muestra la disposición de los
puntos.

Figura 3.20: Torbellino en herradura

La velocidad inducida por este torbellino será la suma generada por las
tres partes en las que se divide. Por tanto vendrá dada por la expresión:

V P = V P (∞→ A) + V P (A→ B) + V P (B →∞) (3.74)

Fórmula compacta de la velocidad

Para que se pueda resolver de un modo más sencillo se va a desarrollar la
expresión (3.72) con la que se obtiene la velocidad inducida por un filamento
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semi-infinito que termina en el punto A, de modo que se resuelva la integral
y quede más compacta para un uso más sencillo. Inicialmente se tiene:

V P =
Γ

4π
(RΓ × rAP )

∫ ∞
s=0

ds

(|rAP |2 + 2s rAP ·RΓ + s2)3/2
(3.75)

donde se definen las variables σ y p como:

σ =
s

|rAP |

p = RΓ ×
rAP
|rAP |

(3.76)

Una vez se han realizado estas definiciones se puede pasar a resolver la
integral, la cual queda como:

I =

∫ ∞
σ=0

|rAP | dσ

|rAP |3
(

1 + 2s
|rAP |

(
rAP
|rAP |RΓ

)
+ s2

|rAP

)3/2
= (3.77)

donde se define k =
rAP
|rAP |

· RΓ para facilitar su resolcuión. Oprando

resulta;

I =
1

|rAP |2

∫ ∞
σ=0

dσ

(1 + 2σ k + σ2)3/2
=

1

|RAP |2
1

1 + k
(3.78)

Por tanto se puede sustituir su valor en (3.75) para obtener el valor de
la velocidad inducida:

V P =
Γ

4π

RΓ × rAP
|rAP |2

1

1 + k
(3.79)

donde se puede definir el vector unitario eAP = rAP
|rAP | y al vector unitario

del filamento RΓ se le llama eΓ, la ecuación anterior queda:

V P =
Γ

4π

e× eAP
|rAP |

1

1 + e · eAP
= V P (∞→ A) (3.80)

Esta ecuación es mucho mas sencilla de implementar para el cálculo de
la velocidad inducida. Los parámetros de los que depende son el punto en el
que finaliza el filamento de torbellinos, el punto donde se quiere calcular la
velocidad y las caracteŕısticas propias del torbellino como son la intensidad
y la dirección del filamento.
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Una vez hallada la ecuación de la velocidad, se deberá implementar un
método iterativo para cada panel, de modo que se sumen las contribuciones
de todos los torbellinos sobre el punto de control del mismo, tal y como
se muestra en el Anexo II. Aśı de esto modo poder obtener la matriz H y
poder resolver el problema.

3.5. Trabajo virtual y fuerzas generalizadas

Las fuerzas generalizadas son las componentes del trabajo virtual rea-
lizado por las fuerzas exteriores en función de los grados de libertad. Al
aplicar sobre los grados de libertad una variación virtual δu, los puntos del
sistema se desplazan y con ellos las fuerzas de modo que realizan un trabajo,
denominado trabajo virtual y que se representa por δW . En el caso que se
esta tratando, las fuerzas externas que actúan en el sistema es la fuerza de
sustentación. Por lo que para poder resolver el problema energético se ha
de evaluar el trabajo virtual de ésta. Al estar dividida el ala en paneles y
cada panel tener una sustentación por unidad de envergadura distinta, el
trabajo virtual será la suma de todos los trabajos virtuales de cada panel.
Matemáticamente se expresa:

δW =

N∑
j=1

Lj ∆yj δzAj (3.81)

donde ∆yj = b/ny y el desplazamiento vertical esta definido en (3.41).
Respecto a la sustentación or unidad de envergadura, ésta se define mediante
la ley de Kutta-Joukowski que matricialmente queda:

L = ρ U∞ Γ (3.82)

donde Γ se calcula mediante (3.63). Una vez conocidas todas la variables
se puede proceder al cálculo del trabajo virtual de las fuerzas que actúan.
En este caso se trata de la sustentación, la cual viene definida como:
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δW =

(
b

ny

)
δzTA L =

(
2l cos(Λ)

ny

)
· c δuT DT

z︸ ︷︷ ︸
δzA

· ρ U∞ Γ︸ ︷︷ ︸
L

=

=
ρ 2 l cos(Λ) c U∞

ny
δuT DT

z U∞ H−1a︸ ︷︷ ︸
Γ

=

= −δuT
[
4
ρ l cos(Λ) c U2

∞
2ny

DT
zH

−1 (αr +Dαu)

]
=

= δuT Q

(3.83)

Siendo Q el vector de fuerzas generalizadas definido como:

Q = l c2 q (fr +A u) (3.84)

donde las matrices A y fr tienen la expresión:

fr =
−4 cos(Λ)

ny
DT
z

(
H−1

c

)
αr

A =
−4 cos(Λ)

ny
DT
z

(
H−1

c

)
Dα

(3.85)

siendo f r el término que agrupa las fuerzas exteriores al sistema que
no dependen de los grados de libertad del sistema, aunque śı de la presión
dinámica.

Para el caso estático que se esta tratando, las Ecuaciones de Lagrange
son

∂U
∂u

= Q (3.86)

donde el término de la izquierda es el gradiente de la enerǵıa de defor-
mación respecto a los grados de libertad. Si se aplica la definición de U vista
en (3.16) se tiene la expresión

∂U
∂u

= Ku ≡ ∂U
∂u

=

(
GJ

l
K
)
u (3.87)

Por tanto, con las ecuaciones (3.84), (3.86) y (3.87) se llega a una ecua-
ción con la que se puede obtener la respuesta u del sistema.
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K u = l c2 q (fr +A u) ≡
(
K − lc2qA

)
u = lc2qfr (3.88)

Si se asume la definición de K (3.20), y se divide toda la ecuación por
GJ/l se obtiene un sistema cuya solución es adimensional(

K− l2c2

GJ
qA

)
=
l2c2

GJ
qfr (3.89)

No obstante, la presión dinámica q no se conoce. Habrá ciertos valores
de q que anularan el sistema y para los cuales la respuesta se hace infinita.
Matemáticamente se pueden encontrar mediante la resolución del sistema
de autovalores homogéneo(

K− q(
GJ
l2c2

)qA)u = 0 (3.90)

Si se considera GJ
l2c2

como una presión dinámica de referencia qD0, y λ =
qD
qD0

el sistema queda

(K− λA)u = 0 (3.91)

Los autovalores del sistema anterior son los valores de la presión dinámica
de divergencia que provocan la respuesta infinita. No obstante, el valor mas
pequeño es el único que tiene sentido desde un punto de vista f́ısico ya que
los valores superiores son inalcanzables, y se trata únicamente de estados
teóricos.



4
Resultados

A lo largo del trabajo se ha buscado un modo de calcular la divergencia
en las alas oblicuas. Para ello, en los Caṕıtulos 2 y 3 se han desarrollado 2
métodos distintos para llegar a una ecuación válida con la que obtenerla. En
el Caṕıtulo 2 se determina de manera anaĺıtica mediante la Strip Theory,
mientras que en el Caṕıtulo 3 se desarrolla de modo numérico haciendo uso
del Vortex Lattice Method para su cálculo. En este caṕıtulo se aplicarán las
soluciones obtenidas anteriormente a un aeronave concreta con caracteŕısti-
cas similares al avión experimental AD-1 1.6 de modo que se pueda evaluar
las limitaciones de actuación provocadas por la divergencia. Además, se va-
riarán distintos elementos estructurales para poder ver el efecto que produ-
cen sobre la divergencia, y de este modo poder evaluar diversas mejoras que
se puede aplicar sobre el aeronave para poder mejorar la respuesta de las
misma frente a este fenómeno aeroelástico. Las principales caracteŕısticas
que modificaran en busca de una mejor respuesta son las rigideces a flexión
y torsión, aśı como la distancia entre el eje elástico y aerodinámico y la lon-
gitud total del ala.

Inicialmente se ha realizado un análisis con con las caracteŕısticas que
vienen recogidas en la Tabla 4.1

Por tanto, si se aplican las expresiones obtenidas en los capitulos ante-
riores para el cálculo de la presión dinámica de divergencia y se representa
en función de la flecha se obtiene

Aqúı se puede ver como a medida que el ángulo de flecha de la aeronave

77
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CARACTERÍSTICA VALOR

Cuerda (c) 0,9 m

Envergadura (b) 20 m

Distancia CA y EE (e) c/4

Ángulo de ataque (o) 2o

Cuadro 4.1: Caracteŕısticas iniciales de la simulación

Figura 4.1: Presión dinámica de divergencia en función de la flecha

aumenta hacia valores negativos, la presión dinámica de divergencia decrece
de modo exponencial, hasta llegar a un mı́nimo situado entre los treinta y
cuarenta grados negativos. Sin embargo, a medida que se aumenta hacia
ángulos de flecha positivos q tiende hacia el infinito, por lo que las restric-
ciones las impone la flecha negativa. Esto se debe a la distinta deformación
estructural que presenta cada tipo de flecha en las alas flexibles. Mientras
que en la flecha positiva la deformación tiende a disminuir el ángulo de ata-
que del ala, en la flecha negativa es al contrario, por lo que al aumentar el
ángulo de ataque de las secciones del ala provocará que se lleguen antes a
las velocidades cŕıticas de la misma.

Tal y como se puede observar en la Tabla 4.2, aśı como en la Figura
4.3 los resultados en ambos métodos difieren un poco, obteniendo mayores
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ÁNGULO ANALÍTICO NUMÉRICO

−5o 0.618 1.55

−10o 0.454 0.8

−15o 0.365 0.56

−20o 0.312 0.45

−25o 0.279 0.392

−30o 0.258 0.365

−35o 0.246 0.357

−40o 0.242 0.365

−45o 0.243 0.391

−50o 0.252 0.438

−55o 0.269 0.516

−60o 0.296 0.643

Cuadro 4.2: Presiones dinámicas de divergencia adimensionales

resultados en el caso del modelo numérico. La principal causa de esta varia-
ción se debe a las simplificaciones realizadas en el caso del modelo anaĺıtico.
Este método es muy práctico para un análisis inicial, ya que da resultados
bastante decentes de modo que se pueda hacer una idea general de la res-
puesta que tendrá el sistema. Sin embargo, cuando se requiere precisión deja
de tener validez.

Otro punto a destacar es que en el caso que se esta tratando de las alas
oblicuas, la Strip-Theory no deja analizar las dos semialas a la vez, ya que
la flecha es distinta en ambos casos. A causa de este análisis por separado,
se pierde el efecto de interacción que se produce entre las dos semialas al
estar una por delante de la otra. Contrariamente, en el modelo numérico si
se tiene en cuenta esta interacción a la hora de evaluar la sustentación del
ala. En la Figura 4.2 se puede ver como en la semi-ala izquierda con una
flecha negativa, la sustentación crece en la ráız, mientras que en la semiala
derecha, ésta aumenta a medida que se acerca a punta de ala.

En términos de control de al aeronave esto es muy importante, ya que
las zonas que suelen entrar antes en pérdida son los extremos del ala. Esta
caracteŕıstica hace que las alas en flecha sean extremadamente eficaces para
mantener la gobernabilidad en un aeronave. Por ello, la combinación de los
dos tipos de ala en un avión con ala oblicua hace que éste tenga las carac-
teŕısticas buenas, pero también malas, de cada tipo de ala, aunque a cierta
escala.

Otro buen modo de evaluar la divergencia es analizar los parámetros que
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Figura 4.2: Presión dinámica de divergencia en función de la flecha

influyen en la presión dinámica, para saber los ĺımites a los que pueden esta-
blecerse. La presión dinámica de divergencia viene dada por q = 1

2ρU
2
∞, por

lo que la velocidad y la altura de vuelo serán las caracteŕısticas básicas para
evitar o no la divergencia. Por esto, entre otros motivos, los aviones llevan
en su manual de vuelo un dominio de vuelo que no pueden sobrepasar, ya
que si se sobrepasan los ĺımites en la estructura podŕıan aparecer los efectos
aeroelásticos entre otras muchas cosas.

Para evaluar las velocidades a las que puede entrar un avión en divergen-
cia, se han realizado cálculos a varias altitudes (5000m y 10000m) de modo
que se pueda conocer como influyen estos dos parámetros. Se ha utilizado
el método anaĺıtico, ya que para obtener resultados numéricos ofrece una
mayor precisión

Figura 4.3: Velocidad de divergencia en km/h en función de la flecha
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Tal y como se aprecia en la figura, a medida que la flecha se hace más
grande, la velocidad de divergencia disminuye hasta alcanzar velocidades
asumibles por gran parte de las aeronaves que operan hoy en d́ıa. Además, se
puede ver como al aumentar la altitud se produce un aumento de la velocidad
de divergencia. Esto se produce por la disminución de la densidad del aire, lo
que producirá que las fuerzas sustentadoras que se producen en las alas sean
menores, y por tanto aumenten los valores de las condiciones necesarias para
que se produzca la divergencia. No obstante, no siempre se puede aumentar
la altitud de modo que se evite la entrada en divergencia, por lo que se han
de buscar otros métodos para intentar en mayor o menor medida que se
produzca este fenómeno. Hasta ahora, tan solo se han visto los parámetros
en la operación de la aeronave que pueden influir en la divergencia, pero
también influyen en gran medida parámetros geométricos y estructurales del
propio avión. Por ello se han realizado diversos cálculo variando la relación
entre rigideces y la envergadura aśı como la posición del centro aerodinámico
respecto al eje elástico, ya que son los parámetros referentes a la propia
aeronave más influyentes.

Variación de e

El primer caso a estudiar se trata de la variación de la posición del eje
elástico respecto al eje aerodinámico. Esta distancia se denomina e, y en
la inmensa mayoŕıa de las aeronaves suele ser positiva, lo que indica que el
centro aerodinámico se encuentra por delante del eje elástico.

Figura 4.4: Presión dinámica de divergencia en función de e

Tal y como se puede apreciar en la Figura 4.4 a medida que se acerca el
eje elástico al aerodinámico qD empieza a retrasar su aparición hacia ángulos
de flecha menores, aunque la presión mı́nima sigue siendo constante, hasta
que llega a un caso único cuando ambos ejes coinciden. En este caso, la
divergencia por torsión desaparece, ya que las fuerzas externas no ejercen
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momento sobre el eje elástico al estar aplicadas en el mismo punto. Además,
una vez la posición del eje elástico sobrepasa al centro aerodinámico, es decir,
esta delante, la presión dinámica de divergencia ocurre con flechas positivas,
y no con negativas. Esto es muy importante par las alas con flecha negativa,
ya que si se consiguiera construir el ala con el eje elástico más cerca del
borde de ataque que el centro aerodinámico se podŕıa evitar la aparición de
la divergencia en este tipo de geometŕıa alar. No obstante, la construcción
de una ala con este tipo de estructura no suele ser nada habitual, ya que es
mucho más compleja de construir.

Variación de l

Otro parámetro constructivo del avión y que puede afectar al compor-
tamiento del mismo frente a la divergencia es la envergadura. En este caso,
al tratarse de un avión con ala oblicua con flecha variable, la envergadura
vendrá definida por la longitud del ala y la flecha que se tenga. Si se grafica
la influencia de este parámetro para qD se obtiene

Figura 4.5: Presión dinámica de divergencia en función de l

Al observar la Figura 4.5 se ve claramente como tener una gran enver-
gadura afecta negativamente a la divergencia, bajando el valor de la presión
dinámica a la que empieza a producirse este efecto. Esto se debe a que cuan-
to mayor envergadura tenga un aeronave suele ser más flexible, por lo que
se empezará a deformarse con unas perturbaciones menores.

Variación de β = GJ
EI

Por último, uno de los parámetros muy importantes es la rigidez del ala,
tanto a flexión como a torsión. Normalmente ambas están relacionadas, y en
este caso su relación se ha definido mediante el parámetro β. Este valor suele
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corresponder a valores entre 0,5 − 1,5. La representación de qD en función
de este valor queda

Figura 4.6: Presión dinámica de divergencia en función de β

Como se puede apreciar en la Figura 4.6 a medida que la rigidez a torsión
se hace mayor a la de flexión la presión dinámica de divergencia aumenta
de manera notable sobretodo con flechas bajas. Esto se debe a que la de-
formación producida por la torsión del ala es mucho más influyente en la
divergencia que la deformación por flexión, ya que ésta tan solo empieza a
influir de manera notoria en el ángulo de ataque cuando se tienen alas con
una flecha alta.



5
Conclusiones

5.1. Introducción

En el presente Trabajo se ha buscado hallar la solución a la divergencia
para aeronaves con ala oblicua mediante dos métodos:

Resolución anaĺıtica basada en la Strip Theory

Resolución numérica basada en el Vortex Lattice Method

La realización del cálculo mediante ambos métodos ha servido para vali-
dar el método numérico desarrollado en el Anexo II mediante la comparación
con un modelo sencillo como es la Strip Theory. Como se ha podido com-
probar en el caṕıtulo anterior (4) los resultados son muy parecidos, aunque
difieren en los extremos.

5.2. Conclusiones

Las discrepancias entre ambos modelos se deben principalmente a que el
método anaĺıtico es muy bueno debido a su sencillez para evaluar mediante
una primera aproximación el comportamiento que puede tener una aerona-
ve, pero no sirve cuando se quieren obtener resultados con cierta precisión
debido a las simplificaciones que se han realizado en su desarrollo. Contra-
riamente, la resolución numérica se puede adaptar a cualquier tipo de geo-
metŕıa y tiene en cuenta muchos más factores que el modelo anaĺıtico, como
la interacción entre alas, aśı como la resolución del modelo aerodinámico
en tres dimensiones, a diferencia de la Strip Theory que trabaja de manera

84
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bidimensional.

Atendiendo a los resultados de la presión dinámica de divergencia en
función de la flecha se puede determinar que la limitación de operabilidad
viene dada principalmente por el comportamiento del ala en flecha negativa,
ya que alcanzará antes la qD provocando los efectos aeroelásticos en el ala
de divergencia.

No obstante, se han visto distintos modos de conseguir retrasar esta
entrada en divergencia de un aeronave mediante elementos estructurales y
geométricos de la misma. Referente a las rigideces, se debe buscar siem-
pre conseguir la mayor rigidez a torsión posible. Sin embargo, conseguir un
aumento de GJ suele venir acompañado de un mayor peso y tiene que en-
contrarse un compromiso entre ambas partes, es por esto por lo que se inició
la construcción de cajones de torsión, los cuales aumentan en gran medida
la rigidez sin aumentar sobremanera el peso. Por otra parte, la envergadura
del avión también será importante elegirla bien, ya que es una caracteŕıstica
muy importante en el diseño de un aeronave. Influye en gran parte de las
caracteŕısticas del avión, y no se puede disminuir buscando aumentar qD sin
tener en consideración que puede bajar la sustentación proporcionada hasta
tal punto que la aeronave no sea capaz de volar.

Por último, otro aspecto a tener en cuenta es la localización del eje elásti-
co, ya que su posición también afecta en gran medida a la presión dinámica
de divergencia, siendo más pronunciado el efecto a bajos ángulos de flecha.
El movimiento del eje elástico hacia delante, hasta el punto de sobrepasar
el eje aerodinámico en las alas en flechas negativa seŕıa lo idóneo desde un
punto de vista aeroelástico, ya que la divergencia tan sólo se produciŕıa con
flecha positiva.

Para un avión de ala oblicua como se trata, la configuración idónea seŕıa
tener un ala con el eje elástico adelantado respecto al aerodinámico con la
otra de modo inverso. Esto evitaŕıa que se produjese la divergencia, aunque
estructuralmente es casi imposible de llevarlo a la práctica.

5.3. Estudios Futuros

Debido a los pocos estudios realizados sobre alas oblicuas y sus buenas
propiedades frente a los modelos tradicionales, seŕıa interesante la realización
de diversos estudios que continuasen el trabajo expuesto en este documento.

Se ha realizado un análisis aeroelástico estático, sin tener en cuenta
las dependencias del tiempo, sin embargo, también existen fenómenos ae-
roelásticos no estáticos . Seŕıa interesante la continuación de este estudio
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mediante el análisis del flameo en este tipo de alas, aśı como de la inversión
de mando.Por otra parte la maniobrabilidad y controlabilidad de este tipo
de aviones no se ha estudiado en profundidad desde que se tienen ayudas
computacionales para el vuelo y la instrumentación de las aeronaves, por
lo que el estudio del vuelo y la implementación de un sistema de control y
estabilidad para este tipo de aeronaves puede ser un trabajo muy interesante.

Por otra parte, la esencia de este trabajo ha sido profundamente teórica,
con la realización de un método bastante genérico para el cálculo de la
divergencia en alas en flecha. No obstante, seŕıa recomendable contrastar los
resultados con estudios experimentales en túnel de viento, por lo que se deja
la pueta abierta a este tipo de ensayos.
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A
Presupuesto

A.1. Introducción

En este documento se realiza un desglose de los costes que conlleva el
realizar este Trabajo de fin de grado para finalizar con el presupuesto total
del mismo. Para ello se describirán todos los costes parciales ocasionados
por el proyecto, donde con la suma de todos ellos se puede obtener el coste
global del proyecto.

Los distintos costes parciales que se han de tener en cuenta son tanto los
coste de materiales como de personal, aśı como el coste de amortización de
los equipos. Respecto al coste de personal, se ha de tener en cuenta todos las
personas que han participado en el proyecto y evaluar el coste del trabajo
de cada uno de los participantes. Además, se debe tener en consideración el
incremento que supone del 21 % el Impuesto sobre el Valor Añadido (IVA).
El tiempo total que se le ha dedicado a este trabajo han sido 3 meses durante
8 horas al d́ıa durante 20 d́ıas laborables cada mes.

A.2. Presupuestos Parciales

A.2.1. Mano de obra

Los costes que se computan a la mano de obra son los sueldos de las per-
sonas que han estado involucradas en el trabajo. En este caso la dedicación
ha sido entera durante los 3 meses que ha durado el proyecto por parte de
un alumno, y de 1 d́ıa a la semana por parte del profesor a media jornada.
Por tanto, el coste asociado al personal viene dado a continuación
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CONCEPTO TIEMPO COSTE UNITARIO IMPORTE TOTAL

BSc Engineer 480 horas 20 e/hora 9600 e
Profesor 25 horas 50 e/hora 1250 e
TOTAL sin IVA 10850 e
TOTAL c/IVA 2278.5 e 13128.5 e

Cuadro A.1: Costes de la Mano de Obra

A.2.2. Licencias de programas

Los costes de licencias vienen dados por el coste de adquisición de las
mismas de los programas informáticos que se han utilizado para la realiza-
ción de este proyecto. Estos costes están exentos del IVA. Las licencias de
los programas son de 1 año

CONCEPTO UNIDADES COSTE UNITARIO IMPORTE TOTAL

Licencia Matlab 1 398 e/unidad 398 e
Licencia Mathematica 1 3185 e/unidad 3185 e
Licencia Autodesk Inventor 1 18300 e/unidad 18300 e
TOTAL 21883 e

Cuadro A.2: Costes de las licencias

Los costes de los equipos informáticos no se incluyen en el presupuesto,
ya que han sido adquiridos con anterioridad al desarrollo del proyecto, por
lo que ya se encuentran amortizados.



B
Código Modelo Numérico

B.1. Introducción

En este documento se expone el código desarrollado en Mathematica del
modelo numérico desarrollado en el caṕıtulo 3 de modo que se pueda utilizar
para evaluar distintas condiciones a las expuestas en el presente trabajo.
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