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Métricas fuzzy. Aplicaciones al filtrado de

imagenes en color

Andrés Loépez Crevillén

Uno de los problemas mas importantes en Topologia Fuzzy es obtener
un concepto apropiado de espacio métrico fuzzy. Este problema ha sido
abordado por muchos autores desde diferentes puntos de vista. En parti-
cular, es de gran interés la nocién de métrica fuzzy sobre un conjunto que,
con la ayuda de t-normas continuas, introdujeron y estudiaron George y
Veeramani. En el presente trabajo hemos continuado con el estudio de estos
espacios métricos fuzzy, hemos aportado nuevos ejemplos que nos ayudaran
a desarrollar la teoria y hemos tratado otras cuestiones relacionadas con la
convergencia, la continuidad y dos tipos de métricas fuzzy llamadas princi-

pales v fuertes.

En la presente tesis, aportamos nuevos ejemplos de métricas fuzzy y en
algunos casos obtenemos que las métricas fuzzy mas habituales en la lite-
ratura sobre el tema, son casos particulares de las que aqui damos. Tratamos
también la extensién de dos métricas fuzzy estacionarias cuando coinciden
en la interseccién de dos conjuntos. También hemos continuado con el es-
tudio del concepto de p-convergencia en espacios métricos fuzzy introducido
por D. Mihet, estudiando algunos aspectos relativos a él y damos una carac-
terizacion de aquellos espacios métricos fuzzy, que llamamos principales, en
los que la familia de las sucesiones p-convergentes coincide con la familia de
las sucesiones convergentes. Ademads damos un ejemplo de espacio métrico

fuzzy no completable y no principal.
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Definimos el concepto de aplicacién t-continua entre espacios métricos
fuzzy, que es mas fuerte que el de continuidad y revisamos algunas cuestiones
referentes a este tipo de aplicaciones, obteniendo como resultado que si el
espacio métrico fuzzy de partida es principal entonces las aplicaciones t-

continuas coinciden con las aplicaciones continuas.

En lo que respecta al capitulo de métricas fuertes, estudiamos una clase
de métricas fuzzy estacionarias que incluye la clase de las ultramétricas fuzzy

estacionarias, que admite completacién.

Por dltimo, dado que en trabajos recientes se ha demostrado que las
métricas fuzzy son interesantes para problemas de ingenieria y tutiles en va-
riedad de aplicaciones, estudiamos una aplicacién de estas métricas en el
filtrado de imagenes digitales en color. El proceso de filtrado de una imagen
consiste en el reemplazamiento de los pixeles de la imagen ruidosa original
por otros pixeles libres de ruido que se determinan mediante un proceso
que involucra el uso de una métrica. En este contexto, usualmente se han
utilizado métricas clasicas y nosotros estudiamos la utilizacién de ciertas
métricas fuzzy. En una primera aplicacién utilizamos cuatro métricas fuzzy y
comparamos los resultados con las métricas clasicas Lo y L. En la segunda
aplicacién, la métrica fuzzy que utilizamos se define como un producto de
dos métricas fuzzy para asi combinar dos criterios de distancia: cercania
espacial y similitud de las componentes de color RGB de un pixel. Ambas
aplicaciones revelan que las métricas fuzzy son una herramienta prometedora

para el procesamiento de imagen y, en general, para problemas de ingenieria.
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Metriques fuzzy. Aplicacions al filtratge d’imatges

en color

Andrés Loépez Crevillén

Un dels problemes més importants en Topologia Fuzzy és obtindre un
concepte adequat d’espai metric fuzzy. Aquest problema ha sigut abordat
per molts autors des de diferents tipus de vista. En particular, és de gran
interés la nocié de metrica fuzzy sobre un conjunt que, amb l'ajuda de t-
normes continues, van introduir George i Veeramani. Al present treball hem
continuat amb ’estudi dels espais metrics fuzzy, hem aportat nous exemples
que ens ajudaran a desenvolupar la teoria i hem tractat altres qiiestions
relacionades amb la convergencia, la continuitat i dos tipus de metriques

fuzzy anomenades principals i fortes.

A la present tesi, aportem nous exemples de meétriques fuzzy i en al-
guns casos obtenim que les metriques fuzzy més habituals en la literatura
sobre el tema, son casos particulars de les que aci donem. Tractem també
Iextensié de dues metriques fuzzy estacionaries quan coincideixen en la in-
terseccié de dos conjunts. També hem continuat amb ’estudi del concepte
de p-convergencia en espais metrics fuzzy introduit per D. Mihet, estudiant
alguns aspectes relatius a ell i donem una caracteritzacié d’aquells espais
metrics fuzzy, que anomenem principals, on la familia de les successions p-
convergents coincideix amb la familia de les successions convergents. A més

donem un exemple d’espai metric fuzzy no completable i no principal.
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Definim el concepte d’aplicacié t-continua entre espais metrics fuzzy, que
és més fort que el de continuitat i revisem algunes quiestions referents a
aquest tipus d’aplicacions, obtenint com a resultat que si ’espai métric fuzzy
de partida és principal, llavors les aplicacions t-continues coincideixen amb

les aplicacions continues.

Pel que fa al capitol de metriques fortes, estudiem una classe de metriques
fuzzy estacionaries que inclou la classe de les ultrametriques fuzzy esta-

cionaries, que admet completacio.

Per dltim, com que en treballs recents s’ha demostrat que les metriques
fuzzy sén interessants per a problemes d’enginyeria i utils en una diversi-
tat d’aplicacions, estudiem una aplicacié d’aquestes meétriques al filtratge
d’imatges digitals en color. El procés de filtratge d’'una imatge consisteix
en el reemplacament dels pixels de la imatge sorollosa original per altres
pixels lliures de soroll que es determinen mitjancant un procés que involucra
I'ts d’'una metrica. En aquest context, usualment s’han utilitzat metriques
classiques i nosaltres estudiem 1'is de certes metriques fuzzy. En una primera
aplicacio utilitzem quatre metriques fuzzy i comparem els resultats amb les
metriques classiques Ly i Loo. En la segona aplicacié, la meétrica fuzzy que
utilitzem es defineix com un producte de dues métriques fuzzy per a aixi
combinar dos criteris de distancia: proximitat espacial i similitud de les
components de color RGB d’un pixel. Ambdues aplicacions revelen que les
metriques fuzzy sén una eina prometedora per al processat d’imatges i, en

general, per a problemes d’enginyeria.



Fuzzy metrics. Applications to colour image

filtering

Andrés Loépez Crevillén

One of the most important problems in Fuzzy Topology is to obtain
an appropriate concept of fuzzy metric space. This problem has been ap-
proached by many authors and from different points of view. In particular,
the notion of fuzzy metric on a set that, with the help of continuous t-norms
was introduced by George and Veeramani is of great interest. In this dis-
sertation, we have advanced in the study of fuzzy metric spaces, we have
given new examples that will be helpful to develop theoretical issues, and
we have approached other points related to convergence, to continuity and

to two particular types of fuzzy metrics called principal and strong .

In this Thesis, we provide new examples of fuzzy metrics and, in some
cases, we conclude that the most common fuzzy metrics in the literature are
particular cases of those provided here. We also deal with the extension of
two stationary fuzzy metrics when they coincide with the intersection of two
sets. In addition, we have advanced in the study of the p-convergency con-
cept in fuzzy metric spaces introduced by D. Mihet, where we have dealt with
some related aspects and we have given a characterization for those fuzzy
metric spaces that we call principal, in which the family of the p-convergent
sequences coincide with the family of convergent sequences. Moreover, we
provide an example of a non completable and non principal fuzzy metric

space.
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We define the concept of t-continuous application between fuzzy metric
spaces, which is stronger than the continuity concept, and we revise some
aspects related to this kind of applications obtaining as a result, that, if
the initial fuzzy metric space is principal, then the t-continuous applications

coincide with the continuous applications.

With respect to the chapter of strong fuzzy metrics, we study a class of
stationary fuzzy metrics that includes the class of stationary fuzzy ultrame-

trics, which admits completion.

Finally, provided that recent works have shown that fuzzy metrics are
interesting for engineering problems and useful in a variety of applications,
we study how fuzzy metrics can be used for colour image filtering. The
image filtering process consists of the replacement of the pixels in a noisy
original image with other noise-free pixels which are determined by means
of a procedure that involves the usage of a metric. In this context, usually
classical metrics have been employed and we study the usage of certain fuzzy
metrics, instead. In a first application, we use four different fuzzy metrics
for the filtering process and we compare the results with the classical Lo
and Lo, metrics. In a second application, we employ a novel fuzzy metric
which is defined as the product of two fuzzy metrics in order to combine
two different distance criteria: pixel spatial closeness and pixel RGB colour
similarity. Both applications show that fuzzy metrics are a promising tool

for image processing and, in general, for engineering problems.
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Introduccién general

El presente trabajo esta dedicado al estudio de los espacios métricos fuzzy,
en el sentido de George y Veeramani. Las lineas siguientes sitian el trabajo

dentro del contexto de la teoria fuzzy.

En 1965, Lofti A. Zadeh [56] introdujo el concepto de conjunto fuzzy, que
transformo la mayoria de las ramas de la Ciencia y la Ingenieria (incluida
la Matemética). Un conjunto fuzzy se define matematicamente mediante la
asignacién a cada elemento de un conjunto un valor posible en el intervalo
[0,1] que representa su grado de pertenencia al conjunto fuzzy. Formalmen-
te, dado un conjunto no vacio X, se denomina conjunto fuzzy de X a toda
aplicacion A : X — [0,1]. Esta nocién elimina, de alguna forma, la fronte-
ra entre los elementos pertenecientes y los no pertenecientes, introduciendo
"borrosidad” en dicha frontera. La apariciéon de este concepto estd motivada
por la gran cantidad de situaciones reales en las que los objetos no tienen
un criterio totalmente definido de pertenencia. La unién e interseccién de
una familia de conjuntos fuzzy de X, se define como el supremo e infimo,

respectivamente, de la familia de funciones.

Uno de los primeros campos fuzzy que aparece en la Matematica fue el

de la Topologia Fuzzy, iniciada por C. L. Chang en 1968 [8]. Para Chang,
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una topologia 7 en X es una familia de conjuntos fuzzy de X cerrada para
uniones cualesquiera, y para intersecciones finitas, que contiene las funciones
constantes 0 y 1. Aunque éste es el concepto mayormente utilizado por los
autores que posteriormente han desarrollado la teoria, no es el tnico. Asi, en
1976, R. Lowen [37], [36], exige ademés que T contenga todas las funciones
constantes; a esta topologia en [53] se la denomina laminada. En consecuen-
cia, la topologia laminada no constituye una generalizaciéon de la topologia,
en sentido clasico, a diferencia de la de Chang. Por otra parte, Goguen [18] y
Hutton [31], generalizan la nocion de Chang reemplazando el rango I = [0, 1]
de los conjuntos fuzzy, por un reticulo complementado L, dando lugar al

concepto de L-topologia.

En los anteriores casos los miembros de 7, que se denominan abiertos,
carecen de graduacion. Esta situacion cambia en la estructura topolégica
fuzzy que define A. Sostak [52], para el cual una topologia fuzzy es una
aplicacion o : IX — I, que verifica ciertos axiomas. A la misma nocion, tras
ligeras modificaciones, [9], [29], llegaron Hazra et al., denominando gradua-

ciéon de abiertos a la aplicacién o.

K. Atanassov [4], [3], [5] ha introducido el concepto de conjunto intuicio-
nista, que generaliza el de conjunto fuzzy y que ha sido usado por D. Coker
[10] para definir el concepto de espacio topoldgico intuicionista, como una

generalizacién del concepto de topologia fuzzy debido a Chang.

Recientemente, J. H. Park [45] ha introducido y estudiado una nocién de
espacio meétrico fuzzy intuicionista usando la idea de conjunto fuzzy intui-
cionista debido a Atanassov. En [25] los autores demostraron que para cada
espacio métrico fuzzy intuicionista (X, M, N, *, {), la topologia generada por
la métrica fuzzy intuicionista (M, N) coincide con la topologia generada por

la métrica fuzzy M, y por lo tanto, el estudio del espacio (X, M, N, x, ) se
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reduce al estudio del espacio métrico fuzzy (X, M, *).

Uno de los problemas més importantes de la Topologia Fuzzy es obtener
un concepto apropiado de espacio métrico fuzzy. Recordemos que el estudio
de los espacios métricos se basa en la nocién de distancia entre puntos, pero
en muchas ocasiones reales, esta distancia no puede determinarse con exacti-
tud. Este problema, que pertence al ambito fuzzy, habia sido anteriormente
abordado por la teoria de la probabilidad. En efecto, en 1942, K. Menger
introdujo los llamados espacios métricos probabilisticos, donde si d(x,y) es
la distancia entre los puntos z e y, entonces la funcién de distribucion Fy,(t)
representa la probabilidad de que la distancia entre x e y sea menor que t.
Posteriormente, Schweizer y Sklar, continuaron el desarrollo de estos espacios
y, recientemente han sido muchos los trabajos aportados en este sentido [6],
[43], [44], [47], [51], [54], etc.

Como ya hemos visto, la nocién de Topologia Fuzzy ha sido tratada desde
diversos puntos de vista, lo cual es casi una constante en cuantos conceptos
fuzzy se definen. En lo que respecta a las métricas fuzzy, también han sido
numerosos autores los que han abordado este concepto de distintas maneras,
que nosotros, simplificando, dividimos en dos grandes grupos. El primero esta
formado por aquellos trabajos en los cuales una (pseudo-) métrica en X es
tratada como una funciéon d : 2xQ — R con Q C IX (I = [0, 1]) satisfaciendo
algunos axiomas andlogos al caso clasico. Entre éstos podemos destacar los
trabajos de Deng Zi-ke [57], Erceg [13], Hu [30], y Artico y Moresco [1].
Los principales problemas de interés en esta linea son: de qué manera una
meétrica fuzzy induce una (quasi-) uniformidad fuzzy (en el sentido de [32])
y una topologia fuzzy [13], [57], [30]; criterios de (pseudo-) metrizacion [12],
[13], [30]; propiedades de separacion en espacios métricos [13], [1], [30], [58]
y propiedades de completacionn y acotacion [1], [57]. En el segundo grupo

incluimos aquellos articulos en los cuales la distancia entre objetos es fuzzy.
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Los més relevantes en esta direccion son los debidos a Kaleva y Seikkala [33],
Eklund y Gahler [11], y Kramosil y Michalek [35]. El concepto de métrica
fuzzy objeto de nuestro estudio es el debido a George y Veeramani [14], [16],
que constituye una modificacién del concepto de métrica fuzzy introducida

por Kramosil y Michalek.

Kramosil y Michalek [35] definieron originalmente el concepto de espacio
meétrico fuzzy, que aparece ligeramente modificado en [20] y [14], de la siguien-
te forma. Se llama espacio métrico fuzzy de Kramosil y Michalek (KM-espacio
meétrico fuzzy) a una terna (X, M, *) donde X es un conjunto arbitrario, *
es una t-norma continua y M es un conjunto fuzzy en X x X X [0, 4o00[ que

satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera z,y,z € X y t,s > 0:
(KM1) M(z,y,0) =0
(KM2) M(z,y,t) =1 paratodot>0siysoélosiz=y
(KM3) M(z,y,t) = M(y,x,t)
(KM4) M(z,y,t) « M(y,z,8) < M(x,z,t+ s)
(KM5) M(z,y,-) : [0,400[— [0, 1] es continua por la izquierda

George y Veeramani [14], [16] modificaron los anteriores axiomas exigien-
do que M fuera positiva y continua respecto de ¢, y reemplazaron (K M?2)

por
M(z,y,t) =1siysolosiz=y.
De esta manera es obvio que toda métrica fuzzy sobre X en el sentido de

George y Veeramani lo es en el sentido de Kramosil y Michalek con tal de

extenderla definiendo M(z,y,0) = 0 para todo x,y € X. A partir de M
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los autores dedujeron una topologia 73 sobre X que era Hausdorff y ademas
cumple el Primer Axioma de Numerabilidad. A partir de una métrica d sobre
un conjunto X los autores definieron (Proposicion 1.2.5) la métrica fuzzy My

sobre X dada por

My(z,y,t) = tTdz.y)

a la cual denominaron estandar, y verifica que la topologia deducida de My
coincide con la definida por d, con lo que todo espacio metrizable resulta ser
fuzzy metrizable en el sentido obvio. Por otra parte, dichos autores modifica-
ron la nocién de sucesién de Cauchy introducida por Grabiec en el contexto
de los espacios métricos fuzzy de Kramosil y Michalek, puesto que probaron
que el espacio métrico fuzzy estandar deducido del espacio métrico usual no
resultaba ser completo en el sentido de Grabiec [20]. Con esta nueva defi-
nicién los autores probaron que dicho espacio es completo. Finalmente, los
profesores Gregori y Romaguera [21] y los propios autores George y Veera-
mani [15], [17] han proseguido el estudio de dichos espacios. En [22], Gregori
y Romaguera demostraron que la clase de espacios topolégicos que son fuzzy
metrizables coinciden con la clase de espacios topolégicos metrizables. Este
resultado permite reenunciar algunos teoremas clasicos sobre métricas com-
pletables y métricas (pre) compactas en el ambito de los espacios métricos
fuzzy [21]. Sin embargo, la teoria de la completacion de métricas fuzzy es, en
este contexto, muy diferente a la teoria clasica de completacién de métricas:
en efecto, existen espacios métricos fuzzy que no son completables (Ejemplo
2 de [22] y Ejemplo 2 de [23]). En el Teorema 1 de [23] Gregori y Romaguera

dieron una caracterizaciéon de espacios métricos fuzzy completables.

Trabajos recientes han demostrado que las métricas fuzzy son interesan-
tes para problemas de ingenieria y tutiles en variedad de aplicaciones, en
particular, en el filtrado de imégenes. Esto se debe principalmente a dos ven-

tajas proporcionadas por las métricas fuzzy frente a las métricas clasicas: en
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primer lugar, los valores dados por las métricas fuzzy estdn en el intervalo
10,1], independientemente de la naturaleza del concepto de distancia que se
mida. Esto hace que diferentes criterios de distancia que inicialmente puedan
estar en rangos muy distintos, sean faciles de combinar, ya que las métricas
fuzzy los llevan a un rango comin. De esta manera, la combinacién de varios
criterios de distancia se puede hacer practicamente de manera directa. En
segundo lugar, las métricas fuzzy casan perfectamente con el empleo de otras
técnicas fuzzy, ya que el valor dado por una métrica fuzzy puede ser empleado
directamente, o interpretado, como un grado de cercania. Esto hace posible
incluir las métricas fuzzy, como parte de otros sistemas fuzzy complejos. Re-
cientemente, las métricas fuzzy, se han aplicado al filtrado de imagenes en
color proporcionando mejoras en algunos filtros al reemplazar las métricas
clasicas [39], [40], [7], [41] y [42]. Lamentablemente, s6lo unos pocos ejemplos
de métricas fuzzy se encuentran en los articulos relativos a este tema, y por
esta razon, en ocasiones, ciertas propiedades de métricas fuzzy que no han

sido todavia establecidas, tampoco han podido ser refutadas.

En este trabajo hemos continuado con el estudio de algunos aspectos de
los espacios métricos fuzzy en el sentido de George y Veeramani, aportando
nuevos ejemplos y propiedades de estos espacios. Aunque cada uno de los
capitulos que forman el trabajo van precedidos de una pequena introduccion,
vamos a analizar a continuacion los conceptos y resultados mas relevantes que

hemos obtenido en cada uno de ellos.

El capitulo 1 contiene los conceptos béasicos que se necesitan para la com-
prension del resto de la obra, a modo preliminar. Empezamos introduciendo
la nocion de meétrica fuzzy M sobre un conjunto X (Definicion 1.2.2) de
George y Veeramani, que es la tinica que se utilizara en toda la obra bajo el
término de métrica fuzzy, y se definen términos relativos a dicho concepto.

Después se describe la topologia 7p; sobre X que se deduce de M. En la
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Proposiciéon 1.2.13 se hace notar el buen comportamiento de la métrica fuzzy
estandar My, en relacién con los conceptos analogos del caso métrico. Intro-
ducido el término de sucesion de Cauchy (Definicion 1.2.9), y los referentes a
él, completitud y completacion, se describen algunos resultados interesantes,
entre ellos (Corolario 1.2.22) el que afirma que un espacio topoldgico es com-
pletamente metrizable si y s6lo si es completamente fuzzy metrizable, en su
sentido obvio. También se recuerda el concepto de isometria entre espacios
métricos fuzzy, en el que los autores fundamentan después su teoria de com-
pletacion de espacios métricos fuzzy [22] y [23]. Las métricas fuzzy que no
dependen del parametro real ¢ se denominan estacionarias (Definicion 1.2.28)
y tendran un papel importante en capitulos posteriores. El capitulo concluye
recordando las 3 t-normas continuas més utilizadas en el trabajo (la minimo,
el producto usual y la de Lukasievicz, denotada por £), y alguna relacion

entre ellas.

Tener variados ejemplos de métricas fuzzy es interesante para desarrollar
la teoria de los espacios métricos fuzzy, y también para que puedan ser aplica-
dos en el &mbito de la ingenieria. En el capitulo 2 aportamos nuevos ejemplos
de métricas fuzzy que clasificamos a lo largo de las Secciones 2.2 - 2.9, que
han sido denominadas atendiendo a la manera en que han sido definidas. Las
métricas fuzzy habituales en la literatura sobre el tema, resultan ser casos
particulares de las expuestas en el capitulo. En la Secciéon 2.10 tratamos la
extension de una métrica fuzzy desde dos puntos de vista distintos. El primer
método (Proposicion 2.10.1) permite extender a H U K, donde H y K son
conjuntos no disjuntos, y en los que estdn definidas dos métricas fuzzy My y
My coincidentes en H N K, una métrica fuzzy M que coincide con My en H
y con Mg en K, es decir, M|y = My y M|x = Mg. El segundo, basado en
el concepto de isometria (fuzzy) permite transportar la métrica fuzzy de un

espacio a otro que estaba desprovisto de métrica fuzzy (Proposicion 2.10.4)
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Como es sabido, las métricas fuzzy incluyen en su definiciéon un pardmetro
t, lo cual permite introducir nuevos conceptos (en métricas fuzzy) con respec-
to a los conceptos de métricas clasicas. En este sentido, en [38], Mihet modi-
fico la definiciéon de convergencia y obtuvo un concepto mas general llamado
p-convergencia. (Una sucesion {z,}, oy en (X, M, *) se llama punto conver-
gente o p-convergente a xg € X si h;m Mz, x0,t9) = 1 para algtan ty > 0).
En el capitulo 3 se caracterizan lgs :s);pacios métricos fuzzy, que llamamos
principales, donde ambos conceptos, convergencia y p-convergencia, coinci-
den. (Un espacio métrico fuzzy (X, M, *) es principal si { B(z,r,t) : r €]0,1[}
es una base local de € X, para cada x € X y t > 0). La mayoria de las mé-
tricas fuzzy conocidas en la literatura existente sobre el tema son principales.
En la Seccion 3.2 del capitulo 3, siguiendo las sugerencias que el autor nos da
en |38], se introduce el concepto de p-sucesion de Cauchy (Definicion 3.2.13)
y se muestra que las p-sucesiones de Cauchy y las sucesiones de Cauchy
son dos conceptos diferentes, incluso en espacios métricos fuzzy principales
(Ejemplo 3.2.18). Se dan ademés algunos ejemplos ilustrativos, incluyendo un
espacio métrico fuzzy no principal, que no es completable (Ejemplo 3.2.12).

(El contenido de esta seccion ha sido publicado en [26]).

En [28], Gregori y Sapena introdujeron las aplicaciones t-uniformemente
continuas que fueron estudiadas mas tarde en [24]. En la Seccion 3.3 del capi-
tulo 3 se revisa el concepto de continuidad entre espacios métricos fuzzy y se
define y estudia el concepto de aplicacion t-continua (acorde con el concep-
to de t-uniformemente continua), que es un concepto proximo al de aplica-
cion continua. (Una aplicacion entre espacios métricos fuzzy f: (X, M) —
(Y, N) es t-continua en xy € X si dados € €]0,1[ y t > 0 existe ¢ €]0,1[ tal
que si M (xg,z,t) > 1— 0, entonces N(f(xg), f(x),t) > 1—¢). Es obvio que,
si una aplicacion f es t-continua en un punto xy entonces es continua en xg,

pero el reciproco es falso en general, como podemos ver en el Ejemplo 3.3.4.
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No obstante, demostraremos (Proposicion 3.3.6) que si el espacio métrico
fuzzy de partida de una aplicaciéon f continua en xg es principal, entonces f
es t-continua en xy. En particular, si el espacio de partida es My (la métrica
fuzzy estandar) toda aplicacion t-continua en un punto zp es continua en x,
pues My es principal (Corolario 3.3.7). (El contenido de esta seccion ha sido
publicado en [27]).

En la primera parte del capitulo 4 se analizan algunos aspectos de una
clase de métricas fuzzy que llamamos fuertes, las cuales se obtiene mediante
la inclusiéon de una nueva condicién para este tipo de métricas fuzzy. Se
dice que la métrica fuzzy (M,x*) es una meétrica fuzzy fuerte si para cada

z,y,z2 € X yt >0 cumple que

M(z,z,t) > M(z,y,t) * M(y, z,t).

A toda métrica fuzzy M se le asocia una familia {M; : ¢ > 0} de mé-
tricas fuzzy estacionarias y caracterizamos cuidndo una familia arbitraria
{M; :t > 0} de métricas fuzzy estacionarias define una métrica fuzzy fuerte
a través de la expresion M(z,y,t) = M(x,y), Vo,y € X, t > 0. Se obtiene
que una métrica fuzzy fuerte M es completa si y s6lo si M; es completa para
todo t > 0 (Corolario 4.2.10). Después, en la segunda parte del capitulo 4
se estudia el comportamiento de cierto tipo de métricas fuzzy que denomi-
namos integras. (Decimos que una t-norma continua * es integra si cumple
que a * b # 0 siempre que a,b # 0). Después demostramos que las métri-
cas fuzzy estacionarias integras son completables (Corolario 4.2.15), y que si
(X, M, %) es un espacio métrico fuzzy fuerte completable, entonces también
lo es (X, My, *) para todo t > 0 (Teorema 4.2.18), siendo falso el reciproco
(Ejemplo 4.2.19).

En el capitulo 5, estudiamos una aplicaciéon de métricas fuzzy para fil-
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trado de imégenes en color. El problema consiste en sustituir los pixeles
defectuosos (o ruidosos) de la imagen de entrada, por otros libres de ruido.
En el proceso de selecciéon de los pixeles libres de ruido, comunmente se uti-
lizan distancias clasicas. En una primera aplicacién, proponemos reemplazar
estas distancias clasicas por métricas fuzzy que son casos particulares de al-
gunas de las estudiadas en el Capitulo 2 y estudiamos las mejoras obtenidas
con este reemplazamiento. En la segunda aplicaciéon empleamos una métrica
fuzzy que combina dos criterios de distancia, que son, la similitud del color y
la proximidad espacial. Estudiaremos cémo esta métrica combinada implica

mejoras significativas en la calidad de las imagenes filtradas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

Este capitulo contiene los conceptos béasicos que se necesitan para la com-
prension del resto de la obra, asi como algunos resultados interesantes que se

han obtenido por otros autores, relativos a los conceptos tratados.

Al principio establecemos el concepto de espacio métrico fuzzy, objeto
de nuestro estudio, que es el debido a George y Veeramani, en la Definicién
1.2.2, y presentamos la métrica fuzzy estandar (Mg, -) que se obtiene a través

de una métrica d sobre X y que viene definida por

My(z,y,t) = m

George y Veeramani en [14] probaron que toda métrica fuzzy M en X

genera una topologia a7 en X que tiene como base la familia de bolas abiertas

15
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con centro x, radio r y parametro ¢,
{Bu(z,r,t):ze X,0<r<1,t>0}

donde
BM(.%',T,t) = {yeX:M(x,y,t) > 1—7“}.

Ademés demostraron que (X, 7p7) es un espacio Hausdorff que verifica el
Primer Axioma de Numerabilidad. En las Definiciones 1.2.9 y 1.2.10 podemos
ver los conceptos de sucesion de Cauchy en un espacio métrico fuzzy y de

espacio métrico fuzzy completo.

La Proposicién 1.2.13 muestra el buen comportamiento de la métrica fuzzy
estandar respecto los conceptos métricos fuzzy que se establecen y los corres-
pondientes conceptos cléasicos. (Este buen comportamiento de la métrica fuzzy
estandar veremos en lo sucesivo que es una constante, en cuantos conceptos
interviene). En particular la topologia 7y, deducida de My y la deducida de
la métrica d coinciden; también las sucesiones de Cauchy que lo son para My

lo son para d, y reciprocamente.

Los profesores Gregori y Romaguera demostraron que la clase de los espa-
cios topoldgicos metrizables coincide con la clase de los espacios topologicos
fuzzy metrizables (Definicion 1.2.16). Los resultados se pueden ver estable-

cidos en el Teorema 1.2.17 y en el Corolario 1.2.18.

En la Definicion 1.2.24 mostramos el concepto de isometria entre espacios
métricos fuzzy que utilizaremos més adelante para el tratamiento de la com-
pletaciéon de espacios métricos fuzzy. En la Definicion 1.2.28 podemos ver
el concepto de espacio métrico fuzzy estacionario, caracterizado porque su
métrica fuzzy no depende del parametro t. Ambos conceptos los presentaron

Gregori y Romaguera en [22] y [23] respectivamente.
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Para finalizar este capitulo de preliminares, vemos las 3 t-normas conti-
nuas que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo y que son las més comun-
mente usadas en la logica fuzzy, y damos a conocer una serie de propiedades
que nos serdn de utilidad mas adelante. Dichas t-normas son la t-norma del
minimo, el producto usual y la t-norma de Lukasievicz, que denotaremos por

A, -y £, respectivamente.

1.2. Espacios métricos fuzzy de George y Veerama-

ni
Definiciéon 1.2.1. Una operacion binaria * : [0,1] x [0,1] — [0,1] se dice
que es una t-norma continua si satisface las siguientes condiciones:
(i) * es continua, asociativa y conmutativa
(1) a x 1 = a para todo a € [0, 1]

(11i) axb < cxd siempre que a <cyb<d a,b,c,de|0,1]

Definicion 1.2.2. Un espacio métrico fuzzy, en el sentido de George y Vee-
ramani [14], es una terna (X, M,*) donde X es un conjunto no vacio, * es
una t-norma continua y M es un conjunto fuzzy de X x X x]0,+o00| (es decir,
M es una aplicacion de dicho conjunto con valores en el intervalo [0,1]) que

satisface las siguientes condiciones, para cualesquiera x,y,z € X, t,s > 0:
(GV1) M(z,y,t) >0

(GV2) M(x,y,t) =1 siy sdlo six=y
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(GV3) M(z,y,t) = M(y,z,t)
(GV]) M(z,y,t) * M(y,z,8) < M(x,z,t+s)

(GV5) M(z,y,—) :]0,4+00[—]0,1] es continua

A partir de ahora denominaremos M, (t) a la funcion del axioma (GV'5)
y por tanto para cualquier z,y € X se tiene que My, (t) = M(x,y,t) es una

funcién continua respecto de t.
El axioma (GV2) es equivalente a las siguientes dos condiciones:
(GV2) M(x,y,t) =1, para algin ¢ > 0 implica z = y.
(GV2)" M(x,z,t) =1 para todo t > 0.

Si (X, M, %) es un espacio métrico fuzzy, diremos que (M, x) es una métri-
ca fuzzy sobre X. También diremos que (X, M) es un espacio métrico fuzzy
o M es una meétrica sobre X. En ocasiones, diremos que X es un espacio
meétrico fuzzy, si no existe lugar a confusion. Notar que la condicion (GV'4)
es una version fuzzy de la desigualdad triangular. Los valores M (x,y,t) se
consideran como el grado de cercania de z a y con respecto a t y por el axio-
ma (GV2) podemos relacionar los valores 0 y 1 de una métrica fuzzy con las

nociones de oo y 0 de una métrica clasica, respectivamente.

En ocasiones, sin mencién explicita, utilizaremos los siguientes resultados
que fueron dados en [14] para un espacio métrico fuzzy (X, M, %), y una t-

norma continua *, respectivamente.

Proposicién 1.2.3. La funcion M (x,y, —) = Myy(t) es no decreciente, para

todo x,y € X.
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Por la continuidad de * se puede probar el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.4. Sea * una t-norma continua, entonces:
(1) Dado r €]0, 1] existe s €]0, 1] tal que s* s>

(ii) Dados r,s €]0,1[ con r > s existe t €]0,1[ tal que rxt > s

Proposicion 1.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos axb = ab,
para cualesquiera a,b € [0,1], sea My la funcidn definida en el conjunto
X x X x]0,+o0[ de la siguiente forma:

Mgy(z,y,t) = T dy)

Entonces (X, My, *) es un espacio métrico fuzzy.
Definicion 1.2.6. La anterior métrica fuzzy My, inducida por la métrica

d, se denomina estindar y a (X, Mgy, *) se le llama espacio métrico fuzzy

estindar (asociado al espacio métrico (X,d)).

Nota 1.2.7. En el caso en que d sea la métrica euclidea de R, a My se le

denominard métrica fuzzy euclidea de R.

Nota 1.2.8. George y Veeramani demostraron en [14] que toda métrica fuzzy
M en X genera una topologia Tar en X que tiene como base la familia de

bolas abiertas con centro x, radio r y pardmetro t,
{By(z,r,t):ze X,0<r<1,t>0}

donde
By(z,rt) ={ye X : M(z,y,t) >1—r}

Cuando no haya posibilidad de confusion, escribiremos B(z,r,t) en lugar
de Bys(z, 7, t).
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Los autores demostraron [14] que (X, 7p) es un espacio de Hausdorff que

verifica el Primer Axioma de Numerabilidad.

Definicion 1.2.9. [14] Una sucesion {x,}, oy en un espacio métrico fuzzy
(X, M, *) se dice que es de Cauchy si para cada ¢ >0 yt >0, existe ng € N

tal que M(xy, xpm,t) > 1 — ¢, para cualesquiera n,m > nyg.

En ciertos contextos resulta comodo decir que {z,},y es M-Cauchy, y

en ocasiones asi lo haremos nosotros, en vez de decir que es de Cauchy en
(X, M).

Definicion 1.2.10. Un espacio métrico fuzzy (X, M, *) en el que toda suce-
sion de Cauchy converge se dice que es un espacio métrico fuzzy completo, y

en tal caso diremos que M es una métrica fuzzy completa en X.

Definicion 1.2.11. Un espacio métrico fuzzy (X, M,*) es compacto si el

espacio topoldgico (X, Trr) es compacto.

Definicion 1.2.12. [1}] Sea (M, *) una métrica fuzzy en un conjunto X.
Diremos que X es F-acotado si existen r €]0,1[ y ¢ > 0 tal que M (z,y,t) >

1 —r para cualesquiera xr,y € X.

En tal caso también diremos que M es una métrica fuzzy F-acotada en
X.

En cierto sentido puede decirse que el espacio métrico fuzzy estandar
hereda las propiedades del espacio métrico asociado de procedencia. Més

explicitamente se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:

(i) La topologia T(d) generada por la métrica d es la misma que la topo-

logia a1, generada por su respectiva métrica fuzzy estindar asociada M.
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(ii) La sucesion {x,},cy €s una sucesion de d-Cauchy (i.e. es una suce-
sion de Cauchy en el espacio métrico (X,d)) si y sdlo si es una sucesion de

Cauchy en el espacio métrico fuzzy estindar (X, My, *) asociado a d.

(111) Un subconjunto A C X es acotado en el espacio métrico (X, d) siy

sdlo si A es F-acotado en el espacio métrico fuzzy estandar (X, Mg, ).

Teorema 1.2.14. [14] Una sucesion {x,},cy en un espacio métrico fuzzy

(X, M, %) converge a x € X si y solo st lim M(xy,z,t) =1, Vt > o.
n—oo

Es obvio que toda sucesién convergente es de Cauchy.

Proposicion 1.2.15. [16] El espacio métrico (X,d) es completo si y sdlo si

el espacio métrico fuzzy estandar (X, Mg, *) es completo.

Definicion 1.2.16. Un espacio topoldgico (X, T) es fuzzy metrizable si existe

una métrica fuzzy M en X tal que T = 7).

Con esta definicién se tiene, por la Proposiciéon 1.2.13, que todo espacio
topoldgico metrizable es fuzzy metrizable. Ademas, en [21], los autores pro-
baron que también se verifica el reciproco y, en consecuencia, que la clase
de los espacios topoldgicos metrizables coincide con la clase de los espacios

topoldgicos fuzzy metrizables. Los resultados son los siguientes.

Teorema 1.2.17. [21] Sea (X, M,x) un espacio métrico fuzzy. Entonces

(X, 7ar) es un espacio topoldgico metrizable.

En la prueba del resultado anterior, los autores demostraron que la fami-
lia {U, : n € N}, donde U, = {(z,y) € X x X : M(z,y,2) >1 -1} esuna

n

base (numerable) de una uniformidad Uys en X, compatible con la topologia
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deducida de la métrica fuzzy, que, a partir de ahora denominaremos unifor-
midad deducida de (M, x). Como consecuencia de este resultado se obtiene

el siguiente corolario.

Corolario 1.2.18. [21] Un espacio topoldgico es metrizable si y sdlo si es

fuzzy metrizable.

Asi pues queda establecido, que la clase de los espacios topologicos me-
trizables coincide con la clase de los espacios topoldgicos fuzzy metrizables.

Como consecuencia de ello se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.19. [16] Todo espacio métrico fuzzy separable verifica el Se-

gundo Azxioma de Numerabilidad.

Recordemos que un espacio topolégico se dice completamente metrizable
si admite una métrica (compatible) completa. Usaremos una terminologia

anéloga para un espacio fuzzy metrizable.

Definiciéon 1.2.20. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Diremos que (X, T)
es completamente fuzzy metrizable si admite una métrica fuzzy (compatible)

completa.

A continuacion enunciaremos resultados obtenidos en relacion con el con-
cepto de metrizacion fuzzy, que son versiones fuzzy de sus analogos en la

teoria clasica que pueden encontrarse en [12].

Teorema 1.2.21. [21] Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy completo. En-

tonces (X, Tar) es completamente metrizable.

Corolario 1.2.22. [21] Un espacio topoldgico es completamente metrizable

st y sdlo si es completamente fuzzy metrizable.
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Ademiés, es sabido que todo espacio completamente metrizable es de Bai-

re. En consecuencia, por el teorema anterior, se deduce el siguiente corolario.
Corolario 1.2.23. [14] Todo espacio métrico fuzzy completo es de Baire.

Definicion 1.2.24. [22] Sean (X, M,x*) e (Y,N,*) dos espacios métricos

fuzzy. Entonces:

a) Una funcion f de X en'Y se llama isometria si para cada z,y € X y

t>0, M(z,y,t) = N(f(x), f(y),1).

b) (X, M,x) e (Y,N,x) se llaman isométricos si existe una isometria

biyectiva de X en Y.

Definicion 1.2.25. [22] Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy. Una com-
pletacion métrica fuzzy de (X, M,*) es un espacio métrico fuzzy completo

(Y, N, %) tal que (X, M, x*) es isométrico a un subespacio denso de (Y, N,x).

Definicion 1.2.26. Un espacio métrico fuzzy (X, M, *) se llama completable

st admite una completacion métrica fuzzy.

Proposicion 1.2.27. [22] Si un espacio métrico fuzzy (X, M,*) tiene una
completacion métrica fuzzy entonces dicha completacion es unica salvo iso-

meltria.

Si (X*, M*, %) es una completacion métrica fuzzy de (X, M, x*). Aten-
diendo a la proposicion anterior y a la construccion de la completacion [23],
podemos considerar que X C X*, x es x y que M™* estd definida sobre X*
por

M*(xz,y,t) = lim M(xy,yn,t)
n—0o0

para todo z,y,€ X*, t > 0, donde {xn}, cy € {¥n}, ey SON sucesiones en X

que convergen a x e y, respectivamente.
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Definicion 1.2.28. [23] Un espacio métrico fuzzy (X, M,*) se dice que es
estacionario si M no depende de t, es decir, si para cada x,y € X, la funcion
Mgy (t) = M(z,y,t) es constante. También se dice en ocasiones que M es

estactonaria.

Si M satisface los axiomas (GV'1)—(GV4) y no depende de ¢, obviamente

satisface (GV'5) y por lo tanto se trata de una métrica fuzzy estacionaria.

Si (X, M, %) es un espacio métrico fuzzy estacionario, escribiremos M (z,y)
en vez de M (z,y,t) y Bayr(x,€) en vez de Bys(x,e,t) si no da lugar a confu-

sion.

Denotaremos * a una t-norma continua cualquiera. La t-norma minimo
la denotaremos por A, el producto usual por - y la t-norma de Lukasievicz
por £, es decir,

aANb=min{a,b}
a-b=ab

afb=max{a+b—1,0}
Estas 3 t-normas son las mas cominmente usadas en logica fuzzy, satis-

facen las propiedades que enunciamos en la siguiente proposicién y nos seran

de utilidad mas adelante.

Proposicion 1.2.29. Con las notaciones anteriores se satisfacen las siguien-

tes desigualdades:
(i))a £b<a-b<aAb, para todo a,b € [0,1]

(ii) a b < a Ab para cualquier t-norma * (continua) y para todo a,b €

[0, 1].
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En ocasiones también se utilizard el siguiente lema, aunque no se haga

mencion explicita.

Lema 1.2.30. [49] Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Si (M,x*) es una
métrica fuzzy en el conjunto X y * es una t-norma continua de manera que

* < x , entonces (M,*) es una métrica fuzzy en X.

En consecuencia, si (M, A) es una métrica fuzzy sobre X entonces (M, *)

es una métrica fuzzy sobre X para cualquiera que sea la t-norma continua .

En lo que sigue, R, R™ y N, denotaran los conjuntos de los ntiimeros reales,

nimeros reales positivos y nimeros enteros positivos respectivamente.

Nuestras referencias basicas para la topologia general son [34] y [12].
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Capitulo 2

Ejemplos de métricas fuzzy

En todo este capitulo, X denotara un conjunto no vacio y M una funcién

definida sobre X x X x R™ con valores en |0, 1].

2.1. Introduccién

La escasez de ejemplos conocidos de métricas fuzzy ha venido impidiendo
en ocasiones encontrar diferencias significativas entre la teoria de los espacios
métricos y la teoria de los espacios métricos fuzzy, en el sentido de George y
Veeramani, dado que, muchos ejemplos conocidos de métricas fuzzy, venian
deducidos, de alguna manera, de métricas usuales, y ello hacia que sus propie-
dades fueran, en gran parte, heredadas. En este capitulo vamos a presentar
nuevos ejemplos de métricas fuzzy que hemos clasificado segtin el modo en
que han sido obtenidas. La mayoria de las métricas fuzzy existentes son casos

particulares de las que aqui presentamos.

27
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Las Secciones 2.2 - 2.9 han sido denominadas segun la forma en que se
han definido las métricas fuzzy. En cada uno de los ejemplos de métrica fuzzy
(M, *) que presentamos, se establece para cual de las 3 t-normas continuas
que trabajamos (minimo, producto usual y Lukasievicz) resulta ser M mé-
trica fuzzy, y damos un ejemplo que prueba que para otra t-norma, digamos

mayor, (si * no es la t-norma minimo) deja de serlo.

En la Seccién 2.2, presentamos la métrica fuzzy M dada por

(min {f(x), f(1)}* + g(t) )‘*
(maz {f(x), f(y)})* + 9(t)

donde f: X — R es una funcién inyectiva, g : RT — [0, +oo[ una funcién

M) =

continua y creciente y «, 3 > 0, la cual es una generalizaciéon, por ejemplo,

de las métricas fuzzy

] t
mazx {z,y} +1t
' n {r.9)
min{x,y
M(a,y) = 2du)
maz {z,y}

definidas sobre X = RT, que utilizaremos en capitulos sucesivos.

En la Seccién 2.3 vemos algunas métricas fuzzy definidas mediante mé-
tricas clasicas. Entre ellas,

g(t)
g(t) +m-d(z,y)

M(z,y,t) = ,m € R

que es una generalizaciéon de la métrica fuzzy estandar M.

En la Seccién 2.4, consideramos una funcién ¢ : RT™ —]0, 1[ que es conti-

nua y creciente. La funcion M definida por

1, six =y

p(t), siz#y

M(z,y,t) =
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es una métrica fuzzy con la t-norma minimo A sobre X.
Como caso particular, si p(t) = k, donde k €]0, 1], se obtiene

1, six=y

k, six#y

M(z,y,t) =

que es una métrica fuzzy que denominados discreta. La topologia asociada a

dicha métrica es la topologia discreta.

En la Seccion 2.5, las métricas las definimos mediante funciones simé-

tricas. Un ejemplo de este tipo lo damos utilizando la funciéon (simétrica)

2

F(z,y) = cos? x —sen? y, que como veremos es métrica fuzzy para la t-norma

£ de Lukasievicz pero no lo es para la t-norma producto.

En la Seccién 2.6, las métricas estdn definidas a partir de un par de
funciones que cumplen alguna determinada condicién. Una métrica de este

tipo es la de la Proposicion 2.6.1, que podemos ver a continuacion.
Sean g,h : X —]0, 1] funciones tales que
sup{g(z) :z € X} <inf{h(z):z € X}
de manera que (¢ + h)(z) = c. Definimos la funcion M por

1, six =y
h(z) —g(y), sixz#y

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy sobre X.

En la Seccién 2.7 nos encontramos con métricas fuzzy definidas mediante

t-normas continuas. Un caso de éstas se puede ver en la Proposiciéon 2.7.1 y
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como caso particular obtenemos que

1, six =y

sen x - seny, six #y

es una meétrica fuzzy para el producto usual sobre X =0, 7[.

En la Seccién 2.8 las métricas fuzzy que nos encontramos se definen a
partir de otras métricas fuzzy. Asi, por ejemplo, obtenemos la métrica (M, -)
de la Proposicién 2.8.5, dada por

h(t)
h(t) +1— N(z,y,t)

M(z,y,t) =

donde h : RT — R* es una funcién continua y creciente y N una métrica

fuzzy para el producto.

En la Seccién 2.9, las métricas fuzzy estan definidas atendiendo a una
particion de X. El valor de la funciéon M depende de la localizacion de los
puntos en la particién hecha sobre el conjunto X. Podemos ver una métrica
de éstas en la Proposicion 2.9.1 donde la métrica (M, *) sobre X viene dada
por

N(z,y,t siz,ye Adx,ye B
M(z.y.1) = (@,y,1), Y Y
N(z,y,t) *p(t), en otro caso
donde ¢ : Rt —]0, 1] es una funcién continua y creciente, (NN, *) una métrica
fuzzy sobre X y X = AU B, con AN B = ¢.

Finalmente, en la Seccién 2.10 vemos como extender una métrica fuzzy de
dos formas distintas. La primera forma, que podemos ver en la Proposicién
2.10.1, permite extender a H U K, donde H y K son conjuntos no disjuntos,
v en los que estan definidas dos métricas fuzzy My y Mk, respectivamente,

coincidentes en H N K, una métrica fuzzy M que coincide con My en H
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y con Mg en K, es decir, M|g = My y M|x = Mg. Como aplicacion a
este método, tenemos los Ejemplos 2.10.2 y 2.10.3. La segunda forma, esté
basada en el concepto de isometria (fuzzy), que nos permite transportar la
métrica fuzzy de un espacio a otro que estaba desprovisto de métrica fuzzy

(Proposicion 2.10.4). Como aplicacion, tenemos que

min {e”, eV}
N(z,y) = —F——=
max {e*,e¥}
es una métrica fuzzy estacionaria sobre R, al considerar como t-norma el

producto usual, y la topologia 7y es la usual de R.

En este capitulo, X denotard un conjunto no vacio y M un conjunto fuzzy
de X x X x RT,

2.2. Generalizaciéon de métricas fuzzy conocidas

Proposicién 2.2.1. Sea f : X — RY una funcion inyectiva y sea g : RT —

[0, +00[ una funcidn continua y creciente. Fijados o, 3 > 0, definimos M por
(min {f(z), f(5)})* + g(t) )‘*

(maz {f(x), f(y)})* + g(t)

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.

M(z,y,t) = ( (2.1)

Demostracion.
(GV'1) Es obvio que M(x,y,t) > 0 para todo z,y € X, ¢t > 0.

(GV2) Veamos que M(x,y,t) =1 < x =y. En efecto:

(min {/(2), F)D* +9(0)\* _
<<max @, fw))e + g<t>> -le
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& min{f(z), f(y)} = max {f(2), f(y)} & f(x) = fly) &z =y

(GV3) Es obvio que M(x,y,t) = M(y,z,t).
(GV4) Veamos que se verifica M (z,y,t) - M(y,z,s) < M(z,z,t+ s)

Supongamos que f(z) < f(z). Podemos distinguir tres casos:

Pues bien, si ponemos

f@)* +g(t+ s))ﬂ . <f(y)a +g(t+ s))ﬂ

M(:C,Z,t-f-S): <f(y)a+g(t_|_3) f(z)a—l—g(t—i-s)

es facil ver que en los tres casos se cumple la desigualdad
M(x7 z? t —"_ 8) Z M(x7 y7 t) : M(y7 Z? 8)

ya que g es creciente. En efecto:
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:M(Cﬂ,y,t) 'M(y,Z,S)

La prueba es similar en el caso f(z) > f(2). O

Nota 2.2.2. Es fdcil demostrar que para r €]0,1[ y t > 0, las bolas abiertas

vienen dadas por

Q=

Bla,r.t) = {y € X : ((/*(@) +9@0)(1 = )5 —g(1)" <

fz) +9() 1

fly) < ( T —g(t))=}
(1—r)B
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Los siguientes tres ejemplos son casos particulares de la anterior propo-

sicion.
(A) Si tomamos en (2.1) f(z) =z, g(t) =t, a =1y [ = 1, entonces
como caso particular se tiene que

min{x,y} +1

M t) =
(xvyv) max{x,y}—i—t

es una métrica fuzzy sobre X = RT.

Es facil demostrar que la topologia sobre X deducida de M coincide con

la topologia usual de R restringida a R*. En efecto:

t
B(z,rt)={ye X : M(z,y,t) >1—r}= x—r(x—i—t),ﬁt?;
ya que:
Sixz <y,
t
Myt =2l sl roatt>1-r)y+t) o
y+t
- <x+t t_:c+rt
4 1—7r C1l-r
Siy <z,
y+t

M(x,y,t):x—_i_t>1—r<:>y+t>(1—r)(x+t)<:>y>x—r(x+t)

Luego las bolas son intervalos abiertos que pueden hacerse tan peque-
nos como se desee y por lo tanto la topologia asociada a esta métrica es la
topologia usual dado que para cualquier z € X y § > 0, el intervalo de la

forma |x — &, x + [ contiene alguna bola abierta B(z,r,t), y reciprocamente,
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toda bola B(z,r,t) con r €]0,1[ y t > 0, contiene algin intervalo de la forma

lz — 6,2+ 9.

(B) Tomamos X = N y elegimos en (2.1) f(z) =z, z € X, g(t) = 0,
t >0, « = = 1. Entonces se obtiene la métrica fuzzy estacionaria (M, -)
sobre X, [14], donde M viene dada por

min {z, y}

M(z,y) = max {z,y}

(2.2)

Observar que el elemento més cercano, respecto de M, an € X, es siempre

n—+ 1.

En este caso, la topologia 73; es la topologia discreta, ya que para cada

n

n € X, si tomamos 0 <r <1— 25,

se tiene que B(n,r,t) = {n}.

(C) Tomamos X =] — k,+oo| (k > 0), y elegimos en (2.1) f(z) = =,
x € X, g(t) = k, para todo t > 0, siendo £k > 0y o = § = 1. Entonces se
obtiene la métrica fuzzy estacionaria (M, ) sobre X, [40], donde M viene

dada por
min{x,y} + k

M —
(z,4) max{z,y} +k

(2.3)

Obsérvese que (M, A) no es una métrica fuzzy. En efecto, basta tomar = = 0,

y =10y 2z =1y se tiene

k k 1+k
= ) _ = ) .
M(z, 2) 0k < mm{1 210 k} min {M(x,y), M(y, z)}

Veamos la topologia en X que se deduce de M.
B(z,rt)={y€ X,y <z : M(z,y) >1—-7r}U

U{fye X,y >z: M(z,y) >1—r}=
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—k
:{yEX:y>x—r(x+k)}U{y€X:y<xl_:}:

:]x—r(x—i-k:),w[

1—r

Vemos que las bolas son intervalos abiertos que pueden hacerse tan peque-
nos como se desee y, por lo tanto la topologia, como en el caso (A), coincide

con la topologia usual de R restringida a | — k, +o0].

2.3. Meétricas fuzzy definidas mediante métricas

En los siguientes dos ejemplos g : Rt — RT serd una funcién continua, y

creciente y d serd una meétrica sobre X.

Proposicion 2.3.1. Sea m € R*. Definimos la funcion M por

_ 9(t)
MWD = 5 dGe ) 24

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.
Demostracion.
Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Sean x,y,z € X, t > 0. Veamos que
M(z,z,t +5) > M(z,y,t) - M(y,2,s).

Para ello vamos a ver que

(1) M(z,z,t) = M(x,y,t) - M(y,z,t) y que
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(2) M es creciente.

Para ver (1) hemos de probar que

g(t) g9(t) g9(t)

o) Tm-d@,2) = g&) tm-d@y) o) +m-dy,2)

que es lo mismo que probar que

(g(t) +m-d(z,y)) - (g(t) + m-d(y,z)) > (g(t) +m - d(z,2)) - g(t).

Pues bien

(9(t) +m-d(z,y)) - (g9(t) + m - d(y,z)) =
= g(t)* + g(t) -m - d(z,y) + g(t) - m - dly, z) +m* - d(z,y) - d(y, z) =
= g(t)” + g(t) - m(d(z,y) + d(y, 2)) +m” - d(z,y) - d(y, z) >
> g(t)* +g(t) -m - d(z, z) +m? - d(z,y) - d(y, z) >

> g(t)® + g(tym - d(z,2) = g(t) - (g(t) + md(z, 2))

Para probar (2), sean z,y € X y t,s > 0. Veamos que
M(z,y,t+s) > M(z,y,t).
Es evidente que
gt +s)-m-d(z,y) = g(t) -m-d(z,y)
pues g es creciente. Por lo tanto
g(t) - g(t+s) +g(t +s)-m-d(z,y) = g(t) - g(t + s) + g(t)m - d(z,y) =

= (9(t) +m - d(z,y)g(t + s) = g(t)(g(t + s) + m - d(z,y)) =

g(t+s) g(t)
gt +s)+m-d(x,y) — gt)+m-d(x,y)

>
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Asi, de (1) y (2) se tiene que para z,y,x € X, t,s >0
M($,Z,t+8) > M(fE,y,t+8)’M(y,Z,t+S) > M(xzyzt) 'M(y,Z,S)

O

Como caso particular, si elegimos g(t) = t", con n € Ny m = 1, entonces

obtenemos
tn

T+ d(z,y)

y asi (M, A) es una métrica fuzzy sobre X como podemos ver en [49]. En

M(z,y,t) (2.5)

particular, para n = 1, tenemos

¢
(@.3,1) t+d(z,y)

conocida como la métrica fuzzy estandar. La topologia sobre X deducida
de la métrica fuzzy estdndar coincide con la topologia asociada a la métrica

d, es decir, Ty = 7(d).

Por otra parte, si en la ecuacion (2.4) g(t) es una funcion constante, es
decir, g(t) = k > 0, y m = 1, obtenemos

M(z,y,t) = ————

y asi (M,-) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X pero, en general
(M, A) no lo es. Para verificarlo, basta tomar X =R, d(z,y) = |z —y|, z = 1,
y = 10 y z = 100. Asi tenemos que M(x,z) < min{M(z,y), M(y,z)} en

contradiccion con (GV4).

Proposicion 2.3.2. Definimos la funcion M por

M(z,y,t) = e o® (2.6)

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.
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Demostracion.
Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Sean z,y, z € X. Veamos que

M(z,z,t +5) > M(z,y,t) - M(y,2,s).

Por la desigualdad triangular de d tenemos que d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2).

Luego
g(t+s)

g(s)
(ya que g(gt(J;)s) > 1 pues g es creciente), por tanto

d(@,z) _ d@,y)  dy,2)
glt+s) = g(t) 9(s)

d(y, z)

en consecuencia
d(x,z) d(z,y) d(y,z)
esltts) < e 9@ .e 9(s)

y por lo tanto
_ d(=,2) _d(z,y) _d(y,z)
e 9tts) > e 9(t) . 9@

y asi tenemos probado que M(x,z,t + s) > M(xz,y,t) - M(y, z,s). O

Nota 2.3.3. En este caso, para cada v € X, r €|0,1[ y t > 0, es fdicil

demostrar que B(z,r,t) = Br(z) donde R = g(t)In . Como consecuencia,
1

R
eg(t)

para cada v € X y R > 0 tenemos que Br(x) = B(z,r,t) donder =1—

para todo t > 0 y asi Tp; coincide con 7(d).

Ejemplo 2.3.4. Como caso particular de la proposicion anterior, si tomamos

g(t) =t en (2.6), obtenemos la funcion M dada por

_ d(z,y)

M(z,y,t) =e ¢

En este caso, (M,N\) es una métrica fuzzy sobre X que podemos ver en

[14]-
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Ejemplo 2.3.5. Por otro lado, si tomamos en (2.6) la funcion constante

—d(=z,y)
k

g(t) =k >0, tenemos
M(z,y,t)=e
En este caso, (M,-) es una métrica fuzzy sobre X, pero en general, (M, N)

no lo es.
En efecto, tomemos X =R, k=1, d(z,y) =|r—ylyxz =0,y = % y

1 {1 1} 1
—I, 1 ( Puese>ez2.

z = 1. Se tiene entonces:
1 .

ya que — < Mmin Ty 1

€ ez e2

1 . 1
cd@z) <M { cAE0) e(y2)
Proposicion 2.3.6. Sea (X,d) un espacio métrico tal que d(z,y) < k,
Va,y € X. Sea g : RY —]k,+oo| una funcién continua y creciente. Defi-

(2.7)

nimos la funcion M por
M(x,y,t) =1—
@91 g(t)

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy sobre X.

Demostracion.
(GV'1) Veamos que M(x,y,t) > 0. En efecto, como g(t) > k y d(z,y) < k
entonces (z.1)
d(z,y
M(z,y,t)=1— —%>0
(r0:) 9(t)

pues d(z,y) <k y g(t) €]k, +ool.
(GV2) Veamos que M(x,y,t) =1 < x = y. En efecto:
=0<dz,y)=0=r=y

M(z,y,t)=1<1— o0

(GV3) Obviamente M (z,y,t) = M(y,z,t) Vz,y € X.
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(GV4) Veamos que se verifica que

M(z,z,t+s) > max {0, M (z,y,t) + M(y, z,s) — 1} .

Como d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), entonces

d(z,z) _ d(z,y)  dy,2)
gt +s) ~glt+s) g(t+s)

y como g(t +s) > g(t) y g(t +s) > g(s), pues g es creciente, entonces

d(fE,Z) < d(.’E,y) d(y,Z) —d(.’E,Z) —d(.’E,y) d(yaz)

dtts) = o) gl alts) © e o5
_ d(=,z) Cdzy) o dy,z)
D O Ol

y asi tenemos que M (z, z,t + s) > max {0, M (z,y,t) + M(y, z,s) — 1}

(GV'5) M(x,y,—) :]0,+o0[— [0, 1] es obviamente continua pues g es con-

tinua. |

Nota 2.3.7. En este caso para cada © € X, r €]0,1[ y t > 0 tenemos que
B(z,7,t) = By.gq)(T).

Como consecuencia, para cada x € X y R > 0 tenemos que Bgr(x) =

B(z,r,t) donde r = % para todo t > 0 y asi Ty coincide con 7(d).

Ejemplo 2.3.8. Si ahora en (2.7) tomamos g como una funcién constante

g(t) = K > k, entonces obtenemos la funcion M dada por

d(z,y)
M(z,y)=1- I
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y en este caso, (M, L) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X, pero

(M,-) en general no lo es.

Para ver que en este iltimo caso (M,-) no es una métrica fuzzy, basta

tomar X =[0,10], d(z,y) = |z —y| yx =0,y =1 y 2 = 2. Asi tenemos que
2
M(‘T’Z) = 1_? SM(‘T’?/)M(:U’Z) =

1 1 1 2 1
Z(l—E)‘(l—ﬁ):(1—§)2:1—§+ﬁ'

2.4. La métrica fuzzy discreta

Proposicion 2.4.1. Sea ¢ : RT —]0,1[ una funcion continua y creciente.

Definimos sobre un conjunto X la funcion M por

1, str =1y
M(z,y,t) = (2.8)

p(t), sizFy
Entonces (M, \) es una métrica fuzzy sobre X.
Demostracion.
Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.
Veamos (GV4). Sean x,y,z € X. Veamos que

M(z,z,t +s) > min{M(z,y,t), M(y,z,)} .

Si x = z # y entonces obviamente

M(z,z,t+s)=12>min{e(t),p(s)} = M(z,y,t) N M(y, z,s).
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Si x # z basta observar que
o(t+3s) > @(t) y que p(t + s) > ¢(s), pues ¢ es creciente .

O

En particular, si ¢ es constante, p(t) = k €]0, 1], obtenemos la métrica
fuzzy estacionaria

1, six=y

k, siz#y

que llamaremos la métrica fuzzy discreta. Su nombre viene justificado

M(z,y,t) =

porque efectivamente la topologia asociada a dicha métrica es la topologia
discreta. Para ello, basta observar que {x} es abierto en (X, 7)) para cual-
quier x € X. En efecto, B(xz,1 — ¢(t),t) = {z}

2.5. Meétricas fuzzy definidas por funciones simétri-

cas
Proposicion 2.5.1. Sea F': X x X —|0, %[ una funcion simétrica, es decir,
F(z,y) = F(y,x), VYx,y € X. Definimos la funcién M por

1, str =1y

M(z,y) = | (29)
F(x,y), siz#y

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X.

Demostracion.

La propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.
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Veamos (GV4). Sean x,y,z € X. Veamos que se verifica que

M(z,z) > max {0, M (z,y) + M(y,z) — 1}

Si un par de elementos son iguales, la desigualdad es obvia.

Supongamos que los elementos x,y,z son los tres distintos dos a dos.

Entonces:

1 1
M(z,y) + M(y,2) = F(z,y) + F(y.2) < 5 + 5 =1

Asi queda probada en cualquier caso la desigualdad triangular. O

2

Como aplicacién, consideremos la funcién F(z,y) = cos? x — sen? y.

2

Veamos que F(z,y) = cos?z — sen? y es simétrica. Se tiene que

F(z,y) — F(y,z) = cos®z — sen?y — cos> y + sen’z = 0

y por lo tanto F(z,y) = F(y,x).
Obviamente 0 < F(z,y) < 3, Va,y €]0, .

Luego F cumple en |0, %[ las condiciones de la proposicién anterior.

2

Entonces, si tomamos X =0, 5[y F(x,y) = cos” x — sen? y, tenemos que

(2.9) se convierte en
1, six =y

M(‘Tvy) =

cos? x — sen? v, six £y

y (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X pero (M, -) no lo es.

En efecto, basta tomar x = %, Y= 1 Y 2= %, y se tiene que

M(z,z) 20,052
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mientras que
M(z,y) - M(y,z) = 0,516 - 0,534 = 0, 27.

Proposicion 2.5.2. Sea f : Y —>]0,%[ una funcion y X un conjunto de

nimeros reales tales que v +y € Y, Va,y € X. Definimos la funcidon M por

1, siT =1y

flx+y), sizty

M(z,y) = (2.10)

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X. (Obsérvese

que F(z,y) = f(z +vy) es una funcidn simétrica).

Demostracion.
Las propiedades (GV1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Sean x,y, z € X. Tenemos que ver que
M(IE, Z) = max {Oa M(‘sz) + M(ya Z) - 1}

y supondremos que M (x,y)+M (y, z) > 1, pues de lo contrario la desigualdad

es obvia.
Si z =z # y, es evidente.

Si x = y # z, entonces

M(z,z) = f(z+2) =1+ f(x+2)—1 =14+ f(y,2)—1 = M(z,y)+M(y,2)—1

Si x # y # z # z, entonces

M(x,y) + M(y,z) —1=flr+y)+ fly+2)-1<
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11
<yt -l=1-1=0<f(x+z2)=M(z2)

O

Como caso particular, si tomamos X =|g, 7|y f(z) = cosx, obtenemos
que f(z) €]0, 2[. Definimos

1, siz=y
M(z,y) =

cos(zr+y), siz#y

y segun la proposicion anterior, (M, £) es una métrica fuzzy sobre X pero

117 _ 3lnm 431

(M, -) no lo es. En efecto, basta tomar x = “Z*, y = g5 v 2 = 157, ¥ tenemos

que
M(z,y) - M(y,z) =£0,258 0,275 = 0,07
mientras que

M(x,z) =0,052 < 0,07 = M(x,y) - M(y, z).

Proposicion 2.5.3. Sea f : Y —>]0,%[ una funcion y X un conjunto de
nimeros reales tales que x —y € Y. Supongamos que f(z) = f(—z),Vz €Y.
Definimos la funcion M por

1, str =1y
M(z,y) = (2.11)

fle—y), sizty
Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estactonaria sobre X. (Obsérvese

que F(z,y) = f(z —y) es una funcidn simétrica).

La demostraciéon es andloga a la anterior.

Como caso particular, si tomamos X = ]0, % [ y f(x) = 22, tenemos

1, six =y
M(z,y) = ,
(x—y)?, siz#y
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Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X, pero (M, ")

no lo es. En efecto, para ver que M cumple las condiciones de la proposicién,

|

En efecto, si x,y € ]0, g[ entonces —g <z —y< g, luego (x — y)2 <

(\/5)2:2 _1

4 6 — 8

tenemos que ver que

=%

1
0<(z—y)?< 5,Vm,y€]0,

Ademés f(z) = 22 = f(—x) y F(x,y) = f(x—y) es una funcién simétrica.

Por otro lado, para ver que (M, +) no es una métrica fuzzy, basta tomar

z=0,01,y=0,3y2=0,001. De esta forma tenemos que
M(z,z) = (x — z)? = 0,009% = 0,000081

M(z,y) - M(y,2) = (x —y)* (y — 2)? = 0,0841 - 0,089401 = 0, 00751

Luego
M(‘T’Z) < M(:Cay) ’ M(y’ Z)'

Proposicion 2.5.4. Sea f: X —]0, %[ una funcién y definimos M por

1, str =1y

M(z,y) = (2.12)
f@)+fy), siz#y

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X. Obsérvese
que F(z,y) = f(x) + f(y) es una funcion simétrica y que ahora la imagen
de F es]0,1], es decir, F': X x X —]0,1].

Demostracion.

Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.
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Veamos (GV4). Sean x,y,z € X. Veamos que

Supondremos que M (z,y)+ M (y, z) > 1, pues de lo contrario la desigualdad

es obvia.

Siz#y#z#u,
M(z,z) > M(z,y) + M(y,z) — 1 <

S f@)+f@)2f@)+f)+f)+fz)-10=2f(y) -1

Pero se tiene que
1
2f(y)—1<2-§—1:1—1:0:>

= M(xz,z) > M(z,y) + M(y,z) — 1

Si z =z # y, la desigualdad es obvia.

Siz=y+#z 68 y=z5#x, se da claramente la igualdad. O

Ejemplo 2.5.5. Como caso particular de la Proposicion 2.5.4, si X =

]2, +00 y tomamos f(z) = 2, tenemos

1, siT =1y

M(z,y) =
Ll gaty
T Yy’
Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estactonaria sobre X, pero (M,-)

no lo es.

Para ver que (M, ) no es una métrica fuzzy, basta tomar x = 1000, y = 3
y z = 10000, y as?

1 1
M —(—+——)=1,1-10"3
(z,2) (1000 + 10000) ’ <
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11\ /1 1
2 (2 ) = M(a,y) - My, 2).
< (1000 * 3) (3 * 10000> (z,9) - My, 2)

1

Ademds, six € X y tomamos r < % — 4, entonces B(x,r,t) = {x} y por

lo tanto Tpr es la topologia discreta.

Ejemplo 2.5.6. Como caso particular de la Proposicion 2.5.4, si X =]0, %[

y tomamos f como la funcion identidad sobre X, tenemos

1, str =1y
M(z,y) =

Tty SiTxFY

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy sobre X, pero (M,-) no lo es.

Para ver que (X, M,-) no es un espacio métrico fuzzy, basta tomar x =

0,001, y =0,4 y z = 0,0001, y entonces

M(z,z) =2+ 2=0,0011 < 0,1604 = (z +y) - (y + 2) = M(x,y) - M(y, 2).

Ademds B(z,r,t) = {ye X :z+y>1—r}. Si tomamos 0 < r < %—x,

entonces B(x,r,t) = {x} y por lo tanto T es la topologia discreta.

2.6. Meétricas fuzzy definidas a partir de un par de

funciones

Proposicion 2.6.1. Sean g,h : X —]0,1] dos funciones que cumplen que
sup{g(z):z € X} < inf{h(z):2€ X} y (h+ g)(x) = c. Definimos la
funcion M por
1, st =1y
Mz, y) = (2.13)
h(z) —g(y), siz#y

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X.
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Demostracion.
(GV1) M(x,y) > 0 por definiciéon de g y h.
(GV2) M(z,y) =1< x =y, es obvio por definicion de M.

(GV3) M(z,y) = h(z) —g(y) =c—g(z) —g(y) =

(GV4) Sean z,y,z € X. Veamos que
M(IE,Z) 2> M(:Cay) *M(y’z) = ma:c{O,M(x,y) +M(yaz) - 1}

Supondremos que M (x,y)+ M(y, z) > 1 pues de lo contrario la desigualdad

es obvia.
Si z = z, la desigualdad es obvia.

Si x # y # z # x, entonces se tiene:

Ademas, como las funciones h y g satisfacen que (h + g)(z) = ¢, con

0 <c<2, Ve X, entonces M se puede escribir como

1, siz =y

W)+ hiy) —c,  siz#y

M(:Cay) =
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Esta tltima métrica fuzzy puede considerarse como un caso particular de

_c

la Proposicion 2.5.4 cuando ¢ < 1. En efecto, si tomamos f(z) = h(z) — §

entonces
h(z) +h(y) —c= f(z) + f(y)
' 1
fla)=c—gla) =5 =5 —g(@) <5 <3

Ejemplo 2.6.2. Si en la Proposicién 2.6.1 tomamos X =0, 5[, h(z) =1-=

y g(x) = x, tenemos

1, str =1y
M(z,y) =

1—z—y, sixF£y

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X. (Caso par-
ticular de la Proposicion 2.6.1) pero (M,-) no lo es. Para verificarlo, basta

tomar x = 0,4, y = 0,001 y 2 = 0,45, y asi tenemos que
M(z,z)=1-0,4—0,45 < M(z,y) - M(y,2) =

= (1-0,4—0,001) - (1— 0,001 —0,45) = 0,599 - 0,549 = 0, 3288.

Veamos que la topologia de (X, M, L) es la topologia discreta.
B(z,r)={ye X : M(z,y) >1—r}U{a} =
={yeX:l-z—y>1—-r}u{a}={yeX:y<r—a}=

={z}U0,r —x[sir >z

Si tomamos r < x , vemos claramente que B(z,r) = {x} y por lo tanto la

topologia asociada a la métrica M es la topologia discreta.
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Proposicion 2.6.3. Sean f,g: X —]0, %[ tales que f > gy (f —g)(x) =c
con 0 <c< %, Vo € X. Definimos M por

1, stx =1y

fx)+g(y), siz#y

M(z,y) = (2.14)

Entonces (M, £) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X.

Demostracion.
Las propiedades (GV'1), (GV2) y (GV5) son evidentes.

(GV3) Veamos que M(x,y) = M(y,z). Para ello tenemos que ver que

f@)+gy) = fy) +9(=),

que es lo mismo que probar que

f(x)+9g(y) — fly) —g(z) =0.

En efecto,
f(@) = g(x) = (f(y) —9(y)) =c—c=0.
(GV4) Veamos que
M(z,z) > mazx {0, M (z,y) + M(y,z) — 1}.

Sean z,y,z € X. Supondremos que M (z,y)+M (y,z) > 1, de lo contrario

la desigualdad es obvia.

Stz #y#z#w,

M(z,y) + M(y,z) — 1= f(z) + g(y) + f(y) +9(z) =1 <
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< f(2) + % + % +g(x) =1 = f(z)+glz) = Mz, ).

Si x = z # y, la desigualdad es obvia.

Si x =y # z, se da claramente la igualdad, pues

M(z,y) + M(y,2z) =1 =1+ f(y) + g(z) — 1 = f(z) + g(2) = M(z, 2).

Si x # y = z, también se da la igualdad, ya que
M(z,y) + M(y,z) = 1= f(x) + f(y) + 1 =1 = f(z) + f(2) = M(, 2).
O

Nota 2.6.4. Obsérvese que la ecuacion (2.14) también se puede escribir
como

1, sitTr =1y

g(x) +g9(y) +ec, sizFy

M(‘T’y) =

2.7. Meétricas fuzzy definidas por t-normas conti-

nuas

Proposicion 2.7.1. Sea f: X —]0,1] una funcién tal que f(x)* f(y) # 0,
Vr,y € X. Definimos la funcion M por

1, stx =1y
M(z,y) = (2.15)

f@)« fly), siz#y

Entonces (M, x) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X.
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Demostracion.
Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Para cada z,y, z € X tenemos que ver que
M(z,y)* M(y,2) < M(z, 2).
En efecto
M(z,y) « M(y,2) = f(z) = f(y) = f(y) = f(2) < f(2) * f(2) = M(z,2).
O

Ejemplo 2.7.2. En particular, si en la Proposicion 2.7.1 tomamos X C|0, 1]
y f: X —]0,1] es la funcion identidad, tenemos
1, str=1y
Mz, y) = (2.16)
Ty, S1TFY

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X, pero (M, N)

no lo es. Para verlo, basta tomar x = 0,1, y=0,9 y 2 =10,2 y as?
M(z,z) =x-2<0,02 <min{zy,yz} =
= min {0,09;0,18} = 0,09 = min {M (z,y), M (y, 2)}
Nota 2.7.3. Las bolas abiertas en (X, M,-) son de la forma

B(z,rt)={ye X : M(z,y) >1—r} =

:{yeX:x-y>1—r}:{yeX:y>1;T}:}1;T,1]U{x}

Tomando r tal que 1 —7 > x, se tiene que % > 1 y entonces B(x,r,t) =

{z}, con lo cual Tps es la topologia discreta.
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Ejemplo 2.7.4. Si ahora tomamos X =|1,+0c[ y f(z) = 1, tenemos

v 1, str =1y
T,Y) =

(2, y) 1 iaty
z-y’

Entonces (M, -) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X, (pues cumple
claramente las condiciones de la Proposicion 2.7.1) pero (M, N) no lo es. Para
verlo, es suficiente tomar x = 10, y = 2 y z = 20, y asi tenemos que

1 1 1 1 1 1
_ 11 1 A T T R
M(x,z) = 1030 = 200 < mm{QO, 40} b min{M (z,y), M(y,z)}

Nota 2.7.5. Dado x € X,

B(z,rt)={ye X : M(z,y) >1—r} =

1 1
:{yeX:—>1—r}:{y€X:y<7}
Ty x(1l—r)

Tomando r €]0,1[ tal que 1 —r > %, tendremos qu B(x,r,t) = {z}, con

lo que la topologia asociada a la métrica M es la topologia discreta.

Ejemplo 2.7.6. Si tomamos X =|0,7[ y f(z) = senz entonces tendremos

1, siT =1y
M(z,y) =
senz - seny, sixFEy

Entonces (M, ) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X ya que f(z) =

senx cumple que f(x)- f(y) =senx-seny # 0, Vx,y €]0,7[, y f toma valores
en |0,1], pero (M, A) no lo es.

Para probar que (M,A) no es una métrica fuzzy, basta tomar r = 7,

_ T s
y—EyZ—g,y(lSZ

V2 ™

. ™ ™ ™
= < man senz-sen—,sen—-sen— =

7r T
M = —.sen — = =
(x,z) = sen —-sen 1 5 G 5

V2
476 2

DN |
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21
Nota 2.7.7. Dado x € X =]0, 7],

B(z,rt)={ye X : M(z,y) >1—r} =

1—
:{yEX:senx-seny>1—r}:{yeX:seny> T}
senx

1—r
sen x

Tomando r > 1 —senx, entonces > 1y asi B(z,r,t) = {z}, con lo

que Tps es la topologia discreta.

2.8. Meétricas fuzzy definidas por métricas fuzzy

Proposicion 2.8.1. Sean (N,-) una métrica fuzzy sobre X y ¢ :]0, +00[—

R una funcion continua y creciente. Definimos M por

e(t) + N(z,y,1)
o(t)+1

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.

Mz, y,1) = (2.17)
Demostracion.
Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Sean a,b €]0,1]. Como ¢ es creciente, es facil ver que

<p(t)+a.<p(s)—|—b<<p(t+s)+a_<p(t+s)+b<<p(t+s)+ab
et)+1 o(s)+1 = pt+s)+1 ot+s)+1 7~ pt+s)+1

Entonces, para z,y,z € X, t > 0, tenemos

p(t) + N(z,y,t) ¢(s) + N(y,2,5)

M(.T,y,t)'M(y,Z,S): gO(t)-l-l QO(S)+1 =
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p(t+s)+ N,y t) Ny, z8) _
o(t+s)+1 -

<

ot s) + Nzt +5)
= ot +5) +1

= M(x,z,t+s)

O

Proposicion 2.8.2. Sean (N, *) una métrica fuzzy sobre X y ¢ : RT —]0,1]
una funcion continua y creciente. Supongamos que N(x,y,t) * o(t) # 0,

Ve,y € X, t > 0. Definimos la funcion M por

1, siT =1y
M(z,y,1) = (2.18)

N(z,y,t) *p(t), six £y

Entonces (M, ) es una métrica fuzzy sobre X.

Demostracion.

Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Para ello tenemos que probar que
M(z,y,t) *« M(y,z,s) < M(x,z,t+s).

Sean z,y,z € X, t > 0. Enloscasosen que z = 2,6 x =y 6y = 2z, la

desigualdad es obvia.

Supongamos que x # y # z # x. Entonces se tiene que
M(z,y,t) « M(y, z,s) = N(w,y,t) = o(t) * N(y,2,5) * p(s) =

= N(2,y,1) * N(y, 2,8) x(t) * p(s) <
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<N(z,z,t+ 8) *@(t) x p(s) <

<N(z,z,t+8)*@(t +s) = M(x,z,t + s).

La ultima desigualdad es cierta porque ¢ es creciente.

Asi pues, tenemos probada la propiedad (GV4) y por lo tanto que (M, *)

es una métrica fuzzy sobre X. O

Nota 2.8.3. Veamos ahora que 1) es la topologia discreta. Sea tg > 0 un

valor real que verifica p(ty) < 1. Se tiene que
Bur(z,rtg) ={y € X : N(z,y,t0) * o(to) > 1 —r}U{x}.

Si elegimos ahora v €)0,1] de manera que 1 —r > ¢(to), entonces

Ba(x,r,to) = {z} y por tanto T es la topologia discreta.
Ejemplo 2.8.4. Como caso particular, si en la Proposicion 2.8.2 tomamos

X = {1}U{1— n+r1 :nEN} y tomamos ¢ : RT™ —]0,1] como

t, sit<l
o(t) =
1, sit>1

y N es la métrica fuzzy sobre X de la ecuacion (2.16) definida por

1, siT =1y

flx)-fly), siz#y

N(‘Tvy) =

Entonces tenemos

1, str =1y
M(z,y,t) =< tay, siz#yt<l

xy, six £y t>1
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Asi, (M,-) es una métrica fuzzy sobre X (Ejemplo 19 de [24]). Ademds,
para cada x € X, B(x, %, %) = {z}, por lo tanto Tas es la topologia discreta

en X.

Proposicion 2.8.5. Sea (X, N,:) un espacio métrico fuzzy estacionario y
h:RY — R una funcion continua y creciente. Definimos la funcién M por

h(t)

M(z,y,t) = h(t)+1— N(x,y,t)

(2.19)

Entonces (M,+) es una métrica fuzzy sobre X.

Demostracion.
Las propiedades (GV1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.

Veamos (GV4). Sean x,y,z € X. Veamos que

M(z,z,t +5) > M(z,y,t) - M(y,2,s).

Para cada z,y,2 € X y ¢ > 0, tenemos
(1= N(z,y))(1 = N(y,2)) = 1+ N(z,y)N(y,z) = N(z,y) — N(y,2) = 0
y asf
@(t)(1 = N(z,y))(1 = N(y,2)) + 14 N(z,y)N(y,2) — N(z,y) = N(y,2) = 0.
Ahora tenemos:
(o(t) + 1= N(z,y))(p(t) + L = N(y,2)) = o(t)(e(t) + 1 = N(,2))
o equivalentemente

1 S 1 o(t)

p(t)+1—=N(z,2) ~ ¢(t)+1—-N(z,y) @) +1-N(y,z)
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y por lo tanto

o(t) S e(t) o(t)

p(t)+1—=N(z,2) ~ ¢(t)+1—-N(z,y) @) +1-N(y,z)

y como consecuencia

p(t +5) < p(t+s) p(t +5)

ot+s)+1—=N(z,2z) ~ pt+s)+1—N(z,y) ot+s)+1—N(y,z2) =

o(t) ©(s)

T () + 1= N(z,y) ¢(s)+1-N(y,2)

ya que ¢ es creciente, y por lo tanto tenemos probado que

M(z,z,t +5) > M(z,y,t) - M(y,2,s).

2.9. Meétricas fuzzy definidas por particiones

Proposicién 2.9.1. Sea ¢ : Rt —]0,1] una funcion continua y creciente y
sea X = AUB, con AN B = ¢. Sea (N,*) una métrica fuzzy sobre X tal
que N(z,y,t) * o(t) #0, Vo,y € X y t > 0. Definimos la funcion M por

N(z,y,t), siz,yc Adx,y€eB
Mo gty = Y / / (220)
N(z,y,t) xp(t),  en otro caso

Entonces (M, *) es una métrica fuzzy sobre X.

Demostracion.
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Las propiedades (GV'1) — (GV3) y (GV'5) son evidentes.
(GV4) Veamos que M (x,y,t) « M(y,z,8) < M(z,z,t+ s)

Siz,y,z € A6 x,y,2z € B, la prueba es obvia pues N es una métrica

fuzzy.
Siz,yc Ayze€ Box,y € By z€ A, entonces
M(z,y,t)« M(y,z,s) = N(z,y,t) * N(y, 2, 5) % o(t) < N(z, 2,1+ 5) % p(t) <

<N(z,z,t+8)*p(t+s)=M(z,z,t+ )

Siz,ze Aeye Box,z€ Beye€ A, entonces
M(z,y,t) « M(y, z,s) = N(z,y,1) *p(t) * N(y,z,5) % p(s) =

= N(z,y,t) * N(y, 2,8) % @(t) * p(s) < N(z,y,8) * N(y, 2, 8) x 1 x 1 =
= N(x,y,t) * N(y,2,8) *1 = N(z,2,t +s) = M(x,2,t + s)

O

Nota 2.9.2. Vamos a determinar ahora B(z,r,t). Supongamos que x € A,
entonces

B(z,rt)={ye X : M(xz,y,t) >1—r}=
={ye A: M(z,y,t) >1—r}U{ye B: M(z,y,t) >1—r}=
={ye A: N(z,y,t) >1—r}U{y € B: N(z,y,t) xp(t) >1—r}

Si tomamos to > 0 tal que o(to) < 1 y r tal que 1 —r > @(ty), entonces
T, U{z}, es decir, la topologia es la misma que TN pero restringida a la

particion A.
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Ejemplo 2.9.3. Como caso particular de la Proposicion 2.9.1, consideremos
la siguiente métrica fuzzy M. Sea N el conjunto fuzzy sobre ]0,1]? x R
definido por

1, stTr =1y
N(z,y) =

Txy, S1xFEY
donde xxy # 0, Vx,y €]0,1]. Segin la Proposicion 2.7.1, (N, ) es una métrica
fuzzy sobre |0,1]. Sean A, B C|0,1] tales que AUB =]0,1] y ANB =¢ y

consideremos la funcion ¢ : RT —]0,1] definida por

t, si0<t<1

p(t) =
1, sit>1
Definimos la funcion M por
1, siT =1y
M(z,y,t) = § xxy, six,y€ Adux,y,€B

xxyxp(t)  en otro caso

Entonces (M, *) es una métrica fuzzy sobre X.

2.10. Extensién de una métrica fuzzy

2.10.1. Extensiéon de dos métricas fuzzy coincidentes en su

codominio

Proposicion 2.10.1. Sean H y K dos conjuntos distintos con H N K # ¢.
Si (Mp,*) y (Mg, *) son métricas fuzzy estacionarias sobre H y K respec-
tivamente, que coinciden en H N K, entonces existe una métrica fuzzy esta-

cionaria M sobre H U K tal que M restringido a H es My y M restringido
a K es M.
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Demostracion.
Sean z,y c HUK yt>0.
Si z,y € H, definimos M (z,y) = My (z,y).
Si z,y € K, definimos M (z,y) = Mg(z,y).
Size HNK,eye K~ H, definimos
M(z,y) = sup{Mp(z,a) * Mg (a,y):a € HNK}

Veamos que M es una métrica fuzzy sobre H U K. Probaremos soélo la des-

igualdad triangular, ya que las otras propiedades son evidentes.
Sean x,y,z € HUK

Sixz,y,z,€ H 6 z,y,z € K, la prueba es obvia. Veamos los casos no

triviales.

(a) Supongamos que z,y € Hy z € K ~ H. Entonces dado ¢ > 0,
podemos encontrar a € H N K tal que M(y,z) —e < My(y,a) * Mg(a, z).

Por tanto
M(z,y) x (M(y,2) —¢) < M(z,y) * My (y,a) x M(a,2) =

= Mpg(z,y) * Mg (y,a) * Mg(a,z) < Mg(z,a) * Mg(a,z) < M(z, 2)

Como € es arbitrario y * es continua, tenemos que

M(z,y) * M(y,z) < M(z,z).

El caso z,y € Ky z € H ~\ K se prueba de manera similar.
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(b) Supongamos que xz,z € H e y € K ~ H. Entonces dado ¢ > 0,

podemos encontrar a,b € H N K tales que

M(z,y) —e < My (z,a) x Mk (a,y)

M(y,z) —e < Mg (y,b) x Mg(b,z)

Por lo tanto
(M(z,y)—¢e)* (M(y,z) —¢) < Mg(z,a)* Mg(a,y)* Mg (y,b) * Mg(b,z) <

< My(x,a) * Mk (a,b) * Mg (b,z) = Mg (z,a) x Mg(a,b) x Mg (b, z) <
< My (z,z) = M(z, z).

Como € es arbitrario y * es continua, tenemos que
M(z,y) = M(y,z) < M(z, 2).
El caso x,z € K, y € H \ K es similar. O

Ejemplo 2.10.2. Sean H = {1,3,7} y consideremos la funcion My sobre

H x H dada por

med(z, y)

My (z,y) = (2.21)

mem(z, y)

Entonces

My (1,1) = Mg(3,3) = Mg (7,7) = 1

1
1
1

Estd claro que (H, Mp,-) es un espacio métrico fuzzy estacionario.
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Sea K = {1,4,9} y consideremos la funcién Mg sobre K x K dada por

la ecuacion (2.21). Entonces

My (1,1) = My (4,4) = M(9,9) = 1

1
1
Mgk (1,9) = Mg(9,1) = g
1

Estd claro que (K, Mg,-) es un espacio métrico fuzzy estacionario y
ademds si tomamos r €]0,1[ tal que 1—r < % obtenemos que B(x,r,t) = {z},
con lo cual la topologia asociada a Mg es la topologia discreta. Ademds tene-
mos que HNK = {1} y obviamente My y Mg coinciden en HNK . Entonces,
por la Proposicion 2.10.1, podemos definir la métrica fuzzy estacionaria

M sobre HU K de la siguiente forma:
M(3,4) = M(4,3) = My(3,1) - Mg(1,4) =
M(3,9) = M(9,3) = My(3,1) - Mg(1,9) =
M(7,4) =M(4,7) = My (7,1) - Mg(1,4) =

M(7,9) = M(9,7) = My (7,1) - Mg(1,9) =

Nl Nl Wl Wl
Ol x| = Ol
—

M(:Cay) :MH(CC,y) st x,yGH yM(CC,y) :MK(‘T’y) St z,y € K.

Ejemplo 2.10.3. Sea (Mpy,-) la métrica fuzzy estacionaria sobre H =
{1,3,7} del Ejemplo 2.10.2. Sea K = N\ {7} y consideremos sobre K la

métrica fuzzy estacionaria dada por

M) = S
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Asi tenemos que H N K = {1,3} y obviamente My y Mg coinciden en
HNK. Entonces, por la Proposicion 2.10.1 podemos definir la métrica fuzzy

estacionaria M sobre N de la siguiente forma:

Sin # 7, n>38, definimos

min{n,1} min {n, 3}

max {n,3}

M(n,7) :ma:c{ - My(1,7), - My (3, 7)} =

maz {n,1}

1 13 1 1
=maxr{—-—,—+ — = —
n 7 n 21 ™

min {n,m}

M(n,m) = en cualquier otro caso.

maz {n,m}’
Esta métrica asi definida es claramente una métrica fuzzy sobre N = HUK

por la Proposicion 2.10.1.

Observar que el elemento mds “cercano”, respecto M, an € X es siempre

n—+ 1.

La topologia Ta; es la discreta. En efecto, para cada n € X, si tomamos

0<r<l1- se tiene que B(n,r,t) = {n}.

_n_
n+17’
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2.10.2. Meétricas fuzzy definidas por isometrias

Sean M y N dos métricas fuzzy sobre X e Y respectivamente. Recordemos
que la biyeccion f : (X, M) — (Y, N) se llama isometria si para cada z,y € X
yt>0

N(f(x), f(y),t) = M(z,y,1) (2.22)

Si f es una isometria, obviamente f~! es una isometria de Y en X.

Omitimos la prueba de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.10.4. Supongamos que (M, ) es una métrica fuzzy sobre
X y f una biyeccion de X enY . Entonces podemos definir en' Y una métrica

fuzzy (N, *) mediante la ecuacion (2.22).

Podemos decir que la métrica fuzzy M ha sido transportada de X a'Y,

es decir, (Y, N,*) es un espactio métrico fuzzy.

Como caso particular, consideremos en R* la métrica fuzzy estacionaria
del Ejemplo 2.10.3
min {z,y}
M(z,y) = ——==
maz {z,y}

y sea f : R — RT la funcién exponencial, es decir, f(z) = €%, Vo € R.
Definimos . .
N = Tl
Entonces (NN, ) es una métrica fuzzy estacionaria sobre R, y la topologia

T coincide con la topologia usual de R.
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Capitulo 3

Meétricas fuzzy principales

3.1. Introduccién

El concepto de p-convergencia en espacios métricos fuzzy, en el sentido
de George y Veeramani, ha sido dado por D. Mihet en [38]. En la Seccion
3.2 de este capitulo estudiamos algunos aspectos relativos a este concepto y
caracterizaremos aquellos espacios métricos fuzzy, que llamamos principales,
en los que la familia de sucesiones p-convergentes coincide con la familia de
sucesiones convergentes. También se da un espacio métrico fuzzy no comple-
table, que no es principal. En la primera parte de la Seccién 3.2 empezamos
presentando (Definicion 3.2.1) el concepto de p-convergencia que el autor di6
en [38] y seguidamente vemos las primeras propiedades relativas a dicha de-
finicién. A continuaciéon damos en la Definicién 3.2.7 el concepto de espacio
meétrico fuzzy principal (un espacio métrico fuzzy (X, M, *) es principal si
{B(z,r,t) : 7 €]0,1[} es una base local de z € X, para cada x € X y t > 0,

es decir, un sistema fundamental de entornos) y una serie de ejemplos que

69
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nos ilustran dicho concepto (Ejemplo 3.2.8). El resultado més relevante es el
Teorema 3.2.9, el cual dice que un espacio métrico fuzzy (X, M, *) principal
se caracteriza porque toda sucesién p-convergente es convergente. Finalmen-
te, en el Ejemplo 3.2.11 vemos un espacio métrico fuzzy completo que no es

principal.

En la segunda parte de la Seccién 3.2, continuamos con el estudio inicia-
do por D. Mihet y vemos la definicion de sucesion de p-Cauchy (Definicion
3.2.13. Una sucesion {z,},cy en el espacio métrico fuzzy (X, M, *) se di-
ce que es p-Cauchy si para cada ¢ €]0, 1] existen ng € N y ¢y > 0 tales que
M(xp, T, tyg) > 1—e para todo n,m > ng, es decir, ll’Iil M (xp, T, to) =1
para algun ty > 0), después damos el concepto de gfgorflopleto, en la Defini-
cion 3.2.14. (Un espacio métrico fuzzy (X, M, ) se llama p-completo si toda
sucesion p-Cauchy en X es p-convergente a algin punto de X'). Obviamente
los conceptos de p-completitud y completitud son conceptos equivalentes en

métricas fuzzy estacionarias y en la Proposicion 3.2.15 vemos que la métrica

fuzzy estandar My es p-completa si y so6lo si My es completa.

En la Seccién 3.3 estudiamos un nuevo concepto relacionado a las apli-
caciones continuas entre espacios métricos fuzzy en el sentido de George y
Veeramani, que son las aplicaciones t-continuas, y vemos algunas propiedades
sobre ellas, en especial cuando el espacio métrico fuzzy de partida es princi-
pal. Una aplicacion entre espacios métricos fuzzy f : (X, M) — (Y,N) es
t-continua en xy € X si dados € €]0,1] y ¢ > 0 existe 6 €]0,1[ tal que si
M (zg,x,t) > 1 — 6, entonces N(f(zg), f(x),t) > 1 — e. (Definicion 3.3.2).
Obviamente, si f es t-continua en xy entonces f es continua en xg, pero en el
Ejemplo 3.3.4 vemos que el reciproco es falso. La Proposicién 3.3.6 muestra
que las funciones continuas definidas sobre un espacio métrico fuzzy prin-
cipal son t-continuas, es decir, la continuidad equivale a la t-continuidad.

Como caso particular, esto sucede cuando el espacio inicial esta provisto de
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la métrica fuzzy estandar, pues éstas son principales.

El contenido de este capitulo ha sido publicado en [26] y [27].

3.2. Convergencia en espacios métricos fuzzy

Definicion 3.2.1. [38] Sea (X, M, %) un espacio métrico fuzzy. Una sucesion
{Zn}hen en X se llama punto convergente a xg € X si im M (xy, zo,t) = 1
n—oo

para algin ty > 0.

En este caso diremos que {xn}neN es p-convergente a xqg para tg > 0, o

simplemente, que {T,},y s p-convergente.

Equivalentemente, {x,},cy €s p-convergente si ewiste xo € X y tog > 0
tal que {xn}, o estd eventualmente en B(xo,r,t0) para cada r €]0,1], (o sin

pérdida de generalidad, en B(xo, %,to) para cada n € N).

Obviamente, {z,}, .y es convergente a xg si y s6lo si {z,},cy s p-
convergente a xg para todo ¢ > 0. Las dos siguientes propiedades se dan

a conocer en [38].

Proposicion 3.2.2. [38] Sea {x,}, o una sucesion en un espacio métrico

fuzzy (X, M, *). Entonces:
(1) Si lim M(xy,z,t1) =1y lim M(x,,y,t2) =1, entonces v = y.
n—oo n—oo

(2) Si nlirglo M (xy,x0,t0) = 1 entonces lim M (zy, ,zo,t0) = 1 para cada

k—o0
subsucesion {Zn, }pcn de {Tn},en-

Por la propiedad (1) obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.3. Si {x,},cy es p-convergente a xo y {Tn},cn €5 conver-

gente, entonces {Ty}, oy converge a g.

Demostracion.

Como {zy},cy €8s p-convergente a xg, entonces

lim M (x,,xq,t9) = 1, para algan tg > 0.

n—oo

Ademés {xn}, y converge, luego existe z € X tal que lim M (xp,z,t) =1
n—oo

para cada t > 0. Luego por (1) de la Proposicion 3.2.2 se tiene que xg = x 'y

ast
lim M (z,,xo,t) = 1 para cada t > 0,
n—oo
y por lo tanto {z,},y converge a xo. O

Corolario 3.2.4. Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy completable. Si
{#n},cn €5 una sucesion de Cauchy en X y {xn},cy s p-convergente a

rg € X, entonces {xy},cn converge a xg.

Demostracion.

Sea (X*, M*) la completacion de (X, M). Entonces existe x* € X* tal

que {z,},cy converge a z*, es decir lim M*(x,,2*,t) = 1,Vt > 0.
n—oo

Supongamos ahora que lim M (z,,xq,to) = 1 para algiun ¢ty > 0. En-
n—oo
tonces lim M*(xy,z0,t0) = lim M (xn,20,t0) = 1, con lo cual {z,},  es
n—oo n—oo
M*-p-convergente a xg, y por el corolario anterior x* = xg, es decir, {z, },cy

converge a xg. U

Veamos un ejemplo de una sucesién p-convergente que no es convergente.
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Ejemplo 3.2.5. [38] Sea {z,} CJ0,1] una sucesion estrictamente creciente
y convergente a 1 respecto de la topologia usual de R y sea X = {x,,} U{1}.
Definimos la funcion M sobre X2 x Rt dada por

M(z,z,t) =1 para cada x € X, t >0,
M(zy, Ty, t) = min{xy,, zy}, para todo myn e N, t >0y
M(zy,1,t) = M(1,x,t) = min {x,,t}, para todo n € N, t > 0.

Entonces (M, *) es una métrica fuzzy sobre X, donde a xb = min{a,b}.
La sucesion {x,},cny no es convergente ya que nlirr;o M(zy,1,3) = 4. Sin
embargo es p-convergente a 1 ya que nlg]go M(z,,1,1) =1
Nota 3.2.6. En el ejemplo anterior, {1} es abierto en Tar ya que B(1, %, %) =
{1}. Por otro lado, para r €)0,1] tenemos que B(1,7,1) = {Zm, Tm41,..-} U
{1} donde x,, es el primer elemento de {x,},cn tal que 0 < 1 —1 < 2.
Por lo tanto, la familia de bolas abiertas {B(1,r,1) : r €]0,1[} no es una base

local de 1. Esto motiva nuestra siguiente definicion.

Definicion 3.2.7. Un espacio métrico fuzzy (X, M,*) diremos que es prin-
cipal (o simplemente, M es principal) si para cualquier t > 0, la familia
{B(z,r,t) : 7 €]0,1[} es una base local de x € X, para cada x € X, es decir,

un sistema fundamental de entornos de x.

Como acabamos de ver, la métrica fuzzy del Ejemplo 3.2.5 no es principal.

A continuacion vamos a ver algunos ejemplos de métricas fuzzy principales.

Ejemplo 3.2.8.
(a) Toda métrica fuzzy estacionaria es, obviamente, principal.

(b) La métrica fuzzy estdndar es principal.
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(¢) La métrica fuzzy
_d(zyy)

M(z,y,t)=e "t

donde d es una métrica sobre X, [14], es principal.

(d) La métrica fuzzy

min{z,y} +t

M t) =
(z,y,1) maz (o] 11

es una métrica fuzzy sobre R, [55], la cual es principal.

Demostracion.
(a) Es obvio.

(b) Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces se tiene que By, (xo,6,t) =

SN T R |
B (x0) siy solo si 5 = +.

En efecto, sean xg € X, t > 0, 6 €]0,1] y » > 0 que verifican lo anterior.

Sea x € By, (x0,0,t). Entonces My(x,,x,t) > 1—46, es decir, W

y por tanto d(zg,x) < t- %5 =r, es decir, x € B (x,).

Analogamente se prueba la inclusién contraria.

18 1 . - 7
Ahora observar que la relacién 5 = < también se puede escribir § = .

Finalmente veamos que la familia {By, (¢, d,t) : 6 €]0,1[} es un sistema

fundamental de entornos de z, € X, para cualquier ¢ > 0.

En efecto, si B,(x,) es una bola centrada en zg, y si ¢ > 0, entonces

_r_
t+r?

anterior, y asi My es principal.

eligiendo § = tenemos que By(zg,d,t) = B,(x¢) segin la afirmacion
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(c) Para ver que M es principal, basta elegir 6 = 1 — i% y se tiene que
e
B(.%'(), (5, t) = BT(.%'()).

Con un razonamiento similar al caso (b) se prueba que M es principal.

(d) Es facil verificar que dados ¢t > 0 y d €]0, 1], las bolas abiertas en 75/
son de la forma B(z,6,t) =|(z +t) - (1 — 6) — ¢, £ —¢].

Para cualquier ¢ > 0 se tiene que el didmetro de los intervalos anteriores
tienden a cero cuando 0 tiende a cero, pero B(z,d,t) jamés de reduce al

punto {xz}.

Asi pues, Tas es la topologia usual de R restringida a X, y por el razona-
miento anterior {B(x,r,t) : r €]0,1[} es un sistema fundamental de entornos

de x € X, para cualquier £ > 0, y por tanto M es principal. O

Teorema 3.2.9. Un espacio métrico fuzzy (X, M,*) es principal si y solo si

toda sucesion p-convergente es convergente.

Demostracion.

Supongamos que M es principal y que {z,},y es p-convergente a x,

para tg > O.

Sea e €]0,1[y t > 0. Como M es principal, entonces {B(xo, %,to) in e N}
es una base local de xy. Por lo tanto, podemos encontrar m € N tal que

B(x07 %7t0) - B(x07€7t)'

Como lim M (x,,xq,tg) = 1, podemos encontrar § €]0, 1], con § < %,
n—oo
y n1 € N tal que z,, € B(xg,d,t9) para todo n > ni, y asi &, € B(xg,e,t)

para todo n > ny. Por lo tanto, M (z,,x¢,t) > 1 — para todo n > ny, y asi
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lim Mz, x0,t) = 1. El razonamiento anterior es vélido para todo ¢ > 0,
n—oo

con lo cual {,},y converge a xg.

Para el reciproco, supongamos que M no es principal. Vamos a construir

una sucesioén p-convergente que no sea convergente.

Si M no es principal, podemos encontrar zog € X y ty > 0 tal que
{B(xo, %,to) 'n € N} no es una base local de xy. Entonces podemos en-

contrar t > 0 y r €]0, 1] tal que B(xo, %,to) ¢ B(xzg,r,t) para todo n € N.
Ahora, por inducciéon, construimos la siguiente sucesion.

Para cada n € N, tomamos z,, € B(x, %,to) N B(zg,r,t).

1
ni

Ahora, dado € €]0, 1], elegimos n; € N con < e. Por lo tanto, para

m > ni, tenemos que

1 1
M(zp,x0,t0) >1——>1——>1—¢
m ni

y como ¢ es arbitrario, lim M (xp,z0,t0) = 1y asi {z,},cy es p-convergente
n—oo

a Xg.

Por otro lado, por construccion, x, € X \ B(xg,r,t) para todo n € N,
y asi {2}, cy DO converge a xo, y por el Corolario 3.2.3, {x},cy no es
convergente. U

Los siguientes ejemplos ilustran el dltimo teorema.

Ejemplo 3.2.10. Sea ¢ : RT —]0,1[ una funcidn continua y creciente.
Definimos la funcion M sobre X2 x RT por

1, stTr =1y

o(t), sizx#y

M(z,y,t) =
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Segiin la Proposicion 2.4.1, (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.

Ahora, para cada v € X yt > 0 tenemos que B(x,1—¢(t),t) = {z} y asi
M es principal. Ademds, Ta; es la topologia discreta, y entonces solamente
las sucestones constantes son convergentes, y por lo tanto son las unicas

sucesiones p-convergentes en X.

A continuaciéon damos un ejemplo de espacio métrico fuzzy completo que

no es principal.

Ejemplo 3.2.11. Sea X = R*" y sea ¢ : RT —]0, 1] una funcién dada por
ot)=tsit<1vyep(t)=1 en cualquier otro caso. Definimos la funcion M
sobre X2 x R por

M 1, siT =1y
(.%', Y t) - min{z,y} (t)

maz{ry] P sizF#y

Segiin la Proposicion 2.8.2, se tiene que (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.

Como M (z,y,t) < t, siempre que t €]0,1] y x # y, es obvio que las
unicas sucesiones de Cauchy en X son las sucesiones constantes y asi, X es
completo.

11
1D §)
{z} para cada x € X y asi Tp; es la topologia discreta. Ahora, si x =

Esta métrica fuzzy no es principal. En efecto, observemos que B(x

1yt =1 tenemos que B(1,r,1) =]1 — r, = para todo r €]0,1[ y asi

{B(1,7,1) : r €]0,1[} no es una base local de x = 1, ya que {1} es abier-
to.

Ahora, consideremos la sucesion {xn}, oy en X dada por x, = 1 —

%, n € N. Tomemos M(x,,1,1) = 1 —% para todo n € N, por tanto
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lim M(z,,1,1) = 1y {xn}neN es p-convergente al punto 1, pero no es
n—oo

convergente.

En el siguiente ejemplo, (X, M) es un espacio métrico fuzzy que no es

principal ni completable.

Ejemplo 3.2.12. Sea X =]0,1], A = X NQ, B = X ~\ A. Definimos la
funcion M sobre X% x RT por

msil sizmyeAdzyeBit>0,
M(zy,t) = { minkes) s AyeBireByedt>

min{zy} t, en otro caso

max{z,y}

Veamos que (M,-) es una métrica fuzzy sobre X.

Para ello vamos a probar inicamente la desigualdad triangular, y lo ha-

remos solo para el caso x € A, z€ B (6x € B, z€ A) cont+ s < 1.

Se tiene que:

min {x, z}

maz {z,z} (t+s) = min{v,y}  miniy,z}

M t =
(@, 2, + 3) = max {z,y} mazx{y, 2}

(t+s) >

o minfz,y}  min{y, 2}
~ maz{z,y}  maz{y,z}

'S:M(xuyat)'M(y7z7S)'

Las demds situaciones son obuvias.

Ahora veremos que M no es principal. Para ello veremos que
{B(1,r,1):r€0,1[}

no es una base local de x = 1.
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En efecto, B(1,r,1) =]1 — r,1] para todo r €]0,1[. Ahora, como 1 € A
tenemos que {y € B:M(1,y, %) >1-— %} = ¢, asi que B(1, %, %) :]%, 11nQ
y claramente B(1,7,1) ¢ B(1, 3, %) para todo r €]0,1], y entonces M no es
principal.

Ahora es fdcil probar que para n > 2,

11 x—L MINA,  sixz € A,
B(.I‘,—,—): ] n’n 1[
non le — %, .25[NB, six€ B,

y claramente Tyr no es la topologia discreta, aunque es mds fina que la topo-

logia usual de R relativa a X.

Finalmente sea {xn}, .y una sucesion creciente contenida en B que con-
verge a 1 con la topologia usual de R relativa a X. Asi, para cada r €]0,1]
existe ny € N tal que x,, €]1—r, 1] para todo n > ny, y por la definicion de M
tenemos que M (xy,,1,1) > 1—r, para todon > ny, y asi lim M (z,,1,1) =1,
ya que r es arbitrario. Entonces, {x,},cn €s p—conver;;eorjte a 1. Ademds,

{Zn},en €5 una sucesion de Cauchy. Es mds, como

min{xy,, tm}

M(zp, T, t) = para todo t > 0,

maz {Tp, Tm }

tenemos que M(Zy,Tpm,t) > 2, > 1 — 71, para todo t > 0, y asi {x,},cn
es una sucesion de Cauchy. Ahora, {x,}, .y no es convergente ya que x, ¢
B(1, %, %), para todo n € N y entonces por el Corolario 3.2.4, (X, M) no es
completable.

Continuando el estudio iniciado por D. Mihet damos la siguiente defini-

cion.

Definicion 3.2.13. Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy. Una sucesion

{Zn},en en X se dice que es p-Cauchy si para cada € €]0, 1] existen ng € N
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y to > 0 tales que M(zy,Tm,t0) > 1 — € para todo n,m > ng, es decir,

lim M (xp, Tm, to) = 1 para algin ty > 0.

n,Mm— 00

En este caso decimos que {xy}, oy es p-Cauchy para to > 0, o simple-

mente, que {T,},cy es p-Cauchy.

Claramente {,},cn es una sucesion de Cauchy si y sélo si {xn}, oy es
p-Cauchy para todo t > 0, y obviamente, las sucesiones p-convergentes son

p-Cauchy.

Definicion 3.2.14. Un espacio métrico fuzzy (X, M, *) se llama p-completo
st toda sucesion p-Cauchy en X es p-convergente a algin punto de X. En tal

caso M se llama p-completa.

Obviamente, p-completitud y completitud son conceptos equivalentes en
métricas fuzzy estacionarias, y es facil ver que la métrica fuzzy estdndar
M, es p-completa si y s6lo si My es completa como muestra la siguiente

proposicion.
Proposicion 3.2.15. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces (X, M) es

completo si y solo si (X, My) es p-completo.

Demostracion.

Si (X, My) es completo, evidentemente (X, M) es p-completo. Veamos

el reciproco.

Supongamos que (X, M) es p-completo. Sea {x,}, y una sucesion de
Cauchy en (X, My). Entonces {z,},cy es p-Cauchy para todo ¢t > 0. Como

(X, Mg) es p-completo, {z,}, es p-convergente en X.
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Supongamos que lim My(z,,x0,t9) = 1 para algin z9 € X y tg > 0.
n—oo
Entonces

t
lfm 0

. —
n—oo o + d(.%‘n, .%'0)

y por lo tanto lim d(z,,x) =0, y en consecuencia
n—oo

t
lim ——— =1 para cualquier ¢ > 0
n—oo t + d(p, xo) P d ’

y ast {x,},cy converge a xo. O

Proposicion 3.2.16. Sea (X, M,*) un espacio métrico fuzzy principal. Si

X es p-completo entonces X es completo.

Demostracion.

Sea {xn}, cy una sucesion de Cauchy en X. Entonces {z,},cy €s p-
Cauchy y asi {z,},y p-converge a algin punto zo € X, y como X es

principal, por el Teorema 3.2.9 tenemos que {z,}, .y converge a . O

La hipotesis de que X es principal no puede ser suprimida en la proposi-

cién anterior como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.17. Consideremos el espacio métrico fuzzy (X, M, *) del Ejem-

plo 3.2.5. La sucesion {xy }, o cumple que  lim M (zy,, 2y, t) = 1 para todo
n,Mm— 00

t >0, ast {xn}neN es una sucesion de Cauchy y como consecuencia X no es

completo, ya que {xn}, . o es convergente.
Veamos que X es p-completo.

Sea {xn},cn una sucesion p-Cauchy en X. Entonces, con un fdacil argu-

mento, se puede verificar que {xz,} debe ser una sucesion convergente a 1

neN
con respecto a la topologia usual de R relativa a X. Ahora, lim M(x,,1,1) =
n—oo

lim 2, =1y por lo tanto {x,}, . es p-convergente a 1.
n—oo
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Uno podria esperar que las sucesiones p-Cauchy sean sucesiones de Cau-
chy en espacios métricos fuzzy principales. En efecto, esta propiedad la sa-
tisfacen todos los ejemplos del Ejemplo 3.2.8. No obstante, como muestra
el siguiente ejemplo, no se cumple en general, para cualquier espacio mé-
trico fuzzy principal y, como consecuencia, no se cumple el reciproco de la

proposiciéon anterior.

Ejemplo 3.2.18. Sea X =0, 1[ y definimos la funcién M sobre X? x RT

por
1, siT=1y
M(x,y,t) = ayt, siz#yt<l1

Yy, six £yt >1

Segiin la Proposicion 2.8.2, (M,-) es una métrica fuzzy sobre X. Ahora, sea
x € X yt>0.Sitomamosr €]0,1] tal que 1—r > x entonces B(z,r,t) = {z}
y asi M es principal. Ademds s es la topologia discreta y entonces las unicas
sucesiones convergentes o (por el Teorema 3.2.9) sucesiones p-convergentes,

son las sucesiones constantes.

Ahora, X no tiene sucesiones de Cauchy distintas de las constantes, ya

que M(zx,y, %) < % para cada x,y € X, y asi X es completo.

Sea {Tn},cn una sucesion estrictamente creciente y convergente a 1 en
la topologia usual de R, relativa a X. Tenemos que lim M (z,,xpy,1) =1
n,Mm— 00

y entonces {xp},cy €s p-Cauchy. Sin embargo {x,}, . no es p-convergente

ya que {xn}neN no es constante, y asi X no es p-completo.

Es un problema abierto caracterizar aquellos espacios métricos fuzzy don-
de la familia de sucesiones p-Cauchy y sucesiones de Cauchy coinciden, o més

aun, cuando se cumple que completitud es equivalente a p-completitud.
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3.3. Continuidad en espacios métricos fuzzy

Recordemos el concepto de aplicacién t-uniformemente continua que po-

demos ver con mas detalle en [24] y [28].

Definicion 3.3.1. Sean (X, M,x) e (Y, N,x) dos espacios métricos fuzzy.
Se dice que la aplicacion f : X — Y es t-uniformemente continua, si para
todo € €]0,1], t > 0, existe § €]0,1[ tal que si M(x,y,t) > 1 — § entonces
N(f(z), f(y),t) > 1 — ¢, para cualesquiera x,y € X.

La definicién de continuidad de una aplicacién f de un espacio métrico
fuzzy (X, M) con valores en otro espacio métrico fuzzy (Y, N) puede darse

usando cuatro pardmetros como vemos a continuacion.

Una aplicacion f : X — Y es continua en zy € X si dado ¢ €]0,1] y
t > 0 existen 0 €]0,1[ y s > 0 tales que si M(zg,x,s) > 1 — J entonces
N(f(xO)’f(‘T)at) >1—e.

Obviamente la condiciéon de continuidad de una funcién f entre espacios
meétricos fuzzy estacionarios solamente necesita dos parametros. Entonces,
pensando en espacios métricos fuzzy estacionarios y acorde con el concepto
de t-uniformemente continua, damos la siguiente definicién por medio de tres

parametros.

Definicion 3.3.2. Diremos que una aplicacion entre espacios métricos fuzzy
f:(X,M) — (Y,N) es t-continua en xg € X si dados € €]0,1] yt > 0
existe § €)0,1] tal que si M(xg,x,t) > 1 — 9, entonces N(f(xo), f(x),t) >

1—e.

Definiciéon 3.3.3. Diremos que la aplicacion f : (X, M) — (Y,N) es t-

continua en X si f es t-continua en cada x € X.
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Si M es una métrica fuzzy estacionaria, resulta evidente que toda aplica-

ciéon continua en xy € X es t-continua en xg.

Si f es t-continua en xg, obviamente f es continua en xg. El reciproco es

falso como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.4. Sea {x,},cy una sucesion estrictamente creciente y con-
vergente a 1 en la topologia usual de R. Sea X = {z,} U{1}. Para cada
z,y € X yt >0 definimos la funcién M sobre X? x R dada por

1, siT =1y
M(x,y,t) = tey, siz#yt<l
xy, six £y t>1

Segiin el Ejemplo 2.8.4, (M,-) es una métrica fuzzy sobre X. Ademds, para

11

cada © € X tenemos que B(x,5,5) = {x} y entonces T es la topologia

discreta sobre X.

Consideremos la funcion f: (X, M) — (X, M) dada por

) = %, six#1

1, six=1
Obviamente f es continua en X. Veamos que f no es t-continua en xg = 1.
En efecto, seat =1 ye =0.1. Para cada 6 > 0 podemos encontrar ., € X tal
que 1 —0 < x,, < 1 y entonces M(1,zp,,1) = xp, > 1—=6. Como f(x,,) = 0.5
entonces M(f(1), f(zm),1) = M(1,3,1) =0.5 <1 —0.1 y entonces f no es

t-continua en g = 1.

Es obvio que cada funcién t-uniformemente continua es t-continua. El
reciproco es falso. Veremos en el siguiente ejemplo una funcion t-continua (y

uniformemente continua) que no es t-uniformemente continua.
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Ejemplo 3.3.5. Sea X = {1,2,3,...}. Consideremos sobre X la métrica
fuzzy M dada por

min{m,n} ot

M(m n t) _ ) maz{mn}
B min{m,n}
maz{m,n}’

sim#mn,t <1

en los demds casos

donde la t-norma x es el producto usual en [0, 1].

Para cada n € X tenemos que B(n,3,3) = {n} y por tanto Tps es la

topologia discreta en X.

Veamos que toda funcion f : X — R es uniformemente continua para
cualquier métrica fuzzy N sobre R. En efecto, sean t > 0 y € €]0, 1[. Consi-
deremos s = 0 = 0.5. Se tiene que M(n,m,s) >1—0 si y sélo sin=m, y
por lo tanto si M(n,m,s) > 1— 46, entonces N(f(n), f(m),t) =1(>1—¢).

Veamos ahora que toda funcion f: X — R es t-continua para cualquier
métrica fuzzy N sobre R. En efecto, sean t > 0, ¢ €]0,1[ y sea n € X.
Consideremos 0 < § <1 — 1. Se tiene que

n

Mmn,mt)>1—-5>1—-(1-—
(n,m,?) ( n+1

)=

sty solo si n=m.
n+1

Por tanto, si M (n,m,t) > 1— 46, entonces
N(f(n), f(m),t) =1(>1-¢),
y asi f es t-continua en n.
Ahora, consideremos la aplicacion f: X — R definida por

1, six es impar
fz) =

0, sixespar
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Consideremos la métrica fuzzy M sobre X, y la estdandar M, sobre R,
siendo | - | la métrica usual sobre R. Veamos que f no es t-uniformemente

continua para las métricas fuzzy consideradas.

Sean t = 1, e = 0,5. Para cualquier 6 €)0,1] existe n € X tal que

-5 > 1 =20, y por lo tanto M(n,n + 1,t) = 7 > 1 =0, y se tiene
que M (f(n), f(n+1),t) = 1% = 1, con lo que f no es t-uniformemente
continua.

La siguiente proposicién muestra una clase mas grande que las métricas

fuzzy estacionarias en la cual las funciones continuas son t-continuas.

Proposicion 3.3.6. Sea f : (X, M) — (Y,N) una funcion entre espacios
métricos fuzzy tal que f es continua en xg. St M es una métrica fuzzy prin-

cipal, entonces [ es t-continua en xg.

Demostracion.
Sean zg € X, t >0y € €]0,1].

Como f es continua en xy € X, existen & €]0,1[ y s > 0 tales que
f(B(z0,9",8)) C B(f(xg),e,t), y como M es principal, existe § €]0,1] tal
que B(zg,0,t) C B(xg,d,s), y por lo tanto

f(B(2o,6,1)) C B(f(x0),¢:1),
es decir, M(zg,x,t) > 1 — 0 implica que N(f(zo), f(z),t) > 1 —e. O
Si (X, d) es un espacio métrico entonces la métrica fuzzy estandar My es

principal, como podemos ver en el Ejemplo 3.2.8 (b), y por lo tanto tenemos

el siguiente corolario.
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Corolario 3.3.7. Una funcion f de un espacio métrico fuzzy (X, Mg) con
valores en otro espacio métrico fuzzy (Y, N) es continua en xq si y sélo si f

es t-continua en xg.

Demostracion.

Es obvio pues M, es principal. O
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Capitulo 4

Meétricas fuzzy fuertes

4.1. Introduccién

Las ultramétricas fuzzy (métricas fuzzy con la t-norma del minimo que
verifican que M (z, z,t) > M(x,y,t) ANM(y, z,t)) y las métricas fuzzy estacio-
narias, en el sentido de George y Veeramani, no admiten completacién en ge-
neral. En este capitulo encontramos una clase de métricas fuzzy estacionarias
completables que incluye a la clase de las ultrametricas fuzzy estacionarias.
En la primera parte del capitulo, definimos y estudiamos algunos aspectos
de las métricas fuzzy fuertes. En particular, se estudia la completitud de esta
clase de métricas fuzzy. Para ello comenzamos definiendo las métricas fuzzy
fuertes en la Definicion 4.2.1. Una métrica fuzzy M se dice fuerte si para

cada z,y,z € X, t > 0 cumple que

M(x,z,t) > M(z,y,t) * M(y, z,t) (GV4).

89
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A continuacién, el Ejemplo 4.2.2 nos hace ver que la condicién de métrica
fuerte no puede reemplazar al axioma (GV4) en la definicion de métrica
fuzzy, pero es posible definir una métrica fuzzy fuerte reemplazando (GV'4)
por (GV4') y exigiendo ademéas en (GV'5) que la funcién M, sea ademés de

continua, creciente respecto de ¢, para cada z,y € X.

Si (X, M, ) es un espacio métrico fuzzy no estacionario, definimos la fa-
milia de funciones {M; : t € R*}, donde para cada t € RT, M; : X? —]0,1]
viene dada por My(z,y) = M(x,y,t), que llamaremos familia de métricas
fuzzy estacionarias asociadas a M. Asi, en la Proposicién 4.2.5 (i) podemos
demostrar que (M, *) es fuerte si y solo si (M, *) es una métrica fuzzy esta-
cionaria sobre X para cada t € R, y en (ii), que si (M, *) es fuerte entonces
la topologia asociada a M viene dada por Ty = \/ {7ps, : t € RT}. Ademas,
la Proposicion 4.2.7 muestra cuando una familia {(M;,*) : ¢ > 0} de métri-
cas fuzzy estacionarias sobre X definen una métrica fuzzy (M, *) sobre X
mediante la formula M (z,y,t) = M (z,y) para cada z,y,€ X, t > 0, y esto
ocurre si y solo si la familia {M; : t € RT} es creciente (i.e My < Mg sit < s)
y la funcion My, : RT —]0,1] dada por My, (t) = M;(x,y) es una funcién
continua sobre RT, para cada z,y € X. Finalmente, en el Corolario 4.2.10
podemos ver que un espacio métrico fuzzy fuerte (X, M,*) es completo si
y so6lo si (X, My, *) es completo para todo t € RT, después de que en la

Proposiciéon 4.2.9, hayamos caracterizado las sucesiones que son M;-Cauchy.

En la segunda parte estudiamos la completacion de métricas fuzzy fuertes.
Comenzamos definiendo (Definicion 4.2.12) una t-norma continua * integra
como aquella que verifica que a * b # 0 siempre que a, b # 0. Obviamente las
t-normas continuas minimo y producto usual son integras. Tras demostrar el
Teorema 4.2.14, (que dice que en un espacio métrico fuzzy fuerte (X, M, *)
con * integra, si {Zn},cn € {Un},cn SOn sucesiones de Cauchy en X y ¢t > 0,

entonces la sucesion {M (2n,yn,t)}, oy converge en ]0,1]) obtenemos como
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consecuencia el Corolario 4.2.15 donde vemos que si (M, *) es una métrica
fuzzy estacionaria sobre X y * es integra entonces (X, M, %) es completable.
Como consecuencia (Corolario 4.2.16), las ultramétricas fuzzy estacionarias
son completables. Més adelante, el Teorema 4.2.18 demuestra que si (X, M, )
es un espacio métrico fuzzy fuerte completable, entonces (X, My, %) es com-
pletable para todo t > 0, y en el Ejemplo 4.2.19 vemos que el reciproco es
falso y ademas que el Corolario 4.2.16 no se puede extender a ultramétricas
fuzzy. Como resultado final tenemos el Teorema 4.2.20, que afirma que un
espacio métrico fuzzy fuerte (X, M, x) donde x es integra, la topologia aso-
ciada a M, 7y, es el supremo de una familia decreciente de topologias fuzzy

metrizables estacionarias las cuales son completables.

4.2. Una clase de espacios métricos fuzzy comple-

tables

4.2.1. Meétricas fuzzy fuertes. Completitud

Si (M, A) es una métrica fuzzy sobre X entonces la desigualdad triangular

(GV4) se convierte para todo z,y,z € X y t,s >0 en
M(z,z,t +s) > M(x,y,t) AN M(y, z, s).
Ahora, si exigimos también que
M(x,z,t) > M (z,y,t) N M(y, z,1)

obtenemos la nocion de ultrameétrica fuzzy (o métrica fuzzy no arquimediana

[49]), lo que sugiere la siguiente definicion.
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Definicion 4.2.1. Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy. La métrica fuzzy

M se dice fuerte si para cada x,y,z € X yt >0 cumple que

M(xvzzt) > M(xvyvt) * M(yv Z’t) (GV4,)

Observar que este axioma (GV4') no puede reemplazar al axioma (GV'4),
en la definicion de métrica fuzzy, cuando pretendemos obtener una meétrica
fuzzy, ya que en este caso M podria no ser una métrica fuzzy sobre X como

podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.2. Consideremos la métrica usual | - | sobre R. Definimos la
funcion M : R x R x RT —]0, 1] por

=

M(z,y,t) = +———
Tt+lz—yl

Entonces M cumple (GV'1) — (GV3) y (GV'5) pero no satisface (GV4) para

el producto usual. En efecto, sean x =1, y =2, 2 =3, t = s = 1. Entonces

tenemos

1
1 1 1
3

M(z, 2, t+s) = < : -
(,2,0+s) T ST R-1 1132

1 M(.’L’,y,t)'M(y,Z,S)
ol

Observar que la funcion My, es estrictamente decreciente para todot > 0.

Sin embargo M satisface (GV4') para el producto usual. En efecto,

1 1
M(z,z,t) = L > ! 2
Tile—al = Lhly—a|+]z -yl
1 1
> t . t = M(x,y,t) - M(y,z,t)
tHly—=l $+lz—yl

Equivalentemente, es posible definir una métrica fuzzy fuerte reempla-
zando (GV4) por (GV4') si exigimos ademas en (GV'5) que la funcion M,
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sea una funcién continua y creciente sobre ¢, para cada z,y € X. En efecto,

en tal caso tenemos que
M(x,z,t +s) > M(x,y,t+s)* M(y,z,t+s) > M(xz,y,t)* M(y, z,s).
Ejemplo 4.2.3.
(a) Las métricas fuzzy estacionarias son fuertes.
(b) Las ultramétricas fuzzy son fuertes.

(¢) La métrica fuzzy (M,-) sobre RT definida por

min{x,y} + p(t)
maz {z,y} + @(t)’

M(z,y,t) =
donde ¢ :]0, +00[—]0, +00[ es una aplicacion creciente y continua, es fuerte.

Los dos siguientes ejemplos son (métricas fuzzy fuertes definidas por mé-

tricas fuzzy estacionarias).

(d) Sea (N,-) una métrica fuzzy estacionaria sobre X. Definimos la fun-

cion M sobre X2 x RT por

t

M )= ———F——
(:C’y’) t+1—N(fE,y)

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy fuerte sobre X.

(e) Sea (N,-) una métrica fuzzy estacionaria sobre X. Definimos la fun-

cion M sobre X2 x RT por

t+ N(z,y)
M(.%',y,t) = T

Entonces (M,-) es una métrica fuzzy fuerte sobre X.
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En los siguientes ejemplos d es una métrica sobre X.

(f) Sea ¢ : RT —]0,1] una funcion continua creciente. Definimos la

funcion M sobre X% x RT por

e(t)

HEBD =S+ dte

Entonces (M,-) es fuerte. En particular, la métrica fuzzy estindar My es

fuerte para el producto usual.
(9) La funcién M sobre X2 x Rt dada por
d(z,y)

M(z,y,t) =e” o

es fuerte para el producto usual.

(h) La métrica fuzzy estindar My es una ultramétrica fuzzy (si y sélo si

es fuerte para la t-norma minimo) si y sdlo si d es una ultramétrica [49].
Por consiguiente,

(i) Si d es una métrica que no es ultramétrica entonces (Mg, \) es una

métrica fuzzy no-fuerte sobre X.

Demostracion.
(¢) Veamos que para todo x,y,z € X, t > 0, se tiene que

M(x,z,t) > M(x,y,t) « M(y, z,t).

Supongamos que x < z. Distinguimos tres casos:
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Caso 1. Supongamos que x < y < z. Se tiene entonces que

rtp(t) _r+ot) y+elt) M(z,y,t) « M(y, z,1).

M(x,z,t) = z4+ot)  y+oet) z4 o)

Caso 2. Supongamos que y < x < z. Se tiene entonces que

Cxto(t) _y+e()
M@, 20 = 200 2 25l =

zt+e®) y+et) _ « M(u. »
o) et vt M.z,

Caso 3. Supongamos que z < y. Se tiene entonces que

Tt o(t) w4 et)
M0 =550 2 e
S z+o(t) z+e@)
T yte) y+e)

= M(z,y,t) * M(y, z,t).

Analogamente se prueba si z < .
(d) Por la Proposicion 2.8.5 sabemos que (M,-) es una métrica fuzzy
sobre X. Sean x,y,z € X y t > 0. Veamos que
M(z,z,t) > M(x,y,t) - M(y,2,1).

Probar la desigualdad anterior es equivalente a probar

t t t
> .
t+1—N(z,z) ~t+1—N(z,y) t+1—N(y,z)

que equivale a
((t+1) = N(z,9)) - (t+1) = N(y,z)) > t- (t+1 - N(z,2))
que equivale sucesivamente a

1+t'(1+N(.%', Z))_tN(ya Z)—tN(.%‘,y)—i—N(.%‘,y)'N(y, Z)—N(y, Z)—N(.%',y) >0
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y también a
A+ N (2, 2)=N(y, 2) =N (2, y)|+ 1+ N(z,y)-N(y, 2) = N(y, 2) = N(z,y) > 0
lo cual es cierto ya que

14 N(z,2) — N(y,z) — N(z,y)] >0
y
14+ N(z,y)-N(y,z) = N(y,2) = N(z,y) = (1 = N(z,y)) - (1 = N(y,2)) > 0.
Luego M es una métrica fuzzy fuerte.

(e) Por la Proposicion 2.8.1 sabemos que (M, -) es una métrica fuzzy sobre

X. Sean z,y,z € X y t > 0. Veamos que

M(z,z,t) > M(x,y,t) - M(y,2,1).

Probar la desigualdad anterior es equivalente a probar

t+ N(z,z) S t+ N(z,y) t+N(y,z)
t+1 - t+1 t+1

que equivale a
(t+1)-(t4+ N(z,2)) = (t+ N(z,y)) - (t+ N(y, 2))
(sabiendo que N(z,z) > N(z,y) - N(y, z)) que equivale sucesivamente a
t2 +tN(2,2) +t + N(z,2) > t* + tN(y, 2) + tN(z,y) + N(z,y)N(y, 2)

t(N(z,2) +1) = t(N(y, 2) + N(z,y))

N(z,2)+1> N(y,2z) + N(z,y)
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y esta ultima se cumple, pues

> N(z,y)-N(y,2) +1=N(y,z) = N(z,y) = (1 = N(z,y))(1 - N(y,2)) > 0.

Suponemos x # y e y # z. Los demds casos son obvios.

Luego M es una métrica fuzzy fuerte.

(f) Sean z,y,z € X, t > 0. Para ver
M(z,z,t) > M(z,y,t) - M(y, z,t),

hemos de probar que

e o e )
o(t) +d(z,2z) — @(t) +d(z,y) ¢(t)+d(y,=2)

que es lo mismo que probar que

(o(t) +d(z,y)) - (p(t) + d(y, x)) = (p(t) + d(z, 2)) - ().

Pues bien

(p(t) + d(z,y)) - (o(t) +d(y, x)) =
= @(t)? + (1) - d(w,y) + o(t) - d(y, 2) +d(w,y) - d(y, 2) =
= @(t)? + (1) - (d(z,y) + dly, 2)) +d(z,y) - d(y, 2) >
> @(t)* + p(t) - d(x, 2) + d(z,y) - d(y, 2) >

> o(t) + (1) - d(z,2) = p(t)(p(t) + d(x, 2)).

(g) Sean x,y,z € X, t > 0. Para ver

M(z,z,t) > M(z,y,t) - M(y, z,t),
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tenemos que probar que

_d(z,2) _d(z,y) _d.2)
e 3 Z e t .e t

Como d es una métrica, se tiene que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdad

triangular) lo que es equivalente a

_dlz,2)  dzy)  dy,2)
t - t t
Por tanto
_d@:z) _d(zy) _ d(y.2)
e o >e t t
lo cual es lo mismo que
d(z,z) d(z,y) d(y,z)

O

Problema 4.2.4. Encontrar una métrica fuzzy no-fuerte (M, ) donde x es

el producto usual o la t-norma de Lukasievicz.

Sea (M, x) una métrica fuzzy no estacionaria sobre X. Definimos la fa-
milia de funciones {M; : t € RT} donde para cada t € RT, M; : X% —]0,1]
viene dada por M(x,y) = M(z,y,t). Con esta notacion, tenemos la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.2.5. Sea (M, *) una métrica fuzzy sobre X no estacionaria.

FEntonces:

(i) (M, %) es fuerte si y solo si (My,*) es una métrica fuzzy estacionaria

sobre X para cada t € RT.

(11) Si (M, %) es fuerte entonces oy = \/ {7y, : t € RT}
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Demostracion.

(i) Si (M, ) es fuerte entonces es obvio que (M, %) es una métrica fuzzy

estacionaria sobre X para cada t € RT.

Veamos el reciproco. Sean x,y,z € X y t > 0. Entonces

M(SC,Z,t) = Mt(CC,Z) Z Mt(‘rzy) * Mt(y’ Z) = M(:Cayat) * M(yazat)

(ii) Es evidente pues para cada =z € X, r €]0,1] y t > 0, las bolas

Bys(x,r,t) coinciden con las bolas By, (z,7). O

Si M es una métrica fuzzy fuerte diremos que {M; : t € RT} es la familia

de métricas fuzzy estacionarias asociadas a M.

Ejemplo 4.2.6.

(a) Sea d una métrica sobre X. Entonces ((Mg):, \) es una métrica fuzzy
estacionaria sobre X para cada t > 0 si y solo si (Mg, N) es fuerte si y sélo

s1 d es una ultramétrica sobre X.

(b) Consideremos la métrica fuzzy fuerte M sobre RT del apartado (c)
del Ejemplo 4.2.3. Entonces,
min{z,y} +1
My(z,y) = min{z,y} +1t
mazx {z,y} +1t
es una métrica fuzzy estacionaria para cada t > 0 y es fdcil verificar que

T™m, = Ty para cada t > 0.

(c¢) Consideremos la funcion M sobre RT™ x RT x Rt dada por

v 1, stTr =1y
(@y,0) = min{z,y} (t)

maz{z,y} L §1 T 7& Y
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donde

t, si0<t<1
o(t) =
1, sit>1

Segiin la Proposicion 2.8.2, (M,-) es una métrica fuzzy sobre RT.
Veamos que M es fuerte, es decir que M(x,z,t) > M(z,y,t) - M(y, z,t).

Sean x,y,x € RY, t>0. Suponemos w,y, z distintos (de lo contrario, es

trivial). Entonces se tiene que:

mind 2} oy 5 mindn )l mintyeh o

M(x, z,t) = '
(z,2,t) maz {x, 2} ~ maz{z,y} maz{y,z}

min eyt oy Y EE N ) My, -
Zmcwv{ac,y} #(t) mazx {y, z} o(t) = M(x,y,t) - M(y,z,1).

Las demds situaciones son obuvias.

Ademds, Ty es la topologia discreta sobre RT.

Para t > 1 tenemos que My(x,t) = % y Ty, es la topologia usual

de R relativa a RT.

_ min{z,y}

Para t < 1 tenemos que My(x,y) = marlzy} LY pOT lo tanto es facil

inferir que Ty, es la topologia discreta.

Ahora surge la cuestion natural de cuando una familia {(My,*) : ¢ > 0}
de métricas fuzzy estacionarias sobre X definen una métrica fuzzy (M, *)
sobre X por medio de la formula M(x,y,t) = M(z,y) para cada z,y € X,

t € RT. La siguiente proposicién contesta esta cuestion.

Proposicion 4.2.7. Sea {(M,*):t € RT} una familia de métricas fuzzy

estacionarias sobre X.
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(i) La funcion M sobre X2 x Rt definida por M(x,y,t) = M(z,y) es
una métrica fuzzy sobre X cuando consideramos la t-norma * si y sélo si la
familia {M; : t € RT} es creciente (es decir, My < M sit < s) y la funcién
My, : RT —=]0,1] definida por My, (t) = Mi(x,y) es una funcion continua
sobre RY, para cada x,y € X.

(i) Si la familia { My : t > 0} satisface las dos condiciones de (i) entonces

(M, %) es fuerte y {(My,*) : t € RT} es la familia de métricas fuzzy estacio-

narias asociadas a M.

Demostracion.
(i) Si M es una métrica fuzzy sobre X, la conclusion es obvia.

Reciprocamente, supongamos que {M; : t € R*} verifica la condicién del

enunciado. Entonces para todo x,y,z € X, t,s > 0 se tiene
M(.’IJ, 2, t+ S) = Mt-‘,—s(xa Z) > Mt-l—s(ma y) * Mt+8(y7 Z) >

> M(z,y) * Ms(y,z) = M(z,y,t) « M(y, z,s)

Los demas axiomas (GV'1) — (GV3) y (GV'5) se satisfacen obviamente.

(ii) Para todo x,y,z € X, t > 0 se tiene que
M(SC,Z,t) = Mt(CC,Z) Z Mt(‘rzy) * Mt(y’ Z) = M(:Cayat) * M(yazat)

y por lo tanto M es una métrica fuzzy fuerte. U

Por (ii) podemos observar que una métrica fuzzy fuerte se caracteriza por

ser asociada a la familia {M; : t € RT} de métricas fuzzy estacionarias.

El siguiente ejemplo ilustra la proposicién anterior.
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Ejemplo 4.2.8.

(a) Consideremos sobre R la familia creciente de métricas fuzzy estacio-

narias {(My,-) : t € RT} dada por

1
My(z,y) = ——— sit <1
o) l+fz—yl — —

y
Mi(z,y) = — 2 sit>1
R '

Definimos la funcion M sobre R x R x RT por M(x,y,t) = M(z,vy).
Entonces My, (definida para x,y € X por Myy(t) = M(x,y,t) para cada
t > 0) es una funcidn creciente sobre R™ pero (M,-) no es una métrica fuzzy

sobre R ya que My, no es continua para t =1 si x # y.

(b) Consideremos sobre R la familia de métricas fuzzy estacionarias

{(My,-) : t € RT} dada por

My(z,y) = —— sit <1
) Itle—yl  —
Y 1
Mt(x,y):4 sit> 1.
-yl

Definimos la funcion M sobre R x R x RT por M(x,y,t) = My(z,vy).
En este caso My, definida como antes, es una funcidn continua sobre R
pero (M,-) no es una métrica fuzzy sobre R ya que My, no es una funcion

creciente sobre RT.

Una consecuencia facil de las definiciones previas es la siguiente proposi-

cién.
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Proposicion 4.2.9. Sea {M; : t € R"} la familia de métricas fuzzy estacio-
narias asociadas a la métrica fuzzy fuerte M en X. Entonces la sucesion
{Zn}pen en X es M-Cauchy si y sdlo si {xn},cy es My — Cauchy para cada
t>0.

Tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.10. Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy fuerte. (X, M, x)
es completo si y sélo si (X, My, *) es completo para cada t € RT.

Demostracion.

Es obvio ya que 73y = \/ {7, : t > 0}. O

Ejemplo 4.2.11. Consideremos la métrica fuzzy del Ejemplo 3.2.12, es de-
cir, X =]0,1], A= XNQ, B= X\ A y la funcion M sobre X?> x R dada

por

mintead - gigye AdaycBi>0,
M(w,y,t) = | el sire Al ye BoreByecAt>1
min{zy} t, en otro caso

maz{z,y}

Veamos que (M, -) es una métrica fuzzy fuerte sobre X.

Sdlo estudiaremos los casos no triviales, y obviaremos el estudio de otros

casos similares por simetria del razonamiento.

(1) Supongamos que x,z € A, y € B, t < 1. Entonces

Mz, 2 1) = min{z,z} _ min{z,y} min{y,z}

maz {z,z} — maz {z,y} maz{y,z} ~

o min{z,y} - mindy, 2}
~ maz{z,y}  maz{y, 2}

t:M(SC,y,t) 'M(y,Z,t)
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(2) Supongamos que x € A, y,z € B, t < 1. Entonces

Mz, 2, 1) = 22} o
mazx {z,z}

min{z,y} min{y, z}

~ maz{z,y} maz{y,z}

t:M(‘T’y’t) 'M(yvz)t)

Para t = % yxr <y tenemos que

z siz,y€c Adz,y€e B
Ml(xay): Y Y Y
2 T

% sire A, ye BdreB,ye A
Sea {xn},cy una sucesion estrictamente creciente en B que converge a
1 para la topologia usual de R. Entonces {xy},cy es M1 — Cauchy ya que
2
lim M (2, 2m) = 1. Sin embargo {x,},cny no converge en (X, My) a
m,n— 00 2 2
ningin v < 1 ya que lim M, (z,2,) < lim = =z < 1. Por otro lado, esta
n— o0 2 n—oo “n

sucesion no converge en (X,M1) a 1 ya que lim Mi(z,,1) = lim 2 = 1.
2 n—oo 2 n—oo

Asi, M1 no es completo y, como consecuencia, M no es completo.
2

Ademds, en el Ejemplo 3.2.12 probamos que M no es completo.

4.2.2. Completacion de métricas fuzzy fuertes

Definicion 4.2.12. Diremos que una t-norma continua * es integra si cum-

ple que axb # 0 siempre que a,b # 0

Las t-normas continuas minimo y producto usual son integras. La t-norma

£ de Lukasievicz no es integra.
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En el Ejemplo 1 de [23], se dan dos sucesiones de Cauchy {z,}, e {yn}, en
un espacio métrico fuzzy estacionario (X, M) tales que lim M (xy,,y,) = 0.
n—oo

Esto no es posible cuando * es integra como muestra el siguiente lema.

Lema 4.2.13. Sea (X, M,*) un espacio métrico fuzzy y supongamos que
es integra. Sean {an}, y {bn}, dos sucesiones de Cauchy en X yt > 0. Si

{M (an,bn, 1)}, cn converge (en la topologia usual de R) a c, entonces ¢ > 0.

Demostracion.

Sean {an}, ¥ {bn}, sucesiones de Cauchy en X y supongamos que

lim M(an,bp,t) = c.

n—oo

Dado & €]0,1[ podemos encontrar p € N tal que M(a,,as,5) > 1 —¢y
M (b, bs, %) > 1 — ¢ para todo 7,5 > p.

Pongamos M (ap,bp, ) =a >0y d=(1—¢)*ax*(l—¢)>0yaque *
es integra. Entonces para n > p tenemos

t t t
M(an, bnat) > M(ana Gp, g) * M(apa bpa g) * M(bpa bn, 5) >

>(1—¢e)*xax(l—e)=0

y asi

lim M(an,bp,t) =c>39 > 0.

n—~o0

O

Teorema 4.2.14. Sea (X, M,*) un espacio métrico fuzzy fuerte y suponga-
mos que * es integra. Si {xn}, ey € {Untpen SON sucesiones de Cauchy en X

y t >0 entonces {M(Tn,Yn,t)},en converge en |0, 1].

Demostracion.
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Sean {zn}, oy € {¥n}pen sucesiones de Cauchy en X y sea t > 0. Como
Mz, yn,t) € [0,1] para todo n € N, podemos encontrar una subsucesion
{M(xn;, Yn,,t)}; de {M(xp,yn,t)},, que converge a c¢ € [0,1]. Como {z,,},
e {Yn, }; son subsucesiones de {z,}, cry € {¥n}nen respectivamente, también

son sucesiones de Cauchy, y por el lema anterior, tenemos que ¢ > 0.

Sea € €]0,1] tal que c—e > 0y ¢t > 0. Afirmamos que existe p € N tal que
Mz, Ym,t) > ¢ — € para todo m > p. Para mostrar esto, elegimos ¢ €]0, 1]
tal que 0 x 0 x (c — 5) > c—¢c. Como {Zn},cn € {Un},en SOD sucesiones de
Cauchy, existe [ € N tal que M (2, T, t) > 8y M (yn,, Ym,t) > J para todo
m,i > | y también existe ¢ € N tal que M (zy,, yn,;,t) > c— 5 para todo i > ¢
ya que {M(Zp,,Yn,,t)};, converge a c.

Tomemos p = max {l,q}. Como M es fuerte, tenemos que
M(xma Ym, t) > M(.%'m, Ty, t) * M(xnp7 Ynps t) * M(ynp7 Ym, t) >

25*(0—%)*5>c—€

para todo m > p, y asi nuestra afirmacién ha sido probada.

Ahora veamos, por reducciéon al absurdo, que nh_)ngo Mz, yn,t) = c.
Si ¢ =1, es obvio.

Supongamos que ¢ < 1.

Si {M(zp,yn,t)}, no converge a ¢, existirda § > 0 con Je—4, c+d[C|0, 1] de
manera que una cantidad infinita de términos de la sucesion {M (2, yn,t)},,
estaran en el compacto [0,c—0]U[c+4d, 1], y por lo tanto existird una subsu-

cesion {M(mn;,yn;,t)}j de {M(xn,yn,t)},, tal que ]li)rgo M(l“n;.’?/n;,t) = e,
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con e# cye>0porel Lema 4.2.13, ya que {xn;} e {yn;} son sucesiones
de Cauchy en X. Supongamos que ¢ < e.

Sea ¢’ < 3¢ de manera que 0 < c—¢’ < c+¢’' < e—¢'. Por la afirmacion

anterior, aplicada a e,e’ > 0y t > 0, existe p; € N tal que

M (2, Ym,t) > e — €', para todo m > py (4.1)

Por otra parte, como {M (z,, yn,,t)},; converge a c, existe pp € N tal que

M (2, yn,,t) €Jc — €', c + €[, para todo i > pa, lo que contradice a (4.1).

Si suponemos que e < ¢, podemos considerar &' €]0,1[ con 0 < &’ < 5=

ytalque0<e—¢ <e+ée <c—e.

Ahora, como {M (xn/,,yn/.,t)} converge a e, existe p3 € N tal que
J J ]
M(xn;,yn;_ ,t) €le—¢',e+¢' para todo n; > p3, lo cual es una contradiccion

con que M(Zy,, Ym,t) > ¢ — € para todo m > p.
Por consiguiente, {M (z,,yn,t)}, converge a c. O

Recordar que (Proposicion 3 de [23]) un espacio métrico fuzzy estacionario

(X, M, ) es completable si y sélo si lim M (ay,b,) > 0 para cada par de
n—oo

sucesiones de Cauchy {a,},, {bn},,en X. Asi, por el Teorema 4.2.14, tenemos

los siguientes corolarios.

Corolario 4.2.15. Si (M, x) es una métrica fuzzy estacionaria sobre X y *

es integra entonces (X, M, ) es completable.

Recordemos que la métrica fuzzy M se dice que es una wultramétrica

si M(x,z,t) > min{M(x,y,t), M(y,z,t)}, para cualesquiera z,y,z € X,
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t > 0. Por tanto, si (M, *) es una ultramétrica sobre X, entonces * es necesa-
riamente la t-norma minimo, que es integra, con lo que como caso particular

del Corolario 4.2.15, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.16. Las ultramétricas fuzzy estacionarias son completables.

El Ejemplo 2 de [22] es un ejemplo de un espacio métrico fuzzy estacio-

nario que no admite completaciéon fuzzy.

Lema 4.2.17. Supongamos que (X, M,x*) es completable. Sea (X*, M*, x)
la completacion fuzzy de (X, M,x). Si (M,*) es fuerte entonces (M*,x) es

fuerte.

Demostracion.

N .
Sean x,y,z,€ X*. Sean {xn},cnyy {Untnen ¥ {#n}tneyn sucesiones en X
que convergen a x, Yy, z, respectivamente. Entonces, por construccion de M*

[23]| tenemos que

M*(z,z,t) = lim M(xy,zp,t) > Um {M(z, yn,t) * M (Yn, 2n,t)} =
n—oo

n—~o0

= M*(x,y,t) « M*(y, z,t)

ya que M es continua sobre X2 x RT [48] y * es continua sobre [0, 1], y asi
M* es fuerte. O

Teorema 4.2.18. Sea (X, M,*) un espacio métrico fuzzy fuerte. Si X es
completable entonces (X, My, *) es completable para todo t > 0.

Demostracion.

Sea (X™*, M*,«) la completacion métrica fuzzy de (X, M, x). Por el lema
anterior, M™ es fuerte sobre X* y asi por el Corolario 4.2.10 M; es una

métrica fuzzy estacionaria completa sobre X* para cada t > 0.
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Veamos que (X*, M/, %) es la completacion métrica fuzzy de (X, My, *)

para todo ¢t > 0.

Primero veamos que X es denso en X™* dotado con la topologia 7/, para
todo ¢t > 0.

* : .
Sea x € X* y consideremos una sucesion {xn}, cy en X tal que {z,}, oy

converge a x en Tjs+. Entonces, por (ii) de la Proposicion 4.2.5 {z,},cy

converge a x en Tjsx para todo t > 0y asi X es denso en (X™, 7pzx).
Claramente, la funcion identidad de (X, M;) en (X, M) es una isometria,
ya que, para cada t > 0,

My(z,y) = M(z,y,t) = M*(z,y,t) = M (x,y) para todo z,y € X.

Asi (X*, M[, %) es la completacion métrica fuzzy de (X, My, *). O

El siguiente ejemplo nos muestra que no podemos extender el Corolario
4.2.16 a ultramétricas fuzzy y también que el reciproco del teorema anterior

es falso.

Ejemplo 4.2.19. Sean {x,},cn € {¥n}nen d0s sucesiones estrictamente cre-
cientes de nimeros reales positivos, que convergen a 1 con respecto a la mé-
trica euclidea, con AN B = ¢, donde A= {x, :n € N} y B={y, :n €N}
Sea X = AU B y definimos sobre X x X x]0,4o00| un conjunto fuzzy M
definido por

M(zy, Zpn,t) = M (Yn, Yn,t) = 1 para todo n € Nt > 0,
M(zy, Ty, t) = Tp A Ty, para todo ny,m € N con n #m, t > 0,

M (Yn, Ym, t) = Yn A Ym para todo n,m € N con n # m, t > 0,
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M(zp, Ym,t) = M (Ym, Tn,t) = Tp A Y para todo n,m € N, t > 1,
Mz, Ym,t) = M (Ym, T, t) = Ty AYm At para todo n,m € N, 0 <t < 1.

(X, M, N) es un espacio métrico fuzzy que no es completable (Ejemplo 2

de [23]).

Veamos que M es fuerte, y como conclusion se tendrd que (X, M, N\) es

un espacio ultramétrico fuzzy.
Abreviaremos la demostracion obviando los casos triviales.

Supongamos que 0 <t < 1. Tenemos
M(Zy, Ty t) = Ty A Ty = Ty, ATy A Ty = M (2, Ty t) % M (27, Ty, )
y de la misma forma
M (yn, ym,t) = M (yn, Yr, t) % M (Yr, ym, t), para n 7 m.
M(Zp, Ty t) = Ty ATy = Ty AYp ATy At = M (20, Yy, t) % MYy, Ty t)
y de la misma forma

M (Y, Y, t) = M(yp, xp,t) * M(2p, Ym, t), para n #m.
Mz, Ymst) = Tn Aym At > Tp Ay Ay At =
= M(zp, 2z, t) * M (2, Ym,t), para n # m.
Sir =mn la desigualdad es obvia. De la misma forma

M(zp, ym,t) > M(xn, yr,t) * M(yr, ym,t), para n # m.

Si r =m la desigualdad es obvia.



UNA CLASE DE ESPACIOS METRICOS FUZZY COMPLETABLES 111

FEl caso t > 1 es trivial.

Como (X, M, ) es fuerte entonces (X, My, N\) son métricas fuzzy estacio-
narias y asi completables para cada t > 0 ya que * es una t-norma continua

integra.

Teorema 4.2.20. Sea (X, M, *) un espacio métrico fuzzy fuerte y suponga-
mos que * es integra. Entonces 7oy = \/ {7ar, : t > 0} donde cada uno de los

espacios (X, My, x) es completable.

Demostracion.

Consideremos para todo ¢t > 0 la métrica fuzzy estacionaria M; sobre X

asociada a M.

Denotemos por By, (x,7) ala bola centrada en = € X y de radio r €]0, 1]
en (X, My, «). Es facil probar que para t < s, By, (z,r) C B, (z,7), y por

lo tanto Tar, > Ta,.

Por el Corolario 4.2.15 (M, ) es completable para cada t > 0, y fi-

nalmente, como Bys(z,r,t) = Bpy(z,7), se deduce inmediatamente que
™ =V {mm, i t >0} O
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Capitulo 5

Aplicaciéon de métricas fuzzy

5.1. Introduccién

En este capitulo, para ilustrar los beneficios précticos que podemos ob-
tener de las métricas fuzzy, damos una aplicacion para filtrado de imagen
en color. Veremos que los métodos de filtrado de imagen construidos usando

métricas fuzzy funcionan mejor que otros métodos clésicos.

En la Seccién 5.2 vemos una introduccion a las imagenes digitales con el
fin de dar a conocer los elementos que las forman, que nos seran de utilidad
para los métodos de filtrado propuestos. Estos elementos que forman la ima-
gen reciben el nombre de pixeles y cada uno de ellos esta asociado con unas
cantidades de colores primarios rojo, verde y azul, llamadas componentes de
color RGB (Red, Green, Blue) de un pixel. Estas componentes indican la
mezcla de colores primarios que se debe realizar para obtener el color de ese

pixel. Cuando se forma una imagen digital, puede verse afectada por diversos

113
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factores que pueden empeorar la calidad de ésta, ya que usualmente pueden

aparecer irregularidades, también llamadas ruido.

En la Seccién 5.3 vemos como realizamos el filtrado utilizando métricas
fuzzy. Se trata de sustituir un pixel con ruido, por otro libre de ruido que
denotaremos por F; y ]?‘l-, respectivamente. Para determinar F; utilizamos
el principio de orden reducido, que determina, en un entorno cuadrado de
tamano n, el vector de color que es méas similar en global a todos los demas
vectores del entorno. Es decir, F; es el vector de color del entorno que maxi-

miza la distancia fuzzy acumulada a todos los vectores de color del entorno.

Como primera aplicaciéon a este método de filtrado, usamos las métricas

fuzzy

= G(z,y,kg) =

— G
ka+|z—yl

lz—yl

E(.%',y, kE) =e &

min{z,y} + ky
max{x,y} + ks

M(x7y7kM) -

|z —y
kT

» T(z,y,kr)=1—
que son casos particulares de las métricas fuzzy (2.4), (2.6), (2.1) y (2.7)
estudiadas en el capitulo 2, y comparamos el resultado del filtrado con el

obtenido al utilizar las métricas clasicas Lo v L.

En la segunda aplicacién desarrollamos un método de filtrado utilizando
una combinacién de dos métricas fuzzy donde medimos simultaneamente la
cercania entre dos pixeles de la imagen y la similitud entre sus componentes

de color RGB. Utilizando esta combinacion, obtenemos mejores resultados
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ya que la inclusién de un criterio de medida espacial contribuye a mejorar la
preservacién de los detalles y bordes de la imagen, ya que, como explicaremos,

el vector de salida es un vector espacialmente cercano al pixel original.

5.2. Iméagenes digitales

Como podemos ver mas detalladamente en [50], una imagen es una repre-
sentacion 2D de los objetos que estan en una escena 3D y se obtiene mediante
una proyecciéon de los objetos 3D sobre una imagen plana. En cdmaras di-
gitales, esta proyeccién se obtiene siguiendo el modelo de camara de “ojo de
la aguja” [19] y [46] (ver Figura 5.1(a)). De acuerdo con este modelo, los
objetos representados en un espacio 3D, se proyectan a través de un centro
de proyeccién sobre la imagen plana 2D. El centro de proyeccién corresponde
a la oOptica de la cdmara. La imagen plana se representa fisicamente por un
sensor Charge Couple Device (CCD) que capta la radiacion luminosa. Este
sensor (CCD) (ver Figura 5.1(b)) comprende un array de M x N sensores de
luz simples. Asi, cuando se toma una fotografia con una camara digital, se
captura una representacion del mundo 3D en un array de M x N elementos

simples que reciben el nombre de pizeles.

En imagenes digitales en color, cada pixel representa un tinico color de la
imagen. Los colores se representan comunmente en los ordenadores usando
el espacio de color Rojo-Verde-Azul (Red-Green-Blue (RGB)). Este espacio
de color sigue un modelo aditivo de modo que cualquier color se obtiene me-
diante la mezcla adecuada de los tres primarios: rojo, verde y azul. Asi, cada
pixel de la imagen en color se asocia con una terna de valores (RGB) que
representan la cantidad apropiada de cada color primario que se debe mez-

clar para obtener el color almacenado en ese pixel. Desde un punto de vista
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Figura 5.1: (a) Esquema del modelo de camara Ojo Aguja: El objeto P, repre-
sentado en el espacio (X, Y, Z), se proyecta a través del centro de proyeccion
(6ptica de la camara) sobre la imagen plana (CCD) como el objeto P’. (b)
Un sensor CCD.

geométrico, cada color también se puede interpretar como un punto de un es-
pacio tridimensional cuyas coordenadas son las cantidades correspondientes

a cada uno de los colores primarios.

El proceso de la adquisicion de la imagen digital puede verse afectado por
diferentes factores que pueden degradar la calidad de la imagen. Por ejemplo,
condiciones adversas de iluminacién o mal funcionamiento del sensor CCD

pueden introducir irregularidades en la imagen conocidas como ruido. Otros
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factores capaces de afectar a la calidad de imagen son, entre otros, errores
de transmisién o defectos de almacenamiento. La Figura 5.2 muestra una
imagen ideal libre de ruido (a) y la misma imagen contaminada con ruido
(b). La presencia de irregularidades, o ruido, en una imagen son, en general,
indeseables, tanto el punto de vista de la calidad visual de la imagen como
para el procesamiento automético de ésta, ya que la presencia de ruido puede
ser un grave impedimento para el correcto funcionamiento de las tareas de

procesamiento automético de la imagen.

5.3. Filtrado de imagen utilizando métricas fuzzy

Denotemos por F a la imagen digital que vamos a tratar. Procesamos
la imagen empleando un enfoque de ventana deslizante: para procesar cada
pixel de la imagen, tomamos los pixeles dentro de un entorno cuadrado W

de tamano n x n,n = 3,5,7,..., centrado en él.

Denotamos por F;,i = 0,...,n> — 1, los n? vectores de color asociados
a los pixeles en W. Notese que un pixel de una imagen en color se caracte-
riza, como hemos visto en la secciéon anterior, por una terna que define sus

componentes de color RGB, que es, F; = {Ff{, F¢ FB}.

En este contexto, podemos medir la distancia fuzzy entre dos vectores
de color mediante la conjuncién con una adecuada t-norma de las distancias
fuzzy entre sus componentes de color. A continuaciéon detallamos el proceso
de filtrado y mostramos como las métricas fuzzy pueden sustituir a las mé-
tricas clasicas en este proceso, y cuales son los beneficios resultantes de esta

sustitucion.
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El problema de filtrado de una imagen digital implica eliminar los pixeles
ruidosos y reemplazarlos por otros libres de ruido. Dentro de un enfoque de
ventana deslizante, esto se puede hacer mediante la identificacién en W de un
pixel libre de ruido F; para sustituir el original F;. En un contexto vectorial,
esta identificacion puede hacerse mediante el empleo del principio de orden
reducido, que determina cuél de los vectores de color en la poblacion es el mds
stmilar, en general, a todos los demés. En particular, ]?‘, se puede determinar
como el vector de color en la poblacién que maximiza la distancia fuzzy

acumulada a todos los otros vectores de color en W, de la siguiente manera.

Tomando C como la métrica fuzzy para maximizar, para cada vector Fy
en la ventana W, calculamos una medida acumulada
A=Y C(Fy,Fjt)
JEW j#k
a todos los otros vectores de la ventana. Los valores Ay se ordenan en una
sucesion decreciente (en la que el valor situado en la posicion r-ésima se

escribe como A(,) de la siguiente forma:
A = Ag 2 2 Apeoyy-
Este orden implica el mismo orden de los vectores Fy's:

Fo2Fa 22 Fee

Entonces la salida del filtro F; seré el vector F (o) que ocupa la posicion

menor en la sucesion ordenada.

En un contexto analogo, el conocido Vector Median Filter (VMF) em-
plea la métrica euclidea (Lg) como el criterio de distancia entre los vectores.
Ademas, otra métrica popular es métrica L., donde la distancia entre dos
vectores es el maximo del valor absoluto de las diferencias entre sus compo-

nentes.
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5.4. Primera aplicacion

Como una primera aplicaciéon de métricas fuzzy para filtrado de imagen
en color, usamos las siguientes métricas fuzzy, que son casos particulares de
las métricas fuzzy (2.4), (2.6), (2.1) y (2.7) estudiadas en el capitulo 2, con

el anterior método de filtrado explicado.

k
» G(z,9,ka) = Wﬁ_y‘

lz—y|

» E(v,y,kp)=e¢ &

min{z,y} + ks
max{z,y} + knr

. M(‘szyk:M) =

. T(ac,y,k:T):l—u
kr

Para G, F'y M, tomamos el producto usual como t-norma de la operaciéon
binaria, pero para 7T tomamos la t-norma £ de Lukasiewicz porque T no es
una meétrica fuzzy con el producto usual. Posteriormente, comparamos el
rendimiento de estas métricas fuzzy con la distancia euclidea clasica (Ly) y

con la métrica L.

El proceso experimental comun para evaluar diferentes métodos de fil-
trado es tomar una imagen original libre de ruido (Figura 5.2 (a)), simular
su contaminacién mediante un modelo de ruido impulsivo (Figura 5.2 (b)) y
filtrar la imagen (Figura 5.2 (c)) para recuperar la original. Las medidas de
calidad objetivas se utilizan para determinar el grado de calidad de la imagen
obtenida. Nosotros usamos el Pico Relacion Senal Ruido (PSNR) definido de

la siguiente forma
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(a) (b) (c)

Figura 5.2: Proceso del experimento: (a) Imagen sin ruido, (b) Imagen con

ruido, (c) Imagen filtrada.

PSNR = 20log

donde M y N son las dimensiones de la imagen F, () es el numero de canales
de la imagen (Q = 3 para imagenes en color), y F! y 153 denotan la compo-
nente ¢-ésima de los vectores de la imagen original y de la imagen filtrada,

en la posicién ¢, respectivamente.

Usamos cuatro imégenes de prueba diferentes, que contaminamos con
porcentajes de ruido de 0% a 50 %, con un incremento del 5%. Todas las
imégenes ruidosas se filtran con el método descrito anteriormente utilizando
las dos métricas clasicas y las cuatro métricas fuzzy consideradas. Luego,

calculamos el valor PSNR medio para las cuatro iméagenes en cada caso.

En los resultados experimentales (Cuadro 5.1 y Cuadro 5.2) podemos ver

que todas las métricas fuzzy estudiadas superan a las dos métricas clasicas,
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(c) (d)

Figura 5.3: Imagenes de prueba

especialmente para alta densidad de ruido. También, se observa que todas las
métricas fuzzy funcionan de manera similar. De todo esto, podemos concluir
que la mejora obtenida no se debe a la forma de la funcion utilizada, sino
a la conjuncién hecha con t-normas para medir la distancia fuzzy entre los
vectores de color. En la conjuncién, el valor fuzzy méas bajo es el que pesa
mas en el cilculo de la distancia fuzzy final dada por la métrica, pero sin
despreciar el resto de los valores. Como el ruido estd asociado, al menos, al

valor fuzzy méas bajo, se detecta mejor y el proceso de filtrado es mas eficaz.
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Cuadro 5.1: Comparaciéon de rendimiento en términos de PSNR variando el
porcentaje de ruido (bajo)

Filtro | 0% 5% 10% 15% 20% 25%
27.86 2740 27.12 26.78 26.34 26.09
27.82 2723 26.54 26.18 25.46 25.14
27.80 27.64 2745 27.32 26.83 26.75
27.80 27.64 2741 2730 26.84 26.73
27.81 27.64 2745 27.32 26.83 26.73
27.80 27.65 27.45 27.28 26.85 26.70

NEmady

Cuadro 5.2: Comparacion de rendimiento en términos de PSNR variando el
porcentaje de ruido (alto)

Filtro | 30% 35% 40% 45% 50%
25.46 25.25 24.64 23.96 23.29
24.27 23.96 23.22 22.29 21.57
26.23 25.94 25.51 24.68 24.06
26.20 25.92 2555 24.72 24.02
26.20 2593 2556 24.72 24.05
26.18 25.87 25.55 24.68 24.07

NEmaS

5.5. Segunda aplicacién

Ahora, consideremos que un pixel de una imagen de color se caracteriza
por su posicion en la imagen q = {¢1,¢2}, dada por dos coordenadas de
posiciéon, y por una terna que define su componente de color RGB, que es,
Fq= {Ff, FqG , FqB}. En este contexto, podemos medir la distancia entre dos
vectores de color atendiendo a la similitud de sus componentes de color, y
también atendiendo a la proximidad espacial entre los pixeles. Proponemos
utilizar una meétrica fuzzy que representa simultaneamente ambos criterios

de distancia. Para ello, por un lado, usamos la métrica fuzzy R dada por
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S min{F}, Fl} + K

R(F;,F;) = :

(5.2)

para medir la similitud entre los vectores de color F; y F;. En esta expresion,
establecemos K = 1024 ya que en investigaciones anteriores se ha demostrado

que es un valor adecuado para procesar imégenes de color RGB [39].

Por otro lado, la proximidad espacial entre dos pixeles de la imagen F; y

F; estd dada por la métrica fuzzy S definida por

t
S(Fi,Fi,t) = ———— 5.3
( 1 Jo ) t‘i‘”i_jH’ ( )
donde || - || denota la norma Euclidea y ¢ es un parametro capaz de ajus-

tar la sensibilidad de la métrica fuzzy. Ahora, construimos el producto de
las anteriores métricas fuzzy R y S en una tnica métrica fuzzy C' dada por
C(F;,Fj,t) = R(Fy,Fy) - S(Fy,Fy,t). Se puede probar que el producto de
meétricas fuzzy es también una métrica fuzzy [49]. De este modo, la métrica
fuzzy C mide el parecido entre dos pixeles de la imagen teniendo en cuenta
simultdneamente la similitud entre los componentes de color y la cercania
espacial de los pixeles. Asi, nos proponemos utilizar esta métrica fuzzy com-

binada, en el método de filtrado explicado en la seccién anterior.

Como hemos mencionado anteriormente, el clasico Vector Median Filter
(VMF) |2] emplea la métrica Euclidea como criterio de distancia entre vecto-
res. Este filtro es conocido por su comportamiento robusto pero las imagenes
resultantes son a menudo demasiado suavizadas, y por consiguiente, los bor-
des y los detalles pequenos no estan bien conservados. Por otro lado, en el

enfoque que proponemos, podemos ver que la inclusion del criterio espacial
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contribuye a mejorar la conservacién de los detalles de la imagen mientras
que el ruido también se reduce. Esto se logra porque como vector de salida en
cada ventana de filtrado se determina un vector que es espacialmente cercano
a todos los otros vectores de la ventana. Por lo tanto, evitamos la posibilidad
de sustituir un pixel por otro situado lejos de él, lo cual no es apropiado
para conservar los bordes y los detalles. Las Figuras 5.4 - 5.6 muestran tres
imégenes ruidosas filtradas con el VMF y el método propuesto. Podemos ver
que ambos métodos son capaces de suprimir el ruido, pero, mientras que el
VMEF genera imégenes de salida demasiado borrosas, el método propuesto es
capaz de conservar mejor los bordes de la imagen y los detalles, y asi, mejorar

la calidad visual de las imégenes obtenidas.

Finalmente, podemos concluir que las métricas fuzzy son adecuadas para
el filtrado de imégenes en color y merece la pena investigar su utilidad en

otras tareas de procesamiento de imagenes o en problemas de ingenieria.
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()

Figura 5.4:
Comparacion de funcionamiento: (a) Detalle de la imagen Lenna donde el
10 % de los pixeles son ruidosos, (b) Resultado obtenido usando el VMF [2]
con un filtro ventana de tamano 5 x 5, (c¢) Resultado obtenido con el

método propuesto.
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Figura 5.5:

Comparacion de funcionamiento: (a) Detalle de la imagen Goldhill donde el
10 % de los pixeles son ruidosos, (b) Resultado obtenido usando el VMF [2]
con un filtro ventana de tamano 5 x 5, (¢) Resultado obtenido con el

método propuesto.
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Figura 5.6:

Comparaciéon de funcionamiento: (a) Detalle de la imagen Baboon donde el
10 % de los pixeles son ruidosos, (b) Resultado obtenido usando el VMF [2]
con un filtro ventana de tamano 5 x 5, (c¢) Resultado obtenido con el

método propuesto.
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