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In memoriam: Manuel Valdivia Urena
(1928-2014)

por

Manuel Lépez Pellicer

1. MANUEL VALDIVIA: SU CAMINO HACIA LA MATEMATICA

Manuel Valdivia Urena naci6 el 12
de noviembre de 1928 en Martos (Jaén).
En 1939 sus padres se trasladaron a
Los Pilares, en cuya escuela, Institucion
Castilla, comenzd a demostrar una gran
facilidad para el célculo. En 1941 co-
menzé el bachillerato en el colegio La
Inmaculada. Obtuvo brillantes califica-
ciones en todas las asignaturas y siem-
pre recordd con afecto a todos sus pro-
fesores y, en especial, a D.* Casilda Mi-
randa, licenciada en Matemaéticas que
explicaba con una claridad asombrosa
y le abrié los ojos a la luz de las Mate-
maticas.

Valdivia se sentia muy atraido por
las Matemadticas, pero mucho mas por
la Filosofia, la Literatura y, en especial,
por la poesia de Machado, Unamuno,
Juan Ramén Jiménez y los poetas de la
generaciéon del 27.

Afios més tarde, mientras estudiaba
la prueba de Hermite de la transcenden-
cia del ntimero e, leyé Luna del Paraiso
de Vicente Aleixandre y pensd que no

Manuel Valdivia en 2002

sabria elegir entre esta oda y el trabajo de

Hermite, decidiendo que poesia y matemdticas le acompanarian toda la vida. Valdi-
via compartié el pensamiento del matematico inglés Godfrey H. Hardy de que un
matemdtico, como un poeta, es creador de expresiones estéticas, matizando que si
las expresiones matematicas son mas permanentes que las poéticas, se debe a que
las matematicas estan hechas con ideas, mientras que en la poesia tienen mas im-
portancia las palabras, la forma de decir las cosas, y las palabras con el tiempo se

desgastan mas que las ideas.
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Su camino hacia las Mateméaticas no fue directo. Después del Examen de Estado
en Granada, inicié en Madrid la carrera de Derecho. No terminé el primer curso, pues
observo que con sus conocimientos mateméticos de bachillerato resolvia problemas
que se resistian a los companeros de pension que preparaban el ingreso en la Escuela
de Ingenieros Agrénomos, cuyas pruebas de ingreso super6 pronto.

Las limitaciones econémicas le obligaron a dar clases particulares y a ser profesor
de Matematicas, Genética, Fisica y Quimica en la Academia Claret, donde habia
preparado el ingreso. El exceso de trabajo no le impidié ni terminar su carrera de
Ingeniero ni comenzar a mostrar su preferencia por las matematicas.

En 1959 obtuvo una beca en Investigaciones Agronémicas y una plaza de Profe-
sor Adjunto de Matematicas en la Escuela de Ingenieros Agrénomos. En los dos anos
siguientes completd su formacién cientifica con el doctorado en Ingenieria Agronémi-
ca y la licenciatura en Matematicas. Estudiaba las ideas fundamentales y elaboraba
las demostraciones de los teoremas cuando los necesitaba.

En 1961, el profesor Dario Maravall le puso en contacto con Ricardo San Juan,
uno de los discipulos predilectos del mitico Julio Rey Pastor, quien le propuso realizar
la tesis doctoral en Matematicas sobre cuestiones de limites de funciones absoluta-
mente continuas con distintos tipos de convergencia, tema que el propio San Juan
consideraba al margen de las corrientes de interés vigentes entonces en Matematicas.

Valdivia, sin ninguna ayuda, resolvié en poco mas de medio afio todas las cues-
tiones que le habia propuesto San Juan, quien le reproché el tiempo dilapidado en
estudios y trabajos no mateméticos. San Juan no era entonces consciente de la esca-
sez de medios que habia condicionado la trayectoria de Valdivia. Obtuvo el doctorado
en Matemdticas e investigé en la linea de San Juan en los articulos [1], [2] y [3] del
listado de publicaciones, incluido al final. Obtuvo que lim,, [ f, dp = [ lim,, f,, dp
se puede caracterizar por la continuidad absoluta de ¢(FE) = lim sup | / g fndp|, de-
duciendo una generalizacion del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
recogida en el libro de H. L. Royden Real Analysis, tercera edicién, MacMilan-Collier
(1988).

En [3], Valdivia obtuvo teoremas relacionados con resultados de R. San Juan en
On the existence of a holomorphic function which approzimates asymptotically with
assigned bounds to a given series, and of a real function infinitely differentiable in
an interval with assigned derivatives in a point and bounds in the interval, Collect.
Math. 4 (1951), 3-11. Los resultados nuevos de Valdivia sobre existencia de una
funcién holomorfa con desarrollo asintético se basan en que el conjunto A(D) de
funciones holomofas en D es compacto con la topologia de ciertas métricas.

En 1965, la Universidad de Valencia tenia una catedra de Mecanica Racional
para explicar Matematicas, cuyo titular era don Lorenzo Ferrer. Los que entonces
éramos estudiantes sabiamos que se estaba celebrando en Madrid una oposicién a
dos catedras de Matematicas, de las que una estaba destinada a Valencia. Nunca oi
el nombre de Valdivia entre los posibles candidatos a obtenerla.

Pero Valdivia hizo una oposicién brillante, resolvié todos los problemas propues-
tos en el ejercicio quinto y, con todo merecimiento, obtuvo el niimero uno. Cuatro
anos después oposité a la catedra de Matematicas I de la Escuela de Agrénomos. Tu-
vo dedicacion compartida entre las dos catedras cinco anos, que fueron los primeros
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de la Universidad Politécnica de Valencia, entonces Instituto Politécnico Superior,
donde Valdivia dirigi6é las Matematicas de las cuatro escuelas iniciales, Agronomos,
Arquitectura, Caminos e Industriales.

Desde entonces le hemos tenido en Valencia, renunciando a varios ofrecimientos
de trasladarse a Madrid, tanto a la Universidad Complutense como a la Politécni-
ca. Tal vez intuy6 la posible creacién de un grupo de investigacién matematica en
Valencia.

Al aceptar la invitacién de LA GACETA DE LA RSME para escribir este articulo
fui consciente de la dificultad de resumir la obra matematica de Valdivia, por la
gran calidad de sus casi doscientos articulos. También sabia que deberia renunciar
a presentar las ideas de sus demostraciones, donde siempre estara vivo su ingenio,
que sorprende por su agudeza y por la novedad de sus construcciones, tanto en los
resultados dificiles como en los sencillos. Muchas veces encontré nuevos puntos de
vista en resultados clésicos. Por ejemplo, es bien conocido que el teorema de Riesz
nos dice que la compacidad de la bola unidad cerrada de un espacio de Banach
E implica que la dimensién de E es finita. En [17], Valdivia obtuvo el siguiente
resultado, llamado wversidn topoldgica del teorema de Riesz: Si (X, T) es un espacio
topoldgico localmente compacto y 7' es una topologia menos fina, Hausdorff y tal que
cada punto tiene un sistema fundamental de T'-entornos que son conezos para T, se
tiene que T = 7'. Luego si la bola unidad de un espacio de Banach F es compacta, 7
es la topologia de la norma de E'y 7/ = o(E, E’), se tiene que 7 = o(E, E’), lo que
implica que la dimension de E es finita.

A cualquier lector le sorprenderéan las ingeniosas caracterizaciones que obtuvo el
profesor Valdivia de la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes de una funcién
f respecto a otra funcién g en un intervalo [a, b] en sus dos ultimos articulos [98] y
[99], que se imprimirdn en septiembre.

Parte de los primeros resultados de Valdivia estan en su libro « Topics in locally
convez spacesy, editado por North Holland en 1982, que sigue siendo un referente
clasico en su especialidad. Muestra su fino espiritu mateméatico, que desmenuzd siem-
pre con sencillez y claridad todos los temas que tratd, sin perder nunca el tiempo
en rodeos innecesarios, acompanado, ademas, de una astucia inaudita para desa-
rrollar técnicas nuevas cuando se enfrenté a problemas abiertos. Asi pudo resolver
problemas planteados por eminentes analistas, como Koéthe, Dieudonné, Godefroy,
Grothendieck y Schwartz, los dos ultimos medallas Fields.

Para agilizar la exposicién se utilizaran abreviaciones naturales cuando su sig-
nificado se deduzca del contexto. Por tanto, espacio se utilizard tanto para espacio
topologico de Hausdorff como para espacio localmente convexo, y aplicacion signifi-
card aplicacion lineal y continua, salvo que se indique lo contrario. Como es usual,
E’ representara el dual topoldgico de un espacio localmente convexo F, en tanto
que E* y B(E) seran el dual topologico y la bola unidad cerrada de un espacio de
Banach E. Asi mismo, usaremos Ng = {0,1,2,...} = {0} UN.
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2. EL TEOREMA GENERAL DE GRAFICA CERRADA DE ADASCH-KO-
MURA-VALDIVIA Y EL ENCUENTRO CON DIEUDONNE

Antes de conocer a Valdivia, Ricardo San Juan invit6 al matemdtico hingaro
John Horvath a dar un curso sobre diversos aspectos de Anélisis Matemético en la
Universidad Complutense. Después de esta visita, San Juan y Horvath se mantu-
vieron en contacto por correspondencia. Horvath vivia en aquella época en Paris,
después se marché a Colombia y ensei6 en la Universidad de Bogota. Unos afios més
tarde se fue a Estados Unidos, se nacionalizbé americano y trabajé desde entonces en
la Universidad de Maryland.

Desde finales de 1965 Valdivia se concentré en el estudio de dos libros recientes de
Kothe y de Schaefer sobre Espacios vectoriales topoldgicos. Fue su primer encuentro
con el Anadlisis Funcional moderno y con su variedad de espacios, como los espacios
tonelados, que son espacios localmente convexos para los que el principio de acota-
cién uniforme es valido y que estdn caracterizados por ser entornos del origen los
conjuntos absolutamente convexos, cerrados y absorbentes, llamados toneles por el
grupo Bourbaki. Tres anos después, Valdivia publico su cuarto articulo, El teorema
general de la grdfica cerrada en los espacios localmente convezos, en la Revista de la
Academia de Ciencias, que entonces no tenfa ninguna difusién internacional [4].

Valdivia, completamente solo, sin colegas ni revistas, encontré la clase mas ge-
neral de espacios de llegada para los que una aplicacion lineal con grafica cerrada
definida en un espacio tonelado es continua. Con su resultado resolvié una conjetura
del libro de Schaefer. El matemético alemén N. Adasch publicé dos afios méas tarde
el articulo Eine Bemerkung tiber den Graphensatz, Math. Ann. 186 (1970), 327-333,
que contiene el teorema general de la grafica cerrada obtenido por Valdivia. Entonces
Adasch desconocia el resultado de Valdivia.

Este teorema se conoce como teorema de Adasch-Komura-Valdivia, siendo uno
de los muchos teoremas y elementos mateméaticos que llevan su nombre, como los
compactos de Valdivia. La inclusién del segundo nombre se debe a una aproximaciéon
directa al teorema general de gréafica cerrada obtenida por Komura en On linear
topological spaces, Kumamoto J. Sci. Ser. A 5 (1962), 148-157, de la que Kothe
escribié en la pégina 44 (apartado 33.9) de su libro Topological Vector Spaces II,
Springer, 1979, que «leads to its sharpest possible form, which was given by Valdivia».

Entonces estaba haciendo el doctorado con el Profesor Valdivia y creo que su
mérito es aun mayor de lo que escribié6 Koéthe, pues en 1968 Valdivia tampoco te-
nia el articulo de Komura, donde obtiene su teorema de grafica cerrada mediante
comparacion de topologias. Afos después, el articulo de Komura sugirié a Valdi-
via en [36] nuevos resultados sobre grafica cerrada, al determinar, para una clase
& de espacios localmente convexos, que sea estable al formar limites inductivos y
que contenga a los espacios de dimension finita, la clase maximal &, de los espacios
localmente convexos para los que son continuas las aplicaciones lineales con grafica
cerrada f: E — F cuando F € £ y F € &,.. El teorema de Komura esta contenido
en el caso de que £ sean los espacios tonelados.

El interés de las topologias débiles llevé a Valdivia en [21] a obtener un teorema
general de grafica cerrada del que se dedujera la continuidad para las topologias
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débiles. Caracterizo la clase maximal A, tal que si es localmente completo el dual
débil* (E',o(E',E)) de E, F es A, y la aplicacién f: E — F tiene grafica cerra-
da, entonces f: (F,0(E,E') — (F,o(F,F’) es una aplicacién continua. También
demostroé la necesidad de todas las condiciones de su teorema.

Después de obtener el teorema general de la grafica cerrada, Valdivia dirigié su
atencion a obtener el teorema general de la aplicacién abierta, conocido también
como teorema del homomorfismo. El clasico teorema de la aplicacién abierta de
Banach-Schauder establece que una aplicacién lineal continua f entre dos espacios
vectoriales topoldgicos metrizables completos F y F' es un homomorfismo topoldgico
o tiene una imagen f(E) que es de primera categoria en f(E), por lo que f es un
homomorfismo topolégico si y sélo si f(E) es cerrado. Este teorema es equivalente
al teorema de la grafica cerrada para espacios vectoriales topoldgicos metrizables
completos. El teorema de Banach-Schauder fue generalizado significativamente por
V. Ptak. El teorema general de la gréfica cerrada llevé a Valdivia en [5] a obtener
el teorema general de la aplicacién abierta, introduciendo las clases de espacios V' y
W, para las que es isomorfismo cada biyeccién lineal y continua f: E — F cuando
EecVyFeW,.

La soledad de Valdivia termin6 por mediacién de los profesores German Ancochea
y Ricardo San Juan. Durante la Reunién de Matematicos espanoles de diciembre de
1970 en La Laguna, el profesor Ancochea le presenté a Dieudonné, encargado de
dar la conferencia de clausura, quien aconsejé a Valdivia que publicase sus articulos
en revistas de primer nivel. Siguié su consejo y en 1971 publicé dos articulos en
Mathematische Annalen, dos en Annales de I'Institut Fourier y uno en el Journal
fir die reine und angewandte Mathematik. Son los articulos [6], [7], [8], [10] y [11].

Horvéth, en la introduccién de su articulo The Mathematical Works of Manuel
Valdivia, en Progress in Functional Analysis, Mathematics Studies 170 (Editores
K. D. Bierstedt, J. Bonet, J. Horvdth y M. Maestre), North-Holland, 1992, escribié:

«On January 12, 1968, Ricardo San Juan Llosd, professor of mathematics at
the University of Madrid, wrote me the following: “I read curiosily the magistral
work of Prof. Kéthe on topological vector spaces. A professor (‘catedrdtico’) from
Valencia, Prof. Valdivia, whose doctoral dissertation I directed, works in this and I
think that he will obtain results; he seems to me a good researcher”. I hardly know
more prophetic words, since the same year appeared the first articles of Valdivia on
the closed graph and open mapping theorems, and with these a torrent was released».

La respuesta a la carta de San Juan no se dej6 esperar. Horvath puso a Valdivia en
contacto con un conocido matematico belga, Henri G. Garnir, quien organizoé en 1970
un congreso en Lieja e invité a Valdivia. Allf conocié a Gottfried Kothe, a Laurent
Schwartz y a Kosaku Yosida. Valdiva explico su articulo [11], Absolutely convex sets
in barrelled spaces, a un grupo de matematicos alemanes, que se interesaron por los
resultados obtenidos y por los métodos que Valdivia habia desarrollado.

Desde entonces fue invitado todos los afios al centro de investigacion Oberwolfach,
situado en la Selva Negra. Durante la Segunda Guerra Mundial el centro estuvo
dedicado a investigaciones de cardcter bélico. Al terminar la contienda, se entregd
a los matematicos, se modificaron sus instalaciones y se le doté de una biblioteca
extraordinaria. Alli Valdivia dio muchas conferencias y se relacioné con matematicos
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de numerosos paises. Contd con el apoyo del profesor Kothe, que era entonces el padre
intelectual de muchos matemaéticos alemanes.

A principios de los setenta eran muy pocos los matemaéticos espanoles que publi-
caban en revistas de primera fila. Valdivia fue pionero, a contracorriente. Su obra ha
sido uno de los elementos determinantes del desarrollo de la investigaciéon matemati-
ca en Espana, que en cuarenta anos ha pasado de ser desconocida a tener relevancia
internacional por indices de calidad y productividad.

En los ochenta del siglo pasado, antes de la popularizacién del JCR y de otros
indicadores similares, el Profesor José Maria Lépez Pinero, fundador del Instituto
de Historia de la Ciencia y la Documentacién en 1985, hizo un estudio bibliométri-
co donde el profesor Valdivia resulté estar entre los tres cientificos espanoles mas
citados.

3. RESULTADOS DE VALDIVIA SOBRE ESPACIOS DE PTAK

Valdivia, con sus teoremas generales de la grafica cerrada y de la aplicacién
abierta, dio un gran salto sobre muchos resultados parciales anteriores. Poco antes
de 1960, Vlastimil Ptak habia introducido los espacios B,-completos y B-completos,
conocidos como espacios infra-Ptak y espacios de Ptak, respectivamente. Una apli-
cacion lineal con grafica cerrada de un espacio tonelado en un espacio B,-completo
es continua, en tanto que una aplicacién lineal continua de un espacio de B-completo
sobre un espacio tonelado es abierta.

Cada espacio de Pték es infra-Ptak. El reciproco de esta inclusion permanecié
como problema abierto més de treinta afios hasta que Valdivia, en [43], encontrd en
la clausura de ¢y en su bidual [°° una sucesién de vectores (z, ), tales que si L,, es
la envoltura lineal de ¢o U {z1,...,2n} ¥ L = U, Ly, se tiene que el dual de Mackey
((I*°)',7((1°), L) es un B,-completo que no es B-completo.

Si 2 es un subconjunto abierto de R™, un resultado de Oleg G. Smoljanov per-
mitié a Valdivia probar en [20] que el espacio de distribuciones D’(€2) no es B,-
completo, y tres anos més tarde obtuvo en [26] que el espacio test de distribuciones
D(Q?) tampoco es B,-completo.

Refinamientos de sus técnicas le llevaron a demostrar que DP(Q)) y los espacios
de Beurling D™»)(Q) de funciones ultradiferenciables, asf como los correspondien-
tes espacios de ultradistribuciones, no son B,-completos ([22] y [50]). Una exposi-
ciébn muy detallada de estos resultados de Valdivia estan recogidos en la obra de
M. Oberguggenberger, Der Graphensatz in lokalkonvexen topologischen Vektorrdu-
men, Teubner-Textr zur Mathematik, 44, Teubner, Leipzig, 1982.

En [22] Valdivia obtuvo que si F' es un espacio de Fréchet que es completo para
la topologia o(F, F') entonces el producto F'N x F®) es un espacio B-completo, en
tanto que si (F,o(F,F’)) no es completo entonces FN x F(N) no es B,-completo.
Valdivia también descubrié que el producto de una familia de espacios de Banach
de dimension infinita no es B,-completo cuando el cardinal de la familia es mayor
o igual que 2%, En su articulo [24] podemos leer que, dadas dos sucesiones (E,,) y
(F,,) de espacios de Banach de dimensién infinita, el producto (IL, E,,) x (£, F,) no
es B,-completo.
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En [51] demostré que en una suma directa localmente convexa E = ¥, E, de
espacios de Fréchet-Montel de dimensién infinita son equivalentes las propiedades
ser B-completo, ser B.-completo, y que cada cociente de E sea completo. En [90]
complementd los resultados de [51] al demostrar que, en un espacio E que fuese
suma topoldgica directa de una sucesion (E,,), de espacios de Banach de dimensién
infinita, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. E’ con la topologia de Mackey u(FE’, E) es B-completo.

2. Cada cociente de Hausdorff de (E', u(E’, E)) es completo.

3. Cada cociente separado de E satisface la condicion débil de Mackey.
4

. Para cada n el espacio E, es casi-reflexivo, lo que significa que E,, tiene codi-
mensioén finita en su bidual E*.

Valdivia también observé que los B, espacios no suministraban la solucion general
del problema de la gréafica cerrada, pues eran un subconjunto propio de los S-espacios
que habia introducido en [4]. La buena pedagogia de Valdivia le llev a cambiar el
nombre de sus S-espacios por I'r-espacios en [9], donde demostréd que tienen buenas
propiedades de localizacion, pues si E' es un subespacio de codimensién finita de
un espacio de Baire, F' es el limite inductivo de una sucesién creciente (F),), de
subespacios que son I y u: E — F es una aplicacién lineal con gréfica cerrada,
existe un indice n tal que w(E) C F,. Valdivia aplicé este resultado en localizacién
de medidas vectoriales.

4. SOLUCIONES DE VALDIVIA A PROBLEMAS DE GROTHENDIECK Y
SCHWARTZ

El teorema de la grafica boreliana de L. Schwartz, recogido en su libro Radon
measures on arbitrary topological spaces, Oxford University Press, 1973, asi como la
version obtenida por A. Martineau en Sur des théorémes de S. Banach et L. Schwartz
concernant le graphe fermé, Studia Math. 30 (1968), 43-51, atrajeron la atencién de
Valdivia sobre los espacios de Lusin, Suslin, K-analiticos y polacos. Valdivia intro-
dujo nuevas clases de espacios, estudié sus propiedades y resolvié en [30] el problema
planteado en la pagina 117 del libro de Schwartz, al demostrar que si E es un espacio
localmente convexo provisto con la topologia débil y o(F, E') # 7(E, E’), entonces
para cada espacio localmente convexo F' se verifica que los productos tensoriales
E®,.F y E®.F no son espacios de Suslin.

Ademads, obtuvo un nuevo teorema de grafica cerrada al probar la continuidad
de una aplicacién lineal con grafica sucesionalmente cerrada definida en un espacio
metrizable de Baire y con valores en un espacio de Suslin. Este resultado de Valdivia
recuerda el famoso teorema de A. Grothendieck publicado en su monografia Produits
tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Mem. Amer. Math. Soc. 16 (1955), de
que cada aplicacién lineal con grafica sucesionalmente cerrada definida en un espacio
ultrabornol6gico y con valores en un espacio (LF) es continua, donde un espacio
ultrabornoldgico es un limite inductivo de espacios de Banach.
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Grothendieck conjeturé que su teorema deberia ser cierto para una clase mucho
mas amplia de espacios localmente convexos en la llegada que contuviese a los espa-
cios (LF) y que fuese estable al formar subespacios cerrados, cocientes, productos
numerables y sumas localmente convexas también numerables.

El primero en resolver esta conjetura, utilizando ideas de W. Stowikowski, fue
D. A. Raikov en A two-sided closed graph theorem for topological linear spaces, Si-
birsk. Mat. Z. 7 (1966), 353-372. Poco después, M. De Wilde en Sur le théoréme
du graphe fermé, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 265 (1967), A376—-A379, también
resolvié la conjetura de Grothendieck con un elegante refinamiento de un método
clasico de Banach, abriendo un nuevo campo de investigacion en la teoria de los
espacios localmente convexos con la introduccién de las C-webs. En [48] Valdivia de-
mostré que el producto tensorial proyectivo de dos espacios de Suslin de dimensién
no numerable es un espacio de Suslin sin C-web, de lo que dedujo que el teorema de
la grafica boreliana de Schwartz no era un caso particular del teorema de la grafica
cerrada de De Wilde, incluso en el caso de ser la grafica sucesionalmente cerrada.

En [47] Valdivia investigd sobre los articulos de De Wilde, Raikov y Stowikowski,
lo que le llevé en [49] a introducir los quasi-(L B)-espacios, que es la clase de espacios
localmente convexos que admiten una resolucién de discos de Banach. Recordemos
que una familia {4, : @ € NN} de subconjuntos de un espacio E es una resolucién si
E=U{A,:a €N}y A, C Ag cuando a < 3. Valdivia dio una tercera solucién a la
conjetura de Grothendieck al probar la continuidad de una aplicacién lineal f: F —
F con grafica sucesionalmente cerrada cuando E es un espacio ultrabornolégico E y
F' es un quasi-(LB)-espacio. También demostré que un espacio localmente completo
con C-web es un espacio quasi-(LB) y que cada espacio quasi-(LB) tiene una C-web
estricta, lo que le permitié resolver afirmativamente el problema planteado por De
Wilde de que los espacios localmente completos con C-web tienen una C-web estricta.

A. Grothendieck observé que el dual fuerte de un espacio metrizable tiene una
sucesion fundamental de acotados, y que una interseccion V = N,V,, numerable y
decreciente de entornos de absolutamente convexos y cerrados de 0 que absorba los
acotados es entorno de 0. Los espacios localmente convexos con estas dos propiedades
los llamé espacios (DF) en su articulo Sur les espaces (F') et (DF), Summa Brasil.
Math. 3 (1954), 57-123, donde plante6 diez cuestiones. Valdivia contribuyé a resolver
las cuatro siguientes:

» La existencia de un espacio (DJF) que no fuese ni bornolédgico ni tonelado.

» La existencia de espacios (DF) con un sistema fundamental de acotados que
cumplan la condicién de convergencia de Mackey sin verificar la condicién de
convergencia estricta.

s Averiguar si el bidual E” de un limite inductivo estricto E de una sucesién
(Ey)y es el limite inductivo estricto de la sucesién de biduales (E!),.

= Y estudiar si el producto E x F' de dos espacios de Fréchet totalmente reflexivos
hereda o no la total reflexividad, que significa que todos los cocientes de E X
F son reflexivos, definiciéon motivada por el ejemplo de Grothendieck de un
espacio de Fréchet con un cociente isomorfo a [*. Grothendieck demostré que



LA GACETA % ARTICULOS 463

un limite proyectivo reducido numerable de espacios de Banach reflexivos era
totalmente reflexivo.

Valdivia tuvo aportaciones relevantes en estos cuatro problemas. El primero lo
resolvi6 en [19] encontrando un espacio (DF) que no es tonelado ni bornolégico;
ademds, en [34] construyé espacios (DF) tonelados y no bornolégicos.

Seth Warner resolvié la segunda cuestion en 1958 con un ejemplo, enriquecido por
Valdivia en [40] al demostrar que en cualquier espacio de Banach E, cuyo dual débil*
no sea separable, existe una topologia 7 compatible con la dualidad tal que (E,7)
es un espacio (DF) que verifica la conjetura de Grothendieck sobre la convergencia
de Mackey.

En [32] Valdivia resolvié en negativo la pregunta de Grothendieck sobre el bidual.

Averiguar que el producto de dos espacios de Fréchet totalmente reflexivos es
totalmente reflexivo tuvo que esperar 35 anos, hasta que Valdivia, en su articulo
[56], consigui6é probar el inverso del resultado antes indicado de Grothendieck. En
dicho articulo demostré que un espacio de Fréchet es totalmente reflexivo si y sélo
si es isomorfo a un subespacio cerrado de un producto numerable de espacios de
Banach reflexivos, resultado con demostracién de quince paginas que utiliza teoremas
muy profundos de I. Singer. En [64] obtuvo la siguiente caracterizacién de la total
reflexividad mediante sucesiones del dual: Un espacio de Fréchet E es totalmente
reflexivo si y solo si:

1. Cada sucesion p(E', E)-nula es B(E', E)-nula y

2. cada sucesion o(E', E)-nula es débilmente nula en E;, para alguna seminorma
continua p.

También demostré que la propiedad 1 caracteriza a los espacios de Fréchet E
que no contienen copia de [!, resultado obtenido independientemente por P. Do-
manski y L. Drewnowski en Fréchet spaces of continuous vector-valued functions:
complementability in dual of Fréchet spaces an injectivity, Studia Math. 102 (1992),
257-267. En [68] obtuvo que un espacio de Fréchet E es reflexivo si y sélo si no con-
tiene una copia de [! y verifica la condicién de Grothendieck de que cada sucesién
o(E', E)-nula es o(E’, E")-nula.

El teorema de acotacién de Nikodym-Grothendieck tiene su origen en el articu-
lo de O. M. Nikodym Sur les familles bornées de fonctions parfaitement additives
d’ensemble abstrait, Monatsh. Math. u. Phys. 40 (1933), 418-426. Fue generalizado
por Grothendieck en su monografia Fspaces Vectoriels Topologiques, Soc. de Mat.
de Sao Paulo, 1955, estableciendo la acotacién uniforme de una familia de medidas
acotadas definidas en una o-algebra A y que estan acotadas en cada elemento de
la o-dlgebra. Grothendieck introdujo en su monografia el espacio [5°(I), que es el
subespacio de [*°(I) generado por las funciones caracteristicas en los subconjuntos
de I. Dieudonné observé que para la o-dlgebra A de todas las partes de un conjunto
I, el teorema de Nikodym-Grothendieck equivale a que [§°() sea tonelado.

En [33] Valdivia demostré que el espacio [§°(I,.A) generado por las funciones
caracteristicas en los elementos de una o-dlgebra A definida en I con la norma
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supremo tiene una propiedad maés fuerte que la tonelacién, denominada supratone-
lacidn, pues si I§°(I, A) se recubre por una sucesién creciente (E,), de subespacios
existe un po tal que E, es tonelado y denso en I§°(I, A), para cada p > po, de lo
que dedujo un teorema de acotacién para medidas acotadas, mas fuerte que el de
Nikodym-Grothendieck, pues el dual del espacio [5°(1,.A) es el espacio de las medidas
acotadas definidas en A.

El resultado de Valdivia fue completado por J. Arias de Reyna en [5°(X) no
es totalmente tonelado, Rev. R. Acad. Ci. Exact. Fis. Natur. Madrid 79 (1985),
77-78. Arias de Reyna demostrd que el espacio I5°(1,.4) se puede recubrir por una
sucesion de subespacios (L), tales que ninguno de ellos es tonelado con clausura de
codimensién finita en 1§°(1, A). Baltasar Rodriguez-Salinas, en On the class of the
barrelled space I5°(X), Rev. Real Acad. Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 74 (1980),
827-829, anuncié que el espacio [5°(I,.A) tenia una propiedad de tonelacién mas
fuerte que la supratonelacién.

Estos resultados sugirieron la obtencién de propiedades de tonelacién intermedias
entre la supratonelacién y la total tonelacién. Las ideas de Valdivia en [33] llevaron
a probar que [5°(I,.A) tiene dichas propiedades de tonelacién en J. C. Ferrando y
M. Lépez Pellicer, Strong barrelledness properties in I§°(I, A) and bounded finite
additive measures, Math. Ann. 287 (1990), 727-736, y siete afios después se pudo
probar que cualquier web de subespacios del espacio [§°(/,.A) contiene un &rbol
de subespacios tonelados densos en M. Lépez Pellicer, Webs and Bounded Finitely
Additive Measures, J. Math. Anal. Appl. 210 (1997), 257267, lo que implica una
propiedad muy fuerte de acotacién de medidas de la que se deduce un resultado de
localizacion del rango de medidas vectoriales. De un resultado de Baltasar Rodriguez-
Salinas en On superbarrelled spaces. Closed graph theorems, Rev. Real Acad. Cienc.
Exact. Fis. Natur. Madrid 89 (1995), 7-10, se deduce que la existencia de un &rbol
de tonelados densos es una propiedad maximal de tonelacién en I5°(1, .A).

El articulo [97] contiene ideas recientes de Valdivia, que extienden a dlgebras los
resultados anteriores en una o-algebra A. Valdivia probd que si € es un intervalo
compacto k-dimensional del espacio euclideo R¥, A es el dlgebra de subconjuntos de
Q que son Jordan medibles y (A,,), es una sucesién creciente de subconjuntos de
A, cuya unién es A, existe un entero positivo ng que tiene la siguiente propiedad: Si
H es un conjunto de medidas aditivas complejas acotadas definidas en A tales que
para cada A en A,,, sup{|\(A)| : A € H} < oo, entonces sup{|A| (2) : A € H} < oo,
donde |A| es la variacién de A.

5.  OTROS RESULTADOS DE VALDIVIA SOBRE ESPACIOS LOCALMEN-
TE CONVEXOS

En 1992, Valdivia habia publicado alrededor de un centenar de articulos sobre
espacios localmente convexos. John Horvath estimaba que contenian alrededor de
un millar de teoremas, estimacién que deberia duplicarse en 2014. Algunos teoremas
se han expuesto en los apartados anteriores. A continuaciéon se comentan algunos de
los restantes, seleccionados por su significacién y por la sencillez de exposicién.
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5.1. PROPIEDADES HEREDITARIAS, EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

El resultado de J. Dieudonné de que un subespacio de codimension finita de un
espacio tonelado es tonelado fue extendido por Valdivia en [11] a los subespacios F de
codimensién numerable de un espacio tonelado E. Este resultado fue probado inde-
pendientemente por Stephen Saxon y Mark Levin en Fvery countable-codimensional
subspace of a barrelled space is barrelled, Proc. Amer. Math. Soc. 29 (1971), 91-96.

El libro de H. Jarchow, Locally convex spaces, Teubner, 1981, recoge la demos-
tracién de Valdivia, quien la extendi6 a sucesiones crecientes de conjuntos absoluta-
mente convexos para extender resultados de M. De Wilde y C. Houet, que podemos
leer en su articulo [11] y en el libro Summer School on Topological Vector Spaces,
Lectures Notes in Mathematics 331, Springer, 1973, cuyo editor fue L. Waelbroeck.

Valdivia complementé estos resultados en [44] al demostrar la heredabilidad de
la tonelacién en los subespacios de codimensién < 280 de un espacio tonelado cuyo
dual de Mackey sea completo.

Un espacio localmente convexo E es bornolégico si cada subconjunto absoluta-
mente convexo bornivoro es entorno de 0, lo que equivale a que F sea un limite
inductivo de espacios normados. La suma directa de una cantidad numerable de co-
pias de R con la topologia inducida por l5 es un ejemplo de espacio bornolégico que
no es tonelado.

Los conocidos matematicos L. Nachbin y T. Shirota, admitiendo la hipdtesis del
continuo, probaron la existencia de un espacio completamente regular W tal C.(WW)
es tonelado y no bornoldgico, lo que planteé6 el problema de demostrar la existencia
de tonelados no bornoldgicos con independencia de la hipdtesis del continuo.

Este problema fue resuelto por Y. Komura en Some Ezamples on Linear Topo-
logical Spaces, Math. Annalen 153 (1964), 150-162, y por Valdivia en [14], quien en
un producto no numerable E = II;c; E; de espacios tonelados no triviales considerd
el subespacio G formado por los vectores (z;);er que tienen a lo sumo una cantidad
numerable de componentes no nulas, y demostré6 que cada subespacio F' C FE que
contenga a G como un subespacio propio de codimension finita es tonelado y no
bornolégico. En [16] Valdivia dio otra solucién a este problema.

La construccién hecha por Valdivia en [27] de un espacio real compacto X tal que
E := C.(X) es un hiperplano en su completacién, le permitié resolver la conjetura
de J. Dieudonné sobre la existencia de un espacio bornolégico E cuya completacién
F no es un espacio bornolégico.

En 1971 M. De Wilde y J. Schmets probaron que C.(X) es bornolégico si y
solo si es ultrabornolégico. Es obvio que un espacio ultrabornolégico es tonelado y
bornolégico, pero el reciproco fue un problema abierto desde la primera edicién del
libro de Bourbaki Eléments de Mathématique, Espaces vectoriels topologiques hasta
su resolucién por Valdivia en [8], quien mejor6 su resultado en [15] al demostrar
la existencia de espacios tonelados bornologicos E que no son limites inductivos de
espacios de Baire. En [24] probé que, ademds, F podia ser metrizable.

En [20], Valdivia probé que en el espacio D'(2) de distribuciones de Schwartz
existia una topologia menos fina que la topologia fuerte que es tonelada, bornolégica,
no ultrabornolégica. En [29] obtuvo el resultado andlogo en D(2).
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Dieudonné demostré que ser bornolégico se hereda por codimensién finita, resul-
tado complementado por Valdvia en [7] y [25] al demostrar que los subespacios de
codimensién numerable de un espacio ultrabornolégico son bornolégicos y que un
hiperplano de un espacio ultrabornolégico puede no ser ultrabornolégico.

La pregunta natural de averiguar bajo qué condiciones un espacio F' de codi-
mension finita de un espacio de Mackey E es un espacio de Mackey fue contestada
afirmativamente por M. Levin y S. Saxon cuando (F,c(E’, E)) es sucesionalmente
completo y F' es cerrado en su articulo A mnote on the inheritance of properties of
locally convex spaces by subspaces of countable codimension, Proc. Amer. Math. Soc.
29 (1971), 97-102. Valdivia obtuvo en [18] un resultado anélogo cuando F es sepa-
rable en vez de cerrado y, en [23], dio tres condiciones que cada una implica que los
subespacios de codimensién finita de un espacio de Mackey son espacios de Mackey.

Un espacio de Fréchet E es un espacio de Montel (respectivamente de Schwartz)
si es separable y cada sucesién o(E’, E)-nula es 3(E’, F)-nula (respectivamente, con-
verge uniformemente a 0 en algin entorno de cero en F). El teorema de Josefson-
Nissenzweig llevé a Jarchow a preguntar si la separabilidad era superflua. El ca-
so de ser espacio de Schwartz recibié dos respuestas afirmativas: Una de J. Bonet
en A question of Valdivia on quasi-normable Fréchet spaces, Canad. Math. Bull.
34 (1991), 301-304, y otra de M. Lindstréom y Th. Schlumprecht en A Josefson-
Nissenzweig theorem for Fréchet spaces, Bull. London Math. Soc. 25 (1993), 55-58.
En [67], J. Bonet, M. Lindstréom y Valdivia obtuvieron la solucién positiva de las
dos cuestiones de Jarchow. En [35], Valdivia demostr6é que cada espacio de Fréchet
separable es isomorfo a un cociente de un espacio de Fréchet-Montel.

En [85] Valdivia probé que en un espacio de Fréchet E que no sea casi-normable
existe un subespacio cerrado separable L y un acotado numerable B C E/L tal
que B no es imagen por la aplicacién cociente de un acotado de A C E. Uno
de los ingredientes para demostrar este resultado fue el teorema de J. Bonet en su
articulo A question of Valdivia on quasinormable Fréchet spaces, citado en el parrafo
anterior, de que un espacio de Fréchet es casi-normable si y sélo si cada sucesién en
E'(B(F’', E)) que converge a 0 es convergente en el sentido de Mackey.

Con estos resultados Valdivia caracterizo, en el referido articulo [85], los espacios
de Fréchet E que tienen la propiedad lifting para los acotados. Valdivia obtuvo que
un espacio de Fréchet F tiene la propiedad lifting para los acotados si y sélo si
es un espacio de Banach, o un espacio de Schwartz o el producto de un espacio
de Banach por w. Ademads en la seccién 3 de ese articulo da condiciones de total
reflexividad.

5.2. ESPACIOS DE SUCESIONES. REPRESENTACION DE ESPACIOS

Valdivia escribi6é alrededor de veinte articulos con resultados sobre espacios de
sucesiones y representacién de espacios, recogidos en parte en su monografia Topics
in locally convex spaces, North-Holland, 1982. Utiliz6 el espacio s de las sucesiones
a := (an)n de decrecimiento rdapido provisto con las seminormas (p,.), definidas por
pr(a) := max,, 7™ |a,,| para obtener, en [31], los siguientes isomorfismos entre s
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y s con los espacios de distribuciones D(Q), D' (), £(Q2) y £'(Q):
D) ~ M D(Q) ~ (s, £(Q) ~sN, £(Q) ~ (s,

En [35], por ejemplo, demostrd que el espacio escalonado (A, 7(A, A*)) es un espacio
de Schwartz si y sélo si A no tiene un cociente isomorfo a I*.

Es bien conocido que la metrizabilidad de los subconjuntos compactos de un
espacio topologico queda asegurada cuando el espacio admite una topologia menos
fina metrizable, lo que sucede en muchos espacios topoldogicos X utilizados en aplica-
ciones. En este caso, Valdivia demostré en [37] que el espacio K(X) de las funciones
continuas reales con soporte compacto definido en un espacio X, que sea la unién
de una sucesion creciente de subconjuntos compactos metrizables (K,,), tales que
Kn+1\K, # 0 para cada n, y provisto con la topologia limite inductivo, es topolo-
gicamente isomorfo a C([0,1])™), por lo que su dual, que es el espacio M(X) de las
medias de Radon en X, provisto de la topologia fuerte, es isomorfo a C([0,1])Y, con
lo que identific6 M (X) con un espacio de sucesiones de funciones.

En [87] Valdivia considerd un espacio topol6gico normal X, un subespacio cerra-
do A y el operador de C*(X) en C*(A), definido por la restriccién, donde C*(X) es
el conjunto de funciones continuas, reales y acotadas con la norma supremo. Valdivia
obtuvo condiciones para la existencia de un operador continuo definido por exten-
sién (lo que equivale a que el operador restriccién tenga una seccién que admita
operador inverso continuo). En ese articulo Valdivia incluye pruebas sencillas de los
teoremas de Borsuk y Milutin que aplica en la representacién de diferentes espacios
de funciones y de medidas.

5.3. REFLEXIVIDAD, COMPLETACION Y PROPIEDADES TIPO BAIRE

R. C. James demostré que un espacio de Banach F es reflexivo si y sélo si cada
f € E’ alcanza su norma en algin elemento de la bola unidad. En [13] descubrié
que si un espacio de Banach real E es casi-completo y no semireflexivo, existen un
subconjunto A, absolutamente convexo y cerrado, y un subconjunto B C E’, convexo
y o(E', E)-cerrado, tales que ningtin elemento u € B alcanza el infimo en A.

En [28] demostrd que, en un espacio localmente convexo E casi-completo, cada
subconjunto A en el que toda funcién real definida en F y o(E, E')-continua esté
acotada en A es relativamente o(E, E’)-compacto, de lo que dedujo que un espacio de
Banach F es reflexivo si y s6lo si cada funcién real definida en E 'y o(FE, E’)-continua
estd acotada en la bola unidad de F.

En 1950, James demostr6 que existen espacios de Banach que tienen codimensién
finita en su bidual y, como se indicé antes, los llamé casi-reflexivos. En [39], Valdivia
demostré que la suma directa E de una sucesién de espacios casi-reflexivos tiene
la propiedad de Krein-Smulian y en [46] probd que un espacio de Banach no casi-
reflexivo tiene un subespacio F tal que F' y E/F no son casi-reflexivos.

Si E es el producto numerable de una sucesién de espacios de Banach casi-
reflexivos (E,,), entonces la codimensién de E en su bidual E” es finita o E”/E es
isomorfo al producto w de una sucesiéon de copias del cuerpo de escalares. Esta pro-
piedad sugirié a Valdivia esta definicién: Un espacio de Fréchet E es casi-reflexivo
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si la codimension de E en E" es finita o si E"” /E es isomorfo a w. Valdivia, recor-
dando la definicién de totalmente reflexivo, definié que un espacio de Fréchet E es
totalmente casi-reflexivo si cualquier cociente de E es casi-reflexivo. En el articulo
[88] obtuvo que un espacio de Fréchet E es totalmente casi-reflexivo si y sélo si es
isomorfo a un subespacio cerrado de un producto numerable de espacios de Banach
casi-reflexivos.

Recientemente demostrd, en [95], que para una suma directa numerable E de
una sucesién (E,), de espacios de Banach de dimensién infinita, las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. Cada subespacio cerrado Y de E es un espacio LB con la topologia de Mackey
u(Y,Y').

2. Cada cociente Hausdorff de F’(u(E’, E)) es localmente completo.

3. Cada E,, es casi-reflexivo.

Ademés probé que E'(u(E’, E)) tiene la propiedad de Krein-Smulian si y sélo si
cada E,, es reflexivo.

El libro de N. Bourbaki, Fléments de mathematique, Espaces vectoriels topologi-
ques, Mason, 1981, recoge varios resultados de Valdivia sobre reflexividad.

G. Kothe descubrié que el limite inductivo estricto E de una sucesién (E,),
de espacios localmente convexos completos es completo, resultado que implica la
completitud de muchos espacios usuales en Anélisis Funcional, como el espacio test
de distribuciones. El andlisis de la laboriosa prueba de Koéthe motivé a Valdivia a
dar una demostracién sencilla en [24] y un resultado mds fuerte que el de Kothe,
pues demostré que si la topologia de F es mas fina que el limite inductivo de la
sucesion ((En,o(Ep, E)))n, entonces E es completo.

J. Arias de Reyna, en Dense hyperplanes of first category, Math. Ann. 249 (1980),
111-114, resolvié un problema de Klee al demostrar que cada espacio de Banach
separable de dimensién infinita contiene un hiperplano denso de primera categoria.
En [42], Valdivia extendié el resultado de Arias de Reyna a espacios de Baire. Arias
de Reyna, en Normed barely Baire spaces, Israel J. Math. 42 (1982), 33-36, obtuvo
que si el cardinal de I es mayor Xg se deduce que en [2(I) existen subespacios de
Baire cuyo producto no es Baire, propiedad que Valdivia extendi6 en [45] a ¢o(I) y
a cualquier {P(I), con 0 < p < oo.

En [91] Valdivia utilizé condiciones tipo Baire para probar la existencia de funcio-
nes holomorfas sin extensiéon holomorfa fuera de un dominio regular 2 # C. Valdivia
denoté por G, (2) al espacio de las funciones holomorfas en € con derivadas acotadas
en Q y que se extienden por continuidad a Q. Doté a G,(£2) de la topologia definida
por las seminormas

g (f) ==sup { 70 [ F(2)] - 2 € Q)

y demostrd que G, (2) tiene un subespacio denso F que es casi-Baire, de lo que dedujo
que cada f € F\{0} no admite extensién holomofa fuera de . Con idéntica técnica
y otras seminormas obtuvo un resultado similar prescindiendo de la acotacién.
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Dado un subconjunto acotado A de un espacio de Banach X se representa por
A~ ala o(X**, X)-clausura de A en X**. En [86] Valdivia estudié la estructura de
A~ cuando cuando X**/ X es separable. El conjunto A se dice que es casi-débilmente
compacto de orden n si existe un subespacio n-dimensional £ C X**, con X N F =
{0} tal que A= C X + E. Valdivia probé que si A es casi-débilmente compacto
de orden n lo mismo le sucede a su envoltura convexa cerrada, resultado que, en
el caso separable, habia sido obtenido por W. J. Davis, T. Figiel, W. B. Johnson
y A. Pelczynski en Factoring weakly compact operators, J. Functional Analysis 17
(1974), 311-327. Ademds, Valdivia construyé en el articulo [86] un espacio de Banach
Z con base shrinking tal que Z** = Z® X, donde X es o(Z**, Z)-cerrado e isomorfo
a I', lo que le facilité6 dar una aproximacién al teorema de James-Lindenstrauss de
que para cada espacio de Banach separable X existe un espacio de Banach Y tal
que Y**/Y es isomorfo a X.

5.4. COMPACIDAD DEBIL

Los teoremas tipo Eberlein-Smulian dan condiciones que implican la equivalencia
entre compacidad, compacidad numerable y compacidad secuencial para la topologia
débil. En [12] Valdivia obtuvo condiciones para que a-compacidad débil implique
compacidad débil y dedujo que en un espacio bornoldgico la o(E’, E)-compacidad
numerable equivale a la o(FE’, E)-compacidad.

Un espacio topolégico se dice que es FEberlein (Radon-Nikodym, Gul’ko, Tala-
grand) compacto si y sélo si es homeomorfo a un compacto débil de un espacio
de Banach (a un débil* compacto del dual de un espacio de Banach Asplund, a un
débil* compacto del dual de un espacio de Banach de generacién débilmente compac-
ta, a un débil* compacto del dual de un espacio de Banach débilmente K-analitico,
respectivamente).

Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski, en el articulo Factoring weakly compact
operators recién citado, demostraron que cada Eberlein compacto es Radon-Nikodym
compacto. S. P. Gul’ko, en The structure of spaces of continuous functions and their
hereditary paracompactness, Uspekhi Mat. Nauk 34 (1979), 33-40, y M. Talagrand,
en Espaces de Banach faiblement K -analytiques, Ann. of Math. 110 (1979), 407-438,
probaron que

Eberlein = Talagrand = Gul’ko = Corson.

1. Namioka, en Radon-Nikodym compact spaces and fragmentability, Mathematika 34
(1987), 258-281, demostré que ser compacto Radon-Nikodym equivale a ser fragmen-
table por una métrica semicontinua inferiormente. Namioka propuso preguntas sobre
relaciones entre estos tipos de compactos. E. A. Reznichenko encontr6 un Talagrand
compacto que no es Radon-Nykodym compacto (P. S. Kenderov en su manuscrito
A Talagrand compact space which is not a Radon-Nikodym space (An example of
E. A. Reznichenko)). En [62], Orihuela, Schachermayer y Valdivia resolvieron las
conjeturas de Namioka obteniendo un compacto de Talagrand que no es Eberlein
ni Radon-Nikodym compacto y demostrando que cada compacto Radon-Nikodym y
Corson es Eberlein compacto.
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6. ALGUNOS RESULTADOS DE VALDIVIA SOBRE ESPACIOS DE BA-
NACH

En las secciones anteriores se han comentado algunos resultados sobre espacios
de Banach, pues son un caso particular de los espacios localmente convexos. Las
tres subsecciones siguientes se dedican a resultados de Valdivia relacionados con
resoluciones proyectivas de la identidad, sucesiones basicas y espacios uniformemente
rotundos, que muestran que Valdivia combinaba el dominio de muchas técnicas de
Analisis Funcional con una excelente intuicién geométrica.

6.1. RESOLUCIONES PROYECTIVAS DE LA IDENTIDAD Y COMPACTOS DE VALDIVIA

Una resolucién proyectiva de la identidad en un espacio de Banach E es una
familia { P, : wo < a < p} de proyecciones lineales continuas definidas en E, donde
es el primer ordinal tal que |u| = dens(FE) y las proyecciones satisfacen las siguientes
condiciones: 1. ||P,|| = 1; 2. dens P, (F) < |af; 3. PoPs = PgP, = Pz si wy < § <
a < py 4. P, = Ix;y 5. para cada ordinal limite a tal que wy < a < p sucede que
U{Ps(E) : wyp < B < a} es densa en P,(E).

Las resoluciones de la identidad para espacios de Banach de generacion débil-
mente compacta fueron obtenidos por D. Amir y J. Lindenstrauss en The structure
of weakly compact sets in Banach spaces, Ann. of Math. (2) 88 (1968), 35-46, y para
espacios de Banach débilmente numerablemente determinados las obtuvo L. Vasak
en On one generalization of weakly compactly generated Banach spaces, Studia Math.
70 (1981), no. 1, 11-19. En [57] Valdivia obtuvo resultados sobre los espacios consi-
derados por Vasdk, que fueron el punto de partida para obtener en [59] resoluciones
de la identidad en espacios metrizables débilmente numerablemente determinados.

Las resoluciones proyectivas de la identidad facilitan el estudio de los espacios de
Banach, si bien su construccion suele tener dificultades, que disminuyen con la utili-
zacion de los pares conjugados de espacios topoldgicos, introducidos por S. P. Gul’ko
en The structure of spaces of continuous functions and their hereditary paracompact-
ness, Uspekhi Mat. Nauk 34 (1979), no. 6(210), 33-40. Presentan el inconveniente
de que existen espacios de Banach con resolucién proyectiva de la identidad que no
admiten par conjugado.

En [58], J. Orihuela y Valdivia simplificaron la resolucién de resoluciones proyec-
tivas de la identidad con su método del generador proyectivo, obtenido sobre métodos
desarrollados por Valdivia en [52], [55], [59] ¥ [60] para construir proyecciones. Este
método les permitié demostrar que un espacio de Banach E es Asplund si y sélo si
E* tiene un generador proyectivo, asi como simplificar el resultado de V. M. Valov de
que cada espacio de Banach numerablemente determinado tiene resolucién proyec-
tiva de la identidad, y el resultado de M. Fabian y G. Godefroy de que cada espacio
de Banach dual con la propiedad de Radon-Nikodym tiene resolucién proyectiva de
la identidad.

Dado un subconjunto compacto K de [0,1]!, se representa por K(I) el conjunto
de los elementos (x;);cr de K tales que {i € I : 2; # 0} es numerable. Sea A la familia
de los espacios topolégicos tales que cada A € A es homeomorfo a un subconjunto
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compacto K4 de [0,1]%4 tal que Ka(I4) es denso en K. Los elementos de A se
llaman compactos de Valdivia y contienen a los compactos de H. H. Corson. En
[60], Valdivia probd la existencia de una resolucién proyectiva de la identidad en
C(K) cuando K es un compacto de Valdivia, pues demostré que, si u es el primer
ordinal tal que |u| = dens(K), existe en K una familia {K, : wg < a < p} de
subconjuntos compactos de Valdivia tales que para cada « existe una extensiéon
lineal continua T, : C(K,) — C(K) y sucede que las proyecciones P, definidas por
P, (f) = Tu(f|k,) definen una resolucién proyectiva de la identidad.

Uno de los tltimos resultados de Valdivia sobre compacidad esta en [93], articulo
conjunto con I. Monterde y V. Montesinos Santalucia, donde se mejora un resultado
de J. Howard en Mackey Compactness in Banach Spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 37
(1973), 108-110, al probar que el teorema de Eberlein tiene validez para la topologia
Mackey* del dual E* de un espacio de Banach E.

6.2. DBASES DE MARKUSHEVICH Y SUCESIONES BASICAS

En [51] Valdivia prob6 que si F es un subespacio cerrado de un espacio de Banach
Ey F es la o(E**, E')-clausura de F en el bidual E**, se tiene que E + F es un
subespacio cerrado del bidual E**. Este lema, una construccién que realizé en [54]
utilizando resultados de Bessaga, Johnson, Pelczynski y Rosenthal sobre sucesiones
bésicas, y resultados de James, le permitieron probar en [53] que, dado un espacio
de Banach separable F, existe un espacio de Banach F' tal que F' y su bidual tienen
base shrinking, siendo E isométrico a F**/F.

Un sistema biortogonal (x;,u;);cr en un espacio de Banach E es una base de
Markushevich si los conjuntos {z; : ¢ € I'} y {u; : i € I} son totales en E y en
(E*,0(E*, E)), respectivamente. Una base de Markushevich estd asociada a una
resolucién proyectiva de la identidad {P, : wy < a < u} si existe una particién
{Lwo }U{lat1 1 wo < o < pu} del conjunto de ndices I tal que (25, u;|p,, (x))ier €s una
base de Markushevich en P, (E) y, para cada wo < o <, (i, Us|(p, ., —P.)(X))icT
es una base de Markushevich en (P,41 — Py)(E).

En [61] Valdivia construyé bases de Markushevich asociadas a resoluciones pro-
yectivas de la identidad que extienden los resultados obtenidos por A. Plichko en On
projective resolutions of the identity operator and Markushevich bases, Dokl. Akad.
Nauk SSSR 263 (1982), 543-546. En [65] obtuvo una base de Markushevich asocia-
da a una resolucién proyectiva de la identidad en un subespacio de C(K), que le
permitié probar que si la bola unidad K = (B(E*),c(E*, E)) del dual de un espacio
de Banach E es un compacto de Corson entonces E es complementado en C(K).

En [66] demostré que, si un espacio de Banach F tiene una base shrinking y bidual
separable, entonces para cada subespacio cerrado Z del bidual E** que contenga a
E existe una base shrinking (z,)neny en E y una particién {Nj,Ny} de N tal que
la envoltura lineal cerrada de {z, : n € N1} es un espacio reflexivoy E+Y = Z,
siendo Y la o(X™**, X*)-clausura de {z,, : n € Na}. En los articulos [70] y [79] se ve la
comentada intuicién geométrica de Valdivia cuando trabajaba en Anélisis Funcional;
por limitaciéon de espacio sélo se recoge su resultado de que un espacio de Banach F
que sea Asplund admite un sistema biortogonal (z;, u;)ier tal que la envoltura lineal
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cerrada de {x; : i € I'} es un espacio de Banach de generacién débilmente compacta
y {u; : 1 € I'} es total en (E*,0(E*, E)).

En [81] Valdivia unificé y refiné propiedades obtenidas por W. B. Johnson y
H. P. Rosenthal en On w*-basic sequences and their applications to the study of
Banach spaces, Studia Math. 43 (1972), 77-92, que, junto a resultados de J. Hagler
y W. B. Johnson en On Banach spaces whose dual ball are not weak*-sequentially
compact, Israel J. Math. 28 (1977), 325-330, le permitieron demostrar que si un
espacio de Banach X y su dual X* no contienen una copia de [', entonces X tiene
un cociente isomorfo a cg.

6.3. ESPACIOS DE BANACH UNIFORMEMENTE ROTUNDOS

Un espacio de Banach (E, ||-||) es uniformemente rotundo (débilmente uniforme-
mente rotundo) si dadas dos sucesiones (x,)n € (yn)n de la esfera unidad tales que
(|zn + yn||)n converge a 2 se tiene que la sucesién (z, — yn)n converge (converge
débilmente) a 0. El espacio (E, ||-||) se dice que es localmente uniformemente rotundo
(localmente débilmente uniformemente rotundo) si para cada z de la esfera unidad y
cada sucesién (y, ), de la esfera unidad tal que (|| + yn||)» converge a 2 se tiene que
la sucesion (z — yy, ), converge (converge débilmente) a 0. Es bien conocido que un
espacio de Banach F admite un renormamiento uniformemente rotundo si y sélo si
es super-reflexivo, es decir cualquier espacio de Banach no reflexivo no es finitamente
representable en F.

R. Deville, G. Godefroy y V. Zizler, en Smoothness and renorming in Banach
spaces, John Wiley, 1993, probaron que un espacio de Banach localmente débilmente
uniformemente rotundo cuya norma sea Fréchet diferenciable admite un renorma-
miento localmente uniformemente rotundo. R. G. Haydon obtuvo esta conclusién
en el espacio C(T'), siendo T un &rbol, en Trees in renorming theory, Proc. London
Math. Soc. 78 (1999), 541-584.

Los dos resultados anteriores son casos particulares del siguiente resultado general
obtenido por A. Molt6, J. Orihuela, S. L. Troyanski y Valdivia en [82]: Cada espacio
de Banach localmente débilmente uniformemente rotundo admite un renormamiento
localmente uniformemente rotundo. La demostracion utiliza una elegante técnica de
cubrimientos numerables por conjuntos de didmetro pequeno.

A. Molté, J. Orihuela y S. L. Troyanski, en Locally uniformly rotund renorming
and fragmentability, Proc. London Math. Soc. (3) 75 (1997), 619640, probaron, con
técnicas de martingalas, que un espacio de Banach con una norma que sea rotunda
y Kadets es renormable con una norma localmente uniformemente rotunda. Esta
prueba fue simplificada, sin utilizar martingalas, por M. Raja en Locally uniformly
rotund norms, Mathematika 46 (1999), 343-358. R. Haydon, en el citado articulo
Trees in renorming theory, probé que un espacio de Banach con una norma Kadets
no es necesariamente renormable con una norma rotunda. Sin embargo, A. Moltd,
J. Orihuela, S. L. Troyanski y Valdivia, en [83], utilizando la construccién de M. Raja,
probaron que un espacio de Banach con norma Kadets y con la propiedad de Krein-
Mil’'man es renormable con una norma localmente uniformemente rotunda. También
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generalizaron el resultado de Raja de que el dual de un espacio de Banach con norma
weak* Kadets es renormable con una norma dual localmente uniformemente rotunda.

Un punto zy de un subconjunto A de un espacio normado X se dice que es un pun-
to e-fuertemente extremo de A siexiste § > O tal que x,y € Ay ||zo — (x +y)/2|| <6
implica que ||z — y|| < e. Un espacio normado X se dice que es MLUR si cada punto
de la esfera unidad S(X) es un punto e-fuertemente extremo de la bola unidad B(X)
para cada € > 0.

En [84], A. Moltd, J. Orihuela, S. L. Troyanski y Valdivia probaron que un espacio
normado X admite un renormamiento MLUR si y sélo si para cada € > 0 se puede

descomponer X en
oo

X = Xn.e
n=1
tal que cada punto de X, . es un punto e-fuertemente extremo de la envoltura
convexa de X, .. De este teorema de descomposicién dedujeron un método topolégico

lineal para obtener renormamientos LUR y MLUR. Como aplicacién probaron que
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el espacio de James J tiene un renormamiento cuyo bidual es MLUR, lo que mejor6
resultados de P. Hajek en Dual renormings of Banach spaces, Comment. Math. Univ.
Carolin. 37 (1996), 241-253.

En [89], A. Molt6, J. Orihuela, S. L. Troyanski y Valdivia obtuvieron el siguiente
teorema de renormamiento en el dual de un espacio de Banach E: E* admite una
norma dual equivalente localmente uniformemente rotunda si y sdlo si existe una
sucesion de aplicaciones I,: E* — E*, n € N, que verifican la condicion piece-
wise weak™® slicely constant (condicién que omitimos detallar) tal que cada z* € E*
pertenece a la clausura del conjunto {I,(z*) : n € N}. La sucesién (I,,), se cons-
truye explicitamente cuando el espacio de Banach tiene una base de Markushevich
fuerte. También demostraron en ese articulo que ideas de H. Lebesgue actualizadas
por W. Rudin ayudan a probar la existencia de una norma equivalente localmente
uniformemente rotunda cuando existe una norma débil localmente uniformemente
rotunda.

7. HOLOMORFiA INFINITA, ESPACIOS DE POLINOMIOS Y FORMAS
MULTILINEALES

El primer contacto de Valdivia con la holomorfia infinita se produjo en febrero
de 1980, durante una estancia en el University College de Dublin con Sean Dineen,
considerado junto a Richard Aron, profesor en Kent, dos de los mejores especialistas
en holomorfia infinita. Valdivia obtuvo en [38] un resultado de interpolacién del
que dedujo el siguiente teorema, ya obtenido por otro método por S. Dineen en
The Cartan-Thullen theorem for Banach spaces, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3)
24 (1970), 667-676: Si E es un espacio normado separable y ) es un subconjunto
abierto de E que sea Hy(2)-convexo, entonces 2 es un dominio de existencia para
una funcion de Hy()), que es el espacio de las funciones holomorfas en € con valores
complejos y acotadas.

En [41], articulo conjunto de Valdivia con R. Aron y C. Hervés, probaron que
cada polinomio continuo y n-homogéneo definido en un espacio de Banach que sea
débilmente continuo en la bola unidad es débilmente uniformemente continuo en la
bola unidad. Este resultado lo aplicaron en la obtencién de relaciones entre espacios
de polinomios, asi como entre espacios de funciones holomorfas en un espacio de
Banach.

Si (Uy)n es un sistema fundamental decreciente de entornos abiertos de un com-
pacto K de un espacio complejo de Fréchet F y si H>°(U,,) es el espacio de Banach
de las funciones holomorfas acotadas en U,, K. D. Bierstedt y R. Meise proba-
ron en Nuclearity and the Schwartz property in the theory of holomorphic functions
on metrizable locally convexr spaces, North-Holland Math. Studies 12 (1977, editor
M. Matos), 93-129, que el espacio de los gérmenes holomorfos en K es compacto
si y sélo si E es un espacio de Fréchet-Schwartz. En [73], J. Mujica y Valdivia pro-
baron que si K es un subconjunto compacto del espacio de Banach F de Tsirelson,
se tiene que H(K') es débilmente compacto, demostrando ademés esta propiedad de
compacidad en el espacio Hy(U), cuando U un subconjunto abierto de E.
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E. Borel, en su articulo Sur quelques points de la théorie des fonctions, Ann. Ec.
Norm. Sup. XII (1895), 9-55, demostrd que para cada sucesién de nimeros comple-
jos (€n)nen, existe una funcién f definida en R de clase infinito tal que £ (0) = ¢,
para cada n € Ng. En [69] J. Schmets y Valdivia extendieron este resultado de
E. Borel al demostrar que si en un espacio real normado F existe un polinomio P
con dominio E tal que P(0) = 0 e inf{P(z) : ||z|| = 1} > 0, entonces para cada
direccion € y cada sucesion (an)nen, de niimeros reales existe una funcién f de clase
C* en E que es real analitica en E\{0} y tal que D? f(0) = a,, para cada n € Ny.
En [71] Valdivia probé que dado un espacio de Hilbert E, un ntimero real Ag y una
sucesiéon (A, )nen de funcionales n-lineales simétricos y continuos definidos en E™,
existe una funcién f definida de clase C>® en E tal que f("™) estd acotada en los
subconjuntos acotados de E, f("™)(0) = A,, para cada m € Ny, y f es analitica en
E\{0}. En [77], Schmets y Valdivia extendieron este resultado a espacios de Banach
reales F.

Para el espacio de Banach Py« (™ E*), que es el subespacio vectorial de P("™E*)
cuyos elementos son continuos en B(EY), Valdivia probé en [74] estos tres teore-
mas: 1) Si F es un espacio de Asplund entonces Py« ("™E*) es también un espa-
cio de Asplund que es un subespacio cerrado de P("™E™*) provisto con la topologia
compacta-abierta. 2) Si F es un espacio de Asplund tal que E* tiene la propiedad de
aproximacién entonces Py« (M E*) = P("™E*). 3) Si E es un espacio de Asplund de
generacién débilmente compacta entonces el espacio de Asplund P« ("™ E*) también
es de generacién débilmente compacta. En [75], Valdivia obtuvo resultados similares
a los del articulo [74] en el marco de las funciones holomorfas.

El estudio de la reflexividad de los espacios de polinomios y formas multilineales
atrajo la atencién de muchos investigadores en las dos ultimas décadas del siglo XX.
R. Alencar, R. Aron y S. Dineen, en A reflexive space of holomorphic functions in
infinity many variables, Proc. Amer. Math. Soc. 90 (1984), 407411, estudiaron su
relacién con la continuidad débil sucesional. R. Alencar, en On reflexivity and basis
for P(BE), Proc. Roy. Irish Acad. 85A (1985), 135-138, investigd su dependencia de
la existencia de bases. El estudio del bidual de P(™E) fue abordado por R. Aron y
S. Dineen en Q-reflexive Banach spaces, Rocky Mountain J. Math. 27 (1997), 1009—
1025. En [80], Valdivia investigé la reflexividad de los espacios P(™E), refinando los
métodos que elaboré en su articulo [74], y probé que la propiedad de aproximacion
puede ser eliminada en resultados anteriores de otros autores sobre reflexividad.

8. DESARROLLOS ASINTOTICOS Y ANALITICIDAD REAL

8.1. DESARROLLOS ASINTOTICOS

J. F. Ritt, en On the derivatives of a function at a point, Annals of Math. 18
(1916), 18-23, demostrd que dada una sucesién (cy,),, de nlimeros complejos (¢ )nen,
existe una funcién f analitica en C\{0} y con desarrollo asintético en 0 igual a

o0
S o
n! -’

n=0
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Durante diez anos estuvo abierto el problema de averiguar en qué subconjuntos
D de la frontera 02 de un dominio no vacio Q2 de C es posible fijar arbitrariamente
el desarrollo asintético de una funcién holomorfa. T. Carleman, en Les fonctions
quasi-analytiques, Gauthiers-Villars, 1926, demostrd que este problema tiene solucién
positiva cuando D es finito y €2 es convexo y acotado, o bien cuando D = {0} y
N ={zeC:lz| <r}\{(z,0) : z < 0}. Otra solucién la obtuvo Philip Franklin en
Functions of a complex variable with assigned derivatives at an infinite number of
points, and an analogue of Mittag-Leffler theorem, Acta Math. 47 (1926), 371-385.

En la comunicaciéon Una propiedad de interpolacion en espacios de funciones
holomorfas con desarrollos asintdticos (Homenaje a N. Hayek, Publ. Univ. de la
Laguna, 1990, 351-360), Valdivia probé que la solucién es afirmativa si D es un
conjunto finito tal que la solucién sea afirmativa en cada punto de D separadamente.
En [63] completd este resultado al demostrar que la solucién es positiva cuando
D = {2z} y la componente conexa de zq en la frontera 02 tiene mas de un punto.

Este resultado de Valdivia es un caso particular de un teorema que obtuvo en su
articulo [72] con J. Schmets, donde se prueba que si D C 952 no tiene ningin punto
de acumulacion y si la componente conexa en Jf) de cada punto de D contiene mas
de un punto, entonces la respuesta al problema de interpolacién es afirmativa.

8.2. EXTENSION DE LOS RESULTADOS DE MITYAGIN

Si M es un subconjunto no vacio de R” y {p,, o € N} es un conjunto de
funciones complejas definidas en M, se dice que ¢ = (<,0a)aeNg es un jet en M. Para
cada m € Ny cada o € N, con |a| < m, se escribe

fo+s(y)
R = galo) = L {22220 ) s151 <~ o
para cada x, y € M. Si U es un subconjunto acotado en M se dice que ¢ = (gpa)aeNg
es un jet de Withney en U si, dado un € > 0 y m € N, existe un ¢ > 0 tal que, para
cada z, y € U con |z —y| < J,y a € Nj con |a] < m, se tiene que

IR™ (a;9)] < €|z —y|™ '

Hassler Whitney, en Analytic extensions of differentiable functions defined on clo-
sed sets, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934), 63-69, caracterizd los jets ¢ = (¢a)aeny
en un subconjunto cerrado F' de R™ generados por una funcién f € C*°(R"), lo que
significa que

Yo = f¥|F, paracada o € Nj.

Demostré, ademas, que la funcién f se puede suponer real analitica en R™\F'
y holomorfa en un subconjunto abierto de C™ que contiene a R™\ F. Whitney doté
al espacio E(F) de los jets de Whitney en F' de estructura de espacio de Fréchet y
planteé la cuestién de averiguar cuando la aplicacién R: C°(R") — £(F), definida
por la restriccion, admite inversa la derecha que sea lineal y continua, lo que equivale
a la existencia de una extension lineal y continua de F' a R™ en el marco de las
funciones de clase infinito.
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Mityagin, en Approzimate dimension and bases in nuclear spaces, Uspehi Mat.
Nauk 16 (1961), 63-132, probé que no existe dicha extensién de {0} a R, en tanto
que si existe de [0, 1] a R. La investigacién sobre la existencia de subespacios cerrados
F de R™ para los que existe (o no existe) extension lineal continua se ha ampliado
del marco C'*° al correspondiente a los jets y funciones ultradiferenciables en el
sentido de Roumieu, definiciéon debida a R. W. Braun, R. Meise y B. A. Taylor en
Ultradifferentiable functions and Fourier analysis, Result. Math. 17 (1990), 206—
237. Para los correspondientes espacios de funciones en R™ o de jets en F, que
se representan por E.(R"™) y E.(F), respectivamente, Valdivia fue el primero en
construir una extensién lineal continua de &, (F) en E,(R™) real analitica en R™\F.
En sus articulos [76] y [78] demostrd que, si K es un subconjunto compacto de R”
y el jet ¢ € £,(K) proviene de una funcién de &,(R™), entonces ¢ proviene también
de otra funcién de este espacio &, (R™) que es real analitica en R™\ K y holomorfa en
un subconjunto abierto de C™ que contiene a R™\ K. También probd que, si existe
una extension lineal y continua de &£, (K) en &,(R™), también existe otra extension
T lineal y continua de £, (K) en &, (R™) tal que Ty es real analitica en R™\ K para
cada jet ¢ € E(F).

Entre 1997 y 1999, Valdivia publicé con Schmets cuatro articulos sobre la exis-
tencia de extensiones analiticas para jets de Whitney, de Roumieu y de Beurling,
tanto en el marco C°° como en el de funciones ultradiferenciables. Recientemente ob-
tuvieron, en [96], una representacién global de ultradistribuciones no casi-analiticas.

H. Whitney, en Functions differentiable on the boundaries of regions, Ann. of
Math. (2) 35 (1934), 482485, defini6 que un subconjunto M de R tiene la propie-
dad P si existe un w > 0 tal que, dados dos puntos = e y de M, existe una curva
rectificable en M con extremos z e y tal que su longitud L verifica que L < w |z — y.
Si un conjunto tiene la propiedad P se dice que es Whitney-regular. En el articulo
[94], Valdivia demostré que si K es un subconjunto compacto Whitney-regular no
vacio de R™ y ®: E,(R™) — &E.(K) es la aplicacion tal que o = %k, para cada
a € Nj, entonces ® es un homomorfismo topoldgico. Ademas, construyé medidas de
Borel (épa)aeNg con las que obtuvo representaciones de ultradistribuciones por una
serie formada con dichas medidas. En [92] Valdivia represent6 una ultradistribucién
de Beurling en €2 como suma de derivadas de elementos de L (€2), mejorando un
resultado de H. Komatsu en Ultradistributions 1. Structure theorems and characte-
rizations, J. Fac. Sci. Uni. Tokyo 20 (1973), 25-105.

9. VALDIVIA, PROFESOR Y MAESTRO

Valdivia fue nombrado hijo adoptivo de la ciudad de Valencia y doctor honoris
causa por las Universidades Politécnica de Valencia, de Lieja, Jaime I, Alicante y
Jaén. Fue distinguido con la Orden Civil de Alfonso X el Sabio y el nombramiento
de Socio de Honor de la Asociacién Nacional de Ingenieros Agrénomos. Recibio
el premio de investigacién cientifica de la Confederacion Empresarial Espafiola, el
premio Sanchis Guarner, la Medalla de Oro del ayuntamiento de Martos y la primera
Medalla de Oro del Consejo de Cultura de Valencia.
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Recibié tres homenajes internacionales al cumplir los 60, 70 y 80 afios. Los dos
primeros superaron los 200 participantes cada uno y el tercero conté con algo més de
360 participantes. A los tres asistieron los mejores mateméaticos en su especialidad.

El Profesor Valdivia fue nombrado académico correspondiente de las Academias
de Barcelona, La Laguna y Lieja, académico de niimero de la Academia de Ingenieria
desde su fundacién y de la Real Academia de Ciencias desde 1977. En la contestacién
al discurso de ingreso de Valdivia, German Ancochea senal6 «que se enorqgullecia de
contarse entre los primeros que supieron justipreciar el valor del saber de Valdivia
y prever la importancia que su brillante quehacer habia de adquirir en breve espacio
de tiempo».

Valdivia, ademés de un gran investigador, fue un gran profesor que daba la mis-
ma importancia a la investigacion que a la docencia, consciente de la obligacion
de sembrar como garantia de continuidad. Impartié muchisimos seminarios, en la
Universidad y fuera de ella, tanto de temas de su especialidad como de otros muy
alejados de su campo de investigacion, pues su cultura matematica clasica y moder-
na era muy amplia, sin descuidar los aspectos histéricos. Sentia atraccién por los
fundamentos de las matemaéticas y por los comportamientos paraddjicos.

En 2012 dio su ultimo seminario en el Departamento de Anélisis Matemé&tico
sobre Teoria de la Medida, que tuvo la excelente calidad de todos sus seminarios,
clases y conferencias, con dos horas seguidas de pizarra y sin ninguna nota o guion.
La tunica diferencia con los seminarios anteriores fue que terminaba cansado, pues
la enfermedad le habia debilitado. Pero Valdivia era el maestro de siempre que, en
momentos adversos o cuando los medios de trabajo a su alcance eran exiguos, nunca
permitié que las lamentaciones se opusieran a la utilizacién de todas sus posibili-
dades. Desde muy joven grabd la frase del poeta bengali Rabindranath Tagore: Si
llordis de moche porque no podéis contemplar el sol, las ldagrimas os impediran ver
las estrellas.

El fruto de su interés por la docencia y de su valoracion del esfuerzo son sus
32 doctorandos, de los que proceden a su vez 114 tesis doctorales. Sintié mucho la
prematura muerte de cuatro de sus doctorandos, Fuensanta Andreu Vaillo, Manuel
Fernandez Castillo, Miguel Garcia Falset y Miguel Sanz Alix.

Sus restantes doctorandos son: José Alfonso Antonino Andreu, José Luis Blasco
Olcina, José Bonet Solves, Trinidad Casasis Estellés, Bernardo Cascales Salinas,
Rafael Crespo Garcia, Carmen Ferndndez Rosell, Manuel Finez Valdivia, Pablo Ga-
lindo Pastor, Domingo Garcia Rodriguez, Pedro Grimalt Ivars, Maria del Carmen
Herrero Blanco, José Llorens Sanchez, Juan Antonio Lépez Molina, Manuel Lépez
Pellicer, Manuel Maestre Vera, Antonio Marquina Vila, Celso Martinez Carracedo,
José Manuel Mazén Ruiz, Juan Antonio Mira Lépez, Anibal Molté Martinez, Vi-
cente Montesinos Santalucia, Gaspar Mora Martinez, Joaquin Motos Izquierdo, José
Orihuela Calatayud, Pedro Pérez Carreras, Manuel Sudrez Ferndndez y German
Torregrosa Gironés.

Tras una larga y penosa enfermedad, Valdivia fallecié el 29 de abril de 2014.
Valoraba mucho haber tenido excelentes amigos y era consciente de que sus disci-
pulos agradeciamos su entranable amistad, admirdbamos su generosa entrega a las
Matemadticas y sentiamos el deber de seguir su ejemplo, que es lo que nos ha dejado
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nuestro querido y admirado maestro, al que de todo corazén deseamos que descanse
en paz.

AGRADECIMIENTO. Agradezco a LA GACETA DE LA REAL SOCIEDAD MATEMA-
TICA ESPANOLA la invitacién a escribir este articulo.

Notas. El listado de los 190 articulos publicados por don Manuel Valdivia hasta
abril de 2014 estd accesible en MathSciNet:

http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=176625

Este listado se incrementard en los préoximos meses con la publicacién de sus articulos
aceptados.

Algunos aspectos de su obra, que la limitacién en extensién ha impedido tratar
en este articulo, se pueden consultar en:

s J. Horvath, The Mathematical Works of Manuel Valdivia, Progress in Functio-
nal Analysis, Mathematics Studies, 170 (editores K. D. Bierstedt, J. Bonet,
J. Horvath y M. Maestre), North-Holland, 1992.

s J. Schmets, The Mathematical Works of Manuel Valdivia, 11, Progress in Fun-

ctional Analysis, Mathematics Studies, 189 (editores K. D. Bierstedt, J. Bonet,
J. Horvath y M. Maestre), North-Holland, 2001.
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