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Resumen

Dividiremos el resumen de esta Tesis en dos apartados: Antecedentes
y resultados.

Antecedentes. El clasico teorema de Nikodym (1933) nos dice que
en cada subconjunto M de medidas numerablemente aditivas definidas en
una o-algebra de conjuntos S que estén puntualmente acotadas en cada
conjunto de § sucede que las medidas de M estédn uniformente acotadas
en S, es decir, sup{|\(A)| : A€ M, A € S} < 0.

La propiedad de que cada medida numerablemente aditiva definida
en una o-algebra es acotada llevo a Dieudonné a demostrar en 1951 el
teorema de Nikodym cuando M es un subconjunto de medidas acotadas
y finitamente aditivas definidas en la o-algebra 2 de todos los subcon-
juntos de un conjunto ).

En 1954, Grothendieck extendi6é el teorema de Dieudonné a una o-
algebra S de subconjuntos de un conjunto ). Este resultado general se
conoce como Teorema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck.

Un subconjunto B de un élgebra de conjuntos A tiene la propiedad de
Nikodym, propiedad N en breve, si en cada subconjunto M de medidas
acotadas, definidas en A, finitamente aditivas y puntualmente acotadas
en B sucede que las medidas de M estan uniformemente acotadas en
A. El teorema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck nos dice pues que
cualquier o-algebra S tiene la propiedad N.

En 1979, Valdivia mejor6 profundamente este resultado al demostrar
que si (B,,)m es un cubrimiento creciente de una o-algebra de conjuntos
S existe un B,, que tiene la propiedad N.

Un subconjunto B de un algebra de conjuntos A tiene la propiedad
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fuerte de Nikodym, propiedad sN en breve, si en cada cubrimiento nume-
rable creciente (B,,),, de B existe un B, que tiene la propiedad N. Por el
teorema de Valdivia se tiene que cualquier o-dlgebra tiene la propiedad
sN.

Si (B, )m, €s un cubrimiento numerable creciente de un subconjunto
B de un algebra de conjuntos A y si (B, ms,....mpmpsr Jmys, € un cubri-
miento numerable creciente de By, mn,,....m,, siendo p y cada m; niimeros
naturales, con 1 < ¢ < p, se dice que {B; : t € |J,N°} es una malla
creciente (increasing web en inglés) en B. Si (n,), es una sucesion de
nimeros naturales entonces la sucesion de conjuntos (By, n,,...n,)r €S UNA
cadena infinita de la malla creciente {B; : t € |J,N°}.

Un subconjunto B de un algebra de conjuntos A tiene la propiedad
wN o w(sN) si cada malla creciente en B contiene una cadena infinita
formada por conjuntos que tienen la propiedad N o s, respectivamente.
Anéalogamente, si cada malla en B contiene una cadena infinita formada
por conjuntos que tienen la propiedad wN entonces B tiene la propiedad
w(wN).

El teorema de Valdivia relativo a la propiedad s N motivo que Kakol y
Lopez-Pellicer demostrasen en 2015 que cada o-dlgebra tiene la propiedad
w(sN), resultado publicado en [16].

Por otra parte, es bien conocida la existencia de algebras de conjuntos
que no tienen la propiedad N. Schachermayer demostré en 1982 que el
algebra J([0,1]) de los subconjuntos medibles Jordan del intervalo [0, 1]
tiene la propiedad N, con lo que dio el primer ejemplo de un élgebra de
conjuntos que no es o-algebra y que tiene la propiedad N.

En 2013, Valdivia mejoré profundamente el resultado de Schacher-
mayer al demostrar que si K es un intervalo compacto de R* se tiene
que el algebra J(K) de los subconjuntos Jordan medibles de K tiene la
propiedad s/N. La mejora de Valdivia es el inesperado resultado de que el
algebra J(K) tiene la propiedad fuerte de Nikodym. La sustitucion del
intervalo [0, 1] por K solo exige utilizar técnicas conocidas.

Resultados. A continuacién se enumeran algunos de los resultados
obtenidos en esta Tesis.

1. Se ha probado que las propiedades wN, w(sN) y w(wN) son equi-
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valentes (Seccion [2.6] Proposicion [50] y Corolario 51} paginas [p1] y
respectivamente). Este resultado fue sugerido por el Teorema
2 de [16] que prueba que cualquier o-dlgebra tiene la propiedad
w(sN).

2. La demostracion del referido Teorema 2 de [16] utiliza que cualquier
o-algebra tiene las propiedades N y sV, lo que la hace dependiente
de los resultados de Nikodym, Dieudonné, Grothendieck y Valdi-
via. En nuestro articulo [I8], S. Lopez-Alfonso, J. Mas y S. Moll,
Nikodym boundedness property and webs in o-dlgebras, RACSAM
Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. 110 (2016)
711-722, publicado conjuntamente con los directores de esta Tesis,
se presenta una demostracion de que cualquier o-algebra tiene la
propiedad wN que no depende de las propiedades N y sN. Esta
demostracion se desarrolla en el Teorema [65 de la Seccion B.4 de
esta Tesis, paginas [80| a y esta dividida en tres apartados para
facilitar su exposicion.

3. En el Corolario[66], deducido del Teorema [65]y expuesto en la pagi-
na[88| se prueba que “casi todas las cadenas infinitas” contenidas en
una malla creciente en una o-algebra estan formadas por conjuntos
que tienen la propiedad wN. El Corolario [67] pagina[90] proporcio-
na un resultado similar para subconjuntos de una malla creciente
determinados por un conjunto de indices que forman un NV-arbol,
concepto dado en la Definicion 52} pagina 58], utilizado en muchas
demostraciones de esta Tesis y cuyo nombre evoca a Nikodym, a
Valdivia y a la forma ramificada de los NV-arboles.

4. Estos dos corolarios nos han permitido obtener en la Seccién [3.5]de
la Tesis propiedades fuertes de localizacion de medidas vectoriales
acotadas y finitamente aditivas. Se exponen en las Proposiciones
[74] [78] [79}, [80] y [BI] paginas [97] a [I05] y extienden los resultados
conocidos de localizacion de medidas vectoriales acotadas, que se
deducen de las propiedades N y sN de las o-algebras, en tanto
que en la Tesis se utiliza la propiedad w/N, que por su equivalencia
con la propiedad w(wN) es la propiedad méas fuerte de tipo Ni-
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kodym que se puede formular en mallas crecientes. El Corolario
nos permite obtener la Proposicion 68 pagina[94] que proporciona
una malla creciente {C; : t € |J,N°} en una o-algebra tal que una
sucesion de medidas acotadas y finitamente aditivas que sea pun-
tualmente convergente en algtin C;, con t € |, N°, es puntualmente
convergente en cada conjunto de la o-algebra.

. Tal vez la aportacion principal de esta Tesis pueda ser el Teore-

ma [90, pagina [122] en el Capitulo [d] donde se prueba que el &l-
gebra J(K) de los conjuntos medibles Jordan de un intervalo k-
dimensional K tiene la propiedad wN. Este resultado esta publi-
cado en el articulo [19], S. Lopez-Alfonso, On Schachermayer and
Valdivia results in dlgebras of Jordan measurable sets, RACSAM
Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. 110 (2016)
799-808. Nuestro resultado mejora los resultados antes citados de
Schachermayer y Valdivia en [27] y [30] sobre las propiedades N y
sN de J([0,1]) y de J(K).

La demostracion de este teorema se expone en la Secciéon [4.4] entre
las paginas [122] y [132] y se desarrolla por reduccién al absurdo. Se
supone la existencia en J(K') de una malla creciente sin cadenas
infinitas formadas por elementos que tienen la propiedad N. En-
tonces, las propiedades desarrolladas en las secciones[d.2]y [4.3] de la
Tesis y dos procesos inductivos nos llevan a la construccion de dos
subconjuntos numerables, uno de ellos formado por elementos dis-
juntos dos a dos del algebra 7 (K) en tanto que el segundo conjunto
estd formado por medidas finitamente aditivas acotadas definidas
en J(K). Estos dos conjuntos se construyen de forma que las me-
didas verifican ciertas desigualdades en los mencionados elementos
disjuntos de J(K) que permiten obtener una contradiccion.

. El analisis de la demostracion del Teorema[90] nos ha permitido dar

una condicion suficiente en un algebra de subconjuntos de un con-
junto €2 que implica la propiedad wN. Se expone en la Proposicion
de la pagina[133] Esta condicion suficiente la verifican tanto las
o-algebras como el algebra J(K), por lo que los Teoremas [65]y
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de la Tesis se podian haber presentado como corolarios de la Pro-
posicion Ha parecido mas natural seguir el orden cronologico,
tal como se ha hecho en la Tesis.

8. En la seccién del capitulo [} paginas a [135], se exponen

propiedades de localizacion de medidas vectoriales acotadas y fini-
tamente aditivas definidas en el algebra J (K), asi como una carac-
terizacion de la convergencia puntual para una sucesion de medidas
finitamente aditivas acotadas definidas en J(K). No se han dado
las demostraciones por su similitud con las pruebas de las proposi-
ciones analogas en el caso de o-algebras (paginas (94| a .

9. En la secciéon del capitulo |5 se considera el problema planteado
por Valdivia en 2013 en [30], que consiste en averiguar si el que un
algebra de conjuntos tenga la propiedad N implica o no el tener la
propiedad s/NV.

En la seccion [5.2]se traduce la propiedad de Nikodym y este proble-
ma de Valdivia al contexto mas general de los espacios normados,
generalizando lo que sucede en el espacio normado (L(.A), ||-||), en-
voltura lineal de las funciones caracteristicas de los conjuntos de A
provisto con la norma supremo, cuyo dual topoldgico es el espacio
ba(A) de las medidas acotadas y finitamente aditivas definidas en
A. Es evidente que un subconjunto B de un algebra de conjun-
tos A tiene la propiedad N si cada subconjunto M de ba(.A) tal
que las medidas de M estén puntualmente acotadas en el conjunto
{ep : B € B} de las funciones caracteristicas de los conjuntos de B
verifica que M es un subconjunto acotado del espacio de Banach
(ba(A),| - |), donde || -|| es la norma supremo, que se puede sus-
tituir por cualquier otra norma equivalente, como, por ejemplo, la
norma polar de la norma del espacio (L(.A), | -]|), que es la norma
variacion.

Utilizando la Definicion de la pagina dada para un espacio
normado en [7] se tiene que un subconjunto B de un algebra de
conjuntos A tiene la propiedad N si el conjunto {ep : B € B} es
un subconjunto DAU del espacio normado (L(.A), || -]|). DAU es la
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abreviatura de “subconjunto que determina la acotacion uniforme”,
version en castellano del acréonimo inglés ubd, formado con iniciales
de “uniform boundedness deciding subset”.

La Proposicion de la pagina de la Tesis caracteriza los sub-
conjuntos DAU de un espacio normado. La Proposicion de la
pagina[144] caracteriza los subconjuntos acotados DAU de un espa-
cio normado. Esta proposicién aparece en [22] con otro enunciado
equivalente y una demostracion que nos parece mas complicada que
la de nuestra Tesis, donde se formula diciendo que un subconjun-
to acotado C' de un espacio normado (E,||-||) es DAU si y solo
si es s-normante, lo que significa que cada cubrimiento numerable
creciente (C,,),, de C' contiene un conjunto C,, que es normante.

La Tesis termina con los Problemas abiertos [112], [T13] y [114] de la
pagina [147], que traducen el referido problema abierto de Valdivia
a espacios normados. Estos tres problemas derivan de la pregunta
sobre si la propiedad DAU en un subconjunto C' de un espacio
normado (E, || - ||) implica o no que C' tenga la propiedad sDAU, lo
que significa que cada cubrimiento numerable creciente (Cl,)., de
C' contiene un conjunto C, que tiene la propiedad DAU.




Resum

Dividirem el resum de la Tesi en dos apartats: Antecedents i resultats.

Antecedents. El classic teorema de Nikodym (1933) ens diu que
en cada subconjunt M de mesures numerablement additives definides en
una o-algebra de conjunts S que estiguen puntualment fitades en cada
conjunt de § succeeix que aquestes mesures de M estan uniformement
fitades en S, es a dir, sup{|A\(A)| : A € M, A € S} < oc.

La propietat que cada mesura numerablement additiva definida en
una o-algebra és fitada va portar a Dieudonné a demostrar en 1951 el
teorema de Nikodym quan M és un subconjunt de mesures fitades i
finitament additives definides en la o-algebra 29 de tots els subconjunts
d’un conjunt §2.

En 1954, Grothendieck va estendre el teorema de Dieudonné a una
o-algebra S de subconjunts d’un conjunt 2. Aquest resultat general es
coneix com a Teorema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck.

Un subconjunt B d’una algebra de conjunts A té la propietat de
Nikodym, propietat N en breu, si en cada subconjunt M de mesures
fitades, definides en A, finitament additives i puntualment fitades en B
es té que les mesures de M estan uniformement fitades en A. El teo-
rema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck ens diu doncs que qualsevol
o-algebra S té la propietat N.

En 1979, Valdivia va millorar profundament aquest resultat en demos-
trar que si (B,,)m, és un cobriment numerable creixent d’una o-algebra
de conjunts S existeix un B, que té la propietat N.

Un subconjunt B d’una algebra de conjunts A té la propietat forta de
Nikodym, propietat sN en breu, si en cada cobriment numerable creixent

x1
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(Byn)m de B existeix un B,, que té la propietat N. Pel teorema de Valdivia
es té que qualsevol o-algebra té la propietat sNV.

Si (B, )m, ¢s un cobriment numerable creixent d’un subconjunt B
d’una algebra de conjunts A i si (B, ms,...mpmypi1)mys, € Un cobriment
numerable creixent de By, m,,..m,, sent p i cada m; nombres naturals,
amb 1 < i <p, es diu que {B; : t € |J,N°} és una malla creizent (incre-
asing web en anglés) en B. Si (n,.), és una successié de nombres naturals
llavors la successio de conjunts (By, ny...n, )r €8 una cadena infinita de la
malla creixent {B; : t € [, N°}.

Un subconjunt B d’una algebra de conjunts A té la propietat wN o
w(sN) si cada malla creixent en B conté una cadena infinita formada per
conjunts que tenen la propietat N o sV, respectivament. Analogament,
si cada malla en B conté una cadena infinita formada per conjunts que
tenen la propietat wN llavors B té la propietat w(wN).

El teorema de Valdivia relatiu a la propietat sN va motivar que Kakol
i Lopez-Pellicer demostraren en 2015 que cada o-algebra té la propietat
w(wN), resultat publicat en [16].

D’altra banda, és ben coneguda l’existéncia d’algebres de conjunts
que no tenen la propietat N. Schachermayer va demostrar en 1982 que
l'algebra J ([0, 1]) dels subconjunts mesurables Jordan de l'interval [0, 1]
té la propietat N, amb el que va donar el primer exemple d’una algebra
de conjunts que no és o-algebra i que té la propietat N.

En 2013, Valdiva va millorar profundament el resultat de Schacher-
mayer en demostrar que si K és un interval compacte de R* es té que
'algebra J (K) dels subconjunts Jordan mesurables de K té la propietat
sN. La millora de Valdivia és l'inesperat resultat que 1'algebra J(K) té
la propietat forta de Nikodym. La substitucié de l'interval [0, 1] per K
solament exigeix utilitzar técniques conegudes.

Resultats. A continuacié s’enumeren alguns dels resultats obtinguts
en aquesta Tesi.

1. S’ha provat que les propietats wN, w(sN) i w(wN) sén equiva-

lents (Secci6 [2.6] Proposici6 [p0] i Corollari 51 pagines 1] i [52)).
Aquest resultat va ser suggerit pel Teorema 2 de [16] que prova que
qualsevol o-algebra té la propietat w(sN).
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2. La demostracio del referit Teorema 2 de [16] utilitza que qualsevol
o-algebra té les propietats N i sV, la qual cosa la fa dependent dels
resultats de Nikodym, Dieudonné, Grothendieck i Valdivia. En el
nostre article [I8], S. Lopez-Alfonso, J. Mas y S. Moll, Nikodym
boundedness property and webs in o-dlgebras, RACSAM Rev. R.
Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. 110 (2016) 711-
722, publicat conjuntament amb els directors d’aquesta Tesi, es
presenta una demostraci6 de que qualsevol o-algebra té la propietat
wN que no depén de les propietats N i sN. Aquesta demostracid
es desenvolupa en el Teorema [65] de la Seccid d’aquesta Tesi,
pagines a[93] i esta dividida en tres apartats per a facilitar la
seua exposicio.

3. En el Corollari[66], deduit del Teorema[65]i exposat en la pagina
es prova que “quasi totes les cadenes infinites” contingudes en una
malla creixent en una o-algebra estan formades per conjunts que
tenen la propietat wN. El Corollari [67], pagina[90] proporciona un
resultat similar per a subconjunts d'una malla creixent determinats
per un conjunt d’indexs que formen un NV-arbre, concepte donat
en la Definicié [52, pagina [b8 utilitzat en moltes demostracions
d’aquesta Tesi i el nom de la qual evoca a Nikodym, a Valdivia i a
la forma ramificada dels NV-arbres.

4. Aquests dos corollaris ens han permeés obtenir en la Seccié [3.5] de la
Tesi propietats fortes de localitzacié de mesures vectorials acotades
i finitament additives. S’exposen en les Proposicions[74] [78] [79] [80] i
81], pagines [97] a[105], i estenen els resultats coneguts de localitzacio
de mesures vectorials fitades, que es dedueixen de les propietats N
i sN de les o-algebres, mentre que en la Tesi s’utilitza la propietat
wN, que per la seua equivaléncia amb la propietat w(wN) és la
propietat més forta de tipus Nikodym que es pot formular en malles
creixents. El Corollari ens permet obtenir la Proposici6
pagina , que proporciona una malla creixent {C; : t € |J,N°} en
una o-algebra tal que una successié de mesures fitades i finitament
additives que siga puntualment convergent en algun Cy, t € |J, N?,
és puntualment convergent en cada conjunt de la o-algebra.
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5. Tal vegada l'aportacié principal d’aquesta Tesi puga ser el Teore-

ma , pagina en el Capitol , on es prova que l'algebra J(K)
dels conjunts mesurables Jordan d’un interval k-dimensional K té
la propietat wN. Aquest resultat esta publicat en article [19], S.
Lopez-Alfonso, On Schachermayer and Valdivia results in algebras
of Jordan measurable sets, RACSAM Rev. R. Acad. Cienc. Exac-
tas Fis. Nat. Ser. A Math. 110 (2016) 799-808. El nostre resultat
millora els resultats abans citats de Schachermayer i Valdivia en
[27] 1 [30] sobre les propietats N i sN de J([0,1]) i de J(K).

. La demostracié6 d’aquest teorema s’exposa en la Seccio [£.4] entre

les pagines 1[132] i es desenvolupa per reducci6 a 'absurd. Es
suposa l'existéncia en J(K) d’'una malla creixent sense cadenes in-
finites formades per elements que tenen la propietat N. Llavors,
les propietats desenvolupades en les seccions [4.2] i [£.3] de la Tesi
i dos processos inductius ens porten a la construccié de dos sub-
conjunts numerables, un d’ells format per elements disjunts dos a
dos de l'algebra J(K) mentre que el segon conjunt esta format per
mesures finitament additives acotades definides en J(K'). Aquests
dos conjunts es construeixen de manera que les mesures verifiquen
certes desigualtats en els esmentats elements disjunts de J(K) que
permeten obtenir una contradicci6.

. L’analisi de la demostracié del Teorema[90]ens ha permeés donar una

condici6 suficient en un algebra de subconjunts d’un conjunt €2 que
implica la propietat wN. S’exposa en la Proposicio 93] de la pagina
[133] Aquesta condici6 suficient la verifiquen tant les o-algebres com
I'algebra J(K), per la qual cosa els Teoremes [65]1(90] de la Tesi es
podien haver presentat com a corollaris de la Proposici6 (93 Ha
semblat més natural seguir l'ordre cronologic, tal com s’ha fet en
la Tesi.

. En la seccio [£.5] del capitol [4], pagines a[135] s’exposen propie-

tats de localitzacié de mesures vectorials fitades i finitament addi-
tives definides en l'algebra J(K), aixi com una caracteritzacio de
la convergéncia puntual per a una successié de mesures finitament
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additives fitades definides en J(K). No s’han donat les demos-
tracions per la seua similitud amb les proves de les proposicions

analogues en el cas de og-algebres (pagines [94] a [L05]).

9. En la secci6 del capitol 5| es considera el problema plantejat per
Valdivia en 2013 en [30], que consisteix a esbrinar si el que una
algebra de conjunts tinga la propietat N implica o no el tenir la
propietat s/NV.

En la secci6|5.2]es tradueix la propietat de Nikodym i aquest proble-
ma de Valdivia al context més general dels espais normats, genera-
litzant el que succeeix amb ’espai normat (L(.A), || - [|), I'envoltura
lineal de les funcions caracteristiques dels conjunts de A proveit
amb la norma suprem, que el seu dual topologic és I'espai ba(.A) de
les mesures fitades i finitament additives definides en A. Es evident
que un subconjunt B d’una algebra de conjunts A té la propietat N
si cada subconjunt M de ba(.A) tal que les mesures de M estiguen
puntualment acotades en el conjunt {ep : B € B} de les funcions
caracteristiques dels conjunts de B verifica que M és un subconjunt

fitat de 'espai de Banach (ba(A, || -]|), on || - || és la norma suprem,
que es pot substituir per qualsevol altra norma equivalent, com,
per exemple, la norma polar de la norma de l'espai (L(A),| -||),

que és la norma variacié.

Utilitzant la Definicio [I00] de la pagina donada per a un espai
normat en [7] es té que un subconjunt B d’una algebra de conjunts
A té la propietat N si el conjunt {eg : B € B} és un subconjunt
DAU de 'espai normat (L(A), || - ||). DAU és1’abreviatura de “sub-
conjunt que determina [’acotacio uniforme”, versié en valencia de
I’acronim anglés ubd, format amb inicials de “uniform boundedness
deciding subset”.

La Proposicio de la pagina de la Tesi caracteritza els sub-
conjunts DAU d’un espai normat. La Proposicid de la pagina
144] caracteritza els subconjunts fitats DAU d’un espai normat.
Aquesta proposicié apareix en [22] amb un altre enunciat equiva-
lent i una demostracié que ens sembla més complicada que la de
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10.

la nostra Tesi, on es formula dient que un subconjunt fitat C' d'un
espai normat (F, | -||) és DAU si i solament si és s-normant, la
qual cosa significa que cada cobriment numerable creixent (C,)m
de C conté un conjunt C,, que és normant.

La Tesi acaba amb els Problemes oberts [112] i de la pagina
[147, que tradueixen el referit problema obert de Valdivia a espais
normats. Aquests tres problemes deriven de la pregunta sobre si
la propietat DAU en un subconjunt C' d’un espai normat (E, || - ||)
implica o no que C' tinga la propietat sDAU, la qual cosa signifi-
ca que cada cobriment numerable creixent (Cp,),, de C' conté un
conjunt C,, que té la propietat DAU.



Summary

We will divide the summary of the Thesis in two sections: Antecedents
and results.

Antecedents. The classical Nikodym’s theorem (1933) states that
each subset M of countably additive measures defined in a o-algebra of
sets S that are pointwise bounded in each set of S has the property that
the measures of M are uniformly bounded on S, i.e., sup{|\(A)| : X €
M, Ae S} <o

The property that each countably additive measure defined in a o-
algebra is bounded carried Dieudonné to show in 1951 Nikodym’s theo-
rem when M is a subset of bounded finitely additive measures defined in
the o-algebra 2% of all the subsets of a set €.

In 1954, Grothendieck extended Dieudonné’s theorem to a o-algebra
of subsets S of a set 2. This general result is called Nikodym-Dieudonné-
Grothendieck’s theorem.

A subset B of an algebra of sets A has Nikodym’s property, property N
in brief, if in each subset M of bounded finitely additive measures defined
in A and such that the measures of M are pointwise bounded in B, then
these measures are uniformly bounded on A. The Nikodym-Dieudonné-
Grothendieck’s theorem says us that any o-algebra S of subsets of a set
Q2 has the property N.

In 1979, Valdivia improved deeply this result by showing that if (B,,)m
is an increasing covering of a g-algebra of sets S there exists a B,, that
has the property N.

A subset B of a set-algebra A has strong Nikodym property, property
sN in brief, if each increasing countable covering (B,,)m, of B contains a

XVvil
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B, that has property N. Valdivia’s theorem affirms that each o-algebra
has the property s/V.

If (B, )m, is an increasing countable covering of a subset B of a set-
algebra A and if (Bml,m%.ﬁmpmp +1)mp ., Is a increasing countable covering
of B\ ms,....m,» With p and each m; natural numbers, with 1 <4 < p, then
{B; : t € |U,N*} is an increasing web in B. For each sequence (n,), of
natural numbers the sequence (B, n,...n.)r 18 an infinite chain in the
increasing web {B, : t € | J, N°}.

A subset B of a set-algebra A has the property wN or w(sN) if each
increasing web in B contains an infinite chain formed by sets that have
the property NV or sV, respectively. Analogously, if an increasing web in
B contains an infinite chain formed by sets that have the property wN
then B has the property w(wN).

The theorem of Valdivia relative to property s N motivated that Kakol
and Lopez-Pellicer showed in 2015 that each o-algebra has the property
w(sN), result published in [16].

On the other hand, it is well known the existence of set-algebras that
do not have the property N. Schachermayer showed in 1982 that the
algebra J([0,1]) of the Jordan measurable subsets of the interval [0, 1]
has the property N, with what gave the first example of a set-algebra
that is not o-algebra and that has the property N.

In 2013, Valdiva improved deeply the result of Schachermayer showing
that if K is a compact interval of R¥ then the algebra J(K) of all Jordan
measurable subsets of K has property sN. Valdivia’s improvement is
the unexpected property that the algebra J(K') has the strong Nikodym
property. The change of [0,1] by K only demands to use some known
techniques.

Results. We listed here some obtained results in the Thesis.

1. It has been proved that the properties wN, w(sN) and w(wN) are

equivalent (Section , Proposition [50[ and Corollary , pages
and[52)). This result was suggested by the Theorem 2 of [I6] stating

that any o-algebra has the property w(sN).
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2. The proof of the referred Theorem 2 of [16] uses that any o-algebra
has the properties NV and s N, whence his proof depends of Nikodym,
Dieudonné, Grothendieck and Valdivia theorems. In our quoted
paper [18], S. Lopez-Alfonso, J. Mas and S. Moll, Nikodym bound-
edness property and webs in o-algebras RACSAM Rev. R. Acad.
Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math. 110 (2016) 711-722,
published with the directors of this Thesis, we present a proof of
the property that each o-algebra has property wN that does not
depend on the properties N and sN. Our proof is developed in
Theorem [65] of the Section [3.4] of this Thesis, pages [80] to 93] and

it is divided in three sections to facilitate the exposition.

3. Corollary [66] deduced from Theorem and exposed in the page
86, establishes that “almost all infinite chains” contained in an
increasing web in a o-algebra are formed by sets that have the
property wN. Corollary [67], page provides a similar result for
subsets of an increasing web determined by a group of indexes that
form a NV-tree, concept given in the Definition [52, page used
in many proofs of this Thesis and whose name evokes Nikodym,
Valdivia and the branched shape of the NV -trees.

4. These two corollaries have allowed us to obtain in Section [3.5] of the
Thesis strong properties of localization of bounded finitely additive
vector measures given in Propositions [74] [7§] and pages
[97] to [I05] These properties extend the localization known results
deduced from properties NV and sV of the o-algebras, whereas in the
Thesis we use the property wN, that its equivalence with property
w(wN) shows that it is the strongest Nikodym property type for
increasing webs. The Corollary [66] allows us to deduce the Propo-
sition 68, page 94} that provides an increasing web {C; : t € J,N*}
in a g-algebra such that each sequence of bounded finitely additive
measures pointwise convergent on some C;, t € US N*, is pointwise
convergent in each set of the o-algebra.

5. Perhaps the main contribution of this Thesis may be Theorem
page [122] in the Chapter [ where it is proved that the algebra
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6.

J(K) of measurable Jordan subsets of an interval k-dimensional
K has the property wN. This result has been published in the pa-
per [19], S. Lopez-Alfonso, On Schachermayer and Valdivia results
in algebras of Jordan measurable sets, RACSAM Rev. R. Acad.
Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Math 110 (2016) 799-808. Our
result improves the previously quoted results of Schachermayer and
Valdivia in [27] and [30] on the properties N and sN of J(|[0,1])
and J(K).

The proof of this Theorem [00]is in Section [4.4] between the pages
and [132] and it has been made by contradiction. It supposes
the existence in J(K') of an increasing web without infinite chains
formed by elements that have the property N. Then, the properties
developed in the sections[d.2)and [4.3]of the Thesis and two inductive
processes carry us to the construction of two countable subsets,
one of them formed by pairwise disjoint elements of the algebra
J(K) whereas the second is formed by finitely additive bounded
measures defined in J(K). These two sets are built up in such a
way that the measures verify some inequalities in the mentioned
disjoint elements of J(K') that allow us to obtain a contradiction.

From the proof of Theorem [90] we have deduced a sufficient condi-
tion in an algebra of subsets of a set €2 that implies property wiV.
It is given in Proposition [93] page [I133. The sufficient condition
is verified by o-algebras as well as by the algebra J(K), whence
Theorems 69| and [90] of the Thesis could have been presented like
corollaries of Proposition It has seemed more natural to follow
the chronological order, such as it has been done in the Thesis.

Section [4.5] of Chapter [ pages [I33] to [I35] present localization
properties of bounded finitely additive vector measures defined in
the algebra J(K), as well as a characterization of pointwise conver-
gence for a sequence of bounded finitely additive measures defined
in J(K). The proofs have been omitted by his similarity with the
corresponding proofs for o-algebras given in pages [94] to [105]
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9.

10.

Section [5.1]in Chapter [5] deals with Valdivia’s problem proposed in
2013 in [30], asking if property N in a set-algebra implies or not
property sN.

Section [5.2] translates Nikodym property and this Valdivia problem
to the general frame of normed spaces, generalizing what happens
in the normed space (L(.A), || -||), that is the linear hull of the char-
acteristic functions of the sets of A endowed with the supreme
norm, which topological dual is the space ba(A) of bounded and
finitely additive measures defined in A. It is obvious that a sub-
set B of a set-algebra has property N if each subset M of ba(.A)
such that the measures of M are pointwise bounded in the set
{ep : B € B} of characteristic functions of the sets of B verifies
that M is a bounded subset of the Banach space of (ba(A),| ||,
where ||-|| is the supreme norm, that can be substituted by any
equivalent norm, as, for example, the polar norm of the norm of
the space (L(A), || -]|), that is the variation norm.

Using Deﬁnition of the page m given for a normed space in [7]
we get that a subset B of a set-algebra A has property N if the set
{ep : B € B} is a DAU subset of the normed space (L(A), |- ||).
DAU is the abbreviation of “conjunto que determina la acotacion
unifome”, Spanish version of the English acronym ubd, formed with
initials of “wuniform boundedness deciding subset”.

Proposition of the page [141] of the Thesis characterizes the
DAU subsets of a normed space. Proposition [I08| of the page
characterizes the bounded DAU subsets of a normed space. This
proposition appears in [22] with another equivalent formulation and
with a prof that seems us more complicated that the one presented
in our Thesis, where it is stated that a bounded subset C' of a
normed space (E, | -||) is DAU if and only if it is s-norming, what
means that each increasing countable covering (C,, ), of C contains
a set (), that it is norming.

The Thesis finishes with the open Problems [112] [113] and [114] in
page [I47] that translates the referred Valdivia’s open problem to
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normed spaces. These three problems come from the unknown
question about that if the property DAU in a subset C' of a normed
space (F,||-||) implies or not that C has the strong DAU prop-
erty, in brief sDAU, and which means that each increasing covering
(Cyn)m of C contains a set C,, which has property DAU.
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Capitulo 1

Introduccion.

1.1 Algebras y o-algebras de conjuntos.

Q2 representara un conjunto y A una familia de subconjuntos de €.

Definicién 1 (Algebra de conjuntos). Un dlgebra de conjuntos es una
familia A de subconjuntos de un conjunto €1 que verifica:

1. pe A
2. Si {A, B} C A se tiene que {AU B,Q\A} C A.

Los elementos de un algebra de conjuntos A se llaman conjuntos .A-
medibles o simplemente medibles cuando no es posible la confusién con
otra algebra de conjuntos. De la definicién se deduce que el conjunto
interseccion de dos conjuntos A-medibles es A-medible.

Definicién 2 (o-algebra de conjuntos). Una o-dlgebra de conjuntos es
un dlgebra S de subconjuntos de £ que, adicionalmente, tiene la propiedad
de que la union de una familia numerable de conjuntos S-medibles es un
conjunto S-medible.

Esta definicion implica que la interseccion de una familia numerable
de elementos de una o-algebra de conjuntos S es también un elemento
de S.
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Es habitual utilizar dglgebra y o-dlgebra por dlgebra de conjuntos y
o-dlgebra de conjuntos, respectivamente, cuando el contexto es claro.

Ejemplo 3. La familia A formada por el conjunto (), los subconjuntos
finitos del conjunto N := {1,2,...} de los enteros positivos y sus comple-
mentos es un dlgebra A que no es o-dlgebra.

Para demostrar que A no es o-algebra es suficiente con observar que
el conjunto P de los niimeros pares no pertenece al algebra A y es uniéon
de una familia numerable de elementos de A. Esta élgebra se llama el
dlgebra de los subconjuntos finitos y cofinitos de N.

Ejemplo 4. La familia de todos los subconjuntos de un conjunto € es
una o-dlgebra, que se representa por 2.

Recordemos las definiciones siguientes que necesitaremos en el ejem-
plo . Sea M un subconjunto de un espacio topologico (X, 7).

1. M es raro si su clausura M tiene interior vacio.

2. M es de primera categoria si es una uniéon numerable de conjun-
tos raros. Por tanto, la uniéon numerable de conjuntos de primera
categoria es un conjunto de primera categoria.

3. M tiene la propiedad de Baire si existe un abierto O tal que los
conjuntos M\O y O\ M son conjuntos de primera categoria.

Ejemplo 5. La familia S formada por los subconjuntos de (X, T) que
tienen la propiedad de Baire es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

Demostracion. La demostracion de que la familia S es una o-algebra es
directa pues:

1. 0 € S, ya que el abierto O := () verifica que P\O y O\ son con-
juntos de primera categoria, pues P\O = O\ = 0.
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2. Si A € S existe un abierto O4 tal que A\O4 y O4\ A son conjuntos
de primera categoria. De las igualdades

(Q\A\(\O04) = 04\A
v (OD\N\A) = A\O4

se deduce que los conjuntos (Q\A)\(2\Oa) y (2\O4)\(2\A) son

conjuntos de primera categoria. Entonces Q\O4 es un conjunto
abierto que verifica que

(Q\A\(2\O4) = O4\A C (04\A4) U (04\04)
y (Q\0a)\(Q\A) = A\O4 C A\O4,

por lo que Q\A € S, ya que el abierto Q\O, verifica la condicién
de Baire respecto al conjunto Q\ A.

3. Si A, € S, para cada n € N, existe un abierto Oy, tal que 4,\O4,
y Oa,\A, son conjuntos de primera categoria. Si A = U,A, y
Oy :=U,04, se tiene que

A\O4 = U, (A \O4) C Uy(A\O4,)
y OA\A = Un(OAn\A) C Un(OAn\An)-

De las hipotesis de que A,\O4, v Oa,\A, son conjuntos de
primera categoria, se deduce que U, (A,\O4,) v Un(O4,\A,) son
de primera categoria, luego A € § pues 04 es un conjunto abierto
y los conjuntos A\O4 y O4\A son de primera categoria.

1.2 Medidas finitamente aditivas.

Definicion 6. Una medida finitamente aditiva u, real o compleja, de-
finida en el dlgebra A, es una aplicacion p: A — R o u: A — C tal
que

(@) =0
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n(AU B) = u(A) + u(B)
para cada par de elementos disjuntos A y B del dlgebra A.

Sea F 4 la familia de todas las posibles particiones finitas de {2 me-
diante conjuntos A-medibles de un algebra A.

Definiciéon 7. La variacion |p| de una medida finitamente aditiva pn de-
finida en A se define por

| = sup{ > u(A)| : F EfA}-

AEF
Una medida finitamente aditiva p es de variacion acotada si |p| < oo.
El conjunto de medidas finitamente aditivas de variacién acotada se
representa por ba(A).

Sea B un conjunto medible y Fp la familia de todas las posibles
particiones finitas de B mediante conjuntos del algebra A.

Definicién 8. La variacion en B, |u|(B), de una medida finitamente
aditiva p definida en A es

|l (B) := sup { > ulA): F e fs} : (1.2.1)

A;eF
Por tanto,
[l = 1l ().
Es bien conocido que el espacio ba(.A) provisto con la norma variacion,

(ba(A),|-]), es un espacio de Banach y que si { By, B2} es una particion
de B en dos subconjuntos medibles

|l (B) = [pl (Br) + |p| (Ba)

luego si |u| (B) = oo existe ¢ € {1,2} tal que |pu| (B;) = oo. Por tanto,
la igualdad |u| (B) = oo implica que para cada namero h > 0 existe una
particion {C1, Cs} de B en conjuntos medibles tales que

lw(C)| > h, i=1,2,
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pues de |u| (B) = oo se deduce la existencia en B de un subconjunto
medible C tal que

[1(C)| > h+ |u(B)]

por lo que el conjunto Cy = B\ verifica que

1(Co)| = [u(B\CY)| > [1n(C)]| — [u(B)| > h.

Las desigualdades
(G| > b, i=1,2

y la igualdad |u| (B) = |u| (C1) + |p| (Cs) nos permiten concluir que si
|| (B) = oo y h > 0 existen en B dos subconjuntos disjuntos {By, By}
tales que u(By) > h, |u] (By) = oo, ya que de |u| (Cy) + |u| (Cs) = oo
se deduce que |u| (C7) = o0 o |u] (Cy) = oo. Por tanto podemos suponer
que |p| (Cy) = oo y entonces By = Cy y B} = Cy verifican que pu(By) > h
y que |p| (By) = oo.

Esta observacion y una induccion directa proporcionan la Proposicion
Ol

Proposicion 9. Si p es una medida finitamente aditiva definida en un
dalgebra A de subconjuntos de un conjunto Q) y B es un elemento de A tal
que || (B) = oo, existe en B una sucesion (B,,), de conjuntos medibles
disjuntos dos a dos tales que |u(By,)| > n, para cada n € N.

Demostracion. Si {By, Ba, ..., By, B} es una particiéon de B en con-
juntos medibles, tales que

|1(Bn)| > n,

sil<n<m,y
1l (B,) = o0,
existe una particion {B,+1, B),,,} de B;, en dos conjuntos medibles tales
que
p(Bpi1) > m+ 1,
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|l (Bppya) = oo

De esta observacion se deduce un sencillo razonamiento inductivo que
prueba esta proposicion. §

Definicion 10. Una medida pu, real o compleja, definida en un dlgebra
A, es una medida finitamente aditiva tal que, ademds, para cada sucesion
(Ay)n de elementos del dalgebra A disjuntos dos a dos y tales que U, A,, €
A se verifica que

,U(UnAn) = Z ,U(An)'

Entonces también se dice que p es una medida numerablemente adi-
tiva, si bien se utiliza preferentemente la palabra medida.

Corolario 11. La variacion de una medida p definida en una o-dlgebra

S es finita.

Demostracion. Si |p| () = oo se deduce de la Proposicion [ la exis-
tencia de una sucesion (B,), de conjuntos disjuntos dos a dos tales que
|(By)| > n, para cada n € N. Por ser S una o-élgebra se tiene U, B,, € S
y al ser © una medida se verifica la igualdad

1(UnBn) = Z 1(Bn)

que es una contradiccion, ya que la serie Y u(B,) no es convergente,
pues |u(B,,)| > n, para cada n € N. g

1.3 Los espacios (L(A), | -||) ¥ (ba(A),]-]).

El dual topoldgico de un espacio localmente convexo E(7) es el espacio
vectorial E’ formado por las formas lineales continuas definidas en E(7).
En particular, el dual topoldgico de un espacio normado (X, ||-||) es el
conjunto X’ de todas las formas lineales continuas definidas en X. Una
forma lineal f definida en (X, ||-||) es continua si y solo si la imagen
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f(Bx) de la bola abierta Bx de radio 1 y centro el vector nulo es un
conjunto acotado. Por tanto, f € X’ si y solo si

sup{|f(x)| : x € Bx} =sup{|f(2)] : x € X, ||z| < 1} < 0.
En esta igualdad se puede sustituir Bx por la bola cerrada
By :={ze€ X || <1},
puesto que
sup{[f(z)| : w € X, ||lz|| <1} =sup{[f(z)] : v € X, [lz] <1}.

Se tiene pues que X' es el conjunto de todas las formas lineales defi-
nidas en X y que estan uniformemente acotadas en la bola unidad By.
Para cada f € X' la expresion

1fIF:= sup{|f(2)] - € X, [lz]] < 1}

define una norma en X', llamada norma dual o norma polar de la norma
| - |I. El nombre norma polar se justifica posteriormente por la igualdad
(11.5.2]).

Es bien conocido que (X', || - ||) es un espacio de Banach.

En lo sucesivo se utilizara dual como abreviacion de dual topoldgico.

Sea B un subconjunto de un algebra A de subconjuntos de un conjunto
Q2. Se representa por (L(B),]|-]|) al espacio normado, real o complejo,
generado por las funciones caracteristicas ec, para cada C' € B, provisto
con la norma supremo, que denotamos por || - ||.

(L(B),|| - ||) es isométrico al subespacio de (L(A), || -||) generado por
las funciones caracteristicas {ec : C' € B}. Por tanto, (L(B),||-]|) se
identifica con dicho subespacio de (L(A), || -||).

También, de forma natural se identifican las formas lineales definidas
en L(A) con las medidas finitamente aditivas definidas en el algebra A,
pues a cada forma lineal p definida en L(A) se le asocia una medida
finitamente aditiva, que también se representa por u y que esté definida
por las igualdades

p(A) = plea)
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para cada A € A. Reciprocamente, a cada medida finitamente aditiva p
definida en A se le hace corresponder la forma lineal definida en L(.A), que
se representa por la misma letra p y estd determinada por las igualdades

) == u(A) (13.1)

para cada A € A.

Esta biyeccion determina ademéas una correspondencia biunivoca en-
tre las formas lineales continuas definidas en (L(A), || -||) v las medidas
finitamente aditivas de variacién acotada definidas en el algebra A, ya
que la variaciéon de una medida finitamente aditiva p coincide con el
supremo de los valores |u(f)| cuando f € By a), es decir

| = sup{|u(f)] : f € Bry} =sup{|u(f)]: f € Br},  (1.3.2)

siendo Br,4) la bola abierta {f € L(A) : || f|| < 1} (B la bola cerrada
{f € L(A) : ||f]| < 1}) de radio 1 y centro el vector nulo del espacio

(L(A)7 || : ||)7 pues
(1) Si F:={A1,Ay,..., A} € Fay pu(4;) # 0, para cada A; € F, se

tiene que la funcién

ZW

1<i<n

pertenece a L(A), |lg|| =1y

1§n|ﬂ(14i)| = 1;n |M(jz;|u
= Z |Z(jz;’u )| = lu(g)l,

luego

| = sup{ Y |u(A)| : F € Fa}

A;eF

<sup{|u(f)]: fe L(A), [IF <1}
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(77) Para cada f € L(A), con ||f] < 1, existe una particion {4; : 1 <
i < n} formada por conjuntos A-medibles tal que f = >, . ciea,,
con |¢;| < 1, por lo tanto de

Z CiFL(eAi)

1<i<n

u(f) = <Y cnlAy)

1<isn

< Z 11(As)]

1<i<n

se deduce que

sup{[u(f) - f € L(A), If] <1}

< sup{z u(A9)|: F € a} = lul.

AiEF

Por tanto, de la igualdad (|1.3.2) se deduce que existe una isometria

entre:

e el espacio de Banach (L(A)', || - ||), formado por el dual del espacio
(L(A),| - |I), provisto con la norma dual definida por

[l := sup{lp(h)] = f € L(A), |IfII < 1},

e y el espacio (ba(A),|-|) de las medidas finitamente aditivas de va~
riacion acotada definidas en el dlgebra A con la norma variacion.

Esta isometria estd definida por la biyeccién que a cada medida fini-
tamente aditiva p definida en el dlgebra A le hace corresponder la forma
lineal p definida por y nos permite identificar el espacio de Ba-
nach (L(A)', || - ||) con el espacio (ba(A), |- ), al que nos referiremos en lo
sucesivo como el dual de (L(.A), || - ||) provisto con la norma polar, omi-
tiendo la mencion explicita de la norma cuando se utilice la norma dual
o polar.

La referida isometria justifica la nomenclatura ba(.A) para representar
al conjunto de medidas finitamente aditivas de variaciéon acotada defini-
das en un algebra A, pues b y a son las iniciales de las palabras inglesas
bounded y additive y de (1.3.2) se deduce que p € ba(A) siy solo u es
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una medida aditiva tal que la forma lineal p definida por dicha media
verifica que el conjunto

{u(f): f € By}

es acotado.

También veremos en la seccion [1.4{que el conjunto {u(f) : f € Bra}
es acotado, si y solo si, la medida finitamente aditiva u esta acotada en
el algebra A, es decir que el conjunto

{u(4): Ae A}

sea acotado, lo que también justifica la utilizacion de la inicial b de la
palabra bounded para referirnos a las medidas aditivas de ba(.A4).

SiBe AyB:={Aec A: A C B} se tiene que B es un élgebra
de subconjuntos de B. La igualdad (1.3.2)) es un caso particular de la
siguiente igualdad

|l (B) = sup{|u(f)| : f € L(B), [Ifl <1}, (1.3.3)

que se puede demostrar directamente siguiendo los pasos de la demostra-
cion de (1.3.2), de lo que resulta que el dual de (L(B), | - ||), provisto con
la correspondiente norma dual, es el espacio de Banach (ba(B),|-|(B))
formado por las medidas finitamente aditivas definidas en B con la norma
variacion en B.

El espacio (ba(B),|-|(B)) es isométrico al cociente de (ba(A),|-])
respecto a la relacion de equivalencia p; ~ ps definida por la igualdad
p1(B) = pao(B), para cada B € B, ya que (L(B),||-||) es isométrico a
un subespacio de (L(A), || -||) ¥, por el teorema de Hahn-Banach, cada
forma lineal continua definida en (L(B), || - ||) admite una extension lineal
y continua a (L(A), || -||) que conserva la norma.
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1.4 Normas equivalentes en (L(A), | -||) y en
ba(A, [ -1)

Es muy sencillo probar que la aplicacion de ba(A) en R que a cada
i € ba(A) hace corresponder

sup{|u(A)| : A € A}

es una norma en ba(A).

Se llama norma supremo y es sencillo demostrar directamente que es
una norma equivalente a la norma variacion |-|. No obstante, la equi-
valencia entre las normas supremo y variacion en ba(A, |-|) también es
consecuencia de las tres propiedades siguientes:

1. El funcional de Minkowski de absco({e4 : A € A}) define una nor-
ma en L(A), que es equivalente a la norma supremo || -|| en L(.A).
Se demuestra dicha equivalencia en |29, Proposiciones 1y 2] y, por
completitud, se facilita aqui una demostraciéon en la Proposicion
[12] donde las inclusiones de son la equivalencia de dichas

normas.

2. La norma dual en ba(A) de la norma definida en L(A) por el fun-
cional de Minkowski de absco({e4 : A € A}) es la norma supremo
en ba(A), pues es obvio que

sup{|u(f)| : f € absco({ea: A € A})} =
= sup{|p(eq)| : A € A} = sup{|u(A)|: A e A}

3. Ademas, segun se ha probado, la norma dual de la norma supremo
en L(.A) es la norma variacion, pues vimos en (1.3.2)) que

|ul = sup{|p(f)] : f € LIA), |[f] <1}

Por tanto de la equivalencia de las normas en L(.A) definidas por el
supremo y por el funcional de Minkowski de absco{e4 : A € A} se deduce
la equivalencia entre las correspondientes normas polares en ba(A), que
son las normas variaciéon y supremo, respectivamente. Esta propiedad se
formaliza en el Corolario [I3
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Proposicion 12. La bola unidad cerrada FL(A) ={feLlA:|f|| <1}
del espacio normado (L(A), | - ||) verifica que

47"Bray C absco({e4 : A € A}) C Bra). (1.4.1)

Demostracion. Vamos a demostrar la primera inclusion por induccion.

Dados dos elementos disjuntos A; y Ay del algebra A y dos nimeros
reales ¢; v ¢ de modulo menor o igual a 27! se tiene que la desigualdad
ler] + |eo] < 1 implica que

crea, + caea, € absco({ey : A € A}).

Supongamos, como hipétesis de induccion, que n > 2 y que las combi-
naciones lineales cie 4, +coeq,+- - -+cpeq, correspondientes a n elementos
disjuntos Ay, As, ..., A, del algebra A y con coeficientes reales c; tales
que |¢;] < 271, verifican que

crea, + caea, + -+ cpea, € absco({es : A € A}).

Entonces si z := cjea, + a4, + -+ cpeqa, + Cn+1€4,,, €8 Una com-
binacién lineal de n + 1 elementos disjuntos Ay, Ag, ..., A,, A, del
algebra A con coeficientes reales de médulo menor o igual que 27! se
tiene que n + 1 > 3, por lo que podemos suponer que cico > 0 y que
|Cl| < |02|.

Por la hipoétesis de induccion se tienen las relaciones

21 1= Cgea, + -+ + Cpea, + Cntr€a,,, € absco({eq 1 A € A})

Zp 1= C2€4,04, 0+ Cpea, + Crriea,,, € absco({es : A € A})
De las igualdades

z=(1-cic; )z + ey 2o

—1 —1| _
|1—0102 ‘4—‘0102 |—1
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se deduce que
z € absco({ea : A € A}).

Finalmente, si w := (¢ +idy)ea, + (c2 +ids)ea, +- -+ (¢, +idy)ea,
es una combinacién lineal con coeficientes complejos de moédulo menor o
igual que 471, siendo los conjuntos A;, A, ..., A, elementos disjuntos
dos a dos del algebra A, se tiene, por lo que terminamos de demostrar,
que:

wy := 2c1e4, + 2c0€4, + -+ + 2c,e4, € absco({eq : A € A})

wy := 2dyea, + 2doen, + - -+ 2dneq, € absco({eq : A € A}),

pues los modulos de los coeficientes 2¢; v 2d;, 1 < ¢ < n, son menores o
iguales que 27!, Por tanto

w = 2" w, + 427wy € absco({eys 1 A € A}),

puesto que [271 4 |27 = 1.
La demostracion de la segunda inclusion

absco({ea : A € A}) C Bra)

es consecuencia de que cada ey € EL( A) Y de que la bola unidad EL( A)
es absolutamente convexa. I

De la equivalencia en L(.A) de la norma supremo || - || y de la norma
definida por el funcional de Minkowski del conjunto absco({e4 : A € A})
se deduce el corolario siguiente.

Corolario 13. En ba(A) son equivalentes las normas variacion y supre-
mo. Para cada p € ba(A) se tiene

A7 p| < sup{[u(A)] : A € A} <[yl
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Demostracion. La Proposicion [12| nos dice que en L(.A) las normas nor-
mas supremo y funcional de Minkowski de absco({ec : C' € A}) son
equivalentes.

Por tanto también son equivalentes en ba(.A) las correspondientes
normas duales, que son las normas variaciéon y supremo, equivalencia
que se puede deducir de aplicar la definicién de norma dual a la norma
supremo y a la norma definida por funcional de Minkowski de absco({e 4 :
A € A}) en L(A), pues entonces de las inclusiones de se deduce

directamente que
£ ] < sup{lu(A)] s A€ A} < Jul. n

La equivalencia de las normas en L(A) definidas por el supremo y
por el referido funcional de Minkowski nos permite utilizarlas indistin-
tamente en el estudio de propiedades topologicas de (L(A),||-||), pues
las propiedades topolégicas son invariantes frente a la equivalencia de
normas. Lo mismo es aplicable a las respectivas normas duales en ba(.A),
que son las normas variaciéon y supremo.

Sea B € A, si aplicamos el Corolario [13] al algebra B formada por los
subconjuntos de B que pertenecen al algebra A, es decir

B:={C:CecA, CcC B},
se obtiene el siguiente corolario para cada medida p € ba(A).

Corolario 14. Sea B un elemento de un dlgebra A de subconjuntos de
un conjunto Q. Para cada p € ba(A) se tiene que

A7l (B) < sup{u(C) : C € A, € C B} < |u|(B) (1.4.2)

Demostracion. Se puede hacer la demostracion siguiendo la realizada en
el Corolario [I3] También se puede obtener de dicho corolario y de la ya
citada propiedad de que por el teorema de Hahn-Banach cada forma lineal
continua definida en (L(B), || - |||z(5)) tiene una extension lineal continua
a (L(A),|l-||) que conserva la norma. 1
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1.5 Polaridad.

Salvo contraindicacion explicita, los conjuntos polares se consideraran
siempre en el par dual (L(A),ba(A)). Recordemos que si M € L(A) y
P € ba(A) los conjuntos polares M° y P° se definen por

M? = {p e ba(A) - |pu(f)|
P = {f € L(A) - [u(f)]

<1, feM} vy
<1, pe P}

Estos conjuntos polares se llaman polares absolutos en [1T, Capitu-
lo 4, 20.8|, donde en la definicion de conjunto polar se prescinde del
modulo. En lo sucesivo seguiremos la definicion dada con moédulo, por
ser la utilizada por la mayoria de los autores, segin puede verse en
[10, [13] [14] [15] 24], entre otros.

Esta sera nuestra tinica discrepancia con la notacion de Koéthe en
[17], por lo que dado un espacio localmente convexo E(7) se tiene que su
dual débil E'(74(F)) es el espacio vectorial de todas las formas lineales
continuas definidas en E provisto con la topologia 75(E) de la conver-
gencia puntual en E. El dual débil E'(7,(F)) se representa también por
FE'(o(F',FE)), v ala topologia o(FE’, E) = 75(F) se le llama la topologia
débil en E’ definida por el par dual (E’, F). También se dice que 75(F)
es la topologia débil* en E.

En particular, la topologia 75(L(.A)) en ba(.A) coincide con la topolo-
gia 75(A) de la convergencia puntual en A, ya que el 75(L(.A))-limite de
una red (p; € ba(A) :i € I) es u siy solo si

lim g (A) = pu(A),
i€l

para cada A € A. Anélogamente, si B C A se tiene que 74(B) es la
topologia en ba(.A) de la convergencia puntual en B.

Las envolturas convexa y absolutamente convexa de un subconjunto
M de un espacio vectorial topoldgico son, respectivamente, los conjuntos
co(M) y absco(M) formados por todas las combinaciones convexas que
se pueden formar con los elementos de M y por todas las combinaciones
convexas de los elementos del conjunto U{sM : |s| = 1}, respectivamente.
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El conjunto U{sM : |s| < 1} se llama la envoltura equilibrada del con-
junto M, por lo que la envoltura absolutamente convexa de un conjunto
es la envoltura convexa de su envoltura equilibrada.

Un conjunto M se dice que es convexo, absolutamente convexo o
equilibrado si coincide con su envoltura convexa, absolutamente convexa
o equilibrada. Por tanto, M es equilibrado si se verifica la igualdad

M =U{sM : |s| < 1}. (1.5.1)

De las definiciones de norma dual y de conjunto polar se deduce que
en un espacio normado (E, || -||) se tiene que

(Bp)® = (Bp)° = Be (1.5.2)

donde, como se indico, Br (Bg) es la bola abierta (cerrada) de centro el
vector nulo y radio 1 en (E, | -||) y Be es la bola cerrada de centro el
vector nulo y radio 1 en el dual (£, - ||) provisto con la normal dual de
la norma de (E, || - ||). La relacion justifica que a la norma dual se
le llame también norma polar.

Del teorema de Hahn-Banach se deduce que

(Ber)® = (Be)° = Bg

donde (Bp/)° v (Bg)° son, respectivamente, los polares en (E, || -||) de
los bolas abierta y cerrada, Bp' v B, de centro el vector nulo y radio
1 del dual (E’,|| - ||) provisto con la normal dual. De estas igualdades se
deduce la Proposicién (15|

Proposicion 15. Sea C' un subconjunto absolutamente convexo y cerra-
do de un espacio normado (E,||-||) y sea A un subconjunto de su dual
topoldgico (E', || -||) provisto con la norma dual. Se tiene que:

1. A es acotado en (E',||-||) si y solo si su polar A° es un entorno del
origen en (E || -|]).

2. C es un entorno del origen en (E,||-||) si y solo si su polar C° es
un subconjunto acotado de (E'.|-||).
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Demostracion. Si A es un subconjunto acotado de (E',||-||) existe un

nimero r > 0 tal que
AC TBE/,

por lo que tomando polares se tiene que
A° D (TBE/)O = T_I(BE/)O = 7’—1§E,

lo que prueba que A° es un entorno del origen en (E, || - ||).
Reciprocamente, si A° es un entorno del origen en (E, || - ||) existe un

numero s > 0 tal que
A° D SBE.

Al tomar polares en esta inclusion se deduce que
A% C (sBg)° = s Y(Bg)° = s 'Bp,

lo que prueba que A°° es acotado. De esta propiedad y de la inclusion
A C A°° se deduce que A es acotado.

Si C' es un subconjunto absolutamente convexo y cerrado de (E, || - ||)
se tiene que

C( — C(OO — (CO)O

(ver [I7, Capitulo 4, 20.8.(5)|), por lo que si C' es un entorno del origen
en (E,| -||) se tiene que C° es un subconjunto de (£, || -||) cuyo polar
(C°)° es un entorno del origen en (E, | - ||). Por el apartado 1 se tiene
que C' = (C°)° es un entorno del origen en (E, || - ||) si y solo si C° es un
subconjunto acotado de (E', || - ), lo que prueba el apartado 2. 1






Capitulo 2

Algunas propiedades de
acotacion.

2.1 Notas historicas sobre el Teorema NDG.
La propiedad N.

El clasico teorema de acotacion de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck,
denominado Nikodym boundedness theorem en |4, pagina 14| y Nikodym-
Grothendieck boundedness theorem en |3l pagina 80]) afirma que si S es
una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto €2 y M es un subconjun-
to de ba(S) puntualmente acotado en cada C € S entonces M es un
subconjunto acotado de (ba(S),|-]).

Para simplificar utilizaremos “puntualmente acotado en S” por “pun-
tualmente acotado en cada C € §” y NDG como abreviatura de los tres
nombres Nikodym-Dieudonné-Grothendieck.

Si M es un subconjunto de ba(S) puntualmente acotado en S se tiene
que M esta puntualmente acotado en cada f € L(S), pues si f € L(S)
existe un subconjunto finito {A; : 1 < ¢ < r} de S y r escalares \;, 1 <
i < 7, tales que f es combinacién lineal de las funciones caracteristicas

19
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e4, de los conjuntos A;, 1 <7 < r, con coeficientes )\;, es decir

i=r
f = E )\ieAiv
i=1

por lo que el teorema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck admite la
siguiente formulacién equivalente:

Teorema 16 (Formulacion equivalente del teorema NDG). Si M es un
subcongunto de ba(S) puntualmente acotado en cada f € L(S), entonces
M es un subconjunto acotado de (ba(S),|-]).

Esta reformulacion recuerda un resultado anterior y mas débil que el
Teorema NDG, que se deduce al aplicar el teorema de acotacion uniforme

de Banach-Steinhaus al espacio de Banach (f(tS'/), || - |I) obtenido al hallar
la completacion de (L(S), |- |), y que nos dice:

—_~—

Teorema 17 (Teorema de Banach-Steinhaus en (L(S), || -||)). Si M es

un subconjunto de ba(S) puntualmente acotado en cada f de L(S) en-
tonces M es un subconjunto acotado de (ba(S),|-]).

Este resultado se deduce por la aplicacion directa del teorema de
Banach-Steinhaus y es mucho mas débil que el teorema NDG debido a
que, ademés de la acotacion puntual de M en cada f de L(S), se exige

—_—~—

que M sea acotado puntualmente en cada f € L(S)\L(S) para poder
deducir la tesis de la acotacion de M en (ba(S), |- |).

Esta observacion justifica que Dunford y Schwartz escribieran en
[0, pagina 309] que el teorema de acotacién de Nikodym-Dieudonné-
Grothendieck es un “striking improvement of the Banach-Steinhaus theo-
rem of uniform boundedness”.

Teorema 18 (El teorema NDG como teorema de acotacion uniforme).
St S es una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto Q0 y M es un
subcongunto de ba(S), las condiciones siguientes son equivalentes:

1. M estd puntualmente acotado en cada conjunto de S.



2.1 Notas historicas sobre el Teorema NDG. La propiedad N. 21

2. M es un subconjunto acotado de (ba(S),]|-]).

3. sup{|u(C)| : p e M, C € S} < .

Demostracion. 1 = 2 es el enunciado del teorema NDG.

2 = 3 es consecuencia de que en ba(S) las normas variacion y
supremo son equivalentes.

3 =1 es obvio.

El teorema NDG fue obtenido inicialmente por Nikodym en [21],
quien demostro el siguiente teorema:

Teorema 19 (Formulacion de Nikodym). Sea M un conjunto de medidas
definidas en una o-dlgebra S. La acotacion puntual de M en S implica
que

sup{|pu(C)| : p € M, C € 8} < .

Por tanto Nikodym obtuvo el Teorema NDG para subconjuntos M
particulares de ba(S), pues si 1 es una medida definida en una o-algebra
S se tiene por el Corolario 11| que la medida p tiene variacion finita, por
lo que p € ba(S), lo que implica que

M C ba(S).

Dieciocho anos maés tarde, Dieudonné demostré en [5] el siguiente
teorema:

Teorema 20 (Formulaciéon de Dieudonné). Si 2 es la o-dlgebra de to-
dos los subconjuntos de un conjunto 2 y M es un subconjunto del espa-
cio de Banach (ba(2%),]|-|) entonces la acotacion puntual de M en cada
subconjunto de ) tmplica que M es un subconjunto acotado del espacio

(ba(2?),]- ).

Dieudonné demostré el Teorema NDG en el caso particular de que S
es la o-algebra de todos los subconjuntos de un conjunto 2.

El caso general para una o-algebra de subconjuntos de un conjunto
Q) y para un subconjunto cualquiera M del espacio ba(2?) se debe a
Grothendieck (ver informacion adicional en |1, 2], 12) 27]).
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El teorema de acotacion de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck fue
mejorado profundamente por Valdivia al probar en (|29, Teorema 2]) que
cualquier o-algebra S tiene la siguiente propiedad:

Teorema 21 (Valdivia (|29, Teorema 2|)). En cada cubrimiento creciente
UmnB, de una o-dlgebra S existe un B, tal que cada subconjunto M de
ba(S) que sea puntualmente acotado en cada conjunto B perteneciente a
B,, tiene la propiedad de que M es acotado en (ba(S),|-|).

La Definicion de la propiedad sN procede de este teorema, si-
guiendo la costumbre habitual en Matematicas de transformar las tesis
de muchos teoremas importantes en definiciones. A su vez la propiedad
sN motiva la Definicion 48| de la propiedad wN, que veremos que es la
propiedad maés fuerte de acotacion tipo NDG (ver Corolario .

El objetivo de este capitulo es exponer una prueba del teorema de
Nikodym-Dieudonné-Grothendieck, en el Teorema[43], que junto a ciertos
resultados previos de dualidad nos llevaran a los Teoremas |65]y (90| en los
dos capitulos siguientes de esta tesis. El primero de ellos establece que
cualquier o-algebra de conjuntos tiene la propiedad wN. El Teorema
nos dice que el algebra J(K) de los conjuntos Jordan medibles en
un intervalo compacto K de R¥ también tiene la propiedad wN, lo que
supone una mejora profunda del siguiente teorema de Valdivia.

Teorema 22. Sea J(K) el dlgebra de los subconjuntos Jordan medibles
de un intervalo compacto K = [[{[a;,b;] : 1 < i < k} de R*. En cada
cubrimiento creciente U, BB,, de J(K) existe un BB, que tiene la propiedad

N (ver Definicion [23).

2.2 La propiedad N.

Definicion 23 (Propiedad N). Se dice que un subconjunto B de un
dlgebra A de subconjuntos de un conjunto §2 tiene la propiedad de Ni-
kodym, propiedad N en breve, si cada subconjunto M de ba(A) que sea
puntualmente acotado en B wverifica una de las siguientes condiciones
equivalentes:
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1. M es acotado en (ba(A),|-|).
2. M es acotado en ba(A) provisto con la norma supremo, es decir

sup{|u(C)| :pe M, C e A} < 0
3. M° es un entorno del origen en (L(A),||-|).

La equivalencia entre las propiedades 1 y 2 se deduce del Corolario
y la equivalencia entre las propiedades 1 y 3 se dio en la Proposicion
15}

Esta definicion, dada en [27, Definicion 2.4| y en [30, Definicion 1],
nos dice que un subconjunto B de un algebra A de subconjuntos de un
conjunto € tiene la propiedad de Nikodym si verifica la tesis del teorema
de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck cuando hay acotaciéon puntual en
B, es decir que los subconjuntos M de ba(.A) puntualmente acotados
en B son uniformemente acotados en A. Nos permite enunciar con mas
comodidad el Teorema [21| de Valdivia en la siguiente forma:

Teorema 24 (Valdivia (|29, Teorema 2|)). En cada cubrimiento creciente
U B de una o-dlgebra S existe un B,, que tiene la propiedad N .

La siguiente Proposicion nos dice que en la Definicién pode-
mos suponer que el subconjunto M de (ba(A),| - ||) es 75(A)-cerrado y
absolutamente convexo.

Proposicion 25. Un subconjunto B de un dlgebra A de subconjuntos
de un conjunto ) tiene la propiedad de Nikodym si y solo si B tiene la
siquiente propiedad:

(P1) cada subconjunto M de ba(A) que sea 75(A)-cerrado, absolutamente
convexo y puntualmente acotado en B verifica que M es un subcon-
Junto acotado de (ba(A),|-|).

Demostracion. Supongamos que B es un subconjunto de un algebra A
que verifica (P1) y que M’ es un subconjunto de ba(.A) tal que

sup{|u(C)| : p € M'} = K¢ < o0,
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para cada C € B.
)TS(.A

Sea M := absco(M’ ) la 75(A) clausura de la envoltura absoluta-
mente convexa de M’'. Es evidente

M cM
y que para cada C € B
sup{|u(C)| : p € M} = sup{|u(C)| : p € M'} = K¢ < oc.

Por tanto, si se verifica la propiedad (P1) se tiene que M es un sub-
conjunto acotado de (ba(A),|-|).

Entonces la inclusion M’ C M nos asegura que M’ es también un sub-
conjunto acotado de (ba(A),|-]), lo que prueba que B tiene la propiedad
N.

El reciproco es obvio. 1

Para facilitar la caracterizacién de la propiedad N por propiedades
localmente convexas recordaremos la definicién de espacio tonelado.

Definicién 26. Un espacio localmente convezo FE(T) es tonelado si cada
subcongjunto M contenido en su dual E' y que sea puntualmente acotado
en E tiene la propiedad de que su polar M° es un entorno del origen en

E(T).

En particular, de esta definiciéon y de la Proposicion [15] se deduce la
siguiente caracterizacion de espacio normado tonelado.

Corolario 27. Un espacio normado (E, | -||) es tonelado si y solo si
cada subconjunto M de E' que sea puntualmente acotado en E tiene la
propiedad de que M es un subconjunto acotado del espacio de Banach
(E',||-||) provisto con la norma dual.

En particular, un dlgebra A tiene la propiedad N si y solo si el espacio
normado (L(A), | -||) es tonelado.

Demostracion. Es suficiente con recordar que un subconjunto M del dual

(E',||-|I) es acotado si y solo si su polar M° es entorno del origen en
(E,[[-[) (Proposicién [L5))
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La ultima parte de este corolario es un caso particular de la Proposi-
cion 28

Recordemos que si B es un subconjunto de un algebra Ay (L(B), || - ||)
es el subespacio de (L(A), | -]|) generado por la envoltura lineal de las
funciones caracteristicas de los elementos de B provisto con la norma
supremo, entonces los duales de (L(B),||-]|) y de (L(A),| - ||) provistos
con la norma dual son los espacios (L(B)',||-||) v (ba(A),]|-]).

Por el teorema de Hahn-Banach, cada u € L(B) admite una extension
lineal i a L(A) que conserva la norma, por lo que cada u € L(B) es la
restriccién a B de una medida fi € ba(A) cuya variacion |fi| verifica que

Al = sup{|u(f)] : f € L(B), [[f <1}

Por tanto, (L(B),||-]|) es isométrico al cociente de (ba(.A),|-]) res-
pecto a la relacion definida por la coincidencia en B, lo que es una propie-
dad bien conocida en espacios normados, que ya se expuso en el parrafo
siguiente a (|1.3.3)) en el caso particular de que B era el dlgebra de los
conjuntos A-medibles contenidos en un conjunto B € A.

Proposicion 28. Un subconjunto B de un dlgebra A tiene la propiedad N
siy solo si (L(B),||-]|) es un subespacio tonelado y denso de (L(A), |- ).

Demostracion. Supongamos que B es un subconjunto del algebra A y
que B tiene la propiedad N. Sea M un subconjunto del dual L(B)" de
(L(B), || -[I) tal que

sup{|u(ec)| : p € M} = Ko < o0,

para cada C' € B. Se ha indicado que, por el teorema de Hahn-Banach,
para cada pu € M existe i € ba(.A) tal que

i(C) = plec)

para cada C € By

|l = sup{|u(f)| : f € L(B), [IfIl <1} (2.2.1)
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Por tanto M := {ji: u € M} es un subconjunto de ba(.A) que verifica
que: -
sup{|(C)| : p e M} = K¢ < o0,

para cada C' € B, por lo que, al tener B la propiedad N, se deduce que
M es un subconjunto acotado de (ba(A),|-|), luego

sup{|fif : p € M} < o0
y, sustituyendo se obtiene que

sup{|u(f)| : p € M, f € L(B), Ifl <1} <oo

lo que prueba que M es un subconjunto acotado de (L(B)', || -||), provisto
con la norma dual. El Corolario [27|implica que (L(B), || - ||) es un espacio
tonelado.

Ademés, de la definicion de polar se deduce que para cada C' € B el
conjunto {ep : B € B}° verifica que

sup { |u(C)|: p € {ep: Be B}°} <1,

y por tener B la propiedad N se deduce que {ep : B € B}° es un
subconjunto acotado de (ba(.A), |- ). La Proposicion |15 implica que

{ec: C € B}

es un entorno de 0 en (L(A), | -||). Ademas, por [I7, Capitulo 4, 20, 8

®)]

{ec : C € B}*° = absco{ec : C € B}.

Al ser absco{ec : C' € B} un entorno de 0 en (L(A), || - ||) se tiene que
L(B) es un subespacio denso de (L(A), | -|).

Vamos a demostrar el reciproco. Supongamos (L(B), || - ||) es un espa-
cio tonelado y denso en (L(A),| - ||) ¥y que M es un subconjunto ba(.A)
tal que

sup{|u(C)| : p € M} = Ke < o0,

para cada C' € B. Entonces la tonelacion de (L(B), || -||) implica que el
conjunto {x|rms) : 1 € M}, formado por las restricciones de los elementos
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de M a L(B), es un subconjunto acotado en (L(B)’,| -||), provisto con
la norma dual de (L(B), || - ||). Por tanto, el polar de {y|rm) : p € M} en
L(B) es un entorno del origen en (L(B), | -||). Es inmediato que el polar
de {p|rm) : € M} en L(B) es el conjunto

M° N L(B),

donde M° es el polar de M en L(A). La densidad de L(B) en (L(A), || - )
implica que M° N L(B) es un entorno del origen en (L(A),||-]), lo que
junto a la inclusion M° N L(B) C M° nos permite deducir que M° es
también un entorno del origen en (L(A),||-||). Por el Corolario [15] se
deduce que M es un subconjunto acotado de (ba(A),|-|), lo que junto
a la inclusion trivial M C M°° permite afirmar que M es un subconjunto
acotado de (ba(.A), || -]|), lo que prueba que B tiene la propiedad N (ver
Definicion [25)). &

2.3 Subconjuntos profundamente no acota-

dos de (ba(A),]|-]).

Vamos a exponer unos resultados sobre ciertos subconjuntos no acota-
dos en (ba(A),|-|) con la propiedad de que muchos de sus subconjuntos
heredan la no acotacion. Por esta propiedad se les llama profundamente
no acotados, pr no acotados en breve.

Lo expuesto en esta seccion se necesitara en la obtencion de los teore-
mas tipo Nikodym que vamos a desarrollar, como se vera en los Teoremas
[65]y [00] Al final de la seccion se exponen el Corolario [39] que suminis-
tra dos ejemplos importantes de conjuntos profundamente no acotados, y
la Proposici()n que establece que si {C4, Cy, ..., C,} es un subconjunto
del algebra A que es una particion finita del conjunto B y si M es un
subconjunto de (ba(A),|-|) que es B-profundamente no acotado, existe
algin C}, 1 < i < ¢, tal que M es C;-pr no acotado.

En lo sucesivo abreviaremos casi siempre B-profundamente no acota-
do por B-pr no acotado.

La demostracion de la Proposicién es directa y aparece en [10],
Proposicion 3|, donde se indica que es una propiedad conocida. Para
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hacer este trabajo auto-contenido indicamos una demostraciéon sencilla,
que, ademas, se simplifica descomponiéndola en varios resultados previos
y conocidos.

Lema 29. Sea V' un subconjunto de un espacio vectorial E y sea

una combinacion lineal de v vectores vy,vq,... y v, de V. St h =1+
Zl<i<r |hi| se tiene que

h~tabsco({v} UV) C absco(V) C absco({vg} UV)

Demostracion. Si x € absco({vg} U V) entonces = es una combinacion
absolutamente convexa de vectores de {vg} UV, por lo que existen s+ 1

escalares \g, A1, Ao, ... ¥V A\g ¥ § vectores wy, ws, ...y ws de V tales que
> i<t
0<j<s

y

Tr = A()UO + Z /\jwj.
1<j<s
Por tanto
h_lx = h_l ()\0?)0 + Z )\jU)j) = h_l <>\0 Z hi’Ui + Z )\ij)
1<j<s 1<igr 1<j<s

es una combinacion absolutamente convexa de los vectores v;, 1 <i < r
y wyj, 1 <] gsv pues

ht <\Ao\ > i+ |Aj|) <k (Z yhiy+1> —1
1<i<r 1<5<s 1<ir

y entonces h™'x € absco(V), de lo que se deduce la primera inclusion.
La segunda inclusion es trivial.
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Este lema nos asegura que si A es un algebra de subconjuntos de €2,
Q :={eqg, : 1 <i < r} es un subconjunto finito del conjunto {e4 : A €
A} de funciones caracteristicas de los elementos del algebra A y si W es
un subconjunto de (L(A), || - ||) tal que

span { QU W} = span {{Q\{eq,} UW },

lo que equivale a que el vector eg, pertenece a la envoltura lineal de
WU {eq, : 2 <i<r},es decir

Q= Y, kjwi+ Y hieg,,

1<5<s 2<ai<r
entonces si
1<5<s 2<i<r

se tiene que
h~!absco(Q U W) C absco({Q\{eq,} UW) C absco(QU W).

En particular, si W es el polar de un subconjunto M de ba(A) y el
vector eg, pertenece a la envoltura lineal de M° U {eg, : 2 < i < r},
entonces existe un vector w € M° tal que

eQ, = hyw + Z hieg,

2<igr

hei=1+ Y |hil

1<i<r

y para el escalar

se verifica que

h~!absco(Q U M°) C absco({Q\{eg, } U M°) (2.3.1)
C absco(Q U M°®).

Lema 30. Si M es un subconjunto de ba(A) y Q :={eg, : 1 <i < r}
es un subconjunto finito del conjunto {ea : A € A} se tiene que

absco(M° U Q) C (M N Q°)° C 2absco(M° U Q). (2.3.2)



30 Algunas propiedades de acotacion.

Demostracion. En general, por [17, Capitulo 4, 20. 8. (10)| y por [17,
Capitulo 4, 20. 8. (5)] se tienen las igualdades

(M N Q°)° = absco(Me° U Q°°)

Q°° = absco Q.

En este caso, al ser @ un conjunto finito se tiene que absco Q es un
subconjunto compacto de (L(.A), | -]|), por lo que

(M N Q°)° = absco(M° U Q°°) = absco(M° U Q).
De esta relacion se deduce la primera inclusion de (2.3.2)), es decir
absco(M°U Q) C (M NQ°)°.

Para demostrar la segunda inclusion de (2.3.2)) observamos que si

x € (M N Q°)° = absco(M°U Q)

entonces x es el limite en (L(A), || - ||) de una sucesion

(xn = Xmp+ Y A?%-)

1<i<r

tal que
mye M y > N,

o<igr

para cada n € N. Por compacidad se puede suponer, tomando una sub-
sucesion adecuada, que limg A'* = \;, para cada 0 < i < r, por lo que:

> =t Y A <

o<igr o<ir

= Ii AoEmg* ANkeq, | = 1t AoEmg* Aieo, | -
x k;@(}(omo +Z 26Q1> kggo<om0 +Z e@)

1<i<r 1<i<r
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De la ultima igualdad se deduce que la sucesion (Aj*m(* ), es conver-
gente, siendo su limite

lim (A\g*mg*) =z — Z ieg, =My

k—o00 -
1<i<r

Ademés, mg € M°, ya que M° es un subconjunto cerrado del espacio
(L(A), |- 1)) v cada AgFmgt € M°, pues [A\g*| < 1y el conjunto M° es
equilibrado. Por tanto

r=my+ Z Aieg; € 2absco(M° U Q)

1<i<r

puesto que
1+ ) nl<14+1=2

1<i<r
de lo que se deduce la segunda inclusion de (2.3.2)) B
Corolario 31. Sea M un subconjunto de (ba(A),|-]) y sea Q := {eg, :
1 <@ < r} un subconjunto finito del conjunto {es : A € A}. Si el vector

eq, pertenece a la envoltura lineal de M°U{eq, : 2 < i < 1} se tiene que
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. absco(M° U Q) es un entorno de cero en (L(A), | -]).
2. absco(M° U {Q\{eq,}) es un entorno de cero en (L(A), | -||)-
3. M N Q° es un subconjunto acotado de (ba(A),|-]).

4. M n{Q\{eq, }}° es un subconjunto acotado de (ba(A),|-]).

Si, adicionalmente, el conjunto M es absolutamente convexo y 7s(.A)-
cerrado se tiene que existe h > 1 tal que

MnNQ®c Mn{Q\{eg,}}° Ch(MNQ°). (2.3.3)
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Demostracion. De se deduce la equivalencia de las condiciones 1
y 2.

Por la Proposicion [15]se tiene que M N Q° es un subconjunto acotado
de (ba(A),|-]) si y solo si su polar (M N Q°)° es entorno de cero en
(L(A), |- 1), lo que por equivale a que absco(M°U Q) sea entorno
de cero, lo que prueba la equivalencia de las condiciones 1 y 3.

Este mismo razonamiento sustituyendo Q por Q\{eq, } nos propor-
ciona la equivalencia de las condiciones 2 y 4.

Finalmente, de la hipdtesis de que e, pertenece a la envoltura lineal
de M°U{eg, :2<i<r}yde se deduce la existencia de un o > 1
tal que

h~!absco(M° U Q) C absco(M° U {Q\{eq,}) C absco(M° U Q).
Tomando polares se obtiene que
{h~" absco(M°UQ)}° D { absco(M°U{Q\{eq, })}" D { absco(M°UQ)}"
y aplicando [I7, Capitulo 4, 20. 8. (9)| resulta que
h(M*° N Q°) D M*Nn{OQ\{eg,}}° D M*°NQ°

de lo que se deduce (2.3.3)) cuando M es absolutamente convexo y 75(.A)-
cerrado, pues entonces, por [17, Capitulo 4, 20. 8. (5)], M°° = M. 1

Aplicando reiteradamente este corolario se obtiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 32. Sea M un subconjunto de (ba(A),|-|), sea Q := {eq, :
1 < i < r} un subconjunto finito del conjunto {es : A € A} y sea Q'
un subconjunto mazimal de @ formado por vectores linealmente indepen-
dientes tales que span{M°}Nspan{Q'} = {0}. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. absco(M° U Q) es un entorno de cero en (L(A), | -||).

2. absco(M°U Q') es un entorno de cero en (L(A), || -1]).
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3. M N Q° es un subconjunto acotado de (ba(A),|-]).
4. M N {Q'}° es un subconjunto acotado de (ba(A),|-]).

La Proposicion |15/ nos dice que un subconjunto M de (ba(A),]|-|) es
no acotado si y solo si su polar M° no es entorno de cero en (L(A), || - ]).
La proposicion siguiente caracteriza cuando ciertos subconjuntos del no
acotado M heredan la propiedad de la no acotacion.

Proposicion 33. Sea A un dlgebra de subconjuntos de 2, {e : A € A}
el conjunto de funciones caracteristicas de los elementos de A y M un
subconjunto no acotado de (ba(A),|-|). Las propiedades siguientes son
equivalentes:

1. Para cada subconjunto finito Q de {es : A € A} se tiene que MNQ°
es un subconjunto no acotado de (ba(A),|-|).

2. Para cada subconjunto finito Q de {es : A € A} de funciones
linealmente independientes tales que span{M°} Nspan{Q} = {0}
se tiene que M N Q° es un subconjunto no acotado de (ba(A),|-|).

3. M° no es un entorno de 0 en (span{M°},||-||) o la codimension
de span{M°} en L(A) es infinita.

Demostracion. Es obvio que la condiciéon 1 implica la condicion 2. De la
equivalencia entre las condiciones 3 y 4 del Corolario [32[se deduce que si
no se verifica la condiciéon 1 tampoco se verifica la condicion 2.

Si no se verifica la condicién 2 existe un subconjunto finito Q de
funciones linealmente independientes de {e4 : A € A} tales que

span{M°} Nspan{Q} = {0}

y M N Q° es un subconjunto acotado de (ba(A),|-|). Por la Proposicion
[15] se tiene que
(M N Q°%)° = absco(M°U Q)

es un entorno de cero en (L(A), || ), lo que implica que la codimension
de span{M°} en L(.A) es el cardinal de Q y que M° es un entorno de 0
en (span{M°}, |- ||), por lo que no se verifica la condicion 3.
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Si no se verifica la condicién 3 sucede que M° es un entorno de 0 en
(span{M°}, || -||) v que la codimension de span{M°} en L(.A) es finita,
por lo que existe un subconjunto finito Q de {e4 : A € A} de funciones
linealmente independientes tales que

span{M°} Nspan{Q} = {0} y L(A) = (span{M°}) ® (span{Q}).

Entonces absco(M° U Q) es entorno de cero en (L(A), ] -]), lo que
implica que

(absco(M°U Q))° = M*° N Q°

es un subconjunto acotado de (ba(A),|-|), por lo que su subconjunto
MNQ° es también un subconjunto acotado de (ba(A), |- 1), lo que prueba
que no se verifica la condiciéon 2. g

En la Proposicion [35]se determina un caso particular de subconjuntos
M no acotados de (ba(.A),|-|) que verifican las condiciones equivalentes
de la Proposicion (33} En su demostracion necesitamos utilizar el conocido

Lema 341

Lema 34. Sea F un subespacio vectorial denso en un espacio normado
(X, |- 1) Para cada r > 0 se tiene que

{rex:lfl<ryc{fer:|fll<r} (2.3.4)

En particular, si A es un dlgebra de conjuntos, M es un subconjunto
de ba(A) tal que

L(A) = span{M°}

se tiene que M° es un entorno de 0 en (span{M°}, |- ||) si y solo si M°®
es un entorno de 0 en (L(A), | -]).

Demostracion. Si g € X = F y |g|| < r, entonces para cada niimero
natural n > (r — ||g||) ™" existe f, € F tal que

1fa =gl <n”*

de lo que se deduce que
g=Ilim f,
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Y que

Ifall < gl + 1Lfn = gll < llgll +n~" <llgll +r = llgll =,

lo que pruebaque g € {f € F : || f|| < r}. Por tanto se verifica la inclusion
(12.3.4).

La parte no trivial del caso particular es consecuencia de las siguientes
observaciones:

1. Si M° es un entorno de 0 en (span{M°}, || -||) existe un r > 0 tal
que
{f € span{M°} : || f|| <r} C M".

Ademas, por ser M° cerrado en (L(A),| - ||) se tiene que

{f € span{M°} : ||f|| < r} C M°.

2. Si, ademas L(A) = span{M°}, se deduce aplicando (2.3.4) con
X :=L(A)y F :=span{M°} que

{f € L(A) - Ifl <7y < {f € span{M°} : || f[| <r}.

3. Por tanto
{feLl(A):|fll <r}c M,

lo que prueba que M° es un subconjunto cerrado de (L(A), |- |).

Proposicion 35. Sea A un dlgebra de subconjuntos de 2, {e : A € A}
el conjunto de funciones caracteristicas de los elementos de A y M un
subconjunto no acotado de (ba(A),|-|) tal que span{M°} es un subcon-
gunto denso de (L(A), || - ||). Para cada subconjunto finito Q de {es : A €
A} se tiene que M N Q° es un subconjunto no acotado de (ba(A),|-]).

Demostracion. Al ser M un subconjunto no acotado de (ba(A),|-|) se
tiene por la Proposicion (15 que su conjunto polar M° no es entorno de 0
en (L(A), | -]|). Entonces, al ser span{M°} denso en (L(.A), || - ||) se tiene
por el Lema [34] que M° tampoco es entorno de 0 en (span{M°}, | -]|).
Por tanto M verifica la propiedad 3 de la Proposicion [33] por lo que M
también verifica la propiedad 1 de dicha Proposicion [33] u
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Por la equivalencia entre las normas variacion y supremo en ba(.A)
se tiene que M N Q° es un subconjunto no acotado de (ba(A),|-]) si se
cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:

sup{|u| : p e M N Q°} = oc.

sup{|u(C)| 1 p € MNQ°, C € A} = o0,
donde |p] :=|p| () es la variacion de p en €.

Las desigualdades de (1.4.2)) permiten generalizar esta equivalencia
sustituyendo €2 por un elemento B distinto del conjunto vacio y pertene-
ciente a un algebra A de subconjuntos de €2, pues si M es un subconjunto
del espacio de Banach (ba(A),|-]) y si @ es un subconjunto finito de
{ea : A € A} se verifica que

sup{|u| (B) :p€e MNQ°} =0 (2.3.5)
si y solo si

sup{|u(C)| :peMNQ°, Ce A CC B} = o0, (2.3.6)

donde |p| (B) es la variacion de la medida p en B, considerada en ({1.2.1))
y (1.3.3]). Esta equivalencia y la Proposicion motivan la definicién
siguiente, introducida en |16, Definicion 1].

Definicion 36. Sea B un conjunto no vacio perteneciente a un dlge-
bra A de subconjuntos de Q. Un subconjunto M de (ba(A),|-|) es B-
profundamente no acotado si para cada subconjunto finito Q de funciones
caracteristicas de elementos de A se verifica que

sup{|u| (B) : p € M N Q°} = oo.
De |u| (B) < || () = || se deduce que:
sup{|u| (B) : p € M N Q°} <sup{|ul: p € MNQ°} <sup{|ul: p € M}
por lo que para un subconjunto M de ba(.A) se tiene que

M es B-pr no acotado = M es -pr no acotado
= M es no acotado en (ba(A),|-|)
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La Definicion [36] simplifica el enunciado de las Proposiciones [33] y
segtn el formato de la Proposicion [37]

Proposicion 37. Sea A un dlgebra de subconjuntos de un conjunto €2 y
sea M un subconjunto no acotado de (ba(A),]|-]).

1. M es Q-pr no acotado si y solo st M° no es un entorno de 0 en
(span{M°}, || -||) o la codimension de span{M°} en L(A) es infi-
nita.

2. Sispan{M°} es denso en (L(A),||-||) entonces el conjunto no aco-
tado M es Q-pr no acotado.

El Corolario describe dos casos en que span{M°} es denso en
(L(A), |- I|)- Ambos se utilizaran con frecuencia para asegurar que ciertos
subconjuntos de no acotados de (ba(.A),|-|) son pr no acotados. En la
demostracion del Corolario |39 se utiliza la Proposicion 28|y el conocido
Lema 38

Lema 38. Sea B un subconjunto de un dlgebra A de subconjuntos de un
conjunto Q y sea M un subconjunto de ba(A). M es B-puntualmente aco-
tado si y solo si L(B) C span{M°}. En particular, M es A-puntualmente
acotado si y solo si span{M°} = L(A).

Demostracion. Un subconjunto M de ba(A) es B-puntualmente acotado
si para cada C € B existe un ng € N tal que

sup{[u(C)| : p € M} < ne,

luego de n(}lec € M° se deduce que

L(B) = span{ec : C € B} C U nM°® = span{M°}
neN
Reciprocamente, de la inclusion

L(B) C span{M°} = U nM®

neN
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se deduce que para cada C' € B existe nc € N tal que e € ncM°, por
lo que
sup{|n(C)| : p € M} < ne < oo,

luego M es un subconjunto de ba(A) que esta B-puntualmente acotado.
En particular, M es A-puntualmente acotado si y solo si

L(A) C span{M°},

lo que unido a la inclusion span{M°} C L(A) prueba que M es A-
puntualmente acotado si y solo si

L(A) =span{M°}. 1

Corolario 39. Sea M un subconjunto no acotado de (ba(A),|-]) y sea
B un subconjunto del dlgebra A de subconjuntos de ).

1. Si M es puntualmente A-acotado entonces M es Q-pr no acotado.

2. Si M es puntualmente B-acotado y si B tiene la propiedad N en-
tonces M es Q-pr no acotado.

Demostracion. Hemos visto en el Lema que M es puntualmente A-
acotado si y solo si span{M°} = L(A) y que M es puntualmente 5-
acotado si y solo si L(B) C span{M°}. Ademas, por la Proposicion [28] si
B tiene la propiedad N entonces L(B) = L(.A). Por tanto, en los dos casos
de este corolario sucede que span{M°} = L(.A), por lo que el corolario
se deduce de la Proposicion 1

La Proposicion se deduce de [30, Proposicion 3]. Se presenta a
continuaciéon una demostracion simplificada con la notaciéon que estamos
utilizando, que es diferente de la empleada en [30)], con lo que, ademés de
simplificar la demostracion, se pretende evitar esfuerzos de adaptacion.

Proposiciéon 40. Supongamos que el subconjunto {Cy,Cy,...,C,} del
dlgebra A es una particion finita del conjunto B y que M es un subcon-
Junto B-pr no acotado de (ba(A),|-|). Existe C;, 1 < i < q, tal que M
es C;-pr no acotado.
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Demostracion. Podemos suponer ¢ = 2. Entonces B = C; U () y si la
proposicion fuese falsa existirian dos subconjunto finitos Q¢, i = 1,2, de
funciones caracteristicas de elementos de A tales que

sup{|p| (Cy) : p € M N (Q)°} < Hj,

i € {1,2}, lo que junto a la igualdad |u| (B) = |u| (C1) + |u| (C3) implica
que el conjunto finito Q@ = Q' U Q? verificaria que

sup {|ul(B)} < esuggo{lu\ (C)} + eﬁ}lﬁgo{‘ul (Ca)}

peMNQe HEM H
< sup {[p[(C)r+ sup {[u](Co)}
peEMN(QL)°e pREMN(Q?)°
< Hy + H,.

Esta desigualdad es una contradiccion, pues al ser M un subconjunto
B-pr no acotado de ba(A) se tiene que

sup{[u| (B) : p € MNQ°} = oc.

2.4 Teorema de acotacion de
Nikodym-Dieudonné-Grothendieck.

Para demostrar el Teorema [43] necesitamos el Corolario 42} deducido
por aplicacion reiterada de la Proposition Esta proposicion esta moti-
vada por la Proposicion 8 de [16], si bien se han eliminado del subconjunto
M de (ba(A),|-]|) las condiciones de ser convexo y 7s(.A)-cerrado.

No hemos podido eliminar del conjunto M la condiciéon de ser equi-
librado, por no haber podido demostrar que si B es un elemento del
algebra A y si r > 1 se tiene que el ser M un conjunto B-pr no acotado
implica que rM es B-pr no acotado. Esta propiedad es cierta cuando
B =, puesto que:

Si A es un escalar no nulo se tiene que M es 2-pr no acotado si y solo
si AM es Q-pr no acotado, siendo esta equivalencia consecuencia directa
de la condicion 1 de la Proposicion 37 ya que la igualdad

(span{M°}, || -][) = (span{(AM)°}, || - |[)
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implica que:

1. M° es un entorno de 0 en span{M°} si y solo si (AM)° = A"t M°
es un entorno de 0 en span{(AM)°},

2. y que las codimensiones de span{M°) y de span{(AM)°} en L(.A)
son iguales.

Proposicion 41 (|16, Proposicion 8|). Supongamos que A es un dlgebra
de subconjuntos de Q, que {Q1,...,Q,, B} es un subconjunto de A, que
M un subconjunto equilibrado y B-pr no acotado de (ba(A),|-|) v que «
es un numero real positivo. Ezxiste una particion {Q,y1, B\Qr+1} C A de
B y existe una medida finitamente aditiva p,..1 € M tales que:

1. M es (B\Q,+1)-pr no acotado,
2. 21@'@ e 1 (@) <1, itr i1 (Qria)| > @ y [ptr 1 (B\Qr11)| > @

Demostracion. Sea Q = {eq,,€qQ,:---,€q,,en}. De la condicion de equi-
librado se deduce que M C rM, por lo que rM es B-pr no acotado y
entonces se tiene que

sup{|u(D)|: perMnQ°®, DC B, De A} = .

Por tanto existe P, C B, con P, € A, y p € rM N Q° tales que
(P > (1 + ). Entonces 1 = 1= € M, [tra(P)] > 1+ a v,
para cada f € Q, |uy1(f)| =r~1|u(f)| < r~'. Por tanto

L Sy it (@) <7 = 1y e (B)) < < 1, To que junto
a |pr41(Pr)| > 1+ o permite deducir que el conjunto P, := B\ P,
verifica que

1 (P2)| = | (P)| — |1 (B)| > 14+ a—1=q.

2. Por la Proposicion [40| existe i € {1,2} tal que M es Pi-pr no aco-
tado.
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Para terminar la demostracion es suficiente con elegir ), := P; si
M es P,-pr no acotado, o bien Q1 := P, si M es P;-pr no acotado. De
esta forma se obtiene que:

1. M es (B\Q,+1)-pr no acotado,

2. ZK]‘@ e 1 Q)] < 1, | 1(Qri1)| > @y |ptr 1 (B\Qrg1)| > .

La aplicacion reiterada de la Proposicion [41] produce el Corolario [42]
Obsérvese que en la aplicacion reiterada de la Proposicion 41| no se uti-
liza la desigualdad |p,4+1(B\@r+1)| > « obtenida en el punto 2 de dicha
Proposicion

Corolario 42. Supongamos que A es un dlgebra de subconjuntos de )
y que {Q1,...,Q, B} es un subconjunto de A formado por elementos
disjuntos dos a dos. Sea M wun subconjunto equilibrado de (ba(A),|-])
que es B-pr no acotado. Dado un numero real positivo « y un niumero
q = 1 existe una particion finita

{QT‘+17 QT+27 cee 7Qr+qa B\ Ulgigq QTJri}

de B formada por elementos de A y un subconjunto {11, ftr+2, - - -, fbrtq}
de M tal que para cada i, con 1 <1 <q:

1. M es (B\ Ui<icq Qrti)-pr no acotado y

2. para cada i, con 1 <1< g,

Sl @)I <1y (@) >

1<g<sr

Demostracion. La Proposicion 1] proporciona Q,+1 C B, con ;41 € A,

y una medida pu,yq3 € M tales que {Q1,...,Qr, Qri1, B\Qr11} €s un
subconjunto de A formado por elementos disjuntos dos a dos que verifica
que

1. M es (B\Q,11)-pr no acotado,
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2. Z (@) < 1Y |prs1(Qria)| >

1g<r

Al repetir este razonamiento con {Q1,...,Q,, B\Q,+1} v M se ob-
tiene Q.12 C B\Qy11, con Q.12 € A, y una medida p,,o € M tales

que {Qb s 7@7‘7 Qr+17 Qr+27 B\(QrJrl U Qr+2)} €s un subconjunto de A
formado por elementos disjuntos dos a dos de manera que

1. M es (B\(Qr+1 U Qy42))-pr no acotado,

2. ) |ies2(Q)] < 1Y [tr2(Qry2)| > v

1<g<r

Es evidente que con otras g — 2 repeticiones de este razonamiento se
obtiene la demostracion del corolario. 1

Ya se tienen todos los elementos para presentar una prueba del teo-
rema de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck para una o-dlgebra de sub-
conjuntos de un conjunto €1, que tiene una estructura generalizable tan-
to para obtener propiedades més fuertes que la dada en el teorema de
Nikodym-Dieudonné-Grothendieck, como para obtener la version de di-
cho teorema en ciertas algebras, como se verd, respectivamente, en los
capitulos tres y cuatro de esta tesis.

Teorema 43 (Nikodym-Dieudonné-Grothendieck). Cualquier o-
dlgebra de conjuntos S tiene la propiedad N.

Demostracion. La demostracion utiliza el método de reduccion al ab-
surdo y se divide en cuatro apartados. En el primero se determina un
subconjunto equilibrado M de (ba(S),|-|) que es Q-pr no acotado y
S-puntualmente acotado. Le siguen dos apartados con dos inducciones.
Finalmente, en el apartado cuarto se obtiene una contradiccion.

1. (Determinacion del subconjunto M) Si suponemos que S no
tiene la propiedad N, entonces por la Proposicion existe en
(ba(S), |- |) un subconjunto equilibrado M que es S-puntualmente
acotado y que no es acotado en (ba(S), |- ). Por el Corolario
caso 1, se deduce que

M es Q-pr no acotado.
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2. (Inducciéon primera) Aplicando el Corolario 42| con el conjunto
{Q1,...,Q,, B} reducido a { B = Q}, es decir r =0,y con o« = ¢ =
1 se deduce que existen )1 € Sy uy € M tales que

| (Qu)] > 1
y que M es (2\Q1)-pr no acotado. Supongamos que se han obtenido
n subconjuntos disjuntos dos a dos ()1, ..., Q, pertenecientes a la

o-adlgebra S y n medidas u, € M, 1 < r < n, tales que para cada
r, con 1 < r < n, se verifica que:

| (@) > 7,

| (Qu)] + (@) + -+ + [ (Qra)| <1

y que
M es (Q\ Ui<i<r Q;)-pr no acotado.

Aplicamos de nuevo el Corolario [42| al conjunto

{Qb ey Qna Q\ Ulgign Ql}?

con B := O\ Uigicn @iy m=n, aa=n-+1y q=1y se obtiene un
elemento @),,+1 € S, tal que

Qns1 C Q\ Urcicn @,
y una medida p,+1 € M que verifican que
|1 (@nar)| >+ 1

|41 (Qu)] + |1 (@) + -+ + [pn41 (Qn)] <1
y, ademas

M es (2\ Urgi<ni1 Qi)-pr no acotado.

Por tanto, se obtiene por induccién una sucesion (@), de ele-
mentos de S disjuntos dos a dos y una sucesion (4, ), de elementos
de M tales que |p1(Q1)] > 1 y que para cada n > 1 se verifica que

‘Nn(Qn” >n
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3. (Inducciéon segunda) Con una nueva induccion vamos a determi-

nar una sucesion creciente (j,), que, ademés de verificar para cada
n €N,

|15, (Q5.)| > Jin

|/’Ljn(Qj1>| + ’/‘Ljn(QjZ)’ +oeee ‘Mjn(@jn—l)‘ <1

para cada n € N\{1}, satisface que la variacion de cada medida p;,
en el subconjunto U,,~,@;,., n = 1,2,... es menor que 1, es decir:

1| (Unsn@,) <1, n=1,2,3,...

Definimos j; := 1. Entonces la relacion u; € ba(A) implica
que |, | (£2) < oo, por lo que existe s; € N tal que |, | () < s1.
Sea

{N!, 1<u<s}

una particion de {m € N:m > j;} en s; subconjuntos de cardinal
infinito y definimos

Q}L::U{Qt:tENi}, 1 <u<s.

De
> (| (@) 1< u< st} < sy

!/

se deduce que existe v/, con 1 < v’ < s1, tal que

|| (Qu) < 1.

Entonces se define
NO = NL vy Q':=0Q.

y se tiene que
NY c{meN:m>j}

|1 (Q) < L.
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Supongamos que en las primeras [ etapas de este proceso in-
ductivo se han obtenido la sucesion finita

J1<Ja<--<Ji
de ntmeros naturales y la sucesiéon decreciente
NO S ND 5.5 NO

de subconjuntos infinitos de N tales que para cada w € N, 1 <

w <1,

N® c{neN:n>j,}
y la variacién de la medida p;, en el conjunto Q¥ = U{Q; : t €
N®)} verifica la desigualdad

|| (@) < 1.

Por la hipotesis de induccion el primer elemento 5,41 de N®
verifica que

I < Ji+1
y la relacion p;,,, € ba(A) implica que |/le+1} (Q) < oo, por lo que
existe s;41 € N tal que |le+1| (Q) < sp41. Si

{N 1<r < s}

es una particion de {m € NO . m > Jir1} en s;4q subfamilias
infinitas y disjuntas dos a dos se tiene que los subconjuntos

Q= U{Qt te N, 1< < s,
verifican que
Z {|Mjl+1| (Qﬁ:'_l) 1 < r < SH—I} < 8141,

por tanto se deduce que existe 1/, con 1 < r’ < s41, tal que el
conjunto Q' := U{Q; : t € N1} verifica que

| | (QE) < 1.
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Se definen entonces N+ := NPty Q1 .= Q4 y se tiene
que
NHY c {meN:m > jq}

Y que
‘,ujz“‘ (Ql+1) <1

Por induccion se obtiene pues una sucesion estrictamente cre-
ciente (j,), en N y una sucesion decreciente (N(),, de subconjun-
tos infinitos de N tales que

ngN(l)C{mEN:m>j1}

Jos1 € N C{m e N®™V:m > g},

para cada n > 1, de manera que los conjuntos Q" := U{Q; : t €
N®1Y n €N, son elementos de S que verifican

|k, (@) < 1, (2.4.1)

para cada n € N. La inclusion j, € NG~ ¢ N cuando n < s,
implica que

U st C Qna

seN\{1,2,...,n}

por lo que de la bien conocida desigualdad |u(Q)| < |p| (Q) y de
(2.4.1]) se deduce que, para cada n € N:

i (U @) | < sl (U @) < Il @) < 1.

. (La contradiccién) La sucesion (y;, ), estda contenida en M, por

lo que el apartado primero implica que la sucesion (ju;, ), esta pun-
tualmente acotada en cada elemento de la g-algebra S, y, en parti-
cular, esta acotada en | J . @;, ya que, por definicién de o-algebra,
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Usen @j. s un elemento de S. Existe pues una constante finita K
tal que
Mn(UQa’s)‘ <K
seN
para cada n € N, lo que contradice que para cada n € N\{1},

,ujn(ngjs>‘ > /vbjn(SEJans)’— Mj"<nL<JSQjS)‘

> 7, — 2.

14, (Q5,)

De esta contradiccion se deduce que cada subconjunto equilibrado y
S-puntualmente acotado M de (ba(A),|-|) es acotado en (ba(A),|-]).
De esta propiedad y de la Propiedad (P1) de la Proposicion [25|se deduce
que cualquier o-algebra & de subconjuntos de un conjunto () tiene la
propiedad N. 1

2.5 Propiedades de tipo N en Algebras de
conjuntos.

La pregunta natural de si las dlgebras de conjuntos tienen la propiedad
N tiene, en general, contestacion negativa, pues en [4 Capitulo I, 3,
Ejemplo 5| se prueba que el algebra A de los subconjuntos finitos y
cofinitos de N, descrita en el Ejemplo [3| no tiene la propiedad N. En
efecto:

1. Paracadan € N, lamedida¢, : A — {0, 1} definida por ¢, (F) = 1,
sin€F,ye,(F)=0,sin¢ F, es de variacion acotada, pues

sup{le.(F)| : F € A} = 1.

2. El conjunto numerable de medidas {u, := n(e 11 —&,) : n € N}
estd puntualmente acotado, pues:
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e Si F' es un subconjunto finito de N existe un nq tal que para
cada n > ng sucede que p,(F) = n(epi1(F) —en(F)) = n(0—
0) = 0. Por tanto {u,(F) : n € N} es un conjunto finito.

e Si F' es un subconjunto cofinito de N existe un ng tal que
para cada n > ng sucede que p,(F) = n(epi1(F) —en(F)) =
n(l — 1) = 0. Por tanto {u,(F) : n € N} es también un
conjunto finito.

3. Pero el conjunto de medidas {p, := n(e,+1 —&,) : n € N} no esta
uniformente acotado, puesto que

sup{|pn(F)|: F € A, n € N}

= sup{|pn({n})| : n € N}
=sup{n : n € N} = oco.

No obstante hay algebras de conjuntos que tienen la propiedad N.
Por ejemplo, Schachermayer demostro el siguiente teorema:

Teorema 44 (Schachermayer [27), Corolario 3.5]). El dlgebra J(I) de los
subconjuntos medibles Jordan contenidos en el intervalo I := [0,1] tiene
la propiedad N .

Una generalizacion interesante de este teorema aparece en [8, Corola-
rio]. Valdivia mejoré profundamente este teorema de Schachermayer con
su Teorema [45] comentado anteriormente en el Teorema [22]

Teorema 45 (Valdivia (|30, Teorema 2|)). Sea J(K) el dlgebra de los
subconguntos Jordan medibles de un intervalo compacto K := [[{[as, bi] :
1 <i <k} de R*. En cada cubrimiento creciente U,,B,, de J(K) existe
un B, que tiene la propiedad N.

La tesis de los Teoremas [24]y 49| de Valdivia motivaron la introduccion
en [18] de la siguiente Definicion

Definiciéon 46 (Propiedad sN). Un subconjunto B de un dlgebra de
conjuntos A tiene la propiedad fuerte de Nikodym, propiedad sN en breve,
si en cada cubrimiento creciente U,,B,, de B existe un B, que tiene la
propiedad N .
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Por tanto, los Teoremas [24] y |45 de Valdivia nos dicen que cualquier
o-algebra S de conjuntos y el algebra J(K) tienen la propiedad sN.

Hay una forma natural de definir propiedades mas fuertes que la pro-
piedad sN. Por ejemplo, una subfamilia B de un dlgebra de conjuntos
A, i.e., B C A, tiene la propiedad s(sN) = s*N si en cada cubrimiento
creciente U,, B, de B existe un B, que tiene la propiedad sN.

Obsérvese que si B es una subfamilia de un algebra de conjuntos A, B
tiene la propiedad s2N y {B,,, : m; € N} es un cubrimiento creciente de
B entonces existe n; € N tal que B, tiene la propiedad sN, por lo que si
{By, my : M2 € N} es un cubrimiento creciente de B,,, existe ny € N tal
que B, », tiene la propiedad V. Esta propiedad caracteriza la propiedad
s?N, pues si B C Ay B no tiene la propiedad s>/, existe un cubrimiento
creciente {B,,, : m; € N} de B tal que para cada m; € N se tiene que B,
no tiene la propiedad sN, por lo que cada B,,, admite un cubrimiento
creciente {By,, m, : m2 € N} tal que cada B,,, m, no tiene la propiedad
N.

La definicién de la propiedad s2N involucra dos etapas: En la primera
se considera un cubrimiento creciente {B,,, : m; € N} de B, y en la
segunda etapa se trabaja con un cubrimiento creciente { B, m, : m2 € N}
de B,,,, para cada m; € N. La utilizacién de una cantidad numerable de
etapas lleva a la consideracion de la propiedad w/N, que se apoya en el
bien conocido concepto de malla creciente (increasing web, en inglés),
que se recuerda en la Definicion (47| (ver [17, Capitulo 7, 35.1]).

Definicion 47 (Malla creciente). Una malla creciente en un conjunto
A es una familia W = {Apma,.m, @ (M1,ma,...,m,) € U;N°} de
subconjuntos de A tales que

(Ami )
es un cubrimiento creciente de A y
<Am17m27---vmp7mp+1)mp+1

es un cubrimiento creciente de Apm, m,,...m,, para cada p,m; € N, con
1<e<p+1.
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Cada sucesion (m,,), de nimeros naturales determina una sucesion
decreciente (Amhm%,,mp)p de elementos de W, que se llama una cadena
infinita (strand en inglés) de la malla creciente WW.

Definicién 48 (Propiedad wN). Un subconjunto B de un dlgebra de
conjuntos A tiene la propiedad de Nikodym para mallas (web Nikodym
property en inglés, abreviada en lo sucesivo por propiedad wN ) si para
cada malla creciente {B; : t € UsN*®} en B eziste una cadena infinita
(B ma,.my )p tal que cada By, m,,...m, tiene la propiedad N.

La caracterizacion de la propiedad sN con propiedades localmente

convexas de (L(A), | -]|) dada en [30, Teorema 3] sugiere de forma na-
tural la caracterizacion de la propiedad wN con propiedades localmente
convexas de (L(A), || - ||). Esta caracterizacion es sencilla si se utilizan los

resultados obtenidos en [9] y [20] y si se siguen los desarrollos indicados
en estos dos articulos.

2.6 Generalizacion de la propiedad wN

La propiedad wN tiene una generalizaciéon natural sustituyendo la
propiedad N por una propiedad 3, como se indica a continuacion.

Definicion 49 (Propiedad w'B). Sea B una propiedad que se verifica
en ciertos subconjuntos de un dlgebra de conjuntos A. Un subconjunto B
del dlgebra de conjuntos A tiene la propiedad w3 si cada malla creciente
{B; : t € UsN®} en B tiene una cadena infinita (B, ms,...m,)p formada
por elementos By, m,,..m, que tienen la propiedad °B.

De esta definicion se deduce que la propiedad w3 implica la propiedad
B, pues si B tiene la propiedad wP se tiene que la malla creciente {B; :
t € UsN®} en B, con B, = B para cada t € UgN®, contiene una cadena
infinita (B, ms,...m,)p formada por elementos By, m,,...m, que tienen la
propiedad B, por lo que B (que es igual a cada By, m,,..m,) tiene la
propiedad 3. Se tiene pues que

wP = P.



2.6 Generalizacion de la propiedad wN 51

Analogamente se define la propiedad B, resultando que un subcon-
junto B de un dlgebra de conjuntos A tiene la propiedad s si para cada
cubrimiento creciente {B,, : m € N} de B existe un B, que tiene la
propiedad Y.

La propiedad w8 es una propiedad muy fuerte y la repeticion del
método utilizado en su definicién no produce una propiedad més fuerte,
pues en la Proposicion 50| se prueba que las propiedades wB y w(w),
denominada propiedad w?)3, son equivalentes. Un subconjunto B de un
algebra A tiene la propiedad w*P = w(wP) si cada malla creciente
{B; : t € UsN°} en B tiene una cadena infinita (B, ms,..m,)p tal que
cada By, ms,,...m, tiene la propiedad w3. Esta propiedad es equivalente
a la equivalencia de las propiedades wP y s(w) en un subconjunto
B de un algebra de conjuntos A, debido a que si (B,,),, un cubrimiento
creciente de un subconjunto B que tiene la propiedad w3 existe un B,, que
también tiene la propiedad w3, como se expondré en la Proposicion

Proposicion 50. Las propiedades wB y s(wPB) son equivalentes en un
subconjunto B de un dlgebra de conjuntos A. Por tanto las propiedades
wPB y wP son equivalentes.

Demostracion. Sea (By,), un cubrimiento creciente de un subconjunto
B de un algebra de conjuntos A.

Si cada B,, no tiene la propiedad wB entonces, para cada nimero
natural m,, existe una malla creciente

Win, =AB o (ma, ... ,my) € UN}

ma;,..

en By, tal que cada cadena infinita (B} , )p>1 en VVm1 contiene un
conjunto Bl |, ~que no tiene la propiedad B. Si By ms,...m, = Bitms..m,,
se tiene que

W = {Bp, ma,...m, : (M1, M2, ..., my,) € UN}

es una malla creciente en B sin cadenas formadas por conjuntos con la
propiedad 3, por lo que B no tiene la propiedad w.

Por tanto, si (B,,)m €s un cubrimiento creciente de un subconjunto B
de un algebra de conjuntos A tal que B tiene la propiedad w'B se tiene
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que existe un B,, que también tiene la propiedad w'B, lo que demuestra
la implicacion WP =s(w'P).

Para demostrar la implicacion reciproca es suficiente con suponer que
B tiene la propiedad s(wB) y considerar el cubrimiento creciente (B,, =
B),, pues la propiedad s(w3) nos garantiza que existe un B,, = B que
tiene la propiedad w*.

De esta propiedad se deduce facilmente la equivalencia entre las pro-
piedades w y w*P, pues si B tiene la propiedad wP = s(wP) y
W = {Bpima,m, = (M1, ma, ..., my) € UN®} es una malla creciente
en B se tiene, en particular, que (B,,, ), es un cubrimiento creciente de
B, por lo que existe n; tal B, tiene la propiedad w8 = s(w)3). Entonces,
dado que (B, mjy)m, €s un cubrimiento creciente de B,,,, se deduce que
existe ng tal B, ,, tiene la propiedad wB. Con una sencilla induccién se
obtiene una cadena infinita (Bm’nzwnp)p tal que cada By, n,,....n, tiene la
propiedad w3, luego B tiene la propiedad w*RB. Por tanto

wP =w*P.

Reciprocamente, si B tiene la propiedad w3 se tiene que la malla
creciente {B; : t € U;N*®} en B, con B, = B para cada t € U;N?,
contiene una cadena infinita (Bml,m%‘,mp)p tal que cada By, m,,....m, tiene
la propiedad wB, por lo que B (que es igual a cada By, m,,...m,) tiene la
propiedad w3, lo que prueba que

w*P =P,
luego las propiedades w3 y w*P son equivalentes. 1

Corolario 51. Las propiedades w', s(wB), w(sP) y w*P son equiva-
lentes en un subconjunto B de un dlgebra de conjuntos A. En particular
se tiene que las propiedades wN, s(wN), w(sN) y w*N son equivalentes
en un subconjunto B de un dlgebra de conjuntos A.

Demostracion. En la Proposicion [50| se demostré la equivalencia entre
las propiedades w8 y s(wB), asi como la equivalencia entre las propie-
dades wB y w?}, lo que unido a la implicacién trivial s = B nos
proporciona la cadena

w*P = w(wP) = w(sP) = wP = wP,
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de la que se deduce el resto de equivalencias. El caso particular se obtiene
sustituyendo 3 por N. 1

El objetivo de los dos proximos capitulos es obtener las Teoremas
y de Valdivia sustituyendo la propiedad sN por la propiedad wiV,
que este Corolario [51] establece su equivalencia con propiedades “aparen-
temente mds fuertes”, como las propiedades w(sN) y w?N.

Por tanto el Teorema [24) de que cualquier o-algebra S tiene la pro-
piedad sN quedara contenido como caso particular del resultado de que
cualquier o-algebra S tiene la propiedad wN, que veremos en el Teorema
del capitulo

En el Teorema (90| del capitulo 4] se probara que si K es un intervalo
compacto k-dimensional se tiene que el algebra J(K) tiene la propiedad
wN, que contiene como caso particular al Teorema [45]

Es de justicia agradecer, sinceramente, el trabajo del profesor Valdi-
via, cuyos teoremas [24] y [45] han inspirado gran parte del trabajo de esta
tesis.






Capitulo 3

La propiedad wN en o-algebras.

3.1 Introduccién y recordatorio.

Recordemos, muy brevemente, algunos resultados del capitulo ante-
rior, con la finalidad de facilitar la lectura de este capitulo.

El teorema de acotacion de Nikodym-Dieudonné-Grothendieck (Teo-
rema dice que cada o-algebra S de subconjuntos de un conjunto €2
tiene la propiedad N, es decir que cada subconjunto M de (ba(S),|-|)
puntualmente acotado en S es un subconjunto acotado de (ba(S), |- 1),
lo que significa que

sup{|p| : p € M} < 0.

De la equivalencia de las normas variacion y supremo en ba(S) (ver
Corolario se deduce que el teorema de acotacion de Nikodym-Dieu-
donné-Grothendieck afirma que para cada subconjunto M de ba(S) la
acotacion puntual en S, i.e.,

sup{|u(B)| : p € M} < oo,
para cada B € §, implica que
sup{|u(B)| : Be S,ne M} < oo,

lo que nos dice que si un subconjunto M de ba(S) es puntualmente
acotado en S entonces M estd uniformemente acotado en S.

25
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La mejora profunda de Valdivia al probar que cualquier o-algebra S
tiene la propiedad sN (ver Definicion [46|y [29, Teorema 2|) consiste en
demostrar que para cada cubrimiento creciente U,,BB,, de una o-algebra
S existe un B,, que tiene la propiedad N, es decir para cada subconjunto
M de ba(S) se tiene que la acotacion puntual en B, es decir que se
verifique que

sup{|u(B)| : p € M} < oo,

para cada B € B, implica que
sup{|u(B)| : B € S, p € M} < oo,

Por tanto, Valdivia debilit6 la hipotesis exigida en el Teorema NDG
al sustituir S por el subconjunto B, de S. Asi demostré que existe un
namero natural n tal que si M es un subconjunto de (ba(S),|-|) que
estd puntualmente acotado en B,, entonces M estd uniformemente
acotado en S.

Muy recientemente, Kakol y Loépez-Pellicer han considerado la pro-
piedad B := sN y han demostrado que cualquier o-algebra S tiene la
propiedad w(sN) (|16, Teorema 2]). Por nuestro Corolario [51]se tiene la
equivalencia

wN <= w(sN), (3.1.1)

por lo que lo demostrado por Kakol y Lopez-Pellicer es que cualquier
o-algebra S tiene la propiedad wN.

Esta observacion nos sugirié elaborar una prueba de que cada o-
algebra S tiene la propiedad wN que fuese independiente de las pro-
piedades N y sN de las o-dlgebras de conjuntos y que, ademas, fuese
relativamente sencilla.

Esta prueba se expone en el Teorema |65y se utilizan las propiedades
elementales de espacios normados expuestas en el capitulo anterior y unas
propiedades sencillas de ciertos arboles de indices, llamados indistinta-
mente arboles NV o NV &arboles en honor a Nikodym y Valdivia, que se
introdujeron en nuestro articulo [18, Definicion 1|. Estos arboles NV son
un caso particular y muy intuitivo de los increasing trees considerados
en [16, Definicion 2|, lo que facilita su utilizacion.
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La elaboracion de esta demostracion para el Teorema [65]es el objetivo
de este capitulo, que, en parte, sigue nuestro articulo [18], donde en el
Teorema 1 se obtiene una prueba de la propiedad wN en o-algebras,
que, con la informacion recopilada, creemos que es la primera prueba
independiente de que una o-algebra tenga propiedades del tipo N o sN.

3.2 Arboles NV. Definicién y propiedades.

Todos los elementos y conjuntos que vamos a considerar en este apar-
tado estan contenidos en el conjunto UsN® de sucesiones finitas de niime-
ros naturales. Algunas de las definiciones siguientes son bien conocidas y
se dan para evitar faltas de precision y malentendidos. Como es habitual,
el cardinal de un conjunto C' se denota por |C/.

La longitud de un elemento ¢ = (t,ts,...,t,) de U;N® es el namero
natural p y la seccion de longitud i de t es

t(l) = (tlatQa-"ati)a Sll<2<p

Por convenio,
t(i) ;=0 para cada i > p.

Para cada ntmero natural m la seccion T'(m) de un subconjunto T
de UsN® es el subconjunto de N definido por

T(m) :={t(m) : t € T}.

El producto v = t x s de dos elementos t = (t1,t9,...,t,) y s =
(s1,82,...,54) de UsN? es el elemento

._ pta
U= (Ug, Uy .oy Upy Upi 1 Upt2y - -+ s Uptq) € N

tal que u; :=t;, paral < j < py upyj := sj, para 1 < j < g. Se dice que
el producto t X s es una extension de t y si, adicionalmente, t x s € U
diremos que t X s es una extension de t en U.
Analogamente, el producto T'x U de dos subconjuntos T'y U de U;N?
es
TxU:={txu:teT, ueU}.
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Sit = (t1) se simplifican t, T x {t} y {t} x T escribiendo t;, T' x t; y
t, x T, respectivamente.

Una sucesion (t"),, de elementos t" = (¢7,t5,...,t", ...) € T, n € N,
es una cadena infinita en T si

0 #t"(n) =t""'(n) para cadan € N.

Por tanto, (¢"), es una cadena infinita si y solo si para cada n € N la
longitud de ¢, es mayor o igual a n y t"*! es una extension de la seccion
t"(n).

Un subconjunto no vacio U de U,N" domina a t = (t1,t2,...,t,) €
U,N? si U contiene p elementos

th=(t1,tg,..) y = (ti eyt Uty ), 1 <i<p,

tales que t; < ¢!, para cada 1 < ¢ < p. Obsérvese que el elemento ¢ puede
no pertenecer a U.

U domina a un subconjunto V' de U;N® si U domina a cada t € V. Por
brevedad diremos que U es dominante si U domina a U, lo que sucede si
y solo si se verifica que

[U(1)] = oo

y para cada t = (t1,1s,...,t,) € U y cada i < p se tiene que
[{neN:t(i)xneT(i+1)}| = oc.

La Definicién [52| introduce una clase de subconjuntos dominantes de
U,N". Ya se indic6 que son un caso particular de los drboles crecientes
considerados en [16, Definicion 2].

Definicion 52. Un drbol NV es un subconjunto dominante 1" de UzenN®
sin cadenas infinitas y tal que cada t = (t1,ts,...,t,) € T verifica estas
dos condiciones:

1. La longitud de cada extension de t(p —1) enT esp y

2. {t(@) - 1 <i<p}nT = {t}.
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Es evidente que un subconjunto 7" de N es un arbol NV si y solo
si |T| = oo. Entonces se dice que T" es un drbol NV trivial. Por tanto,
un subconjunto infinito 7' de U;N® es un arbol NV trivial si y solo si
T ="T(1).

Los conjuntos

N, e N\{1},
U{(i) x N*: i € N}

son arboles NV no triviales.

Es inmediato que el producto de un ntimero finito de arboles NV es
un arbol NV.

Proposicion 53. Si T es un drbol NV y si {B, : v € UsN°} es una
malla creciente en B, entonces B =U{B, :t € T}.

Demostracion. Al ser T' un subconjunto dominante de U,yN?® se tiene
que
[T(1)| = o0

y para cada u = (uy, ug,...,u,) € T 'y cadai <p
[{n € N:u(i) x n € T(i+1)}| = oo.
Por tanto, al ser { B, : v € UsN°} una malla creciente en B se tiene que:

1. (Bu@))uer €s un cubrimiento creciente de B,

2. y que para cada v = (u1,us,...,u,) € T y cada i < p, se tiene
que la sucesion (Bu(i) Xn)u(i)xng(i“) es un cubrimiento creciente de
By

Supongamos que existiese

be B\|J{B,:teT} = (U{Bt(l) :teT})\U{Bt:teT}.

Entonces existirfa un elemento v!' = (vy,v5,...) € T tal que

be Bao\| [{Bi:t €T} =B\ JBi:t €T},
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de lo que se deduce que

v'(1) = v € T(D\T,

por lo que v! = (v, v}, - - - ;U ), con 1 < p'.

Al ser (Blen)leneT(z) un cubrimiento creciente de B,, se tiene que

be B\ (B iteT) = ( U Blen>\U{Bt teT)

v1 Xn€eT(2)

de lo que se deduce la existencia de v? = (vi, v, 05, ... ,vpn) € T, con
2 < p” tal que

b€ Bep\| J{Bi:t €T} =B\ {Bi:t € T},
luego
v?*(2) = (v1,v9) € T(2\T.

Con una induccion, que por su sencillez se omite, se determina una
sucesion (v™), de elementos de 7'y una sucesion (vy,), de nimeros natu-
rales tales que

b€ Bumm\| J{B::t € T} = By \| (B : £ €T}

(V1,02 ..., Uy) = 0™ (m) € T(m)\T,

para cada m € N, lo que implica la contradiccion de que (v™),, es una
cadena infinita contenida en 7. En consecuencia, B = U{B; :t € T}. 1

Lema 54. Sea S un subconjunto dominante contenido en un NV drbol
T. Entonces S es un drbol NV .

Demostracion. Es suficiente con observar que la propiedad de no tener
cadenas infinitas asi como las condiciones 1 y 2 de la Definicion [52] se
heredan en los subconjuntos de T'. 1

De este sencillo lema se deduce la propiedad siguiente:
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Proposicion 55. Sea T un drbol NV . Supongamos que (S,), es una
sucesion de subconjuntos de T’ tales que cada Sy, domina a S,,. Entonces
U, S, es un drbol NV .

Demostracion. Sit € U,S, existe m € N tal que t € S,,. Por hipotesis
Sm+1 domina a S, luego, en particular, S,,1; domina a ¢. Por lo tanto
U, S, domina a t, lo que demuestra que U,,.5,, es un conjunto dominante
contenido en T'. Dado que T es un arbol NV se deduce por el Lema
que U, S,, es también un arbol NV. g

Del Lema 54|y de la Proposicion 7 de [16] se deduce la Proposicion
con una demostracion sencilla, detallada y limitada a los d&rboles NV, que
creemos simplifica la lectura de esta tesis, evitando adaptar la notacion
utilizada en [16].

Proposicién 56. Sea T' un drbol NV y sea U un subconjunto de T. Si
U no contiene un drbol NV, entonces T\U contiene un darbol NV'.

Demostracion. De la hipotesis sobre U se deduce que U no contiene un
subconjunto dominante.

Para demostrar esta proposicion es suficiente con probar que T\U
contiene un subconjunto dominante, lo que es obvio si 7" es un arbol NV
trivial, pues entonces U es un subconjunto finito de N, lo que implica que
|T\U| = oc.

Por tanto haremos la demostracion suponiendo que T es un arbol
NV no trivial. La demostracion se divide en dos partes. La primera es
una inducciéon para determinar un conjunto W, que va a ser la union
de una familia de conjuntos {Q); : j € N} obtenida por induccion. En la
parte segunda comprobaremos que el conjunto W obtenido es un conjunto
dominante contenido en T\U.

Parte primera de la demostracion: Inducciéon para determi-
nar el conjunto W :=U{Q, : j € N}.

Dado que, por hipétesis, el subconjunto U no contiene ningin sub-
conjunto dominante se tiene que existe mj € T(1) tal que para cada
n > m} el conjunto

{veUN°:nxveU}
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no contiene ningtin subconjunto dominante. Definimos @ := 0 y Q] :=
{n e T(H)\T : m| < n}.
Supongamos que para cada j tal que 2 < j < ¢ se han obtenido en
T'(j) dos subconjuntos disjuntos Q; y @ tales que
Q; CcT\U
Q; CTH\T
y que para cada t € Q; U Q] se tiene que
ti—1) €@,
y que
Aoy ={neN:t(j —1) xneQ;UQ}}
es un conjunto infinito que cumple estas propiedades:
1. Sit e Q; se tiene que t(j — 1) x Ay;—1) C Q; y entonces se define
Sij-1) = Ayj-1) ¥ é(jfl) = 0.

2. Sit € Q) entonces sucede que t(j — 1) x Ay;j_1) C Q) y que el
conjunto {v € UsN® : £ x v € U} no contiene ningn subconjunto
dominante. En este segundo caso se definen Sy(;_1) := 0y Sg(j_l) =
Ar(j-1)-

De estas dos propiedades se deduce que para cada j tal que 1 < j <4
se verifica

Q) = Ut — 1) x Sy 1 = 1) € Q) 4} € T\U
Q; =U{t(j — 1) x St,(j—l) ty—1)€ Q;‘—l} CTH\T,
y, por la hipotesis de induccion, se tiene que para cada t € Qi (C T(i)\T)

el conjunto
{ve N : t xveU}

no contiene ningtn subconjunto dominante. Ademas, este conjunto veri-
fica la inclusion

{veUN° it xveU}CTy={ve N :t xveT},

donde T} es un arbol NV. Por tanto, pueden suceder dos casos:
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1.

Que T; sea un arbol NV trivial, y entonces se tiene que
{freuN:txvelU}y={veN:txveU}

es un subconjunto finito de N, ya que no contiene ningtin subcon-
junto dominante. Por tanto, existe m;;; € N tal que el conjunto
infinito

Sp={neN:my1 <ntxneT}

es igual a
Spre={neN:my <ntxneTl(i+1)}

y verifica que
t X St C T\U

En este caso se define

Sy = 0.

Que T; sea un arbol NV no trivial, y en este caso existe m;,; € N
tal que el conjunto infinito

S;={neN:mi_, <ntxneT(i+1)}

verifica que t x S; C T'(i + 1)\T', de manera que para cada t x n €
t x S; el conjunto

{veUN° :t xnxveU}
no contiene ningtn conjunto dominante. Ahora se define

St = @

Se termina la inducciéon observando que

Qi1 :=U{t xS :te @} cT\U,
Qi =U{tx SiiteQ} CT(i+ \T



64 La propiedad wN

y que para cada t € Q;41 U Q) se tiene que
t(i) € Q;
y que
At(z) = {n eEN: t(l) Xn e Qi+1 U Q;Jrl}

es un conjunto infinito que cumple estas propiedades:

1. Sit € Q;y1 se tiene que

Si(i) = As(i)s
(i) x Syu) C Qi1
2. En tanto que si t € ()}, entonces
Sitiy 7= Aua)» (1) X Ay C Qi
y el conjunto

{fve N :txveU}

no contiene ningin subconjunto dominante. En este segundo caso
se define
St(z') = 0.

Parte segunda de la demostracion: Comprobacion de que
W :=U{Q, : j € N} es un conjunto dominante contenido en 7\U.

La hipotesis de que T no contiene cadenas infinitas implica que para
cada (t1,%a,...,t;) € Q) existen ¢ € Ny (t;41,...,tiyy) € N tales que

(tl, tg, .. ,ti, ti+17 . 7ti+q> I~ QiJrq,

luego, para cada i € N,

Ua6) = ai.

j>i
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Esta igualdad implica que

we=J e,

jEN

es un subconjunto de UzenN® que para cada k € N\{1} verifica

W(k) = Q;k) = (U Qj(k‘)> Jesny (U QM))

JjEN i<k >k
— @ U Qk U Q;C

Las igualdades W (1) = Q| y W(k) = QU Q}, k =1,2,..., implican
que W es un subconjunto dominante de UsN®, pues

2. ysit=(t,ta,...,t,) € W\W(1), entonces 1 < p, (t1,ta,...,t;) €
Lsil<i<p,y (ti,te,...,t,) € Qp, por lo que Siic1y ¥ Stp-1)
son dos subconjuntos infinitos de N que verifican las relaciones

t(i—1) x Sy_qy C Q; C W(i)

t(p—1) x St(p—l) CQpCW.

Dado que el conjunto dominante W esta contenido en el NV arbol
T se tiene por el Lema |54 que W es un arbol NV, que por construccion
estd contenido en T\U, pues W := U{Q, : j € N} y Q; C T\U, para
cada 7 € N. 1

En la definicién siguiente supondremos que P es una propiedad que
se verifica en una familia de subconjuntos de un conjunto A.

Definicion 57. Se dice que P es una propiedad hereditaria creciente
en un conjunto A si cuando B es un subconjunto de A que verifica la
propiedad P se tiene que la relacion B C C C A implica que C' también
verifica la propiedad .
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Proposicion 58. Sea P una propiedad hereditaria creciente en un dlge-
bra de conjuntos A. Las propiedades B y wP son también hereditarias
crecientes en A.

Demostracion. Si B C C C A, B tiene la propiedad sB y U,,C,, es un
cubrimiento creciente de C se tiene que existe C, tal que C, N B tiene
la propiedad B, pues U,,(C,, N B) es un cubrimiento creciente de B. Al
ser la propiedad 3 hereditaria por crecimiento se deduce que C, tiene
la propiedad ‘B, luego C tiene la propiedad sB, lo que demuestra que la
propiedad s es hereditaria creciente.

Finalmente, si B C C C A, B tiene la propiedad w3 y

{le,m%m,mp : (mla ma, ... 7mp) € USNS}
es una malla creciente en C, entonces
{Crimaromy, N B (M, ma, ... ,m,) € UN*}

es una malla creciente en B, por lo que existe una sucesion (n;); tal que
cada Cp, n,,..n, NB tiene la propiedad B, para cada i« € N. Por tanto cada
Cnions...n; tiene también la propiedad 3 para cada i € N, lo que prueba
que C tiene la propiedad w3, pues (Cp, ny...n;)i €8 Una cadena infinita en
C formada por conjuntos que tienen la propiedad 3. Por tanto w3 es
también una propiedad hereditaria creciente.

Corolario 59. Las propiedades N, sN ywN son hereditarias crecientes
en un dlgebra de conjuntos A.

Demostracion. Por la proposicion anterior es suficiente con demostrar
que la propiedad N es hereditaria creciente. Supongamos que B C C C A
y que B tiene la propiedad N. Esto significa que si M es un subconjunto
de ba(S) puntualmente acotado en B se tiene que M es un subconjunto
acotado de (ba(S),]-]), lo que trivialmente implica que cada subconjunto
M de ba(S) que sea puntualmente acotado en C cumple que M es un
subconjunto acotado de (ba(S),|-]), ya que la acotaciéon puntual en C
implica la acotaciéon puntual en B. Esto prueba que N es una propiedad
hereditaria creciente. g



3.2 Arboles NV. Definicién y propiedades. 67

La proposiciéon siguiente describe una propiedad de gran interés por
su aplicacion a algebras que no tengan la propiedad w'B, siendo 3 una
propiedad hereditaria creciente.

Proposicion 60. Sea P una propiedad hereditaria creciente en un con-
gunto A y sea B := {Bp, mg,...m, : P,M1, Mo, ..., my, € N} una malla
creciente en A que no contiene cadenas infinitas formadas por conjuntos
con la propiedad Y. Entonces puede suceder que:

1. B,,, no tiene la propiedad B para cada my perteneciente al NV
darbol trivial T = N.

2. O que existe un NV drbol no trivial T tal que para cada t =
(t1,te,...,ty) € T sucede que

tp—1)xNcCT

By no tiene la propiedad *R,

y para cada 1 <1 < p se tiene que

By tiene la propiedad 3.

Demostracion. Si cada B,,,, m; € N, no tiene la propiedad I3 la propo-
sicion es obvia con T':= N.

Por tanto haremos la demostracién suponiendo que existe m/ € N tal
que B, tiene la propiedad ‘B. La demostracion se divide en dos partes.
La primera es una induccién para determinar un conjunto dominante
T = U{Q, : j € N} tal que para cada t = (t1,1a,...,%,) € T se tiene
que B; no tiene la propiedad ‘B y, ademads, si p > 1 se tiene que By
tiene la propiedad ‘P para cada ¢ = 1,2,...,p — 1. En la parte segunda
comprobaremos que el conjunto 7" es un NV arbol.

Parte primera de la demostracion: Induccién para determi-
nar el conjunto dominante 7" := U{Q); : i € N}.

El que B, tiene la propiedad hereditaria creciente ‘B implica que B,
tiene la propiedad B para cada t; > m/. Entonces escribimos @1 := 0y

D={t1eN:t; >m|}.
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Supongamos que para cada j, con 2 < j < ¢, se han obtenido por
induccién dos subconjuntos disjuntos @Q; y @} de N/ tales que cada

t=(t1,ts,...,t;) € Q; UQ;
verifica estas tres propiedades:

1. La seccion t(j — 1) = (t1,t2, ..., t;1) € Q4.
2. Sit € Q) se tiene que el conjunto B; no tiene la propiedad 3,

Sj—ny i ={neN:t(j—1)xnecQ;UQ;} =N

yt(j—1) x Syj—1y =t(j —1) x N C @Q;. En este caso definimos
Sig-n = 0.
3. S8ite Q; sucede que el conjunto B; tiene la propiedad ‘P,
iy ={neN:t({j—-1)xneQ;UQ;}

es un subconjunto co-finito de N tal que #(j — 1) x Sé(jq) C Q.
Entonces se define

St(j—l) = (Z)
Se tiene pues que para cada j tal que 1 < j <1,

Q =U{tx S :te Q;_l}

Qj:=U{t xS :te Q) }.
Para el indice i se tiene por construccion que si t := (ty,tq,...,t;) € Q)
entonces By, 1, 1, tiene la propiedad B y dado que (B, .. t;m)n €S UN
cubrimiento creciente de By, 4, ., se pueden presentar estos dos casos:

1. Que By, 4,...+,» 10 tenga la propiedad 8 para cadan € Ny entonces
se define

/ R
tito,. 0ty Q)
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2. O bien que exista m;,; € N tal que Btl,tg,.l.,ti,mgﬂ tenga la pro-
piedad B. Al ser esta propiedad hereditaria creciente se tiene que
Bt17t27,,,7ti7m;+1 tiene la propiedad P para cada n > m;, ;. En este
caso definimos

Sty tayts = 0

! e . !
Sy tots = {neN:m; , <n}

Completamos esta etapa del proceso inductivo escribiendo

QH—I = U{t X St it e Q;}

Qi = U{t x S;:teQi}.

Por construccion se tiene que los conjuntos ;41 y @}, son disjuntos y
cada t = (t1,t2,...,t;, tiy1) € Qiy1 U Q) verifica estas tres propiedades:

1. La seccion t(i) = (t1,ta,...,t;) € Q.
2. Sit € Q;.1 entonces el conjunto B; no tiene la propiedad 3,
Siy ={neN:t(i) xne Q1 UQ;,} =N
y (i) X Syiy = t(i) x N C Qi11, en tanto que

3. Sit € Qj,, entonces B, tiene la propiedad ‘B,
Sy ={n €N :1(i) x n € Qi1 U Qi1 }

es un subconjunto co-finito de N tal que #(i) x Sé(z) C @}, mientras
que
Sy ={neN:t(i) xn € Qi} =10
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Por tanto, Q;+1 y Q;,, verifican las propiedades indicadas para @); y

", reemplazando j por i+ 1, con lo que se concluye el proceso inductivo.

Para terminar la primera parte de la demostraciéon observamos que

si (tn)n, € NV y si cada (ty,ts,...,t,) € Q! se obtendria que todos los

conjuntos de la cadena infinita (By, 4, .+, )n tendrian la propiedad 9B, lo
que es absurdo. De esta observacion y de la propiedad de que cada

(tlatQ; s 7tk) S Q?c
tiene una extension
(t1,to, .o thsths1) € Qi U Qiq
se deduce que, para cada k € N, sucede que cada
<t17t27 s 7tk> S Q;c

tiene existe una extension

(tl,tQ, . ,tk, tk+17 . 7tk+q) & Qk+q;

por tanto, para cada k € N,

U Qj(k> = Q;w

k<j
de lo que se deduce que el conjunto

jEN
es un subconjunto de U,enN® que, para k = 1, verifica que
(1) = (U Qj(1)> =0, =}
1<j

en tanto que, para cada k € N\{1}, se tiene que

T(k) = | Qi(k) = (U quf)) Jes (U @(k))

jeN j<k j>k

=0UQrUQy.
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De las igualdades T'(1) = Q) v T'(k) = Qr U Q}, k = 2,3,..., se
deduce que:

L |T(1)| =1Qi] == [{t: e N:t; > m}}| = oo,

2. ysit=(t,t2,...,t,) € T entonces p > 1,

t:(tl,tg,...,tp)er y
t(l) - (tl,tQ, e 7t1) - Q;7

para cada ¢ < p, por lo que
t(1) €y =T7(1)
t(p — 1) X St(p—l) = t(p - 1) x N C Qp cT (321)
siendo
Q| = |S£(i—1)’ = |St(p71)| = 00,

lo que demuestra que 7" es un conjunto dominante, tal que, por

construccion, para cada t = (t1,t2,...,t,) € T el conjunto B; no

tiene la propiedad P en tanto que By tiene la propiedad 3, para

cadai=1,2,...,p—1, puesto que t € Q, y t(i) = (t1,t2,...,t;) €
sl <i<np.

Segunda parte de la demostraciéon: Comprobaciéon de que T
es un NV arbol.

1. T no contiene cadenas infinitas, pues si ("), fuese una sucesion de
elementos de T' tal que

0 £ t"(n) =t""(n)
para cada n € N, se tendria que @) # t"™!(n + 1) implica que

" (n) € Q.
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para cada n € N. Si se define u” := t"*!, para cada n € N, se tiene
que (u™ := t"*1), es una cadena infinita tal que

u"(n) € Q.
Si (sp), es la sucesion de nimeros naturales tal que

(517 82,00, Sp) = up(p)

se tiene que (Bs, s,...5,)n €5 una cadena infinita de B formada por
conjuntos que tienen la propiedad B, lo que es una contradiccion.

2. Para cada t = (t1,12,...,t,) € T se tiene por (3.2.1) que
tp—1)xNcCQ,CT,

de lo que se deduce que la longitud de cada extension de ¢(p — 1)
enT esp. Ademést € Q, y t(i) = (t1,t2,...,t;) € Q, s1 1 <i < p,
por lo que

{t@): 1<i<pynT = {i(p)} = {t}.

Por tanto, T" es un arbol NV. 1

3.3 Conjuntos (2-profundamente no acotados
y arboles NV.

El objetivo de esta seccion es el Corolario [64] que es la parte esencial
del primer proceso inductivo que se utiliza en la demostracion del Teore-
ma [65] donde se da la primera prueba directa de que cualquier o-algebra
de conjuntos tiene la propiedad wN, sin utilizar otras propiedades de
tipo Nikodym mas débiles de las o-algebras.

El Corolario [64] es muy similar a la Proposicion 10 de [16], si bien
en esta tesis se presenta después de las Proposiciones [61] v [63] que,
ademés de simplificar la comprension del Corolario, suponen la prepara-
cién natural a la obtencién del Teorema [90] donde se demuestra que el
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algebra J(K) tiene la propiedad wN, que es el resultado original que se
nos propuso como uno de los objetivos principales de esta tesis.

Cuando corresponde se hace referencia a resultados de [16, Propo-
sicion 10|, por lo que algunas de las demostraciones de esa seccion se
podian haber evitado. No obstante, se ha optado por incluir todas las
demostraciones por completitud y para evitar, como minimo, el esfuerzo
de adaptacion de notacion. Ademés, creemos que se aportan simplifica-
ciones significativas en las demostraciones que presentamos.

Proposicion 61 ([16, Proposicion 4]). Sea A un dlgebra de subconjuntos
de Q y supongamos que (B,,)m es una sucesion creciente de subconjuntos
de A tales que

B, no tiene la propiedad N, para cada n € N y

span{ec : C' € U, B} = L(A).

Existe ng € N tal que para cada m > ng existe en ba(A) un subcon-
Junto equilibrado M, que tiene estas dos propiedades:

1. M, es Q-pr no acotado en (ba(A),]|-|).

2. M,, es puntualmente acotado en B,,.

Esta proposicion se verifica, en particular, si U,,B,, = A o si U,,B,,
tiene la propiedad N .

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos casos:

1. Sipara cada m € N la codimension de span{ec : C € B,,,} en L(A)
es infinita, entonces para cada m € N se tiene que el conjunto
equilibrado

M,, := (absco{ec : C € B,,})°

es puntualmente acotado en B, y, por [17, 20.8.(5)],

My = absco{ec : C € B,,},



74

La propiedad wN

por lo que de

span M, = spanabsco{ec : C € B,,} C span{ec : C € B,,}

se deduce que span{M? } tiene codimension infinita en L(A). Por
la condiciéon 1 de la Proposicion |37| se deduce que M,, es Q2-pr no
acotado en (ba(A), |- |). En este caso se tiene probada la proposicion
con ng = 1.

. Supongamos que existe un p € N tal que la codimension de

span{ec : C' € By}

en L(A) sea el namero finito ¢ > 0. Entonces de la hipotesis

span{ec : C' € U, B, } = L(A)

se deduce que

span{ec : C € U, B,,} ¢ span{ec : C € B,},

por lo que existe
D e B,im,, m €N,

tal que ep ¢ span{ec : C € B,}, lo que implica que la codimension
de

span{ec : C' € By, }

en L(A) es menor o igual a ¢ — 1. Repitiendo ¢ veces este razona-
miento se obtiene un nimero natural ngy tal que

span{ec : C € B,,} = L(A),

por lo que

span{ec : C' € B,,} = L(A) para cada m > ny.

Fijemos un valor de m > ng. De la Proposicion y de que
B,, no tiene la propiedad N se deduce que existe en (ba(A),|-])
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un subconjunto equilibrado M,, no acotado en (ba(A),|-|) y que
es puntualmente acotado en B,,. Por el Lema |3§| se tiene que

span{ec : C' € B,,,} C span M,
por lo que de

L(A) = span{ec : C € B,,,} C span M2, C L(A)

se deduce que
span M2, = L(A)

y entonces la condiciéon 2 de la Proposicion 37| implica que M, es
Q-pr no acotado en (ba(A),|-|), lo que prueba la proposicion.

Esta proposicion se verifica trivialmente en los dos casos siguientes:
e Si U, B, = A, pues entonces
span{ec : C € U, B, } = L(A),

luego

span{ec : C' € U, B, } = L(A).

e Si la U, B, tiene la propiedad N, pues por la Proposicion se
tiene que

luego

span{ec : C' € Uy By} = L(UpBy) = L(A). 1
El caso particular U, B8,, = A de esta Proposicion [61] es el Teorema 1
de [30].
Proposicion 62. Sea A un dlgebra de conjuntos y sea
B = {Bn, ms,..m, : s M1, Mg, ..., m, € N}

una malla creciente en A. Si B no contiene cadenas infinitas formadas
por elementos con la propiedad N entonces existe un NV drbol T tal que
para cada t € T existe en (ba(A),|-|) un subconjunto equilibrado M; que
tiene estas dos propiedades:



76 La propiedad wN

1. M; es Q-pr no acotado en (ba(A),|-]).

2. M, es puntualmente acotado en B;.

Demostracion. Si cada uno de los conjuntos de la sucesion creciente
(Bin, )m, 1o tiene la propiedad N, aplicando la Proposicion 61| en el ca-
80 Uy By, = A, se deduce la existencia de n; € N tal que para cada
my > ny existe en ba(A) un subconjunto equilibrado M,,, que es -
pr no acotado y puntualmente acotado en B5,,,. Por tanto, se cumple la
proposicion con el NV arbol trivial T := {m; € N:my > ny}.

Si alguno de los conjuntos de la sucesion (B,,, )m, tiene la propiedad
N entonces por el caso 2 de la Proposicion [60] existe un NV arbol no
trivial 7} tal que para cada t = (t1,ts,...,t,) € T1 sucede que

t(p — ].) x N C T1
B; no tiene la propiedad NV,

Yy

B, tiene la propiedad N,
para cada i = 1,2,...,p — 1. Aplicando la Proposicion [61] a la sucesion
creciente (Byp—1)xm, )m,, 10 que es posible debido a que su union

U Biw-1xm, = Bip-1)
mp

tiene la propiedad N, se deduce la existencia de n,(t) € N tal que para
cada t(p — 1) x m, con m > n,(t) existe en (ba(A),|-|) un subconjunto
equilibrado My(,—1)xm que es Q-pr no acotado en (ba(A),|-|) y pun-
tualmente acotado en By—1)xm. Por tanto el NV arbol T' obtenido al
suprimir de 77 los elementos t(p — 1) x {1,2,...,n,(t) — 1}, para cada
t = (t1,ta,...,t,) € Ty, verifica la proposicion. §

Proposicion 63 ([16, Proposiciones 9 y 10|). Sean {Q1,...,Q,, B} un
subconjunto de elementos disjuntos dos a dos de un dlgebra A de subcon-
guntos de Q, T un drbol NV y {M,; : t € T'} una familia de subconjuntos
equilibrados de ba(A) que son B-pr no acotados. Entonces para cada sub-
conjunto finito {t’ : 1 < j < k} de T y para cada mimero real positivo «
existen:
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— una particion {Q,+1, B\Q,+1} de B formada por elementos del dl-
gebra A,

— una medida py € Mu y
— un NV drbol Ty contenido en T tal que {t/ : 1 < j <k} C T,

que verifican:

LY Alm@):1<i<ry< gy |m(@ra)| >
2. los conjuntos de {M; : t € T1} son (B\Qy+1)-pr no acotados.
),

Demostracion. Supongamos que 0 := (t] ), .. para 1 < j <k, y
sea
q:=2+ Z Dj-
1<j<k

Al aplicar el Corolario [42|a B, «, g y M se obtiene:
— Una particion {C, Cy, ..., C,} de B formada por elementos de A

— y un conjunto de medidas {A;, Aa,...,\;} C M tales que para
k=1,2,...,q,

DT IM@)I<T y [M(Cr)| > e (3.3.1)

1<i<r

Ahora vamos a aplicar reiteradamente la Proposicion a
la particiéon {C,Cs,...,C,} de B para seleccionar un arbol NV
contenido en 7. Esta proposicion implica que si M es un subconjunto
de ba(A) que es B-pr no acotado existe iy € {1,2,...,¢q} tal que M
es C,,-pr no acotado. Ademéas algo parecido sucede para una familia
{M, : u € U} de subconjuntos de ba(A) que sean B-pr no acotados
cuando U es un arbol NV, pues si

Vi:={u€U: M, es C;-pr no acotado},

para 1 < i < ¢, se tiene que U = U1<Z<qV y, entonces la Proposicion
asegura que existe 7, con 1 < 79 < g, tal que V;, contiene un subconjunto
Ui, que es un arbol NV. Por tanto:
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— Al ser T un arbol NV y {M; : t € T} una familia de subcon-
juntos de ba(A) que son B-pr no acotados se deduce que existe
io € {1,2,...,q} vy que existe un NV arbol T;,, contenido en T,
tales que los conjuntos de

{M; :t € T}, } son C;,-pr no acotados.

— Paracadat/ = (t{,té, . ,t%j) ¢ T;,,con 1< j<k,el conjunto M,;
es B-pr no acotado, por lo que existe Cj;, con # € {1,2,...,q}, tal
que

cada My es Cy-pr no acotado

— Ademas, si para p; > 1 sucede para cada seccion t/(m — 1) de #,
con 2 < m < pj, que el conjunto

Wi i={veUN :t/(m—1)xveT}
es un arbol NV y que

{M(t{,t;,...,tin_l)xw rw e Wik
es una familia de subconjuntos de ba(.A) que son B-pr no acotados,
por lo que existe i, € {1,2,...,q} y un NV arbol V7 contenido en
Wi tal que los conjuntos de la familia

{M,

o . . J o
Fthtl xw V€ V7 } son Cj,-pr no acotados.

Por construccion, el subconjunto 77 del NV-arbol T formado por la
union los subconjuntos seleccionados en los tres pasos anteriores, es decir,
T;, v los conjuntos

(Y U{(t], 8, ..., 62 ) xVi:2<m<p;l,

’ "m—1
cuando el indice j verifica estas dos condiciones

1<ji<k vy  =(8,...,1)¢T,,
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es un conjunto dominante de 7', luego por el Lema [54] se deduce que T3
es un arbol NV, que contiene a {tj 1< j <k}

Para terminar la demostraciéon vamos a determinar @, .1 y p1,
seleccionando uno de los conjuntos de la particion {C},Cs, ..., C,}
de B y una de las medidas del conjunto {\;, \s,...,\,}, para lo
que formamos el conjunto

D:=CU[UW{CyUCy :2<m < p;, ¥ ¢ Ty, 1<j <k}

y observamos que, por la construccion realizada, los conjuntos de {M; :
t € T1} son D-pr no acotados, pues cada M, es pr no acotado respecto
a alguno de los conjuntos cuya unién es D. Al ser menor o igual a ¢ — 1
el namero de los conjuntos cuya unién es D se deduce que existe C},,
1 < h <gq, tal que D C B\Cy, luego

los conjuntos de {M; : t € T} } son B\Cj,-pr no acotados.

Por tanto, considerando & := h en ({3.3.1)) se deduce esta proposicion,
definiendo Q11 :=Cy v 1 := Ap. 11

Corolario 64 (|16, Proposicion 10]). Sea {Q1, ..., Q,, B} un subconjun-
to de elementos disjuntos dos a dos de un dlgebra A de subconjuntos de
Q y{M,; : t € T} una familia de subconjuntos absolutamente converos
de ba(A) que son B-pr no acotados y cuyo conjunto de indices T' es un
drbol NV. Sea, ademds, o un nimero real positivo y {t/ : 1 < j < k} un
subconjunto finito de T. Entonces existen:

— una particion {Qr+1, Qri2, - - -, Qrik, B\Ui<j<k@rtj } de B formada
por elementos del dlgebra A,

— k medidas p; € My, 1 <j<k,y
— un NV drbol T* contenido en T tal que {# : 1 < j <k} C T,

que verifican:

LY A{lpi(Q)] 1 <i<r} <1 y |pj(@4j) > «, para cada
T<j<h,
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2. los conjuntos de {M; : t € T*} son (B\Ui<j<kQr+j)-pr no acotados.

Demostracion. Es suficiente con aplicar k veces la Proposicion [63] utili-
zando, sucesivamente, los subconjuntos finitos

{tlatQa o 7tk}7
{t27t37 s 7t1}7

{t/m by, ... atk—l}- |

3.4 La propiedad wN en o-algebras.

El objetivo de esa seccion es probar el Teorema |65 que nos dice que en
cada malla creciente definida en una o-algebra & de subconjuntos de un
conjunto €2 existe una cadena infinita formada por conjuntos que tienen
la propiedad wN.

Al combinar este Teorema con nuestra Proposicion [50]se obtiene en el
Corolario [66|que, hablando sin precision, “casi todas” las cadenas infinitas
de una malla creciente en una o-algebra S estan formadas por conjuntos
que tienen la propiedad wN.

Una propiedad analoga se obtiene en el Corolario|67]con subconjuntos
de mallas crecientes obtenidos al seleccionar los conjuntos de la malla
cuyos indices pertenecen a un NV-arbol.

En la demostracion del Teorema [63] se utiliza la sucesion

(in)n = (1,1,2,1,2,3,...),
formada por las primeras componentes de la sucesiéon
{(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),...}
obtenida al escribir los elementos de N? siguiendo el orden diagonal.

Teorema 65. Sea S una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto Q). S
tiene la propiedad wN .
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Demostracion. Haremos la demostraciéon por reducciéon al absurdo, su-
poniendo que existe una o-algebra S de subconjuntos de un conjunto €2
que tiene una malla creciente {Bml,mz,...,mp :p,My,Ma,...,my, € N} sin
cadenas infinitas formadas por conjuntos con la propiedad N.

Entonces la Proposicion [62] implica la existencia de un NV arbol T
tal que para cada t € T existe un subconjunto equilibrado M; de ba(S)
que tiene estas dos propiedades:

M; es Q-pr no acotado y
M, es puntualmente acotado en B;. (3.4.1)

La primera etapa de esta demostracion es un proceso induc-
tivo que determina:

e Un arbol NV numerable, {t' : i € N}, que es un subconjunto de T,

e una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales (k;);,
con ki =1,

e una familia {B;; : (i,j) € N*i < k;} formada por elementos
disjuntos dos a dos de la o-algebra S,

e y una familia de medidas {u; ; € My : (4,7) € N2, i < k;}.

de manera que para cada (i,j) € N2, con i < k;j, se tienen las desigual-
dades:

Z{|M,j(Bsyv)| :s<ky, 1<v<j}<1 paracadaj>1,

\ij(Bij)| > j paracada j > 1

Para comenzar la induccion se selecciona un elemento ¢! € 7'y se apli-
ca el Corolario|64]en el caso trivial de que el subconjunto {Q,...,Q,, B}
del algebra Aes {B}, con B := Q,y o = 1. Se obtiene By; € S, 11 € Mp
y un NV érbol T}, tales que:
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L | (Bu)] > 1,
2. los conjuntos de {M; : t € T} } son (Q\Bi1)-pr no acotados,

Terminamos el primer paso de la induccion definiendo

1{31 = 1,
St={t"} v
Bl = BH.

Supongamos que en las siguientes n — 1 etapas del proceso inductivo
se han obtenido

n nimeros naturales, k; < ko < k3 < --- < k,,
n arboles NV, T1 D15 D13 D --- DTy,
{143, t}y c T,
las medidas {,u” € ]\/[tl 1 <0 <k,
< k;j

y el subconjunto {B;; : 1 <

tales que
BijN By =0, si (i, 5) # (k,1),

de manera que para cada 1 < 7 < n se define

B :=U{B,,:s<k,1<v<j}
STi={t"i < k;} C Ty

y se tiene:

1. Paracadai < kjyl<j<n

> {lnij(Boo)l 1 s < ko, 1<v<j} <1,
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2. s1 1 < 7 < n se tiene que
i (Big)l > j

y los conjuntos de

son (2\B’)-pr no acotados,
3. y para cada 1 < j < n se tiene que el conjunto

S7 es dominante respecto a S77t.

Para terminar el proceso inductivo seleccionamos un subconjunto
{thnt1 ) C T,
de manera que
S"h = {#": i < kpy 1)} sea dominante respecto a S”.
Al aplicar el Corolario [64] a:

e La familia de la o-algebra S formada por Q\ B" y por los elementos
Bs,,cons<k,yl<v<n,

e la familia {M; : t € T,} de subconjuntos equilibrados de ba(.A)
que, por el proceso inductivo, son 2\ B"-pr no acotados,

e v al niimero « = n + 1 y al subconjunto finito S*™* de T,,,

se obtiene

un NV arbol T,,.1 C T,
las medidas p; 11 € Myi, @ < Kpga,
k

1
y los conjuntos B; 41 € A, i < k1,

tales que cada B;, 11 C Q\B™ y Bjpny1 N Binyr = 0 sii # ¢, de manera
que si
B" = B" U{Ui<ich, Bini1}

se tiene que:



84 La propiedad wN

1. Para cada i < k11

D {lpini1(Baw)| s <ky, ISv<n+1} <1

\tin+1(Bing1)] > n+ 1,
2. los conjuntos de la familia
{M;:t €T}
son (Q2\B"™)-pr no acotados, y

S C Ty

Con ello termina el proceso inductivo, pues aplicando la Proposicion
se deduce que el subconjunto numerable {t' : i € N} = U,,enS™ de T
es un arbol NV, pues S™*! es dominante respecto a S™ para cada n € N.

La segunda etapa de esta demostraciéon es un nuevo proceso
inductivo para determinar una sucesion (j,), en N estrictamente
creciente tal que junto con la sucesion (i,), = (1,1,2,1,2,3,...)
tiene la propiedad de que para cada n € N sucede que

> Alttinjn(Bipjn)l 10 <m} < 1.

Este segundo proceso inductivo esta basado en la observacion de que
si (i,7) € N2, la medida acotada p; ; € ba(S) verifica la desigualdad

il () < s €N,

y si
{Ny,1 <u<s}

es una particién de un subconjunto infinito de N en s subconjuntos infi-
nitos disjuntos se tiene que los conjuntos

Bu = U{Bs,v HEE kvyv € Nu} € 87
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con 1 < u < s, verifican la desigualdad

D {lpagl (B : 1< u < st < iyl (Q) < s,

por lo que existe u/, con 1 < v’ < s, tal
gl (Bu) <1,
luego

Z{|”i7j(38,v)| i 8 <k, v € Nyt < iyl (Buw) < 1.

Para hacer la induccién se elige j; = 1 y se aplica la observacion
anterior a (i1,71) = (1,1) y al conjunto infinito N; ;, := N\{ji1}, con lo
que se obtiene un subconjunto infinito N c N\{1} tal que

Z{"uil:jl(BS:UM © S < kv, NS N(l)} < 1

Supongamos que, por induccién, se ha obtenido:

e Una sucesion finita creciente 1 = j; < jo < --- < j, de ntmeros
naturales.

e Una sucesion finita decreciente de subconjuntos infinitos y decre-
cientes N 5 N® 5 ... 5 N de ntmeros naturales tales que

j1 € N\NW,

ji € N(l—l)\N(l)

para2 <[l < n,y

> {lmig(Bow)| 1 s < by, ve NO} <1 (3.4.2)

para 1 <1< n, donde iy < kj,, [ € N, pues,
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— de (in), = (1,1,2,1,2,3,...) se deduce, por construccion, que i; <
[, para cada [ € N,

— por ser la sucesion (j,), creciente se tiene que [ < j

— vy, ademas, al ser la sucesion (k,), creciente tenemos que j; < kj,,

por lo que los subindices (4;,7;) de p;,; en verifican la obligada
relacion ¢ < kj,.

Entonces si j, 1 es el primer elemento de N (") se tiene, por la obser-
vacion indicada al comenzar esta induccion, que existe un subconjunto

infinito N ¢ N™\{j, .1} tal que

Z {"uin+1:jn+1(BSfU)} s < ky, veE N("H)} <1,

con lo que se completa la induccién.

La tercera etapa de la demostracion se reduce a obtener una
contradiccién después de seleccionar algunos de los conjuntos
obtenidos. Los dos procesos inductivos anteriores nos han proporciona-
do una sucesion

(Blnvjn S 87 Mzndn € Mti")”’

tal que
Bim,jm m Bin,jn? sim # n,
Zﬂﬂin,jn(Bisjs) :s<n} <1 paracadan € N\{1},
Z{|Min,jn(3im,jm)| :n<m} <1 paracadan e N.
y

{t'#*,...,t™ ...} esun arbol NV,
por lo que la Proposicion [b3| implica que

S = J{Bm : m eN}.
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De esta igualdad y de la relacion
H:=|[{Bi.j:s=12.}€8
se deduce la existencia de un r € N tal que
H e By (3.4.3)
Por otra parte, la sucesion
(in)n = (i1, 192,13, 14,175,...) = (1,1,2,1,2,3,...)

contiene infinitos términos iguales al ntiimero natural r, por lo que existe
una sucesion estrictamente creciente (n,), tal que in, = T, para cada
p € N, lo que implica que

{/’L’inp,jnp . p C N} = {Mr,jnp N p C N} C Mtr. (344)

Por (3.4.1)) se tiene que para cadat € T el conjunto M; estéd puntualmente
acotado en B;. En particular, M;- esta puntualmente acotado en By,

luego de (3.4.3)) y de la inclusion (3.4.4) se deduce que
sup {{Ninp,jnp(HM 'p € N} < 00. (3.4.5)

Por otra parte, para cada p > 1 el conjunto H es la union de los conjuntos

Cp:=U{Bi,j, : s <ny}

iy sing

D, :=U{B,, ;, : n, < s}

que, por la construccion realizada, verifican las desigualdades:
|/’l’inp »jnp (Cp)‘ < 17

|Mz‘np,jnp(Binp,jnp)‘ > Jny > My
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|Minp7jnp (DP)| < 17
de lo que se deduce la desigualdad
|l’[’inp 7jnp (H) | > — |/”Linp 7jnp (Cp) ‘ +|/”Linp 7jnp (Binpjnp ) | - ‘IU“an 7jnp | (Dp) > ]np_2

que implica que

lim |, u,, (H)| = o0,
en contradiccion con (3.4.5)). 1

El siguiente Corolario[66]afirma que si un subconjunto B de un algebra
de conjuntos A tiene la propiedad wN y

{Buma,my = (M1, ma, ... ,my,) € UN*}

es una malla creciente en B, “casi todos” los conjuntos de la malla tienen
la propiedad wN.

Corolario 66. Sea A un dlgebra de subconjuntos de un conjunto €2, sea
B un subconjunto de A que tiene la propiedad wN y sea

M = {Bml,mg,...,mp . (mh ma, ... Jmp) S USNS}
una malla creciente en B. Existen

e un numero natural ¢,

e y una sucesion de funciones q;(p1,pa,-..,pi—1), i € N\{1}, con va-
lores en N, tales que q;(p1, pa, - - ., pi—1) estd definida cuando existen
n; € N, 1 < j, tales que

Pm=q+n —1
ypara 2 < j <t

P; = qj(p1,p2s -, pj—1) + 15— 1
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tales que la familia C formada por los By, p,... p,, tales que

p1=q +n — 1,
P2 = @2(p1) +ne — 1,

Ph = qn(P1,D2, - -, Pho1) F 1 — 1

con (ny,ng,...,ny) € UsN*® es el subconjunto de B formado por todos los
conjuntos de M que tienen la propiedad wN .
Si

Cn1 = BQ1+TL171

Cn1,n2 = Bq1+n1—17q2 (p1)+n2—1

Cn1,nz,...7np = Bq1+n1fl,qz(p1)+n271,~--,qh(p1,p2,~~~,ph71)+nrl
se tiene que C es la malla creciente
o — . S
C:={Cringn, : (N1,19,...,1p) € UN"}

y, en lo sucesivo, diremos que C es la malla creciente contenida en M
formada por los conjuntos que tienen la propiedad wN.

Demostracion. Por la Proposicion con P = N se tiene que las pro-
piedades wN y s(wN) son equivalentes en B. Por tanto existe un primer
elemento ¢; € N tal que

B,, tiene la propiedad wN.
Sea p1 :=q1 +ny — 1, con n; € N. Por el Corolario
B, tiene la propiedad wN,
luego por la Proposicion 50| y por la igualdad

Bpl = Um2 BP1m2
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existe un primer nimero natural gs(p;) tal que
By, 4y tiene la propiedad wiV.
Sea py := q2(p1) + ne — 1, con ny € N. Por el Corolario
By, p, tiene la propiedad wN

y, de nuevo por la Proposicion [50| y por la igualdad

Bp1 p2 = Umg B’m ,p2,m3

existe un primer namero natural gs3(p;, p2) tal que
By, ps.as(p1,p0) tiene la propiedad wN.

Por su sencillez se omite la formalizacion del proceso inductivo que
proporciona la demostracion. §

Las mismas ideas de la demostracién del Corolario [66] nos permiten
obtener el Corolario [67.

Corolario 67. Sea B un subconjunto de una o-dlgebra A de subconjuntos
de un conjunto 2 tal que B tiene la propiedad wN. Si {Bml,mz,...,mp :
(m1,ma,...,my) € UsenN°} es una malla creciente en B y T es un NV
drbol se tiene que el subconjunto T' de T definido por

T :={(n1,n2,...,np) €T : By, ps,...n, tiene la propiedad wN'}
es un NV drbol.

Demostracion. Los Corolarios [59|y [51| nos dicen que la propiedad wN es
creciente y equivalente a la propiedad s(wN) en

B=|J{Bun :mieT(1)}

mi

Por tanto, si m} es el primer elemento de 7'(1) tal que B, tiene la
propiedad wN se tiene que el conjunto

{n1 € T(1) : B, tiene la propiedad wN}
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es igual al conjunto
{ny €T(1):m) <ni}

pudiendo suceder uno de los dos siguientes casos:
1. m} € T. Entonces se define
Wh={n eT:m)<n} y W=,
y, por convenio, W2 = W"? := (.
2. my € T(1)\T. En este caso escribimos

Wh=0 vy Wh'i={n €T(1):m) <ni}.
Para cada n; € W' se tiene que

Bu, = J{Bums : (n1,m2) € T(2)}.

ma

Aplicando de nuevo los Corolarios 59y [f1] a esta igualdad se deduce
la existencia de un primer namero natural mj(ny) tal que

(n1,my(n1)) €T(2) ¥ Buymyem) tiene la propiedad wN.
Resulta pues que el conjunto
{(n1,n2) € T(2) : By,n, tiene la propiedad wN'}
es igual al conjunto
{(n1,n2) € T(2) : mjy(n1) < mal,
pudiendo suceder uno de los siguientes casos:
1. (n1,m4(ny1)) € T. En este caso se define

Wh, i={(n,n2) € T :my(nq) <mo} y W, =0
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2. (n1,m4(ny)) ¢ T. Ahora escribimos

W =0 v W, :={(n1,n2) € T(2) : my(n1) < no}.

Entonces se define

W2 = U{W,, :n, €¢ W

W = U{W! :ny € W'}

Si W' = (), entonces se conviene que W3 = W" := ().
Cuando W # () se considera para cada (ny,ns) € W2 la igualdad

Bnl,ng = U{Bn17n2,m3 : <n17n27m3) € T(S)}v

m3

que junto a los Corolarios [59] y [51] nos asegura la existencia de un primer
namero natural m4(ny, ne) tal que

(n1,n2, my(n1,ng)) € T(3)

Bmm’mg(mm) tiene la propiedad wiN.

Entonces el conjunto
{(n1,n9,n3) € T'(3) : By nyms tiene la propiedad wN}
es igual al conjunto
{(n1,n2,n3) € T(3) : my(ny,ny) < ns},

y para cada (ny,ny) € W’ pueden suceder los mismos dos casos de antes,
segin que el elemento (n1,ng, m4(ny1,ny)) pertenezca o no a 1.

1. Si (ny, ng, ms(ny,ng)) € T entonces se define

Whing = {(n1,n2,n3) € T : mi(ny,na) <mgt y W, ., =0

nin2
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2. Cuando (n1,ne, ms(ny,n2)) ¢ T se escribe

Wit =0 y W/ = {(n1,n2,n3) € T(3) : mjy(ny,n2) < n3}.

ni,n2

Igual que se hizo antes se define

w3 .= U{ Wi et (n1,m2) € W’}

ng = U{I/an,n2 . (Tll,ng) € W’Q}.

Cuando W’ = () entonces escribimos W* = W' := ().
Si W’ # ) se repite el proceso anterior en cada (ny,ny,n3) € W’,
aplicando los Corolarios 59y [f1] a la igualdad

Bnl,ng,ng - U{B(nl,ng,ng,n4) . (nlan27n37m4) S T(4)}

mq

Se omite la formalizacion del paso n al paso n+1 del proceso inductivo
por su sencillez.
Por la construccion realizada se tiene que el conjunto

T/ = UneNWn
coincide con
T :={(n1,n2,...,np) €T : By py...n, tiene la propiedad wN}.

Con el mismo razonamiento utilizado en el final de la primera parte
de la demostracion de la Proposicion |60 se demuestra que 77 es un sub-
conjunto dominante del NV arbol T, luego el Lema [54] implica que T" es
un NV arbol. g

En lo sucesivo diremos que 17" es el NV arbol contenido en T de-
terminado por los subindices de los conjuntos By, t € T, que tienen la
propiedad wN.
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3.5 Aplicaciones

En esta seccion se obtienen algunas aplicaciones del Teorema [65]y de
los Corolarios [66] y [67] primero a medidas finitamente aditivas escalares
y luego a medidas finitamente aditivas vectoriales.

Proposicion 68. Sea S una o-dlgebra de subconjuntos de €1, sea
B =A{Bm,ms...m; : (m1,ma,...,m;) € U;N°}

una malla creciente en S y sea
C =A{Crmymo..om; : (M1,ma,...,m;) € U;N°}

la malla creciente formada por los conjuntos de B que tienen la propiedad
wN. Cada sucesion (pu,), de ba(S) que sea puntualmente convergente en
Crnims,...m:» Para algin elemento de C, es puntualmente convergente en

S.

Demostracion. La existencia de C queda asegurada por el Corolario [66]
Sea,
(t4r), una sucesion en ba(S)

que es puntualmente convergente en Cy,, ms....m;, Siendo Cpyy my..m; € C.
Entonces la sucesion
(her )

es Ciy ma,....m; Puntualmente acotada. Por la Definiciéon [23]se tiene que la
propiedad N de Cpy, my...m; implica que {p, : 7 € N} es un subconjunto
acotado del espacio de Banach (ba(S),]|-|), por lo que {u,. : r € N}
es un subconjunto de ba(S) que es relativamente compacto respecto a la
topologia 74(S), por lo que al menos tiene un punto adherente v € ba(S).

Si € es otro punto adherente de la sucesion (u,.), se tiene por la con-
dicion de convergencia puntual en Cy,, my,....m, que

VILCoy g, m) = &Ly g

..... i

Esta igualdad y la Proposicion 28 aseguran que L(Cpuy iy, m;) €8 un
subespacio denso de (L(S), ] - ||), por lo que se deduce que

v=2~E.
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Por lo tanto la sucesion (i), tiene un tnico punto 7,(S)-adherente
v en ba(S), lo que unido a la 74(S)-compacidad relativa del conjunto
{pr = v € N} implica que v es el 74(S)-limite de la sucesion (u,), en

ba(S). 1

Definicion 69. Una medida vectorial acotada finitamente aditiva p de-
finida en un dlgebra A de subconjuntos de €2 con valores en un espacio
vectorial topoldgico E(T) es una aplicacion p: A — E tal que u(A) es
un subconjunto acotado de E y

u(BUC) = pu(B) + pu(C)
para cada par de subconjuntos disjuntos B, C' € A.

Utilizando (1.4.1) es inmediato demostrar que la acotacion de p(.A)
equivale a la continuidad de la aplicacion lineal

po (LA 1) — E(7)
definida por u(eg) := p(B), para cada B € A.

Definicion 70. Un espacio localmente convexo E(T) es un espacio (LF')
o un espacio (LB) si es, respectivamente, el limite inductivo de una su-
cesion creciente (Ey,(Tm))m de espacios de Fréchet o de Banach.

Entonces la topologia relativa 7,,,1|g,, inducida en E,, es menos fina
que T,,, para cada m € N. Se dice que (E,,(7mm))m €S una sucesion que
define E(T) con pasos E,,(1,), m € N, y se escribe

E(r) = En(ta).

Si Ti1lE, = Tm, para cada m € N, entonces E(7) es un espacio
(LF)-estricto, o (LB)-estricto.

De [17, Proposicion 19.4(4)] se deduce que si p: A — E(7) es una
medida vectorial acotada finitamente aditiva con valores en un espacio
(LF)-estricto E(1) =) En(7,) entonces existe n € N tal que p(A) es
un subconjunto acotado en el paso E,(7,). Cuando A es una o-dlgebra
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se deduce de |29, Teorema 4| que este resultado de localizacion es valido
si E(t) =), En(Tm) es un espacio (LF'), sin necesidad de imponer la
condicion estricto al limite inductivo. Este resultado de Valdivia motiva
la Proposicion 15 de [16], generalizada en nuestra Proposicion 9 de [1§]
mediante la introducciéon de los p-limite inductivos introducidos en la
Seccion 3 de [18] y cuya definicion, motivada por [17, Capitulo 7, 35.1], se
recuerda a continuaciéon. Esta definicion y nuestro Corolario |66 permiten
obtener la Proposicion [74] que contiene y generaliza a todos los resultados
citados en este parrafo.

Definicion 71. Una familia
{Bymorm; + (M1,ma, ... ymy) € Upeee,N°}
de subconjuntos de un conjunto A es una p-malla creciente en A si
1. (Bmy)m, €s un cubrimiento creciente de A y

2. (B ma,..omimit Jmas, €5 un cubrimiento creciente de By, ms,....m;
para cada m; € N, 1 < j <1 <p.

Definicion 72. Un espacio localmente convero E(T) es el p-limite in-
ductivo de la p-malla creciente

E = {Et(Tt) :te UlgsgpNs}

de espacios localmente convexos si

BE(r) = Z Erny (Timy)

st para cada t = (my,ma,...,m,) € NP 4y cada 1 <1 < p se tiene que
) ) s Hilp
Emlzm27~~~»m7l(Tmlam27'~~:mi) = z : Em17m27"~7mi7mi+l (Tmlym27-'~7miami+l)'
mMi+1

Entonces £ es una p-malla creciente que define E(7) con pasos Fy(1;),
t € UlgsgpNs.
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Definicion 73. Un espacio localmente convexo E(T) es un espacio p-
(LF) (0 p-(LB)) si E(T) estd definido por una p-malla creciente

E={E(n):te U N°}

1<s<p
tal que cada Ey(m), cont € NP, es un espacio de Fréchet (o de Banach).

Se dice entonces que & es una p-(LF') (o p-(LB)) malla creciente que
define E(7).

La Proposicion 9 de nuestro articulo [I8] es un caso particular de la
siguiente Proposicion

Proposicion 74. Sea p una medida vectorial acotada finitamente aditiva
definida en una o-dlgebra S de subconjuntos de €2 con wvalores en un
espacio vectorial topoldgico E(t). Si M es una malla creciente en E
se tiene que los conjuntos de M cuyas antiimdgenes por u tienen la
propiedad N determinan una malla creciente

{Et ot S USNS}

en E, tal que si 7, es una topologia en Ey mds fina que la topologia relativa
T|g, inducida por T y tal que Fy(1;) es un espacio p-(LF'), entonces cada
p-(LF) malla creciente W que define Ei(1;) contiene una malla creciente

{Fu(70) 1 v € Ur<spN°}
tal que p(S) es un subconjunto acotado en cada F,(T,), con v € NP,

Demostracion. La antiimagen mediante p de la malla creciente M en E
es una malla creciente M’ en S. Por el Corolario [66|los conjuntos de M’
que tienen la propiedad wN determinan una malla creciente en S. Por
tanto, los conjuntos de M cuya antiimagen por p tienen la propiedad wN
forman una malla creciente en E que representamos por {E; : t € U;N*}.

Supongamos que F; provisto con la topologia 7, verifica las hipotesis
de esta Proposicion y que W es una p-(LF') malla creciente que define
Ei(1;). La antiimagen mediante p de la malla creciente W es una malla
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creciente W’ en p~'(E}). Dado que p~'(FE;) es un subconjunto de S que
tiene la propiedad wN se tiene por el Corolario que los conjuntos
de W' que tienen la propiedad wN determinan una malla creciente en
p~t(E;). Por tanto, los conjuntos de W cuya antiimagen por u tiene la
propiedad wN es una p malla creciente en E; que representamos por

{Fv RS UlgsgpNs}
y que tiene estas dos propiedades:

1. u'(F,) tiene la propiedad wN para cada v € Ujcge,N*.

2. F, admite una topologia 7, tal que F,(7,) es un espacio de Fréchet
y la topologia 7, es més fina que la topologia relativa 7|, inducida
por 7, para cada v € NP,

Por la Proposicion [28 se tiene que el espacio (L(u=(F,)), |- es
tonelado y denso en (L(S), || - [|)-
De la continuidad de la aplicaciéon

i (L(S), [[-]]) — E(7)

y de que la topologia 7, es méas fina que la topologia relativa 7|g, se
deduce que la aplicacion

o ey (L(p= (F)), - 1) — Fo(r)

tiene gréfica cerrada.

Al ser (L(u=*(F,)),] - ||) tonelado y denso en (L(S), || - ||) v ser F,(7,)
un espacio de Fréchet se deduce de [28, Teoremas 1 y 14| que dicha
aplicacion

ooy (L (F)) - ) — Fuo(m)

tiene una extensiéon continua

v: (L(S),||-1]) — Fu(m). (3.5.1)
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La continuidad de la inmersion de F,(7,) en E(7) implica que la
aplicacion
v (LS) 1) — E(7)

es una aplicaciéon continua que, por construccion, verifica que

para cada f € L(u~*(F,)). Por tanto, de que las aplicaciones continuas
p (L(S) |- [I) — E(7)
vi (LS [[-[)) — E(7)
coincidan en el subespacio denso L(u~1(F,)) se deduce la igualdad
H=v,

lo que junto a la continuidad de la aplicacién v indicada en (3.5.1) nos
permite concluir que p(S) = v(S) es un subconjunto acotado de F,(7,). i

Para generalizar la proposicion anterior consideraremos un NV arbol

T y el conjunto |J T'(s) formado por la unién de todas las secciones de
seN
T, que coincide con el conjunto

U7T(s) = {t(0) : t = (1.t ... 1) € T, 1< i < p}

seN

de todas las secciones de los elementos de 7.

Definicion 75. Si T es un NV drbol se tiene que una familia

{Buy : t6) € | J T(s)}

seN

de subconjuntos de un conjunto A es una NV -malla creciente en A si se
verifican estas dos condiciones:

1. (B, )mier() €s un cubrimiento creciente de A,
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2. y para cada t = (t1,t2,...,t,) € T y para cada i tal que 1 < i <p
se verifica que

(Bt(i)xmi+1)t(i)><mi+1€T(i+1)
es un cubrimiento creciente de By

Definicion 76. Un espacio localmente convexo E(7) es el NV -limite
inductivo de la NV -malla creciente

ET - {Et(l Ti( 1) U T

seN

de espacios localmente convexos si

1. E(7) es el limite inductivo de la sucesion (Ep,(Tm,))mier(1), €8

decir
= Z{ETM (Timy) 11 € T(1)},
my
2. y si para cada t = (t1,te,...,t,) € T y cada 1 < i < p se tiene que

Eyi)(Tuy) es el limite inductivo de la sucesion
(Bt xmisr (Te(i) xmisr ) (i) xmisr €T(i41)
La condicién 2 se abrevia asi

Et(z Ti( 1) Z{Et i) Xmp1 Tt(’L)XmH,l) : ( ) X Miy1 € T(Z + 1)}7

mi+1

y se dice que la NV-malla creciente &p define E(7) con pasos Eyi) (i),
para cada t = (t1,t2,...,t,) € Ty cada 1 <i < p.

Definicién 77. Un espacio localmente convero FE (1) es un espacio NV -
(LF) (o NV-(LB)) si E(1) estd definido por una NV -malla creciente

ST = {Et(i)(Tt(i)) 1t = (tl,tg, ey ) S T 1 p}

tal que para cada t € T se tiene que Ey(y) es un espacio de Fréchet (o
de Banach).
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Entonces diremos que &r es una NV-(LF) (o NV-(LB)) malla cre-
ciente que define E(7).

Proposicion 78. Sea i una medida vectorial acotada finitamente aditiva
definida en una o-dlgebra S de subconjuntos de €2 con wvalores en un
espacio vectorial topoldgico E(t). Si M es una NV -malla creciente en
E se tiene que los conjuntos de M cuyas antitmdgenes por p tienen la
propiedad N forman una NV -malla creciente {E, : t € T} en E, tal que
si Ty es una topologia en Ey mds fina que la topologia relativa T|g, inducida
por T y Ey(1) es un espacio NV -(LF), entonces cada NV -(LF') malla
creciente W que define Ey(1;) contiene una NV -(LF') malla creciente

Wi = {Eui)(Twe)) t w = (Wi, ws, ..., w,) € W, 1 <4< p}
tal que u(S) es un subconjunto acotado en cada E,(T,), con w € W.

Demostracion. La demostracion es muy similar a la de la Proposicion
sustituyendo la aplicacion del Corolario [66| por el Corolario[67] Se incluye
la demostraciéon por completitud.

La antiimagen mediante p de la NV malla creciente M en F es una
NV-malla creciente M’ en S. Por el Corolario [67] los conjuntos de M’
que tienen la propiedad wN forman una NV-malla creciente en S. Por
tanto, los conjuntos de M cuya antiimagen por p tienen la propiedad wN
forman una N'V-malla creciente en E que representamos por {E; : t € T'}.

Supongamos que E; provisto con la topologia 7; verifica las hipotesis
de la Proposicion y que W es una NV-(LF) malla creciente que define
Ei(1¢). La antiimagen mediante p de la NV-(LF') malla creciente W es
una NV-malla creciente W’ en p~1(E;). Dado que ' (E}) es un subcon-
junto de S que tiene la propiedad wN se tiene por el Corolario [67] que
los conjuntos de W’ que tienen la propiedad wN forman una NV malla
creciente en ' (Ey). Por tanto, los elementos de W cuya antiimagen por
p tiene la propiedad wN forman una NV-(LF') malla creciente en Fy(7;)
que representamos por

Wi = {Euw(i)(Tw@)) - w = (wi,ws, ..., w,) € W, 1 <1< p}

y que tiene estas dos propiedades:
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1. ' (Ey@ ) tiene la propiedad wN para cada w = (wy, ws, ..., w,) €
W ycada 1l <i<p.

2. E,(7,) es un espacio de Fréchet y la topologia 7, es méas fina que
la topologia relativa 7|g, inducida por 7, para cada w € W.

Por la Proposicion [28] se tiene que el espacio (L(u~(Ey)), | -] es
tonelado y denso en (L(S), || - [|)-
De la continuidad de la aplicacion

i (L(S), [[-]]) — E(7)

y de que la topologia 7, es mas fina que la topologia relativa 7|g, se
deduce que la aplicacion

ey L (E) 1) = Bu(r)

tiene grafica cerrada.
Al ser E,(71,) un espacio de Fréchet se deduce de |28, Teoremas 1y
14] que la aplicacion pi|r,-1(g,)) tiene una extension continua

v: (L(S), |- ]]) — Euw(Tw) (3.5.2)
La continuidad de la inmersion de E,(7,) en E(7) implica que la
aplicacion
v (LS). - 1) — E(7)
es continua que, por construccién, verifica que
v(f) = u(f)
para cada f € L(u~'(E,)). Por tanto, de que las aplicaciones continuas
p: (L(S), [|-]]) — E(7)
vi (L(S), 1) — E(7)
coincidan en el subespacio denso L(u~'(E,)) se deduce la igualdad
p=v,

lo que junto a la continuidad de la aplicaciéon v indicada en ((3.5.2)) nos per-
mite concluir que pu(S) = v(S) es un subconjunto acotado de Ey (7). 1
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Los tres resultados siguientes de esta seccion generalizan los resulta-
dos que obtuvimos en el Corolario 4, la Proposicién 10 y el Corolario 5
de nuestro articulo [18].

Recordemos que una sucesion (xy ) en un espacio localmente convexo
E es subserie convergente si para cada subconjunto J de N la serie Y {zy, :
k € J} es convergente.

Corolario 79. Sea (xy)r una sucesion subserie convergente en un li-
mite inductivo E(1) = Y En,(7,) definido por una sucesion creciente
(Em(Tim))m de q(m)-(LF) espacios. Eziste m; € N tal que para cada
ny = my existe una q(ny)-malla creciente

{En1><t(7-n1 ><t) bt e Ulgsgq(nl)Ns}

tal que {xy, : k € N} es un subconjunto acotado de cada E,, x¢(Tn,xt), con
t € Na(m),

Demostracion. Dado que (), es subserie convergente se tiene que la
medida finitamente aditiva vectorial u : 28 — F(7) definida por u(J) :=
> ey Tk, para cada J € 2V, es acotada, pues al ser la sucesion (f(zy))x
subserie convergente para cada f € E', se tiene que Y, |f(z,)| < oco.
El corolario se deduce de la aplicacion directa de la Proposicion [74] 1

Proposicion 80. Sea p una medida acotada finitamente aditiva definida
en una o-dlgebra S de subconjuntos de 2 con valores en un espacio vecto-
rial topoldgico E(7). Cada p-malla creciente en E contiene una p-malla
creciente

T = {Et it e UlgsgpNs}

tal que cada q(t)-malla creciente en cada Ey € T contiene una q(t)-malla
creciente
Vt = {Eth U E UlgsgqNs}

tal que:

1. st EtX’U S Vt

2. y si la topologia relativa T|g,,, es sucesionalmente completa,
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entonces p(S) C Eyxy-

Demostracion. De la Proposicion[74]se deduce que cada p-malla creciente
en F contiene una p-malla creciente

T = {Et 1t e UlgsgpNs}

tal que cada E; € T tiene la propiedad de que p~!(F;) tiene la propiedad
whN.

Si volvemos a aplicar dicha Proposicion a un F; perteneciente a
T se deduce que cada ¢(t)-malla creciente en E; contiene una ¢(t)-malla
creciente

Vi = {Eixy : U € U5 N°}

tal que cada Fiy, € V; verifica que ! (Ejy,) tiene la propiedad wN.
Si ademés existe E;n, € V; tal que la topologia relativa 7|g,, , es
sucesionalmente completa, se tiene entonces que:

1. El conjunto
thv = M71<Et><v)

tiene la propiedad wN, por lo que por la Proposicion 28| L(B;y.,) es
un subespacio tonelado y denso en (L(S), | -||).

2. La densidad, la continuidad de restricciéon

ey s (L(Bixo)s || -11) — Eixo(Tl g )

y la completitud sucesional de Ejy,(T|g,,,) implican que la restric-
cion pi|r(s,,,) admite una extension continua

v (L(S), [ ) — Eixo(TlEx)- (3.5.3)
De la continuidad de
p: (L(S), 1)) — E(7)

y de la igualdad de las restricciones de v y i en el subespacio denso
L(Bixy) se deduce que v = i, lo que junto a (3.5.3)) implica que

wS) =v(S) C B B
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Corolario 81. Sea p una medida vectorial acotada finitamente aditi-
va definida en una o-dlgebra S de subconjuntos de un conjunto €1 con
valores en un limite inductivo E(1) = > Epn,(Tm,) de una sucesion
creciente (Ep, (Tm,))m, de espacios vectoriales topoldgicos de dimension
numerable. Erxiste m; € N tal para cada ny > my sucede que cada q(ny)-
malla creciente en E,, de espacios vectoriales contiene una q(ny)-malla
creciente Vy, = {Ep, xv 1 UV € Ulgsgq(nl)Ns} tal que si:

1. s1 By xy € Vi,
2. y st la dimension de E,, x, es finita,
entonces (S) C Eunyxo-

Demostracion. Se deduce directamente de la Proposicion [80, pues en
cada espacio E,x, de dimension finita se tiene que (Ep,xv, 7|5, ) €S
completo. 1






Capitulo 4

La propiedad w/N en algebras de
conjuntos Jordan medibles

4.1 Introduccién y objetivo.

En la seccion se probo que el algebra del Ejemplo [3] de los sub-
conjuntos finitos y cofinitos de N no tiene la propiedad N (Definicion
. También se expuso que Schachermayer probo en |27, Corolario 3.5]
que el algebra J(I) de los subconjuntos medibles Jordan del intervalo
I := 10, 1] tiene la propiedad N y que Valdivia en [30, Teorema 2| mejor6
el resultado de Schachermayer al descubrir que el algebra J(K) de los
subconjuntos medibles Jordan en el intervalo K := [[{[a:, b;] : 1 <i < k}
tiene la propiedad sN (ver Definicion [46).

En este capitulo K seré el intervalo

K =] [{la:, b) : 1 <i <k},

siendo su principal objetivo el Teorema [90| que demuestra que el algebra
J(K) tiene la propiedad wN (Definicion , lo que mejora el resulta-
do de Valdivia. En parte seguiremos nuestro articulo [19], donde en el
Teorema 1 se demuestra la propiedad wN de J(K).

107
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4.2 El algebra J(K).

Recordemos que la frontera de un subconjunto A de un espacio topo-
logico es la diferencia entre su clausura y su interior, es decir

fr(A) == A\A.

Definicion 82. Un subconjunto acotado A de R* es Jordan medible si
la medida de Lebesque de su frontera fr(A) es cero.

Por completitud incluimos la proposiciéon siguiente que prueba que
J(K) es un algebra de subconjuntos de K y que J(K) no es o-élgebra
de conjuntos.

Proposicion 83. Sea K := [[{[a;,b] : 1 < i < k} un intervalo k-
dimensional de R¥ provisto con la topologia T inducida por la topologia de
R*. La familia J(K) de los subconjuntos medibles Jordan en el intervalo
K = [[{lai,b;] : 1 < i < k} es un dlgebra de conjuntos que no es
o-dlgebra.

Demostracion. J(K) es un algebra de conjuntos ya que:

1. El conjunto vacio ) € J(K), pues
0\0 = 0.

2. La union finita de conjuntos de J(K) es un conjunto de J(K),
puesto que si A; € J(K), i = 1,2, se tiene que la medida de
Lebesgue del conjunto o

AN\A;
es cero, para ¢ = 1,2. Entonces de la igualdad
Al U A2 - A_l U A_Q

y de que la union de los interiores de los conjuntos A; y A,

A U A,
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es un subconjunto abierto contenido en la unién A; U A, se deduce
que

fr(A; U Ay) C (A, UA)\(A U Ay) C (A]\A1) U (A\Ay)

por lo que la medida de Lebesgue del conjunto fr(A; U Ay) es cero,
pues la frontera fr(A; U A,) es un subconjunto de la unién de dos
conjuntos, Al\Al y AQ\AZ, que tienen medida de Lebesgue igual a
cero. Por tanto A; U Ay € J(K).

3. En cualquier espacio topologico la frontera de un subconjunto A
coincide con la frontera del subconjunto Q\ A, que es el complemen-
tario en {2 de A. Por tanto, si A € J(K) se tiene que la medida de
Lebesgue de fr(A) es cero, lo que junto a la igualdad

fr(A) = fr(K\A)

implica que la medida de Lebesgue de fr(K\A) es cero, luego en-
tonces K\ A € J(K). Esto prueba que el complementario en K de
un subconjunto Jordan medible es Jordan medible.

Estas tres propiedades prueban que [J(K) es un algebra de conjuntos.
Para demostrar que J (K) no es una o-algebra hay que comprobar que no
pertenece a J (K) la union de una familia numerable conjuntos de J (K).
En efecto, cada subconjunto unitario {a} de K es medible Jordan, puesto

que la igualdad
fr({a}) = {a}\0 = {a}

implica que la medida de Lebesgue de fr({a}) es cero. Entonces el sub-
conjunto de K formado por la unién

C= U{Cn}

neN

de los puntos ¢" = (¢}, 4, ,c}) de K con coordenadas racionales es
una uniéon numerable de conjuntos Jordan medibles. Es evidente que C
es denso en K, es decir

C =K,
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y, ademas,

C=10
pues cualquier subconjunto abierto no vacio contenido en K tiene una
cantidad no numerable de puntos. Por tanto

C\C =K
y, dado que la medida Lebesgue de K es
H (bl - ai)7
1<i<k

se concluye que €' no es medible Jordan al no ser 0 la medida de Lebesgue

de C\C. i

Afortunadamente para nuestro objetivo el dlgebra J(K') contiene fa-
milias infinitas numerables de conjuntos medibles Jordan cuya unién es
medible Jordan.

Proposicion 84. Sea (B;); una sucesion de conjuntos Jordan medibles
tales que para cada jo € N se tiene que

U B;

J>Jjo

es un subconjunto de un conjunto medible Lebesgue B’ de medida menor
que €j,. St

lim ¢; =0
Jj—00

se tiene que la union B de los conjuntos Bj, con j € N, es un conjunto
Jordan medible, es decir:

B:=|]B;e J(K).
jeN
Demostracion. Para cada j, € N se tiene que

Bc (| JB)Bj.

J<Jjo
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El conjunto
Ci, = B
J<Jo
es Jordan medible, por lo que la medida de Lebesgue del conjunto
O_jO\Cjo

es cero. De la igualdad

B - Cjo U B_;'o
se deduce que o

B\B - (Cjo\cjo) U B;O,

puesto que B C C'_]O U B_go y Co'jo C B. De esta inclusion se deduce que
E\B esta contenido en un conjunto medible Lebesgue cuya medida de
Lebesgue es menor que ¢;,. Por tanto, de

B\B c ({(Ci,\Ci) UB;,}

Jjo€N

se deduce que E\B es un subconjunto de un conjunto medible Lebesgue
de medida de Lebesgue 0. Por tanto, B € J(K). 1

El Lema proporciona un método estandar de obtener una parti-
cion de un conjunto Jordan medible en subconjuntos Jordan medibles de
medida de Lebesgue menor que cierto nimero positivo e.

Supongamos que para cada i = 1,2,...,k se tiene que

(¢ )1<j<sti)

es una sucesion finita estrictamente creciente tal que a; = ¢}, b; = cf(l)
y que todos los productos

[T @ =)

1<i<k

son menores o iguales que ¢, siendo 1 < j; < s(i) — 1y 1 < i < k.
Entonces definimos

I = [cf, M, cuando 1 < j; < s(i) — 1

(]
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[s(i)fl

7

§(i)71 Cs(i)] :

7 ) e

= [c

y se dice que la familia Px . formada por los intervalos k-dimensionales
obtenidos al hallar los productos

J1 Ji Jk
[1 X“'X[i x...[k7

para cada 1 < j; < s(i) — 1y 1 <@ < k, es una particion finita de K en
intervalos relativamente compactos de medida de Lebesque menor que €.

Lema 85. Supongamos que B € J(K) y que € > 0. Existe una particion
finita {By, B, ..., By} de B en subconjuntos Jordan medibles que tienen
medida de Lebesgue menor que €.

Demostracion. Sea Pk . una particion finita de K en intervalos relativa-
mente compactos de medida de Lebesgue menor que €. La familia

{By,Bs,...,Bn}

de las intersecciones no vacias de B con los elementos de Pk . verifica el
lema. 1

Se dice que {By, By, ..., By} es la particion de B correspondiente a
la particion Pk .

4.3 B-pr no acotaciéon en ba(J(K)) con medi-
da de B prefijada.

La combinacion del Lema[85]y de la Proposicion [41] nos proporcionan
la siguiente Proposicion [86]

Proposicion 86. Sea {B,Q1,...,Q,} un subconjunto del dlgebra J(K)
de subconjuntos Jordan medibles del intervalo compacto K, sea M un
subconjunto equilibrado y B-pr no acotado del espacio normado

(ba(T (K)), I -11),
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sean « y € dos nimeros reales positivos y supongamos que {By,..., By}
es la particion de B correspondiente a una particion finita Pk, de K
en intervalos relativamente compactos de medida de Lebesque menor que
€. Existe B,, 1 < n < m, que admite una particion {C,C'} en dos
subconjuntos Jordan medibles y existe una medida pu € M tales que:

1. M es C'-pr no acotado,
2. D e Q) <1, [u(O)] > a y [u(C)] > a

Obsérvese que C'U C’ esta contenido en un intervalo k-dimensional
relativamente compacto de medida de Lebesgue menor que €. Esta ob-
servacion es importante en la demostracion del Teorema [90]

Demostracion. La Proposicion [0 implica que en la particion
{Bh B27 s 7Bm}

de B existe B,,, 1 < n < m, tal que M es B,-pr no acotado.

Para completar la demostracion solo necesitamos aplicar el razona-
miento de la demostracion de la Proposicion 1] a B,,. En efecto, la in-
clusion M C rM implica que rM es B,-pr no acotado, por lo que el
conjunto

Q == {eBn7€Q17€Q27"‘7€Qr}

verifica que
sup{|pu(C)| :perMnQ°,C C B,,C € A} = o0,

luego existen Dy C B,, con D; € J(K), y una medida A € rM N Q°
tales que
IA(Dy)| > r(1+ «).

Eatonces o = 1A € M, [u(B)| < 1 < 1y Yoo (@) <
rr~! = 1. Ademés, el conjunto D, := B, \ D; verifica que

[1(D2)| Z |p(D1)] = [u(Bn)] > 1+ —1=a.
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La Proposiciéon implica que existe i € {1,2} tal que M es D;-pr
no acotado, por lo que

C = D37i y Cl = Dl

verifican esta proposicion, pues al ser { By, B, . . ., By, } la particion finita
de B correspondiente a una particion P, se tiene que B, es la inter-
seccion con B de un intervalo [cicklel /'] contenido en K y tal que
ngigk(czj'ﬁ-l —¢]') < e. Por tanto,

cuc cByc [ I d™,
1<i<k

siendo la medida de Lebesgue del intervalo H [, ] menor que €. 1

1<i<k

Por aplicacién reiterada de la Proposicion [86| se obtiene el corolario
siguiente.

Corolario 87. Sea {B,Q1,...,Q,} un subconjunto del dlgebra J(K) y
sea M un subconjunto equilibrado de (ba(J (K)) que es B-pr no acotado.
Supongamos que ¢ € N, que v y € son dos nimeros reales positivos y que

{By, B, ...,Bn} es la particion de B correspondiente a una particion
finita Pg . de K en intervalos relativamente compactos de medida menor
que €. Eriste B,, que admite una particion {Cy,Cs,...,C,} en subcon-
Juntos Jordan medibles y existen q medidas fi1, fi2, . . ., jtgy € M tales que:
> m(@) <1
1<gsr
Y

para 1 <1< q.

Por tanto, C; UC, U - - - U, esta contenido en un intervalo k-dimen-
sional relativamente compacto cuya medida de Lebesgue es menor que
€.
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Demostracion. Por la Proposicion [0 existe B,, 1 < n < m, tal que
M es B,-pr no acotado. Entonces la Proposicién proporciona una
particion de B,, en dos subconjuntos disjuntos Cj, C7 € J(K) y una
medida py € M tales que

1. M es C}-pr no acotado

2. Y i (@) <1, [ (C)] > a, [ (C)] > a,

3. donde, como se ha indicado, C; U C] es la interseccion de B con un
intervalo de la particiéon Pk . de medida menor que e.

De nuevo la Proposicion aplicada al conjunto {C},Q1,...,Q.}
proporciona una particiéon de C] formada por dos subconjuntos Cs,
medibles Jordan y una medida us € M tales que

1. M es Ci-pr no acotado

2. Zlgjgr MQ(Qj) <1 |:u2(02>| > Q, |M2(C§)| > @,

3. siendo B, = C; UCy U Cy = O U], que, como se indico antes,
es la interseccion B,, de B con un intervalo de la particiéon Pk de
medida menor que e.

Es evidente que aplicando ¢ — 1 veces este razonamiento se obtiene el
; : R / R
corolario, siendo Cy 1= Cy_1 y g := fg-1. 1

Este corolario permite modificar la Proposicion [63] para obtener la
Proposicion B8], que por tanto proviene de la Proposicion [63]y del Lema

Proposicion 88. Sea {B,Q1,...,Q,.} un subconjunto de elementos dis-
Juntos dos a dos de un dlgebra J(K), T un darbol NV y {M, : t € T} una
familia de subconjuntos equilibrados de ba(A) que son B-pr no acotados.
Entonces para cada par o y € de numeros reales positivos y para cada
subcongunto finito {7 : 1 < j < k} de T existen:
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— dos subconjuntos disjuntos Jordan medibles By y B} contenidos en

B

— una medida 1y € Mp y

— un NV drbol Ty contenido en T tal que {t/ : 1 < j <k} C T,
que verifican:

Lo Y Alm@)l <1y |m(B)] > e,

1<ir
2. los conjuntos de {M,; : t € T1} son B}-pr no acotados.

3.y By U B} es un subconjunto de una unidn finita de intervalos k-
dimensionales y relativamente compactos, de manera que la medida
de Lebesgue de dicha union es menor que €.

Demostracion. La primera parte de la demostracion consiste en la
selecciéon de unos indices del NV arbol 7'y de unos subconjuntos
Jordan medibles contenidos en B.

Sea t! = (4{,t},...,t) ), para 1 < j < k y definamos ¢ := 2 +
> i<j<i Pi- Sea Pr /g una particion finita de K formada por intervalos
relativamente compactos de medida de Lebesgue menor que €¢/q y sea
{Wh, Ws, ..., W,,} la particion de B correspondiente a P ¢/q.

Por la Proposiciéon existe W,,, 1 < n < m, tal que Mu es W,-pr
no acotado, siendo 1 < n < m.

Aplicando el Corolario a {Wn,Q1,...,Qr}, My, g €N, yalos
nimeros reales positivos a y €/¢ se obtiene una particion Jordan medible
{C1,Cy,...,C;} de W, y un subconjunto {Ai, Ao, ..., \,;} de My tales
que:

Me(C)l > oy D [M(@) <1 parak=12...¢q (43.1)

1<i<r

Al reordenar los conjuntos

{W;ie{1,2,... mI\{n}}U{C;:ie{1,2,...,q}}
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en la forma
{D;:ie{l1,2,...,4}}
se obtiene una particion de B formada por elementos no vacios de J(K)

que tienen medida de Lebesgue menor que €/g, siendo obvio que ¢ < ¢'.
Por la Proposicion [40] se tiene:

e Que para cada subconjunto M de ba(A) que sea B-pr no acotado
existe iy € {1,2,...,q'} tal que M es D;,,-pr no acotado.

i

e Por tanto, si U es un arbol NV, M, es B-pr no acotado para cada
uelUy
Vi:={u€U: M, es D;-pr no acotado},

para cada 1 <7 < ¢/, se tiene que
U = Uici<g' Vi

de lo que aplicando la Proposicion 56| se deduce que existe ig, con
1 < iy < ¢, tal que V;, contiene un NV arbol U, .

De estas dos observaciones se deducen las tres propiedades siguientes:
— Existe i € {1,2,...,¢'} yun NV arbol T;, C T tal que
para cada t € T},

se tiene que
M; es D,,-pr no acotado,

lo que se deduce aplicando la segunda observacion.

— Para cada ' o '
= (t{,té,...,t;j) ¢T,, 1<j<k,

existe ¢/ € {1,2,...,¢'} tal que
M;; es D;;-pr no acotado,

que se deduce de la primera observacién. La condicion /¢ T, se
ha incluido para no repetir la adiciéon de elementos que ya estan en
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— Ademaés para cada t/ = (t{,té,...,t{;j) ¢ T, 1 <j<k,ypara
cada seccion

t/(m —1) de #/, con 2 < m < pj,
se tiene que el conjunto
Wi ={veUN :t/(m—-1)xveT}
es un NV arbol tal que
M

CR

Jxaw €8 B-pr no acotado,

para cada w € W, por tanto la segunda observaciéon asegura la
existencia de i/, € {1,2,...,¢'} y de un NV &rbol VJ contenido en
Wi tal que

para cada (t),t},....t0 ) xwe t,th,... .t} ) x VI

se tiene que

M () ,5,...t]

27" m—1

Jxaw €5 D,; -pr no acotado.

En la segunda parte de la demostraciéon se prueba que la
unién 77 de los indices seleccionados en la primera parte es un
NV arbol tal que los M;, con t € T}, son D-pr no acotados,
donde D es la uniéon de los elementos seleccionados de {D; : i €
{1,2,...,4'}}.

La unién 77 de los indices utilizados en las tres propiedades obtenidas
estd formado por la uniéon del NV arbol

T;

0
del conjunto o
{4 ¢ T,y 1< j <k,
y de los conjuntos o ' .
{(t],t],...,t, )} x VI

) Ym—1
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para cada t/ = (t],1}, . .. ,t:{;j) ¢ T, siendo 1 <j<ky2<m<p;.
Por la construccion efectuada resulta que el conjunto 7 es dominante,
luego el Lema [54] implica que 77 es un NV arbol, pues es un subconjunto
dominante del NV arbol T
Por otra parte, la unién D de los elementos de

(Di:ie{1,2,....q}}

utilizados en las tres propiedades obtenidas esta formado por la unién de
los siguientes conjuntos:

Dioa
D, cont! = (tjl,t‘;,...,t;j) ¢T, v 1<
<

J<keoy
Di%,contj¢Tio,1§j<k y 2<m ;.

Dj

Las tres propiedades que se obtuvieron son:
— Que para cada t € T,

el conjunto M; es D; -pr no acotado,

— que para cada j € {1,2,...,k} tal que t/ ¢ T}, se tiene que

el conjunto M;; es D;;-pr no acotado,

— y, finalmente, que para cada t/ = (t],t}, ... ,t;{,j) ¢ Ty, conl<j<
k, para cada 2 < m < p; y para cada w € VJ se tiene que

el conjunto M( es D,; -pr no acotado.

et xw
Entonces, para cada t € T}, el conjunto M; es D-pr no acotado, pues,
por construcciéon, para cada t € T} sucede que M; es profundamente no
acotado para alguno de los conjuntos cuya unién es D, lo que implica
que M; es D-pr no acotado.
La tercera parte de la demostraciéon es consecuencia de la
observacion de que alguno de los conjuntos de {C,Cs,...,C,}
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no se ha utilizado en la formaciéon de D. En efecto, el nimero de
conjuntos cuya unién es D es menor o igual que ¢ — 1. Por tanto en la

particion {C, Cy, - -+, C,} de W), existe al menos un conjunto C, tal que
D C B\Ch
Se definen
Bl - Cha
B} = y
p1i= Ap.

Por (4.3.1)) se tiene que
(B >a vy Y [m(@) <1,

1<i<r

Finalmente, también por construccion se tiene que By U Bj estéa con-
tenido en la uniéon de una familia de a lo sumo 1+ (¢—1) = ¢ intervalos k
dimensionales, relativamente compactos con medida de Lebesgue menor
que €/q. Por tanto, la medida de dicha unién es menor que €. §

Repitiendo k veces esta proposiciéon se obtiene el Corolario que,
ademés de las propiedades obtenidas en [16, Proposicion 10|, contiene
informacion adicional relacionada con la medida de Lebesgue.

Corolario 89. Sea {B,Q1,...,Q,} un subconjunto de elementos dis-
Juntos dos a dos del dlgebra J(K) y sea {M; : t € T} una familia de
subconjuntos equilibrados de ba(A) que son B-pr no acotados y cuyo con-
junto de indices T es un NV -drbol. Sean, ademds, o y € dos nimeros
reales positivos y {t/ : 1 < j < k} un subconjunto finito de T. Entonces
existen:

— una familia {Qri1, Qrias - - - s Qrik, @y} de subconjuntos de B que
son disjuntos dos a dos y que pertenecen al dlgebra J(K),

— k medidas p1; € My, 1 <j <k, y
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— un NV drbol T* contenido en T tal que {t/ : 1 < j <k} C T*,
que verifican:

1. Z |/‘LJ(QZ)| <1 Y |/‘LJ(QT+J)| >, pamjzl,Q,...,k,

1<i<r
2. los conjuntos de {My : t € T*} son Q| ,-pr no acotados y

3. Qry1 UQri2U. .. UQr UQL,, es un subconjunto de una union
finita de intervalos k-dimensionales y relativamente compactos, de
manera que la medida de Lebesque de dicha union es menor que €.

Demostracion. Al aplicar la Proposicion [8§] se obtienen:

— unos subconjuntos disjuntos Q.11 y @, contenidos en B y que
pertenecen al algebra J(K),

— una medida p; € Mu y
— un NV arbol Ty tal que {t/ : 1 < j <k} C T™,

que verifican:

Lo m(@) <1 v [u(Qr)] >«

1<i<r
2. los conjuntos de {M, : t € T1} son Q.. ,-pr no acotados y

3. Qr41UQ, ., es un subconjunto de una unioén finita de intervalos k-
dimensionales y relativamente compactos, de manera que la medida
de Lebesgue de dicha unién es menor que e.

Aplicando de nuevo la Proposicion |88 a {Q..,,,@1,...,@Q:}, a la fa-
milia {M; : t € T} y al subconjunto finito {t%,¢3,... t* '} de T} se
obtienen:

— unos subconjuntos disjuntos @,42 y Q.. contenidos en Q) ; y que
pertenecen al algebra J(K),
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— una medida gy € M2 y

— un NV arbol Ty tal que {t2,#3, ... t* '} ={t/ : 1 < j <k} C Ty,
que verifican:

Lo >0 (@) <1y |pe(Qr2)| >

1<i<r
2. los conjuntos de {M; : t € T1} son Q' ,-pr no acotados y

3. Qry1UQr2UQ) 5 es un subconjunto de una union finita de inter-
valos k-dimensionales y relativamente compactos, de manera que
la medida de Lebesgue de dicha unién es menor que €, ya que

Qr+1 U Qry2 U Q)5 es un subconjunto de Q,41 U Q). ;.

Es pues evidente que la repeticion k veces de la Proposicion [88] con
cambios analogos a los indicados en el paso anterior, produce la demos-
tracion del corolario. §

4.4 J(K) tiene la propiedad wN.

En el Teorema [90| demostramos que el algebra J(K) tiene la propie-
dad wN, resultado obtenido en el Teorema 1 de nuestro articulo [19)]. El
esquema de la demostracion es similar al del Teorema [65] y también se
utilizaré la sucesion

(tn)n = (1,1,2,1,2,3,...),
cuyos términos son las primeras componentes de la sucesion
((1,1),(1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1), ..,
obtenida al ordenar los elementos de N? con el orden diagonal.

Teorema 90. El dlgebra J(K) tiene la propiedad wN.
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Demostracion. Supongamos que J(K) no tiene la propiedad wN. En-
tonces existiria una malla creciente

{Bml,mg,...,mp p,my,mao,... 7mp € N}

en J(K) que no contendria cadenas infinitas formadas por subconjuntos
de J(K) con la propiedad N.

Por la Proposicion |62 existe un NV arbol T' tal que para cada t € T
existe un subconjunto M; de (ba(J(K)),| -||) que es K-pr no acotado,
absolutamente convexo, 74(J(K))-cerrado y que, ademas, es puntual-
mente acotado en B, es decir

sup{|pu(H)| :t € T} < 00 (4.4.1)

para cada H € B;.
La primera etapa de esta demostracién es una induccién en
la que vamos a obtener:

— un NV arbol {¢': ¢ € N} contenido en T

— y una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales (k;);
. . 2 . . .
tales que para cada (7, j) € N* con ¢ < k; existen:

— un subconjunto B; ; € J(K) y una medida p; ; € M;: que verifican

> {lpij(Ban)l ts <hp1<v<j} <1, sijeN\{1} (442)

\1i,;(Bij)| > j para cada j € N, (4.4.3)
BijN By =0 si(i,j) # (i, 5)

y, para cada j € N, existe una familia finita

{ T s )1 <5 <05}

1<i<k
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de intervalos compactos contenidos en K tales que

U Boc U { I a0}

s<ky, 1<s<q; 1<i<k
j<v

> (IL s —ay) <2

1<s<q;  1<i<k

En el primer paso de esta induccién se elige un elemento t' € T, se
define k; := 1, S* := {t!} y se aplica el Corolario[89con B := K, a = 1,
e =271y {t'} y se obtienen:

— Bu, By € J(K),
— pn € Mpy

un NV arbol T}, tales que

a1 (Bu)| > 1,
el CT,
M; es Bj-pr no acotado, para cada t € Ty,

— y una familia finita {J], ;.. [cf,d5], 1 < s
compactos contenidos en K tales que

By C U ( H [Cfladfl]) y Z ( (df — ¢} )) <27l

11
1<s<qr 1<i<k

< ¢1} de intervalos

1<s<q1r 1<i<k

Supongamos que en las n primeras etapas del proceso inductivo se
han obtenido:

1. Los ntimeros naturales k1 < kg < --- < k; <--- <k,

2. los NV éarboles Ty D15 D ---DT; O --- DT,
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3. el subconjunto {t',#2,... t*} de U,N® tal que paracada 1l < j < n
STi={t"i<k}CT
de manera que cuando 1 < j se tiene que

S; = {th—+1 .t} domina a ST,

4. las medidas {p;, € My i < k,, 1 < v < n} y las n familias
= {B}, By 11 < by, 1 < v <} j=1,2,...,n, tales cada
B’ esta formada por elementos disjuntos dos a dos de J(K) que,
cuando j > 1, los elementos de B’ son subconjuntos de B; 1, de
manera que para cada (i,j) € N? tales que i < k;, 1 < j<ny

t € T} se tiene que

> {lpij(Bo)l 18 <k 1 <v<j} <1,

|wij(Big)| > J,
M, es Bj-pr no acotado,

y existe una familia finita {J],;.[ci;, d;], 1< s < g;} de inter-

valos compactos contenidos en K tales que

gic J (I le,d), (4.4.4)

1<s<q;  1<i<k

siendo

> (It —cin)) <27

1<s<q; 1<i<k

donde en (4.4.4) se puede sustituir B} por su clausura, pues el
segundo miembro de (4.4.4]) es un conjunto cerrado. Por tanto,

Bic U I]lg,d, (4.4.5)

1<s<q; 1<i<k
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Obsérvese que por construccion los elementos de 877 son subconjun-
/ . . ..
tos de B}, 4, por lo que se tiene la inclusion

{Bow:s <k, j<v<n}CB] (4.4.6)

Para completar el proceso inductivo se determina k,,; mediante la
seleccion de un subconjunto

Spyp o= {thn Tl R
de
T\{t i < kn}
que sea dominante respecto a S™ y se aplica de nuevo el Corolario
a la familia B" := {B], Bs, : s < k,,1 < v < n} de subconjuntos

de B! _, medibles Jordan, al NV arbol 7T, y a su subconjunto finito
Stl={t" i < kpy1}, cona=n+1ye=2""1 Se obtiene:

e Una familia {B),,,, Bint1 : 1 <i < kyqq} de subconjuntos Jordan
medibles contenidos en B/, y una familia finita

{ H [Cf,n+17din+1]> 1<s< Qn+1}

1<i<k
de intervalos compactos contenidos en K tales que

B C U ( H [Cf,nﬂvdf,nﬂ])v

1<s<qn+1  1<i<k

Z ( H ( f,n—&-l - C?,n+1)> <27

1<s<qns1 \1<i<k

siendo

o Lasmedidas ;41 € My, 1 <@ < Ekpy1, que paracadal <7 < kg
verifican que

Z{|Mi,n+1(Bs,v)| ts<k,l<v<n} <l y

i1 (Bing1)| >n+ 1.
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e Yel NV arbol T, tal que
Sn+1 C Tn+1 - Tn y
M; es B;L+1—pr no acotado para cada t € T),41.

Asi pues, las sucesivas etapas de este primer proceso inductivo produ-
cen las sucesivas columnas del siguiente esquema, compuestas por pares
(Bij,ij), con j=1,23....

Bii,p1 € Mp Bia,pia € Mp Bis, p1z € Mp
Bo,pos € My Bos, o3 € My
Bnga,quQ S Mtk2 Bk237,uk23 S Mtk2

Bls, ks € Mikg

Para cada columna j la ¢ toma los valores 1,2,...,k;, siendo los B; ;
subconjuntos Jordan medibles disjuntos dos a dos del intervalo compacto
K que verifican la relaciéon

B;; C Bl, sis<j,

donde B es un subconjunto Jordan medible contenido en la interseccion
de K con la unién de una familia finita de intervalos compactos tales que
la suma de sus medidas de Lebesgue es menor que 27°. Finalmente, las y; ;
son medidas de ba(J(K)) que, ademas de las desigualdades establecidas,
verifican la relacion

Hij € M,

de manera que, para cada j € N, los conjuntos de la familia
{My:1<i<K}

son B}—profundamente no acotados.
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La segunda etapa de esta demostracion consiste en compro-
bar que si H; es un subconjunto de {1,2,.... k;}, para cada j € N,
entonces el conjunto

B:=|J{Bi;:i€H;, jeN}
es Jordan medible. En efecto, para cada j € N sea
B :=| J{Bi; i€ Hj}.
Aplicando con j = jy se obtiene la inclusion

UBCJO,

Jo<jsn

para cada n > jg, lo que implica que
| B; c B
Jo<j
y, por tanto, para cada j, € N, se obtiene que
c (BB,
J<do

Ademas, de (4.4.5)) con j := jy se deduce que

B U (T e dinl).

1<s<gj, 1<i<k

siendo
s s —Jjo
Y <H(dw ”0)><2 .
1<s<q3-0 1<i<k

Por la Proposicion [84] se tiene que B es un conjunto Jordan medible.
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La tercera parte de la demostraciéon consiste en una nueva
inducciéon para determinar una sucesion (j,), estrictamente cre-
ciente de niimeros naturales tal que para cada n € N se tiene

que

n<m
donde, como se ha indicado, (i,), := (1,1,2,1,2,3,...) es la sucesion de
las primeras componentes de la sucesion obtenida al ordenar los elementos
de N? con el orden diagonal.
Observemos que por la construccion de (i), se tiene que

I <N

para cada n € N. Dado que la sucesion (k,), es estrictamente creciente se
tiene que para cada sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales
(Jn)n se tiene para cada n € N que

n?

por lo que de
in < kj,, para cada n € N,

se deduce que el conjunto unitario H;, := {i,} es un subconjunto del
conjunto {1,2,...,k;, }. Entonces aplicando el resultado obtenido en la
segunda etapa de esta demostracion se deduce que para cada n € N el
conjunto

U Bini. € T(K) (4.4.8)

n<m

lo que nos permite obtener para cada n € N

Hir, jin (U Bim,jm) .
n<m

La determinacion por induccién de la sucesion estrictamente creciente
(Jn)n es consecuencia de la siguiente observacion, que es el paso n del
proceso inductivo natural que permite definir dicha sucesion (jy, ).
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La inclusion g, j, € ba(€2) implica que la variacion |p;, ;.| (€2) es un
numero finito, por lo que existird un namero natural s, tal que

] () < 50 €N,
Entonces:
1. Si J, es un subconjunto infinito de N\{1,2,...,j,}, si
{Nu, 1 <u<s,}

es una particion de J, en s, conjuntos infinitos y para cada 1 <
u < S, se define que

By = | J{Buuv:s <hyve N},

se tiene la desigualdad

1<u<sy

2. Esta desigualdad implica la existencia de ', con 1 < v’ < s, tal
que

iy, | (Bur) < 1. (4.4.9)

3. Por tanto, al definir j,,.1 igual al primer elemento del conjunto N/,
se tiene que j, < Jni1, y se completa el proceso inductivo definiendo

Jn+1 = Nu’\{jnJrl}'

Para formalizar la induccion se elige j; := 1 y se aplica el razona-
miento anterior a J; := N\{1}, lo que produce j, > j; y un subconjunto
infinito J5 contenido en J;\{1,2, ..., j2}. Si se suponen determinados los
elementos j; < jo < -+ < Jn, se explico en los tres pasos anteriores como
obtener j,.1, resultando que para cada numero natural n se tiene, por
construccion, que

U Binin C Bu

n<m
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De esta inclusion y de la desigualdad (4.4.9) se deduce que para cada

n € N se tiene que
| Hin g (U Bim,jm> <1 (4.4.10)

nm
Finalmente, la parte cuarta de esta demostracién es una re-
copilaciéon de resultados anteriores aplicados a las sucesiones
(Bi, o), ¥ (Mi,j,.), dque nos dari una contradiccion.
De las desigualdades i,, < kj,, ¥ jm < jn, i (m,n) E N> ym < n,y
de la desigualdad se deduce que para cada n € N\{1}

m<n
La desigualdad (4.4.3)) con (i, 7) := (i, jn) nos dice que
\ttin o (Binin)| > jn, para cadan € N, (4.4.12)

Dado que, para cada n € N, S"*! domina a S™ se tiene por la Pro-
posicion 55| que {¢’ : i € N} es un arbol NV contenido en T, por tanto
la Proposicion [53| implica que

B = J(K).

De (4.4.8)) se deduce que
H:=|]B; € J(K)
seN

lo que junto a la igualdad anterior implica que existe r € N tal que
H € By.

La sucesion (i), :== (1,1,2,1,2,3,...) contiene una subsucesion (i, ),
tal que i,, = r, para cada p € N, y ademas (n,), es estrictamente cre-
ciente. Por la construccion realizada se tiene que la medida p;, j, =
Lor,jn, € My, para cada p € N, y de la inclusion

{/’Linpjnp P - N} C Mt'r'
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se deduce que {x,, j, :p C N} es un subconjunto puntualmente acotado

en B;r. Dado que H := |J B,,;, € By se tiene, en particular, que
seN

SUP{|Mz‘npjnp(H)| :p € N} < oc. (4.4.13)

Para cada ntmero natural p se obtiene una particion del conjun-
to H con los conjuntos Jordan medibles C}, := |J,, <ny Bim.jms Bingjn, ¥

Dy = U, <m Binjm> que por (4.4.11), (4.4.12) y (4.4.10) verifican las
desigualdades

}/Jli’npj’ﬂp (Op)‘ < 17

| Py (Bi iy )| > iy
|#inpjnp} (Dp) <L
Dado que (4.4.8) implica que D, € J(K) y
‘/"Linpjnp (‘DP>‘ < }/’Llnp.]np‘ (DP)

se tiene, para cada p € N, la desigualdad
|ty ()| > = |0y iy (C) | | By (B g )| = | By iy (D) | > iy =2,
que implica la igualdad

lim |3, 5, (H)| = o,

que contradice a (4.4.13). 1

Comentario 91. El Teorema[9( es vdlido si K es un subconjunto Jordan
medible y acotado de R¥, pues entonces K estd contenido en un intervalo
compacto [[{[a;,b;] : 1 <i < k}.

No obstante se ha utilizado en el Teorema [90] un intervalo k-dimensio-
nal compacto K := [],;<.[a:, bi] de R¥, siguiendo el conjunto K utilizado
por Valdivia en su teorema de 2013 en [30], donde se prueba que J(K)
tiene la propiedad sN, resultado que inspiré nuestro Teorema [90]
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Comentario 92. FEl andlisis de la demostracion del Teorema (900 nos
lleva directamente a la demostracion de la siguiente proposicion que nos
da unas condiciones que implican que un dlgebra de conjuntos tenga la
propiedad wN .

Proposicion 93. Sea (A,), una sucesion decreciente de subconjuntos
de un dlgebra A de subconjuntos de §2 tales que para cada n € N,

1. Q es la union de una subfamilia finita de A, .
2. {ANB:Ac A, Be A} C A,.

3. {CUDIC,DEAR_H}C.An.

Entonces A tiene la propiedad wN si cuando una sucesion (A,), de
elementos disjuntos dos a dos del dlgebra A verifica que A, € A, y que
existe un B, € A, que contiene a U, A, para cada n € N, se tiene
que entonces que U,enA, € A.

Se omite la demostracion de esta proposicion debido a que se deduce,
con cambios obvios y naturales, de la demostracion del Teorema [90, que
prueba que J(K) tiene la propiedad wN.

Es obvio que J(K) y cualquier o-algebra verifican esta proposicion,
por lo que los Teoremas [65] y [00] son consecuencia de esta proposicion.

4.5 Aplicaciones

Los resultados indicados en la seccion [3.5) como aplicaciones del Teore-
ma [65] para una o-algebra de conjuntos S son aplicables al algebra J (K),
ya que dicha élgebra tiene la propiedad wN, que, por la Proposiciéon
es equivalente a la propiedad w(wN) = w?N.

Por tanto, en los enunciados siguientes se omiten las demostraciones
por su similitud con el caso de o-algebra considerado en la seccion [3.5
sustituyendo el Teorema [65] por el Teorema [90]

La proposicion siguiente es la version 7 (K) de la Proposicion [68
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Proposicion 94. Sea B = {B,,, my...m; : (M1, ma, ..., m;) € UN°} una
malla creciente en J(K) y sea

C= {le,mg,...,mi : (m17m27 s ami) € USNS}

la malla creciente formada por los conjuntos de B que tienen la propiedad
wN. Cada sucesion (), de ba(J(K)) que sea

Ts(Cony m,...m;) — convergente

para algin elemento de C es 75(S)-convergente.

Los Corolarios [66] y [67] son obviamente validos cuando A es el algebra
J(K) de subconjuntos Jordan medibles en un intervalo compacto K de
R¥. Los enunciados analogos a las Proposiciones [74, [78§] y [80] en el algebra
J(K) son las tres proposiciones siguientes.

Proposicion 95. Sea i1 una medida vectorial finitamente aditiva y aco-
tada definida en el dlgebra J(K) de los subconjuntos Jordan medibles de
K y con valores en un espacio vectorial topoldgico E(t). Si M es una
malla creciente en E se tiene que los conjuntos de M cuya antiimagen
por i tiene la propiedad N forman una malla creciente

{Et it e USNS}

en E, tal que si Ty es una topologia en Ey mds fina que la topologia relativa
T|g, inducida por T y tal que FEy(1;) es un espacio p-(LF), entonces cada
p-(LF) malla creciente W que define Ey(1;) contiene una malla creciente

{Fy(0) 1 v € Ur<spN°}
tal que w(J(K)) es un subconjunto acotado en cada F,(7,), con v € NP,

Proposicion 96. Sea i1 una medida vectorial finitamente aditiva y aco-
tada definida en el dlgebra J(K) y con valores en un espacio vectorial
topologico E(7). Si M es una NV malla creciente en E se tiene que
los conjuntos de M cuya antiimagen por u tiene la propiedad N forman
una NV malla creciente {E, : t € T} en E, tal que si 7, es una topologia
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en Ey; mds fina que la topologia relativa 7|g, inducida por T y Ei(1) es
un espacio NV -(LF), entonces cada NV -(LF) malla creciente VW que
define Ey(1;) contiene una NV -malla creciente

Wi = {Eui)(Twe)) t w = (Wi, ws, ..., w,) € W, 1 <4< p}
tal que w(J(K)) es un subconjunto acotado en cada E,(7,), conw € W.

Proposicion 97. Sea o una medida finitamente aditiva y acotada defi-
nida en el dlgebra J(K) con valores en un espacio vectorial topoldgico
E(7). Cada p-malla creciente en E contiene una p-malla creciente

T = {Et 't e UlgsgpNs}

tal que cada q(t)-malla creciente en cada Ey; € T contiene una q(t)-malla

creciente
Vt = {Etxv V€ UlgsgqNs}

tal que si:

]. 87/ EtXU E Vt

2. y si la topologia relativa T|g,,, es sucesionalmente completa,

entonces (W(J (K)) C Eixy.

De esta proposicion y de la completitud de los espacios vectoriales
topologicos de dimension finita se deduce el siguiente corolario, que es la
version J (K') del Corolario [81]

Corolario 98. Sea p una medida vectorial finitamente aditiva y aco-
tada definida en el dlgebra J(K) con wvalores en un limite inductivo
E(1) = >, Bmi(Tmy) de una sucesion creciente (Ep, (Tin,))m, de es-
pacios vectoriales topoldgicos de dimension numerable. Fxiste m; € N
tal para cada ny = my sucede que cada q(ny)-malla creciente en E,, de
espacios vectoriales contiene una q(ni)-malla creciente V,, := {En,xo :
U € Urcs<qn)N*} tal que:

1. s1 By xy € Vi,
2. y st la dimension de E,, x, es finita,

entonces J(K) C Ep, xp-






Capitulo 5

Algunos problemas abiertos.

5.1 Un problema abierto (Valdivia, 2013).

—_~—

Sea A un éalgebra de subconjuntos de un conjunto Q y (L(A), || -]|) el
espacio de Banach obtenido al formar la completacion del espacio nor-
mado (L(A), | -||) generado por la envoltura lineal de las funciones ca-
racteristicas

{ea: Ae A}

de los conjuntos del algebra A con la norma supremo, cuyo dual con la
norma dual es isométrico al espacio de Banach (ba(.A), | - |) de las medidas
finitamente aditivas definidas en .4 con la norma variacién.

Si f € L(A)y u € ba(A) se tiene que el valor de p en f es

u(f) = /Qfdm

—~——

por lo que tiene cierta dificultad evaluar p(f) cuando f € L(A)\L(A).
Por el teorema de Banach-Steinhaus si
M :={p; :iel}

—_~—

es un subconjunto de (ba(A),|-|) puntualmente acotado en L(A) en-
tonces M es un subconjunto acotado de (ba(A),|-|). Desde el punto de

137
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vista practico, la principal dificultad de la aplicacion de este teorema es
la evaluacion de las integrales

wi(f) = /Qfdl%

—_~—

para cada f € L(A)\L(A), siendo muy sencillo el calculo de y;(g) cuando
g € L(A), pues al ser

g =ciey, +---+cpeq,

se tiene que

:ui(g):/gdUi:Cl,ui(Al)‘i""—i-Cnui(An).
Q

La gran simplificacion que aporta el Teorema de Nikodym-Dieudonné-
Grothendieck (en breve NDG y expuesto en [3, 4, [5, 2], entre otros)
consiste en probar que si A es una o-dlgebra, una condicién suficiente,
y obviamente necesaria, para la acotaciéon en norma de un subconjunto
M :={u; :i € I} de (ba(A),|-]) es la acotacion puntual de M en L(A),
que equivale a la acotacion puntual de las formas lineales {y; : i € I} en
las funciones caracteristicas del conjunto

{ea: A€ A},

que es lo mismo que la acotacion puntual de las medidas {p; : 7 € I} en
cada conjunto de la o-dlgebra A.

Valdivia simplifico atin mas este teorema al demostrar en [29] que
si una o-algebra A se expresa como una uniéon numerable creciente de
subconjuntos de A,

A=U,B,,

entonces existe un indice n tal que el Teorema NDG tiene validez susti-
tuyendo A por B, y se dice entonces que B, tiene la propiedad N.

Se ha expuesto que la tesis de este resultado de Valdivia lleva a decir
que un subconjunto B de un algebra A de subconjuntos de un conjunto
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Q) tiene la propiedad fuerte de Nikodym, propiedad s/N en breve, si la
version de Valdivia del teorema NDG es cierta en B, i.e., que para cada
cubrimiento numerable creciente (B,,),, de B existe un B, que tiene la
propiedad N.

El resultado de Schachemayer en [27| de que el algebra J([0,1]) de
los subconjuntos Jordan medibles del intervalo [0, 1] tiene la propiedad
N, mejorado por Valdivia en 2013 al demostrar en [30] que el &lgebra
J(K) de los subconjuntos Jordan medibles de un intervalo compacto K
contenido en R¥ tiene la propiedad fuerte de Nikodym, sugirié a Valdivia
proponer el siguiente problema, atn abierto:

Problema 99 (Valdivia, 2013). ;Es cierto que en un dlgebra A de sub-
conjuntos de un conjunto 2 la propiedad de Nikodym implica la propiedad
fuerte de Nikodym?

Por lo que sabemos ese problema sigue abierto y da la impresion que
aun se esta lejos de encontrar la solucion.

5.2 El problema de Valdivia en espacios de
Banach. Conjuntos DAU.

La secciéon anterior lleva de forma natural a plantear cuestiones en un
espacio de Banach (E, || - ||) relacionadas con la version fuerte de Valdivia
del teorema NDG'. Su exposicion se facilita con la definicion siguiente de
conjuntos DAU, utilizada entre otros por [7, 22, 23], 25| [26], asi como con
algunas propiedades relacionadas que vamos a exponer.

En las propiedades que son conocidas se ha indicado la referencia y se
ha aportado una demostracion, intentando siempre que fuese més sencilla
que la original o las conocidas.

Definicién 100 (J. Fernandez, S. Hui y H. Shapiro, 1989). Un subcon-

gunto C' de un espacio normado (E, || - ||) es DAU si para cada subconjunto
M de su dual (E', || -||) provisto con la norma dual

sup |f(z)] < oo, VzeC = sup|fl|= sup |f(z) <oo,

feM feMm femM

z€BE(0,1)
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i.e., en (E',||-|]) la C-acotacion puntual de un subconjunto implica su
acotacion respecto a la norma dual.

Es bien conocido que puede utilizarse la norma dual o cualquier otra
norma equivalente.

En inglés se dice que C' es “un subconjunto ubd” (iniciales de “uni-
form boundedness deciding subset” que traducimos por “subconjunto que
determina la acotacion uniforme en Bg(0,1)”, de lo que procede la abre-
viatura DAU).

Se tiene pues que el subconjunto C' es DAU si el Principio de acota-
cion uniforme es valido en C, siendo obvio que son equivalentes las tres
condiciones siguientes

1. Ces DAU,
2. C\{0} es DAU,
3. {||z]| 7'z : x € C\{0}} es DAU,

lo que nos permite reducir el estudio de los conjuntos DAU a los sub-
conjuntos de la esfera unidad Sg := {x € E : ||z|| = 1} que tienen la
propiedad de ser DAU.

Por el teorema de Banach-Steinhaus se tiene que la esfera unidad de
un espacio de Banach (E, || - ||) es un conjunto DAU. El ejemplo siguiente
proporciona subconjuntos propios de Sg que son DAU.

Ejemplo 101. Font probé en [11] que el conjunto de los puntos extremos
(incluso el conjunto de los puntos expuestos) de la esfera unidad de un
espacio de Banach reflexivo forman un conjunto DAU.

La situacion respecto a espacios de Banach no reflexivos es diferente,
pues es sencillo probar que los conjuntos de puntos extremos de las esferas
unidad de I, 0 Loo[0, 1] son conjuntos DAU, en tanto que no se conocen
subconjuntos propios de las esferas unidad S, o S;, de ¢y o l; que sean
conjuntos DAU.

La proposicion siguiente caracteriza cuando un conjunto es DAU.
Otra caracterizacion de los conjuntos DAU se da en la Proposicion [108]
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Proposicion 102. Un subconjunto C de un espacio normado (E, | -||)
es DAU si y solo si su envoltura lineal (span{C}, || -||) es un subespacio
denso y tonelado de (E, || -||).

Demostracion. Supongamos que C' es un subconjunto DAU y que M es
un subconjunto de (E',||-||) que es C-puntualmente acotado. Entonces
M es un subconjunto acotado de (E',||-||) por lo que su polar, M°, es
un entorno de 0 en (E, | -|), luego al ser M° N span{C} entorno de 0
en (span{C}, || - ||) se deduce que (span{C'}, || - ||) es un espacio tonelado.
Ademas, considerando el caso particular en que

M :=C°

se tiene, por definicion de polar, que M es un subconjunto de (E', || - ||)
que esta uniformemente acotado en C'. Por tanto, lo ya probado implica
que

M° = C°° = absco{C}

es un entorno de 0 en (£, | - ||), luego

E = U,nabsco{C} C span{C} C £

prueba que span{C'} = E, i.e., span{C'} es un subespacio denso en F.
Reciprocamente, si (span{C},||-||) es tonelado y M es un subcon-

junto de E’ que es C-puntualmente acotado entonces del teorema de

Hahn-Banach y de la definicion de espacio tonelado se deduce que

M° N (span{C})

es un entorno de 0 en (span{C}, | - ||). Por tanto, si ademas span{C'} es
un subespacio denso de (E, || - ||) se tiene que

Me N (span{C})

es un entorno de 0 en (E, || -||), lo que prueba que el conjunto cerrado
M?* es entorno del origen en (E, || -||). Entonces se tiene que M°° es un
subconjunto acotado (E,||-||)’. Por tanto, M, que es un subconjunto
del bipolar M°°, es también un subconjunto acotado (E, | -|)’, lo que
demuestra que C' es un conjunto DAU. 1
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De esta Proposicion y de la Proposicion se deduce el corolario
siguiente que identifica las propiedades Ny DAU en (L(A), | -|).

Corolario 103. Un subconjunto B de un dlgebra de conjuntos A tiene
la propiedad N si y solo si {ep : B € B} es un subconjunto DAU de

(LA - 1D-

Vamos a obtener otra caracterizacion de la propiedad N utilizando
conjuntos normantes, cuya definicién y algunas propiedades se recuerdan
a continuacion. Como se ha indicado, se facilitan demostraciones que se
ha procurado que sean muy sencillas.

Definicion 104. Un subconjunto C de un espacio normado (E, | -||) es
normante si el funcional de Minkowsk: de su bipolar C°° es una norma
en E equivalente a la norma || - ||.

La proposiciéon siguiente prueba que dado un conjunto normante C'
de un espacio normado (E, | - ||) la proyeccion de C\{0} desde el origen
sobre la esfera unidad Sg es un conjunto normante.

Proposicion 105. Si C' es un subconjunto normante de (E, || - ||) enton-
ces

{llz] "2 - x € C\{0}}
es un conjunto normante contenido en Sg.

Demostracion. De la existencia de 0 < r < R tales que B(0,r) C C°° C
B(0, R), se deduce que

B(0,rR™") c R'C*° C B(0,1).
Ademas es evidente que
R'C c{||z]| ‘2 : 2 € C\{0}}* C B(0,1),
de lo que se deduce que

R'C c {||z]| ' : 2 € O\{0}}*°.
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De estas relaciones se obtiene que
B(0,rR™Y) c{||z|| 'z : x € C\{0}}*° C B(0,1).

Por tanto, {||z|| 'z : € C'\{0}} es un conjunto normante contenido en
la esfera unidad Sg. 1

La proposicion siguiente facilita varias caracterizaciones de la propie-
dad de ser conjunto normante.

Proposicion 106. Sea C' un subconjunto del espacio normado (E, || -||).
Las condiciones siguientes referidas al par dual < E, E' > son equivalen-
tes:

1. C es normante

C°° es normante

C°° es un entorno acotado de 0 del espacio (E,||-||).

e

C' y C° son subconjuntos acotados de (E,||-|) v (E',||-||), respec-
tivamente.

5. C° es normante.

Demostracion. 1 <= 2. Si C' es normante existen dos nimeros reales r
yr'talesque 0 <r <r'y

Bg(0,7) € C°° C Bg(0,r").
De esta relacion y de la igualdad
COO — (COO)OO

se deduce la equivalencia entre las dos primeras condiciones.
1 <= 3. Esta equivalencia se deduce de que la existencia de 0 < r < r/
que verifiquen las inclusiones

Bg(0,r) € C°° C Bg(0,7")
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equivale a que C°° sea un entorno de 0 del espacio (F,||-||) y a que C*°
sea un subconjunto acotado de dicho espacio.
1 <= 4. Es evidente que en los espacios (E, || - ||) y (£, - ||) se tiene
que:
C'y C° son acotados <= C°° y (C°)°° son acotados

y que
Bg(0,7) C C*° C Bg(0,r")

es equivalente a
C* C Bp(0,7") y (C°°)° C B(0,771),

donde las dos ultimas inclusiones caracterizan que C*°y C° = (C°)*° =
(C°°)° sean subconjuntos acotados de (E,||-||) y (E',||-]|), respectiva-
mente. De estas observaciones se deduce inmediatamente la equivalencia
entre las condiciones 1 y 4.

1 <= 5. Tomando polares se deduce la equivalencia entre

Bg(0,r) C C*° C By(0, R)

Bp/(0,R™Y) C (C*°)° C Bg(0,r ),

lo que prueba la equivalencia entre las condiciones 1 y 5, pues ya se ha
indicado que (C*°)° = (C°)*° = C°. 1

Definicion 107. Se dice que un subconjunto C' de un espacio normado
(E,||-|]) es fuertemente normante, s-normante para abreviar, si cada
cubrimiento creciente (Cy,)y de C contiene un C,, que es normante.

La proposicion siguiente es una formulaciéon equivalente a la caracte-
rizacion de los conjuntos DAU obtenida en [22], que se llaman conjuntos
ubd en dicho articulo.

Proposicion 108 (Nygaard 2001). Un subconjunto acotado C de un
espacio normado (E, || -||) es DAU si y solo si C' es s-normante.
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Demostracion. Sea C' un subconjunto acotado de un espacio normado
(B, - )

Supongamos que C' es s-normante. Entonces si M es un subconjunto
de E’ que es C-puntualmente acotado se tiene que

C=|J{zeC:|f@)|<m, feM}

Por tanto, existe C,, :=={z € C : |f(z)| < n, f € M} que es normante y,
por la condicion 4 de la Proposicion [106] se tiene que Cy es un subcon-
junto acotado de (E',|-||). De M C (n7'C,)° = nC? se deduce que M
es un subconjunto acotado de (E, || - ||), luego C' es un subconjunto DAU
de (E, |- 1))-

Si el conjunto acotado C' no es s-normante entonces C' es la uniéon de
una sucesion creciente (C,),, de subconjuntos tales que ninguno de los
conjuntos C, es normante. Por la condicion 4 de la Proposicion [I06] se

tiene que cada C, es un subconjunto no acotado de (E’, || -||). Para cada
m existe f,, € Cy, tal que || f| = m, luego M := {f,, : m € N} es un
subconjunto no acotado de (E’, || -||) que, por la construccion realizada,

se tiene que M esta puntualmente acotado en C. Por tanto el conjunto
Cnoes DAU. 1

Corolario 109. Sea C' es un subconjunto de la esfera unidad S de
un espacio normado (E,| ). Si C es no-DAU existe un conjunto no
normante A contenido en la bola unidad cerrada de (E,||-||) tal que

span{ A} = span{C'}.

Demostracion. Por la Proposicion [108] se tiene que C' es la union de
una sucesion creciente (C,),, de subconjuntos tales que ninguno de los
conjuntos Cy, es normante. Por la condiciéon 4 de la Proposicion [I06] se
tiene que cada C¢, es un subconjunto no acotado de (E', || - ||), por lo que
para cada m € N existe

fm €Cr, Nfmll=m, e, sup |fn(2)] =m,
B(0,1)

por tanto dados dos ntimeros naturales m y n se tiene que

sup [ fu(2)] < 1,

m=1Cm
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puesto que:
1. Sim < n,

sup | fu(@)] < m " sup[fu(z)] <mTh <L
Cn

m~—1C,

2. y si n < m entonces

sup | fn(z)] <m™' sup |fu(z)|=m 'n < 1.

m=1Cm Bp(0,1)

Por tanto, el conjunto
A:=U,mC,

verifica que

sup [ f,(2)] < 1,
T€EA

para cada n € N, por lo que A es un subconjunto de la bola cerrada

unidad Bg(0,1) cuyo conjunto polar A° contiene al conjunto no
acotado

{fn:mn €N}

La condicién 4 de la Proposiciéon implica que A es un conjunto
no normante. De la construccién realizada se deduce de inmediato
que

span{A} = span{C'}. &

De la Proposicion y del Corolario [103| se deduce el siguiente co-
rolario.

Corolario 110. Un subconjunto B de un dlgebra de conjuntos A tiene la
propiedad N si y solo si B tiene la propiedad s-normante, i.e., para cada
cubrimiento creciente (By,)m de B existe un B, tal que {eg : B € B,} es
un subconjunto normante de (L(A), |- |-

Este Corolario junto al Corolario [L03| motivan la siguiente definicion,
asi como los tres problemas comentados después de dicha Definicion.
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Definicion 111. Se dice que un subconjunto F' de un espacio de Ba-
nach (E, || -||) tiene la propiedad DAU fuerte, sDAUen breve, si en cada
cubrimiento numerable creciente (F,,),, de F existe un F, que tiene la
propiedad DAU.

Problema 112 (Version en espacios de Banach del problema de Valdivia
de 2013). Sea F' un subconjunto de un espacio de Banach (E.||-||). ;Es
cierto que si F' es un subconjunto DAU entonces F es sDAU?

Si la respuesta fuese negativa surgen nuevas preguntas, por ejemplo:

Problema 113. Caracterizar los espacios de Banach para los que en sus
subconjuntos las propiedades DAU y sDAUson equivalentes.

En el supuesto de que existan espacios de Banach (E, || - ||) con subes-
pacios en los que las propiedades DAU y sDAU no sean equivalentes,
aparece de forma natural la pregunta siguiente.

Problema 114. Caracterizar los subespacios de un espacio de Banach
para los que las propiedades DAU y sDAU son equivalentes.

5.3 Consideraciones finales. Agradecimientos.

Los resultados teodricos de Teoria de la Medida obtenidos en esta Tesis
sugieren nuevos problemas en espacios de Banach y en espacios normados,
asi como el reto de encontrar ejemplos.

En el apartado anterior hemos definido la propiedad sDAU, que es la
version general de la propiedad sV.

Recordando que en la Tesis se ha demostrado que el algebra J(K)
tiene la propiedad wN es evidente que se puede considerar el estudio de
la propiedad anéloga en espacios normados, que deberiamos denominar
propiedad wD AU, para la que se pueden formular problemas en términos
parecidos a los anteriores, que nos deben llevar a obtener nuevos ejemplos
y aplicaciones.

Finalmente, expresamos nuestro agradecimiento a los autores de tra-
bajos anteriores relacionados con este tema, en particular a los que han
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hecho aportaciones recientes en este campo, como el profesor Valdivia por
sus descubrimientos de que tanto cualquier o-algebra S como el algebra
J(K) tienen la propiedad s, y a los profesores Kakol y Lopez-Pellicer
por la obtencion de que cualquier o-algebra S tiene la propiedad w(sN),
que en esta tesis se ha probado que es una propiedad equivalente a la
propiedad wN.

Es innegable que estos resultados junto al estimulo y apoyo de los
directores de esta Tesis, Profesores J. Mas y S. Moll, nos han guiado
hacia los nuevos resultados obtenidos, que esperamos sean el punto de
partida de nuevas aportaciones.
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