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Resumen

Una de las mayores dificultades en el disenio de un sistema de control
es sin duda la presencia de retardos, méxime si el sistema que se pretende
controlar es inestable en bucle abierto y/o de fase no minima.

Los retardos temporales pueden ser intrinsecos a los procesos a controlar,
véase por ejemplo los procesos quimicos, biolégicos, columnas de destilacion,
procesos con intercambios térmicos, etc., o bien introducirse en el sistema de
control por el propio diseno del mismo (tiempo de cémputo del algoritmo
de control, sistemas distribuidos, control remoto, redes de comunicaciones,
retardos introducidos por los sensores y/o actuadores, etc.).

En general, las prestaciones de los sistemas de control son muy sensibles
a todos estos retardos, mas incluso que a otros parametros del modelo. De
hecho, un sistema de control en bucle cerrado puede llegar a inestabilizarse
como consecuencia de los mismos. La principal limitacion de los sistemas
con retardos en el bucle de control se deriva del decremento de fase, lo cual
conduce a una inestabilidad del bucle de control a ganancias relativamente
menores que sin la presencia de esos retardos, lo que implica una limitaciéon en
la magnitud de la accién de control. Los sistemas con retardos temporales son
de dimension infinita, y su funcién de transferencia en bucle cerrado posee
un numero infinito de polos. Es por tanto muy dificil para un regulador
convencional realizar un ajuste de estos polos.

El Predictor de Smith [113], as{ como sus miltiples extensiones, y la
técnica de Asignacién Finita del Espectro [71], pueden considerarse como
las estrategias de control mas extendidas para el control de sistemas lineales
sometidos a retardos de actuacién y/o medida [105, 42].

Tanto el Predictor de Smith, como la técnica de Asignacién Finita del
Espectro, tienen en comtin que realizan una compensaciéon del retardo en
base a una prediccion de la salida, o del estado, a partir de un modelo del
sistema considerado. Si el proceso a controlar es inestable, los esquemas de
control resultantes no cumplen la condicién de estabilidad interna y por tanto
seran inestables.

Con objeto de poder aplicar estas técnicas al control de sistemas inesta-
bles con retardos temporales, se han propuesto diferentes modificaciones del
esquema original del Predictor de Smith, denominadas genéricamente Com-
pensadores de Tiempo Muerto (DTC), asi como diferentes intentos de bus-
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car una implementacién numéricamente estable de la técnica de Asignacion
Finita del Espectro. Destacar sin embargo, que todas estas modificaciones
han consistido en soluciones parciales del problema planteado, tanto en lo
concerniente a la utilizacién de DTC para el control de sistemas inestables
de fase minima o no minima, como en lo concerniente a la implementacion
numéricamente estable de la integral de prediccién utilizada en la técnica de
Asignacion Finita del Espectro.

En esta tesis, se plantea una solucién genérica para ambos problemas. En
concreto se han desarrollado los siguientes puntos:

= Se ha presentado una nueva metodologia para el diseno de DTCs para el
control de sistemas estables y/o inestables de fase minima o no minima
con retardos temporales. A diferencia de propuestas anteriores, esta meto-
dologia permite un diseno de todos los controladores sin consideracién del
retardo, tanto en el ajuste de la ecuacién caracteristica correspondiente al
seguimiento de la referencia, como en la correspondiente al rechazo de per-
turbaciones de carga. La robustez de los esquemas presentados, asi como las
prestaciones obtenidas al rechazo de perturbaciones, muestran una sustan-
cial mejora con respecto a propuestas previas presentadas en la literatura.

= El desarrollo de un esquema de prediccién-observacién robusto para la
implementacién digital de la técnica de Asignacién Finita del Espectro,
eliminando el problema de la inestabilidad producido por la aproximacion
numérica de la integral de prediccién.

= La validaciéon experimental de los algoritmos propuestos, para el control
de un mini-helicéptero de 4 rotores en vuelo libre y un prototipo de la-
boratorio de un helicéptero de 4 motores, sometidos ambos a retardos de
actuacién y/o medida. El desarrollo de un sistema empotrado para la im-
plementacion de los algoritmos propuestos sobre el mini-helicéptero de 4
rotores. Destacar que hasta la fecha de publicacién de esta tesis no se ha
encontrado en la literatura ninguna implementacién real de un esquema de
prediccién o DTC sobre un proceso inestable.



Resum

Una de les majors dificultats en el disseny d’un sistema de control és
sense dubte la preséncia de retards, especialment si el sistema que es preten
controlar és inestable en bucle obert i/o de fase no minima.

Els retards temporals poden ser intrinsecs als processos a controlar, vegeu
per exemple els processos quimics, biologics, columnes de destil.lacid, proces-
sos amb intercanvis termics, etc, o bé introduir-se al sistema de control pel
propi disseny del mateix (temps de comput de I’algorisme de control, sistemes
distribuits, control remot, xarxes de comunicacions, retards introduits pels
sensors i/o actuadors, etc.).

En general, les prestacions dels sistemes de control sén molt sensibles a
tots aquestos retards, més encara que a altres parametres del model. De fet,
un sistema de control en bucle tancat pot arribar a inestabilitzar-se com a
consequencia dels mateixos. La principal limitacié dels sistemes amb retards
al bucle de control es deriva del decrement de fase, la qual cosa porta a una
inestabilitat del bucle de control a guanys relativament menors que sense
la presencia d’eixos retards, i aix0o implica una limitacié en la magnitud de
l'accié de control. Els sistemes amb retards temporals sén de dimensié infi-
nita, i la seua funcié de transferéncia en bucle tancat té un nombre infinit
de pols. Es per tant molt dificil per a un regulador convencional realitzar un
ajust d’aquestos pols.

El Predictor de Smith [113], aix{ com les seues miltiples extensions, i la
tecnica d’Assignacié Finita de I'Espectre [71], poden considerar-se com les
estrategies de control més exteses per al control de sistemes lineals sotmessos
a retards d’actuacié i/o mesura [105, 42].

Tant el Predictor de Smith, com la teécnica d’Assignacié Finita de I’Espectre,
tenen en comu que realitzen una compensacio del retard en base a una pre-
diccié de l'eixida, o de l'estat, a partir d’'un model del sistema considerat.
Si el procés a controlar és inestable, els esquemes de control resultants no
compleixen la condicié d’estabilitat interna i per tant seran inestables.

Amb l'objectiu de poder aplicar aquestes tecniques al control de siste-
mes inestables amb retards temporals, s’han propossat diferents modifica-
cions de ’esquema original del Predictor de Smith, anomenades genericament
Compensadors de Temps Mort (DTC), aixi com diferents intents de cercar
una implementacié numericament estable de la técnica d’Assignacié Finita
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de I’Espectre. Tanmateix cal destacar que totes aquestes modificacions han
consistit en solucions parcials del problema plantejat, tant pel que fa a la
utilitzacié de DTC per al control de sistemes inestables de fase minima o
no minima, com pel que fa a la implementacié numericament estable de la
integral de prediccié emprada en la técnica d’Assignacié Finita de 'Espectre.

En aquesta tesi, es planteja una solucié generica per a ambdos problemes.
En concret s’han desenvolupat els segiients punts:

= S’ha presentat una nova metodologia per al disseny de DTCs per al con-
trol de sistemes estables i/o inestables de fase minima o no minima amb
retards temporals. A diferéncia de propostes anteriors, aquesta metodolo-
gia permet un disseny de tots els controladors sense consideracié del retard,
tant en l'ajust de ’equacié caracteristica corresponent al seguiment de la
referéncia, com en la corresponent al rebuig de perturbacions de carrega.
La robustessa dels esquemes presentats, aixi com les prestacions obteses al
rebuig de perturbacions, mostren una substancial millora respecte a pro-
postes previes presentades en la literatura.

= El desenvolupament d’un esquema de prediccié-observacié robust per a la
implementaci6 digital de la Tecnica d’Assignacié Finita de I’Espectre, eli-
minant el problema de la inestabilitat produit per ’aproximacié numerica
de la integral de prediccio.

= La validacié experimental dels algorismes propossats, per al control d’'un
mini-helicopter de 4 rotors en vol lliure i un prototipus de laboratori d’un
helicopter de 4 motors, sotmesos ambdos a retards d’actuacié i/o mesura.
El desenvolupament d’un sistema encastat per a la implementacié dels
algorismes propossats sobre el mini-helicopter de 4 rotors. Cal destacar que
fins a la data de publicacié d’aquesta tesi no s’ha trobat en la literatura
cap implementacié real d’un esquema de prediccié o DTC sobre un procés
inestable.



Abstract

One of the main difficulties in control systems design is undoubtedly the
presence of delays, and more if the system to be controlled is unstable in
open loop and/or non minimum phase.

Temporal delays may be intrinsic to the process to be controlled, such
as in chemical and biological processes, distillation columns, processes with
thermal exchanges, and so on. Delays can also be introduced in the controller
design itself (computation time of the control algorithm, distributed systems,
remote control, communication networks, sensors and/or actuators induced
delays, etc.).

In general, the control system performance is very sensitive to all these
delays, even more than to other parameters in the model. In fact, a closed-loop
control system may become unstable as a consequence of delays. The main
limitation of systems with delays in the control loop is due to the induced
phase change, which leads to instability with smaller gains than in the absence
of delay. This implies a limitation in the control action magnitude. Systems
with delay are infinite-dimensional, and thus their transfer function has an
infinite number of poles. It is thus very difficult for a conventional regulator
adjust these poles.

The Smith Predictor [113], as well as their multiple extensions, and the
technique of Finite Spectrum Assignment [71], may be considered as the
control strategies more widespread for the control of linear systems with a
delay in the actuation and/or measurement [105, 42].

Smith Predictor and Finite Spectrum Assignment, have in common that
they are based on a delay compensation by means of an output or state
prediction from a model of the process in consideration. If the process to be
controlled is unstable, the resulting controls schemes do not fulfill the internal
stability condition and thus they will become unstable.

To be able to apply these techniques to the control of unstable systems
with delay, several modification of the original Smith Predictor scheme ha-
ve been proposed, generically denoted as Dead Time Compensators (DTC).
There also have been different approaches to find a numerically stable imple-
mentation of the Finite Spectrum Assignment technique. However, all these
modifications consist on partial solutions to the problem posed in both cases.
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In this thesis, a generic solution for both problems has been proposed.
More concretely, the following items have been developed:

= A new methodology has been developed for the DTCs design for the con-
trol of stable and/or unstable systems, either minimum or non minimum
phase, with delays. Contrary to other proposals, this methodology allows
the controller design without taking into consideration the delay in the
tuning of the characteristic equation for reference tracking as well as in
disturbance rejection. With it, a substantial improvement is achieved with
respect to previous approaches.

= The development of a robust prediction scheme for the implementation
of the Finite Spectrum Assignment technique, avoiding the problem of
numerical instability originated by the approximation of the prediction
integral.

= The experimental validation of all the developed algorithms with a 4 rotor
mini-helicopter in free flight (with the development of an embedded sys-
tem), and a lab prototype of a 4 rotor helicopter. To remark that, up to
date, no real implementation of a prediction scheme or DTC for unstable
systems has been found in the literature.
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Justificacién y objetivos de la tesis

Una de las mayores dificultades en el disenio de un sistema de control
es sin duda la presencia de retardos, méxime si el sistema que se pretende
controlar es inestable en bucle abierto y/o de fase no minima.

Esta tesis se enmarca dentro del control de sistemas con retardos, y aborda
el caso particular del desarrollo de predictores robustos para el control de
sistemas estables y/o inestables de fase minima o no minima con retardos
temporales.

Mencioén aparte de aproximaciones a partir de reguladores de estructura
fija [92, 43], o soluciones polinomiales como los algoritmos de Control Predic-
tivo [19], el Predictor de Smith (SP) [113], asi como sus multiples extensiones
[97], y la técnica de Asignacién Finita del Espectro (FSA) [71] o reduccién del
modelo de “Artstein” [12], pueden considerarse como las estrategias de con-
trol mas extendidas para el control de sistemas lineales sometidos a retardos
de actuacién y/o medida [105, 42].1

Tanto el Predictor de Smith, como la técnica de asignacién finita del
espectro, tienen en comiun que realizan una compensacién del retardo en
base a una prediccion de la salida, o del estado, a partir de un modelo del
sistema considerado. Si el proceso a controlar es inestable, los esquemas de
control resultantes no cumplen la condicién de estabilidad interna, por lo que
no son viables para el control de este tipo de sistemas.

Con objeto de poder aplicar estas técnicas al control de sistemas inestables
con retardos, se han propuesto diferentes modificaciones del esquema origi-
nal del Predictor de Smith, denominadas genéricamente “Compensadores de
Tiempo Muerto” (DTC), [123, 97, 90, 139, 121, 61, 68], asi como diferentes
intentos de buscar una implementacién numéricamente estable de la inte-
gral de prediccién utilizada en la técnica de Asignacién Finita del Espectro
[76, 78, 77, 79, 137].

Con objeto de poder extender el uso de los DTC al control de sistemas
inestables con retardos temporales, se han propuesto diferentes modificacio-
nes del original SP. Destacar sin embargo que todas estas soluciones han
consistido en soluciones parciales del problema:

! La técnica de asignacién finita del espectro también puede utilizarse cuando el
sistema posee retardos internos o en los estados.
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- bien porque sélo tratan el caso de sistemas integrativos con un iinico modo
integral

- bien porque fallan para el control de sistemas de fase no minima

- bien porque no consiguen “eliminar” el retardo de la ecuacion caracteristica
de todas las funciones de sensibilidad del esquema propuesto

En lo concerniente a la implementaciéon numéricamente estable de la in-
tegral de prediccion utilizado en la técnica del FSA, igualmente utilizada
en los esquemas de prediccién propuestos en [123, 97], también han sido
multiples los intentos de buisqueda de una solucién genérica del problema, si
bien como apuntan varios autores [105, 137] las mismas presentan problemas
de implementacién numérica independientemente del nivel de aproximacion
de la integral utilizado [117]. En [137] se presentan dos nuevas técnicas de
aproximacién de la integral de prediccién, mostrando por simulacién que a
diferencia de propuestas previas, con estas aproximaciones si que se obtiene
una respuesta estable.

En esta tesis, se plantea una solucién genérica para todos estos casos. En
concreto, para el desarrollo de esta tesis se plantearon los siguientes objetivos:

= El desarrollo de Compensadores de Tiempo Muerto (DTCs), para el control
de sistemas estables y /o inestables de fase m{nima o no minima con retardos
temporales

= El desarrollo de un esquema de prediccién robusto para una implementa-
cion digital numéricamente estable de la técnica de Asignacién Finita del
Espectro

= La validacién experimental de los algoritmos propuestos

La redaccién de esta tesis se ha dividido en tres partes, con un total de
10 capitulos:

1. Revisién del Estado del Arte: (capitulos 1-3), donde se presentan los
fundamentos de los sistemas con retardos temporales, modelado de los
mismos, criterios de estabilidad y una revision de las principales estrate-
gias de control mencionadas anteriormente.

2. Principales Aportaciones Teéricas: (capitulos 4-8), donde se presen-
tan las principales aportaciones de esta tesis en el desarrollo de predictores
robustos para el control de sistemas estables o inestables.

3. Plataformas experimentales: (capitulos 9 y 10), donde se presentan
las principales caracteristicas de las plataformas desarrolladas, asi como
de los prototipos utilizados para la validacién de los algoritmos aqui pro-
puestos.

A continuacion se realiza un desglose por capitulos del contenido de esta
tesis:

En el capitulo 1 se presenta una revision del modelado de sistemas dinami-
cos con retardos temporales a partir de ecuaciones diferenciales funcionales
[45]. En el mismo se realiza una introduccién a las ecuaciones diferenciales
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funcionales retardadas, en base a las cuales es posible modelar la mayoria
de los sistemas dindmicos sometidos a retardos temporales. Como caso par-
ticular, se analiza el modelado en espacio de estados de los sistemas lineales
sometidos a retardos puntuales, en la entrada, en la salida, en los estados, o
en cualquiera de sus combinaciones. De igual forma, se plantean los modelos
derivados de la discretizacion de los sistemas anteriores, tanto si el periodo
de muestreo es un miiltiplo entero del retardo como en el caso contrario.

En el capitulo 2 se realiza una revisién de los principales fundamentos
utilizados en la mayoria de los criterios de estabilidad para el analisis de los
sistemas lineales con retardos temporales. Dada su relevancia, este capitulo se
centra en una revision de las principales bases de los criterios de estabilidad a
partir de aproximaciones temporales [85, 55, 83, 84, 41, 42]. Estos principios
son utilizados para el andlisis de la estabilidad del esquema de prediccion
propuesto en el capitulo 6.

En el capitulo 3 se realiza una revisién de las principales estrategias de
control utilizadas para el control de los sistemas lineales con retardos tem-
porales de actuacién y/o medida. Dado que las principales aportaciones de
esta tesis hacen referencia al desarrollo de esquemas de prediccién robustos
para el control de sistemas inestables, se realiza un detallado andlisis de los
principales esquemas de prediccion propuestos, hasta la fecha, para el control
de este tipo de sistemas.

En el capitulo 4 se presentan una de las principales aportaciones de esta
tesis. En concreto se propone un nuevo y sencillo esquema de predicciéon o
DTC para el control de sistemas que presenten un modo integrador.

En el capitulo 5 se presenta otra importante aportacién de esta tesis, en
concreto, se propone una nueva metodologia para el diseno de DTCs, para
el control de sistemas estables o inestables sometidos a retardos temporales,
sean estos de fase minima o no minima. Como se ha mencionado anteriormen-
te, los esquema propuestos, aparte de mostrar un mayor grado de robustez
y rechazo de perturbaciones, cumplen con el “principio de Smith”. Es decir,
el diseno de todos los controladores implicados en el esquema de control, se
puede realizar sin consideracién del retardo. Este diseno, se podra realizar a
partir de cualquier técnica convencional de diseno de reguladores sobre un
bucle simple, tanto en el dominio continuo como discreto.

En el capitulo 6 se presenta el esquema de prediccién-observacién pro-
puesto para una implementacion numéricamente estable de la técnica del
FSA. El anélisis del esquema de prediccién-observacién se demuestra robus-
tamente estable ante errores de modelado en todos los parametros del sistema
de control, asi como a variaciones en el periodo de muestreo. Para determi-
nar el margen de estabilidad en funcién de los errores en el retardo modelado
“Delay-Dependent Stability”, se desarrolla un teorema basado en la técnica de
“Krasovski-Lyapunov”; resultando un conjunto de LMIs cuyo cumplimiento
asegura la estabilidad del sistema en bucle cerrado.



Xx11  Justificacién y objetivos de la tesis

En los capitulos 7 y 8 se presentan otras técnicas para el control de este
tipo de sistemas. En el capitulo 7 se desarrolla una metodologia que a partir
de transformaciones lineales permite tratar con sistemas inestables en bucle
abierto resultando en una estructura internamente estable, y en el capitulo 8
se desarrolla otra técnica, que a partir de los coeficientes de la representacion
entrada/salida permite realizar una prediccién de la salida, permitiendo igual-
mente una estructura de control internamente estable. Estas técnicas, se com-
paran con los esquemas propuestos en los capitulos precedentes, mostrandose
un menor grado de robustez de las mismas con respecto a las primeras.

Por dltimo, en los capitulos 9 y 10 se presenta la plataforma de tiempo real
y los prototipos utilizados para la validacién de los algoritmos propuestos.
Destacar que, en nuestro conocimiento, hasta la fecha de publicacién de esta
tesis no existia en la literatura ninguna implementacién real de un esquema
de prediccién o DTC sobre un proceso inestable.
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1.1. Sistemas dinamicos con retardos temporales

Los retardos temporales pueden ser intrinsecos a los procesos a controlar,
véase por ejemplo los procesos quimicos, biolégicos, columnas de destilacion,
procesos con intercambio térmico, etc., o bien introducirse en el sistema de
control por el propio diseno del mismo (tiempo de cémputo del algoritmo
de control, sistemas distribuidos, control remoto, redes de comunicaciones,
retardos introducidos por los sensores y/o actuadores, etc.).

En general, las prestaciones de los sistemas de control son muy sensibles
a todos estos retardos, mas incluso que a otros parametros del modelo. De
hecho, un sistema de control en bucle cerrado puede llegar a inestabilizarse
como consecuencia de los mismos. La principal limitacion de los sistemas con
retardos en el bucle de control se deriva del decremento en la fase de los
mismos, lo cual conduce a una inestabilidad del bucle de control a ganancias
relativamente menores que sin la presencia de esos retardos, lo que implica
una limitacién en la magnitud de la accién de control.

Por contra, en algunas aplicaciones de control, introducir retardos en el
proceso puede que no presente ningiin problema, e incluso puede contribuir a
mejorar la respuesta en bucle cerrado [7, 42]. Los retardos, también se pueden
introducir en el modelo del sistema para modelar procesos de orden elevado
por otros de menor orden con retardos. De forma general, los sistemas de
control pueden contener retardos no solamente en la entrada y/o salida del
sistema, sino también en los estados.

Los sistemas con retardos temporales son de dimensién infinita, y su fun-
cién de transferencia en bucle cerrado posee un nimero infinito de polos.
Es por tanto muy dificil para un regulador convencional realizar un ajuste
de estos polos. Mayores problemas aparecen cuando tratamos con sistemas
multivariables con multiples retardos, donde la normal dificultad de la inter-
accion entre los diferentes bucles de control se ve agravada por la presencia de
los mismos. La presencia de retardos de tiempo también complica el anélisis
teorico del diseno del bucle de control, dado que éstos son descritos por expre-
siones matematicas mas complejas, respecto al uso normal en control lineal
de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias. Este el principal motivo por
el cual el disefio de controladores para sistemas con retardos temporales es
considerablemente mas complejo en comparacion con sistemas sin retardos.
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Los sistemas con retardos temporales, pueden modelarse a partir de ecua-
ciones diferenciales funcionales (FDEs), aproximaciones sobre funciones de
transferencia (a través del operador e~ %), y en menor grado, representacio-
nes polinomiales sobre anillos [82] y reducciones a través de transformaciones
y aproximaciones algebraicas, [18, 54]. En los tutoriales dedicados a los sis-
temas con retardos temporales [106, 105], se puede encontrar una detallada
clasificacién de todos estos métodos.

En esta tesis sélo se va a considerar el modelado a partir de FDEs y
funciones de transferencia.

1.2. Ecuaciones diferenciales retardadas

Es posible utilizar ecuaciones diferenciales funcionales, con terminologia
en inglés “Functional Differential Equations” (FDE), para describir el com-
portamiento dindmico de sistemas o procesos sometidos a retardos temporales
[45]. En este tipo de funciones, el estado x(t), y sus derivadas ™ (¢) no de-
pende sélo del instante de tiempo “t”, sino que también de valores pasados
de “t”. El modelo general de una ecuacién con estas caracteristicas se puede
representar como:

e (t) = f(t, 2"t —7a(t)), 2 (- (1))

Donde: z(t) € R" y m; >0, 7, > 0.

= Una primera clasificacién de este tipo de sistemas podria hacerse en relacion
al argumento de la maxima derivada:

a) Cuando el maximo exponente de la derivada se sitia en la variable li-
bre de retardo m > méx(mq,--- ,my), la ecuacién funcional se define
como ecuacién diferencial de tipo retardado, o ecuaciones diferenciales
retardadas, con terminologia en inglés respectivamente “Retarded Func-
tional Diferencial Equation” (RFDE), o “Delay Diferencial Equations”
(DDE).

x(t) = f(t,x(t),z(to)) to<t (1.1)

b)Cuando m = méx(my,---,my) la ecuacién funcional se define como
“functional differential equation of neutral type” (NDE).

z(t) = f(t,x(t), z(to), 2(to)) to <t (1.2)

Un ejemplo de sistema neutral es:
z(t) — Cz(t — 1) = Az(t) + Agx(t — 7q)

¢) Cuando m < méx(myq,--- ,my) se define “Functional differential equa-
tion of advanced type” (ADE).
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» Para sistemas modelados como DDEs', también es posible realizar una
clasificacién segun el tipo de retardo considerado, segiin su numero o su
naturaleza.

a) Retardos puntuales: Un sistema con un unico retardo se puede mo-
delar como:

z(t) = f(t,z(t),z(t — 7)) (1.3)

Donde: z e R*, f:RazR"a2R* — R", 7>0
Un sistema con multiples retardos podria modelarse por la expresion:

z(t) = ft,x(t),z(t — T1), .o, x(t — Tm))

Un sistema con retardos multiplos todos ellos de un retardo base:

z(t) = f(t,z(t),z(t — 7),2(t — 27),...,x(t — mT))
Donde: m € Z*.

b)Retardos distribuidos. Algunos sistemas también pueden represen-
tarse a partir de modelos con retardos distribuidos [85]:

0
i(t) = f(t, / o (t + 5))ds)

—T

Para el caso particular de sistemas lineales, si el sistema presenta retar-
dos distribuidos, tanto en el estado como en la entrada, éste puede ser
modelado por la expresion:

Z t-i—sds—f—Z/ u(t + s)ds,

—Ti Ty

donde A(s) y B(s), representan matrices funcionales.
¢) Retardos puntuales y distribuidos. Un modelado lineal con retardos
puntuales y distribuidos podria modelarse a partir de la expresion:

z(t) = Apz(t) + i Ajx(t — / z(t + s)ds
i=1 —7i

ms3 mq 0
+ Z At — 1) + Z/ Aj(s)u(t + s)ds,
i=1 j=1v"Tj

con condiciones iniciales:

:cto(ﬂ) = ¢(0),V9 S [—T, 0], T = maxiyj(Ti,Tj)

! En esta tesis s6lo se van a tratar sistemas susceptibles de ser modelados por este
tipo de funciones.
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= Otros casos, como por ejemplo aquellos que incorporen una dependencia
en el retardo del tiempo y/o del estado,

i(t) = f(t,x(t), z(t — m1(t,2(1))))
y todas las posibles combinaciones de los casos anteriores son posibles.

Destacar, que las ecuaciones diferenciales con retardos temporales son de
naturaleza infinito-dimensional, contrariamente a las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), las cuales son de naturaleza finita.

1.3. Modelos lineales en variables de estado.

1.3.1. Modelos continuos en variables de estado.

De forma genérica, un sistema lineal considerando retardos puntuales en
los estados, en la accién de control y/o en la medida, se podrd modelar por
las siguientes expresiones:

B(t) =Y A(t—m)+ Y Bju(t — 7)) (1.4)
i=0 j=0

y(t) = ickx(t—rk) (1.5)
k=0

Donde my, mgy, m3, es igual al nimero de retardos considerados respecti-
vamente.

EsEmMpPLO 1.3.1. Un sistema definido por las ecuaciones:

i‘l(t) = bu(t — 7') + ale(t — 9)
j?g(t) = I (t) + agxz(t) + a3.%'2(t — (9)
y(t) = za(t)

es posible reescribirlo como:

x(t) = Aox(t) + Ar1z(t — 0) + Byu(t — 1)
y=1[01]x()
Donde:

oo, foa]., [b
we V=[] o= o

z(t) = [gg;] ja(t—0) = {28 _ 9)}
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<&
EJEmMpLO 1.3.2. Dado el sistema definido por las ecuaciones:
i‘l(t) = a1x2(t - 9) + b1’u(t — 7'1)
{EQ(t) = .’El(t) + G,Q.’EQ(t) + ag.’EQ(t — 0) + bu(t)
y(t) = ()
es posible reescribirlo como:
1 1
B(t) =Y Aw(t—0;)+ > Bult—T;)
i=0 §=0
Donde:
{00 _10a1|. ., |0 |
to= [T fon] = o) - [0
@] gy [Tt —0)
x(t) = [xg(t)] sx(t—0) = [ 2t — 0)
<&

EjEmpLo 1.3.3. Dado el sistema sometido a diferentes retardos de ac-
tuacion y en los estados:

.i‘l(t) = all‘g(t — 9) + b%ul(t - T1> + b%UQ(t — TQ)
i‘g(t) = xl(t) + angg(t) + a3$2(t — 9) + b%ul(t) + b§u2(t — 7'2)
y(t) = za(t)

es posible reescribirlo como:

oo 1., _[oa]. , _[v30]. ., _[bl0]. . _[Ob}
AO_{laJ’AI_[OaJ’BO_{OO Br=100] P27 on2
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1.3.2. Modelo en bucle cerrado.

Lemal.3.1. Dado el modelo lineal, con retardos de actuacion, de medida
y/o en los estados, representado por (1.4-1.5), y ley de control u(t) = Kux(t),
stempre podrd realizarse un estudio de su estabilidad a partir de la expresion:

m

B(t) = Az(t) + > Aa(t — ) (1.6)

=0

Demostracion: Sin ninguna pérdida de generalidad, se considera la exis-
tencia de un unico retardo y ley de control u(t) = Kx(t). Donde K € R™*",

= Modelo con retardos en los estados,

#(t) = Az(t) + A1z(t — 1) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

en bucle cerrado y con ley de control u(t) = Kxz(t), se obtiene:

#(t) = (A + BE)z(t) + Ara(t — 1)

Expresién que se ajusta a la representacién (1.6).
= Modelos con retardos de medida,

y(t) = Cax(t — 12)
en bucle cerrado con ley de control u(t) = Kxz(t), se obtiene:
&(t) = Ax(t) + A1x(t — 7)) + BKz(t — 72)

o de forma compacta, con As = BK, como:

i(t) = Ax(t) + Z Azt — 1)

Esta expresién también se ajusta a la representacién (1.6).
= Modelos con retardos de actuacion,
&(t) = Ax(t) + Arx(t — m1) + Bu(t — m2)
en bucle cerrado con ley de control u(t) = Kx(t), se obtiene %:
2 Con este desarrollo, y de cara al estudio de estabilidad, también se puede com-

probar la equivalencia en bucle cerrado de un sistema con retardo en la accién
de control o en la medida.
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i(t) = Az(t) + Z Agx(t — )

con A, = BK.
Dicha expresién se ajusta a la representacién (1.6).

1.3.3. Modelos discretizados en variables de estado.

Dado que el retenedor més utilizado es el retenedor de orden cero (ZOH),
a continuacion se va a realizar una revisién de la discretizacién del modelo
lineal (1.4-1.5) considerando tnicamente este tipo de retenedor, asi como las
distintas situaciones que pueden presentarse.

a)Retardos en la entrada al proceso.
Sin perdida de generalidad, se va a considerar el sistema genérico (1.4-1.5)
con un unico retardo de actuacién

z(t) = Az(t) + Bu(t — 1) (1.7)
y(t) = Ca(t) 0s)
up(0) = ¢(0), VO € [-7,0] (1.9)

Donde: A € R7*™, B € R**™ C' € RP™, con 7 retardo de actuacion?.
Discretizacién: Reescribiendo la ecuacién (1.7),

%(t) — Az(t) = Bu(t — 1)

premultiplicando ambos lados por e~4?,
d
a[e_Atx(t)] = e MBu(t — 1) (1.10)
e integrando la expresién entre tg y t, se obtiene:
t
z(t) = eAlT) g (ty) + / eA=N Bu(X — 7)dA (1.11)
to

Considerando un periodo de muestreo T' = t — tg, multiplo entero del
retardo (hT = 7), (tal que: kT =to ; kT +T = t), y dado que la accién
de control puede considerarse constante entre intervalos de muestreo?, se
tiene que:

3 Notar que para el modelo MIMO se esté considerando que todas las entradas al
sistema presentan el mismo retardo. En otro caso, se podria modelar el sistema
a partir de la ecuacion (1.4), considerando )" | A; = 0, y los valores apropiados
de las matrices Bj; (ver ejemplo 1.3.3).

4 Se asume un retenedor de orden cero ZOH.
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KT+

T
w(kT +T) = eATa(kT) + / eARTHT=N d\Bu(kT — hT) (1.12)

kT

Aplicando el cambio de variable kT +T — X = s, y sustituyendo, se obtiene:

T
z(kT +T) = eATa(kT) + /0 eA*dsBu(kT — hT) (1.13)

expresién que se puede reescribir como:
x(k+1) = Px(k) + T'u(k — h)

y(k) = Cx(k)

T
F:/ eA%dsB
0

Sistema aumentado: En algunos casos va a ser de interés “eliminar” el
retardo de la expresién de control, de forma que se obtenga un modelo
equivalente donde el retardo desaparezca de forma explicita. Para ello,
basta con realizar una ampliacién de los estados del sistema incorporando
las entradas pasadas desde up_1 hasta ug_p:

Donde:

AT
p=e"";

Tht1 [¢I"00--- 0 Ty 0
Uk —h+1 0071I0---0 Uk —h 0
Uk —h+2 000I---0 Uk—p41 0
Lo 0 | Uk
S (| ]
Uk—1 0000---1 Uk—2 :
U . 10000 --- 0-111 Up_1 I
Tk
Uk—h
Uk—h+1
y(k)=[C00---00]
Uk—2
Uk—1

Donde: I = n+ (m h) (siendo n en ntimero de estados del sistema mas m
entradas por h retardos).

Esta expresion es posible reescribirla como:

(1.14)
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Sistema aumentado con multiples retardos: Considerando un sistema
con multiples retardos de actuacién:

#(t) = Ax(t) + > Bjult — 7))
j=0

y operando igual que para (1.7), se puede obtener el sistema discretizado
equivalente:

m

a(k+1) = ga(k) + Y Tju(k — hy)
Jj=0

con ¢ ya definida y :
T
I :/ eASdsBj
0

Esta expresion, por extension del caso anterior, también es posible reescri-
birla como:

Tgt1 (&I Iy Ty - Iy Tk Iy
Uk—h+1 00 I 0 -0 Uk —p 0
Uk —h+2 00 O 1 -0 Uk—h+1 0
. = .. . 0 23
: : 0 )

Uk—1 00 O 0 -1 Uk —2 .
Uk ! _O 0 0 0 -+ 0 11z Uk —1 1

T

Uk—h

Uk —h+1

y(k)y=[C00---00] | .
Uk —2
Uk—1

Donde: hT = 7, definiéndose 7 := méx;(7;).
Notar que este sistema también admite la representacién (1.14), conside-

rando las apropiadas dimensiones de las matrices A, By C.

EJEMPLO 1.3.4. Sea un sistema con dos retardos de actuacion:
#(t) = Az(t) + Bou(t) + Byu(t — 0,1) + Bau(t — 0,2)
Discretizado con periodo de muestreo T = 0,1, se obtiene:

x(k+1) = Px(k) + Tou(t) + Nu(k — 1) + Iu(k —2)
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que también se puede representar como:

uk-1) =100 I wk—2) |+ [0 | u(k)
u(k) 00 0 u(k —1) I

Donde: -
p=eT, Iy= / e Bds
0

T T
ﬂ:/e“&@ Qz/emmm
0 0

<

b)Retardos en la medida: Considerando el modelo discretizado de un
proceso con retardos en la medida:

z(k+1) = dx(k) + Tu(k)
y(k) = Ca(k — h)

También es posible reescribirlo segtin el modelo (1.14), con nuevo vector
de estados:

e
z(k) = | .
x(k —h)

y los valores y dimensiones apropiadas de las matrices A, By C.

1.3.4. Sistemas con retardos no multiplos del periodo de
muestreo:

u(r) n® T w® y @

Y S, > e S

Figura 1.1. Sistema con retardo.

Para este estudio, considérese el esquema de la figura 1.1, con modelos
dados por las siguientes expresiones:

S : j?l(t) = A11‘1(t) + Blu(t)
y1(t) = Chzq(t) + Diu(t)
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SQ : .’EQ(t) = Agxg(t) —+ BQUQ(t)
y(t) = Caxa(t) + Daus(t)
Considérese igualmente las siguientes suposiciones:
’LLQ(t) = yl(t — T)
r=((h-1)T+7
0<7<T
Donde se define: h € Z*, T como periodo de muestreo y 7’ una fraccién
del periodo de muestreo. De esta forma, siempre se podra representar el

retardo de un sistema por un multiplo del periodo de muestreo méas una
fraccién del mismo.

u(t—-t1+1'")

A

v
~

M(l_T) .[v

KT KT Ki+T > t

Figura 1.2. Esquema de actuaciéon con un retardo no multiplo del periodo de
muestreo.

Para el estudio de este supuesto se van a considerar tres situaciones: que
el retardo se sitie en la entrada, en la salida o en los estados internos del
sistema.

Caso 1) Retardo en la entrada al sistema. Se considera la siguiente
situacion:

A1 =B =C =0
D, =1
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Por simplificacién, suponemos que no existe acoplamiento directo entre la
entrada y la salida en el segundo sistema (Dy = 0).

Discretizacién del sistema “Ss” (se supone conocido el estado x5 para t =
ET):

RT+T
2o (kT +T) = e Ty (KT) + / eA2RTHT=3) B0y (s)ds
KT

Siendo us(t) = u(t — 1), con u(t) constante entre periodos de muestreo®.
Como se puede apreciar en la figura 1.2, y debido a la fraccion del periodo
de muestreo 7/, la accién de control aplicada al sistema cambia entre dos
periodos de muestreo, por tanto la integral anterior puede dividirse entre
esos dos intervalos. Mediante los oportunos cambios de variable en los
limites de integracién [15], se obtiene:

’

2o(kT +T) = ey (kT) + / e42(T=7) A28 By dg'u(kKT — dT)
0

T—7'
+/ e2° Bydsu(kT — (h — 1)T)
0

Omitiendo, por claridad de lectura, el pardmetro T', se obtiene:
xo(k+1) = ¢(T)xo(k) + ¢(T — 7)Y (7" )u(k — h) + I'(T — 7")u(k — h+ 1)
Donde:

Definiendo: Iy =I'(T —7'); It =T —7)IT(7).
También se puede representar como:

(st ) = (38 (e )+ () smney

Si se desea eliminar completamente el retardo del modelo considerado,
también se puede reescribir como:

Th+1 -QSF1F00'~'O_ Tk 0
Ukt 001 0---0 U 0
Uk h42 000 I---0 Uk—h+1 0
. = 1. . . 0| uk
: Dol 0 )
Uk —1 00 0 0---1 Uk —2 :
up , oo o o0, \u I

Se asume un ZOH.
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Notar que este sistema también admite la representacién (1.14), con las
apropiadas dimensiones y valores de las matrices A, By C.

Caso 2) Retardo en la salida del sistema: Por simplificacién, se supone
que no existe acoplamiento directo entre la entrada y la salida D; = 0.

A2 = BQ = Cg =0
Dy =1
La discretizacién del sistema “S;”, es inmediata (suponemos conocido el
estado x1 para t = kT):
kKT+T

21 (kT +T) = eM Ty (KT) + / eMFTFT=5) By (s)ds
KT

Donde:
d)l (t) — eAlt

t
I (t) =/ e By - ds
0

Que se puede reescribir como:

r1(k+1) = ¢1(T)x1 (k) + I (T)u(k)
y(k) = Cray(k — 1)

Este sistema también admite la representacion (1.14), con la apropiada di-
mension del vector de estados z, y las apropiadas dimensiones y valores de
las matrices A, By C.

Caso 3) Retardo interno al sistema: Considérese el sistema de forma
matricial para 7 = 0:

)= [ ) (2] [ e
w-toea 2]

Donde: A21 = BQCl
Discretizando este sistema, para un periodo T', se obtiene:

i) = 10 ] ] |5

y(k) = [0 C2] [ggm
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Donde:
T
¢21(T) :/ 6A2<A216A1(T*<)d§
0
T
FQ(T) = / €A2<A21F1(T7<)d§
0

Considerando un retardo 0 < 7 < T, se obtienen las siguientes expresiones
[126]:

w1k +1) = ¢ (T (k) + I(T)u(k)
xz(k+1)= 1 (T)wa(k — 1) + ¢o(T)z2(k)
Iy(k = Vu(k = 1) + Io(T = 7)u(k)

Donde:

¢51(T) = o (T) 1 (T — 1)
Iy(k = 1) = ¢ ()1 (T = 7) + 21 (T = 7)1 (7) + ¢2(T — 7)12(7)

Expresién que también es posible reescribir como::

$1(/€) ¢1 0 Fl xl(k — 1) 0
wa(k+1) | = | ¢z 92 I3 | | 22(k) + [ L2 | ulk)
u(k) 0 00 u(k —1) I
X1 (k‘ — 1)
xl(k) o @1 O Fl 2
Gi) = et (=00

Este sistema también admite la representacion (1 14), con las apropiadas
dimensiones del vertor Z, y de las matrices A, By C.

1.4. Modelos en representaciéon entrada-salida

Algunos sistemas lineales, o susceptibles de linealizacién, pueden presentar
un retardo en su entrada o salida. En la mayoria de estos casos, es posible
modelar ese retardo a través de las siguientes expresiones:

» Retardo en la entrada del sistema:

&(t) = Acx(t) + beu(t — 1)

y(t) = Cx(t) (1.15)
» Retardo en la salida del sistemas:

i(t) = Aca(t) + boul(t)
y(t) = Ca(t —7) (1.16)
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Donde: A, € 72" b, € R**L C e R1*? 7 € ZF.
La funcién de transferencia de ambos casos (1.15) y (1.16) es:

Gp(s) = y(s) =G(s)e ™ (1.17)

Donde:
G(s) = C(sI — A.) "',

Para un caso general (por ejemplo, con retardos en los estados), también
es posible realizar un modelado del sistema mediante una representacién en-
trada/salida. Dado el sistema (1.4-1.5), considerando condiciones iniciales
nulas y aplicando la transformada de Laplace, se tiene:

y(s) = C(sI,, — A)~"*Bu(s)

Donde:

mq mo m3
A=) A B=Y Bie % C=)» Cre ™
i=0 j=0 k=0
Con funcién de transferencia matricial dada por:
T(s)=C(sI, — A)™'B

Comentario 1.4.1 En esta tesis solo se van a modelar sistemas mediante fun-
ciones de transferencia cuando los retardos considerados se sitien en la en-
trada y/o salida del proceso, dejando el tratamiento de sistemas con retardos
en los estados para modelos en ecuaciones de estados.






2 Criterios de estabilidad

2.1. Introduccion

Existen una gran variedad de métodos para determinar la estabilidad de
los sistemas lineales con retardos. Entre otros, destacar los métodos analiticos
derivados de una generalizacién del método de Hurtwitz, el criterio de Nyquist
y diferentes métodos para la determinacién de las raices o los autovalores del
sistema en bucle cerrado. En [83, 84, 85, 42, 41] se pueden encontrar una
revisiéon del estado del arte de todos estos métodos. Mencién aparte tienen
los sistemas discretos, donde pueden aplicarse tanto métodos especificos pa-
ra sistemas discretos, derivados directamente de sus equivalentes continuos,
como los mismos criterios de estabilidad que para los sistemas discretos sin
retardo, sin mas que considerar un estado ampliado de los mismos.

Existen un elevado niimero de trabajos concernientes a la estabilidad de
los sistemas lineales con retardos. Siendo el mayor interés de los mismos es-
tablecer algin criterio de estabilidad independiente del retardo (la condicién
de estabilidad se mantiene para todo valor positivo y finito del retardo), o es-
tablecer algtn criterio de estabilidad que si que dependa del valor del retardo
(la estabilidad se mantiene para ciertos valores del retardo, siendo inestable
para otros valores).

Una posible clasificacién de estos métodos seria segin que las condiciones
de estabilidad se deriven de aproximaciones en el dominio frecuencial (“Poly-
nomial criteria”, “small gain theorem”, “Matrix pencils techniques”, etc.) ,
o en el dominio temporal (principalmente métodos derivados de Lyapunov).

2.1.1. Concepto de estabilidad para sistemas con retardos

Sin perdida de generalidad, se supone que la expresién (2.1), admite la
solucién trivial z(t) = 0, de no ser asi, bastaria con realizar el cambio de
variable z(t) = z(t) — y(¢), de forma que el nuevo sistema 2(t) = f(t, 2 +
ye) — f(t,y:), admitiera la solucién trivial z(t) = 0.

El sistema descrito por (2.1), con punto de equilibrio x(t) = 0, serd estable
si dado un t, € ®, y un € > 0 existe un § = (¢, €) tal que:

[z(to)ll <& = [lz@)]| <€ VE=>to



20 2 Criterios de estabilidad
Asintéticamente estable si:
lz(to)|| < 6 = lim «(t) =0
t— o0

Exponencialmente estable si existen dos ntimeros positivos o > 0, A > 0,
tal que:

vt > to, [2()] < allz(to)]e™

Uniformemente estable si es estable y d(¢o, €) puede ser elegido indepen-
dientemente de tg.

Uniforme asintéticamente estable si es uniformemente estable y existe un
0 > 0 tal que para cualquier 7 > 0, existe un 7' = T'(d,n) tal que:

z(to)ll <& = [l <n Vt=to+T

Y global (uniformemente) asintéticamente estable si es uniformemente
asintéticamente estable y §, puede ser arbitrariamente grande. La estabilidad
no depende de las condiciones iniciales.

Para sistemas lineales, la estabilidad asintética siempre implica estabili-
dad global y exponencial.

2.1.2. Estabilidad dependiente o independiente del retardo

Al igual que para las ecuaciones diferenciales ordinarias, para la resolu-
cion de una DDE, es necesario que las condiciones iniciales se encuentren
univocamente definidas.

b= f(t,a0) (2.1)
z, = P(t) te€[-7,0]

Pero a diferencia que para una EDO donde las condiciones iniciales se
definen a partir de un vector en ", las DDE estan formuladas en el espacio
finito N, pero de forma implicita estdn describiendo sistemas de dimensién
infinita. De hecho, cuando la parte derecha de la ecuacién (2.1), es conti-
nua en todos sus argumentos, y Lipschitz, una solucién sobre el tiempo ¢
estd unicamente definida si estd especificada la condicién inicial sobre el seg-
mento [t — 7,t]. Las condiciones iniciales se deben definir a partir de una
funcién ¢ € C,, ,, donde C,, -, se define como el espacio de “Banach”, tal
que: C,, = C([—T,to], ™), sobre el intervalo t € [—7,1t,], donde 7, se de-
fine como el maximo retardo del modelo y ¢y, como el instante inicial (que
generalmente, y sin ninguna perdida de generalidad se considera cero).

Si consideramos, a modo de ejemplo, la ecuacién escalar definida por:

&(t) = apz(t) + arz(t — 7) + u(t)
x(t) = ¢(t), te[-7,0] (2.3)

—~
N
[\

~
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Con la funcién ¢(t), conocida sobre el intervalo ¢ € [—, 0], es posible resolver
la ecuacion a tramos, como si de una EDO se tratara, para cada uno de esos
intervalos considerados.

Por ejemplo, para resolver (2.2) en el intervalo ¢ € [0, 7], tinicamente es
necesario conocer x(t — 7), para t € [0, 7], expresién conocida a partir de
(2.3),

z(t) = e™'x(0) + /0 e g 2(u — 1) + u(u))du (2.4)

De igual forma, se puede volver a calcular un segundo tramo. Dado que
ya se conoce la solucién de z(t), definida en el tramo ¢t € [0, 7], es posible
calcular el siguiente tramo, ¢ € [r, 27],

t
z(t) = e () + / e g 2(u — 1) + u(u))du (2.5)
T

y asi sucesivamente. Este método de resolucion es conocido, con la termi-
nologia inglesa, como “the method of steps”.

Es posible demostrar ([45], teorema 3.1, pdgina 16), que la solucién de
(2.2) se encuentra acotada exponencialmente, por lo que es posible aplicar la
Transformada de Laplace con condiciones iniciales definidas por (2.3), de tal
forma que:

0
sX(s) — ¢(0)) = apX(0) + ay [e_STX(O) + /

o) | +U)
Operando adecuadamente:

X6 = =t [o0+ar [ " ) g w)du (s

s—ag—are 57 _r

A(s) =s—apg —are™ " (2.6)

con terminologia en inglés “characteristics quasipolynomial”, determinard, de
forma andloga a los sistemas sin retardo, la estabilidad del sistema.

Definicién 2.1.1 Se define el exponente de estabilidad como:
ap = max (Re(s)|det[A(s)] = 0).

De tal forma que, dado un o > g, eziste un L > 1, tal que cualquier solucion
x(t) de (2.2), con h(t) =0 y la condicion inicial (2.3) estd acotada por:

lz@®)ll < Le*[|¢lc

El nidmero ag, es conocido como el exponente de estabilidad ( “stability
exponent” )
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Definicién 2.1.2 Condicion de estabilidad: El sistema (2.2), serd estable si
y solo st ag < 0.

Esta condicién es equivalente a decir que todos los polos del sistema po-
seen parte real negativa, que es exactamente el mismo criterio que, en el
dominio de la frecuencia se utiliza para sistemas sin retardo. La diferencia
radica en que, a diferencia de los sistemas sin retardo donde la ecuacién ca-
racteristica es racional, para los sistemas con retardos la presencia del factor
exponencial e”*7, hace que el niimero de raices del sistema sea infinito.

Si bien es importante puntualizar que esta expresién es un quasi-polinomio
real en “s”, de tal forma que sera posible extender las propiedades de los
polinomios al estudio de los sistemas con retardos, en concreto la principal
propiedad para el estudio en frecuencia de los TDS se basa en la propiedad
de continuidad del exponente de estabilidad “ag”, con respecto al retardo 7.

Definicién 2.1.3 Estabilidad dependiente del retardo: Considérese el siste-
ma libre de retardo T = 0, tal que el polinomio caracteristico sea Hurwitz
“A(s) = s —ap — a1”, entonces, por la condicidn de continuidad del expo-
nente de estabilidad se plantea, si existe, cual va a ser el minimo valor de
retardo T, a partir del cual el exponen de estabilidad deja de ser megativo.

T=min(r >0 | ag >0).

Definicién 2.1.4 Estabilidad independiente del retardo: Para las mismas
condiciones que el caso anterior si, T = 00, entonces se dice que el siste-
ma es estable independientemente del retardo.

Una sencilla forma de verificar el valor de 7, va a ser desarrollando diferen-
tes métodos para determinar si existe corte del eje imaginario con la funcién
caracterfstica A(s). Lo que por el principio de continuidad del exponente de
estabilidad, implica que para valores de retardo 7 > 7, hacen que el sistema
sea inestable.

2.2. Aproximaciones en frecuencia

Considérese un sistema con retardos puntuales y miltiplos enteros de
un retardo base. Caso particular del modelo (1.6), definido en inglés con la
terminologia “commensurate-delays” :

z(t) = Agz(t) + iAkx(t —k7), T7>0 (2.7)
k=1

Definicién 2.2.1 Es posible representar la funcion caracteristica del modelo
(2.7) como:

a(s,e™7) = Zak(s)efk” (2.8)
k=0
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Donde:
n—1 n—1
aO(S)ZSnﬂLZGOiSl, ak(S):s"JrZakisz, k=1,---,q.
i=0 i=0

Asumiendo que el sistema (2.7), es estable libre de retardo, el objetivo
que se plantea es determinar si existe algin valor 7, para el cual las raices de
la funcién caracteristica (2.8), cortan el eje imaginario. Dado que todas las
raices complejas de (2.8), estan presentes junto con sus complejas conjugadas,
tUnicamente serd necesario determinar si existe corte sobre la parte positiva
del eje imaginario.

F=min(r >0 |a(jw,e7"7) =0 para algun w € R).

Si bien, dado que la funcién e™7*7 es una funcién periédica, esta condicién
también se podré expresar como:

a(jw;,e %) =0, w; >0, 6;€[0,2x], i=1,2,---,N.

Definiendo: n; = O se tiene que:

T w
7

1 w;

7= min 7; = min w; > 0. 2.9
i s =i (|, > 0) 29)
Criterios polinomiales: Para modelos con retardos proporcionales, el ob-
jetivo es determinar si existe algiin valor de retardo 7, para el cual la funcién
caracteristica (2.8), posea raices en el eje imaginario. Realizando el cambio
de variable z = e~*7 y escribiendo (2.8), como:

a(s, z) = Zak(s)sz, (2.10)
k=0

Si existe corte de la funcién caracteristica (2.8), con el eje imaginario,
serd posible calcular el rango de estabilidad 7, a partir de la solucién del
polinomio a(s, z) = 0, para s € C,, z € ID. Donde el operador 9, se define
como el limite, el contorno, del semiplano complejo C y del circulo unidad
D.

Esta condicién también se puede ver a partir de la ecuacion caracteristica
de (2.7),

m
det (jw[n —A- ZAie_j“’kT> =0, weRN (2.11)
k=1
la cual se puede interpretar como una ecuacién con dos variables inde-
pendientes:

= una en el eje imaginario: jw € jR,
= la segunda en el circulo unidad: z = e77%7.
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Test de estabilidad 2-D: Las ideas bésicas de los métodos en frecuencia,
consisten en asumir la estabilidad asintética del sistema libre de retardo, y
chequear si la ecuacion caracteristica posee raices en el eje imaginario. Entre
otras, una forma consiste en reducir el nimero de variables de dos a uno,
reduciendo entonces el problema de la estabilidad al estudio de las raices del
sistema respecto al circulo unidad.

Definicién 2.2.2 Dada la transformacion bilineal:

8_1+A
T 1-)

la cual mapea “s” desde Cy, en el circulo unidad abierto D, se define:

b(A, z) :=(1—=XN)"a <1+)\, z> (2.12)
1-A

La condicién a(s, z) = 0, para algin (s, z) € 0C, x 9D, es equivalente a
b(A, z) = 0, para algin (A, z) € 0D x OD.

Bajo esta transformacién, el sistema a(s,e™*7) sera estable si y sdlo si
b(A, z) es estable. Es decir, si todas las raices de b(], z) se sitian fuera del
circulo unidad (pertenecen al dominio D x D). Donde D, se define como el
circulo unidad cerrado.

Definicién 2.2.3 Si se define el polinomio conjugado de a(s, z), como:
a(s, z) = 2%(—s,27 ") (2.13)

Por la propiedad de simetria de los ntimeros complejos, se tiene que
(s,2z) € IC4 x ID, sera una solucién de a(s, z), si y sélo si lo es también
de a(s, z), lo cual lleva a plantear el siguiente sistema:

a(z, z)
(2,2)
de tal forma que si no existe solucién, el sistema sera estable independiente-
mente del retardo, en otro caso, cuando el sistema admita solucién, sera po-
sible eliminar una variable obteniendo como resultado un polinomio en una
lnica variable. Por ejemplo, se puede eliminar “s”, obteniéndose un polinomio
en “z” tal que b(z), bajo este supuesto, si b(z) no posee raices unitarias el sis-
tema sera estable independiente del retardo, en otro caso se podra determinar
7, a partir del siguiente procedimiento:

0
0

Ql

» determinar las raices z;, de b(z),
» para cada raiz z;, construir el polinomio a(s,z;) y determinar sus raices
S; € 6C+
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» dado que se satisface la propiedad de simetria, Uinicamente es necesario
considerar las raices situadas en la parte positiva del eje imaginario, s; =
Jw;, z; = e~ % paraw; > 0,y 6; € [0,27], por tanto el rango de estabilidad
podré calcularse a partir de (2.9):

0;

7= min 7; = min (|wz > O).
1<i<N w;

Criterio de Tsypkin El sistema estable y SISO definido por:

G(s) = ggge_” (2.14)

sera estable en bucle cerrado independientemente del retardo, si y solo si:

|D(jw)| > |N(jw)|, VYweR (2.15)

Demostracién: Dado que D(s) es Hurwitz, se cumple que D(s) # 0,
Vs € C4, y por tanto, se debe analizar la solucién de la ecuacién:

N(s) _,
1 T=0, VseC 2.16
+ D(S) € y seCy ( )
para determinar la estabilidad en bucle cerrado.

Dado que gg;g e~ 7 es analitica en C4, se deduce que:

—ST

nunca pertenecera a ningtin punto de C4, y en conclusion:

N N(j .
Sup (S) —S8T — (]w) —JwT (2.17)
seCy D(S) weR D(]w)
y asumiendo que (2.15) se cumple, entonces:
N(.Tw) —JjwT
sup - <1
weR D(]’LU)
lo cual significa, en funcién de (2.17), que:
N
1+ Y6 - 2o wsec, (2.18)

D(s)

Este criterio indica que siendo estable el sistema en bucle abierto, este
permanecera estable para cualquier valor del retardo, si cumple la condicién
(2.15).
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Criterios basados en el teorema de la pequena ganancia Sin perdida
de generalidad, considérese el siguiente sistema con un unico retardo:

i(t) = Apz(t) + Ayt — 7) (2.19)

Teorema 2.2.1 El sistema (2.19), serd estable independiente del retardo si
A es estable y se cumple que:

I(sT = Ag) ™" Al < 1

Demostracion: Se define el operador Az(t) = z(t — 7), de tal forma que el
sistema (2.19), con M = (sI — Ag) 1 A1, y A(s) = 757, se puede representar
segin la estructura M — A tipica utilizada en el teorema de la pequena
ganancia.

A partir del “Small gain theorem”, es conocido que la condicién suficiente
de estabilidad es que:

[MA|lo < 1

Pero si A, es una perturbacién no estructurada con norma ||A|s < 1, la
condicion de estabilidad sobre M — A, se puede reformular de tal forma que,
el sistema serd estable si y sdlo si:

[M]loo <1

La condicién de necesidad se justifica, dado que si para alguna frecuencia w,
se cumple que M (jw) > 1, podrd existir una incertidumbre A(jw), tal que
el sistema se haga inestable, es decir:

det(I — M (jw)A(jw)) =0

Dado que A(jw) = e~7*7, puede tener cualquier valor para w > 0, pero posee
un valor fijo para w = 0, A(0) = 1, la condicién de estabilidad del Teorema
2.2.1, se restringe a una condicion suficiente, y sélo serd una condicién nece-
saria y suficiente, cuando la condicién de necesidad para la frecuencia w = 0,
se vea satisfecha con la restriccién sobre M(s), tal que |M(0)| < 1. De esta
forma, se puede asegurar que se cumple el criterio de Nyquist, no existe corte
con el circulo unidad y por ende con el nimero —1. ™

2.3. Aproximaciones temporales

El teorema de estabilidad de Lyapunov es un método eficaz para el estudio
de los sistemas dindmicos sin retardo, de igual forma, como se va a estudiar
en este capitulo, también lo sera para los sistemas con retardos.

Considerando el modelo general:
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i(t) = f(t,z), t=to (2.20)
20, (0) = 6(6), V6 € [—7,0] (2.21)

bajo las condiciones:

= 24(.), para t > tg, denota la restriccién de z(.) , sobre el intervalo [t — 7, ],
trasladado a [—T,0].

= Se asume que ¢ € C, ,, y la funcién f(¢,¢) : RTx C, , — R, es continua
y Lipschitz en ¢ y en f(t,0) = 0.

= Denotamos la solucién de (2.20), por x(to,¢), con condiciones iniciales
(to, ¢) S §R+(Cn’7—.

Existen basicamente dos ideas de como aplicar el teorema de estabilidad
de Lyapunov a los sistemas con retardos temporales (TDS):

s Teorema de Razumikhin [104], al igual que para el estudio de estabilidad
de los sistemas sin retardos se define una funcién de Lyapunov. La nega-
tividad de la derivada de la funcién de Lyapunov se requiere sélo para las
trayectorias definidas sobre el intervalo [t — 7, ¢].

= Teorema de Lyapunov-Krasovskii [55], en vez de definir una funcién de
Lyapunov, se define una expresién funcional que dependa de z;. La con-
dicién suficiente para la estabilidad es que la derivada de la funcién de
Lyapunov V, sea negativa a lo largo de toda la trayectoria del sistema.

El objetivo para ambos métodos, es poder determinar la estabilidad de
un sistema, y bajo qué condiciones podré estabilizarse el mismo. Dos tipos
de condiciones son interesantes:

= Una condicién que garantice la estabilidad del sistema para cualquier valor
en el retardo ( “Delay Independent Stability”).

= Una condicién que garantice la estabilidad del sistema en funcién del re-
tardo ( “Delay Dependent Stability”).

Teorema 2.3.1 [Teorema de Krasovskii/ Este teorema puede considerar-
se como una generalizacion del teorema de estabilidad de Lyapunov. Consi-
derando el modelo (2.20)-(2.21), con f : R x C — R", y considerando las
funciones continuas y no decrecientes; u,v,w : RT — R¥ con u(s),v(s)
positivas Vs > 0, u(0) = v(0) = 0, si existe una funcion de Lyapunov V(t, $),
tal que:

a.) u(l| $0) [|) < V(t,¢) <o(l| ¢ llc), VO €[-7,0]
b.) V(t, ) < —w([[z(0)]])

Si se cumple a y b, entonces la solucion trivial x = 0, serd uniformemente
estable.
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Si ademds w(s) > 0, Vs > 0, la solucidn trivial x = 0, serd uniforme y
asintoticamente estable.
Y por dltimo si también se cumple que, limg,_ o u(s) = oo, entonces la
solucion trivial x = 0, serd global uniforme y asintéticamente estable.

La condicion “a”, significa que la funcion candidata V', es definida positiva
y puede ser acotada de forma infinitesimal. La condicion “b”, implica que
la funcion candidata no va a incrementarse a lo largo de la trayectoria del
sistema.

Demostracion: Ver [41]. m

Teorema 2.3.2 [Teorema de Razimukhin/ Considerando de nuevo el
modelo (2.20)-(2.21), y las funciones continuas y no decrecientes w, v, w,p :
RT — RT, con u(s),v(s), w(s) positivas Vs > 0, u(0) = v(0) =0 y p(s) > s
para s > 0, entonces, si existe una funcion continua V : R = R :(— R, tal
que:

a.) u(z|) <V(E,z) <o(l[z), teRzeR”
b.) V(t,2(t)) < —w(||=(t)]])
con V(t+0,z(t+0)) <p(V(tx(t)); VOe][-T0]

La solucion de (2.20)-(2.21) serd uniforme y asintdticamente estable. Las
condiciones “a” y “b”, implican que la condicion de negatividad de la fun-
cion candidata V', solo es necesaria para algunas trayectorias definidas por la

evolucion del sistema sobre el intervalo [t — T,1t].

Demostracion: Ver [41]. m

2.3.1. Criterios de estabilidad derivados del teorema de
Razimukhin

El mayor problema se sitia en que la derivada de la funciéon de Lyapunov
depende tanto del estado actual x(t), como de z(t — 7). Por ello, la clave de
este método radica en poder obtener la derivada de la funcién candidata sin
que la misma dependa explicitamente de x(t — 7).

Este método trata de reducir las limitaciones introducidas por la natu-
raleza infinito-dimensional de las DDEs, introduciendo una condicién mas
relajada respecto a la derivada de la funcién de Lyapunov, tal que VvV <o.
Como funcién candidata de Lyapunov, se tiene usualmente:

V(z) =27 Px (2.22)

con P una matriz simétrica definida positiva, y con la dimensién apropia-
da, tal que se creen las condiciones para comprobar si el sistema en estudio
es estable o no, y si éste es estabilizable o no.
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Proposicién 2.3.1 Si la funcion de Lyapunov candidata V', se restringe a
funciones cuadrdticas acotadas, es posible simplificar el teorema de Razu-
mihin como sigue:

Un sistema sometido a un mdzrimo retardo T, sera asintoticamente estable
si existe la funcion de Lyapunov V, tal que para algin € > 0, se cumple:

V(z) > eljo]? (2.23)

y su derivada a lo largo de la trayectoria V(w(t)), cumple que:
V(a(t) < —ello(t)|? (2.24)

De tal forma que, para algin p > 1, siempre se cumplird que:

Viz(t+¢)) <pV(z(t), -17<£<0 (2.25)

Estabilidad independiente del retardo:
El modelo planteado para el estudio de estabilidad es:
(t) = Aox(t) + Arx(t — 1) (2.26)
Con condicién inicial zg = ¢, y matrices Ag, A1 € R™"*"

Teorema 2.3.3 El sistema representado por (2.26), sera asintdticamente es-
table si existe el escalar a > 0, y la matriz simétrica P, tal que cumpla:

T

A?{P —aP

Demostracion: Es suficiente con demostrar que se cumplen las condiciones
planteadas en la proposicién (2.3.1).

Dado que para que se cumpla (2.27)!, con a > 0, P debe ser definida
positiva, se cumple la primera condicién de la proposicién (2.3.1).

Respecto a la segunda condicidn, sea la derivada de la funcién de Lyapu-
nov:

V(x(t)) = [Aoz(t) + Az (t — 7)]T Pa(t) + z(t)T P[Aoz(t) + Ayz(t — 7)]
= 2x(t)T P[Aoz(t) + A1z(t — 7)] (2.28)
A partir de la expresion (2.28) no se puede determinar directamente la esta-

bilidad, pero por la condicién (2.48), de la proposicién (2.3.1), se tiene que
para algin « > 0, se cumple que:

! Para que una matriz sea definida negativa/positiva, todos sus menores principales
deben ser definidos negativos/positivos
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V(x(t)) < 22(t)T P[Aoz(t) + Arx(t — 7))
+ a[pz(t)T Px(t) — x(t — 7)T Pa(t — 1) (2.29)

El segundo término de la parte derecha de la desigualdad siempre va a
ser positivo.

De tal forma que si se cumple (2.27) también se cumplira la segunda
condicién de la proposicién (2.3.1):

V(x(t)) < —ellz(t)] (2.30)

Es necesario puntualizar que aunque (2.27) es linear con respecto a P, para
un « dado, y linear respecto a «, para un P dado, no lo es para el par (P, ).
La forma de proceder por tanto constaria de dos pasos, en un primer paso se
deberia calcular el maximo & tal que:

PAy+ AgPT +aP >0
P>0

y posteriormente con un o dado entre los valores 0 < a < &, computar la
LMI (2.27).

Sistema con retardos distribuidos El modelo planteado para el estudio
de su estabilidad es:

#(t) = Agx(t) + ' A(O)a(t + 0)do (2.31)

Donde A(0) representa una funcién matricial de 6 € [—7,0]

Teorema 2.3.4 El sistema definido por (2.81), serd asintdticamente estable
st existe la matriz simétrica P, la funcion escalar a(0) > 0, para 0 < 6 < 7,
y la funcidn matricial simétrica R(9), tal que:

0

PAy+ AL P +/ R(0)dO < 0 (2.32)
a(0)P — R(0) PA(0)
( A(0)TP —a(e)P> <0 (2.33)

Demostracion: De forma similar a la demostracién del teorema anterior se
tiene que:

V(z(t)) = 20(t)T P[Aox(t) + ’ A(O)z(t + 0)do)
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A partir de la condicién (2.48) y de la proposicién (2.3.1):

V(x(t)) < 22(t)T P[Aox(t) + / ’ A(0)a(t + 0)do] (2.34)

0
+/ a(0)[pr(t)T Pz(t) — x(t + )" Pz(t + 0)]d0  (2.35)
Y operando adecuadamente para agrupar términos, se obtiene finalmente:

V(a(t) < 2(t)T[PAoa(t) + ATP + / " R(O)dL ()

-7

+ /_07<x<t> w<t+9>)(a(eij<jeﬁﬁ(0) Pa%@?)( o >d9

Estabilidad dependiente del retardo:

Para poder determinar un criterio de estabilidad funcién del méximo re-
tardo, se hace uso de la férmula de Leibnitz-Newton que establece que:

0

a(t—7) = (t) — / (t + 0)d6 (2.36)

—T
Sustituyendo adecuadamente se cumple que:

ot — 1) = 2(t) - /0 Aot +0) + Aralt — 7+ 0))d6 (2.37)

De tal forma que es posible reescribir el sistema (2.26) como:

(1) = [A + A (t) + / ’ [ Ay Agz(t + 0) — Ay Ayz(t — 7 + 0)]d6(2.38)

—T
Realizando un desplazamiento temporal, este sistema también se puede
representar por:

O —

3(#) = Aoy(t) + /_ A+ 0)as (2.39)

Donde:

AO = AO + A1
(9) = 7A1A0,0 S [*T, 0}

A
/_1(9) = —A1A1,9 S [—27’ — T]
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Con la condicién inicial: y(0) = (0), —27 < 6§ < 0.

Claramente se puede apreciar que la estabilidad el sistema representado
por (2.39), va a implicar la estabilidad del sistema original (2.26), si bien la
inversa no es cierta. Dado que el sistema transformado (2.39), es claramente
un sistema con retardos distribuidos, su estudio de estabilidad serd similar al
caso estudiado de retardos distribuidos.

Teorema 2.3.5 El sistema definido por (2.26), serd asintdticamente estable
si existen los escalares ag > 0, a1 > 0, y la matrices simétricas P > 0, Ry,
Ry, ta que:

P(Ag+ A1)+ (Ao + AP +r(Ry + Ry) <0 (2.40)
(OékP — Rk PAlAk

Demostracion:  De forma similar a la demostracién del teorema (2.3.4),
se tiene que el sistema definido por (2.39), y por ende el sistema (2.26),
serd asintéticamente estable si existe la matriz simétrica P, R(f) la funcién
escalar () > 0, que haga que se cumpla que:

0

PAy+ AL P +/ R(#)df < 0 (2.42)
—27
a(0)P — R(6) PA(6)
< A(0)TP —a(e)P) <0 (2.43)

Con la matriz R(0), y la funcién «(f) > 0, constantes a trozos tal que:

| oo, —7<6<0
a(f) = {oq, —QTSHS—T}
o IR(), —TS@SO
R(0) = {IRl, —QTSGS—T}
| |

Esta condicion de estabilidad dependiente del retardo, se puede reformular
de forma mas sencilla segiin el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 El sistema definido por (2.26), serd asintdticamente estable
st existen los escalares ag > 0, oy > 0, y la matriz simétricas P > 0, tal que
se cumpla:

M  —PA; Ay —PA A,
~ATATP —ayP 0 (2.44)
—A{A,{P 0 —Oélp

Donde: M = % [P(AO + Al) + (A() + Al)TP] + (OZ() + al)P
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Demostracion: Dividiendo la expresién (2.40) por 7, y eliminando las ma-
trices Ry y Ry de las expresiones (2.40)-(2.41) para k = 0 y k = 1 respectiva-
mente se obtiene la expresién (2.44). La eliminacién de las matrices Ry y Ry
se realiza a partir de manipulaciones sobre LMIs (ver [41], pagina 159). m

2.3.2. Criterios de estabilidad derivados del teorema de
Krasovskii

Este método trata de extender la funcién de Lyapunov, tal que la misma
dependa explicitamente del retardo V(x;). Se sustituye la funcién de Lya-
punov, por una expresion funcional, donde la funcién candidata V' depende
explicitamente de la funcién z;. En el caso més simple la funcién candidata
presenta la forma:

t
Viar) = ot Palt) + [ a(€)7Sa(€)de (2.45)
t—r
con Py S, matrices simétricas definidas positivass.

Proposicién 2.3.2 De igual forma que para el teorema de Razumikhin, si
la funcion candidata se restringe a una funcion de Lyapunov cuadrdtica vy
acotada, es posible realizar la siguiente simplificacion:

Un sistema sometido a retardos sera asintoticamente estable si existe la
expresion funcional cuadrdtica y acotada V (@), tal que para algin e > 0, se
cumple:

V(9) = elle(0)]|? (2.46)
y su derivada a lo largo de la trayectoria del sistema,

V(#) = V(@e)ls =0 (2.47)
cumple que:

V(9) < —ll#(0)]* (2.48)

Demostracion: La tnica condicién omitida del teorema de Krasovskii
(2.3.1), es la condicién:

Vi(g) < v(l4lle)

Pero dado que V, es una funcién cuadratica y acotada de ¢, la condicién
anterior se cumple para:

v(lllle) = Kl

Para un K > 0, suficientemente grande. ™
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Sistemas sometidos a un tnico retardo

Teorema 2.3.6 El sistema definido por (2.26), serd asintdticamente estable
si existen las matrices simetria P > 0, S > 0, y se cumple la siguiente
desigualdad matricial:

T
<A P+PA+SPAd><O (2.49)

ATP e

Demostracion:
Se propone como funcién de Lyapunov candidata la siguiente expresion:

V(zy) = z(t)" Po(t) + /O z(t+0)T Sx(t 4 60)do

-7

Definiendo P > 0 y derivando V:

V(zy) = 2T (t)Px(t) + 27 (t) Pi(t) + =7 (t)Sz(t) — 27 (t — 7)Px(t — 1)
= (Az(t) + Agz(t — 7)1 Pa(t) + z(t)T P(Az(t) + Ag(t — 7)
+ 2T (t)Sx(t) — 2T (t — 7)Sx(t — 1)

y de forma matricial:

V(xt) _ [:UT(t) mT(t—T)] ATP+PA+SPAd:| {Cﬂ(t) ]

ATP -5 x(t—1)

Para que se cumpla (2.49), S debe ser definida positiva S > 0, de tal
forma que junto con P > 0, implica que:

V() = e 6(0)]*

Por otro lado si se cumple (2.49), implica que para un € > 0, suficientemente
pequetio se cumple que:

V(9) < —]|o(0)|?

Comentario 2.3.1 Notar que la condicion de estabilidad (2.49), es equivalen-
te a la condicidn (2.27), del teorema 2.3.3 derivado de Razumikhin, con la
equivalencia S = aP. Si bien aqui, la condicion de estabilidad se expresa
directamente como una LMI, con lo cual su aplicacion es mds sencilla y util
que en el teorema 2.3.3. La desventaja con respecto a Razumikhin, es que
el manejo de “time-varying delays” no es posible, siendo por contra de fdcil
manejo a partir de Razumikhin.
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Sistema con retardos distribuidos

Teorema 2.3.7 El sistema definido por (2.31), serd asintdticamente estable
st existe la matriz simétrica P > 0, y las funciones matriciales simétricas
R(0) y S(0) tal que:

PAy+ AL P + ’ R(6)df < 0 (2.50)
§(0) — R(0) PA(0)
( A@O)P §(9)> <0 0€[-n0] (2.51)

Demostracion: Se propone la expresién funcional candidata:
0 0
[ oems@oeac| as

Con derivada a lo largo de la trayectoria del sistema:

V(6) = 6(0)T P(0) + /

V(z(t)) = ¢(0)" [PAO + AP+ ’ S(a)da} #(0)

—T

0 0
4 20(0)7 / PAG)O)d0 — [ 6(6)TS(0)6(6)do

_T .,
. . L. 0
Si a esta expresién se le suma y resta el término [~ R(#), operando
adecuadamente para agrupar términos, se obtiene:

0

V(z(t)) = ¢(0)F [PAO + ATP + 3 R(&)d@} #(0)

0 _
w [ o eer) (*Yods Ts) ) (56 )

De forma similar a la demostracién del teorema (2.3.6), para que se cum-
pla (2.51), implica que S(0) > 0, de tal forma que:

V() = e o(0)]*

Por otro lado si se cumple (2.50) y (2.51), implica que para un ¢ > 0, sufi-
cientemente pequeno, se cumple que:

V() < —¢llo(0)]>
|
Comentario 2.3.2 Si se establece la equivalencia S(0) = a(0)P, se demues-

tra que esta condicidn es similar a la equivalente del teorema (2.8.4) segin
Razumikhin.
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Estabilidad dependiente del retardo

Teorema 2.3.8 El sistema definido por (2.26), serd asintdticamente estable
si existen las matrices simétricas P > 0, Ry, Ry, Sy, S1, tal que:

M —PAjAy —PA A
—ATATP  _8, 0 <0 (2.52)
—AA4P 0 -5

Donde: M = L [P(Ag + Ay) + (Ao + A1)TP] + So + S

Demostracion:  Se tiene que si el sistema definido por (2.39) es estable,
también lo serd el sistema (2.26). Si se aplica el teorema anterior (teorema
2.3.8) sobre el sistema equivalente con matrices:

. Ry, —7<6<0
R(a){Rl, —2T§9§—7‘}

_ SO, 77—3930
S(a)_{Sl, —2T<9<—’7’}

Se obtiene la condicién:

P(Ag+ A1)+ (Ao + AP +r(Ry + Ry) <0 (2.53)

SgP — Ry PA1 Ay B
( WrATp _ep ) <0 k=01 (254
De forma similar a la demostracién del corolario (2.3.1), si se divide (2.53)
por 7, y se eliminan las matrices Ry, R; de las expresiones (2.53) y (2.54),
se obtiene la condicién (2.52)

Comentario 2.3.3 La correspondiente condicion de estabilidad segin Razu-
mikhin (corolario 2.3.1), se puede obtener con la restriccion Sy = apP. La
condicion derivada de Krasovskii es menos conservativa, y computacional-
mente menos costosa (la condicién 2.52 es ya una LMI), que la correspon-
diente condicion de Razumikhin (2.44), si bien, esta dltima condicidn si que
va a ser valida para el tratamiento de “time-delay varying”, mientras que la
derivada de Krasovskii no lo serd.

2.4. Criterios de estabilidad para sistemas discretos

El méximo interés practico de los criterios de estabilidad sobre sistemas
con retardos temporales hacen referencia a la estabilidad dependiente del re-
tardo. Como se ha visto anteriormente, la clave para la obtencion de criterios
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de estabilidad dependientes del retardo radica en la bien conocida férmula
de Leibnitz-Newton:

t

z(s)ds = z(t) — / Z Ajz(s —m)ds

t—7 1=0

x(t—71) = x(¢) —/

t—7

De forma similar, la clave para el desarrollo de criterios de estabilidad
dependientes del retardo, sobre modelos discretizados radica en la siguiente
equivalencia:

k

Tg—h = | Tk — Z [2(j) — 2(j — 1)]

j=k—h+1

Donde: 7 = hT'. El resto del procedimiento es exactamente igual que para
su equivalente en continuo, y consiste en buscar una funcién candidata de
Lyapunov V (k), tal que se cumpla que AV (k) < 0.

Para mas detalles, véase el Teorema del Apéndice A, desarrollado en esta
tesis para el andlisis de estabilidad del esquema de predicciéon propuesto en
el capitulo 6.






3 Estrategias de control

3.1. Introduccidn.

El desarrollo de estrategias para el control de sistemas con retardos tem-
porales es una disciplina ampliamente tratada . En el monografico de Nicu-
lescu [85], v en los tutoriales de Richard et al. [106], y Richard [105] se puede
encontrar una detallada clasificacion de todas ellas.

Las principales aportaciones de esta tesis se enmarcan dentro del estudio
de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo sometidos a retardos de
actuacién y/o medida. Por tanto, en este capitulo inicamente se va a reali-
zar una revision de las principales, o més populares, estrategias de control
existentes para el control de este tipo de sistemas.

Mencién aparte de aproximaciones a partir de reguladores de estructura
fija [92, 43], o soluciones algebraicas en el dominio discreto como los algorit-
mos de Control Predictivo [19], el Predictor de Smith (SP) [113], as{ como
sus multiples modificaciones [123, 97, 14], y la técnica de Asignacién Finita
del Espectro (FSA) [71], pueden considerarse como las estrategias de control
mas extendidas para el control de sistemas lineales sometidos a retardos de
actuacién y/o medida [105, 42], si bien todas estas técnicas tienen en comun
que realizan una compensacion del retardo en base a una prediccién de la sa-
lida, o del estado, a partir de un modelo del sistema considerado. El problema
surge cuando el proceso a controlar es inestable, dado que, los esquemas de
control resultantes no cumplen la condicién de estabilidad interna, lo que
implica un sistema en bucle cerrado inestable.

Destacar, por tanto, que el control de procesos inestables con retardos
temporales se consideraba todavia un tema sin resolver satisfactoriamente
[42, 105], v es en base a esta limitacién, sobre la cual se ha desarrollado
la mayor parte de esta tesis, habiéndose obtenido resultados novedosos al
respecto.
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3.2. Aproximaciones a partir de reguladores con
estructura fija

Los reguladores tipo PID (3.1), son los de mayor implantacién en las apli-
caciones industriales. Estos pueden ajustarse tanto usando métodos empiricos
(reglas de Ziegler & Nichols), como analiticamente [14].

t
PID(t) = k (1 + 1 / e(L)dL + Ty de(t)) (3.1)
T Jo dt

Para el control de sistemas sometidos a retardos temporales, los regula-
dores tipo PID pueden ser utilizados como elementos de prediccién, donde
la prediccién sobre la evolucién del proceso se realiza mediante el término
derivativo Ty, por lo tanto la accién de control obtenida es proporcional a la
estimacién del error de control en el instante de tiempo ¢ 4+ T'd.

En [93], y en las referencias que ahi se citan, se puede encontrar un de-
tallado estudio del estado del arte en la aplicacién de los reguladores tipo
PID al control de procesos con retardos temporales. Recientemente en [43],
también se presenta un monografico dedicado a este campo.

Destacar que la prediccion obtenida mediante la derivada de las varia-
bles medidas no es muy efectiva cuando el retardo de tiempo del proceso es
elevado, con respecto a la constante de tiempo dominante del sistema, en
estos casos la derivada de la variable de salida del proceso no ofrece suficien-
te informacién sobre su evolucién, ademaés se debe tener en cuenta el efecto
perjudicial del ruido sobre la derivada de una variable medida [14].

La aproximacién de Padé

Considerando el esquema de la figura 3.1, donde K (s) puede representar
cualquier regulador convencional, se obtiene la siguiente expresion de bucle
cerrado:

(3.2)

7(s) s)
b K(s) G(s)e' ™ A >

A4

Figura 3.1. Esquema de control de un bucle simple.

Si se de desea realizar un diseno analitico del regulador K (s), el denomi-
nador de la expresién (3.2) debe ser una expresién racional (nimero finito de
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ceros y polos), por contra la presencia de un retardo convierte dicha expresién
en una de naturaleza irracional (ntmero infinito de polos y ceros).

Una posible solucién consiste en realizar una aproximacion del retardo
por una expresion racional. Esta idea da lugar a la técnica de aproximacion
de Padé. La técnica de Padé se utiliza para la aproximacién de un retardo por
una funcién de transferencia racional. Esta aproximacién puede ser utilizada,
tanto en la fase de andlisis como de diseno del sistema en bucle cerrado.

Dado que esta aproximacién convierte un modelo con retardo a un expre-
sién racional libre de retardo, es posible aplicar tanto los métodos de anélisis
como de disenio sobre sistemas libres de retardo.

Es conocido que la expansién segiin Taylor del término e~ %* es:
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A partir de esta expresion, se define la aproximacion de Padé como:
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Donde: n representa el orden de aproximacion de la misma.
Por ejemplo, usando la aproximacién de Padé de primer orden:

_LSQQ—LS
T2+ Ls

La expresién G(s)e~ ¢, también se puede representar como:

(2 —Ls)

G(s)e L% ~ G(s)m

(3.5)

De forma que, tanto el diseno del regulador K(s), como el andlisis del
sistema, en bucle cerrado podré realizarse sobre un modelo libre de retardo.

Destacar sin embargo, que esta aproximacién no es valida para retardos
elevados!, y que la misma puede ser causa de una bajas prestaciones e incluso
de inestabilidad [43].

Concluir por tanto que los reguladores convencionales, como el PID, pue-
den ser empleados cuando el sistema presenta retardos no muy elevados con
respecto a la constante de tiempo dominante del sistema, pero si el proceso
incorpora retardos de tiempo significativos se obtendrda un rendimiento po-
bre o incluso puede darse la inestabilidad del sistema [43]. En estos casos, es
conveniente usar algin tipo de esquema de compensacién del retardo [46, 50].

L A partir de este punto cuando se hable de retardos pequefios o elevados, siempre
se hara en referencia a la constante de tiempo dominante del sistema considerado.
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3.3. Esquemas basados en la compensacion del retardo
(DTC)

Para sistemas con retardos elevados, si se desea realizar un diseno analiti-
co del regulador, una alternativa al bucle simple (con una aproximacién de
la exponencial), se basa en una “compensacién” de los retardos. Esta me-
todologia fue propuesta inicialmente por Smith en 1957 [113], y se conoce
popularmente como Predictor de Smith (SP). Destacar que el SP es una es-
tructura de control predictiva, con un horizonte de prediccion igual al retardo
del sistema considerado, por lo que en la actualidad no se considera un con-
trolador predictivo, sino un compensador de tiempo muerto, con terminologia
en inglés “Dead-Time Compensator” (DTC).

3.3.1. El Predictor de Smith

Esta estrategia asume que el retardo puede representarse tanto en la en-
trada del proceso como en la salida.

Suponiendo que todos los retardos del sistemas se sitian en la entrada y/o
salida del proceso y que su magnitud es conocida, la funcién de transferencia
del mismo se puede representar como:

Gy(s) = Gr(s)e "

cuya representacion en diagrama de bloques admite la descomposicién de
la figura 3.2, donde se puede observar que la variable y(t) tendra los valores
de y,(t), con L, instantes de tiempo de retraso.

G,(s)

u(s) G.(s) )’p(S) s y(s)=

v

Figura 3.2. Descomposicién del modelo del proceso en parte racional y retardo.

Dado que un retardo no provoca ningtin cambio de magnitud, si se pudiera
obtener el valor de la variable en el punto y,(t), y realimentar ésta sobre el
proceso, tal y como se muestra en la figura 3.3, se podria realizar el diseno del
controlador sin consideracién del retardo. Pero evidentemente, esta variable
es inaccesible, sélo es posible disponer de la medida de la salida y(t).

Como solucién a este problema, se plantea la posibilidad de obtener los
valores de yp(t), a través de una prediccién de los mismos. Si bien, en principio
esto sélo serd posible si se dispone de un modelo del proceso,
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G,(5)

+
"s) u(s) P~ Y, (9) i y(:)

X
=
()
N

y

N

7\

Medida imposible de realizar
sobre el proceso fisico

Figura 3.3. Esquema de medida ficticio para sistemas con retardos temporales.

Gp(s) = G(s)e™L* (3.6)

A partir de un modelo del proceso sin retardo, si se aplica la accién de
control, se obtiene la prediccién de la salida sin retardo g,(s) = G(s)u(s), lo
que permite realizar una prediccién de los valores de la salida, con L instantes
de tiempo de adelanto sobre la salida del proceso real.

Si se representa esta idea (figura 3.4), se observa que se estd realizando un
control en bucle abierto, con lo cual no se estarian aprovechando las ventajas
de los sistemas realimentados.

G,(s)

r(s) + u(s) ,(5)

(s)
K(s) G.(s) >

A

G(s)

Figura 3.4. Control a partir de una prediccién de la variable controlada.

Para incorporar la medida de la variable controlada, y obtener en con-
secuencia un sistema realimentado, se plantea la estructura de la figura 3.5,
donde la variable controlada y(t), se compara con la prediccién retrasada
L instantes de tiempo g,(t — L), de tal forma, que las posibles discrepan-
cias o perturbaciones entre el modelo y el proceso real se realimentan sobre
el sistema de control como un factor corrector sobre las discrepancias en la
prediccién.
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d(s)
+
r(s) + Ko Lt G ()¢
G(s) 22
+

Figura 3.5. Control a partir del Predictor de Smith.

La realizacién de este tipo de control requiere un modelo, y al igual que en
todos los disenos, cuanto mas preciso sea el modelo, mejor sera la prediccion.

Limitacion del Predictor de Smith: A partir del esquema de la figura
3.5, se obtienen las siguientes expresiones:

K(s)G,(s)e Ers r(s)
1+ K(s) (G(s) — G(s)e ™ + Gr(s)e™Fr?)
(L4 K(:)6(s) = KOG )G, (s)e b )
1+ K(s) (G(s) — G(s)e=Ls + G,.(s)e=Lrs)

y(s) =

(3.7)

Donde G, (s)e~ representa el proceso real, K(s) cualquier controlador,
y los bloques G(s ), % el modelo del proceso libre de retardo y el modelo
del retardo respectivamente.

Como es habitual cuando se derivan las férmulas de ajuste del controla-
dor, se asume que el modelo es una perfecta representacién del proceso real
G(s)e % = G, (s)e~ £, entonces la expresién (3.7) se puede reescribir como:

K(s)G(s)e” "

y(s) = WT(S) (3.8)
_ K(s)G(s)e” " Se—Log(s
+ (1 —1+K(s) ( )>G( ) d(s) (3.9)

A partir de la expresién de la ecuacién (3.8), se puede observar que el
controlador K (s) se puede disefiar sin consideracién del retardo. Notar que
la expresién del retardo no aparece en el denominador de la f.d.t. en bucle
cerrado.

Es importante destacar que el Predictor de Smith tiene algunas limita-
ciones, entre otras, es muy sensible a perturbaciones, no es viable para el
tratamiento de retardos en los estados, presenta problemas de rechazo de
perturbaciones en procesos con accién integral y sobre todo no puede utili-
zarse en sistemas con polos inestables [97, 74].
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Inestabilidad del Predictor de Smith: Notar que en la expresiéon de la
ecuacién (3.9), incluso para el caso ideal, si G(s) tuviera algiin polo inestable,
el sistema en bucle cerrado también seria inestable.

Esta situaciéon también se puede apreciar en una representacién discreti-
zada del esquema del SP en espacio de estados. Considérese, por ejemplo, el
siguiente sistema:

G(s)e_o’ls

Si se realiza una discretizacién, con un periodo de muestreo T = 0,1s, se
obtiene:
G(z)z7 1,

con representacion en el espacio de estados:
Tht1 = Axy + bug_1, (310)

que también es posible reescribir como:

Th41 o Ab Tk 0 3 =
()= [28] (5 )+ [P - A o

Implementando un SP, y considerando el caso ideal, es decir el modelo es
exacto al proceso, se obtiene:

G(2) - G(2)z '+ G(2)z 7t =G (2)
con representacién en el espacio de estados:

£k+1 = A%y + buy (312)

y ley de control up = —KZj. Sustituyendo la ley de control sobre el
predictor (3.12) y el sistema ampliado (3.11), se obtiene:

()= ()

donde se puede apreciar que en bucle cerrado se mantienen los autovalores
del sistema original en bucle abierto, y por tanto la inestabilidad del sistema
en bucle cerrado.

Tpy1 AbO Tk
U =(00-K Uk—1
Bt 00 (A—bK)| \ix



46 3 Estrategias de control

Procesos con un modo integrador: Mediante una sencilla manipulacién
algebraica, es posible reescribir la expresién (3.9) como:

y(s) _ _Gls)e™™
d(s) 1+ K(s)G(s) (3.13)
s s efLs
K( )G( (G(S) _ G(S)@iLs)d(S) (314>

T T R()06)

Teorema 3.3.1 Sea G(s) cualquier funcidn de transferencia estable, con-
sidérese un regulador genérico K(s) con accién integral. El sistema en bucle
cerrado, tendrd error nulo en régimen permanente, ante perturbaciones de
tipo escaldn en d(s), sty sdlo si:

lim (G(s) — G(s)e ") =0 (3.15)

s—0
Demostracion: La condicién suficiente es obvia, dado que la accién inte-
gral del controlador K (s) implica que la expresién (3.13) se anula en régimen
permanente. Por tanto serd suficiente que el limite (3.15) sea cero para que
la expresién (3.14) también sea cero en régimen permanente. Para probar
la necesidad, notar que la parte integral del controlador K(s) en la expre-
sién (3.14) se cancela, por tanto, para que esta expresién (3.14) se anule en
régimen permanente el limite (3.15) también debe ser cero. [ ]

Lema3.3.1. Considérese un sistema G(s) con un polo en el origen, tal

que G(s) = GST(S), entonces se cumple que:

lim (G(s) — G(s)e 1%) = Jim Gi(s)L

s—0

Demostracion: 2

) e 11,
lim (G(s) ~ Gls)e™™) = lim Gy(s) < Lt > _

1— efLs

lim, Gs(s) ( s ) = [Jim Gs(s)L

S

Comentario 8.3.1 Por el Lema anterior se puede concluir que, para un sis-
tema con un modo integral, la implementacion de una estructura de control
a partir de un SP, implicard un error en régimen permanente no nulo ante
perturbaciones en la entrada del sistema.

2 Este limite se resuelve por L'Hopital.
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El esquema bésico del Predictor de Smith, posee importantes propiedades
para el tratamiento de los sistemas con retardos, pero es importante anadir
que también tiene importantes limitaciones [1, 97, 74].

El problema del SP radica en que éste se desarrolla bajo un esquema con
un dnico grado de libertad, y a partir de un modelo del proceso. Bajo tales
circunstancias, un SP disefiado para un buen seguimiento de la referencia
posee bajas prestaciones al rechazo de perturbaciones y viceversa. Igualmente
un mal modelado va a implicar una bajas prestaciones, y como se ha visto
anteriormente, si el proceso es inestable el sistema resultante en bucle cerrado
también serd inestable.

En este sentido, desde la aparicién del primer articulo sobre el SP, han
sido y siguen siendo muchos los articulos que tratan de superar, o mejorar,
estas carencias. El objetivo de los mismos se basa principalmente en:

= Mejora de la robustez frente a errores de modelado.
= Ajuste éptimo de los parametros del regulador.

= Control de procesos con un modo integrador.

= Control de procesos inestables.

En esta tesis se van a tratar las dos tltimas limitaciones.

3.3.2. DTC para sistemas con un modo integrador

La principal ventaja del esquema de prediccién del SP es que el retardo es
eliminado de la ecuacién caracteristica. Con lo cual, el problema original de un
sistema, con retardo se puede transformar en uno equivalente sin retardo. Sin
embargo, como ya fue observado por Watanabe e Ito [123], el SP no puede ser
utilizado para sistemas integradores si se desea un rechazo de perturbaciones
en régimen permanente (ver Lema 3.3.1).

Para solucionar esta limitacién, en [123] se propuso una modificacién del
modelo libre de retardo utilizado en la implementacién del bucle interno del
SP. El controlador principal podia ser un PI o un PID. Posteriormente, en un
trabajo presentado por Astrom [13] se propuso una modificacién de la estruc-
tura del original SP, esta nueva estructura tiene la propiedad de que permite
desacoplar la respuesta del sistema ante perturbaciones con respecto al set-
point, y como consecuencia, permite un diseno que mejorard la respuesta del
sistema ante perturbaciones.

Matausek et al. [72, 73] también presentan una estructura similar a la
previamente presentada por Astrom, pero incluyendo una realimentacion del
error de prediccién® sobre la entrada a la planta.

En [115], se presenta un esquema similar al previamente presentado por
Astrom, pero con un bucle adicional entorno al proceso a controlar. Si bien
se obtienen resultados similares que con los esquemas previos, la estructu-
ra es mas compleja, y la adicién de una accién derivada, sobre el error de

3 Diferencia entre la salida de la planta y la salida del modelo de la planta.
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prediccion, representa una desventaja dada la amplificacién de los ruidos de
medida.

En el trabajo presentado por Normey-Rico et al. [89] se present6 un es-
quema de predicciéon con dos grados de libertad, “Two-Degree-of-Freedom”
(2DoF'), para el control de sistemas con un modo integrador. Este esquema es
similar al previamente propuesto por [123], pero con un filtro en el set-point.
Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos con propuestas previas
[13, 123, 72, 73], pero las férmulas de ajuste del DTC son mds simples y
tienen en cuenta la robustez en las prestaciones del regulador.

En [90], Normey-Rico y Camacho presentaron una modificacién del es-
quema inicialmente presentado en [89], pero usando un filtro diferente en
el set-point. Este esquema también se presento como una unificacién para el
control de sistemas estables o con un modo integrador. El esquema propuesto
se demuestra superior a los previamente propuestos en la literatura, pero en
principio y al igual que los esquema previos, su aplicacién se restringe sélo a
procesos modelados por sistemas de primer orden més un retardo (FOPDT)
o sistemas integradores mds un retardo (IPDT).

En esta linea, mencionar también el esquema presentado en [24], si bien
destacar, que posteriormente en [88] es matizada su originalidad.

En el articulo de Zhong et al. [139] se presenta un esquema de predic-
cién que no se deriva directamente del clasico SP, ni de su principio bésico
(estimacién de la variable controlada a partir de un modelo libre de retar-
do). Este esquema, con dos grados de libertad, se disefia como un observador
sobre la variable de perturbacion de entrada al proceso. Como inconvenien-
tes del esquema propuesto, destacar que el esquema original es no casual y
puede presentar problemas de estabilidad interna, como consecuencia de ello,
es necesario realizar la implementacion a partir de un esquema equivalente.
En esta linea, en [136] se presenta una nueva propuesta de implementacién
que se justifica como una mejora sobre la inicialmente propuesta en [139].
Como principales ventajas de esta estructura destacar que, hasta la fecha de
su publicacion, se presenta como el DTC con el que mejores prestaciones se
obtienen, a partir de un diseno sencillo y todo ello a partir de una estructura
relativamente simple. Destacar también que, permite un disenio a partir del
modelo nominal del proceso, y que puede ser disenado para el rechazo de
perturbaciones de naturaleza arbitraria.

Paralelamente al trabajo presentado en [139], el mismo autor, también
presenta otro esquema de prediccién en [136], si bien se demuestra que la
funcién de transferencia entre la perturbacién y la referencia es la misma,
y que si el diseno de los reguladores correspondiente al set-point de ambos
esquemas se realiza adecuadamente también es posible obtener la misma res-
puesta y grado de robustez. Destacar que estos esquemas, s6lo permiten el
diseno sobre sistemas con un tinico modo integrador y de fase minima.

En cualquier aplicacion real los algoritmos de control son implementados
sobre algtin tipo de dispositivo digital [15]. A pesar de este hecho, la ma-
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yoria de las contribuciones concernientes a los DTC tnicamente analizan el
caso continuo. El primer trabajo que traté con el andlisis de estabilidad de
DTC discretizados fue presentado por Palmor [96], y después del mismo, sélo
algunos autores han analizado esta materia [116].

Recientemente en [116], se trata este asunto, donde se realiza un exhausti-
vo andlisis del proceso de discretizacion del esquema inicialmente presentado
en [139]. Las reglas de diseno de los controladores presentadas en [116], deter-
minan un compromiso entre robustez y perdida de prestaciones, permitiendo
a su vez una minima degradacion de las prestaciones del bucle cerrado man-
teniendo un determinado grado de robustez cuando exista una limitacién en
el periodo de muestreo.

A continuacién se realiza un anélisis detallado de los métodos referencia-
dos anteriormente mas relevantes.

DTC propuesto por Watanabe e Ito [123]: Disponer de modelos senci-
llos que representen el comportamiento del proceso real es muy importante en
el mundo industrial. Por ello, algunos procesos industriales son cominmente
modelados como sistemas de primer order méas un retardo, o simplemente
como un integrador més un retardo (IPDT):
kv —Ls
G(s) = S €

En este tipo de modelos, el retardo no sélo representa la posible existen-
cia de retardos intrinsecos al propio proceso, sino que también sirven para
modelar la dindmica no modelada del proceso.

Para estos modelos, han sido varias las modificaciones que sobre el original
SP se han presentado en la literatura. El primer trabajo relevante en este
sentido fue el presentado por Watanabe e Ito [123] (figura 3.6).

v <=

C (S) v e sL

G,(s)- G(s)e™*

Figura 3.6. DTC propuesto por Watanabe e Ito.

La modificacién propuesta, consistié en considerar el siguiente modelo:

Gi(s) = k(1= Ls) (3.16)

S
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Siendo la relacién entre la variable controlada y la perturbacién de carga:

yls) . Glo)er™ | C(s)G(s)e ™
d(s) 1+ C(s)Gi(s) 1+ C(s)Gi(s)

(Gi(s) = G(s)e™")d(s)

De tal forma que al aplicar el limite sobre la expresién (G (s)—G(s)e™ L),
considerando el nuevo modelo libre de retardo propuesto por Watanabe e Ito
(3.16), se obtiene:

lim (M — k%“) =0 (3.17)

s—0 S S

Con lo cual se asegura un error en régimen permanente nulo ante errores
de tipo escaldn en la perturbacién d(s).

DTC propuesto por Astrom et al. [13]: En la estructura propuesta por
Astrom et al. (figura 3.7), la funcién de transferencia entre la referencia r(s)
y variable controlada y(s) es:

y(s)  k  _ (+M(s)tet) ok,
r(s) 5+ke (1+ M(s)le—sL) - S+k6 (3.18)

r(s) + ‘ s) . , l+ %e% y(s)

— e M (s)

IR i‘
e <

- +

Figura 3.7. DTC propuesto por Astrom et al.

Y la funcién de transferencia entre la perturbacién d y la variable contro-
lada y:
y(s)

lest
— S
d(s) 1+ M(s)te—sr

(3.19)

Si se disefia adecuadamente M (s), es posible “eliminar” el retardo del deno-
minador. Por ejemplo, para:

] b+
ekt B B = (G B = (B Be

S S

M(s)

(3.20)
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Donde: k4 = k2 + ks L. Se obtiene la siguiente relacién:

y(s) e L(s*(1+ Ky) + kos + K3 — (Kys + K3)e 5L o
d(s) s(s2(1 + k1) + sK2 + k3) :

Como puede apreciarse en (3.21), con la propuesta de Astrom es posible
ajustar todos los polos de la respuesta ante perturbaciones, notar también
que lim,__,g % =0, lo cual implica error en régimen permanente nulo ante
perturbaciones de tipo escalén.

Como ventajas de esta estructura destacar, que la respuesta del set-point
esta desacoplada de la respuesta ante perturbaciones en d. Las funciones de
transferencia que representa ambas relaciones permiten un diseno sin conside-
racion del retardo, permitiendo un ajuste de los polos en bucle cerrado arbi-
trario. Como inconvenientes, destacar que no existe una metodologia genérica
de diseno del bloque M (s), y que para el caso desarrollado, el elevado niimero
de parametros complica el diseno de la respuesta ante perturbaciones.

Si bien en [135] se presenta un procedimiento sistemdtico para el diseno
del bloque M (s), la generacién del mismo incluye la realizacién de una reali-
mentacion positiva, la cual es una fuente potencial de inestabilidad, limitando
la robustez del mismo [115].

DTC propuesto por Matausek y Micié [73]: En la figura 3.8, se muestra
el esquema propuesto por Matausek y Micié.

d(s)
+
I"(S) + i + + k, ol y(s‘)
" + s "
= FG)
A i ( ) +
y; s 4
: et 0
+
A
O«

Figura 3.8. DTC propuesto por Matausek y Micié.

En el caso nominal, es decir, si no existen errores de modelado, a partir

del esquema de la figura 3.8, donde F(s) = 2so(Tast])

= [Ta/i0s11) € obtiene la siguiente

expresion:
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(s) = kykre Ls
Y = s T hoky)
k, [5 + kykr (1 — e’LS)] e Ls

- d(s)
(5 + kok) (s + Kefpllstl o—Ls)

r(s) (3.22)

(3.23)

Expresién a partir de la cual es muy facil verificar que el error en régimen
permanente, ante errores de tipo escalén en d, es cero dado que se verifica
que:

Jim (s + koo (1 - e %) =0

Esta estructura es similar a la inicialmente presentada en [72], pero con
T, = 0, entonces F(s) = Ky. Notar también que si F(s) = 0, o lo que es lo
mismo, si Ky = 0, este esquema es equivalente al convencional SP.

El disefio de k., se propone segin la siguiente férmula: k, = ﬁ7 donde
T, se define como la constante de tiempo deseada en bucle cerrado [72]. El
diseno de los parametros Ky, v Ty se realizard en funcion del ajuste de los
polos de la ecuacién caracteristica. En [73] las reglas de diseno para estos
parametros se definen como:

szaL
g*gppm

T kLT T (5 Ppm)Pa?)

Ky

Donde los pardmetros o = 0,5 y el margen de fase @,,,, = 64°, has sido
definidos después de numerosas simulaciones [73].

Comentario 3.3.2 Notar que para el caso particular F(s) = Ky, si existen
errores de modelado, la funcion de transferencia entre la referencia y la va-
riable controlada es:

Gro(5) k. A(s)G(s)e t*

T + Ky ke — kr%eﬁ + k. A(s)G(s)eLs

: . (1+KoG(s)e™)
Donde: A(s) := W
DTC propuesto por Normey-Rico y Camacho [89]: En la figura 3.9,
se muestra el esquema propuesto por Normey-Rico y Camacho. El esquema
propuesto se basa en una modificacion del inicialmente propuesto por Wata-
nabe e Ito [123], pero con la adicién de un filtro en el set-point. Al igual que
en el trabajo presentado por Watanabe e Ito, los modelos utilizados son:

ky,(1 — Ls
Gi(s) = M; G(s) = =

- . (3.24)

La estructura del regulador, un convencional PI, y el filtro se definen
como:
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d

y

G(s)e " >
G(s)- G(s)e' ™
Figura 3.9. DTC propuesto por Normey-Rico y Camacho.
ke(1+T;s) 1+ aT;s
- . F(s) = ———*. 1 2
Clo) = "= F(s) = Topt a< (3.25)

Lo méas comun en el diseno de un sistema de control, es disenar el mismo
para que sea lo més réapido posible sin sobreoscilacion. Bajo estas premisas,
el controlador C(s), se disena para obtener las mejores prestaciones ante
perturbaciones en d. Por ejemplo, si se desea obtener un polo doble en s =
—1/Ty, en [89] se indican las siguientes férmulas de ajuste del controlador:

2T+ L

(3.26)

Dado que la funcién de transferencia entre la variable controlada y el
set-point o referencia es:

- F(s) (3.27)

El filtro se disenard de forma que se cancele el cero del controlador. El parame-
tro «, se utiliza para ajustar la respuesta del set-point. Obtenido de forma
experimental, en [89] se indica como valor méds adecuado « = 0,4.

En las simulaciones presentadas, se mostraba como el mejor DTC, hasta
la fecha, para el control de sistemas tipo IPDT, tanto en el rechazo de pertur-
baciones tipo escalén como en el set-point. El estudio de robustez, muestra
también la superioridad del mismo frente a trabajos previos.

En [90], se presenté una mejora de esta estructura. Esta mejora ya se
puede considerar como un esquema con dos grados de libertad (2DoF). La
misma consiste esencialmente en extender el estudio del esquema propuesto
para el caso de sistemas estables modelados por FOPDT, e introducir un
nuevo filtro en el set-point del esquema propuesto. Con esto tltimo se consigue
desacoplar completamente la respuesta del set-point de la respuesta ante
perturbaciones.

El nuevo filtro propuesto es:

(1+ sTp)?
(1+ sT;)(1 + sT;)

F(s) = (3.28)
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Donde T, y T, se definen segin se aprecia en la ecuacién (3.29) y (3.30)
respectivamente.

A partir de las férmulas de ajuste del regulador C(s) definidas anterior-
mente, y la definicién del nuevo filtro F(s), la relacién entre la variable con-
trolada y el set-point, y la variable controlada y la perturbacién se definen
como:

rgg - Tf;+ 1 (3.29)
y(s)  kye sk e L (1 + s(L + 2Ty))

Un analisis comparativo con esquemas precedentes muestran que esta
estructura es superior, tanto por la sencillez de ajuste de parametros, como
por las prestaciones obtenidas en el rechazo de perturbaciones tipo escalén,
como en robustez ante errores de modelado en el retardo y parametros de la
planta, y/o dindmica no modelada.

DTC propuesto por Zhong y Normey-Rico [139]: En la figura 3.10, se
muestra el esquema propuesto por Zhong y Normey-Rico [139]. Este esquema
originalmente presentado dentro de otro contexto en [94], es un efectivo y
sencillo esquema de dos grados de libertad para el control de sistemas con un
modo integrador. A diferencia de esquemas precedentes, donde los modelos
se representaban por IPDT, esta metodologia puede tratar con modelos mas
genéricos, tal que:

G(s)e L = LOS(S) ek (3.31)
Donde Gy(s), es una funcién de transferencia estrictamente propia, Hurwitz
(estable) y de fase minima. Evidentemente, también se debe cumplir que

Go(s) # 0.

Figura 3.10. DTC propuesto por Zhong y Normey-Rico.

A partir del esquema de la figura 3.10, es posible obtener las siguientes
relaciones:



3.3 Esquemas basados en la compensacién del retardo (DTC) 55

us) _ CEGE)

(s)  14+C(5)G(s)
(s)

=

Y _ s €7SL _ s €7SL
d0s) G(s)e ™ (1 = Q(s)e™"")
y(S) _ s 678L

A partir de las mismas es posible observar que se cumple el “principio de
Smith”, es decir, es posible realizar el disefio del controlador C(s) sin con-
sideracién del retardo L. Notar también que para que el error en régimen
permanente sea cero, se debe cumplir que:
Jim (1 - Q(s)e*t)y =0 (3.32)
Otra de las novedades de este esquema, sobre propuestas previas, es que es
posible un disefio para el rechazo de perturbaciones de naturaleza arbitraria,
es decir, no sélo de tipo escalén. Por ejemplo, para un disefio de perturbacio-
nes tipo rampa, el diseno del filtro Q(s) deberia realizarse segiin las siguientes
consideraciones:

(1-Q(s)e™*H)l, =0
d s _
—(1=Q(s)e™ "), =0
d2
ds?

(1= Qs)e"")], =0

En [139], se propone el siguiente filtro:

(14 ps + Bs?)

Q(s) = Gt T (3.33)

Los parametros i y 8 se determinan segun las siguientes férmulas:

p=(dr+2)A+ L
5 L2+ X(dr +2)((dy + )X+ 2L)
N 2

Donde d, se define como el grado relativo* de G(s), y A se define como el
parametro de ajuste o de disefio para obtener un compromiso entre robustez
y rechazo ante perturbaciones. Considerando incertidumbres multiplicativas
A(s) € Hy, notar que la condicién de estabilidad robusta se define como:

1Q(8)loo < 1/ A(8)]]oo (3.34)

4 Diferencia entre el orden del polinomio del denominador y el orden del polinomio
del numerador.
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Destacar que el esquema de la figura 3.10 es no causal, y que en algunos
casos es internamente inestable [139]. Por ello, si bien el desarrollo del diseno
se puede realizarse a partir del esquema de la figura 3.10, la implementacién
del mismo requiere de una estructura equivalente (ver figura 3.11). En este
sentido se hace necesario el ajuste de un filtro F'(s). De forma genérica este
filtro puede determinarse como:

1

FO= e

(3.35)

De tal forma que haga posible la causalidad de todos los bloques del esquema
propuesto (ver figura 3.11).
|
r C(5)G(s) + F(s) s y

T areeeeEe [ | Gou-omen [ OO0 T

0O(s)
F(s)

Figura 3.11. Esquema para la implementacién del DTC propuesto en [139](figura
3.10).

Comentario 3.3.3 Para el caso particular G(s) = %, d. =1, y considerando
perturbaciones de tipo escalon, el filtro Q(s), y F(s), pueden ser elegidos
respectivamente como:

@A+ L)s+1 1

Q(s) = W, F(s) = m (3.36)

De tal forma que, el unico pardmetro de ajuste es X, el cual se disenard como
un compromiso entre robustez, y mejora del rechazo de perturbaciones.

Comentario 3.3.4 Como se manifiesta en [139] el esquema de la figura 3.10
es no causal, y en algunos casos es internamente inestable, por lo tanto la
condicion de estabilidad robusta (3.34) representa realmente una aprorima-
cion del comportamiento del DTC propuesto, pero no se corresponde con la
condicion real de estabilidad robusta de los esquemas propuestos para su im-
plementacion.

En [136] se propone una mejora para la implementacién del esquema pro-
puesto inicialmente en [139] con objeto de obtener una respuesta de tiempo
minimo (ver figura 3.12). Donde los factores ¢1, g2, 11,15, son pardmetros de
disefio, y el regulador Z(s), presenta la siguiente estructura:
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1—eLs 1—e Ts 1—e T2

+ a1 + q2

Z(S) S S S

Este esquema, implica un disenio e implementaciéon méas complejos que los
inicialmente propuestos en [139], lo cual contradice algunas de las princi-
pales ventajas del inicialmente propuesto en [139]: “un esquema sencillo de
implementar y sencillo de disenar”.

v As 4+ 1
—>
Ts + 1

G(s)e "

I 1_q|(l_eiTls)_qz(l_eirﬂ)‘

Figura 3.12. DTC propuesto por Zhong en [136] para la implementacién.

Comentario 3.3.5 El esquema analizado de la figura 3.10 es similar al pre-
sentado por el mismo autor en [138] (Figure 3.13). Notar que la funcién
de transferencia entre la perturbacion y la variable controlada para ambos
esquemas es:

@— sle (1 — Q(s)e L®
P = Gla)e (1= Qe)e )

Y si se ajusta apropiadamente el filtro F.(s) es trivial que también se ob-
tendrd similar respuesta ante cambios en el set-point.

d

r + + + l+ y
F.(s) C(s) G(s)e ™

O(s)

Figura 3.13. DTC propuesto por Zhong et al. [138].

DTC propuesto por Torrico y Normey-Rico [116]: En la figura 3.14,
se muestra el esquema propuesto. A partir del mismo es posible obtener las
siguientes expresiones:
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yo) _ CGE)
r(z) 14+C(2)G(z)
)

YE) _ Ga)emi(1 - V()27

r C(2)G(z)
(1+C(2)G(2))F(2)

¥ (z)
F(z)

Figura 3.14. DTC propuesto por Torrico y Normey-Rico.

Como es evidente, dada la légica perdida de prestaciones en una imple-
mentacién digital con respecto a su ideal analdgico, en [116], se demuestra
que existe una degradacién de la robustez y de las prestaciones ante el recha-
zo de prestaciones del esquema discretizado en [139], frente a su equivalente
continuo. Con esta limitaciéon en mente, y considerando el supuesto de una
restriccién en el periodo de muestreo, en [116] se desarrolla una metodologia
para la determinacion del mejor periodo de muestreo para un compromiso
entre robustez y prestaciones ante el rechazo de perturbaciones.

Los resultados presentados muestran que, a partir de una discretizaciéon
segiin la metodologia propuesta se obtienen mejores resultados que de una
discretizacién directa del esquema propuesto en [139], tanto para sistemas
estables como con un modo integrador. El esquema propuesto, también es
comparado con el presentado por Normey-Rico et al. [90], mostrando igual-
mente mejores prestaciones.

Como principal inconveniente del esquema propuesto, notar que G(z) po-
see un modo integrador, por lo que si no se cumple que,

lim V(z) =1,
z—1
la siguiente expresién sera inestable:

38 =G(2)z71 -V (2)z79)
Para solucionar este problema, en esta tesis proponemos la implementa-
cién del esquema de la figura 3.15, donde W (z) se define como:

W) = o)
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r_| @6 - FQ&)
(+CEGEFE) | - G

Figura 3.15. Modificacién propuesta en esta tesis para evitar la inestabilidad del
DTC propuesto por Torrico y Normey-Rico [116].

3.3.3. DTC para sistemas inestables

Como es bien sabido, los sistemas inestables son mas dificiles de controlar
que los sistemas estables [112]. A todo esto hay que anadir que la existencia
de un retardo, complica todavia mas la estabilizacién de los mismos.

Con objeto de realizar un control de este tipo de sistemas, sistemas inesta-
bles con retardos de actuacién y/o medida, se han ido presentado diferentes
propuestas, aqui vamos a revisar Unicamente las méas populares, derivadas
éstas del convencional PID y del SP.

Un gran ntmero de estas propuestas han sido enfocadas a un adecuado
diseno o ajuste de los parametros del convencional PID. Entre otros, destacar
el trabajo de Ho et al. [49] donde se derivan una férmulas de ajuste de un
PID en funcién de las especificaciones del margen de fase y de ganancia. Vi-
sioli [119], propuso una reglas de ajuste de un PID 6ptimo via un algoritmo
genético. Sin embargo estos esquemas basados en un tnico grado de libertad
muestran un excesivo tiempo de establecimiento y una excesiva sobreoscila-
cién. Para resolver este problema, se proponen esquemas con dos grados de
libertad 2DoF. Destacar por ejemplo, los trabajos presentados en [122, 99].

Dada la popularidad del “Internal Model Control” (IMC) [38], en un
entorno industrial, y la posibilidad de su aplicacién a sistemas con retardos.
Ha habido diferentes intentos de adaptar el mismo al control de sistemas
inestables con retardos temporales. Si bien es conocido que el IMC no es més
que un simple SP, por lo que al igual que este tultimo, el primero tampoco
es util para controlar sistemas inestables. Por ello, diferentes aproximaciones
que se basan en el principio del IMC, lo que hacen realmente es obtener un
esquema equivalente del IMC en forma de bucle simple, y una vez calculado el
regulador resultante, aproximar el mismo por un convencional PID, mediante
una tipica aproximacion a partir de una expansién en serie de Maclaurin
(obteniendo tnicamente los tres primeros términos del desarrollo) [58], o a
partir de algin método de reduccién especifico como el presentado en [130].
En un reciente estudio comparativo presentado en [121], de los principales
métodos existentes hasta la fecha de publicacién del mismo, estos dos ultimos
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métodos [58, 130], se presentan como unos de los mds efectivos, tanto en
robustez como en prestaciones ante el rechazo de perturbaciones.

Uno de los primeros esquemas a considerar para el control de sistemas
inestables fue el presentado por DePaor [25], otra estructura a considerar es la
presentada en [56] donde se realiza una modificacién basada en el original SP.
En esta linea, Majhi et al. [69] presentan un original DTC, que ha obtenido
posteriormente una considerable aceptacién en la literatura. Este esquema
permite un facil disefio a la vez que se obtienen unas buenas prestaciones.

Otras estrategias a considerar son las presentadas por Tan et al. [114],
donde se realiza una aproximacién derivada de la técnica del IMC, y la es-
tructura representada por Zhang et al. [134], donde se realiza una modifica-
ci6én de la estructura previamente presentada en [56], para evitar los tipicos
problemas de estabilidad interna, que suelen aparecen en un elevado nime-
ro de las propuesta presentadas en la literatura referentes al tratamiento de
sistemas inestables con retardos y que en muchos casos no son analizadas
adecuadamente.

Destacar que, en general, en la mayoria de las propuestas mencionadas
tinicamente se consideran tres tipos de modelos sobre el proceso a controlar;
modelos de primer orden con retardo, con terminologia en inglés “first-order
plus dead time” (FOPDT); modelos de segundo orden con retardo, con ter-
minologia en inglés “second-order plus dead time” (SOPDT), o sistemas de
segundo orden con un modo integrador y retardo, con terminologia en inglés
“Integrating second-order plus dead time” (ISOPDT).

Recientemente, en Xiang et al. [68], y de forma simultdnea en dos trabajos
publicados por Tao et al. [61, 59], se han presentado dos nuevas estructuras
para el control de procesos inestables sometidos a grandes retardos, que hasta
la fecha de su publicacién se demostraban como muy superiores a todos los
previamente presentados en la literatura. Destacar que si bien no realizamos
una comparacion directa entre ambos esquemas, una comparacion indirec-
ta sobre nuestra propuesta de DTC para el control de sistemas inestables
(ver seccién 5.1) muestra que el esquema presentado por Tao et al. es lige-
ramente superior al presentado por Xiang et al., tanto en robustez como en
prestaciones ante rechazo de perturbaciones. Si bien la sencillez de diseno
del esquema presentado por Xiang puede parecer mas simple, estd metodo-
logia s6lo esta desarrollada para sistemas de orden reducido, mientras que
un diseno con el esquema de Tao et al. permite un diseno a partir de cual-
quier modelo del proceso, si bien la complejidad de los reguladores también
aumenta con la complejidad del modelo.

Destacar que el esquema propuesto por Xiang et al. es realmente una
generalizacién del previamente propuesto por Matausek et al. [72]. Respecto
al esquema propuesto por Tao et al. [61, 59], en [59] se afirma que el esquema
propuesto se basa en una modificacién del previamente propuesto en [69].

DTC propuesto por Majhi et al. [69]: En la figura 3.16, se muestra el
esquema propuesto por Majhi et al.
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G(s)e ™ >

A4

Figura 3.16. DTC propuesto por Majhi et al.

Si no se consideran errores de modelado, la f.d.t. entre el set-point y la
variable controlada es:

yls) _ GGt (3.37)
r(s) 1+ G(Ge+ Ga) '
Y entre la perturbacién y la variable controlada:
y(s) Ge=sL 1+G(Ge + Gey) — GGee™5E (3.38)
r(s) 1+ G(Ge+Ga) 14+ GG et :

Los tres reguladores se disenan con objeto de alcanzar tres objetivos dife-
rentes: G se utiliza para estabilizar posibles sistemas inestables o con accién
integral, G, se disena para el ajuste del set-point, y por tltimo el diseno de
G2 se realiza con objeto de obtener una adecuada respuesta ante el rechazo
de perturbaciones.

En este mismo trabajo [69], se apunta la similitud del esquema presentado
con el previamente propuesto por Matausek et al. Si G.; = 0, se obtiene la
misma estructura presentada en [72]. Notar también que si Go1 = Geo = 0 se
obtiene el original SP.

En este trabajo, el disefio de G se diferencia para sistemas estables,
IPDT e inestables tipo FOPDT: Para sistemas estables no es necesario el
regulador G.o. Para sistemas IPDT, el regulador G, se determinar como
un regulador proporcional, y se disena aplicando el criterio de estabilidad de
Nyquist, en base al margen de fase introducido previamente por Matausek et
al. para este tipo de sistemas [72].

Para sistemas inestables, tipo FOPDT, el criterio de diseno de G es el
mismo que el previamente presentado por De Paor et al. [26], para este tipo
de sistemas. De Paor et al. propusieron un regulador proporcional G, = K,
para la estabilizacién de un sistema inestable tipo FOPDT, basado en el
margen de fase éptimo [26].

Como principal inconveniente de este esquema, citar los ya mencionados
para el esquema de Matausek y similares, es decir; si bien se ha eliminado el
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retardo de la f.d.t. entre el set-point y la variable controlada, éste todavia se
mantiene en la f.d.t. entre la perturbacion y la variable controlada, y por tanto
se debera considerar un diseno considerando la aproximacién del retardo o
bien disenar a partir de algin método no analitico. Si bien como se puede
apreciar en este trabajo, donde se ha utilizado la tultima técnica, el diseno
para cada modelo necesita del desarrollo de una metodologia especifica, con
las limitaciones que ello conlleva para una generalizacién del mismo.

DTC propuesto por Xiang et al. [68]: En la figura 3.17, se muestra el
esquema propuesto por Xiang et al. Como es habitual siempre que se derivan
las funciones de sensibilidad en este tipo de sistemas, se consideran que no
existen errores de modelado, de tal forma que la funcién de transferencia
existente entre la variable controlada y el set-point, y la variable controlada
y la perturbacién se definen como:

s = me_Lsr(s) (3.39)
G(S)e_Ls(l + K G(S) — K. G(S)e_LS)
(1+ KlG(s))1(1 + KgG(QS)e—Ls) d(s) (3.40)
d(s) l+ o)

r(s) + +

S T
b e
+

K;(s)

Figura 3.17. DTC propuesto por Xiang et al.

e
S

A partir de la expresién (3.39), se puede deducir que, con un disefio ade-
cuado de los reguladores K, y K; es posible asignar tanto los ceros como los
polos de la respuesta ante cambios en el set-point. Respecto a la respuesta
ante perturbaciones, notar que el regulador K3 debe ser ajustado para esta-
bilizar el factor (1+ K3G(s)e™L#). El regulador K» puede ser empleado como
factor adicional para el ajuste de la respuesta al rechazo ante perturbaciones.

Notar que en la expresion (1+ K3G(s)e™ %), se debe disefiar el regulador
K5 sobre una expresién con retardo, por tanto, el principio en el cual se base el
SP, disefio sobre un sistema libre de retardo no se cumple. Aqui tinicamente se
ha “eliminado” el retardo de la ecuacién caracteristica de la expresién (3.39).
Esto implica que en el proceso de diseno va a ser necesario realizar una
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aproximacion del retardo, y que cuanto més compleja sea esta aproximacién,
con el objeto de obtener un modelo mas real del comportamiento del mismo,
mas complejo seran los reguladores resultantes.

Otra importante limitacion de esta metodologia es que es especifica para
cada modelo considerado. En el trabajo presentado por los autores se de-
sarrolla para tres modelos, IPDT e inestables FOPDT y SOPDT. Dado el
aumento de complejidad en funcién del modelo considerado, en esta tesis
s6lo vamos a detallar de forma simplificada el disenio para los dos primeros
modelos.

Diseno para sistemas tipo IPDT: Considérese el siguiente modelo:

Gi(s) = %e_SL

Si se desea obtener una determinada dindmica en bucle cerrado, por ejemplo,
una determinada constante de tiempo A, se deberdn ajustar los siguientes

reguladores: K7 = k?o%’ K, = k?o%’ de forma que se obtenga la siguiente
funcién de transferencia en bucle cerrado:
Kykg 1
Gyr(s) = ———e L = ek
yr( ) s+ koK As+1

Notar que el regulador K3 se debe disenar para estabilizar el factor (s +
K3koe L). Tal y como se demuestra en [72], para obtener un margen de fase
de 60°, se debe cumplir que:

o s
~ 6koL

K3

Con base a obtener una adecuada respuesta ante perturbaciones de tipo
escalén, el regulador K5 se disena con el objeto de minimizar la integral del
error cuadratico (ISE). Considerando el regulador K5 como un PD, tal que:

Kaqs + K>
KZ(S) = T Kag L
Fstl

Donde: Kgj, = k%\, N se define como el factor de filtrado de la accién derivada
y K4 va a depender del grado de aproximacién de e~7*. En [68] se justifica
el diseno de Kagq con objeto de obtener el minimo ISE, y en funcién de la
aproximaciéon del retardo realizada.

Si el retardo se aproxima por e~ %* & (1—Ls), los parametros del regulador

obtenidos son:

(6 —m)(A+ L)
Kyq =
/\k‘o(6 — 7T) + k‘oLT{'
Si el retardo considerado se aproxima por e~ % & L—3Ls los parametros

1+%Ls ’
obtenidos son:
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(AL +X— IeoK3L) (1 + L) — 2k K3L?

K =
T R AL+ A= Ik KsL) + LR K12

Diseno para sistemas inestables tipo FOPDT: Considérese el si-
guiente modelo:

k —Ls
Gp(s) = Tso—le L

Para obtener una determinada dindmica en bucle cerrado:

1
Gr - = —Ls
Y )\s—l—le

El ajuste de los controladores K7 y K, deberia realizarse segun las siguientes
relaciones: K1 = 1:—%, and K4 = k%

Respecto al rechazo de perturbaciones, el regulador K3 se diseno con el
objeto de estabilizar la expresién G(s)e™L* en la ecuacién (4.14). El criterio
de disetio fue presentado previamente por De Paor et al. [26], el cual se basa
en una optimizacién del margen de fase:

| T
K= |—
’ LkZ

El regulador Ks, se disena siguiendo los mismos criterios que para el caso

anterior: K %
2dS + K2
Ky(s) = Kog L

Donde: K, = k%, y Koq va a depender del grado de aproximacion de
—Ls
e s,

Si el retardo se aproxima por e~ ~ (1—Ls), los parametros del regulador

obtenidos son:
NT - VTL)(T + LE)

Kog =
KoMT — VT kL2 (/T ~ 1)

. . . _ 1-5Ls .
Si el retardo considerado se aproxima por e % & i los pardmetros
IT:

obtenidos son:

. [3TL+NT - 3L - 1VTI] (T +5) - 1r2L(\/T - 1)
2d —

Ko [STL+NT = 31— JVTT| + 112k % - 1)

Destacar que si existen errores de modelado, a partir de la figura 3.17
es facil ver que la funcién de transferencia entre la variable controlada y el
set-point es:
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K4A(5)G(s)e 1
(1+ K1G(s) — K3G(s)el + Ky A(s)G(s)e—Ls

Gyv'(s) =

Donde: A(s) := %, y G(s)el se define como el modelo del proceso.

A partir del esquema de la Figure 3.8, es ficil demostrar que si se define
K = Ky = Ky = K., y K4 = Ky la estructura aqui propuesta es una
generalizacién del esquema previamente propuesto por Matausek et al. [72].
Por otro lado, si se define K3 = Ky = K4y = K(s), y K4 = 0, la misma

coincide exactamente con el original SP.

DTC propuesto por Tao et al. [61]: En la figura 3.18 se muestra el
esquema propuesto en [59, 60, 61]. A partir del mismo se obtiene que la
funcién de transferencia entre la variable controlada y el set-point es:

CG, (1+FGe L)

H,. = 3.41

1+ GG) (1+ FGy) (3:41)

Notar que en el caso nominal, G, = Ge L* por lo que la expresién
anterior se puede simplificar tal que:

cG, (3.42)

H, = ——F _
(14 GG)

El retardo se ha “eliminado” de la ecuacién caracteristica del set-point,
por tanto, se cumple el principio de Smith requerido.
Por otro lado, se tiene que la funcién de transferencia entre la perturbaciéon

[}

de carga “w”, y la salida del sistema es:

Gp

Hyp=—2 —
Y (1+ FG,)

(3.43)

De esta relacién se puede apreciar que, al igual que en la totalidad de
DTC propuestos para sistemas inestables hasta la fecha, ya no es posible un
disenio del controlador F' sin consideracién del retardo. En (3.43) se puede
apreciar que la ecuacién caracteristica es dependiente del retardo real del
proceso. Notar que, con respecto a una perturbacion a la salida del sistema
también se obtiene la misma ecuacién caracteristica.

A partir de las expresiones (3.42) y (3.43), se puede apreciar que va a
ser necesario el ajuste de tres controladores: G, para el ajuste de la ecuacién
caracteristica del set-point; C para el ajuste del seguimiento de la respuesta
al set-point; F' para el ajuste de la ecuacion caracteristica de la respuesta ante
perturbaciones. A continuacién se describen los criterios de diseno y finalidad
de cada uno de ellos.

En [61] se afirma que sin perdida de generalidad, el diseio de los contro-
ladores sélo se desarrolla para los siguientes modelos:



66 3 Estrategias de control

—» C(s)

G, ()

F(s)
G( (S) 4—‘
G(s) - Ls

Figura 3.18. DTC propuesto por Tao et al.

ke Ls ke Ls

Cnls) = oty O = T s 1 )
e—Ls e—Ls

Gipa(s) = h; Gp4(8) - (118 —kl)(TQS -1

Diseno del regulador G.: A partir de la ecuacién caracteristica en (3.42),
y con el tnico objetivo de estabilizar la misma, la estructura del regulador
G se puede determinar como sigue:

» Modelo G, (s): El regulador G, se puede determinar como un simple re-
gulador proporcional, es decir G. = k.. De tal forma que la ecuacién ca-
racteristica en (3.42) serd:

Ts+kk—1=0 (3.44)

» Modelo Gpa(s): Si 74 > 7o, el regulador G, se puede determinard tal que
G. = k., donde k. > 1/k. Si 71 < 79, el regulador G, se puede determi-
nard tal que G. = k. + kgs, donde kg > (1720 —11)/k, y ke > 1/k.

» Modelo Gp3(s): El regulador G, se puede determina tal que G, = k. + kgs,
donde kq > 1/k, k. > 0.

» Modelo Gpa(s): El regulador G, se puede determina tal que G. = kys,
donde kq > (11 + m2)/k.

Con objeto de hacer realizables los reguladores anteriores, la parte deri-
vativa de los mismos se deberd implementar en cascada junto a un filtro paso
bajo de primer orden, tal que la constante de tiempo del mismo cumpla la
siguiente relacién (0,01 — 0,1)k4. Por tanto el regulador genérico para todos
los casos anteriores quedaria como:

de

Ge=ket+ —F——
(Ndes +1)

(3.45)

Donde N7 se define tal que Ny € [0,01 — 0,1].
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Diseno del regulador C: Este regulador se disefiard para obtener las
prestaciones requeridas sobre el seguimiento de la referencia. El criterio
de diseno utilizado se basa en el ISE del error de prediccion, es decir
min |e]|3 = [|[W(s)(1 — H,(s))||3 (ver figura 3.18).

Donde la funcién de ponderacién W (s) se ha determinado como W (s) =
1/s, v el retardo se sustituye por una aproximacién de Padé tal que el orden
de la misma garantice un error despreciable con respecto a los propios errores
de modelado del sistema.

Si a partir de estas restricciones se realiza un diseno analitico del contro-
lador se obtienen los siguientes resultados:

» Modelo Gpi(s): El regulador obtenido es,

7s+k—ck—1

) = 0wt D)

(3.46)
donde el filtro A; se ha introducido con objeto de hacer realizable el con-
trolador. Notar que si se sustituye este regulador en (3.42) se obtiene:

e—Ls

Hy=
YT s+ 1)

(3.47)
Siendo A, el pardametro final de ajuste del set-point.

» Modelo G)pa(s): Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior,
se tiene que para 7 > To:

T17'282 + (7’1 — TQ)S + kck -1
E(Aes +1)2

C(s) = (3.48)

y para 11 < Tg,

717282 + (kgk + 71 — T2)s + kek — 1

Cls) = le(Aes + 1)2

(3.49)

Siendo, en ambos casos, la funcién de transferencia de la respuesta al set-
point:

efLs

(Aes +1)2

» Modelo G)2(s): Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior,
se tiene que para 7 > To:

Hyy = (3.50)

TT28% + (11 — T2)s + kek — 1
kE(Acs +1)2

O(s) = (3.51)

y para 71 < Ta,

717282 + (kak + 71 — T2)s + kok — 1
k(Aes +1)2

O(s) = (3.52)
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Siendo, en ambos casos, la funcién de transferencia de la respuesta al set-
point:

efLs

(Aes +1)2

» Modelo G)p3(s): Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior,
se tiene:

Hyy = (3.53)

2
To8 + (kdk‘ — 1)8 + k. k
C(s) = 3.54
(s) FOws 1 1)? (3.54)
» Modelo G)p3(s): Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior,
se tiene:

717282 + (kgk — 11 — T2)s + 1
k(Aes +1)2

Siendo, en ambos casos, la funcién de transferencia de la respuesta al set-

point:

C(s) = (3.55)

€_LS

Hygy= ———
T s +1)2

(3.56)

Diseno del regulador F': La funcién de sensibilidad complementaria entre
la perturbacion de carga w y la senal f es:
FG
r=f - FC (3.57)
w 14+ FG,

En el caso ideal, estd relacién deberfa ser tal que Ty = e~ ™%, lo cual im-
plicarfa que ante una perturbacién en w, el controlador F, o el estimador
de la perturbacién como se denota en [61], detectaria la misma exactamente
después del inevitable retardo del proceso. Con objeto de alcanzar esta si-
tuacién, despejando apropiadamente de (3.57), se puede obtener el siguiente

controlador:
Ty 1

T 1-T4G,

Sin embargo, para realizar un disefio a partir de las limitaciones impuestas
sobre los sistemas con polos inestables [81], y con objeto de cumplir los re-
quisitos de estabilidad interna, la funcién de sensibilidad (3.57) debe resultar
tal que:

F;

(3.58)

m i
Doimi@is'+1 g

T, =
d (/\fS + 1)l+m €

Donde [ se define como el grado relativo del proceso, m denota el nimero de
polos inestables, y A representa el pardmetro de ajuste.
Por ejemplo, para el sistema Gp1(s), esta relacién serfa:

ais+1  _;.

Ty=——2""—
¢ s+ 1)2
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Sustituyendo adecuadamente ésta en (3.58), se obtiene:

= (rs = (a1s +1)
Fim = k‘[()\fs +1)2 — (a;s + 1)e~L] (3.59)

. . _ ke s .
Sin embargo, notar que para el proceso Gp1(s) = 5= existe una can-

celacién polo/cero del polo del proceso. Por tanto, y con objeto de evitar
esta cancelacién de un polo inestable, en [61] se plantea una expansién en
series de Maclaurin que resulta en un convencional PID, o bien una aproxi-
macién basada en la expansién de Padé [39] a partir de la cual se obtiene un
controlador con la siguiente estructura:

Z;V:o d;s’
s 27];\;_01 ;8

Donde N se define como el orden del controlador deseado, y ¢; y d; se
determinan a partir de un complejo procedimiento basado en dos ecuaciones
matriciales, y los coeficientes de la expansién de Maclurin del controlador
previamente disenado en (3.59) [61].

En este caso, asi como en los otro modelos analizados en [61], el regulador
resultante siempre puede ser reducido a un convencional PID o implementar
como un controlador de orden N (ecuacién 3.60). En [61], se detalla una tabla
con los controladores y las férmulas utilizadas para su ajuste en funcién de
cada uno de los modelos analizados.

Fnyn(s) = (3.60)

Estabilidad robusta en bucle cerrado: En base al bien conocido teorema
de la pequena ganancia, se establece que una condicién necesaria y suficiente
para que el esquema de la figura 3.18 sea robustamente estable es que se
cumpla la siguiente condicién:

[Ta(s) Am(5)lloe <1 (3.61)
Donde A,,(s) se define como la incertidumbre multiplicativa tal que:
[Gy(s) = G(s)]
G(s)

De forma que, por ejemplo para el caso particular del modelo Gp;, es
posible establecer una condicién suficiente tal que si se cumple la siguiente
(ars+1)

relacién:
‘ ()\fs +1)2
se asegurard que el sistema es robustamente estable para incertidumbres
multiplicativas acotadas por ||A,,(s)]|oc-
Donde segtn las formulas derivadas en [61], el pardmetro aq, serd tal que
a1 = 1[(As/7 + 1)%el/T — 1]. De forma similar se obtiene la condicién de
estabilidad robusta para el resto de modelos analizados [61].

Ap(s) =

< 1/[[Am(8)llo (3.62)

oo
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3.4. Asignacién Finita del Espectro (FSA).

El tratamiento de los retardos en la entrada de control, ha sido amplia-
mente estudiado en la literatura, siendo el Predictor de Smith la solucién
mas popular para el tratamiento de este tipo de retardos, si bien pronto fue
revisado dada sus carencias iniciales [74]. Con objeto de cubrir algunas de las
limitaciones del SP, se propuso la técnica de Asignacién Finita del Espectro,
con terminologia en inglés “Finite Spectrum Assignment”, (FSA) [71]. Otros
autores desarrollaron esta idea y propusieron otras similares [12, 120].

La técnica del FSA se basa en una realimentacién del estado para “elimi-
nar” los retardos de la ecuacién caracteristica del sistema en bucle cerrado,
y poder asignar asi los “n” polos del sistema en bucle cerrado de forma ar-
bitraria. El principio de esta técnica es similar a la técnica del SP, si bien
la primera va a permitir el tratamiento de una mayor gama de modelos de
sistemas con retardos. Este método puede considerarse también como una
extension de la cldsica realimentacién del estado para sistemas con retardos.

Una de las primeras aproximaciones en esta direccién puede encontrarse
en Fuller [30]. Fuller estudié el caso SISO, con un retardo en la accién de
control descrito por:

#(t) = Az(t) + Bu(t — 1) (3.63)

y ley de control:

u(t) = KeA™ (az(t) + /tt

-7

eA@—T-UXBu(g)dU) (3.64)

Considerando el caso ideal, es decir no existen ni errores de modelado ni
perturbaciones, se “elimina” la expresién del retardo en bucle cerrado:

i(t) = (A+ BK)z(t) (3.65)

En principio este controlador no aportaria ninguna ventaja sustancial
sobre el SP.

Un paso méas importante en el control de sistemas retardados, se deriva
del trabajo de Manitius y Olbrot [71]. En este articulo el problema del FSA,
es resuelto para un sistema con retardos distribuidos en la accién de control,
es decir, para sistemas representados por el modelo:

0
x(t) = Ax(t) + / dg(T)u(t + 1) (3.66)

-7

Donde x € R, u € R™.
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Comentario 3.4.1 FEsta notacion, denominada “Stieltje integral”, la cual es
utilizada habitualmente, es equivalente a la representacion:

N 0
z(t) = Ax(t) + Z Bu(t — ;) + / B(O)u(t + 0)do
i=0

—T

Donde 0 <7, <7n =7, y 0 — B(0) € L>®°((—1,0), R™*™)

Con ley de control dada por®:

u(t) = K <q<t)4—J(i_jQOeA<ﬂ—9>dﬁ(ﬂ)u(t4-9)d9> (3.67)

Se prueba, [71], que el espectro del sistema en bucle cerrado, con ley de
control (3.67), coincide con el espectro de la matriz (A + $(A4)K), donde:

B(A) = / A7 B ()

-7

y si el par (A4, 3(A)) es controlable, el espectro del sistema (3.66), con ley de
control (3.67) puede ser asignado en un conjunto de “n” puntos en el plano
complejo previo y adecuado disenio de la matriz de realimentacién K.
Posteriormente [123, 124, 125], extienden la idea del FSA a los sistemas
con retardos en los estados y en el control, los cuales pueden ser expresados
como un miultiplo entero de un retardo base. A esta subclase de sistemas con
retardo los denomina sistemas con multiples y conmensurables retardos en
los estados y control (“System with multiple commensurate delays in states

and control”), éstos se representan por la expresién:

k

z(t) = Z Ajx(t —iT) + Z Bju(t — j7) (3.68)
i=0

Jj=0

Retardos en la entrada de control: Para el caso particular de multiples
retardos en la entrada de control:

k
z(t) = Az(t) + ZBju(t —j7)

=0

La ley de control resultante seria:

k t
WFKQM+Z/ eAt=9=37) By(0)df
=0 t—jT

5 La variable 9 es la variable de integracién de la integral de “Stieltje”
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Retardos en los estados y en la entrada: Por ejemplo, para el caso
particular referenciado en [105]:

l'(t) = on(t) + Aliﬂ(t — Tl) —+ Bou(t) + Blu(t — TQ)

La ley de control implica la siguiente expresién:

t t
2(t) = x(t) + / A== A1 2(0)d6 + / eAt=m2=0 By (0)do
t—71 t—

T2

La técnica de “Finite Spectrum Assignment” [29] cubre algunas de los
principales limitaciones del Predictor de Smith, ésta también se puede apli-
car a un mayor rango de sistemas con retardo, sin embargo la ley de control
resultante es muy compleja y complicada de obtener, lo cual limita su aplica-
cién. Tampoco se ha evaluado con rigurosidad ni la robustez ni la sensibilidad
del mismo. Aunque la méds importante limitacion de esta estrategia radica en
la imposibilidad de aplicaciéon a sistemas inestables con retardo de tiempo
elevados [78, 75].

En general, la implementacion de la técnica del FSA, implica la realizacién
de una integral de prediccién, denotada en inglés como “Distributed Delay
system”, esta integral (ver ecuacién 3.64) también se puede representar como:

V(t) = /0 " A Bu(t — €)de (3.69)

Esta integral también aparece en otros esquemas de prediccién, como por
ejemplo en el “observer-predictor” propuesto por Furukawa et al. [31], o en
el denotado como “modified/generalized Smith Predictor”, una modificacién
del bucle interno del SP, desarrollado en la llamada forma integral, con objeto
de poder aplicar el SP al control de sistemas inestables [123, 97].

Sin embargo tal y como se demuestra en [118, 117, 111, 75], cuando la
integral (3.69) es calculada para una implementacién digital, tal implementa-
cién produce un comportamiento inestable, independientemente del nivel de
aproximacion utilizado. En el tutorial dedicado a los sistemas con retardos
temporales presentado por Richard en [105], el problema de la implemen-
tacion numéricamente estable de la integral de prediccién, se consideraba
todavia una de las grandes cuestiones por resolver.

En este sentido, parte del trabajo presentado en el Capitulo 6 de esta
tesis, publicado en [36, 65, 66], junto con el trabajo presentado en [137],
consideramos que se sitilan como unas de las soluciones mas efectivas a este
problema. La propuesta presentada en [137] consiste en la obtencién de dos
nuevas técnicas de aproximacién de la integral de prediccién, una de ellas
desarrollada en el dominio “s”, y una segunda desarrollada en el dominio
“z’, en [137] se demuestra por simulacién que a diferencia de propuestas
previas, con estas aproximaciones se obtiene una respuesta estable.
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Nuestra propuesta consiste directamente en un planteamiento desde el
dominio discreto, mostrando que el esquema de prediccién-observacion resul-
tante es robustamente estable ante errores de modelado en todos los parame-
tros del sistema, incluido errores de sincronismo en el periodo de muestreo.
Dado que la mayor problemética de la técnica del FSA se refiere a su imple-
mentacion digital. Para una adecuada validacién del esquema propuesto, éste
se ha implementado sobre el control de un mini-helicoptero y un prototipo de
laboratorio de un helicéptero de 4 rotores sometido a retardos de actuacion
y/o medida.
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4 DTC para el control de sistemas estables o
con un modo integrador

4.1. Planteamiento del problema

En este capitulo se considera que la relacion entre la salida y la entrada
de un sistema SISO sometido a un retardo se puede representar como:

P(s) = G(s)e ** (4.1)
donde L representa el retardo de actuacién y/o medida y G(s) representa la
dindmica del sistema sin consideracién del retardo.

Bucle ideal libre de retardo.

Considérese el sistema ideal de la figura 4.1, con el bucle de realimentacién
libre de retardo, tal que sea posible definir la salida del sistema a partir de
la siguiente expresion:

Yo = T e ) (1.2
G(s)e 1L
+ 1 +G(2)K(S)w(s) (4.3)

n(s) (4.4)

Figura 4.1. Bucle ideal libre de retardo

donde el regulador K (s) se disefia para satisfacer unas determinadas pres-
taciones en la funcién de transferencia entre la perturbacién de carga y la
salida del sistema sin retardo:
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ys) _ Gls)e s
w(s) 1+ G(s)K(s)

(4.5)

El pre-filtro C(s) se puede ajustar para cumplir los requerimientos sobre la
referencia o set-point:

L2 - ZE o) (4.6)

y(s) _ G(s)K(s)e ™
r(s) 1+ G(s)K(s)

Modelos reducidos de un proceso

Con objeto de obtener un modelo lo més simple posible, algunos proce-
sos industriales se pueden modelar por alguna de las siguientes funciones de
transferencia [14]:

ZE‘;’% = Py(s) = %6*“ (4.7)
M o o Le—Ls
u) T -

Definicién 4.1.1 En el caso estable, se define “the average residence time”
[14], como: Tor = L + 7, tal que para un determinado tiempo de respuesta,
Tur, €s posible modelar el proceso considerando los valores de L y T, que se
consideren mds apropiados.

Sin perdida de generalidad, se asume L = dT (d € Z™'). Obteniéndose los
siguientes modelos discretizados de (4.7) y (4.8):

zz) = Pi(2) = kT2 (4.9)
5 _ e—T/T
zEZ; — Py(2) = kpﬁz—d (4.10)
O de forma general:
ZEZ = P(s) = 2% = G(z)z (4.11)

siendo a = 1, b = k,T para el caso (4.9); y a = e T/7, b = kp(1 — e T/7)
para el caso (4.10).

En un entorno industrial lo mas deseable es obtener modelos y estructu-
ras de control lo mas simples posibles. Con esta finalidad, en este capitulo se
plantea un nuevo DTC para el control de sistemas estables o con un modo in-
tegrador, que permita un diseno de los controladores a partir de la estructura
de la figura 4.1 haciendo uso del modelo simplificado (4.11).
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4.2. Esquema de prediccién estable

Prediccion de la salida:

Si se denota como g(z) la salida del sistema libre de retardo, es decir, la
respuesta del sistema:
y(2) = G(2)u(2) (4.12)

Haciendo uso de la identidad:
1=y =0 =D+ 2+

y definiendo:
jo
v—1

se deriva el siguiente Lema:

B( =~ g2 447t (4.13)

Lema4.2.1. La salida libre de retardo §(z), del sistema (4.11) se puede
estimar como:

R bz
9(2) = ~8(2)u(z) + aly(2) (414)
Con los pardmetros a,b y d, definidos anteriormente.
Demostracion: Haciendo uso de la expresién (4.13) con v = Z, se obtiene:
b=
i) = - [ | u(z) + aty(2)

Si no existen errores de modelado, ni ningin tipo de perturbacién, se
cumplird que § = §. Por lo que a partir de (4.14) se obtendrs una prediccién
perfecta de g(z).

Comentario 4.2.1 Si se realiza una expansion de la expresion (4.14), la pre-
diccion de la salida se puede obtener a partir de filtro FIR:

d
9(z) = (Z a7tz u(2) 4+ a%y(z) = Py (2)u(z) + ay(z)  (4.15)

i=1

De tal forma que la ley de prediccion serd estable aunque el modelo del proceso
no lo sea.
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\ G(2)z*
]/' +
e o k@ 2o +l G Y
.
D,(:) 50 a’ rn

Figura 4.2. Esquema de control basado en la prediccién de la salida

4.2.1. Esquema baésico de estabilizacion:

Considérese el esquema de la figura 4.2, donde la prediccién de la salida
§(z), se estima a partir de la expresién (4.15), y el regulador K(z) se corres-
ponde con la version discretizada de K (s) disenado segin el esquema de la
figura 4.1. Haciendo uso del Lema 4.2.1, la expresion que relaciona la salida
del sistema en funcién de la perturbacién de carga w, el ruido de medida n,
y el set-point es: !

GKz1
Yy 1+ GK) C(z)r (4.16)
Gz GKz1
+ (1+GK)w+ (HGK)diab(z)w (4.17)
alGKz 4
- 4.1
(1+GK)" (4.18)

Demostracion: La demostraciéon es inmediata, basta con considerar que
la ley de control-prediccién se obtiene a partir de las expresiones:

u=K[Cr—19]; §=®pu+a’(y+n) (4.19)

y hacer uso del Lema 4.2.1. n

Estabilidad interna y estabilidad robusta

Todas las funciones de sensibilidad (4.16-4.18), poseen el mismo deno-
minador, por tanto, si se disefia el regulador K para estabilizar (4.16), se
cumplird la condicién de estabilidad interna.

Respecto a la estabilidad robusta, si se considera incertidumbres mul-
tiplicativas, es decir, si se considera una planta real tal que: P.(z) =
P(z)(1 + Win(z)), la condicién de estabilidad robusta se obtiene a partir
de la funcién de sensibilidad entre el ruido de medida y la salida del sistema
[57].

1 Con objeto de simplificar la notacién, en lo que sigue y siempre que la notacién
quede suficientemente clara, se omitird el argumento (z).
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En el caso ideal del esquema de la figura 4.1, es bien conocido que ésta
es:

H Ka <6 (4.20)

1+ KG

donde se define: § =1/ ||W,|| .-
Para el esquema de la figura 4.2, esta condicion se obtiene a partir de la
expresion (4.18):
‘ a

Comentario 4.2.2 Para el caso integral, donde a = 1, ambos esquemas, el
ideal libre de retardo y el esquema bdsico de estabilizacion, presentan el mismo
indice de robustez.

HOO

, KG
1+KG

H <4 (4.21)

Comentario 4.2.3 Para el modelo de primer orden, donde a® = e 7 , el indice
de robustez se incrementard asi como el retardo modelado L se incremente
con respecto a la constante de tiempo T, tal que L + 7 = T, se mantenga
constante.

A partir de la expresion (4.16), estd claro que el esquema bésico de predic-
cién se comporta igual que bucle libre de retardo con respecto al set-point, y
por tanto si se disena adecuadamente K (z) se obtendrd un error de posicién
nulo con respecto a cambios en el set-point. Pero, si se observa la funcién
de sensibilidad de la perturbacién de carga, se puede apreciar un compor-
tamiento distinto al del bucle libre de retardo. En concreto, para el modelo
integral, @ = 1, se tendra un error en régimen permanente tal que?:

, (=2
;1_}11’% @ab(z) = ll_}l’nl bﬁ = kyL (422)
y para el sistema de primer orden:
lim & (z)—bM—k (1-e %) (4.23)
z—1 ab o (1 — a) P ’

Con objeto de superar esta limitacion, en la siguiente seccién se plantea un
nuevo DTC que de una forma sencilla, permite un diseno de los controladores
sin consideracién del retardo (en ninguna de sus ecuaciones caracteristicas),
con unos resultados superiores o cuanto menos similares que en propuestas
previas.

2 Este limite resulta en una indeterminacién y se resuelve aplicando la regla de
L' Hopital.
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4.2.2. Un simple DTC (SDTC)

Considérese el esquema de la figura 4.3, donde la senal g., se obtiene a
partir de la prediccién de la salida ¢, compensada con la senal del error de
prediccién:

Ue =1+ €y (4.24)
w I G(2)z¢
T )
7 +
C(2) * O K(z) u Z0H 2 G(s)e' ™ Y
> + _+ i+
) a O

+ A
O y
+ A
e, _
—d
- IIJ

Figura 4.3. Un simple DTC (SDTC).

A partir de este esquema, y haciendo uso del Lema 4.2.1, se obtienen las
siguientes expresiones:

GKz ¢
= - 4.2
YT 1+ GK) Cr (4.25)
Gz GKz 1 4
+ i GK)w + 15 GK) (Pap — Papz™ “)w (4.26)
K —d K d —d
_ Gk= nt =2 Gz (z=1—1)n (4.27)

1+ GK)" " 1+ GK)

Como se puede apreciar de las mismas, y al igual que para el esquema
basico, el sistema es internamente estable. Por otro lado si se analizan las fun-
ciones de sensibilidad de la perturbacién (4.26) y del ruido de medida (4.27),
se puede apreciar que en régimen permanente, el esquema de prediccién pro-
puesto (SDTC), se comporta como el bucle ideal sin retardo de la figura 4.1.
Notar que el segundo término de las las expresiones (4.26) y (4.27), se anula
en régimen permanente, es decir:

lim (P, — Papz™) =0

lim (z=%—1) =0

z—1
Para este esquema de prediccién, la condicion de estabilidad robusta es:

el
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donde:
T1 =~ 7 _q (4.29)

Notar que para |a| > 0, el indice de robustez se reduce Vw # 0
Para sistemas estables dado que se debe cumplir 7 = Ty, — L, si L >> T,

ad = e 0, entonces ||T1]lco — 1.

Lemad4.2.2. Para sistemas con un modo integral | 1|0 =3, ¥d > 0.
Demostracion:

ITy(2)| =] —2+27%, 2=¢" Ywe|0,7/T]

Es trivial demostrar que el sup,, |71 (e?")| se obtiene para una frecuencia
wd = 7 asi como que
lim e 9%d = _1.
w—sm/d

Con lo cual, ||T1]jcc =3 Vd > 0. ]

Por otro lado, notar que lim,,__.oe™%? = 1, siendo |T}(e’V)| =1, Vd >
0. Por tanto wd ~ 0 — [Ty (e)] ~ 1,

Si bien, y para ambos casos, cuanto mayor sea el valor del retardo consi-
derado, L, menor serd la frecuencia a la cual se alcanza el primer maximo de
la funcién |T].

El uso del error de prediccién es necesario, si se desea cancelar el error en
régimen permanente, pero ello implica una reduccién del indice de robustez
(4.28). Esta limitacién serd superard en la Seccién 4.2.3.

4.2.3. Mejora de la robustez

Con objeto de mejorar la robustez del SDTC, de forma similar a [87], es
posible filtrar el error de prediccién é,, tal que:

Ye(2) = 9(2) + Fa(2)éy(2) (4.30)

A partir de la figura 4.4, y haciendo uso del Lema 4.2.1, se obtienen las
siguientes expresiones:

GKz ¢
= 4.31
V= Tren" (4.31)
—d —d
n Gz w4 GKz (@ab . ngjabz_d)w (432)

(1+GK) (1+GK)
F,GKz ¢ KatGz 1

T 1+GR)" T 1+GK) (F2z~" = 1)n (4.33)
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w | G(z)z ¢

r + u l" B y
— C(2) K(z) @—:O—' G(s)e

@, (2) a’ e

+ ~
é, -
L E(z) [+—O+—] ¢
1

Figura 4.4. SDTC con filtrado del error de prediccién.

El filtro F», no afecta a la estabilidad interna del SDTC. Pero la nueva
condicién de estabilidad robusta es:

KG
Ty——— 4.34
’ 21+KGHOO<5 (4.34)
donde:
. Fy(ad - 2%) d
T = —a (4.35)

siendo la nueva relacién entre la perturbacion y la salida:

y Gz KGz™1

v 1+KG) T 0+KQ

(Qjab - FQ@abz_d) (436)
En base a estas nuevas condiciones, y con objeto de aumentar el indice
de robustez, es posible disefiar un filtro F» tal que:
KG KG
To——— TN———
21+KG’ < 11+KG’

entorno al rango de frecuencias deseado. De igual forma, y con objeto de
obtener un error en régimen permanente nulo se deberd cumplir F5(1) = 1.

4.3. Rechazo de perturbaciones

Una de las especificaciones méds comunes a la hora de disenar un sistema
de control, es obtener una respuesta sobre-amortiguada.

Para el Predictor de Smith (SP), si se disenia el regulador K, tal que la
respuesta de la salida ante cambios en la perturbaciéon de tipo escalon sea
de tipo sobre-amortiguado, entonces es posible computar el error absoluto
integral (IAE) como el error integral (IE) [14]. En [50, 14], se obtiene la
siguiente expresién analitica del TAE para un simple DTC:
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IAEsp = ky(T, + L) (4.37)

donde T'. se define como la constante de tiempo deseada en bucle cerrado.
Siguiendo estas consideraciones, para el SDTC se obtiene la siguiente
expresion:

, T
IAE = ZEnl Gyw(2) oD (4.38)
donde:
Gz~ GKz —d
Gyw(z) - (1 + GK) + (1 ¥ GK) (¢ab - gpabz ) (439)

Definicién 4.3.1 Del esquema de la figura 4.1, se define la constante de
tiempo deseada del sistema en bucle cerrado entre las variables 7 y la salida
sin retardo y como T, es decir:

o) _ L
7(s) Trs+1
A partir de esta definicién se considera el siguiente regulador PI:
(1-a)(z—q) (tis+1)
Kz)=—"-—-"F=2|kF—— 4.40
(2) b (-1 ;s (4.40)

donde o = ¢~ T/Tr,

4.3.1. Sistemas estables

Para sistemas estables, y si se considera el SDTC, es posible disenar el
regulador K, tal que go = a, de forma que la expresiéon (4.38) se puede

computar como?:
br T
TAE = 1 Doy — Papz?
—_— (22(a+a)z+aa+( b b® >zl>
kT o T
(1ia)+2211( b b2 )z—l

Comentario 4.3.1 El seqgundo término de la expresion anterior es una inde-
terminacion, que se resuelve por L’Hopital:

T
lim (Pa, — @abz*d)—l = lim $ypdT

z zZ —

Notar que d = L/T, entonces:

lim @y (2)dT = k(1 — e 7)L (4.41)
Por lo anterior el IAE se puede computar como:
T L

IAE = ——k k,(1—e 7))L 4.42

(1 _ a) P + p( € ) ( )

3 Para el caso estable notar que a # 1
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Caso ideal T — 0 En (4.42), o equivalentemente en el esquema de la
figura 4.3, se considera que la situacién ideal es cuando T' — 0, entonces:

3 T
TIEO (1 — e T/Tr) kp = kpTr

lo cual implica que:

IAE, = kT + ky(1 — e %)L = t;/k + kp(1 — e~ %)L (4.43)

Notar que para el SDTC, si se modela tal que L >> 7, e F — 0,
entonces el TAE del SDTC converge al del convencional SP (ver ecuacién

4.37), pero en caso contrario lo mejora.

4.3.2. Sistemas integrativos

Para sistemas integrativos, a = 1, g9 # a, entonces (4.38) se computa
como:

bTz—d )
TAE = lim + D opdT
H<<<21)2+<1a)(2%>) ’
k., T2
= ———— +kJL?
1 —a)(1—q0)

1-a Tt . .
% = RH%’), Y qo = Tfﬁt_, entonces si

Caso ideal T — 0 Notar que 7

T — 0, se obtiene*:

fm T t:/k
T—0 (1 —a)(1—qp)

Tal que el TAE se puede computar como:

IAE, = t;/k + k,L? (4.44)

4.3.3. Efectos del filtro F5 sobre el IAE

Respecto al rechazo de perturbaciones, en [52], se realiza un estudio del
esquema de prediccién con un filtro de primer orden en el error de prediccién,
propuesto inicialmente en [87]. Considerando respuesta sobreamortiguada, se
obtiene que TAE se puede obtener de forma analitica a partir de la siguiente
expresion:

ITAE = K,(T, + L+ \)

donde A; es la constante de tiempo del filtro considerado.

4 Este limite es una indeterminacién que se resuelve por L'Hopital
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Para nuestra propuesta, si se considera el siguiente filtro sobre el error de
prediccién:

(z — ap) [Aos + 1} 45

BB =0t =2 Rt

donde: a = (A\g/A1), B = e_%, and, ag = 8+ (A"/\;()Al)(l )

En el SDTC, para el caso ideal, T' — 0, y operando de forma similar que
en los casos anteriores, se obtiene:

Para el caso estable:

TAE, = t;/k+ky(1 — e 7)(L+ A1 — Ao) (4.46)
Para el caso integrativo:
TAE. = t;/k + kyL(L + A1 — o) (4.47)

Como se puede apreciar, la consideracién de un cero en el filtro F; mejora
la respuesta al rechazo de perturbaciones (reduce el TAE), y si se realiza
un adecuado diseno del filtro, esta mejora no implica necesariamente una
reduccién del indice de robustez (ver ejemplos en las secciones 4.5 y 4.6).

4.4. Ajuste del DTC propuesto

Tanto para sistemas estables como integrativos la metodologia de diseno
es similar. En el diagrama de la figura 4.1 se ajusta el regulador K (s) para
obtener una respuesta criticamente sobre-amortiguada. En el ajuste de los
parametros del controlador, podré utilizarse cualquiera de las técnicas clasicas
de diseno de controladores o, para sistemas estables, a partir de algin método
especifico de ajuste de DTCs [47, 73, 90, 52]. Con objeto de poder realizar
una posterior ajuste on-line, un PI es una buena opciéon. Dado que para este
tipo de sistemas se supone que el retardo es dominante, no es critico si el
ajuste se realiza con objeto de obtener una respuesta mas o menos rapida.
Para sistemas integrativos, el sistema en bucle cerrado sera:

_ GK _ kcky(s+ 1/t;)
1+ GK 82+ ko Kys+ keky/t;

M(s)

Notar que cuanto menor sea la relacién ¢, /k., menor serd el indice de robustez
del DTC propuesto.

Por contra, y para ambos sistemas cuanto menor sea la relacion t; /k mayor
serd el rechazo ante perturbaciones de carga (ver ecuaciones 4.43 y 4.44, para
sistemas estables e integrativos respectivamente). Estas relaciones, podréan ser
utilizadas para un posterior ajuste on-line, con objeto de mejorar la robustez
o la respuesta al rechazo de perturbaciones.
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Una vez ajustado el controlador K (s), se realizara el ajuste del regulador
C(s) a partir del esquema de la figura 4.1, con la técnica de disefio que se
considere més apropiada, y con objeto de obtener la respuesta deseada al
seguimiento de la referencia.

De forma genérica, cuando se realiza el ajuste de un DTC, una mejora
en la respuesta a las perturbaciones implica un decremento del indice de
robustez, y viceversa [116]. Para superar esta restriccién, es posible utilizar
el filtro de prediccién (4.45), tal que el indice de robustez (4.35) se incremente
a las frecuencias deseadas.

De forma cualitativa, destacar que el ajuste del filtro F» modifica la fun-
cién del indice de robustez como sigue: si A\g > A1, To decrece ligeramente a
bajas frecuencias pero aumenta a frecuencias altas. Por contra, si A\g < A1 se
obtiene el comportamiento inverso, es decir, se aumenta el indice de robustez
a altas frecuencias y se disminuye a bajas. La relacién A\g/A; determinard el
incremento o decremento en el indice de robustez, y la frecuencia a la cual se
produce el punto de inflexién. Para el rechazo de perturbaciones tipo rampa,
el filtro Fy se disenard segin los mismos criterios propuestos en [139]. En la
siguiente seccién se muestran varios ejemplos numéricos del disenio de estos
parametros.

Notar que, algunos sistemas pueden presentar su pico de resonancia o
mayor grado de incertidumbre a bajas frecuencias (ver resultados experimen-
tales, seccién 4.6), con lo cual un disefio tal que A\; < g mejorard ambos, el
indice de robustez (4.35), y el rechazo de perturbaciones (ver ecuacién 4.47).

Para mostrar el procedimiento de disefio, se presentan a continuacién
una serie de ejemplos, comparando los resultados obtenidos con las mejores
propuestas de DTC presentadas hasta la fecha, para el control de este tipo
de sistemas.

4.5. Simulaciones

En esta seccién, el SDTC se va a comparar con las tres soluciones mas
efectivas, hasta la fecha, para el control de sistemas integrativos. En el primer
ejemplo, el SDTC se compara con el esquema propuesto por Normey-Rico y
Camacho [90], en el segundo y tercer ejemplos el SDTC se compara con el
reciente trabajo publicado por Torrico y Normey-Rico [116], y por tltimo,
ejemplo 4.5.4, el SDTC se compara con el esquema propuesto por Zhong y
Normey-Rico [139], el cual, junto a una mejora propuesta para su implemen-
tacién en [136], se considera como la mejor solucién para el control de este
tipo de sistemas.

En este ultimo ejemplo, la comparacién se realiza mostrando que el SDTC,
al igual que el esquema propuesto por Zhong y Normey-Rico, es capaz de
obtener un error nulo en régimen permanente ante perturbaciones de tipo
rampa.
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Comparacién con el DTC propuesto en Normey-Rico y Camacho.

EJeEMPLO 4.5.1. Considérese el proceso estudiado en [90]:

0.1
P _ ) —8s
) = T D05 + DO £ 1)°
w
v
F(s) —0O—» C,(s) 4 P(s) >

G, (s)- £,(s)

m

Figura 4.5. Estructura del esquema 2DoF propuesto en [90].

En [90], los modelos utilizados para la implementacidn del esquema de
prediccion (ver figura 4.5), fueron:

1-— 1
Gm(s) — 0,1( 9775); Pn(s) — &6_9’78
S S

Y los requladores disenados:

1
C(s) = 0,91638w

(s + 0,2062)2
(s + 0,5882)(s 4 0,05155)

F,(s) = 0,71324

Para la implementacion del SDTC (figura 4.3) se considera el siguiente
modelo simplificado®:

Para este modelo, y a partir del esquema de la figura 4.1, se disenan el si-
guiente regulador PI y pre-filtro:

K(s) = 3@ C(s) = M(s)—lm

5 Este modelo se ha obtenido considerando las constantes de tiempo desestimadas
como parte del retardo. Esta simplificacién ya fue introducida por Matausek y
Micié [72].
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donde:
GK 0,3(s +0,05)

M = =
()= T5GK = {5+ 0,2366)(s + 0,0630)

Para un periodo de muestreo T = 0,1s, y considerando el caso nominal,
se obtiene los resultado de la figura 4.6. En la figura 4.7, a semejanza de [90],
se muestra la accion de control para ambos esquemas

14

- SDTC
= = Normey-Rico

12 7

0.8

v

0.6

0.4 7

0.2 q

0 50 100 150
Time (sec)

Figura 4.6. Respuesta nominal para una perturbacién w = —0,1 en el instante de
tiempo ¢ = 70s (ejemplo 4.5.1).

Si se considera la misma incertidumbre que en [90], es decir, si se con-
stdera que el retardo real es L = 9s, los resultados obtenidos se muestran en
la figura 4.8. Pero si el retardo real considerado es L, = 10s, y se considera
un error del 10 % en la ganancia y en la constante de tiempo dominante, es
decir, si la planta real es:

B 0,11 los
~ s(1,1s +1)(0,55 + 1)(0,1s + 1)

Py(s) (4.48)

se obtiene los resultados de la figura 4.9, donde se puede apreciar la mayor
robustez del SDTC frente al esquema propuesto por Normey-Rico et al.

Comentario 4.5.1 En el caso nominal, y a partir de la ecuacion (4.44), es
posible determinar el IAFE correspondiente al rechazo de la perturbacion como:

IAE, = t;/k + k,L? = 6,6667 + 9,2160 = 15,8827 (4.49)
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T
— SDTC (peak 5.55)
= = Normey-Rico (peak 5.88)

14

50 100 150
Time (sec)

Figura 4.7. Accién de control (ejemplo 4.5.1).

12

0.8

y(®

0.6

0.2

- SDTC
= = Normey-Rico

20

Il
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Figura 4.8. Respuesta del sistema, para un proceso real con un retardo L, = 9s,
y una perturbacién w = —0,1, en el instante de tiempo ¢ = 70s (ejemplo 4.5.1).

De la simulacion del esquema de la figura 4.3, se determina que el IAFE real
es 15,8820, y el correspondiente al esquema propuesto por Normey-Rico es
16,4658. Notar que si la accion integral t; se reduce, o la constante k se incre-
menta, se puede reducir el IAE en el SDTC. Si fuera necesario un incremento
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T
- SDTC
= = Normey-Rico

2 T

18

16

14

0.6

0.4

021

) | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Time (sec)

Figura 4.9. Respuesta del sistema cuando el proceso real es el de la expresion
(4.48) (ejemplo 4.5.1).

en el indice de robustez, también es posible aumentar el mismo a través del
diserio del filtro Fy (4.35).

<&

Comparacién con el DTC propuesto en Torrico y Normey-Rico
[116].

En esta seccién se va a comparar el SDTC con el reciente esquema pro-
puesto en [116] (figura 4.10). Este esquema es una versién discretizada del
previamente propuesto por Zhong y Normey-Rico [139].

r G,(2)G,2)
T 1+G,E)G,EEE)

w
e

V(z)
F,(2)

Figura 4.10. DTC propuesto en [116] para la implementacién.
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EsempLo 4.5.2. Considérese la siguiente planta estable, previamente
estudiada en [116]:

_ 1 —9,7s
) = T D055 T 10255 F D015 1 1)°

En [116] el modelo reducido considerado es:

1
— —10s _ —10s
P,(s) = Gn(s)e = G068+ 1)6

Para un periodo de muestreo T = 1s, en [116], los controladores fueron ajus-
tados como:

0,54482 — 0,2

4
V() = 0,565

2 —0,4346°

0,9179

C S
o(2) ~ — 0,08208

Fo(z) =
z—1 o(2)
El filtro Fy(z) debe ser incluido con objeto de obtener una funcién de trans-
ferencia Fy(2)/Grn(2) realizable (ver figura 4.10).

Para el diserio del SDTC, se considera como modelo del proceso a contro-
lar la siguiente funcidn de transferencia:

1
Ps — —10,6s
(s) GrD°

El requlador PI y pre-filtro disenados sobre el modelo libre de retardo son:

s+1 o
K(s) = ; =M
(s)=0,8 - C(s) (s) (s+1)
dondeM(S):%:%'

Para un periodo de muestreo T = 0,1s, se obtienen los resultados mostra-
dos en la figura 4.11. Tal y como se indica en [116], si se considera un error
del 10 % en la estimacidn del retardo, los resultados obtenidos se muestran en
la figura 4.12. De ambas simulaciones se pueden apreciar unas prestaciones

similares.
O

EJEMPLO 4.5.3. Considérese el sistema previamente estudiado en [116]:

1 —5s

PO = S Doss T D02 T D0 £ 1

En [116], el modelo considerado es:

P,(s) = 71 e~ %0
s(1,2s 4+ 1)
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- SDTC
= = Bismark

14

121

~

0.8

0.4

0.2

0 50 100 150
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Figura 4.11. Respuesta nominal para una perturbacién w = —0,5, en el instante
de tiempo ¢t = 70s (ejemplo 4.5.2).

1.4

— SDTC
= = Bismark

12

0.6

0.4

021

0 50 100 150
Time (sec)

Figura 4.12. Respuesta del sistema ante errores en el retardo modelado (ejemplo
4.5.2).

Con un periodo de muestreo T = 0,5s, los requladores diseriados fueron:
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0,7135
z — 0,2865

0,332z — 0,321
Cy(2) =0,2; V(2) = (08052 Fy(2) =

Para la implementacion del esquema aqui propuesto (SDTC), el modelo
utilizado es:

El requlador PI y pre-filtro disenados sobre el modelo libre de retardo son:

s+0,1 _ 1
K(s) =127 Clo) = M) iy
B 1,2(s40,1
donde M (s) = m'

Con objeto de aumentar la robustez en el SDTC, se introduce el filtro Fy.
El ajuste del mismo se realiza teniendo en consideracion la influencia del
pardmetro Ao tanto en el indice de robustez (4.34), como en el IAE (4.47).

A partir de la norma infinito, Hlf%ﬂoo, se obtiene la frecuencia del
mdzximo de la funcion |1f71?G" siendo €sta: Wpear = 0,1694. Por lo que una
primera aprorimacion seria disenar un filtro tal que su frecuencia de corte
incluyera esta frecuencia. Es decir, siendo F(s) = ii’jﬁ, wplmk ~ \; = 6.
Con objeto de mostrar la influencia del cero del filtro, tanto en el indice de
robustez como en el IAFE, se disena el filtro para \g = 0,1,2. Los efectos del
filtro sobre el factor corrector del indice de robustez Ty, se muestran en la

figura 4.18.

or T,@
)\0 =0 (dot line)

8 Tz(z) AO =1 (dash line) Y
/\D =2 (solid line)

Magnitude (dB)

Frecuency (rad/sec)

Figura 4.13. Respuesta en frecuencia del factor T5.
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212

21r q

2.08

2.06 - q

IIT,@M@,,

1.98 q

1.96 q

1.04 I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

%o

Figura 4.14. Cota méxima del indice de robustez en funcién de Ao = {0, 1, 2}.

Notar que el indice de robustez no se reduce significativamente, esto es:
1,94, 1,99 y 2,08 para Ao = {0, 1,2} respectivamente (ver figura 4.14). Mien-
tras que el IAE si que lo hace (ver figura 4.15). El IAE para los tres diferentes
valores de A\g = {0, 1,2} es : 9,51, 8,82 y 8,14 respectivamente.

9.6

9.2 q

8.8 =

IAE

8.6 4

8.4r T

Ao

Figura 4.15. IAE en funcién de Ao = {0, 1, 2}.



4.5 Simulaciones 97

Por todo ello se determina:

_2$—|—1
T 6s+1

FQ(S)

Para un periodo de muestreo T' = 0,1s, se obtienen los resultados de la figura
4.16. Si el error considerado es del 20 % en la estimacion del retardo, y del
50% en la constante de tiempo dominante, los mismos errores considerados
en [116], los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.17. Pero si se
considera un error 50 % en la constante de tiempo dominante, y el retardo
es tal que L, = 6,6s, se obtienen los resultados de la figura 4.18. Notar que

el esquema propuesto por Torrico et al. se hace inestable, mientras que la
respuesta del SDTC no lo es.

14

- SDTC
= = Bismark

12 7

50 100 150
Time (sec)

Figura 4.16. Respuesta nominal para una perturbaciéon w = —0,1, en el tiempo
t = 70s (ejemplo 4.5.3).

Comentario 4.5.2 Notar que en el DTC propuesto por Torrico et al., la fun-
cion de transferencia entre la perturbacion y la salida del sistema es:

= P.(2)(1 = V(2)27%) (4.50)

De forma que, si debido a errores numéricos, de implementacion o de cual-
quier otro tipo, no se cumple la condicion V(1) # 1, el sistema serd inestable.
Notar que P,(z) posee un integrador, y que por tanto la expresion anterior
crecerd indefinidamente.
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1.4
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- SDTC
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Figura 4.17. Respuesta para un error en la estimacién del retaro del 20 %, y del
50 % en la constante de tiempo dominante (ejemplo 4.5.3).

15

— SDTC
= = Bismark

0.5
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Time (sec)

250

Figura 4.18. Respuesta para un error del 50 % en la constante de tiempo domi-
nante, y un retardo real L, = 6,6s (ejemplo 4.5.3).

Para solucionar este problema de inestabilidad numérica, en esta tesis se
propone el esquema equivalente de la figura 4.19, donde:
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r_|_ GeG6GE
(+GEIG,ENEE | -

+

Figura 4.19. Esquema propuesto en esta tesis para evitar la inestabilidad del
esquema propuesto por Torrico et al. (figura 4.10).

Rechazo de perturbaciones tipo rampa

En esta seccién, y a través de un ejemplo, se va a mostrar como es posible
un diseno del SDTC para el rechazo de perturbaciones tipo rampa. El ejemplo
se desarrolla en comparacién con el diseno propuesto por Zhong y Normey-
Rico en [139], mostréndose una equivalencia en la simplicidad del disefio de
los controladores, para una ligera mejora de la respuesta obtenida a partir
del SDTC, tanto en la mejora del TAE respecto al rechazo de perturbaciones,
como en la robustez ante errores de modelado.

EJEMPLO 4.5.4. El esquema propuesto en [139] (figura 4.20), se considera
como el mejor DTC, para el control de procesos integrativos con retardos
temporales. Entre sus ventajas, con respecto a métodos precedentes, estd que
el mismo se puede disenar para el rechazo de perturbaciones de naturaleza
arbitraria.

En este ejemplo, y de forma similar que en [189], vamos a mostrar que
el SDTC también puede ser diseriado para el rechazo de perturbaciones tipo
rampa.

Considérese el proceso estudiado en [139]:

1 —5s
P(s) = s+ (055 + (025 + D(0,1s + 1) 5

En [139], y con objeto de obtener unos controladores mds sencillos, se con-
sidera un diseno de los mismos a partir de un modelo reducido:
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«— =

Para el rechazo de perturbaciones tipo rampa, el filtro Q(s) se define como:

(1 + ps + Bs?)

@ls) = (s +1)3

donde los pardmetros p, y 3 se determinan como funcion del retardo mode-
lado, del grado relativo del modelo considerado, y del parametro de diseno \,
tal que:

(dy +2)A\+ L,
(Lim)? + A(dr +2)((dr + 1A+ 2Ly,
2

I
ﬁ =

donde L,, =5 se define como el retardo del modelo, d, =1 como el grado
relativo del modelo, y A = 5, como un pardmetro de ajuste. Cuanto mayor
es el valor de X mds robusto es el sistema, si bien también se obtiene una
respuesta mds lenta al rechazo de perturbaciones (ver seccién 3.3.2 para mds

detalles).
Para el disenio del SDTC, el modelo considerado es:

1 s
Pi(s) = p 6,8

El regulador K se disena a partir del esquema de la figura 4.1, para el
rechazo de perturbaciones de tipo rampa:

(s +0,1)?
K(s) = 10872
El pre-filtro sobre el set-point se determina como:

1
4s+1

Fl(S) =
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Para el ajuste del filtro Fs(s), notar que la funcidn de transferencia entre
la perturbacion y la variable controlada es:

Gz~ GKz 4 —d
0+ cr) T arar) o~ Fa(2)Paz)

Gyuw(z) =

De forma que si F5(s) se ajusta de forma similar a Q(s) pero con A = T,se

obtiene:
B 0,9123(s% + 0,08884s + 0,003196)

(s +0,1429)3
Para un periodo de muestreo T = 0,05s, se obtiene los resultados de la

figura 4.21. Notar que el IAFE para el rechazo de la perturbacion en el SDTC
es 5,76, mientras que en el esquema propuesto por Zhong es 5,85.

FQ(S)

14

12 7

disturbance

04| / 1
02 J

i | | |

0 50 100 150 200 250
Time (sec)

Figura 4.21. Respuesta nominal al rechazo de perturbaciones tipo rampa SDTC
(solid line), Zhong (dash line)

Sin embargo, cuando se considera un error sobre el retardo modelado,
tal que el retardo real sea 5,9 s, las respuestas obtenidas, con los mismos
controladores y ante un escalon unitario en el set-point, se muestran en la
figura 4.22. Notar que la respuesta en el esquema de Zhong se hace inestable.

&
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Figura 4.22. Respuesta del sistema para un retardo real L, = 5,9s.

4.6. Resultados experimentales

Con objeto de validar las prestaciones del SDTC en una aplicacién real,
a continuacién se presenta una implementacién del SDTC para el control
del angulo del roll sobre un prototipo de un helicoptero de 4 motores de
Quanser®©. Destacar, que el objeto de experimento es la validacién del es-
quema de prediccién propuesto, y no el control del mencionado prototipo.

Considérese el prototipo de la figura 10.1 (ver Seccién 10 para més de-
talles). El dngulo del “roll” se define como la rotacién entorno al eje “X”.
Asumiendo que el “pitch” es cero, es posible obtener el siguiente modelo:

= (F, _Fl)% =V - W)Kch%

Si se define u := (V; — V}), es posible definir la funcién de transferencia
entre la variable auxiliar u y el angulo del roll r, como:

_r(s) _ Kyel/Jy

) 5 (4.51)

Sustituyendo los correspondientes valores numéricos (ver Seccién 10), se ob-

tiene:
_2,1176

2
S
Como ley de control, se transforma un regulador LQR disenado en [102],
en un un PD equivalente. Con objeto de obtener un error de posicién nulo,
se anade una accion integral, tal que el regulador resultante es:

G(s) (4.52)
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(S + 1/ti) k1(0,002 + ]{72/1{71)8 +1
s (0,002s + 1)

K(s) =

Sustituyendo valores del LQR diseniado (ver Seccién 10), y para una accién
integral t; = 20, se obtiene:

s+0,5) (s+5,734)
(0,002s + 1)

K(s) = 0,3044¢

Considerando este regulador, si se implementa un simple bucle de control,
sin ningtn tipo de retardo, con un pre-filtro en el set-point tal que: C(s) =

3-5%1’ se obtienen los resultados de la figura 4.23.

15

0.5

Roll (degrees)
=)

-1.5 :
0 20 40 60 80 100 120
Time (seconds)

Figura 4.23. Respuesta del sistema en bucle cerrado sin retardo.

Considérese ahora, que existe un retardo de medida® en el dngulo del roll.
Inicialmente, este retardo se considera L, = 0,07 s, y en el instante de tiempo
t = 70s, se incrementa a L, = 0,08 s. Para estas condiciones, los resultados
obtenidos se muestran en la figura 4.24. Notar que para L, = 0,08s, el sistema

se hace inestable.
Para la validacién del SDTC, considérese el esquema de la figura 4.25. Si

se considera un modelo simplificado tal que:
S Este retardo se ha introducido de forma artificial, pero es muy comtn que en
un sistema de control por visién se de este tipo de retardos en el procesado de

imégenes.
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Figura 4.24. Respuesta del sistema en bucle cerrado sometido a un retardo de
medida. En el instante inicial este retardo es L, = 0,07s, siendo de L, = 0,08s en
el instante de tiempo ¢t = 70s.

w
+

r + u Vr
> > Roll
+ HOVER

- Vlr

SDTC |, 06\*&3

Figura 4.25. Implementacion del SDTC sobre el prototipo del helicéptero de 4

motores de Quanser®.

1
Pi(s) = 2,1176;6_0’088 (4.53)

con el mismo pre-filtro C(s), y controlador K (s) disenados anteriormen-
te’, y para un periodo de muestreo 7" = 0,001 s, se obtienen los resultados
de la figura 4.26.

Pero si se considera un retardo real L, = 0,11s, el sistema se hace ines-
table. Por ello, y con objeto de aumentar el indice de robustez del sistema
en bucle cerrado, se disena el siguiente filtro: Fy = gf%ﬁ, obteniéndose los

resultados de la figura 4.27.

7 Notar que la metodologia de disefio planteada para el SDTC se hace sin conside-
racién del retardo, por lo que es posible utilizar el mismo controlador y pre-filtro
que en el caso anterior.
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Figura 4.26. Respuesta nominal del SDTC para un retardo L, = 0,08s.
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Figura 4.27. Respuesta robusta del SDTC, con filtro de predicciéon F» = g’fzﬁ,

para un retardo modelado de L = 0,08s, y un retardo real L, = 0,11s.

Comentario 4.6.1 En todos los experimentos se ha introducido una perturba-
cionw = 0,2, en los instantes de tiempo t = 20s, yt = 100s, y de w = —0,2 en
el instante de tiempo t = 60s. La resolucion del encoder de medida del angulo
del roll es de 0,04 grados, de ahi el escalonado de las respuestas obtenidas.
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Mejora del modelo considerado

15

0.5

Roll(degrees)
o

-15 1 1 I
0 20 40 60 80 100 120

Time (sec)
Figura 4.28. Respuesta del SDTC para un retardo modelado L = 0,16s, y un
retardo real L, = 0,08s.

Es conocido que a una determinada frecuencia, un integrador se puede
aproximar por un retardo, de tal forma que si el modelo se incrementara
con un retardo cabria esperar una mayor aproximacion del modelo utilizado.
Con tal objeto, vamos a considerar el siguiente modelo, donde el retardo
considerado se ha incrementado en el doble del retardo real:

1
P, (s) = 2,1176;6_0’165 (4.54)

Repitiendo los mismo ensayos que en el caso anterior se obtienen los re-
sultados de las figuras 4.28 y 4.29.

En vista de la mejora de los resultados obtenidos, se realiza otro experi-
mento incrementando todavia mas el retardo considerado tal que:

1
Pi,(s) = 2,1176ge_0’33 (4.55)

En la figura 4.30 se compara la respuesta del sistema libre de retardo,
con la obtenida a partir de la implementacién del SDTC para un retardo real
L, = 0,088 y un retardo sobre el modelo del proceso L = 0,3s. En la figura
4.31, se muestra un detalle de la comparacién de las respuestas obtenidas con
los diferentes modelos. Como se puede observar, a partir de un determinado



4.6 Resultados experimentales 107

15

Roll(degrees)
o

-15 L I
0 20 40 60 80 100 120

Time (sec)

Figura 4.29. Respuesta del sistema con L, = 0,11s, L = 0,16s y filtro de predic-
0,2s+1
0,1s+1"

cién: Fo =

valor, incrementar el retardo modelado no mejora las prestaciones obtenidas,
y segun se deduce del Lema 4.2.2 puede reducir el margen de robustez.

Para este tipo de sistemas, sistemas con un doble integrador, el retardo
modelado se convertiria en un parametro mas de diseno. Un pardmetro que
podria ajustarse on-line con objeto de obtener las mejores prestaciones del
sistema. Se deja para futuros trabajos, establecer algin tipo de relacién ma-
tematica o regla empirica que permita aproximar el integrador desestimado
por un retardo.
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Figura 4.30. Comparacion entre la respuesta del sistema en bucle cerrado libre de
retardo (dot line), y la respuesta obtenida a partir de la implementacién del SDTC
para un retardo modelado L = 0,3s y un retardo real de medida L, = 0,08s (solid
line)
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Figura 4.31. Detalle de la comparacion entre las distintas aproximaciones del
retardo modelado con respecto al sistema ideal libre de retardo. El retardo real de
medida es L, = 0,08s.



5 DTC para el control de sistemas estables o
inestables

5.1. Prediccién estable de un proceso inestable

Considérese la siguiente representacién en el espacio de estados de un
proceso SISO con un retardo de actuacién:

(t) = Az (t) + bou(t — L) (5.1)
y(t) = ca(t)

donde A, € R"*", b, € R"*! ¢ € R'¥", representan las matrices nominales
del modelo, y L € RT el retardo de actuacion.

Con el objetivo final de obtener una implementacion del sistema de control
desarrollado, se considera una discretizacién del modelo anterior, a partir de
un retenedor de orden cero (ZOH), tal que si los instantes de muestreo se
denotan como ty := kKT; k € Z%, siendo T := t,11 — t3, el periodo de
muestreo. Se define xy, := x(kT) como la notacién utilizada para denotar el
valor de las variables en los instantes de muestreo.

Asuncién 5.1.1 Sin perdida de generalidad, y con el objeto de simplificar
los desarrollos se considera que el periodo de muestreo serd tal que: L := dT

(deZ").
Bajo esta suposicién, la representacién discreta en el espacio de estados
sera:
Tht1 = Azy, + bug_g (52)
Yk = CTk
donde:
T
A=etT b= / e’ dob,
0

Y la correspondiente funcién de transferencia entre la variable controlada
y(z), y la variable manipulada u(z), serd:

(2)

z

<

N(z) ,—d
D(z)

I
)
=
—
N
~—
Il

G(2)z = c(zI — A) bz = (5.3)

<
—~



110 5 DTC para el control de sistemas estables o inestables

Comentario 5.1.1 Si la Asuncidn 5.1.1 no fuera posible, o deseable, siempre
seria posible utilizar un modelo discretizado ampliado en un estado, tal y
como se demostré en la seccion 1.8.4, a partir del cual realizar el desarrollo
anterior.

Siguiendo la idea basica del original SP, el principal objetivo que se plantea
en este trabajo es obtener una prediccién de la salida gy, a partir del modelo
discretizado G(z), y de la entrada al mismo ug, es decir:

() = G(2)u(2) (5-4)

Esto ultimo, permitiria el disenio de un control basado en el modelo libre
del retardo. Si embargo, como es bien sabido si G(z) es inestable la prediccién
anterior también es inestable.

Predictor FIR:

Utilizando las entradas pasadas y el modelo discretizado del proceso (5.2),
el estado del proceso puede ser proyectado d-pasos hacia delante tal que:

d
-i'lc,d = Adl'k + Z Ad_ibuk,i (55)
i=1
Que también se puede representar como:
Zq(z) = A% (2) + Pa(2)u(2) (5.6)
donde el vector & € R™*!, se obtiene como:
Dy(z) = AT bz 4. 4 Abz 72 + b2t (5.7)

De igual forma también es posible obtener una proyeccién de la salida sin
m4és que pre-multiplicar ambos lados de la expresion (5.6) por el vector “c”:

Ga(2) = cA%x(2) + cDy(2)u(2) (5.8)

5.2. DTC para sistemas inestables de fase minima

5.2.1. Esquema de prediccion

En esta seccién se va a introducir un nuevo esquema de prediccion denota-
do como NSP (“New Smith Predictor”). Este esquema de prediccién, basado
en el “Predictor FIR”, se demuestra como la mejor solucién, hasta la fecha,
para el control de sistemas inestables de fase minima con retardos elevados,
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pero falla para el control de sistemas de fase no minima'. Esta afirmacién,
se fundamenta principalmente en que el método que aqui se presenta es el
unico esquema propuesto hasta la fecha, para sistemas inestables, que man-
tiene la filosofia del original SP. Es decir, la implementacion del predictor
propuesto permite un diseno del controlador o controladores del sistema sin
una consideracion explicita del retardo, tanto en la f.d.t. de la referencia como
de la perturbaciéon. Y esto, como se demostrard a continuacién, se consigue
obteniendo unas prestaciones superiores, o cuanto menos, similares, a las del
resto de algoritmos propuestos en la literatura.

Lemab5.2.1. El escalar ¢c®(z) representa la siguiente equivalencia:

c®(z2) = G(z) — G*(2)z ¢ (5.9)
donde:
1, _ N*(2)
*(2) i= cA% (2] — 1y = 1
G*(z) == cA%(zI — A)~b D) (5.10)
Demostracion: Es fécil verificar que:
d
(zI — A) Z Aty = Adyd
i=1

Pos-multiplicando por (2I — A)~1'b, y usando la definicién de ®4(2), en la
ecuacién (5.7), se obtiene:

Dy(z) = (I — A%~ (2T — A)~ b (5.11)

Multiplicando, por la izquierda, con el vector “c”,

e@q(z) = (c(zI — A)7'b) — (cAY (2D — A)~'b) 27 (5.12)
y usando las definiciones (5.3) y (5.10), se obtiene finalmente (5.9). m
Este resultado permite establecer el siguiente Teorema.

Teorema 5.2.1 La prediccion de la salida en el instante (k+d), tal y como
se define en (5.8):

1) cumple los requerimientos de la ecuacion (5.4), es decir:
9(z) = G(2)u(2) (5.13)

! Esta limitacién serd superada con otro esquema de prediccién presentado en la
siguiente seccién
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2) se puede computar a partir de la siguiente expresion:

9(2) = c@a(z)u(z) + F(2)y(2) (5.14)
donde el filtro F(z), se define como:

LN _G()

F(z): = 5.15

(2) NG — Gl (5.15)

Demostracion:  De la expresién (5.2), se tiene que z(z) = (2I —
A)1bz~4u(z). Por tanto, haciendo uso de la expresién (5.8) y del Lema

5.2.1, se tiene que:

Ja(2) = cAY =zl — A) 7Tz~ %u(z) + (G(2) — G*(2)2~ ) u(2)
= G(2)z %(z)

con lo que la queda probada la parte primera.
Para probar la segunda parte, la ecuacién (5.14) se reescribe como:

o G*(2) _
9(2) = ePg(2)u(z) + Gl G(2)z %u(2)

= [ePy(2) + G*(z)z‘d]u(z),

y haciendo uso del Lema 5.2.1, se obtiene finalmente:

Comentario 5.2.1 : Notar que G*(z) = F(2)G(z2)

La definicién de F'(z) requiere tratar con sistemas de fase minima. Esta
limitacién serd superada en la Section 5.3.

Comentario 5.2.2 En el SP la estimacion de la salida se obtiene a partir de
la expresion:
Ysp(2) = (G(2) — G(2)z~u(z) + y(2) (5.16)

donde como es bien conocido si el modelo es inestable la prediccion tam-
bién resulta inestable.

En el estimador propuesto, la estimacion de la salida se obtiene a partir
de la expresion:

§(2) = (G(2) = F(2)G(2)z" Nulz) + F(2)G(2)2 " "u(2)

la cual es implementada por (5.14), de tal forma que no es usada direc-
tamente la funcion de transferencia del modelo.
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Por otro lado, notar que, contrariamente a la prediccion realizada en el
SP (5.16), donde el término y(z) — G(z)z~%u(z) permite compensar posibles
perturbaciones o errores de modelado, en la estimacién propuesta existirda un
error si se dan tales circunstancias. Este error de estimacion se puede calcular
como:

é(z) = (=) — 9= (5.17)

el cual sera nulo si no existes tales perturbaciones y el modelo del proceso es
perfecto. En todo caso, de forma similar al SP, se puede definir un una nueva
prediccion de la salida tal que:

y(z) = 9(z) + é(2) (5.18)

De forma que a partir de esta definicién y del Teorema 5.2.1, se puede derivar
la siguiente proposicién:

Proposicién 5.2.1 La senal §(z), tal y como se define en (5.18):

1) se puede computar como:
g(2) = (1= 27")g(2) +y(2) (5.19)
2) cumple los requerimientos de la ecuacion (5.4), es decir:
g(z) = G(2)u(z) (5.20)

Demostracion: Sustituyendo (5.17) en (5.18), se obtiene (5.19), que prue-
ba la primera parte. Teniendo en cuenta (5.13) y (5.3), la expresién (5.19)
es:

§(2) = (1= 2~ DG(2)u(2) + G(2)z"Mu(z) = G(2)u(2)

Con lo cual queda probada la segunda parte. ™

Como resultado de esta prediccién se define un nuevo DTC para el con-
trol de sistemas inestables de fase minima (figura 5.2). La estimacién de la
salida, se obtiene a partir de la implementando del filtro FIR ¢®4(z2), y la
expresion F'(z), tal y como se ha definido en las expresiones (5.7) y (5.15)
respectivamente.

Bucle ideal libre de retardo: Considérese el sistema ideal de la figura 5.1,
tal que sea posible definir la siguiente funcién de transferencia:

K(s)G(s)

M) = T TR (5G0)

(5.21)

El controlador K (s) se disenard, segin unas determinadas especificaciones,
tal que el sistema en bucle cerrado sea estable.
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w

L+ i
T R

Figura 5.1. Bucle ideal libre de retardo.

5.2.2. Estabilidad interna

Considérese el esquema de control de la figura 5.2 (NSPC). Se asume que
el modelo discretizado del proceso a controlar G(z)z~%, es un sistema de fase
minima. El controlador K (z), es la version discretizada de K (s) disenado, con

la técnica que se considere més apropiada, a partir del esquema de control
de la figura 5.1.

w | G(z)z*

Fo+ LR pry 0 y
> K(z) ZOH > G(s)e

y +
b, () O] F(2) o TuL
+ A
O y
+I 5
o— -]
e

Figura 5.2. DTC propuesto para el control de sistemas estables o inestables con
retardos temporales de fase minima (NSPC).

Bajo estas consideraciones, la funcién de sensibilidad complementaria del
sistema en bucle cerrado es?:

T_ KGz—¢
1+ Kby + KFGz—d

(5.22)

Demostracion: Ver Apéndice B. n

Lema 5.2.2. Si no existen errores de modelado, utilizando la expresion
(5.9), la funcion de sensibilidad complementaria se puede expresar como:

2 En lo que sigue, y con objeto de simplificar la notacién, se omitird el argumento
“z” de las fdt’s, siempre que éste quede suficientemente claro.
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T_ KGz™d
1+ KG—-KG*z 44+ KFGz1
o KG —d __ —d

Demostracion: Basta con hacer uso de la equivalencia (5.9) en Lema 5.2.1
|

Notar que, de forma similar al original SP, en esta estructura de control
el diseno del regulador K se puede realizar considerando un sistema libre de
retardo. Sin embargo, tal y como se demuestra a continuacién, la estructura
aqui propuesta tiene la ventaja de ser robustamente estable independiente-
mente de si la planta a controlar es estable o inestable.

Lema 5.2.3. A partir del esquema de la figura 5.2, y haciendo uso del
Lema 5.2.1, se obtienen las siguientes expresiones:

KGz=4
= .24
YT arEG)” (5.24)
Gz (Kb G — KedgGz=d)z74
2
tarra” T 1+ KQ) w (5:25)
KGz1 (KG*2=4 — KG*)z74
EE irkq " (5:26)
K
KG 21— KG* — KG)z ¢
( 1+ KG) ) w (5.28)
(KFz=4 -~ KF — K)
2
G+ka) " (5.29)
Demostracion: Ver Apéndice B. n

Teorema 5.2.2 (Estabilidad interna) FEl sistema de control de la figura
5.2, donde K (z) ha sido diseriado para estabilizar G(z) en (5.23), es inter-
namente estable.

Demostracion:  Analizando las funciones de sensibilidad (5.25), (5.26)
y (5.28), dado que Gy G* poseen exactamente los mismos polos, estos se
cancelan en bucle cerrado y no aparecen en las funciones de sensibilidad.

Por otro lado, dado que todas las funciones de sensibilidad poseen el
mismo denominador, si se disena el controlador K para estabilizar G(z) en
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(5.23), o equivalentemente en (5.24), las expresiones (5.24-5.29) también serdn
estables. (]

Comentario 5.2.3 Notar que en régimen permanente, el comportamiento del
esquema propuesto se comporta como un bucle simple libre de retardo (esque-
ma de la figura 5.1).

Si se analizan las funciones de sensibilidad de la perturbacion (5.25), y
del ruido de medida (5.26). Notar que, para ambas expresiones y en régimen
permanente, el sequndo término se anula:

lim (Ke®4G — KcedyGz%) =0

z

lim (KFGz™%— KFG) =0

z—1

5.2.3. Estabilidad robusta

Si se consideran incertidumbres de tipo multiplicativo, es decir, asumiendo
que la funcion de transferencia del proceso real es:

Gr(2) = Gp(2)(1 4+ Wi (2)),

donde W, (z) se define como la incertidumbre multiplicativa, es conocido
[57], que la condicién de estabilidad robusta, se obtiene a partir de la funcién
de sensibilidad del ruido de medida. Aplicando esto al esquema propuesto se
obtiene:

KG

H —
H "1+ KG

WmH <1 (5.30)
donde de define H; := (Fz=% — F —1).

Mejora de la robustez:

Con objeto de mejorar la robustez del NSPC, y de forma similar a como
originalmente fue introducido en [87]. Es posible filtrar el error de prediccién
é (ver esquema de la figura 5.3), tal que:

y(2) = 9(2) + Fa(2)é(2) (5.31)

El filtro F», no cambia las propiedades de estabilidad (ver Apéndice B).
Si a partir del esquema de la figura 5.3, se obtiene la funcién de sensibi-
lidad del ruido de medida (ver Apéndice B). Si se define:

Hy = (FyFz"1— F - ),

la condicién de estabilidad robusta (5.30) es:
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Figura 5.3. Esquema de control para la mejora de la robustez del (NSPC).

HH2 Wi H <1 (5.32)

1+ KG

donde Fy se debe disenar tal que |Hs| < |H1| en torno al rango de frecuencias

KG
I+KG Wm‘
Por otro lado, notar que si se incluye el filtro Fb, el segundo término de
la funcién de sensibilidad de la perturbacion w, sera:

al cual se encuentren los méximos de

lim (Ke®yG — FaKcdy,Gz7)
zZ—

De forma que, con objeto de obtener un error nulo en régimen permanente,
se debera disefiar un filtro tal que F5(1) = 1.

5.2.4. Simulaciones y comparacién con otros DTCs

EJEMPLO 5.2.1. Considérese el siguiente sistema inestable de primer
orden con un retardo de actuacién y/o medida®:

1 —Ls
Gp(s) = (s — 1)6

En el trabajo presentado por Tao et al. [61], muestra que el esquema presen-
tado (figura 5.4), y para un retardo L = 0,4 s, se sitia como la solucion mds
efectiva para el control de este tipo de procesos.

Si se utiliza el método ahi propuesto, es necesario ajustar tres requladores,
ver seccion 3.3.3. Para este ejemplo, los reguladores disenados fueron los
siguientes:

3 Este modelo se ha sido utilizado ampliamente en la literatura especializada, véase
por ejemplo [58, 114, 121, 61].
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G.=2

s+1
Cr(s) = 3o v

1 0,469s
Frls) = 28972 4 5o & 269N s 11
donde Ny se define como el factor del filtrado de la accion derivada. Segin
[61] este factor se puede elegir dentro del rango (0,01 —0,1), donde con Ny =
0,01 se obtiene la mejor respuesta al rechazo de perturbaciones, pero muestra
el peor comportamiento al ruido de medida. Un valor Ng = 0,1, lo contrario,
muestra un mejor comportamiento ante el ruido de medida, pero el rechazo

de la perturbacion es mas lento, y como consecuencia se obtiene un mayor
IAE.

w
|+
r + +

—> C,(s) »

G(s)e ™

£)
G( (s) 4—‘
—»(l): G(s) et

Figura 5.4. DTC propuesto por Tao et al. [61].

Por otro lado, con objeto de realizar una implementacion del esquema de

prediccion aqui propuesto (NSPC), se disefia previamente un pre-filtro Fy, y

un regulador K, sobre el modelo libre de retardo G(s) = (Sil) (esquema de

la figura 5.1), como resultado se obtiene:

s+ 0,75 0,5s+1
K(s)=6—"= ) =177
La implementacion del esquema de la figura 5.2, se realiza para un periodo
de muestreo T = 0,02 s. Como resultado los bloques del predictor, para un
retardo L = 20T, son F(z) = 1,492, siendo ¢®P4(z) un filtro FIR, donde
d=20,A =1,0202, B = 0,0202, y ¢ = 1. De la discretizacion del requlador
PI y del pre-filtro se obtiene:

62591 () = 0,4545z — 0,4365
T 1 YT T 0,082

K(2)

Si no existen errores de modelado, los resultados obtenidos, se muestran
en la figura 5.5. Notar que el NSPC muestra un mejor comportamiento al
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rechazo de perturbaciones, y un comportamiento similar en cuanto al sequi-
miento de la referencia.

1.4

- NSP
Tao

1
|
|
08 \ R
|
|

v

0.4

0 L Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (sec)

Figura 5.5. Respuesta nominal ante un cambio en la referencia escalén unitario y
una perturbacién de —1 unidad en el instante de tiempo t=10 s (ejemplo 5.2.4)

Pero si se consideran errores de modelado tal que el proceso real sea:

G (s) = G(s) 1+ Wi (o) = Gole) (14 s ).

(0,1s+ 1)
la condicion necesaria y suficiente de estabilidad robusta no se cumple:
KG
Hi———Wp, || =1,4927>1
"1+ KG Hoo ”

siendo por tanto el sistema en bucle cerrado inestable.

Para incrementar la robustez del sistema, se disena un filtro sobre el error
de prediccion, por ejemplo, Fs(s) = uTlﬂ, tal que se cumpla la condicion de
estabilidad robusta:

HH2 Wi H =099<1

1+ KG
Bajo estas condiciones, el sistema en bucle cerrado serd estable. Los resulta-
dos obtenidos se muestran en la figura 5.6. Notar que la respuesta del esquema
propuesto por Tao et al. es inestable, y que la estabilizacion del sistema re-
queriria de un nuevo ajuste de los pardmetros del controlador Fr. En todo
caso, la condicion de estabilidad robusta, dentro del rango admisible de diseno
indicado en [61], nunca se cumple para este grado de incertidumbre.
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Figura 5.6. Respuesta del sistema ante incertidumbres multiplicativas. Perturba-
ci6én escalén de —0,5 unidades en el instante de tiempo t=40 s (Ejemplo 5.2.4).

Respuesta al ruido de medida: Un factor muy importante a considerar,
a la hora de disenar un sistema de control, es el comportamiento del mismo
al ruido de medida. Si un sistema de control muestra un buen seguimiento de
la referencia y rechazo de perturbaciones, pero existe un mal comportamiento
al ruido de medida, probablemente tenga limitada su implementacion sobre
muchos procesos reales.

Si se considera un filtro sobre el error de prediccion, la funcion de sensi-
bilidad del ruido de medida es:

FKGz ¢ n Fy(KFGz= 1 - KG)z™¢
(1+KG) (1+ KG)

Syn = — (5.33)

Para analizar el comportamiento del NSPC, se compara la respuesta de
éste con respecto al DTC propuesto por Tao et al., para el factor de filtrado de
la accion deriwativa Ny = 0,1, es decir aquel con el cual se obtiene el mejor
comportamiento al ruido de medida. Si se considera el filtro arriba disefiado,
asi como Fy(s) =1, los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.7.

De los resultados obtenidos puede obtenerse dos conclusiones, por un lado
que el filtro de prediccion mejora ligeramente la respuesta al ruido de medida,
y la seqgunda es que, si se disena un filtro sobre el error de prediccion se puede
obtener una respuesta ligeramente menos distorsionada en el NSPC que en
el esquema presentado por Tao et al.

o
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Figura 5.7. Respuesta del sistema ante un ruido de medida. El ruido de medida se
ha generado con el bloque “Band-Limited White Noise” de Simulink®, exagerando
la amplitud del ruido de medida (ver figura 5.8) con objeto de apreciar mejor sus
efectos.

EJEMPLO 5.2.2. Considérese ahora el mismo proceso que en el ejemplo
anterior, pero con un mayor retardo:

En [121], se realiza un andlisis comparativo entre distintos métodos para
el control de sistemas inestables. En concreto, se analizan siete metodoldgicas
[119, 99, 70, 122, 58, 131, 69], de las cuales sélo dos propuestas [58, 131]
permiten una estabilizacion del proceso para el retardo L = 1,5s. Destacar
sin embargo que, el andlisis del comportamiento de estos dos esquemas solo
se hizo para el caso nominal, es decir, sin consideracion de ningin tipo de
errores de modelado, ni siquiera de tipo infinitesimal.

Para la implementacion del NSPC, previamente se diserian el siguiente
requlador PI, y pre-filtro (figura 5.1):

(s +0,02) 1
K = 1 17' F = —
() =LI—"= Al =g 3
Con un periodo de muestreo T = 0,02 s, los bloques del predictor son
cPq(z), con d =75, y F(z) = 4,482. Mientras que de la discretizacion del
requlador PI y pre-filtro se obtiene:
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Figura 5.8. Senal de test del ruido de medida.

11z 11 ~0,0003999

K F — Y
(2) o F(®) = 55906

z—1

Si no existen errores de modelado, en la figura 5.9 se muestran los re-
sultados obtenidos comparados estos con la respuesta ideal de un bucle libre
de retardo (esquema de la figura 5.1). Notar que el IAFE para el NSPC es de
6,76, mientras que el mejor, el menor, IAE presentado en [121], para los dos
esquemas evaluados es de 48,85.

Si los errores de modelado son tal que el proceso real es:

171 —1,6s

Grls) = G151

Los resultados obtenidos se muestran el la figura 5.10. Destacar una vez mds
que en [121], no se han considerado ningin tipo de incertidumbres para un
retardo L = 1,5s.

Si se considera el mismo sistema, pero con un retardo L = 2s, y pequernios
errores de modelado en todos los parametros del modelo, tal que el sistema
real sea:

1,05 —2.1s

Grs) = G1,-1°

(5.34)

Y si, con objeto de aumentar la robustez del sistema, se incluye el siguien-
te filtro sobre el error de prediccion:
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Figura 5.9. Respuesta nominal ante escalén unitario en la referencia y una per-
turbacién de —0,1 unidades en el instante de tiempo t=150 s, comparada con la
respuesta de un bucle ideal libre de retardo (esquema de la figura 5.1).

74s+1
C Bs+1

FQ(S)

Considerando el mismo regulador PI y pre-filtro ajustados previamente,
se obtienen los resultados de la figura 5.11.

Del desarrollo de este ejemplo se puede concluir que, el ajuste de los re-
guladores del esquema propuesto (NSPC) no es especialmente dependiente
del retardo modelado, tal y como cabia esperar de la metodologia propuesta.
Si bien, un retardo mayor, puede implicar una reduccion del indice de ro-
bustez. Para aumentar la robustez del sistema, se puede disenar el filtro Fy,
sobre el error de prediccion tal que dicho indice se incremente en el rango de
frecuencias deseado.

<&

EJEMPLO 5.2.3.
Considérese ahora otro de los ejemplos analizados en Tao et al. [61]:

1
(s—1)(0,55s+1)

—1,2s

Gp(s) =

En el trabajo presentado por Tao, los requladores disenados son:
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Figura 5.10. Respuesta del sistema, para un retardo real L, = 1,6s, ante una
perturbacién w = —0,1 en el instante de tiempo t=150 s, comparada con el bucle
ideal libre de retardo.
G.=2

0,552+ 0,55 + 1
C — ) b
S EY R

22.555% 4+ 115,445 + 199,735 + 108,475 + 0,83
Fr(s) =

$(8,8153 + 6,065% + 93,955 + 100)

Para la propuesta del NSPC, el regulador PI y pre-filtro se diserian tal
que:

s+ 0,07 1
K(s) = ST; Fi(s)

T 12541
Adicionalmente, con objeto de aumentar la robustez del sistema se ajusta el
siguiente filtro:

1

F -
2(8) = 351
Para un periodo de muestreo T' = 0,02 s, siendo el retardo L = 60T.

Los bloques del esquema de prediccion son : c¢®4(z), donde d = 60, A =

0,9806 0,0050 _ (10,0099 _ ) _
(0,1584 1,0004)’ b= <070008)’ ¢ =(00,5000); F()

Y los bloques de control discretizados:

0,043532—0,04175
0,00039742+40,0003947 *

32 — 2.996 0,001665 0,00995
K frd 7’ . F el ? M F prnd 7’
(2) o1 Bl == 0,9983° 2(2) = 0,99
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Figura 5.11. Respuesta robusta del NSPC para el proceso (5.34), ante una per-

turbacién w = —0,5 en el instante de tiempo ¢ = 150s, comparada con la respuesta

del bucle ideal libre de retardo (figura 5.1).

Si no existen errores de modelado, los resultados obtenidos se muestran en la
figura 5.12.

Si los errores de modelados son los mismos que los considerados en [61],
es decir, si se considera que el proceso real es:

1
G.(s) = 1,325
)= T+ 1°

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.13. Como se puede
apreciar, ambos esquemas de control permanecen estables. Pero si los errores
considerados incluyen no sélo incertidumbres en los pardmetros del modelo,
sino que también se consideran incertidumbres de tipo multiplicativo, tal que
el proceso real sea:

0,95 —1,14s

Gr(8) = BT D095s DO T 1)°

los resultados obtenidos (figura 5.14), muestran una mayor robustez del
NSPC. El la figura 5.14, también se ha incluido la respuesta del esquema de
prediccion propuesto por Tao et al., para una aproximacion del requlador Frp
de quinto orden (ver seccion 3.3.8 o [61]):

Fa(s) 36,1255 + 3337,86s% + 1168,125° + 1331,0452 + 120,055 + 1
S) =
T 5(2,08s% + 8122,3253 + 9,842 + 1131,545 + 100)
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Figura 5.12. Respuesta nominal para una perturbacién w = —0,05, en el instante

de tiempo ¢t = 50 s (Ejemplo 5.2.4).

EJEMPLO 5.2.4.
Considérese el proceso estudiado en Xiang et al. [68]:

4

—5s
(10s —1)°

Gp(s) =

En el método introducido por Xiang et al. [68] (ver figura 5.15), es necesa-
rio ajustar cuatro controladores. K1 se debe disenar con objeto de estabilizar
la planta sin retardo, G(s). K4 se ajusta para obtener la respuesta al set-point
deseada. K3 se debe disenar para estabilizar el proceso real con retardo, G,(s),
y por ultimo Ko se puede ajustar parar obtener la mejor respuesta al rechazo
de perturbaciones (ver Seccion 8.3.3 o [68] para mds detalles). En [68], los
controladores disenados fueron: K1 = 1,5, K2 = %—:}!125’ K3 =035, y
K4 =16. v

Para una implementacion del NSPC, se disenia un regulador PI y un pre-
filtro segun el esquema de la figura 5.1, obteniéndose como resultado:

s+0,25

2s +1
K(s) =272 R = T

Utilizando un periodo de muestreo de T = 0,1 s, los bloques del predictor
serdn: ¢@4(z), cond =50, A=1,0101 ,B =0,0503, c=0,8, y F(z) = 1,649.
La discretizacion del requlador PI y pre-filtro:
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Figura 5.13. Respuesta del sistema, ante los errores de modelado indicados en
[61], par una perturbacién w — 0,05, en el instante de tiempo t = 75 s (Ejemplo
5.2.4).

1,821,755
o z—1

0,52 —0,4753

K
(2) 2= 09753

Fi(z)
Si no se consideran errores de modelado, los resultados obtenidos se muestran
en la figura 5.16, donde se puede apreciar la superioridad del NSPC frente al
esquema propuesto por Xiang et al. tanto en el sequimiento de la referencia
como en el rechazo de perturbaciones.

Por otro lado, si se consideran errores en todos los pardmetros del proceso,
es decir se considera una planta real tal que:

4.4 _
’ e 5,3s

“@O=an-n°

la respuesta obtenida se muestra en la figura 5.17. Notar que mo sélo en
el caso nominal el NSPC se comporta mejor que el esquema propuesto por
Xiang, sino que el primero muestra un comportamiento mds robusto que el
sequndo.

O

5.2.5. Control de sistemas con accién integral

En este apartado, y a través de un ejemplo, se va a demostrar que con
el esquema aqui propuesto (NSPC), también es posible el control de siste-



128 5 DTC para el control de sistemas estables o inestables

7
— NSP
i = = Tao (N=4)
) —i
61 1y = Tao (N=5) ||
Iy
Iy
5+ ' -
'
|
1
'
4t ; B
n
[] 1
3 ut 4
= nt
= - "o
2k L 7
R T
Y = I
it r
[ N ") - - \/\/\M
i T T
wo 2o
PR 1
0 v,
‘:‘\" ) t
-1F v ' E
v !
'Y
-2 b Il L
0 50 100 150
Time (sec)

Figura 5.14. Respuesta del sistema, considerando incertidumbre de tipo multipli-
cativa y errores en todos los pardmetros del modelo, para una perturbacién w—0,05,
en el instante de tiempo ¢t = 75 s (Ejemplo 5.2.4).

w
r + + U l* Y
—» K(5) 0 1 o—:o—» Gs)e' ™ >
G(s)
+ | *
Q1 Ki(s) [« ool ——0
+
Ky(s)
L Ky(s) 1« i

Figura 5.15. DTC propuesto por Xiang et. al. [68].

mas con accién integral, y que los resultados obtenidos mejoran los de las
propuestas més efectivas hasta la fecha [90, 139, 68].

EJEMPLO 5.2.5.
Considérese el siguiente proceso integral, entre otros, previamente estu-
diado en [13, 73, 89, 139, 68]:

Gp(s) = ;6_53
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Figura 5.16. Respuesta nominal ante una perturbacién w = —0,1, en el instante
de tiempo t = 50 s (Ejemplo 5.2.4).
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Figura 5.17. Respuesta del sistema, ante errores en los parametros del sistema,
para una perturbacién w = —0,1, en el instante de tiempo ¢t = 50 s (Ejemplo 5.2.4)

Como ya se ha mencionado anteriormente, si se desea realizar una im-
plementacion a partir del método de Xiang et al., se deben disenar cuatro
controladores, en [68] estos se diserian tal que:
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0,934s 4+ 0,5
Kl = 075; KQ = ;

K3 =0,105; K4=05
0,0034s +1°' 27 T AT

Para la implementacion del NSPC, se disenan un PI y un pre-filtro:
0,25 1
K(s) =187 R(s)
s

~ 35 +1
Con un periodo de muestreo T = 0,1 s, siendo el retardo L = 50T, los
bloques del predictor seran: c®q(z), donde d =50, A=1,B=0,1,c=1,y

F(z) = 1. Y La discretizacion del regulador PI y pre-filtro da como resultado:

1,82 — 1,746 0,04877
K =———3— RE = —ggn
Con estos datos, si no existen errores de modelado, los resultados obteni-
dos se muestran en la figura 5.18.

Si los errores de modelados son tales que el proceso real considerado es:

1,1
Gr(s) = ——e ™2,
s

los resultados obtenidos, figura 5.19, muestran que el esquema propuesto por
Xiang et al. es inestable mientras que el NSPC es estable.

14

12

T
- NSP
Xiang

I I I I
20 40 60 80 100 120
Time (sec)

Figura 5.18. Respuesta nominal del sistema ante una perturbaciéon w = —0,1, en
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Figura 5.19. Respuesta del sistema, ante errores de modelado , para una pertur-
bacién w = —0,1, en el instante de tiempo ¢t = 50 s (Ejemplo 5.2.5).

Comparacién con el DTC propuesto por Zhong et al. [139]: Como
se ha detallado en la Seccion 3.3.2, el esquema presentado por Zhong et al.
(figura 5.20), se puede considerar como la mejor solucion para el control de
este tipo de sistemas. O en un caso mds general para un proceso con un
modo integral, si bien remarcar que el mismo no es valido para el control de
sistemas de fase no minima o inestables.

Figura 5.20. DTC propuesto por Zhong et al. [139].

A continuacidn, y para este mismo ejemplo, se compara tanto la meto-
dologia, como las prestaciones del esquema propuesto por Zhong et al. y el
NSPC.

En [139], los controles diseriados para este ejemplo fueron: C(s) = 0,5,

y Q(s) = %, donde A se define como un pardmetro de ajuste (ver
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seccidn 3.3.2). De forma que, segin se detalla en [139], para X = 2,1 se
obtiene la mejor respuesta al rechazo de perturbaciones, mientras que para
A = 8 se obtiene la mayor robustez. El mejor compromiso entre esos dos
requerimientos, se define en [139] para A = 4.

Para la implementacion del NSPC, y a partir del esquema de la figura
5.1, se disena un requlador PI, un pre-filtro tal que:

4
K(s) =155 %

s+1

. F —

PRl =50

Con objeto de aumentar la robustez, se introduce también un filtro sobre
el error de prediccion:

1
F =
2(8) = G551
Para un periodo de muestreo T' = 0,1 s, resultado el mismo predictor que
en el caso anterior, la discretizacion del requlador y filtros es:
1,52 —1,44 0,3333z — 0,3005
K — ) ) . F — ) ) . F —
(2) P e A1 - oo ¢ 20)

0,01653

z —0,9835
Siguiendo las condiciones de simulacidn desarrolladas en [139], para el
caso ideal, los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.21, y conside-
rando errores en el retardo modelado, tal que el retardo real sea L = 5,5 s,
en la figura 5.22.

T
12

— NSP
Zhong

e

0.8

v

0.6

-
"
-

0.4

0.2

oi)“‘

I
20 40 60 80 100
Time (sec)

120
Figura 5.21. Respuesta nominal del NSPC comparada con la del esquema pro-
puesto por Zhong et al. [139], para A = 4 (Ejemplo 5.2.5).
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Figura 5.22. Respuesta ante errores de modelado en el retardo considerado L =
5,5 s, del NSPC comparada con la del esquema propuesto por Zhong et al. [139]

(Ejemplo 5.2.5).

Una importante caracteristica del esquema presentado por [139] mostrado
en la figura 5.20, es que no es causal y en algunos casos tampoco es in-
ternamente estable [139]. Esta limitacion se supera en [189] proporcionando
un esquema equivalente para una implementacion internamente estable. En
el posterior trabajo de Zhong [136], se presenta un nuevo esquema (figura
5.23) para la implementacion de la propuesta original (esquema de la figura
[139]) tal que la respuesta obtenida se comporte como un regulador de tiempo
minimo (“deadbeat response”).

v hs + 1
Tys + 1

G(s)e’ ™

=g (l-e ™) =g, (1= ™)

Figura 5.23. DTC propuesto en Zhong [136].
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Segiin el citado trabajo [136], para la implementacidn del esquema pro-
puesto (figura 5.23), si se desea obtener una determinada constante de tiem-
po dominante en bucle cerrado Ty, se determinan los siguientes pardmetros:
k=1,T=10s, A=25s,T1 =65 s, ¢ = —1,75, y g2 = 0,39, donde el

requlador Z(s) presenta la siguiente estructura:

1— 67Ls 1— 67Tls 1— engs

+ a1 + g2
s s s

Z(s)

A partir de estos datos, siguiendo las indicaciones de [136], si se asumen

—0,5s
orsrr — L
asi como Unicamente una perturbacion tal que w(t) = —0,1, y se compara con
el NSPC', siendo F5(s) = fﬂ, con =2, ya =06, los resultados obtenidos
se muestran en la figura 5.24.

Como se puede apreciar, tal y como era de esperar por la propia natu-
raleza del filtro de prediccion, ver indice de robustez (5.32), cuando mayor
sea el valor de o mayor serd el grado de robustez del NSPC. Y como se pue-
de apreciar en este ejemplo, si bien el comportamiento es ligeramente mds
lento, el TAE total no empeora sino mds bien todo lo contrario. Es decir, en
algunos caso, véase éste como ejemplo, un aumento del margen de robustez,
incluyendo un filtro sobre el error de prediccion, puede implicar inclusive una

mejora del rechazo de la perturbacion.

incertidumbres multiplicativas, esto es, si se considera Wy, (s) =

0.3

T
— NSP(a=2)
= = Zhong

02r \ = NSP(a=6) M

y@®

-0.7 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 El) 100

Time (sec)

Figura 5.24. Respuesta del NSPC ante incertidumbres de tipo multiplicativo, en
comparacién con el esquema propuesto por Zhong en [136].



5.2 DTC para sistemas inestables de fase minima 135

La principal propiedad que se le atribuye en [136], al esquema de la figura
5.23, es que el mismo se comporta como un requlador de tiempo minimo
“deadbeat response”. Sin embargo, si se analiza el caso nominal (figuras 5.25
y 5.26), se pueden apreciar varias cosas:

0.1

—0.4}F

NSP
ref
_ Zhong

5 10 1‘5 20 25 30
Time (sec)

Figura 5.25. Respuesta nominal al rechazo de perturbaciones del NSPC compa-

rada con la respuesta del DTC propuesto por Zhong en [136].

= El comportamiento del NSPC no es el de un control “deadbeat”, pero el
tiempo de establecimiento si que es el mismo que el obtenido con el esquema
propuesto por Zhong.

= La implementacion del esquema de Zhong presenta un ligero error de
posicion ante perturbaciones. El valor final de la respuesta de Zhong es
—0,0025, mientras que es nulo para el NSPC. Estos errores se atribuyen a
problemas numéricos de implementacion del esquema propuesto (ver sec-
cion 4.5).

<&

Por todo lo anterior se puede concluir que, dada la complejidad de la
implementacion del dltimo esquema propuesto por Zhong, y dado que los
resultados obtenidos con el NSPC igualan o superan, la respuesta al set-
point y el rechazo a las perturbaciones respectivamente, para un grado de
robustez similar, se puede considerar que el NSPC también mejora o cuanto
menos iguala todas las propuestas de Zhong et al.
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Figura 5.26. Respuesta nominal ante un cambio en el set-point de una unidad, y
una perturbacién de —0,1 unidades en w. Comparacién del NSPC con respecto al
DTC propuesto por Zhong en [136].

5.2.6. Rechazo de perturbaciones tipo rampa

Una importante caracteristica del DTC presentado en [139], es que el
mismo es capaz de rechazar perturbaciones de naturaleza arbitraria.

E1 NSPC también presenta la propiedad de poder rechazar perturbaciones
de tipo rampa, y ademdas con unas prestaciones similares o superiores al
esquema de Zhong. Como ejemplo de ello, a continuacién se van a comparar
las prestaciones de ambos esquemas, a partir del ejemplo propuesto en [139].

EJEMPLO 5.2.6. Considérese el siguiente proceso [139]:

1

—5s
(s+1)(0,55 + 1)(0,2s + 1)(0,1s + 1)

G,(s) = .

En [189], con objeto de obtener un diserio mds simple, el ajuste de los con-
troladores se realiza considerando un modelo simplificado del proceso, donde
las constantes de tiempo desestimadas se consideran parte del retardo®, es
decir, se considera como modelo:

El estimador de la perturbacion Q(s), se disena tal que:

4 Esta simplificacién del modelo ya fue introducida por Matausek y Micié en [72].
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(1 + ps + Bs?)

Q(s) = (As + 1)d¢+2

siendo:

t=(dr +2)A + Ly,
g = Lm) + A+ 2)((dr + DA+ 2Ly
2

donde L., = 6,5 se define como el retardo del modelo, d. = 1 como el
grado relativo del modelo, y A = 5, como un pardmetro de ajuste. Cuanto
mayor es el valor de A mds robusto es el sistema, si bien también se obtiene
una respuesta mds lenta al rechazo de perturbaciones.

Operando de forma similar que para el esquema de Zhong, en el NSPC,
también se puede disenar a partir de un modelo reducido del proceso, en
concreto se considera:

1
Gy(s) = —— 7285
donde igualmente las constantes de tiempo desestimadas se consideran parte
del retardo.
Para este modelo simplificado, se disena el siguiente requlador y pre-filtro.

s+0,1)(s+0,1) 1
;o Fi(s) =
4s+1

K(s) = 1,2( 2

En el esquema presentado por Zhong y Normey-Rico, la funcion de sen-
sibilidad entre la perturbacion de carga y la salida del proceso es:

Gyu(s) = Gls)e (1 = Q(s)e )
Esta misma relacion, y para el NSPC, se puede expresar como:

Gz~ KGz4
w = b 1— Fyz ¢ )
G =arre) T Parre LY (5:35)

Tal que es facil demostrar que, si se disena adecuadamente el requlador
K, en un bucle simple, para el rechazo de perturbaciones tipo rampa, el pri-
mer término de la expresion (5.85) serd nulo en régimen permanente. Por
otro lado, y de forma similar a como se propone en [139], si se disenia ade-
cuadamente el filtro F5(s), tal que cumpla:

F(0)=1
Fy(0)=1L
F, (0) = L?

el sequndo término de la expresion (5.35) también serd nulo en régimen
permanente.
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Por ejemplo, si se disenia Fy(s) con las mismas formulas que Q(s), pero
para A =17, se obtiene:
285,635 + 26,85 + 1
Fls) = ( ! )
(7s+1)

A partir de estos datos, si se implementa el NSPC con un periodo de
muestreo T = 0,1 s, se obtienen los resultados de la figura 5.27. Destacar que
el IAE, con respecto al rechazo de perturbaciones, para el NSPC es de 3,68

mientras que en el esquema propuesto por Zhong y Normey-Rico es de 5,85

14
= NSP
— ref
= = Zhong
12 perturbacion ||
-
7 N
.
A *
1 A= e [
e A N——"""__ ==
’
‘
‘
No

0.8

y()

0.6

0.4r-

0.2
250

150 200

o L
50 100
Time (sec)

Figura 5.27. Respuesta nominal ante una perturbaciéon tipo rampa, comparada

con la respuesta del DTC propuesto por Zhong en [139] .

5.3. DTC para sistemas de fase no minima

5.3.1. Esquema de prediccién
En esta seccién se propone un nuevo DTC para el control de sistemas

inestables de fase no minima con grandes retardos de actuacién y/o medida.

El diseno del esquema de control se divide en dos partes:
- primero, una modificacién del esquema de prediccién introducido en la
Seccién 5.1, y denotado como mNSP permitird la estabilizacion del proceso

inestable
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- posteriormente, un segundo bucle de control, disehado como un convencio-
nal SP, permitira el seguimiento de la referencia y rechazo de perturbacio-
nes

El principal objetivo que se plantea en un DTC es obtener una prediccién
de la salida del proceso a controlar. Dado que si el sistema es de fase no
minima el filtro F'(z) es inestable, no puede obtenerse una prediccién tal y
como se propuso en (5.14), por tanto, y con objeto de superar esta limitacién
se introduce el siguiente Lema:

Lema5.3.1. La senal,
y'(2) = G (2ulz) (5.36)
donde se define:

Gl(2) == cA (2l — A)"1b = (5.37)

puede ser computada, evitando la utilizacion directa del modelo inestable, a
partir de la siguiente expresion:

y'(2) = Wa(2)u(z) +y(2) (5.38)

Demostracion: Si se define el filtro FIR:
Wy(z) = cA™P4(2) (5.39)
es facil verificar que:

y(2)u(z) = cA~N I — A%z (20 — A) " bu(z)
= cA™Y 2] — A) " bu(z) — y(2)

Y dado que:
Gl(2) = cA™ 42T — A)~ 1 (5.40)

despejando adecuadamente se demuestra que (5.36) se puede computar a
partir de (5.38).

Comentario 5.5.1 Notar que si G(z) es inestable, GT(z) también seguird sien-
do inestable.

Comentario 5.3.2 La matriz A es una matriz reqular, es decir, todos sus
autovalores son distintos de cero y por tanto siempre existird su inversa. Fn
discreto, un autovalor nulo significa un polo en el origen, y dado que esto
equivale a un retardo, éstos siempre estardn incluidos en el mismo, es decir
en z=%, de forma que la matriz A siempre serd regular.
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Teorema 5.3.1 [mNSP] Dado un sistema inestable de fase no minima con
un retardo de actuacion y/o medida, modelado segin la expresion (5.2) o
(5.3), es posible definir una estructura de control tal que sea posible el disenio
de los requladores de la misma, para alcanzar unos determinados objetivos de
control, sin consideracion del retardo. El proceso de diserio serd el que sigue:

1) La seial filtrada y', (5.36), se computa a partir de la expresion (5.38).

2) Se disena un regulador K(z) para estabilizar la funcidn de transferencia
resultante G1(z) de la computacion de la seial yf.

3) Se disenia un convencional SP, sobre el sistema estabilizado resultante,
para obtener los objetivos finales de control.

Demostracion:

1) Esta parte queda probada por el Lema 5.3.1.

2) Basada en la computacién de la senal yf, se plantea el sistema realimen-
tado que se muestra en linea discontinua en el esquema de la figura 5.28,
esto es:

donde K (z) se disefiard por la técnica apropiada, pero tal que la siguiente
expresiéon sea estable:
y(z) _ G(z)z*
v(z) 14+ K(2)Gi(2)

= M(z)z~¢ (5.41)

De forma que el regulador K se puede disenar para estabilizar (5.41), sin
considerar el retardo del sistema.

Por otro lado, si se considera una perturbacién a la entrada del proceso
w, y un ruido de medida n, se obtiene que la salida del procese es:

Gz~ G(1+ K¥g)z1
y= v+
14+ KGT 1+ KGt
n GK ¢
1+ KGT"

Con lo que es fécil de comprobar, de forma similar a como se demostré pa-
ra el NSPC (Teorema 5.2.2), que el esquema propuesto es internamente
estable.

3) Para el sistema estabilizado resultante M (z)z?, se disefara un sistema
de control a partir de un convencional SP, es decir:

ysp(2) = (1= 2~ )M (2)v(2) +y(2)
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donde el controlador K.(z), se disenara tal que se cumplan los requeri-
mientos de control deseados sobre la salida del proceso:

Vo) KME)
r(z) 14+ K.(2)M(z)

La estructura de control resultante se muestra en la figura 5.28. n
w
l* NG a | LY

1 &
+
C
S
O

r v

yxp

Figura 5.28. DTC propuesto para el control de procesos inestables de fase no-
minima (mNSP).

5.3.2. Simulaciones y comparaciones

EsempLO 5.3.1. Considérese el siguiente proceso, previamente analizado
por Tao et al. [61]:

Gp(s) = mewﬁs (5.42)

En [61], se demuestra que el esquema propuesto es superior a propuestas
previas, tanto para el sequimiento de la referencia como en cuanto al rechazo
de perturbaciones. Para el disenio del mencionado DTC es necesario diseniar
tres controladores, en [61] estos se ajustan como:

3
Go= ——
0,035 + 1
1,552 +s4+0,5
C — ) )
7(5) = 0515 7 12
32,8252 + 439,415 + 232,64 129,79
Fr(s) =

0,5652 + 0,8s + 100 $(0,56s% + 0,8s + 100)
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Si se realiza una discretizacion del modelo de la planta, independiente-
mente del periodo de muestreo, este siempre resulta de fase no minima. Por
ejemplo, para T = 0,005 s, el modelo discretizado es:

8,35¢ 7006 (2 +1,002)

G(z) = (z — 1,005)(z — 1,002)

Dado que se trata de un proceso de fase no-minima, no va a ser posible
una implementacion a partir del NSPC, con lo cual se plantea una imple-
mentacion a partir del DTC desarrollado en esta seccion (figura 5.28).

Para un periodo de muestreo T' = 0,005 s, siendo el retardo L = 60T,
el bloque del predictor Wy(z), se implementa para d = 60, segin la expresion
(5.89), donde:

1,0067 —0,0017 _ {0,0050 B
A= (0,0050 1,0000 ) » B= (07000()) , ¢=(00,6667)

A partir de la implementacion de este bloque es posible disenar un regu-
lador K, para que se cumpla la condicién 2) del Teorema 5.3.1, es decir que
estabilize la funcion de transferencia:

) —0,00081459(z — 1,02)
(z — 1,005)(z — 1,002)

Por ejemplo, con el requlador:

370,42 — 3695

K
(2) = = 05701

el sistema en bucle cerrado resultante serd estable, siendo la correspondiente

fd.t.:
~ 8,3519E — 006(z + 1,002)(z — 0,5791)

M =
(2) = = = 0.0155) (22 = 1,9722 1 09722)
A continuacion, segin la condicion 3) del Teorema 5.5.1, se disena un

sequndo controlador sobre M(z), usando un convencional SP. Por ejemplo,
un simple PI:

(5.43)

0,7z — 0,6923
K — ) )
o(2) z—1
tal que se cumplan los objetivos de control requeridos.
Si los errores de modelados considerados son los mismos que se los intro-

ducidos en [61], es decir, se considera un proceso real tal que:

_ 2 ~0,33s
) = AL -nEss ¢

los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.29, donde se puede
apreciar un comportamiento algo mds lento en cuanto al sequimiento de la
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referencia por parte del mNSP pero mejor en cuanto al rechazo de perturba-
ciones. Pero si se aumentan los errores de todos los pardametros del modelo,
incluido del retardo, tal que el proceso real sea:

2,4
G.(s) = ’ 6—0,428
r(s) (1,28 — 1)(3,6s — 1) ’
los resultados obtenidos, representados en la figura 5.30, muestran un
mayor grado de robustez del mNSP frente al esquema de prediccion propuesto
por Tao et al.

1.4 T
=—— mNSP
Tao

12 b

y(®

0.6 T

0.2 b

0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Time (sec)
Figura 5.29. Respuesta del sistema para una perturbacién escalén unitario en el
instante de tiempo ¢t = 15s, comparada con la correspondiente de Zhong, para un
error de modelado del 10 % por exceso en todos los pardmetros del proceso real
(ejemplo 5.3.1).

Comportamiento ante el ruido de medida: De forma similar a como
se hizo con el NSPC, en la figura 5.31, y para el caso nominal, se representa
el comportamiento del mNSP ante un ruido de medida en comparacion con
el esquema disenado segun la propuesta de Tao et al.

&

5.3.3. Resultados experimentales

Para validar experimentalmente el esquema de prediccion, denotado como
mNSP, se realiza una implementacién sobre el prototipo de un helicéptero de
cuatro motores de Quanser©.
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Figura 5.30. Respuesta perturbada, para un error de modelado en las constantes
de tiempo del 20% por exceso, y un retardo real L, = 0,42 unidades (ejemplo

5.3.1).

Las principales caracteristicas de este sistema, asi como las estrategias de
control y su implementacién se detallan en el Capitulo 10. En esta seccién
unicamente se exponen los detalles de la implementacién del mNSP y los
resultados obtenidos cuando el sistema es sometido a un retardo de actuacion
y/o medida. En particular, se va a implementar un control SISO sobre la
variable del “roll”, sometiendo el sistema a un retardo de actuacién.

Del modelo lineal del prototipo, se obtiene que el dngulo del roll “r”,
es independiente del resto de variables del sistema. Con lo cual es posible
obtener el siguiente modelo simplificado:

<:) = (85) (:) * (2,1(;76 —2,(1)176> (E) (544)

donde V,. se define como el voltaje que se aplica al motor derecho, y V; el

voltaje que se aplica al motor izquierdo®.
A partir de este modelo (5.44), siguiendo las indicaciones en [102], se

disena un regulador LQR, tal que se obtenga la siguiente ley de control:
Vi ( 0,3491 0,0602 r
Vi) —0,3491 —0,0602 T

donde la estimacion de 7 se obtiene a partir de la siguiente funcién de trans-

ferencia:
5 Notar que la discretizacién de este modelo darfa como resultado un sistema de
fase no minima, con lo cual no seria posible la implementacién del NSPC.
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Figura 5.31. Respuesta del sistema ante un ruido de medida. El ruido de medida
se ha generado con el bloque “Band-Limited White Noise” de Simulink® (ejemplo
5.3.1).

5 500s

r(s) = WT(S)

Estamos interesados en una implementacién del algoritmo de control que
se muestra en la figura 5.28. Por ello, previa manipulacién algebraica, la ley
de control se representa segin se indica en la figura 5.32, donde:

Hover

Ref roll(s) + Vet (8)
- Q > roll(s)
Vi (5)
[ f—

K (s)

Figura 5.32. Esquema equivalente del regulador LQR expresado en representacion
entrada/salida.

(5001{32 + ]{71)8 + 500k‘1

K f—
(s) s + 500

Si se aplica este esquema de control sobre el prototipo del helicptero, se
obtienen los resultados de la figura 5.33.
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Figura 5.33. Respuesta del sistema sin retardo.

Ref roll(s) Vo (5

roll(s)

Hover

K (s)

Figura 5.34. Esquema de control con un retardo de actuacion.

Si se considera ahora un retardo de actuacién, introducido este de forma
artificial, tal y como se muestra en la figura 5.34, se obtienen los resultados
de la figura 5.35. Como se puede apreciar, el sistema se hace inestable para
un retardo L = 0,05 s.

Como se ha mencionado anteriormente, la discretizacién de este modelo
da como resultado un sistema de fase no minima. Si se implementa el esquema
propuesto mNSP (figura 5.28), para un periodo de muestreo T' = 0,001 s, con
un PID sobre el bucle externo tal que:

K.(s) =0,07(1 + g + 4s)

y si se considera que no existen errores sobre el retardo modelado, se
obtienen los resultados de la figura 5.36.

Si se introduce un error en el retardo, tal que el retardo real sea L, = 0,055
s, mientras que el del modelo se mantiene como L = 0,05 s, se obtienen los
resultados de la figura 5.37.
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Figura 5.35. Respuesta del sistema sin predictor y con un retardo L = 0,05 s,
introducido en el instante de tiempo ¢t = 30 s.
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Figura 5.36. Respuesta del esquema de prediccién propuesto, retardo del modelo
h = 50, retardo real d = 50 (que se corresponde con L = 0,05 s).

En las figuras 5.38 y 5.39 se muestra un detalle de la respuesta del sistema
sin retardo, y de la respuesta del sistema con retardo y con el predictor
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Figura 5.37. Respuesta del esquema de prediccién propuesto, retardo del modelo
h = 50, retardo real d = 55 (que se corresponde con L = 0,055 s).

propuesto. Como se puede observar, la respuesta del esquema de prediccién
propuesto alcanza un error de posiciéon cero.

:
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Figura 5.38. Detalle de la comparacién entre la respuesta del sistema sin retardo
y el sistema con predictor y con error de modelado en el retardo tal que L = 0,055

s, para un escalén positivo.
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Figura 5.39. Detalle de la comparacién entre la respuesta del sistema sin retardo

y el sistema con predictor y con error de modelado en el retardo tal que L = 0,055
s, para un escalén negativo.
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6 Predictor-observador de estados MIMO para
el control de sistema inestables

6.1. Introduccién

La técnica de Asignacién Finita del Espectro (FSA) [71] (ver seccién 3.4),
y para el caso particular de sistemas con retardos de actuacién y/o medida se
basa en la implementacién del predictor de estados estdtico (PEE) (ecuacién
3.67).

En el caso ideal, la implementacién del PEE permitiria asignar todos los
polos del sistema en bucle cerrado, de forma que, independientemente de si
el sistema es estable o inestables en bucle abierto, los polos de bucle cerrado
se podrian situar en la zona estable del plano complejo [32]. Pero, tal y como
se demuestra, entre otros trabajos, en [76, 117], la implementacién compu-
tacional o digital de la integral de prediccién puede llevar a la inestabilidad
del sistema.

Dentro del marco de los sistemas inestables con retardos temporales, la
implementacién numéricamente estable de la técnica de Asignacién Finita
del Espectro, o del PEE, se consideraba todavia como una de las grandes
cuestiones por resolver [105]. Como se ha mencionado anteriormente, el tra-
bajo presentado en [137], junto con el desarrollo de este capitulo pueden
considerarse como las primeras soluciones genéricas para el caso particular
de retardos en la accién de control. En [137] la metodologia propuesta con-
siste en dos técnicas de aproximacién de la integral de prediccién (una en el
dominio “s” y otra discreta en el dominio “z”), que aparentemente resuel-
ven los problemas de inestabilidad numérica en una implementacién digital.
Destacar sin embargo, que en el trabajo mencionado, aparte del desarrollo
tedrico, inicamente se realiza una simulacién sobre un ejemplo escalar, mien-
tras que en el trabajo que se presenta a continuacién, el desarrollo tedrico
se complementa con varias simulaciones y una implementacién real sobre un
mini-helicéptero de 4 rotores en vuelo estacionario, y sobre un prototipo de
laboratorio de un helicéptero de 4 rotores.

Este Capitulo, se ha estructurado como sigue:

= En la primera seccién de este capitulo se plantea un esquema de predic-
cién discretizado considerando tnicamente posibles errores en el retardo
modelado menores que un periodo de muestreo. Bajo esta restriccién, se
demuestra tanto la estabilidad como la estabilidad robusta del sistema
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hibrido formado por el predictor discretizado maés el proceso en continuo,
considerando también posibles errores en el periodo de muestreo y en todos
los parametros del modelo del sistema. Dado que no siempre va a ser posible
disponer de una medida del estado, en esta seccion también se demuestra
el principio de separacién entre el predictor propuesto y un observador de
estados clasico.

= En la segunda seccién de este capitulo, se extiende la prueba de estabilidad
robusta al caso de errores en el retardo mayores que un periodo de mues-
treo, considerando la posibilidad de errores de modelado tanto por exceso
como por defecto. Destacar que, algunos sistemas pueden ser estables para
un determinado intervalo del retardo, pero inestables para otros valores del
retardo fuera de ese rango [42].

La validacién experimental del esquema de prediccién planteado, se han de-
sarrollado sobre una plataforma de tiempo real para el control de un mini-
helicoptero de cuatro rotores en vuelo estacionario. También se ha realizado
una implementacion sobre un prototipo de laboratorio de un helicéptero de
4 rotores.

Destacar que, en nuestro conocimiento y hasta la fecha, no se ha encontra-
do en la literatura ninguna implementacion real de un esquema de prediccién
o DTC sobre un proceso inestable.

6.2. Errores en el retardo modelado menores que un
periodo de muestreo

En este capitulo se considera que el sistema dindmico se puede modelar
como:

Acx(t) + Beu(t — h(t)) (6.1)
y(t) = Cx(t) (6.2)

donde las matrices A, € R"*", B, € R**™ C € RP*", incluyen los pardme-
tros nominales de la planta, y h(t) se considera un retardo variable tempo-
ralmente.

Normalmente, en el campo de los sistemas discretos se define un muestreo
ideal, tal que los instantes de muestreo t; se definen como t; = kT donde T
representa el periodo de muestreo, y k£ un nimero entero.

Sin embargo, en este capitulo se quiere probar la estabilidad robusta del
sistema cuando ese muestreo ideal no ocurre. Es decir, cuando ¢ no es un
multiplo entero de T'. Por ello, en este capitulo se define t; como el k-enésimo
instante de muestreo tal que:

tpt1 — g =T +¢ (63)
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donde T representa el periodo de muestreo ideal, y ¢j, se define como una
pequena posible variacién entre instantes de muestreo. Esta variaciéon puede
ser positiva o negativa, pero debe cumplir la siguiente restriccién:

e SE<T (6.4)

Respecto a los errores de modelado en el retardo considerado, en esta
seccién se asume que Ty h(t) cumplen la siguiente relacin:

h(t) = dT + €(t) (6.5)

donde d es un nimero entero y €(t) se define como la incertidumbre en el
retardo h(t). Esta incertidumbre €(t) puede ser positiva o negativa pero debe
cumplir la siguiente restriccion:

e(t)| <e< T (6.6)

Si se define la notacién xzy = x(tx), de (6.1) se obtiene:

tht1
Tr1 = Aoy + / eAelteri=T) B y(r — h(1))dT (6.7)
tr
donde:
A = eAc(tkH*tk) _ eAc(T+6k) (6.8)

A partir de (6.8) es posible definir A como,
A= AT (6.9)

y Ay se define tal que:
A=A+ A, (6.10)

Dado que el objetivo es la implementacién en un computador, si se asu-
me un retenedor de orden cero (ZHO), se considera que la ley de control
u serd constante entre instantes de muestreo, por tanto: u(t) = wuy Vt €

[thytrr1)-

Lema6.2.1. La discretizacion de la ecuacion de estados (6.1) consideran-
do el muestreo definido en (6.3), y un retardo tal que se cumpla la restriccion
(6.5) se puede expresar como:

ZTit1 = Az + Bug—gq + Afy (6.11)

donde:
T
fk’ = [ug—d—lﬂuz—d7ug_d+17x£] (612)

A es una matriz que estd acotada por € y €. Por tanto si & y € convergen a
cero, A también lo hard.
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Demostracion: Considerando la restriccién (6.3), es posible obtener una
expresion recursiva de retardo h(7) en la ecuacién de estados discretizada
(6.7), tal que:

e

-1
(ti+1 —ti —T—Ei) =0 (613)
i=k—d

o lo que es lo mismo:
dl =t — tp_q — g (6.14)

donde:
k-1
= Z &; (6.15)

i=k—d

Si se sustituye (6.14) en (6.5) se obtiene:
h(t) = dT + €(7) =t — tr—q — pix + €(7) (6.16)

De tal forma que la integral de la expresién (6.7) se puede reescribir como:

tkt1
M(k) = / eAC(t’““_T)BCu(T — h(r))dr

t
I;k—‘rT
= / eAC(t’““_T)BCu(T — h(7))dr + &
t
}jfk+T
= / eAC(t’“JrT_T)Bcu(T — h(7))dT 4+ 61 + do
t
ktk+T
= / eA”(t’“LT*T)Bcu(T —tg +tp—q)dT + 61 + d2 + O3
tr
= Bug_q+ 01+ 02 + 03 + 04 (6.17)

donde a partir de (6.3) y (6.16), se obtiene que:

tp+T+ew
6 = / eAee1=T) B (1 — h(7))dr (6.18)
tp+T
te+T
09 = / ' [eAC(tk+T+E’FT) — eAC(t’“JrTfT)} Bou(r — h(1))dr
tr
te+T
= / At T=m) [eAesk — ] Bou(r — h(T))dr (6.19)
tr
te+T
b3 = / eAeAT=T) B [u(1 — tg, + tp—a + pr — €(7))
tr

—U(T —tr + tk,d)]d’r (620)
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tr+T
5y = / AT B 07—ty + ta) — ulty_a)] dr

tr

tr+T
_ / AT B (e — b+t ) — ulte_a)ldr (6.21)
tp+T+er—a

Dado que u(7 —ti +tp—q) = u(tx—q) para 7 € [tg,tx + T + €x—a), se tiene
que:

t+T T
B= / eAettT=1)B dr = / e T B ds (6.22)
T 0
Si se define:
v(T k) =u(rt —tg + tg—g + pr — €(7)) —u(T — tp + th—a) (6.23)

asumiendo que A es la cota superior de py, — €(7), es decir:
| —e(T)| <de+e= AT (6.24)

la expresién 03 en (6.20) se puede reescribir como:

03 = 05 + 0 + 07 (6.25)
donde:

tr+A

55 = / e AT By (1, k)dr (6.26)
tr
t

56 = / e T=TIB y (7, k)dr (6.27)
tr+A
t+T

o7 :/ et T=T)B y(1, k)dr (6.28)
t/

k

A partir de la restriccién (6.3), se tiene que:
t;c =ty +T+ep—q— A=t +th—gr1 —th—a — A (6.29)

Notar que, v(7,k) =0 para 7 € {tk + /\,t;c} (ver expresion (6.23)).
La expresién de 401, (6.18), usando un cambio de variable, también se
puede reescribir como:

0
5y = / =4 BLu(s — h(s + tx + T))ds (6.30)

—€k
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En general, dependiendo de los valores de las incertidumbres e y €(¢),
la expresion u(s — h(s + tx + T)) en el intervalo s € [0,&;] es igual para
Uk—d—1, Uk—d O Up—q+1- S1 se definen estos intervalos como 211, 212 y (213
respectivamente. La expresion d; se puede expresar como:

01 :/ e A Bods up_q_1 —|—/ e A B.ds up_q +/ e~ B.ds Uk—dt1
-Qll 912

213
(6.31)
O también como:
01 = I'1 Uk—a—1 + Ioup—a + IigUp—qs1 (6.32)
Notar que los intervalos {211, £212 y {213 estdn acotados por &.
De forma similar se puede definir:
(5j = I'j1 up—q—1 + Ijoup—q + I'j3up—_q41 (6.33)

para j = 4,5,7. Destacar que dg = 0. Notar también que los intervalos £2;
para [ = 1,2, 3 estdn acotados por € para j = 4 ver ecuacién (6.21), A = d
&+ € para j = 5 ver ecuacién (6.26), y (d+ 1) &+ € para j = 7 ver ecuacién
(6.28).

Por todo lo anterior, la expresién de d2, (6.19), se puede reescribir como:

021
/ o= Aes [eACEk —I]| Beds up—q +
222

/ e~ Aes [eAcE’“ - I] Beds ug_qyi1
223

O también como:
02 = Ioy up—g—1 + Ioouk—q + Lo3Up—d41 (6.34)

La longitud de los intervalos {25; para [ = 1,2, 3 estd acotada por T. En
funcién de lo expuesto, es posible definir las siguientes cotas superiores para
1=1,2,3
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HFUH <& max ||6—AcsBC||
—&<s<¢

’||Bc|| max HeA“S—IH

[To]| < T miéx |[lee
0<s<T —&£<s<é

[Full <& méx e~ B (6.35)

| Tsi]| < (dg +€) _?g’ég le=4=* B,

17| < ((d+1)é+¢€) f%éfée_ HG*ACSBCH

Notar también que:

i (Acs)' _7

Jeter 1] = 13- A
i=0

e (Acs)i_l
- Ay

=1

2 (Ags)t
|-

7!

Tal que:

(Acs)j
|

| < Al [|e?
J:

et —T|| < |[Aes > | (6.36)
=0

Por tanto, || Iy||, en la expresién (6.35) estd claramente acotada por &.
Finalmente se obtiene que M (k) en la expresién (6.17) se puede expresar
como:
M(k) = Bug_q+ Aqug_qg-1 + Astgp_gqg + Azp_gqi1 (6.37)

donde:
Ay=Tnu+Inn+Tn+Isi+1In

Ay =T19+ I+ Tyo+ Isa+ o

Ay =T13+Toz+Tuz+ 53+ I73
La expresién ||I;|| para j =1,2,4,7y I = 1,2,3 estd acotada por € y &.

Notar que dependiendo de los valores de las incertidumbres, la expresién
u(rt — h(7)),(6.17), es una funcién de ug_g—1,Up—d, ¥y Ug—d+1 en el inter-
valo [tg,tr4+1]. Por tanto los factores d; para ¢ = 1,..,7 serdn funcién de
Uk—d—1,Uk—d, ¥ Uk—d+1- Notar también que el periodo de integracién en 47 y
03 a lo largo de la trayectoria de d7 convergen a cero asi como € y € también
lo hacen. Ademés la expresion eAe(tetTHee=7) _ Ac(te+T=7) (6,19), también
converge a cero asi como £ también lo hace (ver expresién (6.36)). Por todo
ello, se concluye que M (k) se puede expresar por (6.37), donde las matrices
A; € R"™ para i = 1,2,3 convergeran a cero asi como € y € también lo
hagan.
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Sustituyendo la expresiones (6.37) y (6.10) en (6.7) se obtiene:

Tpy1 = Axp + Bup_q + Arup_q—1 + Doup_q + Azup_aqr1 + Ayxy
= Axy + Bug_q + Afy (638)

donde A € R"** y f, € R® con s = 3m + n se definen como:

A =[A1, Ag, Az, A4]

6.39
PR Y R (6.39)

Las expresiones (6.11) o (6.38), se pueden ver como una representacién
general de los sistemas discretos donde también se ha modelado, a través de
la matriz A las posibles incertidumbres en las matrices A. yB., en le retardo
h, y en el periodo de muestreo T, todo ello sujeto a las restricciones (6.4) y
(6.6).

En lo que sigue, se asume que en el caso nominal las matrices A. y B. y
el periodo de muestreo T son tal que el sistema discreto definido por (4, B)
es controlable.

Para probar la robustez del esquema de control, se asume que A — 0
asi como lo hacen las incertidumbre en los pardmetros de las matrices A,
B, en el retardo h (cuando € — 0) y en el periodo de muestreo T' (cuando
e —0).

6.2.1. Esquema de prediccion d-pasos hacia delante

En esta sub-seccién se van a extender la ideas presentadas en [40] con
el objeto de computar una prediccién del estado a partir de un predictor d-
pasos hacia delante, para el caso de sistemas lineales con incertidumbres segin
modelo representado por la ecuacién (6.38). Para simplificar la notacién, se
han obviado los sub-indices k en la matriz de incertidumbres A. A partir de
la expresién (6.38) la prediccién zy42 se puede computar como:

Tpto = A(Axg + Bug—qg + Afy) + Buk—a+1 + Afit1
= A’x), + ABui—q + Bug—ar1 + AAfr + Afusa

De forma similar se tiene que:

Tpys = A(A%zy, + ABug_g + Bug_gr1 + AAfy, + Afpsr)
+Bug—dr2 + Afire
= APz), + A*Bug_q + ABuj_qy1 + Bug—a42
+A2Afi + AAfur1 + Afyao

Extendiendo esta prediccién d-pasos, se obtiene:
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Titd = Adxk + Ad_lBuk,d + ...+ ABug_o
+Bug_1 + AT Af + AT Afi
+ooo 4 Afrra—1 (6.40)

Que también se puede representar como:

Thtd = Adﬂjk + AdilBuk_d + ...+ ABup_o + Bup_1
+A fk-l—d—l (641)

donde A y fk+d,1, se definen como:
A= [ATTTA A2, LA (6.42)

_ ) T

Frva—1 = [fF Fas o flvazi) (6.43)

Si se define x£+d como la prediccién del estado x4 en el instante ¢, tal
que:
Thig= Az + A" 'Bug_g + ... + Bugp_q (6.44)

p . ‘s .
Notar que x;, 1q S€ puede computar con informacién presente en el instante
de tiempo t.

6.2.2. Esquema de control en bucle cerrado
Considérese la siguiente ley de control:
up = —Kaj_ (6.45)

Sustituyendo (6.44) en la anterior, esta tltima también se puede representar
como:
Up = —K(Ad.’ltk + Ad_lBuk,d + ...+ Bukfl) (646)

Notar que a partir de la ecuacién (6.41) la expresién anterior también se
puede representar como:

up = —K(zpqq — A fk+d—1) (6.47)

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de estados del modelo del sistema,
(6.38), se obtiene:

Zri1 = (A= BK)zy + BKA fi_1 + Afy (6.48)

A continuacién se va a demostrar, que para pequenas variaciones en los
parametros del sistema y en el retardo considerado, la estabilidad de la ecua-
cién anterior, (6.48), estd asegurada si el par (A + BK) es estable y si se
demuestra que las expresiones fr_1 v fr son una combinacién lineal de los
estado del sistema en bucle cerrado, tal que:
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T
2k = [x£7"',xz—dauz—d—l,“'>u£—2d—1] (649)

donde 2z € R con | = (d + 1)(n 4+ m). A partir de las expresiones (6.38) y(
6.39) notar que:

Afy = Arup_g—1 + Doup_q + Azup_gr1 + Ayxy (6.50)

El la expresién anterior uix_q_1 y «x son claramente elementos de z
en (6.49). A partir de (6.46), el término uy_4 también se puede expresar

en funcion de zp_q,Uk—_24,-.-, ¥ Ux—qd—1 l0s cuales son a su vez elementos
de zj. De forma similar ug_g441, también se puede expresar en términos de
Th—dt+1; Uk—2d+1s---, ¥ Uk—g. Por lo cual, ui_4 también se puede expresar

en términos de z. Con lo cual f en (6.48) también se puede expresar como
funcion de los elementos de z. Notar que de forma similar también es posible
probar que fi_1 es funcién de zj.

A partir de las expresiones (6.42) y (6.43) se tiene que:

A fk,1 = Ad_lﬂfkfd + Ad_QAfk,dJrl + ...+ A (651)

En vista de las expresiones definidas en (6.39), es evidente que los términos
fr—ds fe—d+1,-5 ¥ fr—2, en la ecuacién anterior, también son funcién de zy,
(6.49). Y tal y como se ha explicado antes f_1 es funcién de z, con lo cual
se puede concluir que fz_; en la expresién (6.51) también es funcién zj. Por
todo ello, el término (~BKTA fi,_1+Afy) en (6.48) se puede expresar como:

BKA fi_1 + Afy = Az, (6.52)

donde A’ representa una matriz cuyos elementos tiene a cero asi como lo hace
la matriz A también lo hace. Por la expresion (6.47) se tiene que:

up—a = —K(xr — A fr1) (6.53)

o lo que es lo mismo: ,
Up—qg = —Kxp + A 2 (6.54)
donde A" = KA es una matriz cuyos elementos tienden a cero asi como lo

hace la matriz A.
Por todo ello, a partir de las expresiones (6.48), (6.52) y (6.54), el sistema
en bucle cerrado se puede expresar como:

(A=BK) 0 0 -+ o vii o220
Tk+1 1 0 0 -+ «ov vvv en 0 T [ AT
Tk : . : Tk-1 0
e 0 0 1 v eie vl 0 . 0
= e Ll R
Uk—d K 0 .o T 0 Uk—d—1 A
Uk—d—1 ) . Uk—d—2 0
...... ’ 1
ukﬁ—?d T e e e t. t. .ol Uk—Qd—l L O ]
i 0 0 cov ien e 0 1 0]

(6.55)
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Y de forma compacta, el sistema anterior también se puede representar como:
241 = flzk + sz (656)

donde B — 0 asf como A -0y Ae R>*! Be R>™ conl=(d+1)(n+m).
Notar que a partir de la expresién (6.5), d — oo as{ como T' — 0. Esto
dltimo significa que que si T' — 0 el sistema en bucle cerrado, (6.55), resultarfa
de dimensién infinita, tal y como era de espera en este tipo de sistemas.
En la siguiente seccion se demuestra la estabilidad del sistema represen-
tado por (6.55) cuando T # 0, es decir cuando la dimensién del vector zj en
(6.55) es de dimensién finita.

6.2.3. Estabilidad robusta del sistema en bucle cerrado

A continuacion se va a probar la estabilidad del sistema en bucle cerrado
representado por las expresiones (6.55) o (6.56), asi como la robustez con
respecto a pequenas incertidumbres en los pardmetros de las matrices A,
B., del retardo h y del periodo de muestreo T' del sistema (6.1).

A partir de las expresiones (6.55) y (6.56), es fcil determinar que los
autovalores de la matriz A son los mismos que los n autovalores del sistema
(A— BK) y (I —n) polos en el origen. Si la matriz de realimentacién K se
disena tal que (A — BK) sea estable (tal que sea una matriz Schur), entonces
A serd también una matriz Schur, es decir A tendrd todos sus autovalores
estrictamente dentro del circulo unidad. Lo cual implica que dada una matriz
definida positiva @ > 0, 3 P > 0 tal que la siguiente ecuacién de Lyapunov
se cumplird:

ATPA—-P=-Q (6.57)
Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov Vj:
Vi = 28 Pz, (6.58)
A partir de (6.56), (6.57) y (6.58) se tiene que:
Vi1 = 2i1 P
= (AZ}C + sz)TP(AZk + sz)
= 2F ATPAzy, + 22 BT PAz, + 2 BT PB2,
=V — 21 Qzp + 25 (2BTPA+ BTPB) 2z, (6.59)
De forma que si las incertidumbres son suficientemente pequenas tal que

se cumpla que:
—-Q+ ||2B"PA+ B"PB|| < —Q (6.60)

Para algin n > 0, entonces:

! Esta situacién serd la que se de en un caso real como en una implementacién
digital.
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Vk+1 -V < —nz{@zk (6.61)

Con lo cual se deduce que z; — 0 exponencialmente asi como k — oo.
Dado que = y u convergen a cero en los instantes de muestreo (ver (6.49)),
se deduce que u(t) también converge a cero V¢t cuando ¢t — oco. Y por ltimo,
a partir de la ecuacién (6.1), también se deduce que z(t) converge a cero Vit
cuando t — oo.

6.2.4. Principio de separacién del predictor-observador

En el caso ideal, es decir si no se consideran errores de modelado el sistema
(6.11) también se puede representar como:

Thi1 A0--- 0B [ap 0
U, 00---00 Uk—1 I
Uk—1 — 07---00 Uk —2 + 0 Uk
Uk —d+1 00---10 Uk—d 0

O con obvia notacién, de forma compacta como:
Yrt1 = Ay + Buy, (6.62)

De forma similar, la expresién de la ley de control (6.86) también se puede
reescribir como:

up, = —K [AY W]y, = Ky (6.63)
donde: W = [B AB --- Ad_lB].
De tal forma que el sistema en bucle cerrado seré:
Vi1 = {A - BK} VY (6.64)

Notar que las expresiones (6.64) y (6.56) representan el mismo sistema. De tal
forma que si el sistema representado por (6.56) es estable para el caso ideal,
es decir la matriz (A— BK) es Suchr, también lo sera el sistema representado
por (6.64).

Es obvio que para algunos procesos no siempre va a ser posible tener una
medida de todo el estado. En tales casos, serd necesario la estimacién de los
mismos, por ejemplo, a partir del observador de estados clasico, tal que:

Zrt1 = (A— LC)& + LCxy, + Bug—qg (6.65)
Considerando el mismo vector de estados que en el caso anterior:
Th41 A—-LCO---0B Tk 0 LCO---00
Uk 0 0---00 Uk—1 1 0 0---00
Uk —1 _ 0 I---00 Uk —2 0 Uk+ 0 0---00 wk

= +
Uk—a1 0 0--- 10 ] \uk_a 0 0 0---00
(6.66)
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O con obvia notacién, de forma compacta como:
U1 = Ay + Buy, + Cidy (6.67)

Dada la ley de control: .
U = —Kwk (6.68)

Sustituyendo la misma en (6.62), se obtiene:
Urr1 = Ay, — BKy, (6.69)

Considerando de nuevo la misma ley de control (6.68) y sustituyendo sobre
el observador (6.67), se obtiene:

Vi1 = (A — BK)y, + Cy (6.70)

Considerando el conjunto del sistema formado por (6.69) y (6.70),

()-[2 0 R () em

Realizando el siguiente cambio de variable,
ex = Ve — Vi (6.72)
Se obtiene: o .
err1 = (A= C)y — Ay

Dado que (fl— C’) = fl, la ecuacion del error también se puede expresar como:
ens1 = Aey, (6.73)

Sustituyendo (6.72) en (6.69), el sistema equivalente en bucle cerrado es:

Y1) _ [ (A= BK) (BK)| (s

€k+1 0 A e
Para probar la estabilidad de este sistema, notar que la matriz del sistema,
ya estd triangularizada, por tanto sélo hay que probar la estabilidad de los
términos de su diagonal. La estabilidad de (A — BK) se deduce de la estabi-

lidad de (6.56). Para probar la estabilidad del término A, se debe probar la
estabilidad de la siguiente matriz:

M—(A-LC)O 0 ---B
0 MO -0
(M —A)= |0 I A0 (6.74)
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Haciendo uso del complemento de Schur, la matriz anterior también se puede
representar como:

det(A] — A) = A s det (A — (A — LC))

donde de forma inmediata se deduce que A ser4 estable si el observador
disenado también lo es.

Con esto queda probado el principio de separacién entre el predictor pro-
puesto y un observador de estados clédsico.

6.2.5. Resultados experimentales

Para la validacion experimental del esquema de prediccién propuesto, se
ha desarrollado una plataforma de tiempo real para el control del angulo de
rotacién entorno al eje “z” de un mini-helicéptero de cuatro rotores (ver figura
6.1), o utilizando la terminologia del inglés, para el control del dngulo “yaw”
(ver Capitulo 9 para mas detalles sobre el proceso utilizado y la plataforma
desarrollada).

Figura 6.1. Mini-helicéptero de 4 rotores.

Para la implementacién del predictor propuesto, se va a considerar un
retardo sobre la variable “yaw”. Con objeto de obtener un modelo del com-
portamiento del giro sobre el dngulo “yaw”, se realizé un experimento donde
se introdujo un pulso en la referencia del dangulo “yaw” mientras el mini-
helicéptero se mantenia en vuelo estacionario. Los resultados obtenidos se
muestran en la grafica de la figura 6.2.
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25F b

151 b

Yaw (°)
(==Y
o

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Samples x 0.08 seconds

Figura 6.2. Respuesta del angulo del “yaw” ante una entrada impulsional.

Es conocido que la funcién de transferencia del giro sobre el dngulo “yaw”
es béasicamente un doble integrador [21]. Si bien en el mini-helicéptero sobre
el cual se ha realizado el experimento, se sitiia un giroscopio que realiza una
realimentacién de la velocidad angular, de forma que la funcién de transfe-
rencia resultante posee un polo en en origen y un polo real estable. Por lo
tanto se asume que el modelo se puede representar por un sistema de segundo
orden con dos pardmetros (la ganancia estdtica y un polo real).

Ajustando adecuadamente estos parametros hasta obtener un respuesta
similar a la obtenida en el ensayo experimental (figura 6.2), se obtiene:

200
G(s)= —— 6.75
)= 555D (6.75)
Comentario 6.2.1 Debido a limitaciones temporales en el procesamiento de
la medida de los dngulos mencionados, el periodo de muestreo no puede ser

menor de T = 0,08s.

Denotando como y,..s, la referencia deseada sobre el angulo del “yaw”, y,
basta implementar un simple regulador proporcional como el que sigue para
estabilizar el sistema:

U = 0,08(ymf — yk) (6.76)

Sin embargo, si se introduce un retardo de forma artificial en el lazo de
realimentacién, por ejemplo, entre el instante en que se toma la medida y el
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instante en que esta se entrega al regulador?, de 3 periodos de muestreo, es
decir un retardo de 7 = 3T = 0,24 s, tal que:

g = 0.08(yres — Yis) (6.77)

Entonces el sistema se hace inestable tal y como se puede apreciar en la
grafica de la figura 6.3.

20 b

101 b

Yaw (°)

100 200 300 400 500 600 700 800
Samples x 0.08 seconds

Figura 6.3. Respuesta del sistema usando la ley de control (6.77).

Con objeto de implementar el esquema de prediccién propuesto, se realiza
una discretizacién del modelo considerado (6.75), con periodo de muestreo
T = 0,08s, y retardo 7 = 0,24 s, obteniéndose la siguiente representacién en
el espacio de estados:

1 1
xk+1 _ 0,7261 0 :L’k 0’5477
{x%—&-l] - [027391 23 | 70,0023 | -3 (6.78)
1
yr = [06,25] [i'g} (6.79)
k

Dado que el estado completo zx, no es medible, se disena el siguiente
observador de estados:

2 Esta situacién simularfa cualquier posible retardo en el lazo de realimentacién,
por ejemplo, un retardo de medida.
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ilchrl _ 10,7261 —2,7940 i,lc n 0,4470 n 0,5477 u
ii+1 10,2739 —1,0261 ii 0,3242 Yk 0,0923 k=3
(6.80)

La ley de prediccién 3-pasos hacia delante se computa a partir de la
expresion (6.44), obteniéndose:

i‘l
5
» 10,3829 00,2888 0,3977 0,5477 fbk (6.81)
Thtd = 0,6171 10,3512 0,2423 0,0923 ukfg ’
k—2
Uk—1
Y la ley de control como:
ug = 0,08(Yres — [0 6,25] J;erd) (6.82)

La respuesta del sistema cuando se aplica esta ley de control se puede
observar en la figura 6.4. Como senal de referencia y,.f, se ha elegido una
senal cuadrada por ser ésta la tipicamente usada en este tipo de sistemas.
De los resultados obtenidos puede apreciarse que ahora el sistema si que es
estable.

I — Yaw
50 I — - Predicted Yaw | |

Yaw [°]

0 I I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350

Sample x 0.08 seconds

Figura 6.4. Respuesta del sistema en bucle cerrado implementando el esquema de
prediccién propuesto.
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La sencillez del predictor aqui presentado facilita el diseno de la ley de
control. Esto es asi, dado que el diseno del sistema de control se realiza
independientemente del retardo considerado (la ley de control se disenard sin
consideracién del mismo).

6.3. Errores en el retardo modelado mayores que un
periodo de muestreo

Considérese la siguiente representacion en espacios de estados de un sis-
tema dindamico sometido a retardos de actuacién:

#(t) = Aca(t) + Bou(t — 7) (6.83)

donde las matrices A, € R**", B, € R™"*™ definen los pardmetros nomi-
nales del sistema y 7 > 0 el retardo de actuacién.

Asuncién. Con el objeto de simplificar los desarrollos, y como se vera mas
tarde sin perdida de generalidad, en esta seccién se considera que 7 = dT,
donde d € Z7.

En el caso ideal?, y considerando una discretizacién a partir de un ZOH,
la versién discretizada del sistema (6.83), es:

Tpt1 = Axyp + Bug_g (6.84)
donde:
T
A=e2T. B z/ e’ do B,
0

Considérese que no existen incertidumbres en los parametros de la planta,
v que la tnica incertidumbre se sitiia en el retardo modelado. Si se denota
por e(h,T) el error en el conocimiento del retardo, éste se puede expresar
como:

7 =dT = hT + e(h, T), (6.85)
donde e(h,T) = (Ah)T, con Ah € Z, y h € ZT. De tal forma que:

d=h+ Ah
Considerando la ley de control por realimentacién del estado, tal que:
Uy = —KZTpyn (6.86)
Y definiendo el predictor h-pasos:
Tppn = Alay + AP 1Bug_p, + -+ + Buj_, (6.87)

3 En esta tesis se utiliza como sinénimo de caso ideal, el caso nominal, es decir
cuando no existen incertidumbres ni errores de modelado.
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se puede establecer el siguiente Lema:
Lema6.3.1. La prediccion Ty en (6.87) se puede expresar como:

T = Tppd + Az — Aoy g aon) (6.88)

Demostracion: A partir del exacto modelo del proceso (6.84) se deriva
el siguiente predictor d-pasos hacia delante.

Thtd = Ada:k + AdilBuk_d + -+ Bug_1 (6'89)

Dado que los errores en el retardo modelado pueden ser tanto por defecto
como por exceso, a continuacién se desarrollan esas dos situaciones:

= CAsO 1: Si el retardo modelado en menor que el retardo real d > h, la
expresion (6.89) se puede reescribir como:

Tktd = Adl"k + Ad*lBuk_d +--- 4+ AhBuk_h_l
+Ah_1Buk,h + -+ ABup_o + Bug_1

De forma que la expresién del predictor h-pasos (6.87), también se puede
reescribir como:

- h
Tpih = Thyd + Az — &
donde:

& = Axy + A 'Buy_g+ -+ A"Buy_p, 4
= AM(AT gy + AT Bug g4 -+ Bug_p-1)

Notar que:
Ay + A By g+ - 4 Bug_p_y

se pude ver como la prediccion Ah-pasos del modelo exacto del proceso
(6.84), donde Ah = d — h. Con lo cual & se puede reescribir como:

& = AMay A

De tal forma que el predictor considerado, Ty, también se puede repre-
sentar como:

- h h
Thth = Thd + A'xp — ATl An

Con lo cual queda probado el Lema para el caso d > h.
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s CAsO 2: Cuando el retardo modelado excede al retardo real d < h, la
expresién (6.87), también admite la representacion:

Tpgn = Al + AP 1 Bup_p 4 -+ AYBug_g_y
+ AdilBuk_d + -+ ABug_o + Bug_1

Haciendo uso de la definicién del predictor d-pasos (6.89), la ecuacién an-
terior también se puede reescribir como:

Thth = Thtd — Ad$k + &5 (6.90)
donde:

& = Ahxk + -+ AdBuk_d_l = Adfg

& = Ahidﬂﬂk + Ahil*dBuk_h 4+ 4+ Bug_q-1 +
Ay g — APy g
_ gh—d h—d—1 .
= A" "Tp_pya+ A Bup_p+ -+ Bug_—q-1 +
Ah_dfbk - Ah_dxk,]—H,d (691)

Por otro lado, la prediccién Ah-pasos del proceso (6.84) es:
Tkt AR = AP g+ AP  Bug_g + .+ Bug—_dg+An—1 (6.92)
donde: Ah = h — d, de tal forma que:
o= A" g+ A Buy gy - 4+ Bug_g1
Lo que implica que, &3 y & se definan como:

53 = Tk + Ah_d{L‘k — Ah_d(Ek,;H,d
€y = Alxp + A gy, — APy 10)

= Adl‘k + Ahxk - Aha:k_;H_d

Sustituyendo estas expresiones en (6.90), T, también se puede repre-
sentar como:

- h h
Thth = Thtd + A"y — A Tp_pta

Con lo cual también queda probado el Lema para el caso d < h. ™
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6.3.1. Sistema en bucle cerrado

Con objeto de probar la estabilidad del sistema en bucle cerrado, se esta-
blece el siguiente Lema.

Lema6.3.2. FEl sistema en bucle cerrado, compuesto por el modelo exacto
del proceso (6.84), la ley de control (6.86), y la ley de prediccion h-pasos
considerada (6.87), es:

Tht1 = (A — BK)SCk — BKAhzk_d + BKAhl’k_h (693)

donde: {h,d} € Z*

Demostracion:  Sustituyendo la expresién equivalente del predictor h-
pasos (6.88), en la ley de control (6.86),

U = 7K(l‘k+d + Ahxk — Ahxk+d_h) (6.94)

0 equivalentemente, realizando una proyeccién d-pasos hacia el futuro, se
obtiene:
Up—q = —K(l‘k + Ahxk_d — Ahxk_h) (6.95)

Por otro lado, sustituyendo esta dltima expresion, (6.95) sobre el exacto mo-
delo del proceso considerado (6.84), se obtiene que:

Th4+1 = Al‘k — BK.%‘k — BKAhQkad + BKA’L.%‘]Q,}L

Con lo cual queda probado el Lema. ™

Comentario 6.3.1 Notar que si el retardo modelado es igual al retardo real
d = h, la expresiones de prediccion y el estado coinciden Ty = xj (ver ecua-
cion (6.88)). Esto implica que los dos ultimos términos de la expresion (6.93)
se cancelan, con lo cual el sistema en bucle cerrado serd:

Th+1 = (A — BK)(L’k

Con lo cual queda probada la estabilidad del sistema para el caso nominal.

6.3.2. Estabilidad dependiente del retardo

Como es habitual en este tipo de sistemas, en este apartado se va a con-
siderar la estabilidad del sistema en bucle cerrado cuando la unica fuente de
incertidumbre en el modelo considerado se sitian en el retardo modelado. En
concreto, se establece una condicién suficiente a partir de la cual se puede
asegurar que el sistema en bucle cerrado representado por (6.93), para incer-
tidumbres en el retardo mayores que un periodo de muestreo |e(h,T)| > T,
es estable.
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Para simplificar la notacién, se define M = (A — BK), y A, = BKA",
tal que la expresién (6.93) se representa como:

Tpt1 = Mz, + A1xp—p — A1Tp_g (696)

Teorema 6.3.1 El sistema definido por (6.96) serd asintdticamente estable
si existen las matrices definidas positivas P, Q1, Q2, Z1 y Z2, y las matrices
X1, Xa, Y1 y Ys, tal que el siguiente sistema de LMI’s se cumpla:

1,1) -vi -Y» MTP wr'z, drtz
Qi 0 AP nATZ dAfZ
YL 0 —Qs —ATP —hATZ, —dATZ,
PM PA, -PA, -P 0 0 <0 (6.97)
hZTT hzT A, —hzZTA, 0  —hZ, 0
dZIT dZF A, —dZTA, 0 0 —dZ
Xl Yl X2 ng
(YlT Zl) >0 <Y2T ZQ> >0 (6.98)
donde:

= (M-I

(1,1) = =P+ hX; +dXo + Vi + YT + Yo + Y + Q1 + Qo

Demostracion:  Siguiendo el mismo procedimiento que en [132], si se
definen las siguientes relaciones:

k
v == Y, [#()—=2(G—1) (6.99)
j=k—h+1
k
Tpea= |z — Y [x()—2(—1)] (6.100)
j=k—d+1

La expresién (6.96) se puede representar como:

k k

Thpr = Moy — Ay Y () —a(G- D]+ AL Y [2() —2(i - 1))

j=k—h+1 j=k—d+1
(6.101)

Con objeto de probar la estabilidad, considérese la siguiente funcién can-
didata de Lyapunov, V (k) = Vi(k) + Va(k) + V3(k), tal que:
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Vﬂk)—-kaxk

Z Z j) = (i = D" Zif () —x(j — 1)]

ﬁffhj k+,8+1

+ Z Z §) = 2( - 1] Zala(j) — 2(j — 1))
B=—d j=k+pB+1
k—1 k—1
k) = 3 2() Q)+ Y 2() Qe ()

j=k—h j=k—d

Bajo estas condiciones, el sistema (6.96) o equivalentemente el sistema en
bucle cerrado expresado por (6.93), serd asintéticamente estable si se cumple
que:

AV (k) = AVy (k) + AVa(k) + AVz(k) <0

Operando adecuadamente, y haciendo uso del complemento de Schur [17]
se obtienen las LMI’s definidas en (6.97) y (6.98). Ver Apéndice A para un
completo seguimiento de esta demostracién. u

EJEMPLO 6.3.1. Considérese el modelo del giro del “yaw” del mini-
helicoptero introducido anteriormente:

200

U=

e T (6.102)

El modelo discretizado en espacio de estados, a periodo T = 0,01s, del modelo
continuo (6.102) es:

rees = (0998 10000) 7 (o0ns ) s (6109
Considérese ahora que el retardo del modelo es 7, = 0,1s, tal que, h = 10.
La ley de control se deriva a partir de las expresiones (6.86)-(6.87) donde
K =10 0,5].
Si se considera incertidumbres en el retardo T = (h + AR)T, tal que
d = h+ Ah, donde Ah € Z. A partir del Teorema 6.53.1, con h = 10, se
establece que el sistema formado por el conjunto de LMI’s (6.97-6.98) se
cumple para d < 23. Por tanto, una condicidn suficiente para asegurar la
estabilidad del sistema en bucle cerrado, sin consideracion de otras fuentes
de incertidumbre, es que el retardo real cumpla que T < 0,23s.
Para este ejemplo, y con las condiciones anteriormente mencionadas, el

sistema de LMI’s definido por (6.97-6.98)), se cumple para las siguientes
matrices:
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P —10° 7,4403 0,9601 Q) = 76,7099 55,4857
B 0,9601 9,0631 ) > — \ 55,4857 145,1266

Qs — 10,5593 20,4742\ | 5 (0,3754 0,7244
27\ 20,4742 79,3040 ) 71 T 0,7244 5,2810

7o o3 (07208 18777 (36,3075 284,7968
2= 1,8777 5,5697 ) ' 71 T\ —31,3728 —121,0342

v, — ((~119.046 —344.198Y . 4 (0,0008 —8,8209
27\ —18209 —63,428 ) LT 8,203 0,0002

5 (10,0000 —1,0771
Xz =10 (1,0771 0,0000

6.3.3. Estabilidad robusta del sistema en bucle cerrado

Con el objeto de simplificar los desarrollos, y sin ninguna perdida de
generalidad, en esta seccién se asume que el retardo modelado es menor que
el retardo real, d > h. A partir de (6.93), (6.95) y (6.87), el sistema en bucle
cerrado también se puede representar como:

(A-—BK)O0--- (BKA") ... 0 —(BKA") 0--- 0
P I 0--- 0 ... 0 0 0.---0 .
Tk : Do : : : T Th—1
0 0-- 0 ) 0 0---0
‘ 0 0-- I -0 0 0---0 :
Fl—ht1 0 0-- 0 .0 0 0---0 Fk—h
B 0 0-- 0 ) 0 0---0
: = 0 0-- 0 ) 0 0---0 :
Lh—d+2 0 0-- 0 -0 0 0---0 Th—dt1
Fh—dt1 0 0-- 0 ST 0 00 Th—d
Wh—d -K 0--- KA" -0 —KA" 0---0 Wh—d—1
Uk —2d 0 0... 0 0 0 0 0 Uk —2d—1
0 0--- 0 0 0 0 0
O con obvia notacién como:
¢k+1 = Azk (6.104)

Por otro lado, tal y como se considero en el primer apartado de este
capitulo, se asume que el periodo de muestreo T' y el retardo real 7(¢) cumplen
la siguiente relacion:

T(t) = dT + €(t) (6.105)
T =ty —tr +eg (6.106)
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donde ¢ y €(t) ya definidas anteriormente deben cumplir las restricciones
(6.4) y (6.6) respectivamente.

A partir del Lema 6.2, se ha demostrado que la ecuacion de estados discre-
tizada del sistema (6.83), para los instantes de muestreos definidos en (6.106)
y el retardo considerado en (6.105) se puede representar como:

Tht1 = Az + Bug_q + Afy (6.107)

donde: fi = [uf_, i, uf_g uf_g01, 2|7 y A es una matriz acotada por &
y €. Por tanto, tal y como se ha demostrado en la seccién 6.2, la matriz A
convergera a cero asi como € y € convergen a Cero.
Bajo tales suposiciones, la proyeccién del estado del sistema (6.107), d-
pasos hacia delante, se puede representar como:
Thtd = Ad.%'k + Ad_lBukfd +--- 4+ AhBuk,h,l

+ AhilB’uk_h + -+ ABup_9 + Bup_1

+ Afk+d_1 (6.108)
donde:

A=[A¥TA AT2A .. A

kardfl = [f]?a f]g;p e flz:kdfl]

Si adicionalmente se considera un error en el retardo modelado, e(h,T), tal

que:
dT = hT + e(h, T) (6.109)

De forma similar a como se procedié en el Lema 6.3, se puede establecer
lo siguiente:

Lema 6.3.3. La ley de prediccion h-pasos hacia delante dada por (6.87)
también se puede expresar como:

Tirh = Thpa + AMwy — AMapyap — A" App fryan—1 — Afira—t
(6.110)

donde:
AAh — [AAhflA’ AAh*QA, e A}

fk—O—Ah—l = [fl?’ fkT+17 fg+Ah_1]
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Demostracion: Haciendo uso de la expresion (6.108), la ley de prediccién
(6.87) se puede reescribir como:

Thah = Thid — Afera1 + Aloe — &
donde:
& = AM(AThgy, + AT Buy g+ - 4 Bug_p_1)
Notar que:
(A2g) + A2 Buy g+ - 4 Bug_p—1) + Aanfrran—1

se puede considerar como la prediccién Ah-pasos del sistema (6.107), con
Ah = d — h. Por tanto, el término & se puede reescribir como:

& = A"z an — Aanfesan—1)

]

Sustituyendo la expresién (6.110) en (6.86), y evaluando la misma en el
instante de tiempo (k — d), se obtiene:

up—qg = —K(zp + Ahl‘k_d — Ahxk_h) (6.111)

+ K(Afy1 + A" Apn fo-n-1) (6.112)

Sustituyendo ahora (6.111)-(6.112) en (6.107), se obtiene la siguiente ex-

presién del sistema en bucle cerrado:
Tht1 = Azy, — BK(.I‘k + Ahxk,d - Ahxk,h) (6.113)
+ BK(Afyy + A" Appfron_1) + Af (6.114)

Notar que: -
Foor = g flam - B

Joen-1= [fkT—d f;?_d+1 fz;f—h—1]

En la seccién anterior se ha demostrado que los términos fi_g4, fr—d+1,

oy fo—n, o+, fr—2, ¥fe—1 son funcién de z;. Por tanto, siguiendo el mis-

mo procedimiento que en la seccién anterior, los términos (6.112) y (6.114)
también se pueden expresar como:

K(Afyor + A" App frono1) = Az, (6.115)
BK(Afr—1 — AhA_Ahfkfhfl) + Afy = A/Zk (6.116)

donde las matrices A’ y A" son tal que sus elementos tenderan a cero asi como
los elementos de la matriz A también lo hagan.
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Por todo esto, el sistema en bucle cerrado también se puede representar
como:

Tpp1 = Az — BK (z + Alay_g — Alay_p) + Az,
siendo la ley de control:
Up—q = —K(zp + AMzp_g — Alay_p) + A" 2, (6.117)
O con notacién obvia, también como:

’

A
0

Zk+1 = flzk + | 2k = flzk + Azk (6118)

Si se considera sélo la estabilidad dependiente del retardo, es evidente
que las expresiones (6.104) y (6.93) son equivalente. Por tanto, si el sistema
(6.93) es estable existirdn las matrices definidas positivas @ > 0, P > 0 tal
que la siguiente funciéon de Lyapunov se cumpla:

ATPA—-P=-Q.

De forma que tal y como se ha demostrado en la seccién precedente, si
las incertidumbres en los pardmetros de las matrices A., B., en el perio-
do de muestreo €(t), y en el retardo no multiplo entero del mismo e son
suficientemente pequenas tal que,

—Q+|2ATPA+ ATPA| < —nQ

para algin 1 > 0, entonces el sistema en bucle cerrado representado por
(6.118) sera estable.

6.3.4. Resultados experimentales

Considérese el sistema “3D Hover” de Quanser© mostrado en la figura
10.1 [102]. El dngulo del “roll” se define como la rotacién entorno al eje “X”.
Asumiendo que el “pitch” es cero, es posible obtener el siguiente modelo:

(5) = (30) () + (o2 (1)

Y de forma compacta, con obvia notacién como:
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#(t) = Aca(t) + Bou(t)

Si se disefia un regulador LQR tal que:

17453 0,3009 ) .
u(t) = - (1,7453 0,3009) &)

donde Z se define como: & = [r 7|7, y la estimacién de 7 se obtiene a partir
de la siguiente expresion:

. 500s

7(s) = mr(s)

Considérese que existe un retardo de actuacién y/o medida, tal que sea
posible representar el comportamiento del sistema por el siguiente modelo:

z(t) = Acz(t) + Beu(t — 7).

Con estas condiciones, si se somete el sistema a una serie de perturbaciones
sobre el angulo del roll, permaneciendo el sistema en su punto de funcio-
namiento, y para distintos retardos de actuacién, se obtienen los resultados
de la figura 6.5. Notar que el sistema se hace inestable para un retardo de
aproximadamente 7 = 0,055 s. En la figura 6.6, se repite el experimento pero
utilizando como senal de test una onda cuadrada sobre la referencia.

La implementacién del esquema de prediccién propuesto, se realiza para
un periodo de muestreo 7' = 0,001s, siendo el retardo nominal 7 = 557, con
h = 55. En las figuras 6.7 y 6.8 se muestran los resultados obtenidos para
diferentes retardos y perturbaciones. Notar que el sistema permanece estable
para un retardo 7 = 0,068s. Con lo cual el sistema es robustamente estable
para un error de modelado en el retardo considerado tal que Ah = 13.

6.4. Sistemas con multiples retardos, en las
entradas/salidas y/o estados.

En esta seccién, se va a generalizar el uso del esquema de prediccién
propuesto en este capitulo para modelos lineales con retardos de actua-
cién/medida y/o en los estados.

Sistemas MIMO sometidos a distintos retardos de actuacion:

Considérese un sistema MIMO con dos entradas, ul y u2, sometidas a un
retardo dy y ds respectivamente.
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15 T T
1=0.045 -
1=0.05 1=0.055
1k i
=0
0.5r b
0 TR i
—05F i
l \/ |
Perturbations
-1.5 Il Il Il Il Il L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 6.5. Respuesta del sistema, sin el esquema de prediccién, para diferentes
retardos. Respuesta ante perturbaciones sobre el punto de funcionamiento. Las
fechas indican cuando se introduce el retardo.

b11 bi2
r(k+1) = Apanw(k) + | : uy(k—dy)+ |: us(k — do)

bnl bn2

nxl nxl

que también es posible expresar como:

con:
b11 0 0 b12
Bi=|: | By=|::
bnl 0 nx2 0 an nx2
Ul k — dl

Como ds > dy, lo anterior se puede reescribir como:
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25

2 1=0.04

\ Ml T —

(. e b I

0.5

ok

Roll (degrees)

= " L il
I i

s A A

1=0.05 1=0.056

25 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Seconds

Figura 6.6. Respuesta del sistema, sin el esquema de prediccién, para diferentes
retardos. Respuesta ante cambios en la referencia.

x(k+1) [A By 0 0 0 x(k)
ulk —do + 1) 00 1 -0 0 |[ulk—d)
u(k — dy +2) 00 0 -0 0 || ulk—dst1)
u(k — dy — 1) 000 -0 I ||uk-d—2
ulk — dy) 000 0 -0 0 | \uk—dy —1)

By

0

0

+ . u(k—dl)
0
I

O de forma compacta como:

X(k+1) = AX (k) + Bu(k — dy)

sistema que por analogia con (6.84), también es posible estabilizar a partir
del predictor (6.87), con ley de control:

U(k) = KZpypn

donde K, sera de dimensién tal que puede asignarse n + (ds — dy)m, autova-
lores del sistema en bucle cerrado.
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25 T T T T T T

T T
- - 1=0.065 -
1=0.055 1=0.06 1=0.068 1007

2L 4
151
1k

0.5~

-1.5F /
o
Perturbations

-25 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 6.7. Respuesta del sistema en bucle cerrado con el esquema de predicciéon
propuesto. Respuesta ante perturbaciones sobre el punto de funcionamiento.

EJEMPLO 6.4.1. Considérese el siguiente sistema con dos entradas y dos
salidas:

s+5 s—0,1

(o) = [ 71 7 |

Considérese igualmente el correspondiente sistema discretizado, con periodo
de muestreo T = 0,01 s, con un retardo de actuacion diferente sobre cada
uno de los actuadores del sistema tal que:

(1) -

Con representacion en espacio de estados dada por:

0,01005 _—9 0,009803 _—11
2101 =—0,9608 u(2)
0,009754 _—9 0,01001 _—11

2—0,9512 2—1,001

1000 0 0 0 10
| o o908 0 o 01| [ wi(k—9)
vkt =1 o Ty o912 o [*B*[1g (UQ(k ~11)
0 0 0 1,0010 01

0,0101 00,0098 0 0
y(k)_( 0o 0 0,00980,01)”"%)

Sistema que también se puede representar como:



184

6 Predictor-observador de estados MIMO para el control de sistema inestables

2

1=0.055

1=0.06

1=0.065

/

el

/

1H Al

0.5

Roll (degrees)
o
T

o
| H\ !

-2 L L L I

I I I I I
60 80 100 120 140 160 180 200

Seconds

Figura 6.8. Respuesta en bucle cerrado del sistema con el esquema de predicciéon
propuesto. Respuesta ante cambios en la referencia.

1,0101 0 0 0 0000 10
0 09608 0 0 0010 00
0 0 09512 0 0000 10
0 0 0 1,0000010 00
X(k+1)= 0 0 0 0 0001 | XE+] 40 [uk=9
0 0 0 0 0000 00
0 0 0 0 0000 10
0 0 0 0 0000 01
0,01010,0008 0 0 0000
Y(k) = ( 0 0,0098 0,01 000 0) X(k)
donde u(k —9) = ur (k= 9) . X(k) = [2(k)T u(k — 11)T u(k —10)T]"
Ug(k - 9) ’

Para este esquema de trabajo, en la figura 6.9 se representan los resultados
obtenidos cuando no se aplica ningun tipo de esquema de prediccion. En la
figura 6.10 se muestran los resultados obtenidos cuando se implementa el

esquema de prediccion propuesto en esta seccion.
O

Para el caso general, se tiene que:

z(k+1)=Ax(k) + iBju(k —dj)

Jj=0
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Figura 6.9. Simulacién del sistema sin predictor.

w

4
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Figura 6.10. Simulacién del sistema con el esquema de prediccién propuesto.

donde A € R™*", x € R", B; € V™™, u € R™.

w

4
Tiempo(seg.)

185

Si se define: d,, = méx{d;}, y d;, = min{d,}, tal que se el sistema se pueda

representar como:
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CC(k—Fl) [A B, Bm—l"'Bh-i-lo i .Z‘(ki)
ulk — dp + 1) 00 I -0 0 |[ulk—dm
ulk — dp + 2) 00 0 -0 0 |]|uk-dn+1)
u(k — dy, — 1) 00 0 -0 I ||uk-d,—2
u(k — dy) 00 0 -0 0 | \u(k—d,—1)
Bh
0
0
+ 1. u(kfdh)
0
1

O de forma compacta, con obvia notacién:

X(k+1) = AX(k) + Bu(k — dy)

Se tiene que por analogia con (6.84), este sistema también se puede esta-
bilizar a partir del predictor (6.87), con ley de control:

u(k) = KZpyn

donde K, serd de dimensién tal que puede asignarse n + (d,, — dp)m,
autovalores del sistema en bucle cerrado.

De forma general, para un sistema con retardos en los estados y/o
en la entrada, tal que:

l m
p(k+1) =Y Aw(k—i)+ Y Bu(k—d;)
i=0 j=0

donde A4; € R™", z € R", B; € ™™, u € R™. Si se define d,,, =
max{d;}, y d, = min{d;}, lo anterior también se puede representar como:
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e(k+1) Ay -+ A By, -0 7 [z(k)
ck—d+1) | o o0 1 0 ||zk—a)
ulk—dm+ ) [ =0 -0 0 0 || ulk—dn
u(k —dp) o -0 - -0 | u(k —dp —1)
By,
0
+ 0 u(kz—dh)
1

O de forma compacta, con obvia notacién como:

X(k+1)=AX (k) + Bu(k — dp,)

sistema que por analogfa con (6.84), también es posible estabilizar a partir
del predictor (6.87), con ley de control:

u(k) = KTgyn

donde K, serd de dimensién tal que puede asignarse nd; + (d,, — dp)m,
autovalores del sistema en bucle cerrado.
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Otras técnicas






7 Transformaciones lineales para el control de
sistemas con retardados temporales

7.1. Introduccion

Tanto el control por realimentacién del estado, como por realimentacion
de la variable controlada se pueden considerar como las técnicas de diseno
més populares de las dltimas décadas [15, 14]. El método a partir del cual se
obtiene la ley de control puede variar en funcién de los objetivos requeridos,
optimizacién de alguna funcién de coste sujeta a restricciones, asignacién de
los polos en bucle cerrado, minimizacién de algin indice de desempeno, etc.

Si bien una caracteristica en todos estos métodos, es que el sistema a
controlar se considera como un todo, donde la ley de control se calcula con-
siderando el estado completo del sistema [48, 11, 15, 57].

Un caso especial, se puede considerar cuando el sistema que se pretende
controlar tiene una estructura en cascada. Imaginese por ejemplo, que tinica-
mente se pretende modificar la dindmica de un determinado sub-proceso, o
que, con objeto de evitar cambios bruscos de actuacion, el sistema dispone de
algun tipo de filtro sobre la variable manipulada, o algun sistema de filtrado
de la variable medida, etc. En todos estos casos lo ideal serfa diseniar una ley
de realimentacién considerando unicamente la dinamica del proceso que se
desea modificar. Con ello se podria simplificar el cdlculo del regulador con-
siguiéndome con ello, aparte de la obvia simplificacién del controlador, una
mas clara y directa relacién entre los pardmetros del mismo y los objetivos
de control requeridos.

Un caso especial de este tipo de sistemas son aquellos que se encuentran
sometidos a un retardo de actuacién y/o medida. Tal y como se ha detallado
en capitulos precedentes, este tipo de sistemas se puede controlar con algin
tipo de compensador, o bien si se plantea un modelo discretizado en espacio de
estados, realizando un diseno a partir del estado ampliado [15, 57]. Destacar
sin embargo una vez mas, las limitaciones de los DTC para sistemas inestables
y la complejidad de los reguladores requeridos si se considera la segunda
opcidn.
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7.2. Control parcial de sistemas SISO

Considérese que el proceso a controlar se puede representar segun el es-
quema de la figura 7.1.a, donde el proceso que se pretende controlar es G(s),
siendo F'(s), por ejemplo, un pre-filtro de actuacién sobre la variable mani-
pulada v(s). El objetivo de este filtro, podria ser suavizar la accién de control
o evitar posibles resonancias en el sistema. Este bloque también podria re-
presentar un retardo de actuacion, tal que F(s) = e~ %%, En cualquier caso, el
objetivo de control pasaria por no modificar la dindmica de este bloque, bien
porque no se desea (caso del filtro o similar), o bien porque sea imposible
(caso del retardo).

Dado que se esta tratando con sistemas SISO, el sistema descrito también
se puede representar como se muestra en la figura 7.1.b.

)Cl x2
Q) uls) v(s) y(s)
o F(s) > G(s) [
X, X,
v(s)
b) ul) &) [ Fe y(s)

Figura 7.1. Sub-procesos en cascada: a) Planteamiento inicial; b) Estructura equi-
valente

Modelo del proceso

La funcién de transferencia entre la variable controlada y la variable au-
xiliar v(s), o la accién de control u(s), es:

y(s) = G(s)o(s) = G(s)F(s)u(s) (7.1)

Dado que se trata de un sistema SISO, de forma alternativa, éste también se
puede representar a partir de la figura 7.1.b como:

y(s) = F(s)o(s) = F(s)G(s)u(s) (7.2)

donde evidentemente las variables auxiliares, v(s) y o(s) son diferentes.

Asumiendo esta condicién, para cada una de estas representaciones es
posible establecer, respectivamente, las siguientes equivalentes en el espacio
de estados:
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1(t) = Ayz1(t) + bru(t) (7.3)
v(t) = 1z (t)

v(s) = c1(sI — Ay) " tbu(s) = F(s)u(s) (7.4)
Ta(t) = Asza(t) + bov(t) (7.5)
y(t) = cama(t)

y(s) = ca(sI — Az) " thyv(s) = G(s)v(s) (7.6)

donde el orden del filtro y del proceso son respectivamente ni, x;1 € R™, y
Ng, T2 € R™,

u +
BRmw
+

Figura 7.2. Situacién original

Si ambos sub-procesos se agrupan, tal y como se muestra en la figura 7.2

, se obtiene:
HEESIHEAE -
y(t) = [0 ¢s] [2]

O de forma compacta, con X (t) = [z 2117

)

X(t) = AX(t) + bu(t); y(t) = cX(t) (7.8)

donde X € R™, y n = ny + no.

Figura 7.3. Esquema equivalente
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Si se considera la situacién mostrada en la figura7.3, se obtiene:

1(t) = Alij(t) + blﬁ(t)

8l

Y de nuevo agrupando ambos sub-procesos se obtiene:

HR ML 9
y=[c10] [ij

O de forma compacta:

X(t) = AX(t) + bu(t); y(t) = eX(t) (7.10)

Transformacion lineal

Dado que ambos modelos (7.8) y (7.10), representan el mismo sistema,
debe existir la transformacién lineal:

X(t)=TX(t) (7.11)
Tal que:
A=TAT!, b=Tb
Las matrices de controlabilidad de ambos sistemas son respectivamente:
W =1[bAb - A"1b] (7.12)
W=[bAb- A"1p]
Relacionadas con la matriz de transformacién segin:
W =TW, — T=Ww! (7.13)

En general, la computacién analitica de la transformacién anterior es muy
compleja, pero es sumamente sencilla si se trata un caso numérico o si ambas
matrices estan representadas de forma candnica.
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Control parcial de sistemas en cascada

Considérese el sistema representado en la figura 7.2. El objetivo de diseno
es asignar los polos del sub-proceso G(s), con estado representado por xs, sin
modificar los del filtro F'(s), con estado representado por x.

Si se asume un acceso de todo el estado, y considerando la representacién
equivalente de la figura 7.3, la ley de control para la asignacién de los estados
del proceso G(s) seré:

u(t) = KZo(t) (7.14)

donde K podr4 ser calculada a partir del adecuado método de disefio.
Si la matriz T se descompone adecuadamente por bloques, la expresién
de la accién de control (figura 7.2) se puede representar como:

u=K [T(Q, 1) ’T(27 2)] [ﬁ;:| = Kiz1 + Koxo (715)

Si se considera que sélo son accesibles la salida del proceso y el sub-
proceso representado por el filtro (introducido por nosotros), con objeto de
tener una estimacién de todo el estado, y tomando como referencia el esquema
representado en la figura 7.2, se disenara el siguiente observador:

.%Q(t) = AQi‘Q(t) + bovy (t) + l(y(t) - CQ.f?Q(t)) (716)
El cual permitira la siguiente implementacion:
u = Kll’l + Kgii’g (717)

En el supuesto de que el filtro se situara en la salida (figura 7.1.b), es
posible estimar el estado a partir de un observador de orden reducido (figura
7.4), tal que:

:ﬁl(t) = Ali‘l(t) + blu(t) + lo([i‘Q - Agl‘g] — bgcli’l(t)) (718)

donde [, denota la ganancia del observador. La ley de control se puede
expresar como:

EsemMprLO 7.2.1. Considérese el un sistema como el mostrado en la figura
7.1.a., tal que:

zg = F(s)G1(s) (7.19)

donde G1(s) representa el proceso que se desea controlar,
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) 1o G(s) o F(s) | 7%

- X .
ROO

A

X

K

Figura 7.4. Esquema de prediccién-observacién con un filtro de medida.

0,3(s + 1,812)

G1(%) = 5570,8361) (s — 0,4942) (7.20)
y F(s) un pre-filtro de actuacion,
1

Dado una representacion del filtro en espacio de estados tal que:

1 = A1x1 +biu=—x1 +u

U1 =21 =21

Y del proceso a controlar:

. —1,812 —0,2324 0
T2 = AaTz + bovy = { 9,684 1,470 }x( ) [0,3} U1

Y = Coko = [Ol]xg

Si se determina como objetivo de control, situar los polos de bucle cerrado
en s = —5, es evidente que dado que el sistema es inestable se requerird una
fuerte accion de control. Con objeto de suavizar estas acciones de control se
disena el pre-filtro de actuacion.

Los pasos requeridos en este diseno son los siguientes:

1. Determinar la matriz de realimentacion, u = Kz, tal que los polos de
(Ag,b2K) se sitien, por ejemplo, en p = {—5,—-51} (ver figura 7.5).
Para este caso el resultado es:

K = [-113,951 32,2267 | (7.22)
2. Calculo de la matriz de transformacion T, segin la expresion (7.13):

0 1,000 0
T=| 0 -0,812-0,2324
0,300 9,684 2,470
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V(s (s)
v(s) - F(S) 4)”

r(s) + u(s) G (S)

X X

Figura 7.5. Esquema virtual para el disefio del control sobre el proceso sin consi-
deracion del filtro.

r($) 4+~ + u(s) Fs) v(s) J Gis) y(s)

k,

Figura 7.6. Esquema para la implementacién de la ley de control (7.15)

3. Cdlculo de las matrices de realimentacion segun esquema de la figura 7.6.
Haciendo uso de las expresiones (7.14) y (7.15), la ley de control es:

u = 9,6680z; + [404,6112 106,0821 | 5

Los resultados obtenidos se muestran en las figuras 7.7 y 7.8. En estas
graficas se puede observar los resultados obtenidos tras la implementacion
de la ley de control propuesta (denotadas como respuestas filtradas), y la
respuesta que se obtendria del esquema ficticio de la figura 7.1.b.

<

7.3. Control parcial de sistemas con retardos
temporales

Considérese ahora que le bloque F(s), representa un retardo (si el retardo
se situara a la salida del proceso, el desarrollo serfa similar).

Con objeto de simplificar los desarrollos se considera que el retardo es un
multiplo entero del retardo, tal que: 7 = dT'. Bajo tales suposiciones, los
modelos discretizados en espacio de estados de ambos bloques seran:

1 Si esta simplificacién no fuera posible, o deseable, se puede obtener un modelo
equivalente tal y como se vio en la Seccién 1.3.4.
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0.03 T T
-~
,' £y — Filtrada
M = = Nofiltrada

Ay
0.025 N B

T T T

0.02-

0015

0.01

0.005

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tiempo (segundos)

Figura 7.7. Respuestas: filtrada y2(s) sin filtrar va(s)

1.2 T T
= = No filtrada
— Filtrada

0.8

0.6

u(t)

0.4

0.2

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo (segundos)

Figura 7.8. Accién de control: filtrada v1(s) sin filtrar u(s)
z2(k + 1) = Asxa(k) + bavi (k) ; y(k) = coza(k) (7.23)
[El(k‘ + 1) = Aldfl(k) + blu(k) ;U = clml(k) (724)

O de forma compacta:

X(k+1) = AX (k) + bu(k) ; y = bX (k) (7.25)
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Considerando la notacién u(k) = wuy, es posible representar el primer sub-
sistema como:

00---00

u”’“ 10---00 Z’H (1)
k—1 k-2
. = (01---00 . + u(k)
Uk—d41 00-.. 10/ Luk—d 0
Uk —1
Uk—2
vp=[00---1] | . (7.26)
Uk—d
Considérese la matriz de controlabilidad, (7.12), por columnas tal que:
W = [wl Wy - Wy ] Dada las caracteristicas especiales de la discretizacion
del retardo, las columnas de W son tal que:
_a_ |bi], _oap | Aabr | | A
wl—b— |:O:|7 1U2—Ab— |:b2(21b1 = ¢2b1
A?b
= A% = 1 =
w3 [(bgclAl + Agbgcl)bl :|

B A2by [ A%
[ (@241 + Agbaci)by | | #3b
De tal forma que si se define:

61 =0; ¢ = i1 A1 + AL %bacy; (7.27)

i=2--.n

El i-enésimo vector de la matriz de controlabilidad se puede computar como:

A
w; = { qlﬁibl 1} (7.28)

Transformacion lineal

En este caso particular, la matriz de transformacién (7.13) se puede
computar analiticamente observando las siguientes simplificaciones:

Clbl = 0,
a1 A1 =0, Yk < (d—1);
ClA(ll_lbl =

AY =0, Vk>d;
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De tal forma que sustituyendo (7.27) en (7.28), se obtiene:

W [bl Aiby Afby - AT7'bi]0 - 0 }

00 0 -+ 0 [|ba- AP by

Descomponiendo por bloques tal y como se muestra a continuacién, la matriz
de controlabilidad del sistema completo sera:

_ Wl 0 _ Idmd deng
W= l: 0 W2:|nzn a |:0n2:1:d Wy zn

donde Wi, = I4.4 se define como la matriz de controlabilidad del primer
sub-sistema, y
— 2 na—1
Wy = [by Asby ASby -+ A3 b2

la matriz de controlabilidad del segundo sub-sistema.

Para la computacién de la matriz de transformacién (7.13), se requiere la
inversa de la matriz de controlabilidad W, si bien dada la peculiaridad de la
misma, esta se obtiene de forma directa como:

I 0
-1 _
v a |:0 W2_1:|nzn

_ De igual forma, la matriz de controlabilidad de la segunda representacién
W, es:

W— * * * ‘ * *
"~ b2 Agby A3y -+ [ASby -+ ARby

donde los elementos denotados por * no son relevantes. Definiendo:

Boq = [by Agby A3by -+ A3 by | (7.29)

noxd

Es posible reescribir la matriz de controlabilidad como:

17 [*]dwd [*]dwng
"= |: ¢2d A§W2 nan

De tal forma que la computacién de T'= WW ™!, se puede realizar como:

T = |:[*]dmd [*]dzng] |: Idacd Odwng :|

Doy AgWQ Onyzd Wiizwnz
B [*]dmd [*]dfmz
N q)Qd Ag nrn

Tal que, de acuerdo con la definicién (7.11), la computacién del nuevo
estado X sera:



7.3 Control parcial de sistemas con retardos temporales 201

% T [*]dwd [*]dmn Z1
X=|_1|= 2 7.30
|:1‘2] |: Dag Ag T2 ( )

To = DPogry + Agxg (7.31)

De forma que:

A partir de estos resultados se puede formalizar el siguiente Teorema:

Teorema 7.3.1 Dado un sistema sometido a un retardo de actuacion tal
que:

x(k+1) = Az(k) + bu(k — d) (7.32)

y dada una ley de control:

u(k) = K [Dquq(k) + Az (k)] +r (7.33)

donde se define:
ua(k) = [ulk — 1) u(k —2) -+ u(k—d)] (7.34)
Py = [bAb A% ... AT1p] (7.35)

Y la matriz K se define como la matriz a disenar sobre el sistema sin consi-
deracion del retardo: Se obtiene que el sistema en bucle cerrado serd:

z(k+1) = (A+bK)x(k) + br(k —d) (7.36)
Demostracion: Esta es inmediata, basta con sustituir adecuadamente

las ecuaciones (7.23-7.28) y (7.31). m

Comentario 7.3.1 Si el estado del proceso no es accesible, pero si que fuera
observable. Fste puede ser estimado a partir de un convencional observador
de estados, tal y como puede apreciarse en la figura 7.9.

EJEMPLO 7.3.1. Considérese el siguiente modelo:

—0,06972 0s

@2(3) = (T 08361) (s — 0.4942) ¢

(7.37)

Considérese que sdlo es accesible la salida del proceso. Definiendo un ob-
servador discreto de estados tal que los polos se sitien pr, = {—0,5, —0,51},
con periodo de muestreo T = 0,1 s, y una ganancia del observador | =
[2,9804 —118,3653]7, y si se desea asignar los polos del sistema en bucle
cerrado entorno a 0,74, (e=3T) se obtienen los resultados de la figura 7.10,
donde se puede observar que el sistema es inestable para un retardo de 0,3 s.
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X X5
u(k) y(k)
z d » G(z2) >
X
A
Olos.
cDZd
K X d
F A

Figura 7.9. Esquema de prediccién y observacién del sistema en cascada.
3

y(®

I
2

Il
6 10
Tiempo (segundos)

12

Figura 7.10. Respuesta inestable para un retardo de 0,3 s.

Por otro lado, si se considera que el sistema (7.37), se puede descomponer
en cascada, similar al esquema de la figura 7.1, con un retardo de 0,3 s tal
que S1: F(s) = e 3%, Esto es :

—0,06972
F — ) —0,3s
GF() = 083060 (s = 0.4942) ¢

Si se define un periodo de muestreo T = 0,1 s, la representacion discreta
del sistema S1 serd:
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u(k) 000] [u(k—1) 1
[u(kl):| = [100] [u(k2)j| + [0] u(k)
u(k — 2) 010 |u(k—3) 0
u(k — 1)
u(k—3)=[001] [u(k—Q)]
(k=3)

Para el seqgundo sub-sistema S2, se considera la misma notacion que en
el ejemplo precedente, es decir: (A= Ay, b=10bs).

El sistema completo se podria representarse segun esquema de la figura
7.11.

u(k) u(k-3)

-3
" z

k
G(2) g( )

ST S2

Figura 7.11. Representacion del sistema SISO con retardo.

Entonces, a partir de (7.31), definiendo los bloques:

45 _ [0,4982 —0,0667
= |2,7783 1,4398

B 2,1 | —0,0003 —0,0010 —0,0017
P = [bAb A%D] = { 0,0322 0,0366 0,0410 }

Se obtiene la matriz de transformacion tal que:

7(k) = —0,0003 —0,001 —0,0017 0,4982 —0,0667 | | u(k —2)
~ | 0,0322 0,0366 0,041 2,7783 1,4398

De tal forma, que dado el esquema de la figura 7.9, donde @(k) repre-
senta la prediccion del estado, calculada a partir de un observador, es posible
realizar el disenio sobre el proceso G(z) usando la técnica apropiada, como
por ejemplo asignacion de polos, sin la consideracion del retardo. Bajo estas
condiciones, y asumiendo el mismo observador, ley de control y periodo de
muestreo que en el caso anterior, se obtienen los resultados de la figura 7.12,
donde se puede apreciar la estabilizacion del sistema.

&
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-0.02- 7

-0.04- 7

-0.08 - q

-0.12 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Tiempo (segundos)

Figura 7.12. Respuesta del sistema con el esquema de prediccién-observacién pro-
puesto para un retardo de 0,3 s.



8 Prediccién basada en los coeficientes del
modelo a partir de la representacion externa.

En este capitulo se va a introducir otra nueva metodologia de prediccion
basada en los coeficientes de la representacién externa.

El desarrollo de esta metodologia de prediccién se justifica por la necesi-
dad de disponer de esquemas de prediccién que permitan tratar con sistemas
sometidos al escenario de control que se plantea a continuacion.

8.1. Medidas escasas

En muchas aplicaciones industriales, las senales de control se actualizan
a una frecuencia distinta que la medida del proceso, y en algunas ocasiones,
debido a la naturaleza de los distintos sensores, esta medida se realiza igual-
mente a distinta frecuencia. También es tipica la situaciéon donde, debido a
diferentes causas (errores de comunicacién, sensores compartidos, etc.), la
medida de alguna de las variables no este disponible cuando se cumple su
periodo de actualizacion.

Un posible tratamiento de este tipo de sistemas es el que se propone en
[3, 107, 51], donde esencialmente lo que se hace es tratar el problema segin
las técnicas de “dual-rate” o “multirate” [8]. A partir de estas aproximaciones
no se puede analizar el muestreo no periédico (“random sampling”), tampoco
es posible aplicar las técnicas de disenos y reguladores convencionales.

Una alternativa para el tratamiento de este escenario de control, es el que
se plantea en [9, 109, 108]. En estos trabajos se trata con la prediccién de la
salida, o salidas, de un sistema sometido a medidas escasas. Estos trabajos se
basan en los esquemas pseudorecursivos de estimacién por minimos cuadrados
introducidos previamente en [5, 2]. Los efectos del ruido de medida y las
perturbaciones sobre el estado también son considerados. Una ventaja sobre
otros métodos, como el filtro de Kalman, es que el tiempo de computacién es
ligeramente menor en el algoritmo propuesto que en el filtro de Kalman. La
estimacién de la salida se puede utilizar en un control discreto convencional
o en un esquema de estimacién por minimos cuadrados [53].
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Predicciéon de medidas escasas de sistemas sometidos a retardos
de actuacién y/o medida

Una situacién especial que se puede dar en el escenario de control plan-
teado anteriormente, es cuando el sistema presente retardos de actuacién y/o
medida. Una solucién a este problema seria tratar con un estado ampliado
del sistema tal que las ecuaciones manejadas por los algoritmos propuestos
en [9, 109] incorporaran de forma explicita esos retardos. Si bien, como se ha
expuesto en el capitulo precedente, seria deseable disponer de algin tipo de
esquema de control que permitiera tratar con esos sistemas sin considerar,
de forma explicita, el retardo a la hora de disenar los controladores o los
algoritmos de control requeridos.

En este sentido, se planteé el desarrollo de un esquema de predicciéon de
las variables retardas que pudiera integrarse, tanto en su fase de disefio como
de andlisis, dentro del esquema de prediccién de medidas escasas [6].

En la siguiente seccién se va a analizar el mencionado esquema de pre-
diccién en comparacién con el esquemas propuestos en el capitulo 6 y en la
seccién 5.1. Primeramente se realizard una breve descripcion del esquema de
prediccién desarrollado.

8.2. Predictor basado en los coeficientes de la
representacion externa

Considérese el modelo discreto de un sistema en representacion externa
definido como:

b bizl ... byz™™
Gy =2 ot b s ™

= 8.1
u(z) l4az7l+az2724- - +az™" (8.1)

A partir de este modelo, es posible definir la ecuacién recursiva de la
salida del proceso tal que:

y(k) = —ary(k = 1) —agy(k —2) — - — apy(k — n)
+ bou(k — h) + byu(k — 1 — h) + - + bpyu(k — m — h)

La cual también se puede representar como:

Yk —ay —ap -+ —an Yk—1 bo b1 -+ b Uk—h
Yrh—1 1 0 - 0 Yk—2 00---0 Ug—h—1
. = . L . . +1 . .
Yk—n 0 0 0 1 Yk—n 00---0 Uk—m—h
(8.2)

O de forma compacta, con obvia notacién, como:

Y, =AgsYi—1+ BrsUi_p (8.3)
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Si se realiza una proyeccion de la ecuacién anterior sobre el instante y(k +
h), tras las oportunas sustituciones, se obtiene:

Yiin = A%SYk + A%;lBESUk_h + ...+ BesUi_1
h
= A%SYk + ZA]E;}BESUIC—J' (84)
j=1

Notar que a partir del primer elemento del vector Y1, se puede obtener
de forma directa la prediccién de la salida g(k + h), es decir:

g(k + h) = [1 0--- 0] Yiin = CE‘SYk+h (85)

Este esquema de prediccién, que denotamos como (PES) se puede imple-
mentar seglin se aprecia en el esquema de la figura 8.1, donde K (z) representa
cualquier controlador convencional, y C'(z) un pre-filtro sobre el set-point.

w | G(z)z'*

G(s)e' ™ y

Figura 8.1. Esquema para la implementacién del PES.

Prestaciones del esquema de predicciéon planteado

Como se ha mencionado, a partir de una serie de ejemplos, se van a
mostrar las prestaciones del PES con respecto al PEE y NSCP, propuestos
respectivamente en el capitulo 6 y en la seccién 5.1.

Ejempro 8.2.1. Considérese la siguiente funcion de transferencia:

1 —0,2s
G(s) = GIo) 6o 1)6 (8.6)
Considérese igualmente los esquemas de prediccion de las figuras 8.1 y
8.2. Para ambos esquemas, el diseno del regulador se realiza sobre el modelo
anterior pero sin consideracion del retardo. Por ejemplo, se ajusta el siguiente
regulador:
(s+1)(s+5)

PID(s) = 5,4079
(8) = 54079 o o5+ 1)
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WI G(z)z ¢
r +
w(z) H LI N z 4 = Observador &——
. z
+ A(I
L2 |

Figura 8.2. Esquema para la implementacion del PEE.

Ambos esquemas de prediccion se implementan con un periodo de mues-
treo T'= 0,01 s.

Para la implementacion del esquema de prediccion propuesto en el Capitu-
lo 6, es necesario la implementacion de un observador del estado, éste se
disenia a partir de un modelo discretizado en espacio de estados del sistema
(8.6) libre de retardo, representado por la tripla (A,B,c). Por ejemplo, se di-
sena una ganancia tal que los polos del sistema discretizado en bucle cerrado
(A —lc), se sitien en {—0,1,—-0,2}, siendo | = [31,42 4,52]‘.

Para el caso ideal, es decir, todos los parametros del modelo igual a los
parametros del proceso real, los resultados obtenidos se muestran en la figura
8.3. De los mismos, se pueden obtener las siguientes conclusiones:

= Ante cambios en la senal de referencia los dos esquemas de prediccion
tienen el mismo comportamiento que un bucle ideal sin retardo. Y al igual
que este ultimo, si el regulador se disena adecuadamente se puede obtener
un perfecto sequimiento de la referencia.

= Ante perturbaciones de tipo escalén en la entrada del proceso (perturbacio-
nes de carga), la respuesta del PES es prdcticamente igual que la del PEE.
Para ambos esquemas, existe igualmente un error de posicion en régimen
permanente. Este error es funcidn del retardo considerado (ver figura 8.4).

Respecto a la robustez del PES, en comparacion con el PEE, el primero
se muestra mds sensible a errores de modelado en los coeficientes del modelo
(ver figura 8.5), aungue también presenta una robustez ligeramente superior
en cuanto a errores de modelado del retardo (figura 8.6).

&

EJEMPLO 8.2.2. Considérese de nuevo el modelo (77):
2
G(s) = e 03

B3s—=1)(s—1)

Con regulador PID tal que:
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' No—"
08r ref 7
== PEE
Ideal
PES
0.6 B
=
04 b
0.2 4
0 Il Il
0 5 10 15

Tiempo (segundos)

Figura 8.3. Respuestas ante una entrada escalén unitario y una perturbacién de
—1 unidades en el instante de tiempo t = 7.

1 \.ﬁ

ref

' PEE
Ideal
PES

y@®

0.4r q

021

Tiempo (segundos)

Figura 8.4. Respuestas cuando el retardo, tanto del modelo como del proceso, es:
—0,3s
e s,

(s+D(s +05)

PID(s) = 6
(s) 5(0,055 + 1)

Considérese de nuevo los esquemas de prediccion de las figuras 8.1 y 8.2.
Ambos esquemas se implementan con un periodo de muestreo T = 0,01 s. Se
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1.4
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_AAAAAAAAﬁﬂﬂﬁAnnﬂnA

Akt

06} R
ref
== PEE
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0.4 PES i
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0 L L
0 5 10 15
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. _ 1,53 —0,3s
Figura 8.5. Respuestas cuando el proceso real es G(s) = T =T ¢ .
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Figura 8.6. Respuestas ante error en el retardo modelado. El retardo modelado
es L =—-0,3 s,y el retardo real es L, = —0,37 s.

disena una ganancia para el observador del PEE, tal que los polos del sistema
discreto (A —lc) se sitien en {—0,1,—0,2}, siendo | = [201,3 3,47]‘. Para el
caso ideal, se obtienen los resultados de la figura 8.7.
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—

0.8 4

0.6 ref 7

Ideal
PES

0.4r 7

02r 4

Il
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (segundos)
Figura 8.7. Respuestas ante una entrada escalén unitario y una perturbacién de
—1 unidades en el instante de tiempo t = 15.

Considérese ahora los mismos errores en los parametros del modelo que en
el Ejemplo 77, pero con un retardo tal que L, = 0,365. Notar que, a diferencia
de los resultados obtenidos con el predictor propuesto en el Capitulo 5.1 (ver
figura 5.30), el PES es menos robusto ante errores en el retardo (ver figura
8.8).

De igual forma que se hizo con el PEE, si se desea eliminar el error
en régimen permanente, se puede modificar el esquema bdsico con un bucle
adicional, tal y como se muestra en la figura 8.9.

Para este nuevo esquema se disenan dos reguladores, un regulador PD
con objeto de estabilizar el sistema:

(s+0,5)

PI(s) = 180 G0

(8.7)

Y un regulado PI con objeto de obtener un error nulo en régimen per-
manente ante perturbaciones de tipo escalon en la entrada del sistema. El
requlado PI se ha ajustado como:

(8.8)

Tal y como puede apreciarse en la figura 8.10, con esta estructura se consigue
anular el error en régimen permanente.
&
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1.4
— ref
Ideal
— PES
=
0.6 4
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2,4

Figura 8.8. Respuestas cuando el proceso real es G,(s) = me—o,sess.

w, G(z)z'*

+
zoH 1 G(s)e™ y
+

Figura 8.9. Modificacién del PES para obtener error nulo en régimen estacionario
ante perturbaciones de tipo escalén.
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de la figura 8.9.

Figura 8.10. Respuesta del sistema a partir de una implementacién con el esquema
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9 Sistemas de control empotrados

9.1. MaRTE OS para el desarrollo de sistemas
empotrados

MaRTE OS (“Minimal Real-Time Operating System for Embedded Ap-
plications”) [10], es un kernel de tiempo real disefiado especialmente para
sistemas empotrados que sigan el estandar POSIX.13 del IEEE. El desarrollo
del kernel se ha realizado mayoritariamente en cédigo Ada95, con algunas
partes en C y ensamblador. Esto dltimo permite la ejecucion de cédigo desa-
rrollado tanto en Ada como en C, utilizando los compiladores GNAT o GCC
respectivamente. La depuracion del cédigo desarrollado por el usuario puede
ser depurada on-line a través del programa GDB.

MaRTE OS es un programa de libre distribucién bajo licencia GNU! (Ge-
neral Public License). El entorno de desarrollo de MaRTE OS, estd formado
por un PC con sistema operativo Linux que denominaremos “Host”, y que
actlia como plataforma de desarrollo de los programas de usuario, y otro PC,
o similar, que denominaremos “Target”, el cual actia como soporte para la
ejecucién de los programas de usuario. Respecto a las limitaciones en el har-
dware de los PCs utilizados, para el Host no existe ninguna limitacién, pero
el Target debera estar basado en tecnologia 386 de Intel o compatible.

MaRTE OS estd siendo desarrollado por el grupo de Computadores y
Tiempo Real del departamento de Electrénica y Computadores de la Uni-
versidad de Cantabria (http://marte.unican.es/). Existen varias versiones de
MaRTE OS, y actualmente aun se sigue trabajando en el desarrollo del mis-
mo, siendo por tanto un producto no acabado, pero que como se vera mas
adelante y desde su version 0.86, cumple la mayor parte del estandar PO-
SIX.13, asi como una serie de utilidades adicionales, que permite experimen-
tar ampliamente en el desarrollo de sistemas empotrados.

Caracteristicas mas importantes de MaRTE OS:

En concreto, la version de MaRTE OS 1.0, tiene implementadas las si-
guientes funcionalidades:

1 Al igual que todos los programas citados anteriormente, GNAT, GCC, GDB.
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= Gestién de Thread (creacién, finalizacién, atributos, ...).

= Distintas politicas de planificacién de tareas (FIFO, Round-Robin y “Spo-
radic Server scheduling”).

= Mutexes y condiciones variables.

» Senales (parcialmente implementado).

= Clocks y Timers.

= CPU time Clocks y Timer.

= Consola I/O.

= Servicios de tiempo: Suspension de tareas, con retardos absolutos y relati-
VOs.

» Tratamiento dindmico de memoria (muy simplificado).

MaRTE OS ofrece ademaés la posibilidad de implementar la propia politica
de planificacién definida por el usuario (“Application-Defined Scheduling”).
Para la evaluacién de la planificacién de las tareas, se dispone de la herra-
mienta “POSIX trace”, la cual permite obtener el cronograma de ejecucién
del programa. Esta utilidad se encuentra implementada sélo en la version
0.86. Como equivalente del POSIX trace en la version 1.0, se dispone de la
utilidad “task_inspector”, si bien esta herramienta no es tan potente como la
anterior.

Estructura de la plataforma y principales caracteristicas.

Como puede observarse en la figura 9.1, el Kernel de MaRTE OS; tiene una
Interface abstracta para acceder al hardware del PC. Esta interface encapsula
las operaciones para el tratamiento de interrupciones, clock, manejadores del
timer y cambios de contexto entre tread (hilos o tareas en ejecucién).

. AplicacionenAda |

L
GNULL '
~ POSIX.1 Interface |
Kernel

'Clock || Timer | | Context Switch || Interrupts|

Hardware (PC x86)

Figura 9.1. Arquitectura de MaRTE OS..

MaRTE OS trabaja en un entorno de desarrollo formado por dos PC’s, tal
y como se puede apreciar en la figura 9.2, las caracteristicas que deben poseer
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ambas méaquinas queda reflejadas en la mencionada figura. Destacar que tanto
la conexién a Ethernet como la comunicacién RS-232 son opcionales, y no
imprescindibles para el correcto funcionamiento y ejecucion de los programas
de usuario. En concreto, la utilidad de Ethernet sirve para la transferencia del
programa de usuario al Target, asi como para su inicializacién, sin bien esta
funcionalidad se puede sustituir por una transferencia desde la disquetera de
3 1/2. Y la linea de conexién RS-232 se utiliza para la depuracién on-line
(a través del programa “gdb”) del programa de usurario, asi como para el
funcionamiento del POSIX Tracing o “Task_inspector” (programas para la
captura de trazas de ejecucion).

Host Target
S0 Ethernet (Boot)
0. Linux ]
GNAT 3.1203.13 PC 32?10858penor
Mgg?l'E (Solo Hardware)
Ethernet Flé)tr;]rgr?;?k
e — RS-232

nfsd

Figura 9.2. Entorno de desarrollo de MaRTE.

9.1.1. Desarrollo de la plataforma.

El desarrollo de un programa para su ejecucién sobre el kernel de MaRTE,
puede llevarse a cabo tanto en cédigo C, como en Ada95. Si bien, creemos
que la maxima potencialidad de MaRTE radica en la implementacion del
POSIX.5b, estdandar de tiempo real de Ada2, a su vez, la herramienta para
visualizacién de los cronogramas de ejecucién de tareas (POSIX Tracing) ha
sido desarrollado exclusivamente para este lenguaje. Por todo ello, creemos
que el maximo rendimiento de MaRTE y su mayor justificacién, radica en
la posibilidad de implementacién sobre un cédigo de tiempo real (y de libre
distribucién) de programas desarrollados en Ada95.

Entorno de desarrollo:

Para la evaluacion del sistema de control empotrado, se consider6 como
proceso a controlar un Levitador Magnético. La justificacion en la eleccién
de tal proceso, radica esencialmente en la necesidad de utilizar un proceso
lo suficientemente critico, en cuanto a estabilidad y tiempos de ejecucion,

2 Lenguaje de programacién desarrollado especificamente para la implementacién
de sistemas de control en tiempo real.
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—
[ Rs232

Al
Rs232

Figura 9.3. Entorno de desarrollo del sistema empotrado.

pero que a la vez su modelo fuera suficientemente conocido para una fécil
implementacion de las leyes de control.

En base a estas consideraciones se ha desarrollado el esquema de traba-

jo representado en la figura 9.3, donde se pueden identificar los siguientes
elementos:

Host: PC de desarrollo sobre el cual se genera el codigo del programa de
ejecucién. En este PC, es donde se encuentra instalada la herramienta
de desarrollo de MaRTE OS (debe estar instalado Linux). La conexién
RS-232 con el Target, se utiliza para el intercambio de informacién de la
herramienta POSIX Tracing, integrada en MaRTE.

Target: De forma genérica, se trata de un PC basado en tecnologia x86,
sobre el cual se ejecuta el sistema de control empotrado. Para la evaluacion
del sistema se hicieron pruebas de ejecucién sobre un 486 y un Pentium II.
Adquisicion de datos: El proceso de actuaciéon y adquisicion de datos, se
ha desarrollado a través de las tarjetas ACL-6126 (con salidas bipolares) y
PCLab 812pg (con entradas bipolares). Para ambas tarjetas, se tuvo que
desarrollar, en lenguaje C, los drives de gestién de las mismas.

PC Auxiliar: Dado que el sistema empotrado (“target”) no dispone ni de
gestion de ficheros ni de disco duro, se ha desarrollado una aplicacién para
la gestion de las variables del mismo. Esta aplicacién, conecta el “target”
con un PC auxiliar, desde el cual poder realizar una gestion de las va-
riables o parametros del sistema de control requeridos, para su posterior
evaluacién “off-line”, representacién grafica, etc. Para llevar a cabo esta
tarea, se ha desarrollado igualmente todos los drives de gestién del puerto
RS-232, asi como una aplicacion genérica en el PC-auxiliar de captura y
representacién de los datos recibidos por el puerto serie.
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Sistema de control:

El programa de control desarrollado, para esta aplicacién, consta de tres
tareas y un programa principal (figura 9.4). El programa principal actia
como soporte para la gestién de las variables globales, lanzamiento de tareas,
asi como para el sistema POSIX Tracing. Desde el programa principal, tam-
bién se realiza la gestion y envio de los eventos y demds senales generadas
por el planificador de tareas.

Tarea 1

Controlador

Programa Principal |- __Tarea2
-—| Inferface

Trocing\

Tarea 3

o RE-2572

Figura 9.4. Esquema de tareas del programa de usuario.

= Controlador (Tarea 1): Se trata de una tarea periddica dentro de la cual
se han implementado todas las etapas del control; adquisicién de datos,
calculo de la accién de control y actuacién sobre el proceso. Dada la poca
complejidad del sistema de control, los procesos de adquisicién y envio de
la accién de control, se han integrado dentro de la tarea controlador como
codigo secuencial a ejecutar dentro de las misma.

» Interface (Tarea 2): Tarea que va a permitir modificar los pardmetros
del sistema. En concreto esta aplicacién permite modificar la referencia del
sistema, activar el envio remoto de datos, mensajes por pantalla, etc. A su
vez tiene como finalidad realizar un consumo de CPU en “background”,
que nos va a permitir visualizar y evaluar la capacidad de tiempo real del
planificador de MaRTE.

= RS-232 (Tarea 3): Dado que MaRTE no dispone de un sistema de fiche-
ros, se ha incluido la tarea “RS-232”, con el objetivo de transmitir por el
puerto serie los datos de la variable controlada, o de cualquier otra variable.
El objetivo principal de este estudio es evaluar la potencialidad de MaRTE
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para el control de sistemas criticos de tiempo real, de ahi la necesidad de
disponer de las senales de control y actuacién del sistema, para la posterior
evaluacién de las mismas y validacion del sistema.

9.1.2. Evaluacién.

El objetivo de los experimentos que siguen, consistié esencialmente en la
evaluacién de las posibilidades de MaRTE OS para el desarrollo de sistemas
empotrados de tiempo real, para el control de procesos criticos, donde la
perdida de sincronismo o fallo en alguna accién de control podria conllevar
la inestabilizacién del sistema.

En los cronogramas que siguen, la tarea 0 “Task 0”7, representa al progra-
ma principal, y la tarea “Idle”, representa el tiempo de CPU inactiva.

Ejecucién periédica de una tarea:

Con este experimento se quiere mostrar la existencia del Jitter3, asi como
la variabilidad de mismo y del tiempo de ejecucién de una tarea, en funcién del
microprocesador. Para ello, se realiza la comparacion entre los cronogramas
resultantes de la ejecucién sobre un procesador 486 y Pentium II.

En el cronograma de la figura 9.5, se puede verificar la periédica activa-
cién de la tarea en ejecucién, asi como el tiempo de CPU consumido por la
tarea de control. Se aprecia un tiempo de activacién de la tarea de 10 micro-
segundos, con un consumo de CPU, por parte de la tarea de control, de 525
microsegundos, siendo por tanto de 475 microsegundos la inactividad de la
CPU.

En el cronograma de la figura 9.6, resultado de la ejecucién del mismo
algoritmo de control sobre un procesador Pentium II, se puede observar que
tanto el Jitter como el tiempo de ejecucién de la tarea han disminuido con-
siderablemente con respecto a una ejecucién sobre un 486.

Ejecuciéon de una tarea en background:

En este experimento se ejecutaron concurrentemente la tarea de control,
y la tarea “Interface”. Esta dltima se ejecuta en background junto a la tarea
de control, por tanto carece de periodo de activacién, y entrard en ejecu-
cién siempre que la tarea més prioritaria, es decir, la tarea de control no se
encuentre en ejecucién (figura 9.7).

Ejecuciéon de dos tareas periédicas y una tarea en background:
Con este experimento se pretende evaluar el correcto funcionamiento del es-
quema propuesto en la figura 9.3. Como podemos apreciar (figura 9.8) la ta-
rea de mayor prioridad “Controlador”, expulsa de ejecuciéon a la tarea menos
prioritaria de transferencia de datos “RS-232”, ejecutandose la tarea “Inter-
face”, tarea de menor prioridad, solamente cuando las tareas méas prioritarias
han completado su tiempo de ejecucion.

3 Una tarea que debe ejecutarse con un determinado perfodo, puede que no comien-
ce a ejecutarse en el instante requerido. Al periodo de tiempo desde que una tarea
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Figura 9.5. Cronograma de ejecucién del programa de control ejecutado sobre un
486.
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Figura 9.6. Cronograma del programa de control ejecutado sobre un Pentium II.
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Figura 9.8. Cronograma de ejecucién del sistema de control de la figura 9.3.

debe comenzar a ejecutarse hasta que realmente se inicia su ejecucién se deno-
mina Jitter.
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9.2. Control de un mini-helicoptero de 4 rotores

9.2.1. Descripcién del prototipo

El helicéptero con cuatro motores, también conocido como quadri-motor
0 X4, es un dispositivo muy interesante para experimentar sobre los vehiculos
aéreos que pueden realizar vuelo estacionario.

El quadri-motor mostrado en la figura 9.9, posee tres giroscopios que
sirven como lazo de control interno para estabilizar en velocidad el vehiculo.
El quadri-motor, a diferencia del helicoptero clasico, no posee plato ciclico
y se controla variando tinicamente la velocidad angular de cada uno de sus
cuatro motores. La fuerza f; producida por el motor i es proporcional al
cuadrado de la velocidad angular, esto es, f; = kw?. Notar que un motor sélo
puede girar en una direccion fija, por lo cual la fuerza producida sera siempre
positiva (ver figura 9.9).

Algunas de sus caracteristicas principales son que el motor delantero y el
motor trasero del quadri-motor, rotan en sentido anti-horario, mientras que
los otros dos motores rotan en el sentido de las manecillas del reloj, con lo que
los efectos giroscépicos y los momentos aerodinamicos tienden a cancelarse
en vuelo estacionario. La entrada de control principal o fuerza principal es la
suma de cada fuerza producida por cada motor, esto es:

4
U= Zfi
i=1

El momento de pitch* es producido por la diferencia de f; — f3, el momento
roll es producido por fa— f4, y el momento de yaw es la suma de a7, +7as, +
Tams + T, (ver figura 9.10), donde 7y, es el momento de reaccién del motor
i (figura 9.9) (ver [22, 20, 21] para més detalles).

9.2.2. Plataforma experimental

La plataforma estd constituida de un helicoptero con cuatro motores,
modelo Draganflyer III de la empresa rctoys (http://www.rctoys.com), un
radio control de la marca Futaba (72 Mhz), un PC pentium II y un sensor
electromagnético llamado polhemus [27]. El sensor polhemus mide la posicién
(2,9, 2) y la orientacién (¢, 0, ¢) del helicéptero. Dicho sensor esta conectado
al PC utilizando el puerto serie, via protocolo de comunicacién RS-232, ver
figura 9.11. Este aparato de medicién es un sensor que facilita una medida
de todo el estado (z,y, 2,1, 0, ¢).

El helicéptero lleva incorporado un sistema electrénico empotrado que
posee tres giroscopios, cuatro controladores de velocidad PWM, un “switch”

4 En esta tesis se utilizard el nombre en inglés de los tres dngulos de Euler (v —
yaw, 6 — pitch, ¢ — roll)
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Figura 9.9. Esquema de fuerzas y pares de cada motor.

P
Moviinieito detoll, £
£y

/f

DMotor delantero

Figura 9.10. Torques de pitch, yaw y roll.

de seguridad y un microprocesador que mezcla las entradas de control pa-
ra obtener una adecuada senal de entrada para cada motor. Sefialar que el
vehiculo se controla modificando la velocidad de sus motores.

La conexion entre el PC y el radio control se hace utilizando tarjetas
de adquisicién de datos PC-Lab la marca ADVANTECH PCLab-818HG y
PCLab-726. Los tres giroscopios que posee el helicoptero son utilizados como
una retroalimentacién en lazo cerrado para ayudar a estabilizar el helicéptero,
sin estos giroscopios la estabilizacién del helicéptero de manera manual seria
muy dificil, sin embargo tinicamente con estos giroscopios no es suficiente
para realizar vuelo estacionario de manera auténoma puesto que éstos sélo
representan una retro-alimentacién en la velocidad angular. Para realizar
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vuelo estacionario se requiere un sensor de altura y una ley de control basada
en el desplazamiento angular.

Switches de control
manual/automatico

7o Polfienus

Sensor de
posicion y orientacion

Antena

Figura 9.11. Plataforma experimental para estabilizar el quadri-motor. El sensor
de posicion/orientacion esta conectado a la PC utilizando la comunicacién RS-232,
el PC genera las entradas de control que son enviadas al helicéptero a través del
radio.

9.2.3. Esquema de control

A partir del sistema empotrado introducido en la seccién 9.1, se ha desa-
rrollado un sistema empotrado de tiempo real para el control del prototipo
descrito. El sistema de control desarrollado se representa en la figura 9.12,
con el esquema de tareas mostrado en la figura 9.14. En la figura 9.13 se
muestra la interaccién del sistema con los dispositivos externos al mismo.

El control de los motores se realiza enviando las acciones de control a
través de los convertidores digital/analdgicos. El sistema recibe los comandos
a través del teclado, enviando periddicamente el estado del sistema al “host”
para la monitorizacién de las principales variables del sistema y el estado del
mismo.

El sistema de control se compone de cinco tareas:

= Control_Task: Se trata de una tarea periédica que recibe informacién de la
posicién del helicéptero y calcula las acciones de control a enviar sobre los
motores.
Esta tarea tiene asignado un periodo de 80ms. Las acciones de control se
defines dentro del entorno de programacion, como objetos protegidos com-
partidos. Las acciones de control no se envian directamente a los motores,
sino que se pasan a través de una tarea “Send_Actions” con objeto de
simular los retardos de actuacion.
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Figura 9.12. Entorno de desarrollo de MaRTE OS.
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Figura 9.13. Iteracion entre el sistema y los recursos externos.

= Send_Actions: Se trata de una tarea periédica encargada de enviar las accio-
nes de control a los motores a través de los convertidores digitales/analdgi-
co. Esta tarea también es la encargada de gestionar los retardos de actua-
cion, introducidos de forma ficticia, para la prueba de las leyes de prediccion
propuestas.

= Monitor: Tarea periddica encargada de monitorizar las variables del siste-
ma. Para ello, extrae la informacién relevante de los objetos compartidos
de control y las envia via RS-232 a un PC auxiliar.

» User_Commands_Task: Esta tarea, interpreta unos comandos introducidos
por el usuaria a través del teclado y los ejecuta. Estos comandos, entre
otros, comprenden, un cambio del periodo de muestreo, cambios de los
parametros de control, inicio y parada del programa, cambio de la referen-
cia.

= Control_Status: Representa el objeto protegido, sobre el cual las tareas
anteriores introducen o leen la informacién de las variables del proceso.
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En resumen, hay tres tareas periédicas; Control_Task, Send_Actions y Mo-
nitor y una tarea esporadica; User_Commands (ver Tabla 9.1).

Para la implementacién del sistema empotrado, aparte de los drives para
el manejo de los puertos RS-232 y la tarjeta digital/analégica PCLab-812,
se han tenido que implementar los drives sobre la tarjeta digital/analégica
PCLab-726.

Rs-232 driver 1
I —

Control-Task

Control-Status
T

Send-Action

D/A converter
I —

Monitor

Rs-232 driver 2
I —

Keypad-Driver
[

User-Commands

Figura 9.14. Arquitectura de la aplicacién.

H Task [ Period [Priority[OffsetH
Control_Task 80ms 1 0
Send_Actions 80ms 2 10

Monitor |user defined 3 0

Cuadro 9.1. Tareas periédicas para la implementacién de tiempo real.

Para una informacién maés detallada tanto de los aspectos de control,
como del desarrollo del sistema empotrado ver [37, 22].



230 9 Sistemas de control empotrados

9.3. Control de fuerza e impacto de un robot lineal

Las tareas de control de fuerza de robots consisten de dos fases: el movi-
miento libre y el movimiento restringido. Al conmutar de una a otra ocurre
un cambio en la dindmica del sistema. Ademads se controlan diferentes mag-
nitudes (velocidad o posicién vs. fuerza), por lo que es 16gico conmutar de
regulador. Durante el movimiento restringido el sistema suele tener una res-
puesta mucho maés réapida que durante el movimiento libre. Por esta razén
puede ser conveniente utilizar diferentes periodos de muestreo para las dos
fases. En este apartado se describe la plataforma experimental desarrollada
a partir a partir del sistema empotrado introducido en la seccién 9.1 y los
resultados obtenidos para diferentes reguladores con cambio del periodo de
muestreo.

9.3.1. Descripcién de la plataforma

El la figura 9.15 se muestra el esquema de trabajo desarrollado. El sistema
a controlar, estd compuesto por un eje lineal (Plataforma Quanser) y un
sensor de fuerza (Sensor de fuerza JR3).

| [

AL
Rs232
D

/’F

[
HJ

Senzor Fuerza

/

Eje lineal

Figura 9.15. Esquema de trabajo.

» Plataforma Quanser: El eje lineal se desplaza mediante un motor de corrien-
te continua que actiia gracias a una rueda dentada sobre un engranaje de
cremallera. El motor se controla a través de la tension generada por la
tarjeta de adquisicion de datos MultiQQ. Para leer la posicién relativa del
eje, la plataforma lleva incorporado un encoder.

= Sensor de fuerza JR3: El sensor es un dispositivo de aluminio con compo-
nentes analdgicos y digitales. En la hoja de metal donde se mide la fuerza,
existen unas galgas extensiométricas dispuestas en forma de cruz de tal
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manera que, midiendo la deformacién de la hoja, se puede calcular la fuer-
za y el momento que actiia sobre ella. Esta representacién analégica es
convertida a digital por los elementos digitales del sensor, y enviada via
serie a un receptor electrénico DSP en una tarjeta PCI en el ordenador
Target. Los datos que son mandados a la tarjeta son muestreados por el
sensor a una frecuencia de 8 kHz.

En esta aplicacion también se ha tenido que implementar los correspon-
dientes drives para los siguientes elementos:

= Tarjeta de adquisicién de datos de Quanser PCI MultiQ: Esta tarjeta es
utilizada para obtener informacién del encoder y actuar sobre el motor
de corriente continua. Tiene 16 entradas analégicas de 14 bits con rangos
programables de +5 y £10 Voltios, 4 salidas analdgicas de 12 bits con un
rango de £10 V. y 6 entradas para encoders épticos.

= DSP Based Interface System: Esta tarjeta convierte los datos digitalizados
que son recibidos de las galgas extensiométricas del sensor en medidas
digitales de fuerza y momento. La adquisicién de datos desde el sensor se
realiza a una velocidad de 8 kHz. En caso de querer obtener la senal filtrada
digitalmente, la frecuencia baja a 500 Hz, reduciendo 1/4 por cada filtro.

9.3.2. Sistema de control

En numerosas aplicaciones los brazos robot entran en contacto fisico con
el entorno por lo que las caracteristicas dinamicas del sistema cambian. En
este caso los tipicos métodos de control por posicién/ velocidad pueden ser
insuficientes para garantizar el comportamiento del robot.

Dado que los materiales con los que el robot suele entrar en contacto en
las aplicaciones industriales suelen ser muy rigidos, la constante de tiempo
puede variar en varios ordenes de magnitud entre el movimiento libre y el
restringido.

El control de fuerza conlleva los siguientes problemas:

1. La tipica tarea de control de fuerza consiste en: movimiento libre hasta el

contacto entre el robot y la pieza, requiere control por posiciéon o velocidad;
movimiento restringido; fase de control de fuerza, comienza una vez el robot
este en contacto con el entorno.
Como se ve, la tarea consiste en dos fases bien diferenciadas. Algunos
autores proponen una tercera intermedia para el control del impacto. Una
solucién puede ser utilizar estrategias de control diferentes en cada una de
las tres fases. En este caso se deben establecer criterios para pasar de una
fase a otra. Otra solucion podria ser encontrar una estrategia que funcione
bien para los tres casos.

2. Los sensores de fuerza suelen ser susceptibles a ruido eléctrico debido a
su gran sensibilidad. Esto conlleva problemas obvios de control debidos a
la incertidumbre en la senal medida. Adicionalmente, hace practicamente
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imposible la implementacion de una componente derivativa del regulador
de fuerza.

3. Los parametros del proceso dependeran de las caracteristicas geométricas
y mecéanicas del entorno, en el caso general éstas no son conocidas a priori.
Esto significa que un diseno del regulador no es posible de antemano en
muchos casos. Ademds las caracteristicas mecanicas del entorno tienen un
altisimo rango de variacion.

Durante las tres ultimas décadas se han desarrollado diferentes estrate-
gias para el control de fuerza, teniendo cada una sus respectivas ventajas y
desventajas [142, 143, 144].

Para la validacién de la plataforma experimental se ha implementado la
siguiente estrategia de control (ver [140, 141] para mds detalles). En el mo-
vimiento libre se ha utilizado un regulador proporcional de velocidad con
constante proporcional 0.00005, y un periodo de muestreo de 5 ms. La ve-
locidad de referencia es de 20000 pulsos de encoder/periodo de muestreo, lo
que equivale aproximadamente a 25 m/s.

Para el control de fuerza se utilizé el regulador (9.1) con los siguientes
parametros: Kp=0.01 y Kv=0.0001.

u=Fref+kp(Fref — Freal) — ky& (9.1)

La velocidad se estimé mediante la féormula:

r—xz!
De esta forma se puede utilizar la misma formulacién para diferentes periodos
de muestreo 7.

Para la validacién de la plataforma se realizaron diferentes experimentos
utilizando tres periodos de muestreo diferentes: 5 ms, 1 ms y 0,5 ms. Los
resultados obtenidos se representan en las figuras 9.16, 9.17 y 9.18, respecti-
vamente.
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Figura 9.16. Resultados obtenidos para T=5ms.
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Para un periodo de muestreo de 5 ms, se aprecia que el sistema alcanza
picos elevados de fuerza, pierde el contacto y se vuelve inestable. Notar que
la accién de control se satura continuamente (9.16).

Fuza Entrada:

120‘ |
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w b | bbb
( |
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Figura 9.17. Resultados obtenidos para T=1ms.

Los resultados para el periodo de 1 ms y 0,5 ms, muestran que se reducen
los picos de forma drastica, que se evitan las pérdidas de contacto y que es
sistema es estable.
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Figura 9.18. Resultados obtenidos para T=0.5ms.






10 Prototipo de laboratorio de un helicéptero
de 4 rotores de Quanser®

Descripcién del prototipo

Considérese el sistema “3D Hover” de Quanser® mostrado en la figura
10.1 [102].

Figura 10.1. 3D Hover de Quanser®.

El dngulo del “roll” se define como la rotacién entorno al eje “X” (ver
figura 10.2). Asumiendo que el “pitch” es cero, es posible obtener el siguiente
modelo del comportamiento del momento del “roll”:

i=(F, — )+

donde J, representa el momento de inercia del sistema entorno al eje del
“roll”; | representa la distancia entre el eje del roll y cada uno de los motores
(ver figura 10.2).
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Figura 10.2. Simplified model of 3D Hover system®.

El dngulo del “pitch” se define como la rotacién entorno al eje “Y” (ver
figura 10.2). Asumiendo que el “roll” es cero, es posible obtener el siguiente
modelo:

p=(Ff - F) 7

donde: J, representa el momento de inercia del sistema entorno al eje del
“roll”.

El dngulo del “yaw” se define como la rotacién entorno al eje “Z”. El
angulo del “Yaw” es medido usando un encoder. El par entorno al eje del
“Yaw” es la suma de los pares generado por todos los motores, es decir:

Jyi=Y T=Tr+T,+ T +T, (10.1)

Si se define Kyn como la constante de proporcionalidad del par cuando se
aplica un voltaje a uno de los motores de la derecha, y K;c como la cons-
tante de proporcionalidad del par cuando se aplica un voltaje a uno de los
motores de la izquierda es decir si se cumple T, = Kr,V, y Ty = Kr.V;
respectivamente, la expresién (10.1) se puede reescribir como:

..7KTC
yi

(Vy + Vi) + 22 v+ 1)
Jy Jy

Si se define K; como la constante de proporcionalidad respecto al “yaw”
cuando se aplica un voltaje en los motores del prototipo, estd se define como
K, = K7, = —Kry,. De forma similar, si se define K, como la constante de
proporcionalidad cuando se aplica un voltaje a los motores “Front” y “Back”;
y K. como la constante de proporcionalidad cuando se aplica un voltaje a
los motores “Left” y “Right”, las ecuaciones anteriores se pueden agrupar
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tal que es posible obtener el siguiente modelo lineal del comportamiento del

prototipo:

Y y
i Y Vi
p D Vi
—AlP|+B 10.2
; ; v (10.2)
7 T Vi
T T
donde :
0 0 0 0
010000 X, X, X e
000000 ~-7, T, Ty Ty
000100 0 0 0 0
4=1000000 |~ Ktng ~Kpny 0 0
000010 0 0 0 0
000000 0 0 Kpol —Kpt

Notar que el angulo del roll es independiente del resto de variables.
Sustituyendo valores numéricos [102], se obtiene:

0 0 0 0

—0,0978 —0,0978 0,0978 0,0978
B 0 0 0 0
2,1176 —2,1176 0 0
0 0 0 0

0 0 21176 —2,1176

Diseno del controlador

Las leyes de control utilizadas en todos los experimentos realizados para
la validacién de los esquemas de predicciéon aqui propuestos se han basado en
el regulador LQR disefiado en [102] para el control de este sistema. Esta ley
de control se representa por la siguiente matriz de realimentacién del estado:

—0,1745 —0,0585 0,3491 0,0602 0 0
K _ | —0:1745 —0,0585 —0,3491 —0,0602 0 0

0,1745 0,0585 0 00,3491 0,0602

0,1745 0,0585 0 0  —0,3491 —0,0602

Control del “roll”:

Dado que el angulo del “roll” es independiente de las otras variables, es
posible reescribir el sub-sistema correspondiente como:
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T 01 r 0 0 V.
(r) o (0 0) (f*)+(2,1176 —2,1176) (Vl> (10.3)
De forma que la ley de control serd:
Vi _  ( 0,3491 0,0602 r
Vi) —0,3491 —0,0602 T

La estimacion de 7, se obtiene a partir de la siguiente funcion de transfe-

rencia [102]:
. 500s
(5) = 55007
roll(s) f - nghL(S)
L l L
) Vleﬁ(s)
— 1

v
v

ky

7(s)

Figura 10.3. Esquema del regulador LQR.

Si se desea obtener una representacién equivalente en representacion en-
trada/salida de la ley de control LQR, previa manipulacién algebraica (figura
10.3), se obtiene el esquema de la figura 10.4, donde:

(500ks + k1)s + 500k,
PDr(s) = s+ 500
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Figura 10.4. Esquema equivalente del regulador LQR expresado en representacion

entrada/salida.
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11 Conclusions and future work

11.1. Conclusions

This thesis was carried out in the in the research group Hybrid Systems of
the Department of Systems Engineering and Control at Technical University
of Valencia and has been partially developed during two research stays at
the Heudiasyc Department at the Université de Technologie de Compiégne
(France), and at the Department of Automatic Control at the University of
Lund (Sweden).

Given the existing limitations for the prediction and control of unstable
systems subject to large delays in the actuation and/or measurement, it was
aimed at as work for this thesis “the development of robust predictors for the
control of unstable systems with time delays was selected as the main aim of
the presented research work, given the existing limitations for the prediction
and control of unstable systems with time delays”.

More concretely, the following objectives were defined:

= The development of Dead-Time Compensators (DTCs) for the control of
stable or unstable systems, either minimum or non minimum phase, with
delay

= The development of a robust prediction scheme for the implementation of
the Finite Spectrum Assignment technique

= The experimental validation of the proposed algorithms

The main results achieved with respect to these objectives are detailed as
follows, together with the chapters where they are developed:

s Dead-Time Compensators (DTCs), for the control of stable and/or unstable

systems, either minimum or non minimum phase (Chapters 4 y 5):

- in Chapter 4 a simple DTC has been proposed for the control of sys-
tems with an integrator mode. It should be stressed that, although this
prediction scheme does not improve significantly the performance obtai-
ned by previous proposals [90, 139], it has been experimentally validated
with a real-time implementation in the control of a 4-rotor helicopter
prototype.
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- in Chapter 5 a new methodology for the design of DTCs, for the con-
trol of stable or unstable systems with delay, either minimum or non
minimum phase, has been developed. It should be noted that the pre-
diction schemes proposed in this chapter improve those already existing
in the literature both in performance and design simplicity. To remark
also, that for the case of unstable systems, it should also be stressed
that, the presented proposal is the only DTC that allows for a design
of the prediction scheme without considering the delay, obtaining much
better performances than previos algorithms.

= The development of a robust prediction scheme for the implementation of
the Finite Spectrum Assignment technique (Chapter 6):
The implementation of a numerically stable algorithm for Finite Spectrum
Assignment was still considered one of the big questions to solve [42, 105].
As already mentioned, the work presented in [137], together with the de-
velopment in Chapter 6 of this thesis may be considered one of the first
effective solutions. It should be stressed that, contrary to [137], where only
a theoretical development with a simulation has been carried out, which
turns out to be too complex for a computational implementation, the work
here presented complements the developed theoretical study with a real
control implementation on a mini-helicopter with 4 rotors in free flight.

- in Chapter 6 a predictor-observer scheme is presented for the numeri-
cally stable implementation of FSA. This scheme is robustly stable face
to modelling errors in all the parameters of the control system, as well
as to variations in the sampling time. To determine the stability mar-
gin as a function of of the modelled delay, a theorem has been developed
resulting a set of LMIs whose fulfillment ensures the closed-loop stability.

» Other techniques developed in this thesis for the control of unstable systems
with delay in the actuation and/or measurement (Chapters 7y 8):

- in Chapter 7 a methodology has been developed which, with the help
of linear transformations, allows to deal with this kind of systems leading
to an internally stable structure.

- in Chapter 8 an additional technique is developed which, from the
coefficients an input/output representation, allows to predict the output
with an internally stable control structure.

These techniques are compared with the schemes proposed in previous

chapters, showing to be less robust than the proposals in chapters 4, 5 and

6.

» The experimental validation of the proposed algorithms (Chapters 9 y 10):
Finally, in Chapters 9 and 10 the real-time platform and prototypes used
for validation are presented. It should be noted that, up to our knowledge,
so far no real implementation results of a prediction scheme or DTC for
unstable systems has been reported.

- in Chapter 9 a generic embedded system has been developed from the
operating system MaRTE OS. It has allowed to build a real-time im-
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plementation for the control of a 4-rotor mini-helicopter in stationary
flight. By introducing artificially a set of actuation delays, the algorithm
for prediction-observation in Chapter 6 has been implemented. The ob-
tained results have shown the easiness and validity of the proposed al-
gorithm for the control of this kind of systems.

- in Chapter 10 a lab prototype of a 4-rotor helicopter from Quanser®©
is presented. With it, the prediction-observation algorithm in Chapter 6
and the DTCs proposed in Chapters 4 and 5 have been validated.

It is considered that the initial thesis objectives have been achieved satis-
factorily, as it is demonstrated by the number of publications derived from
it, which are detailed in the next section.

11.2. Publications derived from this thesis

The publications originated from the work in this thesis are listed as
follows, with a reference to the thesis chapter they originate from:

= Chapter 4: a paper in Automatica (submitted) [34]:

= Chapter 5: a paper in Journal Process Control [35]

» Chapter 6: a paper in Automatica [65]; two papers in the congress CDC
[64, 36]; a paper in the international congress IFAC [77]; a paper in an
IFAC Workshop on delayed systems [66], a chapter in a book with ISBN
[67].

= Chapter 7: a paper in the Asian Control Conference ACC’06 [9]

= Chapter 8: a paper in the IFAC Symp. On Cost Oriented Control Appli-
cations [6].

= Chapter 9: a paper in the 27" IFAC/IEEE Workshop on Real Time [37],
and a chapter in a book with ISBN [22].

As consequence of the development of this thesis, there have been colla-
borations with other research lines indirectly in contact with the control of
delayed systems such as: 4-rotor helicopter control in stationary flight, for-
ce and impact control of a linear robot, and the development of interactive
simulation tools. As result of these collaborations the following publications
have originated:

= 4-rotor helicopter control in stationary flight: a paper in CDC’06 [20], and
a paper in Revista Iberoamericana de Automatica e Informdtica Industrial
RIAI [21].

= Force and impact control of a linear robot: a paper in the 16th IFAC World
Congress [142], a paper in the 8th International IFAC Symposium on Robot
Control [144] and 3 papers in less relevant congresses [140, 143, 141].

= Development of interactive simulation tools: a paper in the 7th IFAC Sym-
posium on Advances in Control Education [44].
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11.3. Future work

The work carried out in this thesis cannot be considered completely closed
and there exist several open questions which may lead to future research lines:

= Dead-Time Compensators for the control of stable and/or unstable systems,
minimum or non minimum phase: All the results presented in this thesis
with respect to this, have addressed the SISO case. In Chapters 4 and 5, it
has been proved that the proposed algorithms are equivalent to the original
SP, thus, similarly to this one [95], it may be thought of the extension of
the results here presented to the MIMO case. In this sense, a future work
is the extension of the algorithms proposed in Chapter 4 and 5 to the
multivariable case.

= Development of a robust prediction scheme for the implementation of the
Finite Spectrum Assignment technique:

Similarly to the previous case, the development of this prediction scheme
solves satisfactorily the SISO case and the MIMO case when the delay is the
same in all the input/output channels. However, it still has limitations in
the MIMO case when the system has delays in the states or it is subjected
to different actuation and/or measurement delays.

In this sense, the solution presented in this thesis can be considered a
partial solution when there are different actuation delays. The adopted
solution consists on the calculus of the minimum common multiple of the-
se delays, extending the state and applying the prediction algorithm to
the extended model. As future work, it would be desirable the obtain a
prediction-control structure able to deal with different delays in the actua-
tion and/or measurement, and states.

» Other techniques: In this thesis other methodologies have been developed
which, using linear transformations or the coefficients of an input/output
representation allow to predict the output with an internally stable control
estructure. The comparative study carried out in this thesis with respect
to the algorithms proposed in chapters 4, 5 and 6, shows that the lat-
ter are more robust and allow longer delays. However, as in the case of
the prediction scheme from coefficients of an input/output representation,
these techniques may be very useful for particular cases. An example is
the predictor (PES) for the treatment of delays in systems with scarce
measurements. In this sense, a deeper study of these techniques would be
interesting, as well as the development of other similar techniques.
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A Pruebas de teoremas y lemas

Prueba del Teorema 6.3.1:

Si se realizan las equivalencias (M = A — BK), (A; = BKA") y (A3 =
—BK A"), la expresién del sistema en bucle cerrado (ecuacién 6.93), también
se puede representar como:

Tht1 = Mz + A1zp—p + Asxp—g (Al)

Comentario A.0.1 La prueba de este teorema se ha planteado como el caso
general de andlisis de estabilidad de un sistema sometido a dos retardos. Si
embargo dada la particularidad del sistema en estudio, donde Ay = —Aq, y
con objeto de simplificar la notacion, cuando el planteamiento general queda
suficientemente claro, se hard uso de esta equivalencia.

Para la prueba del Teorema 6.3.1, se hace uso de la desigualdad —2a”b <
infxso{a? Xa + b7 X1} la cual determina una cota superior del producto
de dos vectores [98]. Haciendo uso de esta desigualdad, se establece una serie
de Lemas [98, 80] para el andlisis de la estabilidad de un sistema continuo
en funcién del retardo “Delay-Dependent Stability”. Siguiendo este procedi-
miento, y para sistemas discretos, en [132], se establece el siguiente Lema.

LemaA.0.1. Dado dos vectores a(.) € R, b(.) € R}, y dada una matriz
tal que N'(.) € R™*™ _ Para cualquier matriz X € R"a*%a Y € RM%X y
Z € Rmxm™ g siguiente desigualdad se cumple:

—2 3" a(j)TAB() < EJ: [%))]T (YT )_(NT Y }N> {Z((j))}

J

Sujeto a la siguiente restriccion:

Xy
(7r7)=0

O lo que es lo mismo, si se define a(j) = xx, lo anterior también se puede
representar como:
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k k
—2,@5/\/21)(] Z xi Xy 4+ b(5)T Z0(5) + 25 (Y — N)b(4)
J J

+0()T (YT = NT)a]
Sugjeto igualmente a la misma restriccion.

Siguiendo el mismo procedimiento que en [132], si se definen las siguientes
relaciones:

:
Toon = |2 — D [2(j) -2 - 1) (A.2)
j=h—ht1
k
Thea= o — Y [2(j) —x(j—1)] (A.3)
j=h—d+1

La expresién (6.96) o (A.1) también se puede representar como:

k
Tepr =Mz — Ay Y [w(h) — 2 - 1)]
j=k—h+1
k
Az Y [2() —a(G - 1) (A4)
j=k—d+1

Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov, V (k) = Vi (k) +
Va(k) + Vs(k), donde:

V1 (k’) = .Z‘Epl‘k

.S Z j) = 20 = DI Zufa(j) — o(j — 1)]

5——hj k+B+1

+ Z Z 3) =2 — V" Zo[x(j) — (5 — 1)]
B=—d j=k+B+1
k-1 k-1
Vstk) = D7 a()TQueli) + 7 a(i)" Qua()
j=k—h j=k—d

Bajo estas condiciones, el sistema (A.l) o equivalentemente el sistema en
bucle cerrado expresado por (6.93) o (6.96), serd asintéticamente estable si
se cumple que:

AV (k) = AVi(k) + AVa(k) + AVa(k) < 0
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s Cilculo de la expresion AV (k).
Si se sustituye la expresién (A.4) en Vi(k + 1), se obtiene:

T
k k
Vilk+1) = [ Mz, — Ay D b)) — A2 D> b))
j=k—h+1 j=k—d+1
k k
P| Mz —Ar Y bG)—Ar Y b(j)
j=k—h+1 j=k—d+1
donde b(j) = z(j) — z(j — 1).
Haciendo uso de las siguientes equivalencias:
e (1)
k
Z b(j) = [zk — T—n] (A.5)
j=k—h+1
* (2)
k
Y bG) AT PAD(G) = [ax — wp—a] T AT PAsJwi — ] (A6)
j=k—d+1
La expresién Vi(k 4+ 1) también se puede expresar como:
k
Vi(k+1) = af M"PMaxy, — 20f M"PA; > b(j)
j=k—h+1
k
—2z{ M PAy ) b(j)+ (%) (A7)
j=k—d+1

donde el término (x) es:
(*) = [(Ek — .’Ek,h}TA,{PAQ[{Ek — (Ek,d} + [iCk — !Ek,d]TAgPAl[{Ek — (Ek,h]
g — 2p—n])" AT PAy [k — 2] + [wx — 2p—a) " AT PAs[z) — 24—d]

Notar que dado que A; = —As y AT = — AT Lo anterior también se puede
simplificar como:

(%) = 2x£_hAfPA2xk_d + xg_hAfPAlxk_h + xg_dAgPAgxk_d

(A.8)
Si se define N1 = MTPA; y Ny = MTPA,, la expresién (A.7) es:
k
Vilk +1) = af MTPMx), — 227 My Z b(7) + ()
j=k—h+1
k
Sl Y b)) (4.9)

j=k—d+1
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Y aplicando la desigualdad (A.2), establecida en el Lema A.0.1 a la expre-
sién (A.9) también se cumplird que:

Vilk+1) < 2T MTPMuy + Z aF Xz + Z ()T Z1b(5)
j=k—h+1 j=k—h+1
k k

+ Z wf(Yl—Nﬁb(j)Jr > i) = Ny

j=k— j=k—h+1

k

+ Z zi Xowy, + Z () ZabG) + D wf (Yo — Na)b(j)

j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1

k
+ ) b)Y = N e+ ()

j=k—d+1

Notar que:
k

> wfXym, = haf Xyzy, ¥ k>h
j=k—h+1

De tal forma que, haciendo uso de las equivalencias (A.5) y (A.6), lo ante-
rior también se puede reescribir como:

Vi(k+1) < foTPMxk + haf Xy + daf Xowy,
k

+ Z DT 2:0G) + > ()" Zab(j)

j=k—h+1 jfkffd+1
+ af (Y1 — M) [k — zpon] + [26 — zp-n]T (Y — N )2k
+ i (Ya = No) o — wx—a) + [ox — 2xa]” (Vs — N3 )y,
+ (%)

Agrupando por términos, y haciendo uso de la equivalencia N7 = —AN5, la
expresién anterior es:

Vi(k+1) < x{(MTPM +hX) +dXo + V1 + VT + Yo + Y )y,

k

+ Z DT ZbG) + Y b()T Zab(h)
j=k—h+1 j=k—d+1

— ap (Y1 = NM)zpon — o h(Y1T - N )y

- T (Y2*N2)$k d*$£ d( NT)

+ (%)

Sustituyendo la expresién (A.8) en la anterior, se obtiene:
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i (MTPM +hX; +dXo+ Y1 + Y + Yo+ Y5 )y,
— 2p (Y1 = M)zpn — o h(YlT — N )z

- Tk (Y2_N2)33k d_l‘k d( NT)

+ 2zt AT PAyry 4

+ ar hATPAlxk. ntat AT P Az, g
k

- Z G266+ Y ()" Zeb()

j=k—h+1 j=k—d+1
Por ltimo, dado que AV;(k) = Vi(k + 1) — V(k), si se sustituye adecua-
damente, se obtiene que:
AVi(k) < 2f (MTPM — P+ hX, +dXo + Y, + Y + Yo + YV )y,
— 2L (Y1 — N)zp—n
— 2%{()/2 —Ng)xk_d
+ 2$£7hA1TPA2xk,d
+ a2t hATPAlxk nt+xt AT P Ay g

k
+ Z (N ZbG) + D b() " Zab(h)

j=k—h+1 j=k—d+1

Vik+1) <

Deshaciendo el cambio de variable N7 = MTPA;, No = MTPA,, se ob-
tiene finalmente:
AVi(k) < 2f (MTPM — P+ hX, +dXo + Y, + Y + Yo + Y )y,
— 2T (Y, = MTPA 2y,
— 2a (Yo — M PAs)wy—q
+ 2x£7hA1TPA2xk_d
+af_ hATPAlxk nt+xh ATP Ay g
k

+ Z OT2b() + Y. b()TZab())

j=k—h+1 j=k—d+1

= Ciélculo de la expresiéon AV,(k).
A partir de la correspondiente expresién en la funcién candidata de Lua-
punov, se obtiene de forma inmediata que:

k

AVQ(k) = h[mk_,_l - Ik] Zl [:Ek+1 - .Z'k Z T21
j=k—h+1
k
+ dlzgs1 — 2T Zolwgsr — wk] Z ()T Zab(5)

j=k—d+1
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Sustituyendo zp1 = May + A1xi_p + Aszi_g en la expresién anterior se
obtiene:

AVa(k) = h[Maxi + A1ze—n + Asti—a — xi]” Z1[Mak + Arzr—n + Astr—a — i)

+ d[Mxy + Arxg_p + Aszy_a — xx]" Zo[Mzy, + Avzi_p + Astyp_g — x1)
k k

- 30 b))z~ Y ()T Zab())

j=k—h+1 j=k—d+1
O lo que es lo mismo:

AVa(k) = h[(M — Dk + A1zk—n + A2$k—d]TZ1[(M — Dk + Arzp—n + Aszi_d]
+ d[(M — Dy + Arzg—n + Aszr_g)” Zo|(M — Iy + Arzi_n + Asxp_4
k k
- > MDTZG) — Y ()T Zab()

j=k—h+1 j=k—d+1
Para simplificar la notacién en el desarrollo, realizando la equivalencia
I' = (M —I), lo anterior se puede reescribir como:
AVs(k) = [Tz + Arag—n + Aszy_a)"hZ1 [Ty + Arxp—p, + Aszy_d]

+ [Fwg + Ayzg—p + Aszp_g) dZo[Tay + A1zgp_p + Aswp_g)]
k k

— > ) zG) - > b)) Zab())

j=k—h+1 j=k—d+1
Agrupando por términos:

AVa(k) = af (IThZy T + IV dZo D) ay + 201 (IThZy Ay + TV dZy Ay @
+ 2xk(FTh21A2 + FTdZQAQ).IIk,d + ka,h(A?hZ1A2 —+ A{dZQAQ)a}k,d
+ zp h(AThZi Ay 4+ AT dZo AV ak i + 2 a(AS hZ1 As + A3 dZsAs)ay—a
k k
- > MD)TZG) — Y ()T Zab(j)

j=k—h+1 j=k—d+1

s Ciélculo de la expresiéon de AVs(k): Esta se obtiene de forma inmediata
tal que:

AVa(k) =z, Quay — T, Quak—n + Tk Qak — Tj_qQotk—d
Reescribiendo la expresién de AV (k) !, se obtiene:
AV (k) = AVi (k) + AVa(k) + AV (k) <37 Aavz <0
donde z¥' = [z a_, «I_,],

I Notar que A1 = —As



A Pruebas de teoremas y lemas 255

1,1+ MTPM 4+ rThzyr + rTazyr —(vi —MTPA) +1ThziA) + 1T dzyAq
Apy = (7(Y1 ~MT AT v (rThzyay + rTazyanT AT pay + AT hzia) + AT dza; — @
— (Yo + MTPANT — (AT hz Ay + AT azoa)T  —aTpPay — (AT hzya) + AT azya )T
(Yo + MTPAy) — (rThzyAy + 1TdzyAq)
—ATPa; — (AT hz1a1 + AT dzy41) )
AT pPay + (AT hzy41 + AT dzoA1) — Qs

(1L1) = (=P +hX1 +dX + Vi + Y + V2 + V) + Q1 +Qs)

Reescribiendo lo anterior con objeto de que sea posible aplicar el complemento
de Surch, se tiene que:

1,1 -v Y MTP  wITZ, 4l Zs
Aav = | Y7 —qu 0 |+ ATP naATz, dATZ,
B _ATP —hATZ, —dATZ,
(P)~! 0 0 PM PA —PA,;
0 (hZ)' 0 hZIT hzZT A, —hZT A,
0 0 (dZQ)il dZQTF dZQTAl 7dZ2TA1

Y directamente aplicando el complemento de Schur sobre esta tltima
expresion, se obtiene (6.97), que junto a la restriccién del Lema A.0.1 prueban
el teorema establecido.






B Funciones de sensibilidad de los DTCs
propuestos

Funciones de sensibilidad del esquema de la figura 5.2

Funcién de sensibilidad entre la salida y la referencia: Dado el siste-
ma;

y =Gz % (B.1)

A partir del esquema de la figura 5.2, es posible obtener la siguiente
expresion:

uw=Kebz % - KCOu+ KFz % — KFy— KFoy+ Kr
Agrupando términos:
u(l—Kedz '+ Ked) = [KFz~*— KFy— K] y+ Kr
Para facilitar la manipulacién, se definen las siguientes equivalencias:

(#) == (1 - Kedz~ + Kcd) (B.2)
[A] == [KFz"? — KFy - K] (B.3)

Despejando el término que acompana a la accién de control,
w= () [Aly+ ()" K,
y sustituyendo sobre la primera ecuacién, se obtiene:
y=Gz %) Ay + () T KGz (B.4)
Agrupando términos en y.
(x)y — Gz [Aly = KGz~%

Desarrollando la parte izquierda de esta expresion, haciendo uso del Lema
5.2.1, se obtiene:
)y — Gz [Aly =y(1 - KGz™ % + KG*27* + KG — KG*2™¢
— KG*2 2 4+ KG*2 1+ KGz™%)
=(1+KG)y
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Es decir, se obtiene la equivalencia:
(x)y — Gz~ Aly= 1+ KG)y (B.5)

Retomando la expresién (B.4), y sustituyendo la equivalencia (B.5), se
tiene que:

y(1+ KG) = KGz™ %

resultando en la funcién de sensibilidad:

KGz—¢

Sur = (1+ KG)

Funcién de sensibilidad entre la salida y la perturbacién: La ex-
presion de la salida en funcién de la perturbacién y de la acciéon de control
es:

y=Gz"%; + Gz
El esquema de la figura 5.2 se obtiene:
w= Kbz % — Kebu+ KFz"% — KFy— Ky
agrupando términos:
u=(1-Kebz '+ Ked) ' [KFz*—KF - K|y
u=(x)""[4]y
operando adecuadamente:

y =Gz %; + szd(*)*l [A]y
y(x) = (+)Gz~%d; + Gz~ [A]y
y(x) - Gz [A]y = (1)G=~%d,

Sobre esta ultima expresion, se sustituye la equivalencia B.5,
y(14+ KG) = (x)Gz~%;

De tal forma que, sustituyendo la equivalencia de (), se obtiene la funcién
de transferencia entre la salida del proceso y la perturbacion de entrada al
mismo:

—d
y = (1— Kebz 1 Kod)—C° K

(1+KG
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Funcién de sensibilidad entre la salida y el ruido de medida : Ope-
rando de forma similar que en los puntos anteriores, se tiene que:

u=(Kcdz - KeP)yu+ (KFz~¢ — KF — K)(y +n)

u(l - KCPz~ %+ KC®) = (KF2 % — KF — K)(y +n)
u=(x)""Aly + () An

Sustituyendo adecuadamente esta ultima expresién sobre (B.1), y haciendo
uso de la equivalencia (B.5) se obtiene:

y =Gz Ay + Gz (x) " [An
(x)y — G=""Aly = G="[A]n
(1+KG)y = Gz~ A]n

Dando como resultado la funcién de sensibilidad entre la salida y el ruido de
medida:
2 YKG 21 - KG* — KQG)

(1+ KQG)

y:

Funcién de sensibilidad entre la accién de control y la referencia:
El calculo de la accién de control, en funcién de la accién de control, la salida
y la referencia es:

uw=KebPz % — Kebu+ KFz"% - KFy— Ky + Kr

Agrupando términos, retomando las definiciones (B.2- B.3), y despejando
el término que acompana a la u, se obtiene:

u= ()" [Aly+ (x) K7
Sustituyendo en (B.1):
u= ()" [A] Gz M+ (x) 'K

Agrupando términos en u, y haciendo uso de la equivalencia (B.5), se
obtiene como resultado:

_K
(1+KG)

u =
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Funcién de sensibilidad entre la accién de control y la perturbacion:
Dada la expresién que relaciona la salida con la perturbacion y la acciéon de
control:

y =Gz %+ Gz
Y operando igual que en casos precedentes, se tiene que:

w= Kbz % — Kedu+ KFz"% — KFy— Ky

(1-Kebz "+ Ked)™' [KFz " — KFy— K|y
()7 A} (G2~ % + Gz %)
[A] Gz,

u

(*)u — [A] Gz

B [KFz*d—KFy—K] Gz’dd
“= (1+ KG) ’

Funcién de sensibilidad entre la accién de control y el ruido de
medida: Operando como en casos precedentes, se obtiene:

u=(KCPz~ -~ KCP)u+ (KFz~* — KF — K)(y +n)

_ [KFz’d—KFy—K]
u = n

1+ KG)

Funciones de Sensibilidad del esquema de la figura 5.3

Funcién de sensibilidad entre la salida y la referencia: A partir del
esquema de la figura 5.3, operando de forma similar que en la seccién anterior
se obtiene:

u=KFyc®z % — Kebu+ KFyFz~% — KFy — KFoy + Kr
Agrupando términos,
u(l— KFye®z '+ Ked) = [KFoFz= — KFy — KFy|y+ Kr

Para simplificar calculos se define:
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(%) := (1 — KFyc®2~% + Kcd)
[A] := [KF>Fz % — KFy — K|

Despejando el término que acompana a la accién de control, sustituyendo
sobre la primera ecuacién, y agrupando términos:

(¥)y — Gz~ 4[Aly = KGz%

Desarrollando esta tultima expresion, y haciendo uso del Lema 5.2.1, ¢® =
G — G*z~%, se obtiene:

(y — Gz [Aly =y(1 - KRGz 4+ KRG 2™ + KG — KG*2™¢
— KRG 2 2 4 KG* 274 + KFGz™9)
=(1+KG)y

De tal forma, que al igual que en la seccién anterior también se puede
definir la siguiente equivalencia:

(x)y —Gz"[Aly = (1+ KG)y
Resultando en la funcion de sensibilidad:

KGz

Sur (1+ KQG)

Funcién de sensibilidad entre la salida y la perturbacién: La ex-
presién de la salida en funcién de la perturbacién y de la accién de control
es:

y =Gz %,; + Gz"%

Se busca obtener una expresién de la acciéon de control, funcién de la pertur-
bacién y de la salida:

w= Kbz % — Kedu+ KFz"% — KFy— Ky
agrupando términos:
u=(1-Kedz '+ Ked)' [KFz"— KF - K|y
u=(x)""[A]y
operando adecuadamente:

y=Gz%,; + Gz*d(*)’1 [A]y
y(x) = (x)Gz7%,; + Gz~ [A]y
y() — G Ay = ()G,
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agrupando términos:

y(1 — Kedz™% 4+ Kcd) = (x)Gz~%; + [Aly

y desarrollando algebraicamente:

y(1 - KGz 4+ KG*27% 4+ KG — KG*z ¢
~KG 22+ KG* 21+ KGz79)
=(1+KG)y

Se obtiene la funcién de transferencia entre la salida del proceso y la pertur-
bacién de entrada al mismo:

Gz~
_ _ —d .
y=(1-Kcdz +Kc@)(1+ G)dl

Funcién de sensibilidad entre la salida y el ruido de medida : Ope-
rando de forma similar que en los puntos anteriores, se tiene que:

u= (KFyedz™% — Kcd)u+ (KFyFz~% — KF — KFy)(y +n)
u=(x)""Aly + ()" An
Operando adecuadamente:
y =Gz Ay + Gz (%) [An

(x)y — Gz~ [Aly = G="[4]
(1+ KG)y =Gz44]

n

n

Obteniendo:

- Zﬁd(KFQG*Zid —KG* — KFQG)
v= (1+KG) "

Funcién de sensibilidad entre la accion de control y la referencia:
Operando de forma similar que en puntos anteriores, y a partir del esquema
de la figura se obtiene:

U= KFyc®z % — Kedu+ KFyFz "% — KFy — KFoy + Kr
Agrupndo términos, y despejando el término que acompana a la u.
u= ()" Ay + () K

Y sustituyendo en (B.1), se obtiene:
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u= ()" [A] Gz M+ (x) 'K
Agrupando términos en u,
(*)u — [A] Gz % = K

Haciendo uso de la equivalencia (B.5), y operando adecuadamente se ob-
tiene:

_K
(1+KG)"

u =

Funcién de sensibilidad entre la accién de control y la perturbacion:
Dada la expresién que relaciona la salida con la perturbacion y la acciéon de
control:

y= Gz %+ Gz
Y operando igual que en casos precedentes, se tiene que:

u=Kebz % — Kebu+ KFz % — KFy— Ky

u=(1-Kedz '+ Ked)' [KFz""— KFy— K]y
u= (x)"1[A](Gz~%; + Gz~ %)

= [A]Gz7%; + [A] Gz
= [A] Gz~ 4d;

[KFQFz_d — KFy— KFQ] Gz_dd
(14+ KG) ’

u =

Funcién de sensibilidad entre la accion de control y el ruido de
medida: Operando como en casos precedentes, se obtiene:

u= (KFyCPz ¢ — KCP)u + (KFyFz % — KF — KF,)(y +n)

[KFFz4 — KFy — KF)
(1+KG)

u =






Notacién y acrénimos

NNA B

XTLXm
XT
X—l
X>0

I Moo

DDFE
DSP
DTrc
EDO
FDE
FIR

conjunto de ntimeros reales

conjunto de nimeros complejos

conjunto de niimeros enteros

conjunto de niimeros enteros positivos
semiplano complejo con parte real positiva
semiplano complejo con parte real negativa
circulo unidad cerrado

circulo unidad abierto {z | z € C,|z| < 1}
frontera del conjunto X

eje imaginario

variables complejas

operador retardo

tiempo

constante de tiempo dominante en bucle cerrado
periodo de muestreo

matriz de dimensién n x m

transpuesta de una matriz

inversa de una matriz

matriz definida positiva

norma infinito

Delay Differential Equation
Digital Signal Processing
Dead-Time Compensator
Ecuacién Diferencial Ordinaria
Functional Differential Equations
Finite impulse response

FOPDT First Order Plus Dead Time

FSA
GNU
GNAT
GCC
GDB

Finite Spectrum Assignment
General Public License
GNU NYU Ada Translator
GNU C-Compiler [Unix]
GNU Debugger
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IMC
IPDT

Internal Model Control
Integrator Plus Dead-Time

ISOPDT Integrating Second Order Plus Dead-Time

IAFE
ISE

IE
LMI
LQR
MIMO
mNSPC
NSPC
PEE
PES
PID

PI
PWM
SDTC
SIS0
SOPDT
SP
TDS
2DoF
ZOH

Integral Absolute Error

Integral Squared Error

Integral Error

Linear Matrix Inequality

Linear-quadratic regulator

Multiple Inputs Multiple Outputs
modifique New Smith Predictor Controller
New Smith Predictor Controller

Predictor de Estados Estatico

Predictor basado en los coeficientes de E/S
Proportional Integral Derivative
Proportional Integral

Pulse width modulation

Simple Dead-Time Compensator

Single Input Single Output

Second Order Plus Dead-Time

Smith Predictor

Time Delay Systems
Two-Degree-of-Freedom

Zero-order hold
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