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1 Resumen de las ideas clave

La teoria de vectores deslizantes proporciona una herramienta muy adecuada para
el tratamiento de las fuerzas por el principio de transmisibilidad de estas actuando
sobre el modelo de sélido de especial interés en ingenieria, que es el de sdlido rigido.

Dicha teoria se estudia como materia bdsica en los primeros cursos de las carreras
técnicas.

Los alumnos de estas carreras conocen por tanto de forma bdsica esta teoria y quizd
la mayor dificultad en su aplicacién radica en llegar a tener la capacidad de
abstraccién necesaria para su aplicacion a casos reales.

En este articulo se resume el procedimiento para la reduccién de un sistema de
vectores deslizantes y se aplica a la resolucidon de un caso prdctico sencillo.

La resolucidn de casos tedricos con datos que se dan como valores alfanumeéricos
permite obtener resultados numéricos sin mds que sustituir valores para evaluar los
resultados en un amplio rango.

La resolucién de problemas tedricos como modelos de casos reales puede ser de
interés para desarrollar la capacidad de abstraccidén anteriormente citada.

2 Introduccidn

La teoria de vectores deslizantes proporciona una herramienta muy adecuada para
el estudio de la Mecdnica Técnica o Ingenieria Mecdnica utilizadas en los modelos
planteados en Ingenieria. Asi segun el principio de transmisibilidad de las fuerzas que
actuan sobre un sélido rigido, es posible la aplicacién de esta teoria al estudio de la
Estatica y la Dindmica. Por otra parte, la consideracion de las rotaciones
instantdneas como vectores deslizantes a efectos del cdlculo de velocidades en el
movimiento de un sdlido rigido, también permite la utilizacién de los vectores
deslizantes en el estudio de la Cinemdtica. De este modo una Unica teoria general
permite el estudio de las tres partes de la mecdnica con la gran ventaja que ello
supone.

No obstante, el estudio de una teoria tan abstracta supone una dificultad
importante al intentar relacionarla con los casos reales de aplicacion en Ingenieria.
Por ello la modelizaciéon de los casos reales mediante esta teoria ayuda a desarrollar
esta capacidad de abstraccién tan necesaria para pasar de la teoria a la prdctica.

Por todo lo anterior, la metodologia empleada en la resolucién de un caso prdctico
presentado como una aplicacién de la teoria puede contribuir al desarrollo de estas
capacidades en los futuros Ingenieros.

3 Objetivos

Una vez que el alumno se lea con detenimiento este documento, serd capaz de:

» Plantear las hipdtesis simplificativas adecuadas que le permitan reducir un
sistema de vectores deslizantes (SVD) a partir de los conocimientos bdsicos
de la teoria de vectores deslizantes.

»  Utilizar su capacidad de abstraccion para su aplicacién a un caso real.

= Plantear un problema con valores alfanuméricos, lo cual le permite el andlisis
posterior de distintas hipdtesis de cargas para el modelo propuesto.
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4 Desarrollo

Para abordar la lectura de este articulo, son necesarios los conocimientos basicos
de vectores:

= Notacién vectorial.

= Expresién de un vector en funcion de sus componentes.

» Clasificaciéon de los vectores.

= Algebra vectorial (suma, producto escalar, y producto vectorial de
vectores libres).

Asimismo, se precisan conocimientos basicos de vectores deslizantes:

= Expresién de un vector deslizante como vector libre en el sistema de
referencia dado y un punto de su linea de accion.

*  Momento de un vector deslizante.

= Torsor de un SVD (formado por la Resultante y el Momento resultante
en el punto donde se calcula el Torsor).

» FEje central de un SVD.

=  Campo de momentos asociado al Torsor de un SVD (expresion que
nos permite calcular el Momento resultante en un punto a partir de
los elementos del Torsor en cualquier ofro punto).

El contenido presentado en este articulo puede ser de gran utilidad, pues la
resolucién de un problema concreto proporciona la metodologia general para la
resolucion de un gran niUmero de problemas con planteamientos similares.

4.1 Enunciado del problema

Para el anteproyecto de un edificio de gran altura se han estudiado las cargas que
actuan sobre su estructura teniendo en cuenta las siguientes acciones consideradas
como sistemas de vectores deslizantes (Imagen 1):

1. Las debidas al viento, modelizadas mediante una fuerza en el punto B de
médulo ‘E‘ =F.

2. Las debidas a posibles fendmenos sismicos, modelizadas mediante una
fuerza en el punto O de mddulo ‘IEO‘ =2F.

3. Las que gjerce el terreno sobre la base del edificio, modelizadas mediante su

F,=4Fj:M =—3F-LE].

Torsoren el punto A; T, =

Se pide: Reducir a un solo vector el sistema conjunto de las acciones, dibujdndolo en
la figura.

Son datos los valores de F y L, en funcién de los que se expresan las fuerzas y las
distancias respectivamente.
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Imagen 1. Cargas que actuan sobre la estructura del edificio

Para la resoluciéon del problema seguiremos los siguientes pasos:
= Cdlculo del Torsor en el punto O.
» Clasificaciéon del SVD y cdlculo de su eje central.

= Reduccidén del sistema

4.2 Calculo del Torsor en el punto O

En este apartado calcularemos Ia Resultante (§), y el Momento resultante en el punto

O (KAO) del SVD que actua sobre la estructura del edificio. El conjunto de estos dos

vectores constituye el Torsor del SVD en el punto O: Ty z[ﬁ;l\?\o ]

4.2.1 Resultante del SVD

La Resultante (R) se calcula como la suma de los vectores del sistema.

A Un vector deslizante queda definido por un vector libre (expresado en funcién de
sus componentes en el sistema de referencia dado), y un punto de la recta que
determina su direccién, llamada recta soporte o linea de accidén (A) (Imagen 2).

Imagen 2. Vector deslizante (f, a)=.p).
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Revisemos las acciones descritas en el enunciado y vamos a expresarlas como
vectores deslizantes.

= Por una parte, tenemos la accién del
viento (Imagen 3), dada como una

fuerza de mddulo ‘IEB‘=F en el punto

Ap

B(0,3L,0) perteneciente a su linea de
accion (As).

El vector F, expresado como vector

deslizante es (F, =Fi, B(0,3L,0)).

Imagen 3. Accion del viento

* En segundo lugar, consideramos las
acciones debidas a posibles fendmenos
sismicos (Imagen 4) mediante una fuerza

de médulo ‘?o‘ - 2F en el punto O(0,0,0)

perteneciente a su linea de accién (Ao).

El vector F,, expresado como vector

deslizante es (F, = 2Fi, 0(0,0,0)).

Imagen 4. Acciones
sismicas
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= Por Ultimo, las fuerzas que ejerce el
terreno sobre la base del edificio
(Imagen 5), vienen dadas mediante su
Torsor en el punto A;

T, =|F. =4F]; M, =—3F-Lk |. 3L

Imagen 5. Acciones del
terreno

Una vez determinados los vectores, procedemos a calcular la R del SVD:

R= B+|EO+IEA:FT+2FT+4FT, con lo que: R=3Fi +4Fj .

STl

4.2.2 Momento resultante en el punto O

El Momento resultante en el punto O (K/\O) se calcula como la suma de los
momentos en O de todos los vectores del SVD.

& El momento de un vector deslizante Frespecto de un punto A, es el resultado del
producto vectorial: I\?\A(ﬁ):ﬁ/\PiA (Imagen 6). Por las propiedades del producto

vectorial, también se puede expresar como: MA(IE)z /@; AF.

Imagen 6. Momento de un vector deslizante

Calculemos los momentos en O de los tres sistemas:

. j

i K
»  Accién del viento: My(F,)=OBAF, =0 3L 0/ =-3FLk
F 0

~ _—

= Acciones sismicas: My(F,) =

O

N
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= Acciones del terreno:

ik
Mo(T,) =M, + OAAF, = 3FLK+|L O 0|=-3FLK+4FLk =FLK
0 4 0

Siendo el momento resultante en O:

Mo =Mg(T,)+ Mg (F)+ Mo (F, ) = FLk — 3FLk + 0 = —2FLk

Y el Torsoren O: |1, = [li = 3FT+4FT;I\7\O = —2FLE]

4.3 Clasificacion del sistema y calculo de su Eje Central

& El Eje Central de un SVD se define como el lugar geométrico de los puntos del
espacio para los cuales el médulo del momento es minimo. Por tanto, si un punto E

pertenece al eje central, ‘ME‘ = ‘Mmm .

El producto escalar M-R se denomina invariante fundamental de un SVD, y el mdédulo

del momento minimo ‘M

es equivalente al llamado invariante central del sistema (m),

min
. M-R - . -
calculado como el cociente: m :T, siendo M el Momento en cualquier punto y R

la Resultante del SVD.

Es pues necesario el cdlculo previo del Torsor de un SVD para poder determinar a partir
de los elementos que lo constituyen el invariante fundamental, clasificando asi el SVD, y

después el eje central a partir del valor del invariante central m:‘win .

El eje central, en los SVD con invariante fundamental M-R=0, es una recta paralela a la
Resultante.

Calculemos el invariante fundamental: M-R=M ~§=(—Z:IJZ)-(3FT+4F])=O, y a partir de
este, el invariante central (mddulo del momento minimo en el SVD):
M-R

:—:O
R

m:‘lv\

min

Clasificado el sistema como de invariante fundamental nulo (M-R=0) al ser las
componentes del Torsor dos vectores perpendiculares, resulta también nulo su

invariante central m :‘Mmin

=0, por lo que si un punto E pertenece al eje central,

o

=0. Calculamos entonces el eje central como el lugar geométrico de

puntos E tales que I\7\E =0.
A partir del Torsor en un punto cualquiera (punto O en este problema concreto), se

busca un punto genérico E(x,y.z) tal que su momento sea I\7\E =0 mediante la
ecuacioén del campo de momentos.
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& El campo de Momentos de un SVD queda determinado cuando se conoce el Torsor

en un punto cualquiera P (Momento resultante en P y Resultante ﬁ), T = [ﬁ;l\?\,,].

La ecuacién del campo de Momentos nos permite calcular el momento en cualquier
otro punto Q: Mg =M, + QP AR.

A partir de ToE[Q;Mo]:[Q:SFT+4FT;MO:—2FUZ, sabiendo que M, =0, y siendo el

vector EO = —xi —yj - K, aplicando la ecuacién del campo de momentos:

[ ] k
ME:—QFLE+—X -y -z
3F 4F O

Mg = —2FLK + 4Fzi — 3Fz] + (~4Fx + 3FyK = 0

0 = 4Fzi — 3Fzj + (- 2FL — 4Fx + 3Fy )k

La ecuacién vectorial que resulta da lugar a tres ecuaciones escalares. Operando y
anulando las tres componentes se obtiene:

4Fz=0=12z=0
-3Fz=0=12z=0
—2FL-4Fx+3Fy=0=-2L-4x+3y=0

El eje central es la recta interseccién de los dos planos de ecuaciones:

—4x+3y-2L.=0
z=0

Para representar grédficamente el eje central se calculan sus puntos de interseccion
con los ejes coordenados anulando las coordenadas respectivas en su ecuacion:

Poroy=O:>—4x—2L=O:>x:—%:>Pun’roP (—%,0,0j

PGrOX:O:3y_2L=O=>Y=§L:>PunToQ(O,%,O]
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El eje central es la recta que une ambos puntos (Imagen 7).

EJE
CENTRAL

Imagen 7. Representacion del eje central

4.4 Reduccion del Sistema

A Reducir un SVD es sustituirlo por otro equivalente mds sencillo.

Se dice gque dos sistemas de vectores deslizantes son equivalentes si fienen el mismo
campo de momentos, es decir, si tienen el mismo Torsor.

El caso de reduccién mas sencillo corresponde a un SVD de invariante fundamental
M-R=0 con R=0 . En un punto cualquiera del eje central E, su Torsor serd [ﬁ,ME :6] siendo

por tanto el sistema reducido en E un solo vector deslizante (ﬁ,E), o el vector R con linea
de accidn el eje central del SVD.

El SVD correspondiente a este caso practico, con M-R=0 y R#0, se reduce a la

Resultante como vector deslizante sobre el eje central como linea de accidén, como
sistema lo mds sencillo posible y equivalente con el inicial.

-4x+3y—-2L=0
z=0

[ﬁ =3Fi +4Fj; Lineade occion{

Se puede comprobar que ambos SVD (el inicial y el reducido), tienen el mismo Torsor en
el eje central: T. = [ﬁ = 3Fi +4F], M, =6].

5 Cierre

A lo largo de este objeto de aprendizaje hemos ido resumiendo
pormenorizadamente el procedimiento para la reduccion de un SVD, aplicdndolo
a la resolucién de un caso prdctico sencillo. Los conceptos bdsicos de SVD
necesarios se han ido recordando a medida que se hacia necesaria su aplicacién.

Para finalizar, se podria representar el sistema reducido como el vector deslizante R
con linea de accién el eje central del SVD (Imagen 8).
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EJE
CENTRAL

Imagen 8. Sistema reducido a un solo vector deslizante

Los puntos clave como resumen de este trabajo se exponen a continuacion.

» Elseguimiento del presente trabajo supone como conocimientos previos de
la teoria de vectores deslizantes estudiada en los primeros cursos de Fisica de
las carreras técnicas.

= Elproblema propuesto para su resolucién supone un modelo adecuado para
la aplicacién prdctica de los conocimientos anteriormente citados.

» Laresoluciéon del problema incide en la metodologia general que se utiliza
de forma organizada en este tipo de ejercicios.

» El planteamiento del problema como alfanumérico y como modelo
simplificado de un caso prdctico contribuye al desarrollo de la capacidad
de abstraccién, tan necesaria en las aplicaciones técnicas de nuestras
materias.

= Los autores esperamos que este trabagjo sea de interés para sus lectores
cumpliendo los objetivos que nos hemos planteado al escribirlo.
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