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1 Resumen de las ideas clave

El principio de los Trabajos Virtuales tiene dos planteamientos: El principio de los
Desplazamientos Virtuales (PDV) y el Principio de las fuerzas Virtuales (PFV). En este
articulo se explica, de forma sencilla, en qué consiste el Principio de los
Desplazamientos Virtuales (PDV) y su aplicacion a la resolucidn de estructuras
planas de barras con comportamiento eldstico y lineal, tomando como incégnitas
principales a los movimientos independientes de los nudos.

2 Introduccidn

Las fuerzas exteriores que actuan sobre una estructura generan diferentes tipos de
trabajos modificando la energia interna o energia de deformacion del sistema.
Estas magnitudes se relacionan mediante la ecuacién de balance energético del
Principio de Conservacion de la Energia. En la estructura real Unicamente puede
plantearse una ecuacion de balance energético por lo que, al disponer de una
Unica ecuacién se puede obtener solo una incégnita (estdtica o cinemdtica)
siempre que esté en esa ecuacidon, de aqui las limitaciones del Principio de
Conservacién de la Energia para la resolucién de estructuras.

Estas limitaciones desaparecen en el caso del Principio de los Trabajos Virtuales, ya
que, mediante la aplicacién de unos desplazamientos virtuales (Principio de los
Desplazamientos Virtuales) o de unas fuerzas virtuales (Principio de las Fuerzas
Virtuales) se puede generar tantas ecuaciones de balance como sean necesarias
para resolver cinemdticamente o estdticamente una estructura, respectivamente.

Mediante el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) se plantean unos
estados virtuales de desplazamientos que conducen, cada uno de ellos, a una
ecuacién de balance energético en la que se iguala el trabajo virtual generado
por las fuerzas exteriores reales al desplazarse virtualmente con la energia de
deformacién virtual almacenada. Estos estados virtuales se generan aplicando
sobre la estructura real un conjunto de desplazamientos virtuales que delbben cumplir
los requisitos que se enuncian en el apartado 4.1 de este articulo docente.

Las ecuaciones de balance son ecuaciones de equilibrio y sus incégnitas son los
movimientos independientes de los nudos, que son las incégnitas cinemdaticas
principales. El nUmero de estados virtuales y, por tanto, de ecuaciones deberd
coincidir precisamente con el nUmero de movimientos independientes.

Una vez calculados estos movimientos se obtienen los movimientos de los extremos
de las barras asi como las leyes o funciones de desplazamientos, teniendo resuelta
cinemdticamente la estructura.

3 Objetivos

El objetivo de este documento es que, tras su lectura, el alumno sea capaz de:
» Determinar si es aplicable el principio de los desplazamientos virtuales para
resolver cinemdticamente la estructura
« Determinar el nimero de estados virtuales de desplazamiento, a partir del
nUmero de movimientos independientes de los nudos,
+ Plantear adecuadamente los estados virtuales de desplazamiento
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« Obtener la expresidn del trabajo virtual de las fuerzas exteriores correspondiente
a cada estado virtual de desplazamientos en el caso de una estructura plana
con comportamiento eldstico vy lineal

» Obtener la expresidén de la energia virtual de deformacién correspondiente a
cada estado virtual de desplazamientos en el caso de una estructura plana
con comportamiento eldstico y lineal

« Plantear las ecuaciones de balance energético para la obtencion de los
movimientos

4 El Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)

4.1 Planteamiento

Las componentes estdticas de cualquier estructura real de barras constituyen el
grupo estdtico y las componentes cinemdticas el grupo cinemdtico. Ambos
grupos tienen componentes externos e internos, siendo algunos de ellos datos y
otros las incoégnitas que hay que determinar. En la tabla 1 tenemos las
componentes de cada grupo.

SISTEMA ESTRUCTURAL REAL

GRUPOESTATICO DEL SISTEMA ESTRUCTURAL REAL: GRUPO CINEMATICO DEL SISTEMA ESTRUCTURAL REAL:
EXTERMNO: FUERZASEXTERIORES (acciones yreacciones) EXTERNO: DESPLAZAMIENTOS
INTERNO: TENSIONES/ESFUERZOS INTERNO: DEFORMACIONES

Tabla 1. Estructura real. Grupo estatico y cinematico.

Sobre la estructura real, ya en equilibrio y con una configuracién cinemdtica
compatible, tras la actuacion de las fuerzas exteriores mediante un proceso de
puesta en carga lenta, se impone (de forma instantdnea) un estado virtual de
desplazamientos. En el Principio de los Desplazamientos Virtuales se mantiene,
por tanto, el grupo estdtico real y se plantea un grupo cinemdtico virtual.

Los desplazamientos virtuales deben reunir las siguientes caracteristicas:

e Ser arbitrarios, es decir, independientes de la configuracién de desplazamientos
real asi como de la linea de accidn de las fuerzas exteriores.

eSer compatibles (cinemdticamente admisibles), es decir, cumplir las
condiciones de compatibilidad.

e Ser pequenos, es decir, cumplir las hipdtesis de la Teoria de Pequenos
Movimientos

En cada estado virtual, las fuerzas exteriores reales y los desplazamientos virtuales
realizan un trabagjo virtual instantdneo llamado trabajo virtual de las fuerzas
exteriores (8W). Internamente, las tensiones reales y las deformaciones virtuales
realizan un trabajo virtual interno que se acumula en forma de energia virtual de
deformacion (3U).

Las condiciones de equilibrio de la estructura real no se modifican, por tanto, el
trabajo virtual de las fuerzas exteriores serd igual a la energia virtual de
deformacion.

Se trata de una ecuacion de balance energético que representa una condicion
de equilibrio de la estructura:
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SW=sU (1)

Cada vez gque se impone un nuevo estado virtual de desplazamientos se obtiene
una nueva ecuacion de balance energético.

4.2 Trabajo virtual de las fuerzas exteriores (8W)

El Trabajo Virtual de las Fuerzas Exteriores (W) es el trabajo realizado por las
componentes externas del grupo estdtico del sistema estructural real y las
componentes externas del grupo cinemdtico virtual. Las variables
independientes son los desplazamientos.

Este trabajo virtual total serd la suma del trabajo virtual realizado por todas las
fuerzas exteriores reales que trabajen con los desplazamientos del estado virtual.

Segun el tipo de fuerza la expresidn del trabajo virtual serd la siguiente:

a) Trabagjo virtual realizado por una fuerza puntual P:

dW, =1P-0A (2)

fuerzapuntual

siendo P una fuerza puntual real aplicada en un nudo de la estructura y 8A el
desplazamiento virtual de ese nudo en la direccién de esa fuerza en el estado
virtual

b) Trabajo virtual realizado por un momento puntual M:

oW, =tM-60 (3)

momento puntual

siendo M un momento real aplicado en un nudo de la estructura y 86 el giro
virtual de ese nudo en el estado virtual

c) Trabajo virtual realizado por una fuerza axial a la barra pa(x):
L
6querzaaxial = IO T pa(X)'SU(X)-dX (4)

siendo pa una fuerza axial real (segun eje X local) aplicada en una barra de la
estructura y u(x) la funcidén de desplazamiento virtual axial de esa barra en el
estado virtual

d) Trabajo virtual realizado por una fuerza normal a la barra pn(x):
L
6querzanormal = J.O T pn(x)'SV(X)'dX (5)

siendo pn una fuerza normal real (segun eje Y local) aplicada en una barra de
la estructura y 8v(x) la funcidon de desplazamiento virtual segun el eje Y de esa
barra en el estado virtual

En las cuatro expresiones el signo dependerd de si la carga es positiva o
negativa respecto de los ejes considerados (globales en el caso de una carga
aplicada en nudo y locales en el caso de una carga aplicada en barra).

En la estructura de la figura 1 trabajaria la fuerza puntual P, el momento M asi
como las fuerzas pa y pn (proyecciones sobre los ejes locales de la carga p que
actua sobre la barra). En los cuatro casos los frabajos serdin positivos.
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Figura 1. Estado real de fuerzas y Estado virtual de desplazamientos.

4.3 Energia virtual de deformacion (8U)

El Trabajo Virtual intferno (8Wint) es el trabajo realizado por las componentes
internas del grupo estdtico del sistema estructural real y las componentes internas
del grupo cinemdtico virtual. Este trabajo se acumula en forma de Energia virtual
de deformacioén (8U). Las variables independientes son las deformaciones.

La energia virtual de deformacidon serd la suma de la energia virtual de
deformacién de todas las barras de la estructura que deforman en el estado
virtual. En el caso de estructural planas, aceptando un comportamiento eldstico
y lineal y despreciando la deformacién por cortante, la energia virtual de
deformacién serd la suma de la energia virtual de deformacién por axil y la
energia de deformacion virtual por flexidon. Estas tienen las siguientes expresiones:

a) Energia virtual de deformacién por axil (8Uax):
8U,, = [ [EA u'(x)]8u’(x) dx 7)
ax 0

siendo E el mdédulo de elasticidad longitudinal, A el drea de la seccidén
transversal de la barra, u'(x) la funcidén de deformacion real axial (segin el eje x
local) de la barra y 8u’(x) la funcién de deformacién virtual axial de ésta.

b) Energia virtual de deformacion por flector (8Utiex):

SU,,, = IOL[EI v"(x)] 8v"(x) dx (8)

flex
siendo E el mdédulo de elasticidad longitudinal, | el momento de inercia de la
seccion transversal de la barra, v'' (x) la funcién de deformacién real segun el
eje y local de la barra (ley de curvaturas) y §v'2(x) la funcién de deformacién
virtual segun el eje y local de ésta.
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4.4 Resolucion de estructuras hipercinematicas con el PDV

El Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) permite la obtencién de todos
los movimientos independientes de los nudos que serdn las incodgnitas principales.

Estas incognitas estdn en la expresion de la energia virtual de deformacion (8U),
en las funciones de deformacién reales u'(x) y v'' (x) de cada barra.

Una vez determinemos el nUmero de movimientos independientes de los nudos,
deberemos plantear el mismo nUmero de estados virtuales de desplazamiento.
Estos estados virtuales deberdn ser independientes entre si, cumplir con las
condiciones de compatibilidad y no generar incdgnitas en la expresidon del
frabajo virtual de las fuerzas exteriores (3W).

Cada estado virtual nos proporcionard una ecuacién de balance (8W=8U) de
forma que, al final, fendremos un sistema de ecuaciones independientes
(ecuaciones de equilibrio) que nos permitird obtener el valor de las incégnitas
cinemdticas.

El procedimiento a seguir es el siguiente:
1. Determinacion del nUmero de incdgnitas: Todos movimientos independientes

de los nudos (n)

2. En la estructura real garantizar el cumplimiento de las condiciones de
compatibilidad: Obtencién de las funciones de deformacién de las barras

(U'(x) y v (x))

3. Planteamiento de los n estados virtuales de desplazamiento, en los que
garantizaremos el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad

Cada estado virtual consiste en:

- un Unico desplazamiento virtual de valor arbitrario (se asignard el valor 1) en
la direccidn y punto de aplicacién de un movimiento incdgnita

- los restantes movimientos permitidos estdn impedidos (se les asigna valor O,
quedando el estado virtual definido cinemdaticamente)

- se elige como funciones de desplazamiento virtuales de las barras las mismas
que las funciones reales (sin carga) pero particularizadas para los movimientos
virtuales del estado virtual considerado (es decir, serdn las funciones de forma
correspondientes)

En cada estado virtual se obtienen las funciones de deformacién de las barras
(du’(x) y &v''(x)) vy las funciones de desplazamiento de las barras que estén
cargadas en el estado real (du(x) y 8v(x)).

4. Planteamiento de las ecuaciones de balance energético de cada estado
virftual de desplazamientos (8W=38U)

5. Resolucidon del sistema de ecuaciones: Obtencion de los movimientos

6. Obtencién de las funciones de desplazamiento reales de las barras:
Sustituyendo los valores de los movimientos de los nudos con su signo.

7. Obtencién de las leyes de esfuerzos y de todas las incodgnitas estdticas de la
estructura: Se obtienen las leyes de esfuerzos mediante su relacidén con las
funciones de deformacion: N(x)=E-Au’'(x), M(x)=E1v""(x) y V(X)=E{v'"(x) y a
partir de ellas los esfuerzos de extremo de barra y las reacciones.
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4.5 Ejemplo de aplicacion

En la figura 2 se representa el estado de fuerzas y desplazamientos de la
estructura que vamos a utilizar como ejemplo de aplicacién del Principio de
los Desplazamientos Virtuales. Seguiremos los pasos indicados en el apartado

anterior.
P v % JIB -
> > o R
A 1 1 +_ d B==0
| JRMm -
24 1 X
'\."—;..
RMch T ™

Figura 2. Estructura real

1. Incégnitas cinematicas: movimientos independientes de los nudos. El Unico
nudo libre es el nudo A por lo que las 3 incodgnitas serdn: dxa, dya y 0a

2. Estructura real:
Obtendremos las funciones de desplazamiento y deformacién por axil y
flexion de las dos barras.

Funciones de desplazamiento y deformacién de |la estructura real

BARRA 1:
axil: u; (x) = N#(x) dxu u';(x) = NA(x) dx, (?)(10)
ﬂ s 1 [—qx* —qu3 —qLZXZ ¢ ¢
exion: v,(x) = gl 3t ] + N; (x)dy, + N5 (x)04 (11)
_ox?2  —glx  —qL? . .
V(9 = 270 - 2 2 NGy, + NG00 (12)
BARRA 2:
axil: U, (x) = N3(x) dya u'z(x) = N (x) dy, (13)(14)
flexion: v, (%) = NE(x)(—dx,) + NE(x)0, (15)
v'2(%) = N5"() (—dx,) + NS (x)6, (16)
Siendo:

Funciones de forma axil: N2(x) = (1 - f) N2(x) = (E)

Funciones de forma flexion:
2x3  3x? x3  2x? —2x3  3x2 x3 x?
N{(X)= F—F+1 NE(X)Z E—L—+X Ng(X)Z L3 +F Ni(X)Z E—L—

3.1. Estado virtual de desplazamientos 1

En el estado virtual 1 aplicaremos un desplazamiento virtual positivo de valor
unidad 8dxa en el nudo A, en la direccidn de la incégnita dxa (figura 3), siendo
nulos los demds movimientos del nudo A en este estado virtual.

La barra 1 no flectard y la barra 2 no tendrd deformacién axial.
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E
odxg, 6dye, 86s=0

ddxe, Sdye, 868:=0
Figura 3. Estructura virtual 1

Obtendremos las funciones de desplazamiento y de deformaciéon virtuales
correspondientes.

Funciones de desplazamiento y deformacién en el estado virtual 1

BARRA 1:
axil: u; (x) = Ni(x) u';(x) = NA(x) (17)(18)
BARRA 2:
flexion: v,(x) = NE(x)(=1) v, (%) = NJ'(®) (1) (19)(20)

3.2. Estado virtual de desplazamientos 2

En el estado virtual 2 aplicaremos un desplazamiento virtual positivo de valor
unidad 3ddya en el nudo A, en la direccidn de la incdgnita dya (figura 4), siendo
nulos los demds movimientos del nudo A en este estado virtual.

La barra 1 no tendrd deformacion axial y la barra 2 no flectard.

de;, 58.=0
ad?u|:l‘\ I
- B
A Bvs (x) 1 !
avs"(x) odxg, 8dye, O0e=0
2| Guz'(x)
dc

idxc, Bdye, O0c=0
Figura 4. Estructura virtual 2

Obtendremos las funciones de desplazamiento y de deformacién virtuales
correspondientes.

Funciones de desplazamiento y deformacién en el estado virtual 2

BARRA 1:

p—1 — 3 _ 2,2
flexion:  vy(x) =& [0 - 2B 28] 4 N (x)dy (21)
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V() = 5 [FEE 20 T8 N Gdy (22)

BARRA 2:
axil: u,(x) = N3(x) u,(x) = N2 (x) (23)(24)

3.3. Estado virtual de desplazamientos 3

En el estado virtual 3 aplicaremos un giro virtual positivo de valor unidad §0a
en el nudo A, como la incégnita 0a (figura 5), siendo nulos los demds
movimientos del nudo A en este estado virtual.

Las barras 1y 2 no tendrdn deformacién axial.

Ei-d']-'.:., odxa =0 Gy 1:3{J
™ e Wi ey '5{"

1 WA

L]

™y

A

]
— - B
56a(=1) 1 I
Sdxg, &dys, 58s=0

odxe, 8dye, G6:=0
Figura 5. Estructura virtual 3

Obtendremos las funciones de desplazamiento y de deformaciéon virtuales
correspondientes.

Funciones de desplazamiento y deformacién en el estado virtual 3

BARRA 1:

flexion: v, (%) = %[% - ‘jLz" ‘qL X ] + NE()dy, + NE(x)0, (25)
Vi) == [‘;‘;‘ - i + N ()dya + N (x)0, (26)

BARRA 2:

flexion: v, (%) = Ni(x)(—dx,) + NE(x)0, (27)(
v'2 (%) = NJ"(®)(—dxp) + N (x)0, (28)

4. Ecuaciones de balance energético (8W=38U):

Ecuacion balance 1:
- Trabaijo virtual: Es el trabajo producido por la fuerza exterior horizontal (P1) y
el desplazamiento virtual de su punto de aplicacion, §dxa.

SW = P,-8dx,, (29)

- Energia de deformacién virtual: Serd la suma de la energia virtual por axil de
la barra 1y por flector de la barra 2.

ouU= 8Uax1 + E‘)Uﬂex2 (30)
Siendo:

8U,, = [EAUMX) BU() X Y 8Uy,, = [[ELL V5(X) 8V} (x) dx
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Ecuacioén balance 2:
- Trabajo virtual: Es el trabajo producido por la fuerza g aplicada sobre la
barra, negativa respecto del eje Y local de la barra.

BW = [ "~ q(x)-8v,(x)-dx (31)

- Energia de deformacién virtual: Serd la suma de la energia virtual por flector
de la barra 1y por axil de la barra 2.

dU=0U,,,, +dU,,, (32)

Siendo:

1 " " L, ' '
8Upea = [ ELVI(0) 8Vi(x) dx Y 8U,,, = [ "EA, U,(x) 8, (x) dx

Ecuacion balance 3:
- Trabajo virtual: Es el trabajo producido por la fuerza g aplicada sobre la
barra, negativa respecto del eje Y local de la barra.

W = fOLl —q(x)-8v,(x)-dx (33)

- Energia de deformacién virtual: Serd la suma de la energia virtual por flector
delas barras 1y 2.

8U = 8Uflexl + 6Uflex2 (34)

Siendo:

L . . L, . .
OUes = _[0 ElLv,(X) dv,(x)dx Y 0Ug,, = IO El, v,(X) ov,(x) dx

5. Resolucioén del sistema de ecuaciones vy obtencion de los movimientos

Una vez planteadas las tres ecuaciones de balance:
(29)=(30) (31)=(32) (33)=(34)

Se resuelve el sistema de ecuaciones obteniendo dxa, dya vy 0a.

6 v 7. Obtencién _de las funciones de desplazamiento v de las leyes de
esfuerzos.

Se sustituyen los valores obtenidos para los desplazamientos en las ecuaciones

(?). (11), (13) y (15) que representan las funciones de desplazamiento de
ambas barras. La ley de giros (v'(x)=0(x)) se obtiene derivando la ley de
flechas.

Para obtener las leyes de esfuerzos [N(x)=E-AU’'(x), M(X)=E1v"(x) vV
V(x)=E1v'""(x])], se sustituyen los valores obtenidos para los desplazamientos en
las ecuaciones (10), (12), (14) y (16) que representan las funciones de
deformacién de ambas barras.
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5 Cierre

En este documento hemos resuelto cinemdticamente una estructura mediante el
Principio de los desplazamientos Virtuales.

Se propone, como ejercicio de aplicacidn y autoevaluacién, resolver
cinemdticamente la estructura de la figura 6.

50 KM ;
i l 1 | Datos
] I | ® | E= ,'|-'||::|Eh!|\1|’l'l‘l1
L] A =538 cm?
Am 2m | = 8360 cm®

Figura 6. Estructura propuesta

(Resultado: La estructura tiene 3 movimientos independientes, aunque uno de ellos
es 0, por lo que Unicamente habrd dos incodgnitas, dyc y 6c. Habrd que plantear
dos estados virtuales de desplazamiento. dyc =-2.25:103 m, 0c = 8.43 104 rad)
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