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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se explica de forma asequible y sencilla en qué consiste el Principio
de las Fuerzas Virtuales (PFV), las variables que intervienen, las condiciones que
deben cumplir las fuerzas virtuales asi como su aplicaciéon a la resolucion de
estructuras hiperestdticas formadas por barras con comportamiento eldstico y
lineal, tomando como incégnitas principales las fuerzas redundantes. El Principio de
las Fuerzas Virtuales permite por tanto su resolucién estatica.

2 Introduccidn

Cuando sobre obre una estructura (hiperestaticas e hipercinemdaticas) actian unas
fuerzas exteriores, ésta se desplaza y deforma, modificndose asimismo su estado
fensional. La respuesta de esta estructura queda definida cuando la resolvemos
estaticamente y cinemdticamente.

El principio de los Trabajos Virtuales tiene dos planteamientos complementarios
mediante los cuales la estructura se resuelve primero cinemdticamente (Principio de
los Desplazamientos Virtuales) o primero estdticamente (Principio de las Fuerzas
Virtuales), para luego mediante la relacién entre ambos conocer la respuesta
completa de la misma.

En el Principio de las Fuerzas Virtuales se plantea sobre la estructura real en equilibrio
y cumpliendo las condiciones de compatibilidad un conjunto de fuerzas virtuales
que, por haberse desplazado y deformado la estructura generardn un trabajo
virfual complementario externo y un frabagjo virtual complementario interno
almacenado en forma de energia virtual complementaria de deformacién. Al
plantear el balance energético se dispone de una ecuacién que garantiza el
cumplimiento de las condiciones de compatibilidad de la estructura.

En funcidén del nUmero de incodgnitas habrd que plantear un nUmero igual de
estados virtuales con el fin de contar con un sistema de ecuaciones independientes
gue nos permita obtener las fuerzas redundantes que son las incdgnitas principales.
A partir de las fuerzas redundantes obtendremos las reacciones, los esfuerzos de
extremo de barra y las leyes de esfuerzos.

3 Objetivos

El objetivo de este documento es que, tras su lectura, el alumno sea capaz de:

« Determinar si es aplicable el principio de las fuerzas virtuales para resolver
estaticamente la estructura

« Determinar el niUmero de estados virtuales de fuerza, a partir del grado de
indeterminacion estdtica de la estructura que indica el nUmero de fuerzas
redundantes.

* Plantear adecuadamente los estados virfuales de fuerza a partir de la
seleccion de las fuerzas redundantes

« Obtener la expresibn del tfrabajo virtual complementario de las fuerzas
exteriores correspondiente a cada estado virtual de fuerzas en el caso de una
estructura plana con comportamiento eldstico vy lineal
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+ Obtener la expresién de la energia virtual complementaria de deformacion
correspondiente a cada estado virtual de fuerzas en el caso de una estructura
plana con comportamiento eldstico y lineal

» Plantear las ecuaciones de balance energético para la obtencién de las
fuerzas redundantes.

4 El Principio de las Fuerzas Virtuales

4.1 Planteamiento

En cualquier estructura real de barras, podemos agrupar las componentes
estaticas en lo que llamamos grupo estdtico del sistema estructural real. Este
grupo tiene componentes externas (acciones y reacciones) y componentes
internas (solicitaciones y tensiones).

Por otra parte, podemos agrupar las componentes cinemdticas en lo que
llamamos grupo cinemdtico del sistema estructural real. Este grupo tiene también
componentes  externas  (desplazamientos) 'y  componentes  internas
(deformaciones).

Tras la actuacion de las fuerzas exteriores sobre la estructura que cumple con las
hipdtesis de la T¢ de Pequeios Movimientos mediante un proceso de puesta en
carga lenta, las componentes del grupo estdtico real estardn en equilibrio vy las
componentes del grupo cinemdtico real cumplirdn con las condiciones de
compatibilidad. Se impone entonces un estado virtual de fuerzas cuya puesta en
carga es instantdnea.

Caracteristicas de las fuerzas virtuales:

e Serdn arbitrarias, es decir, independientes de las fuerzas exteriores reales que
actian sobre la estructura

e Estardn en autoequilibrio es decir, cumplirdn las condiciones de equilibrio
constituyendo una configuracién estdtica admisible. El equilibrio del estado
virtual de fuerzas se plantea sobre la geometria indeformada de la estructura

e Actuardn con su valor constante final

Las fuerzas virtuales exteriores y los desplazamientos reales realizan, en cada
estado virtual, un trabagjo virtual instantdneo llamado trabagjo  virtual
complementario de las fuerzas exteriores (8W*). Internamente, las tensiones
virfuales y las deformaciones reales realizan un tfrabajo virtual complementario
interno que se acumula en forma de energia virtual complementaria de
deformacion (5U%)

Las condiciones de compatibilidad de la estructura real no se modifican, por
tanto, el trabajo virtual complementario de las fuerzas exteriores serd igual a la
energia virtual complementaria de deformacién. Se trata de una ecuacion de
balance energético que representa una condicién de compatibilidad de la
estructura:

SW*=5U* (1)
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4.2 Trabajo virtual complementario de las fuerzas exteriores
(3W*)

El Trabajo Virtual complementario de las Fuerzas Exteriores (6W*) es el trabajo
redlizado por las componentes externas del grupo estdtico virtual y las
componentes externas del grupo cinemdtico del sistema estructural real. Las
variables independientes son las fuerzas.

Este trabajo virtual complementario total serd la suma del trabajo virtual
complementario realizado por todas las fuerzas exteriores virfuales que frabajen
con los desplazamientos reales.

Segun el tipo de fuerza la expresidn del trabajo virtual serd la siguiente:

a) Trabgjo virtual complementario realizado por una fuerza virtual puntual 8P:

SW =+5P-A 2)

*

fuerzapuntual

siendo 6P una fuerza puntual virtual aplicada en un punto cualquiera de la
estructura y A el desplazamiento real del punto de aplicacién de dicha fuerza
en su direccion

b) Trabgjo virtual complementario realizado por un momento virtual SM:

W =1t0o6M-6 (3)

*

momento puntual

siendo 8M un momento virtual aplicado en un punto cualquiera de la estructura
y 0 el giro real de ese punto en la estructura real.

c) Trabgjo virtual complementario realizado por una fuerza virtual axial a la barra

dPa(x):
6W*fuerz.elelxial = J: T Spa(x)'U(X)-dx (4)

siendo 8pa una fuerza virtual axial real (segun eje X local) aplicada en una barra
de la estructura y u(x) la funcién de desplazamiento real axial de esa barra

d) Trabagjo virtual complementario realizado por una fuerza virtual normal a la

barra dpn(x):

*

oW

fuerzanormal

= .[OL £ 8p, (X)-v(x)-dx (9)

siendo 8pn una fuerza virtual normal real (segun eje Y local) aplicada en una
barra de la estructura y v(x) la funcion de desplazamiento real segin el eje Y de
esa barra

En las cuatro expresiones el signo dependerd de si la carga virtual es positiva o
negativa respecto de los ejes considerados (locales en el caso de una carga
aplicada en barra).

En la estructura de la figura 1 trabajaria la fuerza puntual 8P, el momento M. En
los cuatro casos los trabajos serdin positivos.
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Figura 1. Estado real de desplazamientos y Estado virtual de fuerzas.

4.3 Energia virtual complementaria (8U)

El Trabajo virtual complementario interno (W*nt) es el trabajo realizado por las
componentes internas del grupo estdtico del sistema estructural virtual y las
componentes internas del grupo cinemdatico real. Este trabajo se acumula en
forma de Energia virtual complementaria (8U*). Las variables independientes son
las tensiones.

La energia virtual complementaria serd la suma de la energia virtual
complementaria de todas las barras de la estructura que deforman en el estado
virtual. En el caso de estructural planas, aceptando un comportamiento eldstico
y lineal y despreciando la deformaciéon por cortante, la energia virtual
complementaria serd la suma de la energia virtual complementaria por axil y la
energia virtual complementaria por flexiéon.

Estas fienen las siguientes expresiones:

a) Energia virtual complementaria por axil (8U*ax):
« tN(x)
U, = jo =5 NG dx (7)

siendo E el mdédulo de elasticidad longitudinal, A el drea de la seccidn
fransversal de la barra, N(x) la ley de axiles real de la barra y & N(x) la ley de
axiles virtual de ésta.

b) Energia virtual complementaria por flector (§U*fiex):

U, = IOL%SM(x)dX (8)

siendo E el médulo de elasticidad longitudinal, | el momento de inercia de la
seccién transversal de la barra, M(x) la ley de momentos real de la barra y
3M(x) la ley de momentos virtual de ésta.
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4.4 Resoluciodn de estructuras hiperestaticas con el PFV

El Principio de las Fuerzas Virtuales (PFV) permite la obtencién de todas las fuerzas
redundantes de la estructura, que serdn las incégnitas principales estdticas. Estas

incognitas estdn en la expresion de la energia virtual complementaria (8U*), en
las leyes de esfuerzos reales N(x) y M(x) de cada barra.

Una vez determinemos el nUmero de fuerzas redundantes (es decir, obtengamos
el grado de indeterminacién estdtica de la estructura) y seleccionadas éstas de
entre todas las incodgnitas estdticas, deberemos plantear el mismo nimero de
estados virtuales de fuerzas. Estos estados virtuales deberdn ser independientes
entre si, cumplir con las condiciones de equilibrio y no generar incégnitas en la
expresion del tfrabajo virtual complementario de las fuerzas exteriores (SW*).
Cada estado virtual nos proporcionard una ecuacion de balance (8W*=8U*) de
forma que, al final, fendremos un sistema de ecuaciones independientes
(ecuaciones de compatibilidad) que nos permitird obtener el valor de las
incégnitas estdticas.

El procedimiento a seguir es el siguiente:
1. Determinacion del niUmero de incégnitas estdticas: serd el nUmero de fuerzas

redundantes de la estructura que conocemos como grado de
indeterminacién estatica (n)

2. Seleccion de las fuerzas redundantes.

3. En la estructura real garantizar el cumplimiento de las condiciones de
equilibrio: Obtencidén de las leyes de esfuerzos de las barras (N(x) y M(x)), que
estardn expresadas en funcidn de las fuerzas redundantes, al estarlo tanto las
reacciones como los esfuerzos de extremo de barra

4. Planteamiento de los n estados virtuales de fuerzas, en los que garantizaremos
el cumplimiento de las condiciones de equilibrio

Cada estado virtual consiste en:
- una Unica fuerza virtual de valor arbitrario (se asignard el valor 1) en la

direccién y punto de aplicacion de una fuerza redundante (si se trata de una
redundante externa, si fuera una redundante interna se aplicaria un par de
fuerzas de senfido contrario y valor arbitrario=1)

- se elige como redundantes virtuales de la estructura las mismas que lo eran
en el estado real

- las fuerzas redundantes virtuales serdn dato (se les asigna valor 0, quedando
el estado virtual definido estaticamente)

. En cada estado virtual se obtienen, por equilibrio, las leyes de esfuerzos de

las barras (ON(x) y OM(x).

5. Planteamiento de las ecuaciones de balance energético de cada estado
virtual de fuerzas (8W*=5U*)

6. Resoluciéon del sistema de ecuaciones: Obtencion de las fuerzas redundantes

7. Obtencién de todas las incognitas estdticas de la estructura y de las leyes de
esfuerzos reales de las barras: Sustituyendo los valores de las fuerzas
redundantes con su signo en las expresiones correspondientes.
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8. Obtencidon de las funciones de desplazamiento y de todas las incégnitas
cinemdticas (movimientos) de la estructura: Se obtienen a partir de las leyes
de esfuerzos mediante las expresiones:

{u(x) jN(X) dx+dx} [O(X) j M(X)d +6} [v(x) j fM(X) dx+eix+dyi}

4.5 Ejemplo de resolucion de estructuras hiperestaticas

En la figura 2 se representa el estado de fuerzas y desplazamientos de la
estructura que vamos a utilizar como ejemplo de aplicacién del Principio de
las Fuerzas Virtuales. Seguiremos los pasos indicados en el apartado anterior.

Figura 2. Estructura real

1. Incégnitas estaticas principales: El grado de indeterminacion estdtica de
esta estructura es 3, por tanto, el nUmero de fuerzas redundantes es tres.

2. Seleccioén de las fuerzas redundantes:
Seleccionamos como fuerzas redundanftes las reacciones en el
empoframiento B, es decir, Rxs, Rys y RMe.

3. Estructura real:

Equilioramos la estructura real haciendo uso de las 3 ecuaciones de equilibrio
global, obteniendo las reacciones en C y las leyes de esfuerzos en ambas barras
en funcién de las redundantes (L=longitud barra 1 y H=longitud barra 2).

Equilibrio en la estructura real:

YF=0 Rxc + Rxg + P1=0 Rxc = -P1- Rxs (9)
> Fy=0 Ryc +Rys=qL Ryc =qgL-Rys (10)
>Mc=0 RMc + RMg + Rys L=q L2/2 + P1 H

RMc=-RMs-RysL+qL2/2+P1H (11)

Leyes de esfuerzos de la estructura real

BARRA 1:

N1 = Rxs (12)
Mi(x) = Rys (L- X)+ RMg + q (Lx + L2) (13)
BARRA 2:

N2=Rys—qgL (14)

M2(x) =Rxg x + Rys L + RMs +P1 (x- H) - g L2/2 (15)
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4.1. Estado virtual de fuerzas 1

En el estado virtual 1 aplicaremos una fuerza virtual positiva de valor unidad
en el apoyo B, en la direccién de la redundante Rxz (figura 3). Para tener una
configuracién estdtica admisible, anularemos las redundantes virtuales
coincidentes con las redundantes reales, 8Rxs (= 0), 8Rys (= 0) y 6RMs (= 0).

Equilibramos el estado virtual 1 y obtenemos las leyes de esfuerzos. La barra 1
solo trabaja a axil y la barra 2 solo a flexion.

5N:=1 3P (=1)
A 1 Bl
ORXe ORYp ORMs =0

=
lo

_|
Figura 3. Estructura virtual 1

Equilibrio en el estado virtual 1

Zszo SRXC =-]

ZFy:O 8RYC =0

>M=0 SRMc = H

Leyes de esfuerzos en el estado virtual 1

Barra 1: ON1 =1 dM1(x) =0 (16)(17)
Barra 2: 3N2=0 SM2(x) =x-H (18)(19)

4.2. Estado virtual de fuerzas 2

En el estado virtual 2 aplicaremos una fuerza virtual de valor unidad en el
apoyo B, en la direccién de la redundante Rys (figura 4). Para tener una
configuracién estdtica admisible, anularemos las redundantes virtuales
coincidentes con las redundantes reales, 6Rxs (= 0), 8Rys (= 0) y 8RMs (= 0).

M 1(x)=-x+L IE‘:P (=1)
A I E
8Rxg, ORys ORMs =0

2| BNz=1

oMz=L

1c
13 )L

Figura 4. Estructura virtual 2

Equilibramos el estado virtual 2 y obtenemos las leyes de esfuerzos. La barra 1
solo trabaja a flexion y la barra 2 a axil y a flexién.
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Equilibrio en el estado virtual 2

Zszo SRxc =0

ZFy:O SRYC =-1

>M=0 SRMc =-L

Leyes de esfuerzos en el estado virtual 2

Barra 1: SMI1(x) =-x+L (20)
Barra 2: SN2 =1 dM2(x) =L (21)(22)

4.3. Estado virtual de fuerzas 3

En el estado virtual 3 aplicaremos un momento virfual de valor unidad en el
apoyo B, como la redundante RMg (figura 5). Para tener una configuracién
estdtica admisible, anularemos las redundantes virtuales coincidentes con las
redundantes reales, 8Rxs (= 0), 8Rys (= 0) y 8RMs (= 0).

Equilibramos el estado virtual 3 y obtenemos las leyes de esfuerzos. Las barras
1y 2 solo trabajan a flexién.

. M (=1}
A ol "_—1 BI
GRxg, ORyp GRMs =0
2 BMIz=1
1cC
1w/

Figura 5. Estructura virtual 3

Equilibrio en el estado virtual 3

ZFFO SRXC =0

> Fy=0 8Ryc =0

>M=0 ORMc = -1

Leyes de esfuerzos en el estado virtual 3

Barra 1: My =1 (23)
Barra 2: M2 =1 (24)

5. Ecuaciones de balance energético (8W*=8U*):

Ecuacién balance 1 (estado virtual 1):

- Trabajo virtual complementario: Es el frabajo producido por la fuerza exterior
virtual horizontal (8P=1) y el desplazamiento de su punto de aplicacién en la
estructura real. Este frabajo es nulo ya que no hay desplazamiento horizontal
en B (dxs=0) en la estructura real.

SW™ =58P-dx, =0 — 8W =1-0=0 (25)

- Energia virtual complementaria: Serd la suma de la energia virtual
complementaria por axil de la barra 1 y por flector de la barra 2.

SU =8U" +8U ., (26)
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Siendo:
* L2 M X
SN, dx Y 38U, = [ %smz(x) dx
2

. N
8Uaxl_J.O EAl

Ecuacion balance 2 (estado virtual 2):

- Trabajo virtual complementario: Es el tfrabajo producido por la fuerza exterior
virtual vertical (6P=1) y el desplazamiento de su punto de aplicacién en la
estructura real. Este trabajo es nulo ya que no hay desplazamiento vertical en
B (dys=0) en la estructura real.

SW' =58P-dy, =0 — 8W =1-0=0 (27)

- Energia virtual complementaria: Serd la suma de la energia virtual
complementaria por flector de la barra 1 y axil y flector de la barra 2.

SU =8U', +0U",, +8U ., (28)
Siendo:
* Ll M X
U = [ L5, () o
1
* _ I-2 N2 * _ LZ MZ(X)
83U, = |, EA SN, dx y U o = [, L 5M, dx

Ecuacion balance 3 (estado virtual 3):

- Trabajo virtual complementario: Es el trabagjo producido por el momento
virtual (8M=1) y el giro de su punto de aplicacion en la estructura real. Este
frabajo es nulo ya que no hay giro en B (6s=0) en la estructura real.

W' =8M0, =0 — SW =1-0=0 (29)

- Energia virtual complementaria: Serd la suma de la energia virtual
complementaria por flector de las barras 1y 2.

SU* = 8U*ﬂexl + 6U*flexz (30)
Siendo:

. L M, (X . L, M, (X
U o = | i )SMl dx y U oz = | o )8M2 dx

El, El,

6. Resolucidon del sistema de ecuaciones vy obtencién de las fuerzas
redundantes
Una vez planteadas las tres ecuaciones de balance:

(25)=(2¢) (27)=(28) (29)=(30)

Se resuelve el sistema de ecuaciones obteniendo Rxs, Rys y RMs.

7 y 8. Obtenciéon de las reacciones, las leyes de esfuerzos y funciones de
desplazamiento.

Se sustituyen los valores obtenidos para las fuerzas redundantes en las
ecuaciones (9), (10), (11), (12), (13), (14) y (15) obteniendo las reacciones y las
leyes de esfuerzos.
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Posteriormente se obtienen las funciones de desplazamiento de ambas barras
como se indica en el apartado 4.4.

5 Cierre

En este documento se ha explicado el Principio de las Fuerzas Virtuales. Se
propone, como ejercicio de aplicacién y autoevaluacion, resolver estdticamente
la estructura de la figura 6.

LU LLTLLLLLLLLLLL

c ——

&8 N
fm ) 1.5m ' 1.5m I
Datos de las barras: barras 1y 2: HEB 200: A=78.1 cm?2 1 =5696 cm#
barra 3: HEB 120: A=340cm? | =864 cm*

E = 210000 N/mm?2
Figura 6. Estructura propuesta

(Resultado: La estructura es hiperestdtica de grado 1 por lo que habrd que
plantear un Unico estado virtual de fuerzas.

Rxa =70 kN, Rya=73.4 kN, Rxs = -70 kN, Rys =187 kN, Ryp = -20.4 kN)
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