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Resumen

El Método de los Elementos Finitos (MEF) constituye una de las técnicas mas
empleadas para la resolucion de problemas de contorno. Uno de los
fundamentos de la aproximacién numérica en MEF es la interpolacion
polinémica, lo cual hace especialmente dptima su aplicacién a problemas con
solucién suave.

El enfoque de la Mecdnica de la Fractura Eldstica Lineal (MFEL) tiene en
consideracién la posible presencia de grietas en el material. El comportamiento
de la solucion analitica no es suave en las cercanias de estas imperfecciones. El
caracter local que aqui presenta la solucibn se ve gobernado por la
singularidad, cuya intensidad, depende de la geometria y fuerzas actuantes.

El MEF se ha aplicado a problemas de MFEL con el objeto fundamental de
obtener los Factores de Intensidad de Tensiones (FIT), parametros que
caracterizan el comportamiento de la solucién cerca de la singularidad. El
refinamiento adaptativo de la malla en el contorno y frente de la grieta asi
como el empleo de elementos especiales para el caso del extremo de grieta, han
sido las principales estrategias para mejorar la solucion. Para la obtenciéon de
los FIT, entre diferentes técnicas de postproceso, los métodos energéticos o
indirectos presentan importantes ventajas, ya que utilizan los resultados
obtenidos numéricamente en zonas alejadas del extremo de grieta, donde la
solucién muestra un menor error.

El Método de los Elementos Finitos Extendidos (XFEM), surge en aplicacién a
problemas con diversos tipos de singularidad. El método XFEM hace
innecesaria la adaptaciéon de la malla a la geometria de la singularidad. El
enriquecimiento local de la solucién basado en el cumplimiento de la particién
de la unidad son sus principales caracteristicas. En la aplicacién de XFEM a
problemas de MFEL, se emplean dos tipos de funciones de enriquecimiento,
capaces de representar el comportamiento discontinuo de la soluciéon entre las
caras de la grieta y el comportamiento asintético de la misma en el frente de
grieta.

En la Tesis se ha implementado el método XFEM incluyendo las diferentes
mejoras que, en los ultimos afos, han sido desarrolladas con el objetivo de
perfeccionar el planteamieto béasico de esta herramienta numérica. Los
aspectos tratados han sido los siguientes: estrategia de enriquecimiento,
velocidad de convergencia, integracién numérica, condicionamiento numérico y
elementos de transicién.



En la Tesis se ha analizado en profundidad el error en los elementos de
transicién asociado a la falta de la particion de la unidad. Se ha realizado un
estudio detallado de las diferentes estrategias aportadas para la solucién de
este problema. Se propone una técnica novedosa en MFEL para la mejora de
estos elementos basada en la adicién de nuevos grados de libertad a través de
funciones de forma jerarquicas. El planteamiento ofrece grandes ventajas como
se ha podido comprobar en diversos ejemplos numéricos. La precisiéon en los
resultados crece significativamente sin un aumento importante del coste
computacional ya que los nuevos grados de libertad se afiaden
convenientemente, sélo en los elementos de transicién. El error medido en
diferentes magnitudes se reduce considerablemente no sélo en los elementos de
extremo de grieta sino también en elementos méas alejados. Al mismo tiempo,
con esta propuesta de mejora no se incrementa el mal condicionamiento del
sistema de ecuaciones. La metodologia propuesta ha sido extendida a
problemas tridimensionales obteniéndose igualmente muy buenos resultados.
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Abstract

The Finite Element Method (FEM) is one of the most employed techniques to
solve boundary problems. One of the fundamentals of the numerical
approximation in FEM is the polynomial interpolant, and therefore its
application to smooth solution problems gives optimal results.

The possible presence of cracks in the material is taken into account in the
Linear Elastic Fracture Mechanic (LEFM) approach. The behaviour of the
analytical solution is not smooth near these imperfections. The local character
exhibited by the solution is governed by the singularity, whose intensity
depends on the geometry and applied loads.

Usually, the FEM has been applied to LEFM problems in order to calculate the
Stress Intensity Factors (SIFs), the parameters that characterize the behaviour
of the solution near the singularity. The adaptive refinement of the mesh in
both crack surroundings and crack tip as well as the use of special elements in
the crack tip zone, have been the principal strategies to enhance the solution.
In order to obtain the SIF's, the energetic or indirect methods show important
advantages because they use the results obtained numerically far away from
the crack tip where the solution has low discretization error.

The Extended Finite Element Method (XFEM) arises as an alternative to
problems with different types of singularity. In XFEM is not necessary to adapt
the mesh to the geometry of the singularity. The local enrichment of the
solution based on the partition of unity concept are the main characteristics of
the method. When XFEM 1is applied to LEFM problems, two classes of
enrichment functions are taken into consideration, in order to represent both
the discontinuous solution between crack faces and the asymptotic behaviour of
the solution near the crack front.

The XFEM has been programmed in this Thesis including several
enhancements that, during last years, have been developed with the main
objetive of improving the bases of this numerical technique. The aspects
treated are the following: enrichment strategies, rate of convergence, numerical
integration, numerical conditioning and blending elements.

The error in blending elements, due to the lack of partition of unity property,
has been deeply analyzed in this Thesis. A detailed study of the different
methodologies that have been developed to enhance the blending elements has
been performed. A new technique in XFEM to enhance these elements is
proposed, based on the addition of new degrees of freedom through hierarchical
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shape functions. The approach offers important advantages as it has been
verified with different numerical examples. The accuracy of the results
increases without an important growth of the computational cost because the
new degrees of freedom are suitably added, only in the blending elements. The
error in different magnitudes is reduced in a significant manner not only
within the crack tip elements but in distant elements. At the same time, with
this approach, the condition number of the system of equations dose not
increase. The proposed methodology has been extended to three-dimensional
problems giving also very good results.
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Resum

El Metode dels Elements Finits (MEF) constitueix una de les técniques més
utilitzades per a la resolucié de problemes de contorn. Un dels fonaments de
Paproximacié numerica en MEF és la interpolacié polinomica, el que fa
especialment optima la seua aplicacié a problemes amb solucié suau.

L’enfocament de la Mecanica de la Fractura Elastica Lineal (MFEL) té en
consideracié la possible preséncia de fissures en el material. El comportament
de la solucié analitica no és suau prop d’aquestes imperfeccions. El caracter
local que aci presenta la solucié esta governat per la singularitat i la seua
intensitat depén de la geometria i les forces aplicades.

El MEF g’ha aplicat a problemes de MFEL amb l'objectiu fonamental d’obtindre
els Factors d’Intensitat de Tensions (FIT), parametres que caracteritzen el
comportament de la soluci6 prop de la singularitat. El refinament adaptatiu de
la malla al voltant i front de la fissura aixi com 1'Gs d’elements especials per al
cas d’extrem de fissura, han sigut les principals estratégies per a millorar la
solucié. Per a l'obtencié dels FIT, entre diferents técniques de postprocés, els
métodes energétics o indirectes presenten importants avantatges, ja que
utilitzen els resultats obtinguts numericament en llocs allunyats de 'extrem de
fissura, on la soluci6 mostra un error més menut.

El Metode dels Elements Finits Enriquits (XFEM), sorgeix en aplicacié a
problemes amb diversos tipus de singularitat. El métode XFEM fa innecessaria
ladaptacié de la malla a la geometria de la singularitat. L’enriquiment local de
la solucié basat en el compliment de la partici6 de la unitat son les seues
principals caracteristiques. En l'aplicaci6 de XFEM a problemes de MFEL,
s'utilitzen dos tipus de funcions d’enriquiment, bones per a representar el
comportament discontinu de la soluci6 entre les cares de la fissura 1 el
comportament asintotic de la mateixa en el front de fissura.

En la Tesi s’ha implementat el métode XFEM incloent les diferents millores
que, al llarg dels ultims anys, han sigut desenvolupades amb els objectius de
perfeccionar el plantejament basic d’aquesta eina numeérica. Els aspectes
tractats han sigut els seglents: estratégia d’enriquiment, velocitat de
convergencia, integracié numeérica, condicionament numeéric i1 elements de
transicid.

En la Tesi s’ha analitzat amb profunditat I'error en els elements de transicié
associat a la falta de la particié de la unitat. S’ha realitzat un estudi detallat de
les diferents estrategies aportades per a la solucié d’aquest problema. Es
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proposa una técnica novadora en MFEL per a la millora d’aquests elements
fonamentada en l'afegiment de nous graus de llibertat mitjangant funcions de
forma jerarquiques. El plantejament ofereix grans avantatges como s’ha pogut
comprovar en diversos eixamples numeérics. La precisié en els resultats creix
significativament sense un augment important del cost computacional ja que
els nous graus de llibertat s’afigen degudament, sols en els elements de
transicié. L’error mesurat en diferents magnituds es redueix considerablement
no sols als elements d’extrem de fissura siné també en elements més allunyats.
Al mateix temps, amb aquesta proposta de millora no s’incrementa el mal
condicionament del sistema d’equacions. La metodologia proposta ha sigut
estesa a problemes tridimensionals obtenint igualment molt bons resultats.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1  Justificacion

El Método de los Elementos Finitos (MEF) constituye una potente herramienta
numérica para la resolucién de problemas de contorno. La solucién aproximada
del MEF puede converger a la exacta si ésta tiene un comportamiento
polinémico, en cambio, cuando existe una singularidad, resulta dificil
aproximar correctamente el campo de la solucién en sus cercanias. En este
caso, el caracter de la solucién estd dominado por el efecto local de la
singularidad.

El Método de los Elementos Finitos Extendido (XFEM) constituye una
alternativa eficaz para la modelizacién de este tipo de problemas. E1 XFEM se
basa en el enriquecimiento local de la solucién bajo el concepto de la particién
de la unidad. El enriquecimiento se realiza con unas funciones conocidas a
priori, que gobiernan el comportamiento de la solucién en la regién singular.

En esta Tesis, el problema que se resuelve esta en el marco de la Mecanica de
la Fractura Elastica Lineal (MFEL) y, por lo tanto, la singularidad viene dada
por una grieta. En este caso, el calculo de los Factores de Intensidad de
Tensiones (FIT) resulta muy importante. Cuando se aplican métodos numéricos
para la extraccién de los FIT, los métodos energéticos constituyen técnicas de
postproceso que presentan grandes ventajas. Esto es asi porque pueden utilizar
la solucién aproximada de elementos finitos alejados de la singularidad y, por
lo tanto, evitar la zona de mayor error en los resultados.

En la Tesis se ha utilizado la combinacién de métodos energéticos de extraccién
de los factores de intensidad de tensiones con el Método de Elementos Finitos
Extendido con el objetivo de analizar problemas de MFEL con elevada precisién
y bajo coste computacional.



I. INTRODUCCION

En el Método de Elementos Finitos Extendido hay diversos aspectos
importantes a tratar como son, la identificacién de los nodos a enriquecer
(problema asociado a la deteccién de la singularidad y, en su caso, al
movimiento de la misma), la integracibn numérica, la velocidad de
convergencia, el condicionamiento numérico y los elementos de transicién. A lo
largo de la dltima década, muchos trabajos han ido encaminados a la resolucién
de estos problemas, comunes en diversas clases de singularidad: movimiento de
fronteras, inclusiones, diferencia de material, cambio de fase, contacto, grietas,
etc. Su consecucién resulta muy importante para asi disponer de un método
numérico eficiente y fiable.

La presencia de los elementos de transicién, elementos parcialmente
enriquecidos que conectan la malla enriquecida con la estandar, resulta
especialmente critica puesto que en estos elementos la aproximacién no cumple
la particién de la unidad. Esto supone la existencia de un error que, para el
caso de grietas, implica importantes inconvenientes como la pérdida de
precision en la solucién y mayor error en la estimacién del campo de tensiones.
La Tesis se justifica en la necesidad de aportar una solucién eficiente a este
problema.

1.2 Objetivos

El objetivo principal de esta Tesis es la mejora de los elementos de transicion en
el Método de Elementos Finitos Extendido. En este trabajo se han considerado
Unicamente problemas en el ambito de la Mecanica de la Fractura Elastica
Lineal. La metodologia propuesta, se hace extensible al caso 3D con ligeras
modificaciones para lograr un comportamiento 6ptimo de la solucién.

Para lograr este objetivo, ha sido necesario poner a punto la herramienta
numérica del Método de los Elementos Finitos Extendidos. Se han programado
en el cddigo abierto de elementos finitos FEAP, elementos de usuario con la
formulaciéon de XFEM.

A continuacién se enumeran los objetivos que se han establecido para,
finalmente, disponer de un cédigo que incorpore las recientes mejoras en
XFEM:

Definicion de la grieta a través de las funciones level set.
Definicién de los tipos de enriquecimiento.

Analisis de la velocidad de convergencia.
Enriquecimiento mixto.

Integracién numérica.

Resolucion del problema del condicionamiento numeérico.

I
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I. INTRODUCCION

Aunque el problema considerado en la Tesis es el caso concreto de la
singularidad de extremo de grieta, cabe resaltar que el objetivo principal ha
sido proporcionar una solucién novedosa en MFEL a un problema inherente al
método numérico de Elementos Finitos Extendido de aplicacién més general.

1.3 Organizacion

La memoria de la Tesis se ha organizado en cinco capitulos.

En el Capitulo II se describen los fundamentos tedricos que han sido necesarios
para el desarrollo de la Tesis. Tras una breve introduccién, se explican los
Fundamentos del Método de los Elementos Finitos. En primer lugar se describe
el problema elastico lineal en ausencia de grietas en la formulacién fuerte. A
continuacién se plantea la formulaciéon débil en desplazamientos minimizando
la energia potencial total, bajo la hipétesis de cargas constantes. Se llega a un
sistema de ecuaciones algebraico donde, tras la aplicacién de las condiciones de
contorno, se obtiene la solucién nodal. A partir de ella es posible obtener las
deformaciones y tensiones en cualquier punto del dominio.

Seguidamente, se define la suavidad de la solucién a partir de las
caracteristicas de su derivada en cuanto a integrabilidad y rapidez de variaciéon
en el dominio. Se muestran los factores de intensidad de tensiones
generalizados de acuerdo con Szabé. A continuacién, se definen las
caracteristicas de la interpolaciéon en elementos finitos resumiendo las
caracteristicas de las funciones de forma convencionales asi como la
transformacioén de coordenadas.

La integracion numérica basada en la cuadratura de Gauss se resume
brevemente ya que merece una especial atencién en los elementos intersectados
por la grieta y los que contienen al extremo de grieta. Siguiendo con los
fundamentos del MEF, se define el error de discretizacién y se resumen las
leyes de convergencia del error en norma energética para diferentes estrategias
de refinamiento. Aunque en la Tesis se ha realizado refinamiento A uniforme,
se ha considerado importante indicar otros comportamientos en cuanto a
velocidad de convergencia ya que muestra el contexto en el que se ha
desarrollado la Tesis. Seguidamente se resumen brevemente los diferentes
métodos que han sido desarrollados en el MEF para modelar correctamente la
singularidad: refinamiento local y elementos singulares principalmente. A
continuacién, se presenta el concepto de particion de la unidad y su
importancia para poder representar cualquier funcién correctamente.
Seguidamente, se describe la aplicacién del enriquecimiento en el marco de la
particién de la unidad, para la resolucién de problemas de MFEL.
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El dltimo punto tratado en el Capitulo II establece los conceptos teéricos de
algunos métodos energéticos de extracciéon del FIT. En la introducciéon se
expone el problema singular de un dominio con presencia de una grieta, con las
ecuaciones correspondientes al primer término del desarrollo asintético de la
solucién (campo de tensiones y desplazamientos). En ellas aparecen los factores
de intensidad de tensiones (FIT) cuyo calculo es objeto de la MFEL. La integral
de contorno <J, las integrales de contorno para modo mixto y la integral de
dominio equivalente (método EDI), son las principales formas de obtencién de
los FIT. En la Tesis, se ha implementado la integral de dominio equivalente,
por presentar importantes ventajas frente a las integrales de contorno.

En el Capitulo III se realiza una descripciéon detallada del Método de los
Elementos Finitos Extendido. En la introduccién se realiza una revisién
bibliografica siguiendo un orden cronolégico, de muchas de las aportaciones
relevantes en el estado del arte. Como se indica en la introduccién, una de las
ventajas mas importantes del XFEM frente al MEF es que la malla no debe
adaptarse necesariamente a la geometria de la singularidad. No obstante, es
necesario identificar dénde se encuentra ya que de ello depende poder
establecer los conjuntos de los nodos que deberan ser enriquecidos. A tal fin, en
la Tesis, se emplea el Level Set Method, cuya aplicacién a la definicién de
grietas se describe en este capitulo.

A continuacién se formula el problema de contorno elastico con grieta libre de
tracciones y su formulacién débil.

El plantemiento bésico de XFEM se realiza describiendo tres aspectos
fundamentales donde se muestran, en algunos casos, ejemplos numéricos que
permiten comparar cuantitativamente diversos parametros:

= En primer lugar se tiene el enriquecimiento. La idea de mejorar localmente
la aproximacién con funciones conocidas a priori, puede realizarse
principalmente siguiendo dos criterios, el enriquecimiento intrinseco y el
extrinseco. El método XFEM se basa en un enriquecimiento extrinseco.
Como tal, se anaden grados de libertad a medida que se incluyen funciones
adicionales. En su versién estandar, la selecciéon de los nodos a enriquecer
obedece a un criterio estrictamente topoldogico, a partir de los valores de las
funciones level set.

= En segundo lugar, se describe la integracién numeérica, resumiendo algunas
aportaciones en este campo y destacando la opcién que luego ha sido
implementada en la Tesis, esto es, la subdivision de los elementos
intersectados por la grieta y la integracidn casi-polar para los elementos que
contienen al extremo de grieta. Se muestran, a modo de ejemplos,
cuadraturas para el caso 2D y 3D; a continuacién, un ejemplo numérico en el
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que se puede constatar la ventaja significativa del esquema de integracién
empleado para el caso de extremo de grieta.

= En tercer lugar, se analiza la velocidad de convergencia comparando FEM
con XFEM en un problema determinado, para el caso de elementos lineales
y cuadraticos, manteniendo el criterio de enriquecimiento topolégico.

A continuaciéon se detallan y ejemplifican numéricamente algunas de las
mejoras que, en el transcurso de los afios, se han realizado en XFEM. Se
describe el concepto de enriquecimiento geométrico mostrando un ejemplo
numérico. Seguidamente, se definen los denominados nodos mixtos y se analiza
la influencia.

Al utilizar el XFEM hay que prestar atencién al nimero de condicionamiento
de la matriz de rigidez, que puede crecer rapidamente al refinar la malla. Se
explica la técnica gathering desarrollada por Laborde y se aplica a un ejemplo
numérico donde se observa que se logra mantener en niveles aceptables el
condicionameinto de la matriz de rigidez global. No obstante, esta técnica
induce reducciones importantes en cuanto a precision y velocidad de
convergencia puesto que obliga a la solucién a seguir el comportamiento dado
por el primer término del desarrollo asintético del campo de desplazamientos
de extremo de grieta en una zona concreta del dominio, tal y como se vera en
los anélisis de convergencia realizados en el capitulo IV.

En los elementos de transicidén, puesto que el enriquecimiento es parcial, no se
cumple la particién de la unidad. La presencia de ciertos términos adicionales
induce errores en la solucién en el elemento. El Capitulo IV se centra en el
objetivo fundamental de la Tesis. En él se expone de manera detallada tanto los
conocimientos necesarios para comprender el error existente en la zona de
transicién como la técnica desarrollada en esta Tesis para su mejora. En primer
lugar, se realiza una revisién bibliografica de los estudios que han analizado los
problemas asociados a la capa de transicién asi como las soluciones propuestas.
De entre ellas, la técnica propuesta por Chessa ha sido considerada para su
extension a los problemas de MFEL. A continuacién se muestra un andlisis
detallado del error en el elemento de transicién para un caso bidimensional.

A continuacién se presenta la propuesta de mejora de los elementos de
transicién. En primer lugar, se resumen las caracteristicas de las funciones de
forma jerarquicas que, posteriormente, van a ser utilizadas. La aproximacién
de la solucién se modifica localmente en los elementos de transicién, anadiendo
nuevos grados de libertad, asociados a las funciones de forma jerarquicas,
capaces de compensar, aunque sea parcialmente, los términos patoldgicos
derivados de la falta de particién de la unidad. Puesto que la mejora es local, no
supone un coste computacional importante. La aproximacién se muestra para
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el caso 2D y 3D con los criterios establecidos para identificar déonde deben
situarse los grados de libertad adicionales.

Seguidamente, se muestran varios ejemplos numéricos. Para todos los casos
bidimensionales se ha considerado el elemento cuadrilatero lineal y cuadratico,
para el caso tridimensional, se han empleado elementos tetraédricos lineales.
Se analiza la influencia de los modos de las funciones de forma jerarquicas de
orden superior en la mejora de la aproximacion y la influencia de la posicién del
extremo de grieta. A continuacidon se realiza un andlisis de convergencia en dos
problemas bidimensionales en modos I y II puros y modo mixto. Seguidamente,
se analiza el comportamiento de la solucibn cuando se considera
simultaneamente la técnica gathering y la técnica de mejora propuesta en la
Tesis. También se analiza la propuesta reciente de Fries para eliminar el efecto
de los elementos de transicién en comparacién con la metodologia propuesta.
Finalmente se plantea un ejemplo 3D en modo I y modo II.

En el Capitulo V se resumen las principales conclusiones de la Tesis y se
plantean posibles trabajos futuros.

La memoria de la Tesis finaliza con la lista de referencias bibliograficas
citadas.
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Capitulo 11

Bases de Elementos Finitos.
Aplicacion a MFEL

I1.1 Introduccion

En el presente capitulo, se establecen los fundamentos tedricos que han sido
necesarios para el desarrollo de la Tesis. Por un lado se resumen las bases del
método de elementos finitos y, a continuacién, se considera su aplicacién a
MFEL para la extraccién de los factores de intensidad de tensiones.

En la gran mayoria de problemas ingenieriles, resulta imposible encontrar la
solucién analitica. Esto puede ser debido a mdultiples factores como la
complejidad de la geometria, cargas o ambas. El Método de los Elementos
Finitos constituye una herramienta de calculo numérico que permite resolver
gran diversidad de problemas de contorno. La solucién asi obtenida sera
siempre aproximada pero es posible estimar un error que puede ser reducido
con diferentes estrategias de adaptatividad. El cumplimiento de ciertos
requisitos de convergencia, garantiza que la soluciéon aproximada pueda tender
al valor exacto.

El MEF tiene una aplicacién industrial ampliamente demostrada, su
implementaciéon en codigos comerciales permite realizar un uso extendido del
método a multitud de problemas inherentes al ejercicio de la actividad
profesional en la ingenieria.

Muchos esfuerzos de investigacién se han dedicado a la mejora de la eficiencia y
fiabilidad del MEF llegando al punto de haber madurado una herramienta
cuyas bases, especialmente las relacionadas con la interpolacién y el concepto
de particiéon de la unidad, han servido para el desarrollo de nuevas técnicas
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numéricas para estimar la solucién en problemas donde, tradicionalmente, el
MEF no habia logrado ser una herramienta éptima.

Los problemas de MFEL se caracterizan por presentar un comportamiento
singular en deformaciones y tensiones en el extremo de grieta. En estos casos,
la aproximacién de EF no proporciona buenos resultados siendo necesario
reproducir el efecto local de la singularidad. La obtenciéon de los factores de
intensidad de tensiones suele ser el objetivo principal de la aplicacién de los
métodos numéricos a MFEL.

La organizacion de este capitulo se ha realizado del siguiente modo: en el
apartado 2 se plantea el problema elastico en su formulacién fuerte y débil y se
realiza una revisién breve del concepto de suaviad de la solucién. En el
apartado 3, se introducen las bases del Método de los Elementos Finitos entre
las que destacamos las caracteristicas de la interpolacién y el concepto de
particiéon de la unidad, ambos fundamentales para el desarrollo del Capitulo
III. Seguidamente, en el apartado 4 se describe el error de discretizacién y las
leyes de convergencia.

Por otro lado, la aplicacién de EF a MFEL para la obtencién de los FIT, se
resume en los apartados 5 y 6. En el 5 se describen brevemente, diferentes
técnicas para modelar la singularidad en EF. En el apartado 6 se resumen las
principales técnicas para la extraccion de los FIT a partir de la solucién de EF.

I1.2 Planteamiento del problema elastico

I1.2.1 Formulacién fuerte

A continuacién se resumen las ecuaciones que gobiernan el problema elastico-
estatico bajo las hipétesis de pequefios desplazamientos y pequeiias
deformaciones. Sea el dominio considerado @ y su frontera, I'. Se definen las
condiciones de contorno esenciales o de Dirichlet, u, en la frontera I'a y las
condiciones naturales o de Neumman t en I't. Se consideran también, las

fuerzas por unidad de volumen, b, (véase Figura II-1).

El tensor de tensiones de Cauchy, o, debe satisfacer las ecuaciones de equilibrio
dadas por:

Vo+b=0enQ

o-n=tenTl, (I-1)
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2,

It

u I'a
Figura II-1. Cuerpo eldstico y condiciones de contorno.

Las relaciones deformaciones-desplazamientos vienen dadas por las ecuaciones
de compatibilidad:

e=¢g(u)=V,u
u=u enljy (I1-2)
donde V

constitutiva viene dada por la ley de Hooke:

s es la parte simétrica del operador gradiente. La ecuaciéon

o=D:e (II-3)

Donde D es el tensor de elasticidad de Hooke.

I1.2.2 Formulacion débil

En el planteamiento de la formulaciéon débil, manteniendo los desplazamientos
como incognita principal, es habitual aplicar el principio de minima energia
potencial total.

Se define E(Q) como el conjunto de todos los campos de desplazamientos en Q
que tienen una energia de deformacién finita. A los campos de desplazamientos
u €E(Q) que satisfacen las condiciones de contorno esenciales (desplazamientos
impuestos en I'a) se les denomina campos de desplazamientos admisibles. Al
conjunto de todos los campos de desplazamientos admisibles definidos en Q lo
denotamos con E(Q).

La energia potencial total de un cuerpo eldstico Il,(u) se define como la energia
de deformaciéon U(u) maés la energia potencial de las fuerzas aplicadas P(u):

I, (u) =U(u) + P(u) II-4)
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La energia de deformacién puede calcularse como:

Uu) = %JSTDedQ (I1-5)
Q

La energia potencial de las fuerzas externas viene dada por:

P(w) = ~[u"bdQ~ [u"tdr (I1-6)
Q

I

El principio de la minima energia potencial total establece que el campo de
desplazamiento uex que satisfacen las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
problema elastico, asi como las condiciones de contorno, dan un minimo para la
energia potencial total en comparacién con cualquier otro campo de
desplazamientos admisible:

IT,(ue) = urg%i(rglz)np(u) (I1-7)

Utilizando la ecuacién (II-1) y de la (II-4) a la (I1-6) se obtiene:

I, () = % [ () DLud - [u"bde - [u"tar (I1-8)
Q Q I

Donde L es el operador de derivadas. Asi pues, la energia potencial total se
puede expresar en funcién unicamente del campo de desplazamientos u.
Minimizando la ecuacién (II-8) puede encontrarse la solucién del problema
elastico lineal. Generalmente este problema no puede resolverse
analiticamente y se precisa de algin método numérico para encontrar una
soluciéon. Como se ha expuesto en la introducciéon, el MEF es uno de los mas
utilizados.

11.2.3 Suavidad de la soluciéon

La suavidad de una funcién es una medida de cudntas derivadas de cuadrado
integrable tiene y cémo de rapido evolucionan sus derivadas en el dominio
(véase Szabo [41)).

Los puntos donde las tensiones tienden a infinito reciben el nombre de puntos
singulares. Es muy dificil reproducir a nivel local lo que ocurre en estos puntos.
Las singularidades son regiones criticas y, en analisis de tensiones, estan
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ligadas a vértices que penetran en el dominio, cambios bruscos en las
propiedades del material, en las condiciones de contorno o en las cargas
aplicadas.

Cuando se tiene un dominio en el que no existen singularidades en su interior
ni en su frontera, se tendra una solucién suave y el campo de desplazamientos
serd una funcién analitica (es decir, la solucién en cualquier punto puede
desarrollarse en serie de Taylor).

Un dominio que contenga un numero finito de puntos singulares tendra
solucién analitica excepto en dichos puntos, donde la solucién se ve dominada
por el efecto local. En Szabd [47] se presenta una expresién para la solucién
exacta para los desplazamientos en la cercania de una singularidad en el caso
bidimensional:

o0

U =g+ Y Ay (6) (I1-9)

i=1

Donde u:1 es un vector de funciones suaves, r y 6 son coordenadas polares
centradas en el punto singular, A; son coeficientes que dependen de la carga
aplicada, A son coeficientes generalmente complejos y i son vectores de
funciones suaves conocidas a priori e independientes de uex. Ai y i estan
determinados por las condiciones que la solucién exacta debe satisfacer en las
cercanias de la singularidad. Los coeficientes A; se denominan factores de
intensidad de tensiones generalizados por su analogia con los factores de
intensidad de tensiones de mecdanica de la fractura.

Como consecuencia de que uex tiene energia de deformacion finita, todos los A
tienen que ser positivos (0 su parte real si son ntimeros complejos). El valor
minimo de A;, denotado A, es una medida practica de la suavidad de la solucién
exacta en el entorno de un punto singular. Cuanto mayor es 4 mas suave es Uex.
Cuando A < 1 la solucién es singular, siendo infinito el valor de la primera
derivada de uex con respecto a r en el punto singular (r = 0). Detalles de cémo
calcular 4 en problemas de elasticidad bidimensional pueden encontrarse en
Szabd y Babuska [62] junto con algunos ejemplos y valores tipicos.

La solucién estimada de EF se puede ajustar con gran precision a problemas
donde la solucién exacta tiene un comportamiento suave, capaz de ser
aproximado mediente funciones polindémicas.

Es importante sefialar el concepto de suavidad de la solucién ya que buena

parte del esfuerzo computacional para controlar el error de una soluciéon de
elementos finitos depende de la suavidad de la solucién exacta.
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I1.3 Formulacion mediante el MEF

Para obtener la solucién de elementos finitos se subdivide el dominio & en un
conjunto de n. subdominios:

e=n,
Qe(e=1, ..., ne) donde UQe =Q y Qe"ﬂQef =@ parai#] I1-10)

e=1

Estos subdominios constituyen los denominados elementos que suelen ser de
geometria sencilla. Esta subdivision constituye la malla. En cada elemento, la
aproximacion convencional del campo de desplazamientos, viene dada por la
siguiente interpolacion:

u, = Na‘ (I1-11)

donde uer representa el campo de desplazamientos de elementos finitos, N es la
matriz de funciones de forma Ni(x,y) que interpola la solucién en el punto
considerado y a¢ es el vector de amplitudes de las funciones base (constante
para cada elemento). Para que las funciones de desplazamientos uer sean
admisibles se fijan algunas amplitudes (correspondientes a las condiciones de
contorno esenciales). El nimero n de amplitudes libres es el namero de grados
de libertad. Asi pues, las amplitudes libres constituyen las incégnitas o grados
de libertad del problema discretizado.

Resulta méas conveniente definir las funciones de interpolacién en un sistema
de coordenadas local (§n) para cada elemento, Ni(,n). Para relacionar las
funciones de forma en los dos sistemas de coordenadas se utilizan funciones de
transformacién de coordenadas. En el apartado I1.3.1 se detallan las
caracteristicas de las funciones de interpolacion y la transformacién de
coordenadas para los elementos isoparamétricos utilizados en esta Tesis.

El campo de deformaciones y el campo de tensiones de elementos finitos se
obtiene como sigue:

e, =Lu, =LNa’=Ba* (II-12)
o, =De,; =DBa* (I1-13)

Donde B es la matriz de derivadas de las funciones de forma y D es la matriz
de elasticidad del material.
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La energia de deformacién de un elemento e puede calcularse como:

Ue(u,) = % j T De ;dQ =
Q(:'

! n [ | (II-14)
= [(Ba*J DBa‘d0 = a" [B'DBd0A" = L2k a’
2 2 2
Q° Q°
donde ke es la matriz de rigidez del elemento:
k* = [B"DBdQ (L.15)
O°

A su vez, la energia potencial de las fuerzas externas de un elemento sera:

P(uy) = [ (Na“ [ bac - [(Na®'tar =

Q° renr,
(II-16)
—_a j NTbdQ + J-NTtdF —_a'ge
Q° reNr,
donde f¢ es el vector de fuerzas nodales del elemento e:
e _ T T
£~ [N"bd+ [N'tdr (17

fok N,

Si las funciones de forma se eligen de manera que el campo de desplazamientos
de EF sea continuo entre elementos (continuidad C?), la energia potencial total
puede calcularse como la suma de las energias potenciales totales de cada
elemento:

M, () = 3 TS () (I1-18)
e=1

Si1 ahora sustituimos las ecuaciones (II-14) y (II-16) en (II-18) se obtiene:

. 1 eT e_e eT e
np<uef):z[2a ka®-a f} (II-19)

e=1
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Utilizando el ensamblado habitual se define la matriz de rigidez global:
S 11-20)
K-Sk (

y el vector de fuerzas global:

Fz:Eife (I1-21)
e=1
Finalmente podemos expresar la energia potencial total como:
1
IT,(uy) = [2 ATKA - ATF} (I1-22)

donde A es el vector de amplitudes global y contiene las incoégnitas del
problema.

La condicibn de minima energia potencial total se expresa haciendo
estacionaria la energia potencial total con respecto a las amplitudes:

6Hp(uef)

=KA-F=0 (I1-23)
oA

Este sistema de ecuaciones algebraico representa las ecuaciones de equilibrio
discretizadas, expresado habitualmente como:

KA=F (I1-24)

Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario tener en cuenta los
desplazamientos impuestos en I'a (para que uer sea admisible hay que imponer
condiciones de contorno de Dirichlet), 1o que elimina los movimientos de cuerpo
rigido que hacen singular la matriz K.

I1.3.1 Caracteristicas de la interpolaciéon

Las propiedades de las funciones de interpolacién en elementos finitos son las
que determinan las propiedades de la solucién en el elemento, es por ello, que
dichas funciones deben ser convenientemente formuladas. La interpolaciéon en
un elemento viene dada por la ecuacién (II-11) que aqui se recuerda:

u, = Na° (I1-25)
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En la formulacién convencional de elementos finitos, las funciones de forma IV;
se definen para cada nodo del elemento, siendo generalmente funciones
polinémicas. Las propiedades de la interpolaciéon deben ser tales que garanticen
la convergencia de la solucién. Para el problema eléstico, se pueden resumir en
las siguientes:

= continuidad CY en las fronteras entre elementos,

= inclusién de los términos constante y lineales de forma que sea posible
representar movimientos de sélido rigido y estados de deformacién
constante, respectivamente.

Ademas, para cualquier problema, resulta conveniente:

= Isotropia o invarianza geométrica, para poder representar por igual la
variacion de la funcién en cualquier direccién.

Otra propiedad de las funciones de forma nodales es que cumplen la funcién
delta de Kronecker, es decir, su valor es la unidad en el nodo de definicién y
cero en el resto. Esta condicién resulta necesaria para garantizar que el valor
de los coeficientes a¢ coincide con el valor de la solucién nodal u.

1 s1i=]
N. LN - ) = -
i (X95) {0 S i (I1-26)

Para que las funciones N; y, por lo tanto, la solucién aproximada de elementos
finitos uet, satisfagan la continuidad C?, resulta fundamental que cada funcién
Ni se anule en la frontera del elemento donde no esté el nodo de definicién. Esta
propiedad hace que el valor de la solucién aproximada por EF en un punto
situado en un lado, dependa exclusivamente del valor de la solucién en los
nodos de dicho lado.

La interpolacion se puede realizar en coordenadas globales (x,y) o en
coordenadas locales (7). Es mas habitual realizarla en coordenadas locales
pues facilita la integracion numérica de las matrices de elemento y garantiza la
continuidad CY% En el sistema de referencia local se definen los elementos
finitos normalizados o de referencia. En tal caso resulta necesaria la definiciéon
de una transformacién de coordenadas (véase Figura II-2) que permita obtener
las coordenadas globales a partir de las locales. La transformacién de
coordenadas mas empleada en elementos finitos es la transformacién
isoparamétrica, (véase (II-27)):

X = ZNi(én)xi 11-27)
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Para obtener las derivadas globales de las funciones de forma expresadas en
locales, necesarias en la ecuacién (II-12), asi como para relacionar el area del
elemento real con el area del elemento normalizado, se define la matriz
Jacobiana. Para el caso 2D resulta:

a o) [y, sV,

N o5 © 4 0g '
e ) ZM,C, Zmy' (11-28)
on on| |4~ on U & onp

La definicién es analoga para el caso 3D.

v

Figura II-2. Transformacion de coordenadas.

11.3.2 Integracion numérica

El calculo numérico de una integral se denomina cuadratura, siendo la
cuadratura de Gauss-Legendre la mas utilizada para determinar las integrales
en el MEF.

Como ejemplo, se considera el elemento cuadrilatero bilineal. La expresién para
el calculo de la matriz de rigidez, empleando la integracién numérica de Gauss,
resulta:

Ny Ng
k=~ > (B'DBIH.H, )(gi,,,j) (I1-29)

i=l j=1

30



II. BASES DE ELEMENTOS FINITOS. APLICACION A MFEL

Las posiciones de los puntos de integracion, dados por las coordenadas (&,n)), y
los pesos H; y Hi pueden consultarse en la bibliografia, por ejemplo, en el libro
de Bathe [83] o Zienkiewicz y Taylor [127]. N¢ representa, en este caso, el
numero de puntos de integracién en cada direccién.

Si se considera un elemento tridimensional tetraédrico, la expresiéon para el
calculo de la integral que define la matriz de rigidez de elemento resulta:

Koo S (B"DBIH, )

1

[

&i05y) (I1-30)

Donde Ng representa el numero total de puntos de integracién. Las
coordenadas de los puntos de integracion, (&, i, (i) y el peso en cada punto H;,
pueden consultarse en la bibliografia, véase Zienkiewicz y Taylor [127].

I1.4 Error de discretizacion

Una solucién de elementos finitos es una soluciéon aproximada y por tanto dicha
solucién contiene un error. Son varias las fuentes de error que podemos
encontrar:

= errores de modelado, debidos a la diferencia que existe entre el sistema
fisico y su modelo matematico,

= errores numéricos: de redondeo, de integracion numeérica, etc.,

= errores en la representacién de la geometria,

= error de discretizacion.

El error de discretizacién tiende asintéticamente a cero cuando el nimero de
gdl crece, pero al aumentar el nimero de gdl se tiene un mayor esfuerzo
computacional. Por lo tanto, es necesario, un compromiso entre el error de una
solucién de EF y el coste computacional. A continuacién, se consideran algunos
aspectos fundamentales del error de discretizacion, propio del MEF.

Generalmente la solucién del MEF no coincidird con la solucién exacta, a no ser
que el campo de desplazamientos uex pueda ser representado exactamente a
través de las funciones de interpolacién. La calidad de la solucion de EF
dependera de:

= gila solucién exacta es suave o tiene singularidades,

= de la discretizacion, es decir, del mallado en su adaptacion a la geometria
y del tamarfio de los elementos,
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= de las funciones de transformacion de coordenadas y del orden polinémico
de las funciones de interpolacién definidas en cada elemento.

A medida que se aumenten el nimero de grados de libertad mejor sera la
aproximaciéon. Atendiendo a esto, existen dos formas basicas de mejorar la
calidad de la solucién:

= reducir el tamafio de los elementos,
= aumentar el orden polinémico de las funciones de forma.

La version h del MEF, o método h, se basa en la primera técnica donde % hace
referencia al tamano de los elementos. Esta es la version del MEF mas
empleada industrialmente. La versién p, o método p, se basa en la segunda
opcién, donde p hace referencia al orden de la interpolacién en los elementos.
La versién hp del MEF se basa en la utilizacién conjunta de ambas técnicas
para reducir el error. Para conocer con detalle estas estrategias de mejora de la
solucién asi como la cuantificaciéon del error de discretizaciéon puede verse
Tarancén [115].

Se puede definir el error del campo de desplazamientos e como la diferencia
entre el campo de desplazamientos exacto y el de elementos finitos:

€=Uy —Ugr (II-31)
Una definicién como ésta no resulta practica, ya que es una funcién de punto.
En general se busca cuantificar el error mediante una medida global, un
escalar, por ejemplo una norma con forma integral. Puesto que el método de los
elementos finitos est4 basado en la minimizacién de la energia potencial total,
parece natural evaluar el error mediante la norma energética.

Asociada a E(Q) podemos definir la norma energética, como la raiz

L.
cuadrada del doble de la energia de deformacién:

HuHE(Q) =[20(w) (I1-32)

De este modo, se define el error de discretizacién en norma energética,

eHE(Q) ’
como la norma energética del error en desplazamientos:

HeHE(Q) = Huex ~ Ut HE(Q) = \/m (II-33)
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que es equivalente a:

HeHE(Q) - \/j(oex ~0;) D7 (00 — 0 O (I11-34)
Q
donde oex es el campo de tensiones exactas.

Esta norma puede calcularse sobre el dominio completo & o sobre elementos
individuales Qe. Es importante notar que:

2 S )
el = ;He\\ (I1-35)

Existen otras normas pero ésta es la mas extendida en la solucién del problema
elastico.

Resulta conveniente utilizar una medida del error que sea adimensional, por
ello se define el error relativo en norma energética » como:

= HeHEAXmO (I1-36)
HueXHE(Q)

que también puede definirse a nivel local:

e lesary o0 (1-37)

B HuexHE(Qf)

donde 7e¢ es el error relativo del elemento e.

11.4.1 Leyes de convergencia

El conocimiento a priori del error tedrico en norma energética y de su velocidad
de convergencia permite, en el caso de refinamientos uniformes, estimar el
error de discretizacién mediante técnicas de extrapolacién a partir de varios
analisis. En el caso de refinamientos adaptativos permite disefiar estrategias
de refinamiento Optimas (alcanzar el error deseado con el menor coste
computacional) cuando se utilizan en combinacién con estimadores de error a
posteriori.
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Una de las expresiones mas completas para el error tedrico en norma
energética es la dada por Babuska y Dorr [29]:

HeHE(m < Ch™RPA=¢ =2 con 0 < ¢ < min(1,4) (11-38)

donde h es el mayor tamano de los elementos empleados, p es el orden
polinémico de las funciones de forma, A es una medida del orden de
singularidad de la solucién exacta, C es una constante que depende del
problema y & representa una tolerancia. En la ecuacién (II-38) puede
observarse la afirmacion realizada anteriormente de que el error tiende
asintéticamente a cero tanto al disminuir el tamafno de los elementos como al
aumentar el grado de los polinomios. Esta expresién es valida para
refinamiento uniforme.

Se denomina velocidad de convergencia a la pendiente (con signo contrario) de
la curva que se obtiene al representar el error en norma energética frente al
numero de grados de libertad en un diagrama logaritmico-logaritmico. La
velocidad de convergencia es una medida de cémo de dificil es controlar el error.
A mayor velocidad de convergencia mas rapido se acerca la solucién de EF a la
exacta al aumentar el numero de gdl. Si la pendiente de la curva obtenida es
constante (linea recta) la convergencia se denomina algebraica, mientras que si
la pendiente aumenta (se hace mas negativa) con el numero de gdl, la
convergencia se denomina exponencial.

A continuacién se muestra un resumen de las leyes de convergencia en las
versiones h, p vy hp del MEF. En Szab6 y Babuska [62], se pueden encontrar
todos los detalles.

Convergencia en la version h

En el caso de refinamientos A, el error en norma energética tiene convergencia
algebraica y su estimacidn teérica es:

K
lelp) < 7 (I1-39)

donde x y S son constantes positivas y IV es el niumero de grados de libertad.

El valor de x depende del problema, es decir, de uex. El coeficiente [ coincide
con la velocidad de convergencia y su valor depende del tipo de refinamiento A,
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existiendo dos posibilidades: refinamiento uniforme o cuasiuniforme! y
refinamiento adaptativo. En el primer caso se tiene que [ es:

ﬂ=%mmwﬁo (I1-40)

donde p es el orden polinémico de las funciones de forma y A es el mismo
parametro de la ecuacién (II-9), que da una medida del orden de la
singularidad. Cuando la solucién exacta es suave (A > 1) la velocidad de
convergencia est4d limitada por el orden polinémico de los elementos
(suponiendo A > p, que es lo habitual ya que en la versién A los elementos
suelen ser de orden lineal o cuadratico). Para el caso de refinamiento
adaptativo, § se obtiene mediante la expresion siguiente:

1
ﬁzap (I1-41)

Cuando las mallas son 6ptimas, (distribucién uniforme del error entre los
elementos, Zienkiewicz y Zhu [50]) la velocidad de convergencia del error esta
limitada por el orden p de los elementos, con independencia de si la solucién es
suave o singular (se elimina el efecto de la singularidad).

Convergencia en la version p

En el caso de refinamientos p existen varias posibilidades para la velocidad de
convergencia del error. Esta puede ser algebraica o exponencial en funcién del
tipo de solucién y del mallado.

Atendiendo a la suavidad de la solucién exacta, la expresién para la estimacién
tedrica del error en norma energética viene dada por Szabd y Babuska [62]. Si
la solucidn es suave, la convergencia es exponencial:

K
oo < (I1-42)
B exp(yN”)

donde k, yy 6 > 1/2 son constantes positivas que dependen de Uex.

En cambio, sila solucién es singular, la convergencia es algebraica y viene dada
por la ecuacién (II-39).

1 . . . . .,
Un refinamiento es cuasiuniforme cuando en cada malla del proceso la relacién entre el
maximo y el minimo tamafo de elemento est4 acotada.
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En este caso, la velocidad de convergencia depende del mallado, si la
singularidad no coincide con ningun nodo, el coeficiente S se obtiene como:

B=—-A (I1-43)

En esta situacién, la velocidad de convergencia es la misma que con
refinamiento A-uniforme.

Si el punto singular coincide con un nodo, el coeficiente £ resulta de la
expresion:

p=21 (I1-44)

en este caso la velocidad de convergencia es el doble que en refinamiento A-
uniforme.

Segun lo visto para la version h y para la version p, la velocidad de
convergencia siempre sera mayor con refinamientos p que con refinamientos A
para problemas con solucién suave. En problemas con singularidades los
refinamientos p siempre tendran una velocidad de convergencia igual o doble a
la de refinamientos A-uniformes. Sin embargo, los refinamientos h-adaptativos
tienen una mayor velocidad de convergencia en problemas con singularidades.

Convergencia en la version hp

En la version hp se busca combinar las propiedades deseables de la versién A
(capacidad para aislar el efecto de las singularidades) con las de la versién p
(convergencia exponencial donde la solucién es suave). Cuando se utilizan
simultaneamente mallas déptimas y distribuciones p éptimas, (refinamiento hAp-
adaptativo), la convergencia de la norma energética del error es exponencial,
independientemente de la suavidad de la solucién exacta. En este caso la
estimacion del error tedrico en norma energética es de la forma dada por la
ecuacion (II-42), con 6 > 1/3.

Una forma sencilla de realizar refinamientos Ap consiste en disenar a priori
una malla aproximadamente 6ptima y realizar sobre ella un refinamiento p.
Esto es posible porque en la mayoria de aplicaciones los analistas conocen de
antemano dbénde estan situados los puntos singulares, por lo que pueden
disefiar una malla que se aproxime a la que se obtendra por un refinamiento A-
adaptativo. Tales mallas tienen una disminucién del tamafio de los elementos
en progresién geométrica hacia los puntos singulares, por lo que se denominan
mallados geométricos. El factor geométrico mas utilizado es 0.15, Szabé y
Babuska [62], que resulta 6ptimo alrededor de puntos singulares como vértices
en el contorno o fondos de grieta (realmente es Optimo en problemas
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unidimensionales pero también se utiliza en problemas multidimensionales).
La distribuciéon p éptima es tal que los elementos més grandes son de orden
mayor y los de menor orden se sitian por tanto alrededor de los puntos
singulares. Aunque también puede optarse por una distribucién p-uniforme, ya
que, aun siendo computacionalmente mas costosa que las p-adaptadas, permite
estimar el error en norma energética con buena precision mediante
extrapolacion. En este caso (distribucion p-uniforme) la convergencia del error
es exponencial para p bajos y se hace algebraica para p altos (a partir del orden
p que es 6ptimo para la malla). Esto se debe a que para p pequerio el error
viene de la parte del dominio donde la solucién es suave y los elementos
grandes (convergencia exponencial), mientras que al aumentar el orden
polinémico el error causado por las singularidades se hace dominante
(convergencia algebraica). La zona de convergencia exponencial se denomina
pre-asintotica mientras que la zona de convergencia algebraica se denomina
asintotica. Evidentemente conviene disefiar las mallas para que se alcance la
precision deseada en la zona de convergencia pre-asintética, es decir, sin
superar el orden p 6ptimo de la malla. En la Figura II-3 se resumen las
diferentes curvas de convergencia para cada tipo de refinamiento.

De lo visto se deduce que un refinamiento Ap-adaptativo es la forma mas
eficiente de controlar el error de discretizacion en un problema con
singularidades. En problemas con solucién muy suave lo més eficiente puede
ser un refinamiento p con una malla con tamano de elemento relativamente
grande.

Por ultimo hay que decir que la relacién menor o igual (<) en las ecuaciones
(II-39) y (II-42) puede ser reemplazada por aproximadamente igual (x) al
aumentar suficientemente el nimero de grados de libertad. Esto justifica el uso
de estas expresiones como estimadores del error a priori.

~ fi-uniforme

7 min{p, A)

peuniforme
solucién suave &
peuniforme

mallado geométrico

lowr N

Figura II-3. Curvas de convergencia teérica del error en norma energética.
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II.5 Modelado de la singularidad mediante el MEF

I1.5.1 Métodos clasicos

Cronolégicamente, la primera opcién para intentar reproducir el
comportamiento singular en MFEL fue el uso de mallas extremadamente
refinadas en el entorno de grieta (véase Chan et al. [3]). Este planteamiento no
requiere de modificacion especial de un cédigo estandar de elementos finitos,
pero resulta poco eficiente. Por ejemplo, para obtener valores de K con un error
del 5% en un problema 2D, se necesita un numero elevado de grados de libertad
(entorno a 2000 con elementos lineales). En problemas 3D, el inconveniente es
mayor.

Se han planteado alternativas como la subestructuracién, donde se considera
como macroelemento una zona refinada en el entorno de la grieta. No obstante
sigue siendo necesario un numero elevado de grados de libertad (véase
Liebowitz y Moyer, [55]).

Poco después, surgié un gran nimero de trabajos relacionados con el desarrollo
de elementos especificos que permiten modelar de forma adecuada el
comportamiento singular en el entorno del extremo de grieta, véase, por
ejemplo, la revision de Gallagher [17]. Estos elementos se denominan
genéricamente elementos singulares y su utilizacién evita los elevados
refinamientos necesarios para modelar correctamente el comportamiento
tedrico.

De acuerdo con Lo y Lee [65] los elementos singulares se pueden clasificar de la
siguiente forma:

= elementos con funciones de forma especiales,
=  elementos hibridos,
= elementos basados en transformaciones geométricas.

En Liebowitz y Moyer [55], se encuentran definidos otra clase de elementos
singulares: los elementos enriquecidos. Para ver con detalle las caracteristicas
de estos elementos, se puede consultar el trabajo de Giner [112].

11.5.2 Método de Particion de la Unidad y Enriquecimiento

Las funciones de forma nodales cumplen la propiedad denominada Particion de
la Unidad. La suma de las funciones de forma de todos los nodos de un
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elemento, evaluadas en un punto cualquiera del mismo, da como resultado la
unidad:

2 Nix) =1 (I1-45)

El concepto de particiéon de la unidad resulta esencial para que la interpolacién
sea capaz de representar una solucién del mismo orden que el elemento o
constante.

En el caso de aplicar un enriquecimiento local, y(x), esta propiedad es la que
permite representar la funcién de enriquecimiento correctamente en cualquier
punto del interior del elemento:

Z N,(x)p(x)=p(x) (11-46)

En los métodos clasicos de resolucién de problemas de MFEL a través de EF
existe el inconveniente comun de tener que adaptar la malla a la geometria de
la grieta. La idea de enriquecer la aproximacién de la solucién a través de
funciones conocidas a priori y que caracterizan el comportamiento singular de
la solucién, fue aportada por Fleming et al. [85] en el método sin malla. Con
esta idea, no es necesario mallar considerando la discontinuidad de la grieta.

El enriquecimiento debe realizarse teniendo en cuenta la particiéon de la
unidad, PUM (concepto o método desarrollado por Babuska et al. [74], [80] y
[84]). E1 método de elementos finitos estandar cumple esta propiedad, como se
ha explicado en el apartado I1.3.1.

Cuando se enriquece la solucién de EF en el marco de PUM, la aproximacién
dada por la ecuaciéon (II-25) queda:

U (x) = ZNj(X)(uj + Zpk(x) : ajkj I1-47)

j=1 k=1

Donde uet(x) representa la solucion aproximada mediante elementos finitos en
un elemento, Nj(x) son las funciones de forma estandar, u; representa el vector
de la solucién nodal, pr(x) las funciones de enriquecimiento, a;: los grados de
libertad asociados a las funciones de enriquecimiento, n el ntimero total de
nodos del elemento y m el numero de funciones de enriquecimiento.
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La ecuacion (II-47) es claramente particién de la unidad. Si se particulariza la
ecuacién para un nodo enriquecido, x;, se tiene:

u(x;) = ZNj(xi){uj + Zpk(xi) : ajk] (I1-48)

j=1 k=1

Donde el primer sumando se anula excepto para N;(Xi;)u; = u;, entonces:
m
u(x;)=u; + Zpk (x;)-a (I1-49)
k=1

Como se observa en la ecuacién (II-49), no se garantiza el cumplimiento de las
condiciones de Dirichlet, cuando se impone u; =u; . Por lo tanto, si un nodo

enriquecido tuviese impuesta una condicién de contorno esencial, seria
necesario alguna condicién adicional que relacionara los grados de libertad u; y
ajr para poder satisfacerla.

Una forma sencilla de garantizar el cumplimiento de las condiciones de
Dirichlet consiste en “desplazar” la funcién de enriquecimiento restandole el
valor nodal:

u(x) = ZN,'(X) u; + Z(pk(x) _Pk(Xj>)' a, (II-50)

m
j=1 k=1

El método de elementos finitos con particiéon de la unidad (PUFEM) plantea el
enriquecimiento a nivel global, lo cual resulta problematico desde el punto de
vista computacional (véase apartado II1.5.2). De la misma manera se plantea el
enriquecimiento en el método de elementos finitos generalizado, GFEM,
(Stroboloulis et al. [102], [103] y [108] y Duarte et al. [105]).

El método de elementos finitos extendido, XFEM, considera el enriquecimiento
a nivel local, cumpliendo, en la medida de lo posible, la particién de la unidad.
Este método, ha sido aplicado a gran variedad de problemas. En concreto, para
modelizar la singularidad en grietas, fue considerado por primera vez por
Belytschko y Black [94]. En el Capitulo III se describe con detalle este método
numérico en su aplicacién a MFEL.
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I11.6 Extraccion del FIT mediante el MEF

11.6.1 Introduccion

Los problemas de MFEL se caracterizan por presentar un comportamiento
singular en deformaciones y tensiones en el extremo de grieta. Las expresiones
correspondientes al primer término (término singular) del desarrollo analitico
de la solucién en tensiones se pueden encontrar en cualquier texto basico sobre
Mecéanica de la Fractura (véase p.ej. Gdoutos [69] o Anderson [75]).

022
021

032
013 ko
x24 ﬁ 33

011

X1

X3

Figura II-4. Notacion utilizada en la definicion del campo de tensiones y
desplazamientos en un punto cercano al frente de grieta en MFEL.

De acuerdo con la nomenclatura de la Figura II-4, las expresiones de las
componentes de tensién en un punto para el caso general 3D en un sélido con
comportamiento elastico, lineal e isétropo son:

o —ﬁcos— l—sengsenﬁ - K seng 2+cosgcosﬁ I1-51)
" a2 2 2 ) w2 27 2 )

o —ﬁcosg l+sengsenﬁ + K sengcosgcosﬁ (II-52)
27 a2 2 2 ) 2w 20 202 )

o33 =0 (en tensién plana); oy, = v(oy, + o) (II-53)
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Oy = K sengcosgcosﬁ+ Kn cosg l—sengsenﬁ 11-54
P 2 27 2 w2 2772 L-54)
O3 =— K sen — (I1-55)
27 2
27 2

Anéalogamente, los primeros términos del desarrollo del campo de
desplazamientos en puntos cercanos al extremo de grieta son:

U =£« LCOSQ(K—cos9)+ﬁ4 Lseng(2+x+cos6’) (I1-57)
2u \ 2 2 2u \2x 2

u, =£4 Lseng(lf—cosﬁ)+&4 LCOSQ(Z—K—COSQ) (11-58)
2u \2x 2 2u \2x 2

e = 2Km \/Tsenﬁ (11-59)

3 y7, 2r 2

Donde p es el médulo de rigidez a cizalladura y x es una constante que toma los
siguientes valores segun el tipo de estado tensional (constante de Kolosov):

3-4v en deformacién plana

I (I1-60)

en tension plana
1+v

Siendo v el coeficiente de Poisson. Las ecuaciones de la (II-51) a la (II-59) son
basicas en MFEL y como se observa estan descritas en funcién de los factores
de intensidad de tensiones, como Unicos parametros caracteristicos.

La obtenciéon de los factores de intensidad de tensiones suele ser el objetivo
principal de la aplicacién de los métodos numéricos a MFEL. Su evaluacion
forma parte del postproceso de resultados obtenidos a partir de la herramienta
numérica. Distinguimos dos grandes grupos de métodos de extracciéon de los
FIT: los métodos locales o directos y los métodos energéticos o indirectos.
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Métodos locales (o directos)

Se denominan métodos directos o locales a aquellos que permiten obtener una
estimacion directa de K, basada en la correcta representaciéon de los campos
singulares de deformaciones en la proximidad del extremo de grieta. Por ello
estos métodos se utilizan casi exclusivamente en combinacién con elementos
singulares. Para ver mas detalles, véase Giner [112].

Métodos energéticos (o indirectos)

Se basan en planteamientos energéticos extendidos a zonas que no
necesariamente corresponden al entorno cercano al extremo de la grieta, lo que
hace menos importante una modelizacién precisa de la singularidad.

Mediante los métodos energéticos, es posible obtener resultados precisos
utilizando mallas con tamafno de elemento relativamente grande y sin
necesidad de ningun refinamiento especial en el entorno de grieta ni empleo de
elementos especiales aunque, obviamente, de este modo se podrian obtener
resultados mas precisos. En estos métodos se evalian de manera global ciertas
magnitudes energéticas a partir de resultados obtenidos en elementos alejados
del extremo de grieta. Su elevada precisién se deriva conceptualmente del
fundamento mismo del MEF, esto es, minimizacién de forma global de un
funcional de caricter energético?.

Un gran inconveniente de los métodos energéticos es su dificultad para separar
las contribuciones asociadas a cada uno de los modos de apertura de grieta y
asi obtener estimaciones independientes de Ki, Kn y Km. Existen técnicas
especificas para desacoplar los modos y mejorar este inconveniente.

Otro aspecto negativo de los métodos energéticos se manifiesta en su aplicacién
a problemas 3D, donde la equivalencia de G con K sélo queda definida si se
asume un estado en el frente de grieta de deformacién plana o bien de tensién
plana. Lejos de la interseccién del frente de grieta con la superficie del sélido es
frecuente suponer un estado de deformacién plana, pero en situaciones
intermedias no es posible suponer ninguno de los dos estados.

En los apartados que vienen a continuacién, se describen los métodos
empleados en esta Tesis:

= la integral de contorno J (I1.6.2),
= integrales de contorno en modo mixto (I.6.3),
= método de la integral de dominio equivalente (EDI) (I1.6.4).

2 Minimizacién del funcional energia potencial total IT,.
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Entre estas alternativas destaca el método EDI basado en el concepto de
extension virtual de grieta. Una ventaja fundamental es su facil extensién a
problemas 3D (Parks [10], Delorenzi [30], Li et al. [39]).

11.6.2 La integral de contorno J

En un problema de MFEL, la definiciéon de la tasa de liberacién de energia G
por unidad de area formada es:

q._d1_|dU (I1-61)
 dA |dA

donde se ha supuesto que las fuerzas exteriores aplicadas son constantes y U
representa la energia de deformacién elastica.

La evaluacién correcta del campo de deformaciones en las inmediaciones de
una entalla o grieta con el objetivo de permitir su caracterizacién suele
presentar dificultades. Este hecho llevd a Rice [2] a proponer la conocida
integral de contorno J, originalmente para una entalla en un problema
bidimensional. Eshelby en 1956 ya utilizé una integral analoga definiendo su
energy-momentum tensor para el estudio de dislocaciones y defectos internos en
campos eldasticos. También Sanders en 1960. Por su parte Cherepanov en 1967
desarrollé un planteamiento similar al de Rice, (véase Cherepanov [25]).

Bajo las hipdtesis de sélido homogéneo con comportamiento eldstico (no
necesariamente lineal), en ausencia de fuerzas por unidad de volumen y
fuerzas por unidad de superficie en la entalla, Rice definié la integral J como
sigue (teniendo en cuenta la disposicién de la entalla con arreglo al sistema de
referencia mostrado en la Figura II-5):

ou
J = J-(Wdy - Ta dF) (11-62)
r

donde I' es cualquier camino que rodee al extremo de entalla (cuyo contorno es
I')), recorrido en sentido antihorario desde una cara de la entalla a la otra, W es
la energia de deformacién por unidad de volumen, T es el vector de tracciones
en el contorno I', u es el vector de desplazamientos y dI' es un elemento
diferencial de contorno I'.
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La densidad de energia de deformaciéon W para el caso elastico (lineal o no)
viene dada por la expresién3

W=Wx.y) = [o;ds; (I1-63)
0

en la que o; y & representan el tensor de tensiones y deformaciones
infinitesimales respectivamente. Por otra parte, las componentes del vector de
tracciones T sobre el contorno I' se definen con arreglo al vector normal
unitario n indicado en la Figura II-5, como

T; = ojn; (II-64)

Conviene remarcar que la ecuacion (II-62) estd planteada para una entalla del
tipo mostrado en la Figura II-5 cuyas caras son paralelas al eje x, resultando
evidente que una grieta alineada con dicho eje es un caso limite del mismo
problema.

y=x2 n
U =Uuz

X =X1
u=ui

Figura II-5. Entalla en un dominio bidimensional. I' es cualquier curva que contenga el
fondo de entalla I':.

J como integral independiente del camino

La independencia de la integral J con respecto al camino I' utilizado para su
evaluaciéon es sin duda la propiedad que ha hecho de este método energético
uno de los mas versatiles en las técnicas numéricas aplicadas a Mecanica de la
Fractura.

3 , ey ., . . . .
En parte de este capitulo se utiliza notacién tensorial y el correspondiente criterio de
suma respecto a los indices repetidos.
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Es posible estimar </ en zonas alejadas del extremo de la entalla o grieta, donde
los gradientes de deformaciéon no son elevados y donde la solucién numérica del
problema suele ser razonablemente precisa.

Rice [2] demostrdé que la integral que aparece en la ecuaciéon (II-62) es nula
cuando se evalia a lo largo de un contorno cerrado I'* que encierre un dominio
“libre de singularidades” A* (véase Figura II-6), de forma que las funciones a
integrar presenten continuidad CZ.

En estas condiciones es aplicable el teorema de Greent (ver por ejemplo Apostol
[27]) ¥ la ecuacién (II-62) se puede escribir utilizando la notacién indicial como:

f Wdx, - T, % gr | - [ W_ 0 (g, %) gy d, (11-65)
Ox ox;  Ox; ox,

r* A*

Por otra parte la derivada de la energia de deformacién por unidad de volumen
se puede expresar del siguiente modo:

oW _oWoe 1 0 |ow Oup|_ 0 (o (I1-66)
ox, Os; oxy 2 Yox | ox;  ox; Y o\ oy

ya que 0ij = 0ji.

. . oo . 00y e
Haciendo uso de las ecuaciones de equilibrio a—” =0 (puesto que por hipdtesis
x .

j
se ha asumido ausencia de fuerzas por udv. en el dominio):

W @8 ( 8uiJ (I1-67)

ox, _gj ijaxl

lo que implica que la integral que aparece en las ecuaciones (II-62) y (II-65) es
nula si I'* es un contorno cerrado:

f [dez g, dr] o (I1.68)

r* i

4 Bajo otras expresiones se le denomina también teorema de Gauss o de la divergencia.
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Si se elige convenientemente el camino I'* (véase Figura II-6) resulta inmediato
demostrar la independencia de J con respecto al camino considerado: la
contribucién de los tramos que recorren las caras de la entalla, I'> y I'4, es nula
ya que en ellos se verifica que dx2 = 0 y que T = 0 al estar las caras de entalla
libres de fuerzas aplicadas. Por tanto para que se cumpla la ecuaciéon (II-68) la
contribucién de I'1 y I's ha de ser necesariamente la misma, aunque con signos
opuestos debido al sentido diferente con el que se recorren dichos tramos. Es
decir, J tiene el mismo valor si se evallla con caminos que partan de la cara
inferior plana de la entalla, terminen en la cara superior y sean recorridos en
igual sentido.

y =x2
U =uz

X =X

U =uz \T

Figura II-6. Camino cerrado I'* =T'1 + I'e + I's + ['4 utilizado en la demostracion de J
como independiente del camino.

El hecho de presentar la integral J como un pardmetro aplicable a entallas
permite dar un cierto sentido fisico (Rice [2]).

Si se elige como camino aquél que recorre el fondo de entalla I'y (ver Figura II-5).
La ecuacién (II-62) se reduce a:

J= j Wdx, (I1-69)

I

yva que T = 0 al estar las superficies de la entalla libres de fuerzas aplicadas.
Por consiguiente, J es una medida del grado de deformacién alcanzado en el
fondo de entalla, evaluado a través de una integral de la densidad de energia de
deformacién.

Obviamente, se pierde este sentido fisico cuando se trata de un extremo de
grieta, ya que entonces I': es infinitamente pequefo y, bajo la hipdtesis de
comportamiento elastico, W es infinitamente grande.
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Relacion entre J y K en MFEL

En Mecanica de la Fractura Elastica Lineal es sabido que el campo de
tensiones en el entorno de la grieta est4a dominado por la singularidad de tipo
1/-/r , donde r es la distancia al extremo de grieta. Las tensiones del campo
elastico bidimensional en coordenadas polares (r, ) con origen en el extremo de
grieta vienen dadas por las ecuaciones de la (II-51) a la (II-56). Para el Modo I
el campo esta caracterizado Unicamente por K1 a través de ecuaciones del tipo
siguiente (i, j =1, 2):

K ..
= 1;;(0) + otros términos acotados

i A 27

donde los términos acotados son despreciables en todo entorno de grieta
suficientemente pequenio comparado con las dimensiones del problema y con la
longitud de grieta. Si se considera una grieta lateral semi-infinita en un
dominio infinito con comportamiento elastico lineal, es evidente que estos
términos acotados son despreciables para toda distancia finita desde el extremo
de grieta. En esta situacion se puede evaluar J tomando un camino circular I
de radio r desde el extremo de grieta e integrar el campo elastico singular antes
mencionado (Rice [2]). Expresando la ecuacién (II-62) en coordenadas polares
resulta:

(I1-70)

+7

J = rI(W(r,Q)cosﬁ—T(r, 9)-2“(7“,0)}10 (L-71)
g X

Si se tiene en cuenta que el campo de deformaciones viene dado por expresiones

del tipo:

K

=1 5 (g
oy =L g0

(donde x es la constante de Kolosov, ver ecuacién (II-60) y g; son funciones
diferentes seguin se trate de deformacién plana o tensién plana) es inmediato
observar de nuevo la independencia de J con respecto al radio r del camino
tomado tras sustituir en la ecuacién (II-71), ya que los términos del integrando
son esencialmente productos de tensiones y deformaciones y por tanto:

11-72)

(I1-73)

O_i'gij oCc —
r
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Llevando a cabo la integracién en la ecuacién (II-71) resulta:

J K? (I1-74)
El
donde E' equivale a:
E .,
B 5 en deformacion plana (I1-75)
-v
E en tension plana

Este resultado es generalizable a otros problemas reales de dimensién finita,
incluso con pequena plastificacién en el fondo de grieta (small scale yielding)
siempre que se pueda encontrar una zona lo suficientemente pequena
comparada con las dimensiones del problema y la longitud de grieta y
suficientemente alejada de la zona de plastificacién. En otras palabras, una
zona donde el campo eléstico esté regido por las ecuaciones (II-70) con términos
acotados despreciables.

La gran ventaja que ofrece la independencia de J con respecto al camino
tomado es que permite su evaluacién lejos de la zona dominada por las
ecuaciones (II-70), donde el campo elastico (en general, analiticamente
desconocido) es estimado con mucha mayor precision cuando se utilizan
métodos numéricos.

La ecuacién (II-74) se puede generalizar a otros modos de apertura de grieta o
su combinacién, obteniéndose:

2 2
:KI +KH+1+VKIZH
E  FE E

J (I1-76)

Dado que la relacién entre J y K es la misma que la relacién entre la tasa de
liberacién de energia G y K (demostrada por Irwin en 1957, véase por ejemplo
Gdoutos [69], Anderson [75], Kanninen y Popelar [35], Broek [45], etc.), este
planteamiento prueba la equivalencia J = G en MFEL.

Evaluaciéon numérica de la integral J mediante el MEF

En este apartado se dan indicaciones acerca de la evaluacién numérica de la
integral J, restringida a expresiones como la ecuacion (II-62). En estas
condiciones, J es simplemente una integral de linea.

El camino I' es arbitrario y supondremos en el desarrollo que sigue que esta
formado por tramos rectilineos. Es preferible escoger un camino alejado del
entorno del extremo de grieta, con el fin de evitar la zona donde los campos
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soluciéon del MEF son peor estimados. El camino I' puede intersectar los lados
de los elementos o bien recorrerlos exactamente (ver Figura II-7).

Desde un punto de vista topoldgico la segunda opcién es la més recomendable,
pues hace innecesaria la busqueda de los puntos de interseccion de I' con los
lados de los elementos que atraviesa. Ademas, en este caso los puntos inicial y
final del tramo recorrido en el elemento coinciden con nodos.

Figura II-7. Izquierda, interseccion del camino I' con un elemento. El tramo comprendido
es I'e. Derecha: el camino se superpone a un lado.

En cualquiera de las dos situaciones, por las propiedades de la integral se
puede escribir

J- 3, (I1-77)

donde N. es el nimero de elementos atravesados por I.

Si se denomina I'e a 1a porciéon de camino I' que atraviesa el elemento e, <J. sera:

ou:
J, = j(Wnl —oym; ”f]dre (I1-78)
: 0x,

Si se realiza un cambio de coordenadas a un sistema de referencia
unidimensional & e [— 1,1] de forma que el punto P de la Figura II-7 esté asociado

con la coordenada local £ = -1 y el punto @ con la coordenada & = 1,
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la integral en el sistema de referencia sera:

&=1 _

ou -

Jo- | (Wnl_aijni%]Png (I1-79)
i ox, ) 2

donde PQ es la distancia entre los puntos Py @ en el sistema de referencia
global (x1,x2).

En estas condiciones es inmediato aproximar la integral numéricamente
mediante la cuadratura de Gauss en Ng puntos:

PO X ou;
J, ~ [—?ZHm(Wnl —oyn; aij (11-80)
m=1 1 &

donde &n es la coordenada asociada al punto de Gauss m y Hn su peso. Si se
utilizan elementos lineales con una formulacién en desplazamientos, los
campos de tensiones y deformaciones son constantes en cada elemento. Es
suficiente entonces tomar un unico punto de Gauss, m = 1, de coordenada
unidimensional & = 0 y peso H; = 2. Si se utilizan elementos cuadraticos, el
integrando de la ecuacion (II-79) deja de ser constante y es necesario realizar la
integracién numérica unidimensional al menos con dos puntos de Gauss, m = 2.
Los campos de tensiones y deformaciones se pueden estimar en las coordenadas
&m con una interpolacién lineal a partir de sus valores en los puntos Py @ (& -1
y £ =1, respectivamente).

En cuanto a la independencia de J con respecto al camino, ésta se verifica
razonablemente siempre que el camino I' no atraviese los elementos inmediatos
al extremo de grieta (véase, por ejemplo, Owen y Fawkes [31], Banks-Sills [61],
Stresscheck [99]).

11.6.3 Integrales de contorno en modo mixto

Uno de los grandes inconvenientes de los planteamientos energéticos en MFEL
es la dificultad de obtener estimaciones independientes de los FIT en
problemas sometidos a modo mixto de apertura de grieta. Las integrales de
contorno, como la integral J, vista en el apartado I1.6.2, no son una excepcion,
yva que J = G en MFEL y por tanto estd relacionada con la tasa de liberacion de
energia total de casos de modos combinados (véase ecuacién (II-76)). Diversos
autores han propuesto métodos para separar los modos haciendo uso de
integrales de contorno, generalmente restringidos al caso 2D (Gnico en el que la
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aplicacién practica de integrales de contorno tiene mas sentido). A continuacién
se citan los resultados més relevantes:

= método de la integral M; (integral de interaccion I),
= método de descomposicién de campos,

= aplicacién de las relaciones Ji-K,

= método basado en el Principio de Reciprocidad.

De entre estos métodos, cabe resaltar los tres primeros puesto que son
susceptibles a la aplicacion del Método de la Integral de Dominio Equivalente
(EDI) que se desarrolla en el punto I1.6.4. El método EDI, como se vera,
presenta ventajas muy importantes desde diversos puntos de vista en relacion
a los demas métodos de extraccion del FIT. La principal ventaja consiste en que
la integral que se plantea con el método EDI para la obtencién de los FIT es
una integral de dominio, lo cual, resulta muy ventajoso desde el punto de vista
del calculo en el MEF.

Puesto que en esta Tesis, el método empleado para resolver el problema de
modo mixto ha sido el de la integral de interacciéon en su adaptacién al método
EDI, tnicamente se va a presentar con detalle este método.

Método de la integral M; (integral de interaccion I)

Budiansky y Rice [8] definieron la integral de contorno /. mediante la

expresion:
ou -
o 8xk

donde el camino C es un contorno cerrado en el plano x;, xa.

Resulta evidente que la integral dada por la ecuaciéon (II-81) coincide con la
integral J (ver ecuacién (II-62)) para el caso £ = 1. En cuanto a J3 es trivial
comprobar que es siempre nula en un problema bidimensional. Por ello
Budiansky y Rice [8] también denominaron a la ecuacién (II-81) como J. (a=1,
2).

Si se considera un sélido elastico homogéneo, la expresion de la integral Jr para
3D ha de ser evaluada sobre un contorno S que englobe todo el frente de grieta:

J. = [[wn, -1 % las (I1-82)
k X k J axk
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Por otro lado, suponiendo comportamiento elastico lineal y si se consideran dos
estados de equilibrio independientes con sus correspondientes campos de

desplazamientos ul(l) y ul(z), es evidente que la suma de estos dos estados

ul(l’z) = ui(l) + ul(z) corresponde a un nuevo estado de equilibrio. Aprovechando las

propiedades de linealidad de la derivacién e integracién, Chen y Shield [16]
aplicaron la definicién de integral Jir dada por Budiansky y Rice [8] al campo

ui(l’z) obteniendo:

Jpy ") = J, (V) +J,(u?) + M (u”,u?) (I1-83)

donde M k(u(l),u(z)) incluye los términos cruzados, es decir:

Voltox, YT ox,

M e
M,(u®,u?)= J’ {W(l’z)nk _ oWy, uj” oOn, Ou; }ds (I1-84)
S

; 12) _ (D)) _ (2) (1) ; ;
siendo W( )—O'ij g =o0iE; Supongamos se aplican estas expresiones al
caso de la integral J, es decir, & = 1. Si se denota por simplicidad JO = J; (u(l)) ,

JP = J; u?) y g4 = Jl(u(1’2>), se puede escribir para cada uno de los dos
estados de equilibrio:

0 I A Py PP I

De la expresién andloga para J"?y aprovechando la linealidad de los FIT, es
inmediato demostrar que:

1186
JOD = g0 4 g@ 4 % (KPK® + KPKP) (11-86)

Por comparacion con la ecuacion (I1-83) se tiene:

11-87
3,0} 2 (R ) e
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A la hora de aplicar el método a un problema bidimensional en modo mixto, con
un campo de desplazamientos umixto, conviene tomar como segundo estado de
equilibrio un estado de modo I puro, con campo de desplazamiento u*! y cuyo

KI* sea conocido, por lo que la ecuacién (II-87) se reduce a:
2 (I1-88)

3 *
M] (umlxto u ,I) =

K K|

donde Ki es el FIT desconocido del problema en modo mixto. Habitualmente
suele tomarse como campo auxiliar el campo asintdtico en el entorno de grieta,

especificando por simplicidad KI* =1. De esta forma es posible calcular K1 para

el problema en modo mixto a través de la integral M; y obtener el
correspondiente K11 con ayuda de una de las ecuaciones (II-85).

También es posible calcular Ki a través de la aplicacién de la integral M; como
un campo u*™! asociado a un modo II puro y cuyo KI*I sea conocido:
2 (I1-89)

. *
M] (umlxto ,u A1 ) _ =

Ky Ky

El método ha sido muy utilizado en combinacién con otras técnicas numéricas,
como el método extendido de EF (Moés et al. [96], Sukumar et al. [101]), véase
Capitulo III, o el método sin malla EFGM (Belytschko et 4al. [78]). Para ello se
utiliza una equivalencia de la integral de interaccién en forma de integral de
dominio.

11.6.4 Método de la integral de dominio equivalente (EDI)

El Método de la Integral de Dominio (Equivalent Domain Integral Method,
EDI) propuesto por Li, Shih, y Needleman [39] varia ingeniosamente la
formulacién de la integral correspondiente de forma que no es necesaria la
evaluacién de una integral de contorno, sino Unicamente una integral de
dominio, siempre preferible por su mayor precisién y facilidad de célculo.

Planteamiento en dos dimensiones

Recordemos que JJ es independiente del camino en un problema bidimensional
con comportamiento elastico y homogéneo, ausencia de fuerzas por udv. y en
caras de grieta.
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Para el caso de una grieta orientada en direccién x; y crecimiento en la misma
direccién, y de acuerdo con la denominaciéon y sentido de los caminos empleados
en la Figura II-6, J viene dada por la siguiente expresion:

ou;
J = _J’[Wéli _O-ij Tx]

I, !

Jnidr = —Izlinidr (11-90)
I

siendo n el vector normal al contorno que queda a la derecha del camino
cuando se recorre en su sentido de definicién y X representa el tensor de
Eshelby. Al ser nulas las cargas en caras de grieta y al encontrarse éstas
orientadas en direccién x1, esta integral se puede escribir como extendida al
camino cerrado I'* = I't + I'2 + I's + 'y (véase Figura II-6) si el integrando se
multiplica por una funcién g1 que valga la unidad en I's y se anule en I'1:

ou;
J = —i [Wé‘li — 0y afo%nidr = —i Zqndll (I1-91)
con
0 st (xl,xz)e I
@ (xp,20,) = {1 A, (11-92)

Suponiendo que g1 sea una funcién suficientemente continua en A* se puede
aplicar el teorema de Gauss, resultando

ox;

1

0%y; 0q q
J = _I (xlql +3; 1}&4 = —A[*Zli aTcidA (I1-93)

0y .. .
ya que —1li —0en las condiciones anteriormente expuestas. Por tanto, J se
i

puede calcular a partir de una integral de area como
7= o 24 _ws. | %A
1. 1] axl 1 axi (II-94)

Multiplicando y dividiendo la ecuacién (II-94) por un incremento virtual de
grieta Aa se tiene una interpretaciéon fisica de @1 como una funcién de
ponderaciéon que hace variar el desplazamiento virtual Axi de los puntos
contenidos en A* en direccién x1 entre el valor maximo Aa en el contorno I's y 0
en el contorno I'1 (véase Figura II-8).
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En la ecuacién (I1-95) se muestra el resultado:

1 ou; OAx
J = Aa;L (O-ij aTc: - W&lij?ildA con Ax; =Aaq; (I1-95)
X2

X1

Figura II-8. Desplazamiento virtual Aa de los puntos de I's (y de todos los puntos
encerrados por I'3) que inducen un desplazamiento virtual Ax:1 de los puntos en A*.

Expresado de otra manera, q1 es el desplazamiento virtual Ax: de cada punto en
A* adimensionalizado con respecto al incremento virtual de longitud de grieta
. A .. d . .

Aa, es decir ¢, = A—xl y en el limite q, = % . Esta es precisamente la

a a
particularizacién de la expresiéon méas general obtenida por Delorenzi [30] bajo
un planteamiento de Mecéanica del Medio Continuo.

Formulaciéon del método mediante el MEF. Aplicaciéon a 2D

Varios autores dan detalles acerca de la implementacién del método como
postproceso de la solucién numérica obtenida mediante el MEF (Delorenzi [40],
Li et 4al. [39], Shih et al. [46], Nikishkov y Atluri [49], Shivakumar y Raju [67],
Anderson [75]). En cada caso la formulacién varia ligeramente en funciéon del
enfoque tedrico seguido, hipdtesis asumidas, etc.

A continuacién se incluye el planteamiento utilizado en esta Tesis.

Eleccion de la funcion qi
La funcién g1 ha de ser suficientemente continua. La estimaciéon en la zona

cercana al extremo de grieta es siempre menos precisa que en zonas alejadas.
En estas condiciones, si puede afectar el area A* y la funcién q: elegidas. Como
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regla general, cuanto mas se extienda el area A* lejos del extremo de grieta, las
estimaciones de J podran ser mas precisas.

Existen diferentes tipos de funcién i utilizados en la practica. En la Figura II-9
se representan la funcién qi1 tipo plateau utilizada en esta Tesis (propuesta
entre otras por Shih et al. [46]). Se define el dominio de integraciéon alrededor
del extremo cumpliéndose que q1 = 0 en el contorno exterior, g1 = 1 en el
contorno interior. La transicion se realiza de forma continua.

Para un problema en el que las hipé6tesis de carga garanticen la independencia
de JJ del camino tomado, la utilizacién de una funcién tipo plateau equivale a la
integracién en un dominio A* anular, ya que la Unica contribucién es debida a
aquellos elementos donde g1 no es constante. En estos casos la eleccién de una
funcidén qi tipo plateau presenta la ventaja de evaluar los resultados lejos de la
zona de elevados gradientes, donde la solucién de EF es mas exacta.

Figura II-9. Funcién q1 tipo plateau para problemas 2D.

Integracion numérica

La integracion extendida al area A* equivale a la suma de las integrales
extendidas al area de los elementos incluidos en A*. La integral en cada
elemento se realiza numéricamente en el dominio de referencia &, n mediante la
cuadratura de Gauss. A continuacién se incluye a modo de ejemplo la expresion
discretizada de la ecuaciéon (II-94) (valida en ausencia de cargas por udv.,
efectos térmicos o dinamicos o cargas en caras de grietas). Se supone el uso de
elementos isoparamétricos:

Jsz* %%H H G._%_Wa %‘J‘ (11-96)
m*tn ij axl 1 o (é , )

e=1 m=1n=1 !
e
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donde N. es el nimero de elementos contenidos en el 4rea de integraciéon A*, Ng
es el numero de puntos de Gauss tomados en cada direccién local de integracion
& n siendo Hn, H. sus correspondientes pesos de Gauss y |J| es el
determinante de la matriz jacobiana J de la transformacién de coordenadas. El
integrando (expresién entre corchetes) ha de ser evaluado en las coordenadas
de los puntos de integracién de Gauss (&m, nn). Para la evaluacién de oq,/ox;

resulta conveniente definir la funcién g1 en cada elemento como interpolaciéon a
partir de sus valores nodales:

N:ze
ql(g’n): an(g’ﬂ)qln (II'97)

n=1

Donde Nie es el nimero de nodos por elemento, Na(&, ) es la funcién de forma
del nodo n en coordenadas de referencia de elemento y qin es el valor de q1
asociado al nodo n. De esta manera, las derivadas de g1 con respecto a las
coordenadas espaciales xi, se calculan como:

8q1 % a]Vn (5’77)

o, oe Im 1198
1o g1 Ir\z,=1 (I1-98)

o~ o, )

0x, on In

n=1

Aplicacién de la integral M; = 112

La formulacién del método EDI también es aplicable a otras integrales de
contorno distintas de la integral J. Asi en el caso 2D y bajo las hipétesis que
permiten la aplicacién del método EDI, Shih y Asaro [564] dan una expresién en
forma de integral de dominio para la integral de interaccion M; = I(.2)

(2 (1)
M, =102 = J' o0 Ou, 5@ ou;
e Yy axl 2 axl

_ W(I,Z)é‘li 2‘11 lA (II'99)
X -

1

Estos autores utilizaron este planteamiento para el estudio en grietas de
interfases de materiales heterogéneos. Recientemente, la expresién (II-99) ha
sido utilizada con éxito en combinacién con nuevas técnicas numéricas, como el
método extendido de EF (Moés et al. [96], Sukumar et 4l. [101]) o el método sin
malla EFGM (Belytschko et al. [78]).
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En esta Tesis se han implementado las ecuaciones (I1I-94) y (II-99) para la
estimacion de las integrales J (EDI) y de interaccién I(2) respectivamente, para
problemas bidimensionales.
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Capitulo 111

Método de los Elementos
Finitos Extendido

IT1.1 Introduccion

El analisis de componentes con grietas bajo el enfoque de la Mecanica de la
Fractura Elastica Lineal (MFEL), permite encontrar la solucién analitica para
modos mixtos en algunos casos concretos, en aquellos donde tanto la geometria
como la carga son sencillas. Para configuraciones mads generales, resulta
inevitable el empleo de técnicas numéricas para llevar a cabo la resolucién, en
este caso aproximada, del problema.

En diversos campos de la ingenieria y ciencias aplicadas, el Método de los
Elementos Finitos (MEF) es un método numérico consolidado, ampliamente
utilizado en la resolucion de problemas de contorno. No obstante, el MEF
presenta algunos inconvenientes en la resoluciéon de problemas con grietas, esto
es porque la solucién estandar del MEF se puede ajustar con elevada precision
a problemas cuya solucién presente un campo suave, sin embargo, la solucién
en un problema con grieta es singular, dominada por funciones no polinémicas.
Por otro lado, con el MEF es necesario ajustar la malla a la topologia de la
grieta. Esto resulta un inconveniente evidente en el estudio de crecimiento de
grieta puesto que es necesario un remallado que adapte la malla a la nueva
configuracion geométrica. Ademas, para obtener resultados precisos con el
MEF en problemas con grietas, es necesario un refinamiento local de la malla
en las cercanias de la singularidad, lo cual conduce a un importante aumento
de grados de libertad.

Con el fin de incrementar la velocidad de convergencia, se han realizado varios
planteamientos que permitan incluir la singularidad de extremo de grieta en la
formulaciéon de los elementos. En este sentido se dirigen los trabajos de
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Gallager [17], Fawkes et 4al. [24], Owen y Fawkes [31], Liebowitz y Moyer [55] y
Liebowitz et al. [90]. Barsoum [14] y Kwon et 4l. [56] emplearon el método de
elementos finitos sin y con elementos singulares respectivamente, para la
resolucién de problemas en MFEL.

El trabajo de Strang y Fix [7] muestra los inicios de una nueva aproximacion.
Su idea consistia en tener en cuenta en la formulacién, términos exactos de la
solucién conocidos a priori. En este sentido, en el caso del MFEL, anadir los
términos del campo asintético de extremo de grieta a la base de la formulacién
de elementos finitos podia ser una buena idea.

Posteriormente, Babuska et al. [74], [80] y [84] consideraron la particién de la
unidad en unién con el método de los elementos finitos para lograr una buena
aproximacion local con la condicién de continuidad global (método PUFEM). En
el método PUFEM es sencillo incluir informacién analitica en el problema
cuando es resuelto en el espacio de elementos finitos. Presentaron resultados
matematicos para esta nueva aproximacion.

Fleming et al. [85] introdujeron el método llamado Element Free-Galerkin
(EFG) que consistia en un método sin malla para fractura y crecimiento de
grieta. Los resultados en tensiones alrededor del extremo de grieta presentaban
oscilaciones a menos que se realizara un intenso refinamiento. Para salvar esta
dificultad, introdujeron términos de enriquecimiento en la formulacion.
Asimismo, afiadieron un algoritmo de transformacién para tratar el problema
con grietas curvas.

En el trabajo de Belytschko y Black [94] se plantea un método para resolver
problemas de crecimiento de grieta en MFEL que ofrece, entre otras ventajas,
la necesidad de un minimo remallado. Este método se formula en el marco de
los elementos finitos y se basa en enriquecer la aproximacién con las mismas
funciones que emple6 Fleming [85] en el método EFG. La malla es
independiente de la grieta. En este método la grieta se representa
enriqueciendo convenientemente la aproximacién en los elementos cercanos al
extremo de grieta. Este enriquecimiento se realiza con las funciones del campo
asintético de la solucién en extremo de grieta, cumpliendo la particiéon de la
unidad (Babuska y Melenk, [80] y [84]).

Moés et al. [96] perfilaron un procedimiento mas elegante y extendible para
tener en cuenta el campo discontinuo a través de las caras de las grietas sin
incluir su extremo, adaptando la funcién generalizada de Heaviside. También
desarrollaron reglas sencillas para su aplicacién asi como para enriquecer en el
extremo de grieta. Con este método no es necesario el remallado para estudiar
crecimiento de grieta.

Mais tarde, Daux et al. [100] introdujeron el concepto de funcién ramificada
para considerar grietas con multiples ramas y lo denominaron método de los
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elementos extendidos (XFEM). Emplearon este método para modelar geometrias
complejas como grietas con multiples ramas, huecos y grietas que parten de
agujeros sin necesidad de mallar las diferentes entidades geométricas.

Sukumar et 4l. [101] estudiaron grietas planas en modo I en tres dimensiones
con XFEM. Dolbow et al. [104] estudiaron la fractura en placas Mindlin-
Reissner y crecimiento de grieta 2D bajo tres diferentes leyes constitutivas
entre las caras de la grieta: contacto perfecto, contacto unilateral con o sin
friccion (Dolbow, [107]).

Una formulacién bastante similar a la que plantea XFEM es la del método
generalizado de elementos finitos (Generalized Finite Element Method, GFEM)
introducido por Stroboloulis et al. [102], [103] y [108] y Duarte et al. [105] que
incorpora las funciones, analiticamente conocidas o calculadas numéricamente
y recogidas en handbooks, a la formulacién tradicional del MEF para mejorar
la aproximacion local y global de la solucién, bajo el marco de la particién de la
unidad.

Tanto el XFEM como el GFEM tienen como punto comtn de partida el Método
de los Elementos Finitos, sin embargo, ambos métodos permiten resolver
problemas de ingenieria con dominios complejos que resultan practicamente
imposibles de resolver con el MEF. En el GFEM se puede emplear la p-
adaptatividad de forma que es capaz de proporcionar buenos resultados
numéricos incluso con mallas poco refinadas. Por otro lado, el XFEM hace
mayor hincapié en el enriquecimiento de nodos para modelar los contornos
interiores (grietas o inclusiones) de interés y presenta una mayor
independencia de la solucidén conocida y por lo tanto mayor flexibilidad.

En XFEM y en GFEM la prediccién de los desplazamientos globales es muy
buena pero para calcular con precisiéon el factor de intensidad de tensiones
(FIT) en el extremo de grieta es necesario el empleo de técnicas de post-proceso,
bien sea a través de integrales de contorno (Belytschko et al. [94]; Moés et al.
[96]; Daux et al. [100]; Sukumar et al. [101]; Dolbow et al. [107]; Belytschko et
al. [109]; Stolarska et al. [110]) o mediante el método de ajuste de minimos
cuadrados (Duarte et al. [111]).

Con el objetivo de mejorar los campos locales y determinar de forma directa los
FIT, Liu et al. [126], enriquecian la aproximacién de elementos finitos en los
nodos de extremo de grieta, no s6lo con el primer término sino también con
términos de orden superior del campo asintético de extremo de grieta, usando
la particién de la unidad. Ademas, los FIT aparecen como los grados de libertad
asociados a las funciones de enriquecimiento evitando asi, la necesidad de
postproceso.

Para el modelado de configuraciones complejas de grietas, son necesarias
técnicas capaces de representar convenientemente las discontinuidades
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internas. El Level Sel Method (LSM), desarrollado por Osher et al. [51] y
Sethian et al. [97] y que permite modelar interfaces en movimiento, resulta
muy interesante. Belytschko et 4l. [109] y STolarska et al. [110] extendieron el
LSM al modelado de la evolucién de un segmento curvo abierto. Acoplando el
LSM con el XFEM, Stolarska et al. [110] estudiaron el crecimiento de una
grieta en fatiga.

Llegados a este punto, podriamos resumir las caracteristicas del método XFEM
del siguiente modo: el método de los elementos finitos enriquecido o extendido
hace uso del concepto de particiéon de la unidad introducido por Babuska y
Melenk, [80] y [84] (PUM). Este método proporciona una gran flexibilidad para
elegir las funciones que definen el espacio de aproximacién local. Es posible
afiadir funciones determinadas a la solucién estdndar dada por elementos
finitos. Desde el punto de vista de la mecénica de la fractura, resulta deseable
introducir los términos necesarios para poder representar el campo discontinuo
de desplazamientos a lo largo de las caras de grieta y los términos del campo de
desplazamientos asintoético de frente de grieta.

En XFEM el mallado del dominio se realiza sin tener en cuenta la existencia de
grietas o inclusiones. La singularidad se representa enriqueciendo el campo de
desplazamientos de elementos finitos con funciones adicionales. Ademas, la
formulacién del XFEM se adapta al empleo de elementos de orden superior o
elementos finitos especiales.

Una ventaja que ofrece el método XFEM es la precision de los resultados que
obtiene, aunque, no siempre la velocidad de convergencia es la éptima. Puesto
que en la nueva aproximacién se introducen los términos singulares, cabria
esperar la misma velocidad que obtendriamos en caso de emplear el método de
elementos finitos convencional para resolver un problema suave. Esta pérdida
de velocidad de convergencia se muestra en los trabajos de Stazi et al. [118], y
Chessa et al. [119].

Chessa et 4al. [119] atribuyen este comportamiento a la falta de particién de la
unidad en los elementos de transicién, proponiendo algunas técnicas para
mejorar la convergencia en problemas con funciones de enriquecimiento
polinémicas. Los elementos de transicién son los situados entre la zona
enriquecida y la zona no enriquecida, que presentan un enriquecimiento
parcial, es decir, enriquecimiento en algunos de sus nodos y, por lo tanto, las
funciones de interpolaciéon no forman una particién de la unidad. Estos autores
Iintentan recuperar en la medida de lo posible la particién de la unidad en los
elementos de transicién, bien modificando su formulaciéon (Enhanced Strain
Formulation) o bien afiadiendo de forma jerarquica funciones polinémicas de
orden superior en estos elementos. El planteamiento de Chessa para la mejora
de los elementos de transicion es detallado en el Capitulo IV de la Tesis.
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Para muchos tipos de enriquecimientos, el espacio que define la aproximacion
en los elementos de transicién introduce términos pardsitos que produce
oscilaciones en la solucién (Chessa et 4l. [119]). Frecuentemente, estas
oscilaciones degradan tanto la precisiéon como la velocidad de convergencia.

En los métodos donde el enriquecimiento es global, como el PUM de Melenk y
Babuska [80], no existen elementos de transicién. Sin embargo, el coste
computacional de enriquecer todos los nodos es muy elevado y, por lo tanto, el
esquema de enriqueciemiento local es preferido.

Laborde et al. [129] estudian varios factores que pueden deteriorar la velocidad
de convergencia utilizando elementos 2D de orden lineal, cuadratico y ctibico en
XFEM y proponen algunas mejoras. La primera mejora esta relacionada con la
particion de la unidad asociada a la funcién Heaviside que representa la
discontinuidad en el desplazamiento, que tiene que ser del mismo orden
polinémico que la interpolacién de elementos finitos estandar. La segunda
mejora consiste en definir una zona de enriquecimiento alrededor del extremo
de grieta independiente del tamafo de los elementos. La tercera mejora tiene
que ver de nuevo con los elementos de transiciéon. Estos autores proponen
eliminar dichos elementos pasando directamente de la zona enriquecida a la no
enriquecida, de esta manera la malla de elementos finitos es no conforme y se
necesita alguna condicién adicional para acoplar ambas zonas (como
continuidad del desplazamiento en los nodos de la frontera comtn).

Béchet et al. [128] también proponen utilizar una zona de enriquecimiento
independiente de la densidad de malla, lo que denominan enriquecimiento
geométrico.

La velocidad de convergencia se ve condicionada por la =zona de
enriquecimiento. En los trabajos de Laborde et al. [129] y Béchet et al. [128],
queda probado que es esencial establecer un area fija de enriquecimiento para
lograr la velocidad de convergencia éptima. No obstante, esto tiene el
inconveniente de incrementar el nimero de condicionamiento de las matrices
de rigidez, que crece rapidamente al aumentar el nimero de nodos enriquecidos
debido al mayor nimero de autovalores nulos en las matrices de rigidez de los
elementos enriquecidos.

Béchet et 4al. [128] mejoran el condicionamiento utilizando matrices de pre-
condicionamiento locales mientras que Laborde et al. [129] lo consiguen
reduciendo el nimero de grados de libertad asociados al campo asintético de
desplazamientos. En esta dltima técnica se exige que los coeficientes asignados
al mismo término del campo asintético sean iguales en todos los nodos
enriquecidos lo cual resulta atractivo por su simplicidad. No obstante, los
resultados muestran una reduccién en la velocidad de convergencia que los
autores resuelven eliminando los elementos de transicién.
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Otro aspecto de interés en el XFEM es la integracién numérica debido a la
presencia de funciones discontinuas y singulares en la aproximacién de XFEM.
Las técnicas de integracién numeérica han recibido una especial atencién en
varios trabajos [96], [107], [120], [121], [128], [129], [131]. Para el caso
bidimensional, estas técnicas se basan en la divisiéon del elemento en varios
triangulos o cuadrilateros con sus lados orientados con la grieta, en los que se
aplica una regla de integracion estandar. Recientemente Ventura [132] ha
propuesto una técnica diferente que permite utilizar una cuadratura estandar
sin particionar el elemento, reemplazando las funciones discontinuas o no
derivables del integrando por polinomios equivalentes.

En esta Tesis se describe una técnica novedosa para mejorar los elementos de
transicién. El procedimiento es una extension del trabajo de Chessa et 4al. [119]
a la Mecanica de la Fractura Elastica Lineal con aplicacién a problemas
bidimensionales y tridimensionales. Mejorar los elementos de transiciéon hace
posible tener una mayor precisién en XFEM sin afadir un coste computacional
significativo, aunque para conseguir la velocidad de convergencia 6ptima sigue
siendo imprescindible que el enriquecimiento se realice independientemente
del tamano de la malla (enriquecimiento geométrico). Ademas para reducir el
numero de condicionamiento, se puede emplear la técnica descrita por Laborde
et al. [129].

El contenido de este capitulo es el siguiente: en el apartado II1.2 se describe la
técnica utilizada para establecer los conjuntos de nodos que se van a enriquecer
en funcién de su posicién relativa a la grieta. Esta técnica esta basada en el
denominado Level Set Method. En el apartado III.3 se formulan las ecuaciones
que gobiernan el problema de contorno en Mecanica de la Fractura Elastica
Lineal asi como la formulaciéon débil. En el apartado III.4 se plantean de
manera basica los principios del XFEM tratando aspectos esenciales como son
las funciones de enriquecimiento, la integracién numérica y la velocidad de
convergencia. Todo ello se ilustra mediante ejemplos numéricos. En el apartado
II1.5 se describen y se muestran ejemplos numéricos de las mejoras realizadas
al método XFEM. Estas mejoras tratan sobre la recuperacién de la velocidad de
convergencia 6ptima y la reducciéon del condicionamiento numérico. El aspecto
a mejorar en XFEM de gran importancia y que ha sido el objeto principal de
esta Tesis, es el inconveniente derivado de la presencia de elementos de
transicién. El Capitulo 4 se centra en plantear este problema y describe las
diversas aportaciones realizadas hasta la fecha asi como la del presente
trabajo.
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IT1.2 Level Set Method

I11.2.1 Definicién de la funcion level set

El Level Set Method (LSM) es un procedimiento numérico propuesto
inicialmente por Osher y Sethian [51] para modelar el movimiento de fronteras.
En su trabajo se presentan los algoritmos llamados PSC (Propagation of
Surfaces under Curvature) que permiten seguir el movimiento de una
superficie de dimensién N-1 en un espacio N dimensional. En el método LSM se
define una funcién ¢@&x) de manera que la frontera de interés viene
representada por el valor cero de dicha funcién. La evolucién de la frontera se
puede expresar como una ecuacién de la evolucién de ¢ con el tiempo. El uso del
LSM para representar el movimiento de superficies tiene varias ventajas, entre
ellas se pueden citar las siguientes: el movimiento de la frontera se calcula en
una malla fija Euleriana, resulta sencillo seguir los cambios en la topologia de
la frontera, el método es facilmente extendible a problemas tridimensionales y,
finalmente, la geometria de la frontera se obtiene a partir de la funcién level
set, ¢.

El inconveniente del método es que la funciéon ¢ es una dimensién superior a la
dimensién de la frontera. Por ejemplo, para un problema en el que la frontera
es unidimensional, es necesario definir una funcién level set de dos
dimensiones. Si se tiene en cuenta el movimiento de la frontera, es necesario
actualizar el valor de la funcién level set en cada paso de tiempo lo cual supone
un importante coste computacional. No obstante, es posible solucionar este
inconveniente si la zona, en la que resulta necesaria la actualizacién de las
funciones level set, es relativamente pequena. En Adalsteinsson y Sethian [79]
se presenta una solucién a este problema que consiste basicamente en calcular
las funciones level set justo alrededor de la frontera en movimiento, en una
banda estrecha (narrow band).

Sea el dominio Q dividido en dos subdominio Q1 y Q2 de forma que no se
superponen y comparten la frontera I', como ilustra la Figura III-1.

Figura III-1. Definicion de la funcién level set.
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La funcién level set ¢ puede definirse como la funcién distancia:

d xeQ

¢(X):{—d xeQ,

(II1-1)

donde d representa la distancia normal desde un punto x a la frontera I'. Notar
que el gradiente de la funcién distancia signada satisface:

Vo) =1 (I11-2)

El vector n que aparece en la Figura III-1 es el vector normal a la frontera I' en
el punto xeI' y puede ser definido como:

Vé(x)
n= I11-3
Vo) —
Para el caso de HV¢(X)H =1, se tiene que el vector unitario n es:
n = V¢(x) (I11-4)

Supéngase que la frontera I' se mueve en una direccién perpendicular a si
misma con una velocidad v. Podemos asumir que la posicién inicial del frente
se corresponde con el valor nulo de la funcién ¢ de forma que se puede
representar la evolucién de ¢ con la propagacién del frente a través de una
ecuacién funcién del tiempo con la condicién inicial conocida. En cualquier
instante la frontera viene dada por el valor cero de la funcién, por lo tanto, se
puede obtener la ecuaciéon de movimiento de la funcién ¢ imponiendo que la
derivada material con respecto al tiempo sea nula:

dg(x,t) _
PP 0 (II1-5)

Si se deriva teniendo en cuenta la regla de la cadena, se obtiene la ecuacién de
movimiento de Hamilton-Jacobi:

(Mg}t{’t)+v¢(x,t)-v(x,t)= 0 (I11-6)

Con ¢(x,t = 0) conocido y siendo v la velocidad de propagacién normal del frente

en en el punto x. Un procedimiento detallado de resoluciéon de la ecuacién
(III-6) se puede encontrar en Sethian [82].
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II1.2.2 Level set para grietas

El LSM ha sido utilizado para representar grietas en simulaciones de mecanica
de la fractura en lugar de realizar una descripcién explicita de la geometria de
las caras de grieta. Por ejemplo, en dos dimensiones la grieta podria ser
representada por la unién de segmentos lineales y en tres dimensiones podria
ser representada por la union de facetas triangulares.

Como se ha comentado, el LSM es un método numérico propuesto por Osher y
Sethian [51] y descrito con todo detalle por Sethian [82]. Storlarska et al. [110]
propusieron el LSM para representar grietas.

Existen importantes diferencias entre el LSM aplicado a problemas con grietas
y el LSM aplicado a problemas de evolucién de fronteras. Duflot [134], resume
las diferencias siguientes:

= La grieta es una curva abierta o una superficie abierta en 3D, que crece
desde sus extremos o frentes. Como consecuencia son necesarias dos
funciones level set para representar la grieta.

= Kl nivel cero no debe ser actualizado en los puntos por los que ya ha
pasado la grieta.

= Las funciones de nivel no son actualizadas con la velocidad de la frontera
en la direccion normal a si misma sino con la velocidad del frente de
grieta.

En cuanto a la primera diferencia, la definicién realizada en el apartado II1.2.1
del LSM para fronteras cerradas debe ser modificada en caso de considerar
fronteras abiertas, como es el caso de las grietas. Una funcién level set ¢, no es
generalemente suficiente para describir la grieta.

Storlarska en [110] propone una extensién del LSM para representar fronteras
abiertas utilizando dos funciones level set: la funcién level set normal ¢
representa la distancia a la superficie de grieta. Su valor nulo se corresponde
con la superficie de la grieta. La funcién level set tangente y tiene en cuenta la
distancia al frente de grieta. La interseccién del nivel cero de las funciones
w(x,t) y #x,t) da como resultado la localizacién del frente de grieta. En la
Figura III-2 se muestran ejemplos para 2D y 3D, donde las funciones ¢ y y son
funciones distancia.

La localizacién del frente de grieta y de la superficie de grieta viene dada por
las siguientes relaciones (Gravouil et 4l. [117]):

¢(x,t) =0, 1//(x,t) <0 xseencuentra en la superficie de la grieta (II1-7)
#(x,t)=0, w(x,£)=0 x seencuentra en el frente de la grieta (IT1-8)
l//(X, t) >0 x no esta afectado por la grieta I1I1-9)
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Normal a la superficie de grieta y que
contiene al frente de grieta y =0

Superficie que contiene la grieta: ¢ =0 o )
Frente de grieta: ¢ =0, w =0

Figura III-2. Caracterizacion de la grieta a partir de las funciones de nivel (2D y 8D).

Se debe hacer notar que, aunque la notacién de las funciones level set es
contraria a la propuesta por Storlarska en [110], es la que ha sido utilizada en
todos los trabajos posteriores como en Moes et 4l. [116] y Gravouil et 4l. [117].

Por lo que respecta a la segunda y tercera diferencias que hay en el método
LSM cuando es aplicado a fronteras cerradas o a grietas, se debe tener en
cuenta que una frontera cerrada crece en direccién normal a si misma mientras
que una grieta crece desde su frente (ver Figura III-3). En el caso de una
frontera cerrada, la funcién level set se mueve libremente mientras que para el
caso de una grieta, en los puntos donde la funcién normal es cero (¢ = 0) y la
funcién tangente es negativa ( < 0), las funciones level set no deben cambiar
ya que identifican la superficie de grieta y, por lo tanto, el dominio ya ha sido
partido.
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¢superﬁcie de grieta = 0

~ o)

TNl H
’ ~~_ '
I -

. -

Direccion de crecimiento de la superficie :

Figura III-3. Diferencia entre la evolucién de una frontera cerrada y una grieta.

Esta es una de las principales dificultades de aplicacién del LSM en los
problemas de propagacién de grietas. Aunque la actualizacién de las funciones
de level set se suele realizar resolviendo la ecuacién de Hamilton-Jacobi, es
necesario adoptar técnicas especiales para que las funciones de nivel que
describen la grieta existente no varien (Ventura et al. [123]). En el trabajo de
Ventura et al. [123], se introduce una nueva aproximaciéon basada en la
formulacién de un vector level set. En este método las funciones level set son

unicamente definidas en una estrecha banda alrededor de la grieta y la
evolucion de la misma no altera la grieta ya existente.

La funcién y normalmente se supone ortogonal a ¢:

V¢-Vy =0 Vit (III-10)
La condicién de ortogonalidad de las funciones level set ¢ y w, permite
utilizarlas para definir un sistema de referencia en coordenadas curvilineas
intrinsecas a la grieta. La aproximacién numérica de ¢ y w no resultara

exactamente ortogonal pero puede aproximarse lo suficiente para obtener
resultados precisos.

El vector unitario normal al frente de grieta viene dado por:

Vy

B =T (II1-11)
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El vector unitario normal a la superficie de grieta se obtiene mediante una
expresion analoga para la funcién de nivel ¢

n, =20 (I11-12)
* v '

El vector unitario tangente al frente de grieta sera:
€ =n, xXny (III-13)

De este modo los vectores base viene dados en cualquier punto del dominio de
definicién de las funciones de nivel (ver Figura III-4):

ny

Figura III-4. Vectores base a partir de las funciones level set en una grieta.

Cuando se considera crecimiento de grieta, es necesario actualizar las funciones
level set, para ello se tiene en cuenta el vector velocidad definido por V. Esta
velocidad depende de la ley de crecimiento de grieta. La velocidad V se puede
descomponer en sus proyecciones en las direcciones n,y ny (véase Figura III-5).

V = Vv/nl// + V¢n¢ (III'14)

Figura III-5. Descomposicién de la velocidad del frente de grieta Vyy V.
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Los valores de las funciones ¢ y y son Unicamente almacenados en los nodos,
cuando se trabaja con una aproximacién de elementos finitos. Las funciones se
interpolan al resto del dominio utilizando las mismas funciones de forma que
los elementos finitos (Stolarska y Chopp [125]):

Bx.t) =D N;(x);(x,t) (I11-15)
=1
w(xt)=D N;xw;(xt) (I11-16)

Jj=1

Un aspecto fundamental para representar el crecimiento de grieta utilizando
level set es la extensién del campo de velocidad desde el frente de grieta al
dominio completo. La actualizacién del campo de velocidad no debe afectar a la
grieta ya existente, esto es, para valores de y < 0. En Gravouil et al. [117] se
encuentra una explicaciéon detallada de coémo realizar la extensién del campo de
velocidad y la actualizacién de las funciones level set. En Duflot [134] se
comparan diferentes técnicas para mejorar la definicién de los level sets en
grietas.

A continuacién se describe céomo se utilizan las funciones de nivel para
diferenciar los dominios donde, en XFEM, se enriquece la soluciéon aproximada,
con la funcién Heaviside, con las funciones singulares del campo asintético de
extremo de grieta, o bien con ambas.

Uso de las funciones level set para representar la discontinuidad en
desplazamientos

Una grieta en un sélido es una frontera interna a través de la cual existe un
salto en el campo de desplazamientos, es decir una discontinuidad en la propia
solucién. A continuacién se describe cémo se pueden emplear las funciones de
nivel para representar correctamente la discontinuidad cuando se emplea el
método numérico XFEM.

Como se ha comentado en diferentes puntos de la Tesis, la malla en XFEM no
necesita adaptarse a la grieta. En su lugar, se afaden grados de libertad
adicionales en los nodos cuyo soporte esté incluido en la zona de influencia de la
grieta. La funcién de interpolacién asociada a estos nuevos grados de libertad
es la funcién de forma estandar multiplicada por la funcién Heaviside.

u(x) = D N;(x)-a;+ Y N;(x)- H(x)b; (I11-17)

iel jed
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En el apartado II1.4.1 se puede ver una explicacion detallada de qué
representan cada unos de los términos de esta ecuacién.

La representacién de las funciones level set permite clasificar los elementos de
manera muy sencilla. La funcién ¢ cambia de signo en cada lado del plano de la
grieta y la funcién y lo hace en un plano normal a ¢y que contiene al frente de
la grieta. Se evalian estas funciones en todos los nodos de la malla mediante
reglas sencillas y se identifican los elementos intersectados por la grieta y los
que contienen al extremo de grieta (véase ecuacién (I11-18)).

Grix  Prnin <0, 4 <0 < Elemento intersectado por la grieta
max min max (III- 1 8)

Bméx  Pmin < 0, Wax  Wmin <0 < Elemento contiene extremo de grieta

Por ejemplo, en un elemento que es cortado completamente por la grieta, el
valor de la funcién tangente g para todos sus nodos es negativo y, en cambio, el
valor de la funcién normal ¢ cambia de signo en al menos un nodo de dicho
elemento (ver Figura III-6).

w<0;¢>0 w<0; 4> 0
11/<0;¢>0 I/’
1,1/<0; ’/'
Cambio de signo de ¢ *.. 9>0

’

~
’ NS

S $<0 -
’

’

w<0,/w>0
Figura II1-6. Valor nodal de las funciones level set en un elemento cortado por la grieta.

Para el caso de un elemento que contiene el extremo de grieta, las funciénes ¢y
w cambian de signo en al menos un nodo (véase Figura III-7).
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$>0 Cambio de signo de ¢

$<0 Y

N
w<0;4<0

,’/ Cambio de
signo de v

<0: ¢4< Z /
w<0;4<0 ,’@¢<0

w<0./ g

Figura III-7. Valor nodal de las funciones level set en un elemento que contiene al
extremo de grieta.

Uso de las funciones level set para enriquecer la aproximacion

La calidad de la solucién en XFEM se ve aumentada de manera importante por
el enriquecimiento en la aproximaciéon de desplazamientos. Esto se consigue
porque se tiene un conocimiento a priori del campo de desplazamiento en las
cercanias del frente de grieta. En mecanica de la fractura elastica lineal para
un material homogéneo e isétropo el campo de desplazamiento, para una
situacién de carga en la que se combinan los modos I y Il y, siendo un problema
en dos dimensiones, viene dado por:

u(x) = K1Q(x) + K11Qp(x) (I11-19)

cos(ej{/c —1+2sen?
r 2

%®:; % (111-20)

9
2
27 sen(ej{x +1-2cos’ (6]
2 2
sen(gj K +1+2cos? 6)
1 r 2 2

Qu(x)=—

2u 2w cos(ij{— K+1+ ZSenz(zﬂ
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El campo de tensiones en las cercanias del frente de grieta viene dado por:

o(x) = K1S1(x) + K;Sy(x) (I1I-22)
0 360 0 36
! 0 1- sen(z)sen(zj sen(zj cos(zj
Si(x) = cos(] (I11-23)
\/ﬁ 2 sen(zj cos[szej 1+ sen[gjsen(zgj

S (x) = —— Sen@(z ' @@D [gj@ : n[gjn[%n

Donde r y 6 son las coordenadas polares de x, con & medido desde la
prolongacién tangente al frente de grieta; p es el médulo a cortadura, x es la
constante de Kolosov, K1 y Ku son los factores de intensidad de tensiones (FIT)
de los modos de apertura y deslizamiento, respectivamente. En el contexto de
XFEM, Belytschko y Black [94] proponen un enriquecimiento local basado en la
particiéon de la unidad utilizando las funciones dadas por la ecuacién (II1-46),
que al igual que la solucién asintética en extremo de grieta depende de ry 6.

(IT1-24)

Usando el sistema de coordenadas definido por las funciones level set, Stolarska
et al. [110] proponen expresar el sistema de coordenadas polar asociado al

frente de grieta como:
r= /¢2 +y? (I1I-25)

0= arctan£¢j (I11-26)
4

En la ecuacién (I11-26) se garantiza que 6= +x en la superficie de grieta, porque
¢=0y yw<0.

IT1.3 Problema de contorno

Considérese el dominio Q c R*con el contorno T’ que se puede descomponer
en: I'y, donde se imponen desplazamientos o condiciones de Dirichlet u, I't que
denota la frontera en la que se aplican las fuerzas por unidad de superficie o
condiciones de Neumann t y, por ultimo, I'. para identificar la grieta. El
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contorno cumple I' = 'y U It U I'c (véase Figura III-8). En el problema elastico
estatico bajo la hipdtesis de pequenios desplazamientos, las ecuaciones de
equilibrio en el dominio son:

V-o+b=0enQ (I11-27)
on=tenl, (I11-28)
u=1u enly (I11-29)

Suponiendo la superficie de la grieta libre de tracciones se tiene:

+_
on =0enl. (II1-30)
on =0enl_ (I11-31)
donde n es el vector unitario normal a la cara de grieta, o es el tensor de
tensiones de Cauchy, b es el vector de fuerzas por unidad de volumen. I'ct y T'¢-
representan las superficies a ambos lados de la grieta. Considerando pequenas

deformaciones, éstas se definen a partir de los desplazamientos a través de las
ecuaciones:

e=g(u)=V,u (II1-32)

donde V

constitutiva viene dada por la ley de Hooke:

s es la parte simétrica del operador gradiente. La ecuacién

o0=C:e (I1I-33)
donde C es el tensor de Hooke.

En Belytschko y Black [94], por ejemplo, se muestra la equivalencia entre la
formulacién débil y fuerte del problema, incluyendo la condicién de ausencia de
tracciones en las caras de la grieta. A continuacién se define la formulacién
débil del problema. El espacio donde se define el campo admisible de
desplazamientos viene dado por:

U={veV:v=1uen Iy, vdiscontinua en I'c} (I11-34)

Cabe sefnalar que el espacio V donde se encuentra la solucién permite definir
funciones discontinuas a lo largo de las caras de la grieta.

El espacio de funciones de prueba viene definido de manera similar por:

Uo={veV:v=0enI\, v discontinua en I'¢} (II1-35)
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Figura II1-8. Definicién del problema de contorno.

La forma débil de las ecuaciones de equilibrio resulta:

jo:s(v)dQ:jb-vdmjf-vdr vveU,
Q Q

(I11-36)

Iy

Utilizando la ecuacién constitutiva y las restricciones cinematicas en la
formulacién débil, el problema es encontrar la solucién u € U tal que:

js(u) :C: e(v)dQ = Jb~de+ If~vdl“ vveU,
Q Q

(I11-37)

L

I11.4 Planteamiento basico de XFEM

II1.4.1 Enriquecimiento

Existen problemas estructurales en los que la naturaleza de la solucién es
discontinua o bien lo son sus derivadas. El comportamiento singular puede
mostrarse a nivel local. Podemos distinguir dos tipos de discontinuidades, la
fuerte y la débil. Se entiene por discontinuidad fuerte cuando la solucién del
problema es discontinua en si y, se llama discontinuidad débil, cuando la
discontinuidad tiene lugar en la derivada de la soluciéon. Un ejemplo tipico de
cada una de ellas es la interfase entre diferentes materiales para el caso de
discontinuidad débil y el dominio con grieta para el caso de discontinuidad
fuerte.
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En problemas donde la naturaleza de la solucién presenta un comportamiento
singular, la aproximaciéon por EF estandar no resulta eficiente ya que ésta es
polinémica (Strang et 4l. [7] y Babuska et al. [84]) y, por lo tanto, es capaz de
reproducir adecuadamente un comportamiento continuo y diferenciable pero no
un comportamiento singular, incluso empleando elementos de elevado orden
polinémico o mallas muy finas.

Considérese la aproximacion clasica de la variable de campo u en el método de
elementos finitos:

U (x) =Y N;(x)-u; (IT1-38)

Jj=1

donde u;representa los grados de libertad del nodo j. También se puede

expresar segun los términos de las m funciones que definen la base p:
u,(x)=p'a=) p,-q (IT1-39)
k=1

donde las incégnitas ar se determinan a partir de la soluciéon nodal.

Dependiendo de la dimensién del problema y segin sea el orden del polinomio
completo de la interpolacién, la base queda constituida por un determinado
conjunto de términos. Por ejemplo, para el caso 2D si se aproxima mediante un
polinomio completo de grado 2 (caso del elemento triangular cuadratico), se
tiene que p es:

p” = {2,307 27,7 (I11-40)

Cuando la solucién presenta un comportamiento singular, la aproximacién
dada por la ecuacién (III-38) no ofrece buenos resultados. Con la finalidad de
mejorar el campo de desplazamiento cuando se aplica el método de EF
estandar, se han desarrollado varios métodos que introducen caracteristicas
especiales a la solucién dentro del espacio de la aproximacién. El método de la
particiéon de la unidad PUM (Babuska et al. [84]) es el concepto base de todos
los métodos desarrollados en este sentido. Algunos ejemplos en los que este
método se aplica son los siguientes: el método de elementos finitos con particién
de la unidad, PUFEM, (Melenk et al. [80]), el método de elementos finitos
generalizado, GFEM, (Strouboulis et al. [102] y Strouboulis et 4l. [108]) y el
método de elementos finitos extendido, XFEM, (Moés et al. [96] y Belytschko et
al. [109]). Todos estos métodos comparten la propiedad de que funciones de
enriquecimiento especiales se afiaden a la solucién aproximada estandar,
tratando de preservar en todo momento la particién de la unidad.
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Existen dos formas de enriquecer la aproximacién: enriquecer el vector de las
funciones que constituyen la base, modificando asi el conjunto dado en la
ecuacién (III-40) o bien, enriquecer la aproximacién aniadiendo términos en la
ecuacién (III-38). La primera idea recibe el nombre de enriquecimiento
intrinseco y la segunda enriquecimiento extrinseco. A continuacién se describen
estos dos métodos.

Enriquecimiento intrinseco

El enriquecimiento intrinseco ha sido empleado en el contexto de los elementos
finitos sin malla (Meshfree) por Liu et al. [87]. En XFEM ha sido planteado en
el trabajo de Fries y Belytschko [133]. La idea basica del método consiste en
incluir las funciones de enriquecimiento sin afiadir nuevos grados de libertad al
problema. Para ello, el dominio completo se descompone en dos subdominios
que se superponen en una zona de transicién determinada. Los detalles de esta
descomposicion se pueden consultar en [133]. Se define una tnica funcién de
forma por nodo que resulta ser la estandar para el caso de nodos no
enriquecidos y una funcién de forma especial, basada en el método Moving
Least-Square (MLS) para el caso de los nodos cercanos a la discontinuidad. En
el caso de la zona de transicién se realiza un acoplamiento de las funciones de
forma. En este método se logra también satisfacer la particién de la unidad.

Las principales ventajas de este método son que no afiade nuevas incégnitas a
la formulacién estandar de EF, no existen problemas derivados de
enriquecimiento parcial en los elementos de transicion y el nuimero de
condicionamietno de las matrices del problema se mantiene del orden del
método clasico de EF. La principal desventaja de este método es el coste
computacional asociado al cédlculo de las funciones del MLS y la integracion
numérica.

Enriquecimiento extrinseco

En el método de la particién de la unidad (PUFEM), introducido por Melenk y
Babuska [80], se enriquece la solucién aproximada utilizando términos de la
solucién analitica conocidos a priori. De este modo, la aproximacién queda:

Uy (x) = Z N;(x)-u; + términos de enriquecimiento (IT1-41)

14

donde N; son las funciones de forma de EF estandar. El método PUFEM utiliza
un tipo de enriquecimiento extrinseco global.
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Para un punto general x dentro de un elemento, la aproximacién en
desplazamientos se obtiene como:

u(x) =Y N, (x)[u,- > g (x)- aikJ (IT1-42)
i=1 k=1

donde el término g;,(x) representa la funciéon de enriquecimiento % y aix son los

grados de libertad por nodo y funcién de enriquecimiento. Ni(x) son las
funciones de forma del método de elementos finitos clasico. Las funciones de
enriquecimiento deben ser capaces de representar el comportamiento singular
de la solucién y, evidentemente, seran diferentes en funcién del problema que
se resuelva.

Cuando la zona enriquecida no intersecta la frontera externa del dominio, las
condiciones de contorno esenciales no afectan a los grados de libertad
correspondientes al enriquecimiento. Sin embargo, cuando esto sucede, para
facilitar la imposicién de las condiciones de contorno de Dirichlet de forma que
u; represente el valor de la solucién nodal, es frecuente modificar las funciones
de enriquecimiento restando el valor de la funcién calculada en el nodo. De este
modo, la ecuacién (I1I-42) se escribiria:

u,(x) =Y N, <x>(ui + D (g0 - g, (x)))-ay, (IT1-43)
k=1

i=1

También es posible utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para
imponer las condiciones de contorno esenciales.

Este tipo de enriquecimiento es a nivel global y por ello no resulta atractivo
desde el punto de vista computacional. Pero el concepto de la particién de la
unidad en si, ha sido el fundamento sobre la que se han propuestos otros
métodos de enriquecimiento local, como elementos finitios extendidos [96, 109].

El método XFEM estandar utiliza un enriquecimiento local extrinseco, por lo
tanto, necesariamente existird un sub-dominio de transicién que enlaza con el
sub-dominio no enriquecido. Este es el planteamiento utilizado en la Tesis.

En el método XFEM, la aproximacién en desplazamientos del método estandar
de EF, se enriquece con dos tipos de funciones. Por un lado es necesario
representar la discontinuidad de la solucidn cuando un elemento es
intersectado completamente por la grieta, lo cual puede realizarse con la
funcién Heaviside. Ademas, es necesario poder representar correctamente la
singularidad del extremo de grieta.
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La funcién Heaviside modificada, H(x), toma el valor -1 en la regién del
dominio situada a un lado de la grieta y +1 en el lado opuesto. Se define como
muestra la ecuacién (I11-44), donde ¢(x)es la funcién distancia signada a la

grieta:

-1 sig(x)<0

+1 sigx)=0 (TH-44)

H(x)z{

El conjunto de funciones que pueden representar con mayor precision la
solucién cerca del extremo de grieta son denominadas branch functions y estan
basadas en las funciones de tensiones de Westergaard. Oden y Duarte [89]
introdujeron las funciones que aparecen en la siguiente ecuacién:

Lip x = {\/;{[K‘ - ;j cosg - % cos 320}, \/;|:(K + zjseng + % sen 35}}
Ly, y = {ﬁ{(/{ + ;)sen g - % sen 320}, \/;|:(K - ;j cosg + %cos 329}}

(I11-45)

donde r y & son las coordenadas polares del extremo de grieta. Para definir este
sistema local de coordenadas, se considera el extremo de grieta, xg, como origen
del sistema de referencia (véase Figura III-9), k la constante de Kolosov y v es el
coeficiente de Poisson.

b
r o X@y)

y ;
Xg(Xg,Yg) \
--------- >

Figura III-9. Coordenadas polares de extremo de grieta. Problema 2D.

Los vectores Liipx v Ltip-y contienen las funciones de enriquecimiento alrededor
del extremo de grieta en las direcciones x e y respectivamente.

Belytschko y Black [94] utilizaron otras funciones:

(F.(0) = {(n@( @ ﬁsen@sen@,ﬁ cos(gjsen(e)}

(I11-46)
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Estas son las funciones de enriquecimiento empleadas en ambas direcciones x e
y. Para el caso bidimensional, Oden introduce 4 funciones de enriquecimiento
por nodo mientras que Belytschko introduce 8 funciones adicionales por nodo.

En el trabajo de Park et al. [137] se realiza un analisis comparativo entre estos
dos conjuntos de funciones de enriquecimiento. Se considera un problema de
solucién conocida y se analiza el resultado para diferentes configuraciones de la
posicién del extremo de grieta con respecto a la topologia de la malla. La
precision y la velocidad de convergencia que se obtiene son muy similares, si
bien, las funciones de Belytschko muestran una precisién ligeramente mayor.
No obstante, los autores emplean las funciones de Oden porque en los analisis
tridimensionales, supone una reduccién en el coste computacional ya que hay
que integrar cuatro funciones singulares menos, por nodo enriquecido.

En el dominio discreto, la aproximacién de la solucién en cada elemento estara
dada por la ecuacion (II1-47):

4
u(x) = Y Ni(x)-w;+ Y N;(x)-H(x)-b; + ZNi<x>~[chl ﬂ(x)}
=1

iel jed keK
(I11-47)

Si se tiene en cuenta la funcién de enriquecimiento desplazada tal y como se ha
explicado en la ecuacién (ITI-43), la ecuacién (I11-47) se reescribiria como:

U () =Y Ny -u; + 3 Ny - (Hx) - Hx,) b +
iel jed
. ’ (II1-48)
+ D N D ey -(mx)—ﬂ(xk))]

keK I=1

donde Ni(x) es la funcién de forma asociada al nodo i (lineal o cuadratica en
esta Tesis). Los coeficientes ui son los grados de libertad nodales de acuerdo con
el planteamiento de elementos finitos estandar (coincidira con el valor del
desplazamiento nodal para el caso de un nodo no enriquecido). Los coeficientes

bj son los grados de libertad asociados a la funcién Heaviside, H(x). N} (x)
representan las funciones de forma lineales estandar y se utilizan para

conseguir particion de la unidad en las funciones singulares, y cwu son los
correspondientes grados de libertad.

Para lograr la particion de la unidad asociada a la funcién Heaviside, se
utilizan las mismas funciones de forma que en la interpolacién estandar, tal y
como recomienda Laborde [129]. En algunos problemas en los que la
discontinuidad llega cerca de nodos en los que se aplican condiciones de
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contorno de Dirichlet, es necesario desplazar el valor de la funcién de
enriquecimiento, tal como se expresa en la ecuacién (I11-48).

La definicién de los conjuntos K y JJ de acuerdo con el trabajo de Moés et 4l.
[96], viene dada por la ecuacion (ITI-49):

Kz{keN:xgea)k}

J={jeN:o,NC%D j¢K) (LI-49)
donde x¢ representa las coordenadas del punto extremo de grieta, mediante C
se define la geometria de la propia grieta, N={ni, ns,...nn} el conjunto formado
por todos los nodos de la malla y ®; = soporte(n;j) representa la zona de
influencia del nodo j que consiste en la unién de todos los elementos que
contienen a nj.

Zona de extremo de grieta

I
||

1
e
]
~

‘.
2,
7
“
7
D ’N\K oy
1

. . — - ’
Zona interior 4 /

\

SR,
I:

Figura III-10. Ejemplo de enriquecimiento en XFEM (grieta con dos extremos).

De la ecuacién (III-49) se deduce que un nodo cuya zona de influencia sea
completamente cortada por la geometria de la grieta, se enriquece con la
funciéon Heaviside, H(x). Si un nodo cuya zona de influencia contiene al extremo
de grieta pero no es completamente cortada, entonces se enriquece con las
funciones del primer término del campo asintético, Fi(x), ver Figura III-10, este
tipo de enriquecimiento es el estandar o topoldgico.

Los conjuntos J y K pueden ser determinados utilizando el Level Set Method,
técnica descrita en el apartado I11.2.2.
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II1.4.2 Integracion numérica

1I1.4.2.1 Introduccién

La solucién en problemas donde existe una grieta se caracteriza por ser
discontinua en ambas caras de la grieta y estar gobernada por funciones
singulares y discontinuas (ver (III-46)) en el frente de grieta.

La integracién mediante la cuadratura de Gauss-Legendre es muy empleada en
el analisis por elementos finitos para evaluar numéricamente varias integrales
sobre el dominio de interés. Cuando el integrando es un polinomio la
cuadratura de Gauss puede llegar a ser exacta. Sin embargo para el caso de
funciones discontinuas o singulares, el resultado puede ser bastante impreciso
incluso aumentando significativamente el nimero de puntos de integracion.

Cuando se emplea el método de EF en la resoluciéon de problemas de MFEL la
malla se adapta a la geometria de la grieta con lo que es posible utilizar un
esquema de integracién como el de Gauss-Legendre para el caso de los
elementos cuyas caras estan contenidas en los planos de grieta. En este caso,
dentro de cada elemento se interpola una solucién continua a ambos lados de la
grieta. Para el caso de los elementos que contienen el frente de grieta, es
frecuente el empleo de los llamados elementos singulares como se ha descrito
en el apartado IL.5. Este tipo de elementos se emplean para mejorar la
modelizacién de la singularidad.

En el método XFEM para la resolucién de problemas de MFEL, la malla no se
adapta a la geometria de la grieta sino que ésta es representada afadiendo
términos conocidos a priori de la solucién analitica al campo de aproximacién
clasico de EF. Por lo tanto, es necesario integrar de manera precisa términos no
polinémicos propios de la naturaleza del problema y representar la
discontinuidad de la soluciéon en el dominio intersectado por los planos de la
grieta.

En la formulacién de las matrices de rigidez de los elementos enriquecidos con
las funciones del campo de desplazamiento asintético de extremo de grieta,
existen términos singulares cuya integracién numérica ha sido objeto de varios
trabajos [96], [107], [120], [121], [128], [129], [131].

Las funciones que se emplean para enriquecer el campo singular de extremo de
grieta son de la forma que muestra la ecuacién (I11-50):

F(r,0)=-Ir-f(0) (IT1-50)

donde la funcién f(0) es el producto de funciones arménicas. La singularidad se
presenta en los términos de la matriz de rigidez de elemento que se obtienen

85



III. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EXTENDIDO

por el producto del gradiente de dos funciones de interpolacién, Laborde [129]
ver ecuacion (I11-51).

V(F;N;)-V(F,N)) (I11-51)

Si se desarrollan estos productos aparecen términos singulares del estilo:
{l/ r,l/ r } multiplicados por funciones armoénicas, mas los términos propios de
las funciones de forma.

En la Tesis Doctoral de Dolbow [95] se presentan dos métodos de integracién en
XFEM. Tal como indica, el algoritmo de seleccién de nodos y el de integracién
deben estar muy relacionados. El primer método consiste en subdividir el
elemento intersectado por la grieta en sub-tridangulos cuyos lados se adapten a
las caras de la grieta y el segundo método se basa en subdividir el elemento
intersectado en cuadrilateros sin considerar la grieta como frontera.

//grieta A+ //grieta
A A B AIN—7/ /B

s

A A
/J ’ /C D
Zona de influencid

del nodo D —_

Figura III-11. Dos métodos de subdivision de los elementos cortados por la grieta.
Izquierda, sub-cuadrildteros; derecha, sub-tridngulos.

Ambos métodos se han representado esquemadaticamente en la Figura III-11.
Dolbow indica que la subdivisién en triangulos adaptados a la geometria de la
grieta proporciona resultados mas precisos que cuando se realiza en
cuadrilateros no adaptados. No obstante, la segunda propuesta resulta muy
interesante por la sencillez de implementaciéon, ademaés, en caso de tener
materiales con comportamiento no lineal, la subdivisién en tridngulos no
resulta practica. Cuando las ecuaciones constitutivas son funcién de la carga
(caso plastico o viscoelastico) y se desea simular el crecimiento de grieta, la
solucién en un instante dado necesita los resultados en un momento anterior.
Por lo tanto, es necesario un algoritmo que permita mapear la soluciéon. La
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regeneracion de nuevos subtriangulos resulta un claro inconveniente que, por
otro lado, no existe cuando se subdivide con cuadrilateros.

Para el caso de subdivisién en triangulos, los elementos que resultan partidos
por la grieta pueden quedar subdivididos de forma que se cree un subdominio
excesivamente pequefio. La definicibn de puntos de integracién en este
subdominio puede conducir a problemas de mal condicionamiento.

Para solucionar este inconveniente, en el trabajo de Dolbow [95] se establece
una tolerancia por debajo de la cual el nodo no es enriquecido. Se definen A*y
A- como las porciones de la zona de influencia del nodo que queda por arriba y
por debajo de la grieta respectivamente (véase Figura III-11 derecha). Si el
valor de la relacion A-/(A*+A") o A*/(A*+A-) es menor que un valor de tolerancia
dado, el nodo D no debe ser enriquecido por posibles problemas de integracién.
Dolbow [95] propuso una tolerancia de un 0.01% aunque se debe tener en
cuenta el problema especifico que se resuelve. La misma idea es utilizada en
Daux et 4l. [100] en problemas con grietas ramificadas y con el mismo valor de
tolerancia.

La idea de subdividir los elementos intersectados por la grieta en subdominios
de integracion, también es aplicada por Moés et al. [96] y Sukumar et al. [120]
donde se hace coincidir el borde del subdominio con la discontinuidad.

//grieta Arieta
® ® ® ® / ® ® ® L] ® ® ®
/ M ® ® ® ® L] ® ® ® L] ® ®
/ . . . . Q . . . ® ® L] ® D ® ® ®

Figura III-12. Criterio para enriquecer un nodo basado en la existencia de algtin punto
de Gauss en A+y A-. Izquierda, nodo D es enriquecido, derecha, nodo D no es
enriquecido.

Para el caso de subdividir en cuadrilateros, un nodo se debe enriquecer si en A*
y A- se incluye al menos un punto de integracién. Bajo este criterio no es
necesario definir una tolerancia ya que viene dada de manera implicita al
seleccionar el nimero de subcuadrilateros en el que se va dividir el elemento
afectado por la grieta. En la Figura III-12 izquierda, el nodo D si debe ser
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enriquecido mientras que en la Figura III-12 derecha, aunque la grieta corta el
elemento, el nodo D no debe ser enriquecido porque no hay ningtin punto de
Gauss en el area sobre la grieta comun a la zona de influencia del nodo.

Cuando la aproximacién nodal estd enriquecida con la funcién Heaviside,
realizar una integracién por subdominios, permite tratar funciones continuas
dentro de cada subelemento. Dentro de estos subdominios si resulta apropiado
utilizar el esquema de integracion de Gauss-Legendre (ver Figura III-16).

Ventura [132] propone un método para integrar los elementos enriquecidos con
la funcién Heaviside (ver ecuacion (II1-44)) sin necesidad de subdividir el
dominio. Analiza las expresiones de la matriz de rigidez de un elemento
intersectado y demuestra que es posible encontrar un polinomio equivalente
que, al integrarlo, dé exactamente el mismo resultado que integrar los
elementos dividiendo en subdominios. Ventura obtiene estos polinomios para
problemas con grieta y discontinuidad en el material. En el caso de grietas,
obtiene los polinomios equivalentes para 1D, 2D (triangulos y cuadrilateros) y
3D (tetraedros).

Los elementos que contienen el frente de grieta merecen especial atenciéon ya
que las funciones de enriquecimiento afnaden términos singulares y

discontinuos a la aproximacién. Las funciones singulares como l/r,l/«/; no

deben integrarse con la cuadratura estandar ya que los resultados no son
buenos. Esto lo podemos constatar en el préximo ejemplo numérico. Laborde
[129] propone un esquema de integracién para los elementos que contienen el
frente de grieta, basado en una transformacién de coordenadas de los puntos de
integracién de manera que queden concentrados alrededor de la singularidad
siguiendo una distribucién polar centrada en el extremo de grieta. Este
procedimiento fue llamado por los autores “integracién casi-polar” (véase Figura
1I1-13).

L] L] L
° ° ° —_
L] [ ] L]

[

Extremo de grieta

Figura III-13. Transformacién del método de integracién para elementos cuadrildteros
en un método de integracion para elementos triangulares para funciones de extremo de
grieta.

De manera independiente, Béchet [128] propone un método de integracién que
también consigue eliminar los términos singulares del integrando. Para ello

88



III. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EXTENDIDO

define un elemento triangular especifico a partir del elemento cuadrilatero de
referencia (ver Figura III-14). Ello lo consigue a través de tres transformaciones
o cambios de variable que le permiten finalmente, expresar el integrando en
funcién de términos polindmicos y suaves. Aunque este método esencialmente
funciona por el mismo principio que el propuesto por Laborde [129], resulta
bastante mas laborioso de implementar puesto que hay que realizar varias
transformaciones. Asimismo, este procedimiento resulta dificil de extender a
problemas tridimensionales.

A
v
Nodo 0 Nodo 2
(1,1)
u
(-1,-1) Nodo 1

Figura III-14. Elemento triangular y elemento cuadrildtero de referencia de Béchet [128].

Otros trabajos como los de Strouboulis et al. [103] proponen emplear el
algoritmo Dcuhre, desarrollado por Berntson [64]. Este algoritomo consiste
basicamente en una estrategia de subdivisién, que elige en cada instante, la
subregiéon con mayor error estimado. El algoritmo utiliza una cuadratura de
setenta y cinco puntos de integracion en cada subregion para el calculo de las
integrales y control de error. El error se calcula a partir de la diferencia entre
dos reglas de integracién El inconveniente de este algoritmo es que es valido
Unicamente para cuadrilateros y hexaedros.

Recientemente Ventura et 4al. [138] han desarrollado un esquema de
integracién alternativo a la técnica casi-polar. Se basa en transformar la
integral de dominio utilizada para calcular las matrices de rigidez de elemento
en una integral de contorno equivalente. Para evaluar numéricamente la
integral, los puntos de integracién se disponen en la frontera de los elementos
que tienen todos sus nodos enriquecidos con las funciones del campo asintético
de extremo de grieta (véase Figura III-15).

Ventura realiza una comparacion de su técnica con la casi-polar y con la
integracién estandar con subdivisién de dominio mostrando mayor precisién
con menor numero de puntos de integracién. Este método es aplicable
Unicamente a los elementos que tienen todos sus nodos enriquecidos y, ademas,
los grados de libertad de los nodos enriquecidos de un elemento deben ser
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iguales, es decir, para el caso de un cuadrilatero lineal, los coeficientes cr de la
ecuacion (I11-48) deben satisfacer: cii= ca= cs = ca para todas las funciones de
enriquecimiento Fi.

Figura II1-15. Localizacion de los puntos de integracion segun diferentes esquemas:
izquierda, método de integracion por subdominios con cuatro subdominios y cuadratura
de segundo orden para tridngulo, centro, método de integracion casi polar con ocho
subdominios y transformacion de coordenadas del elemento cuadrildtero de referencia
con integracion de segundo orden; derecha, método de integracion en el contorno con una
cuadratura de quinto orden en cada borde del elemento.

A contiuacién se describe la estrategia de integracion seguida en esta Tesis. La
orientaciéon de la grieta en los elementos que intersecta puede ser arbitraria,
por lo tanto para tener en cuenta la solucién en cada lado del plano de grieta,
los elementos afectados son partidos en varios subdominios de integracién
(tridAngulos o cuadrilateros) de forma que sus bordes queden alineados con los
planos de grieta (Moés et al. [96] y Sukumar et al. [120]), (véase Figura III-16).

Una vez realizada esta subdivisién podemos encontrarnos en los siguientes
casos: si un elemento partido no es enriquecido con funciones singulares
asociadas con el campo asintético de desplazamientos en extremo de grieta,
entonces se utiliza una cuadratura de integracién estandar en cada una de las
particiones. Si, en cambio, un elemento es enriquecido con las funciones
singulares pero no contiene el extremo de grieta, se emplea una cuadratura de
Gauss de 5x5 puntos para sub-cuadrilateros y cuadratura de Gauss de 13
puntos para sub-tridngulos en el caso de elementos lineales (15x15 y 73 puntos
de Gauss respectivamente para el caso de elementos cuadraticos). En este
grupo se tienen incluidos los elementos de transicién.

Si el elemento contiene el extremo de grieta, entonces se emplea la integracién
casi-polar descrita por Laborde [129] para cada sub-tridngulo que resulta de la
particién, con 5x5 puntos de Gauss para el caso de lineales y 15x15 puntos de
Gauss para el caso de cuadraticos.

En el caso del elemento que contiene el extremo de grieta, aunque los términos
armoénicos no crean problemas de integracién, la funcién sen(6) crea
discontinuidad en las caras de grieta.
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Elementos estandar
Elementos partidos no enriquecidos con funciones singulares

Elementos enriquecidos que no contienen el extremo de grieta
Elementos enriquecidos que si contienen el extremo de grieta

OE OO

Figura II1-16. Subdivision de los elementos enriquecidos para la integracion numeérica.

II1.4.2.2 Integracién casi-polar

En el calculo de las matrices de rigidez de los elementos que contienen el frente
de grieta existen términos singulares que no pueden ser integrados
correctamente con la cuadratura de Gauss-Legendre (ver ecuacién (I11-51)). En
la introduccién se han expuesto algunas técnicas propuestas para solucionar
este problema. Ademds de las funciones singulares, es necesario integrar
convenientemente las funciones armoénicas que no son singulares pero si
introducen discontinuidad en el campo de la solucién. En concreto la funcién
sen(#) introduce discontinuidad en las caras de grieta. Por este motivo se
subdividen los elementos en los que esté contenido el frente de grieta en
subdominios triangulares. La subdivision se realiza, en primer lugar,
extendiendo virtualmente la grieta hasta “partir” el elemento. Los vértices de
los subtriangulos se hacen coincidir con los nodos y el propio extremo de grieta.

En la Figura III-17 se muestra, para un ejemplo bidimensional, varias
posibilidades de subdivisién de elemento en funcién de la posicién relativa en la
que quede el extremo de la grieta. La subdivisién es un requisito conveniente
para la integracion numérica pues se necesita definir subdominios de
integracién que no contengan internamente la discontinuidad.

91



III. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EXTENDIDO

Figura III-17. Particién de los elementos para integracion numérica, en funcion de la
localizacion del extremo de grieta en la malla: izquierda, interior de elemento, centro,
nodo, derecha, lado de elemento.

La técnica de integracion casi-polar desarrollada por Laborde [129], muestra
unos resultados buenos y ademas resulta sencilla de implementar y trasladar a
los problemas tridimensionales. En la integracién casi-polar es posible integrar
la ecuacién (II1-51) evitando la singularidad.

n A T
4‘ ’3 4I 3
. b o
. o >
$
. . .
1@ ® 9 1-2 g

Extremo de grieta

Frente de grieta

Figura III-18. Transformacion de coordenadas: integracion casi polar: problema 2D
(arriba), problema 3D (abajo).
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A partir de los puntos de integracion del elemento de referencia, cuadrilatero
para el caso 2D o hexaedro para el caso 3D, se realiza una transformacién de
coordenadas que permite concentrar los puntos de integracién numérica cerca
de la singularidad. Para el caso 2D se colapsan dos nodos en uno solo que se
hace coincidir con el extremo de grieta. La nueva disposicién de los puntos de
integracion puede verse en el ejemplo mostrado en la Figura III-18 (arriba).

En la Figura III-18 (abajo) se muestra un ejemplo de transformaciéon de
coordenadas para el caso hipotético de que el frente de grieta pase por un lado
del tetraedro. En este caso colapsa una cara del hexaedro de referencia en un
nodo (en el ejemplo de la Figura III-18 (abajo), la cara definida por los nodos 1, 2,
5y 6 se colapasa en el nodo 1), y otros dos nodos en uno solo (los nodos 7 y 8 se
colapsan en el 7 de la misma figura). De este modo, los puntos de integracién se
agrupan hacia uno de los lados del tetraedro. En el caso de que sea un lado del
elemento el que coincida con el frente de grieta, la agrupacién de puntos
resultard maés eficiente que en el caso en que sea un solo nodo el que esté sobre
el frente de grieta.

La transformacién de coordenadas que se aplica para obtener la nueva posicién
de los puntos de integracién en tridngulos, se tiene en la ecuacion (I11-52):

np =m+1)

b= €D+ (I11-52)

Donde £y n representan las coordenadas locales del cuadrilatero de referencia
vy &y np representan el sistema de coordenadas del tridngulo que se obtiene al
colapsar dos nodos del cuadrilatero (véase Figura III-18 (arriba)). En la Figura
II1-18 (arriba), los nodos superpuestos 1y 2, se corresponden con el vértice del
triangulo que se hace coincidir con el extremo de grieta.

osp  Onp

1
= ~(+1) 0
]=| 2 2 |2 (I11-53)
Ocp  Onp 1(54_1) 1
on  0on 2
\J\:%-(nﬂ) (IT1-54)

En las ecuaciones (III-53) y (III-54) se presenta la matriz jacobiana de la
transformacion y el jacobiano respectivamente.
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Para el caso 2D, las coordenadas de area se calculan teniendo en cuenta esta
transformacion:

Li=1-—-(7+1)

N | —

(e+1) (I11-55)

1
L3=1—L1—L2=5'(77—§)

Donde (&, 1) son las coordenadas del elemento cuadrilatero de referencia.

En el trabajo de Laborde [129] se muestra la eficiencia de este procedimiento de
integracién. Con el objeto de analizar las ventajas que presenta, a continuacién
se muestra un ejemplo numérico en el que se comparan los resultados
obtenidos mediante diferentes procedimientos de integraciéon. A la vista de los
buenos resultados obtenidos cuando se emplea la integracién casi-polar, éste es
el esquema de integracién empleado en los andlisis que se muestran en esta
Tesis.

111.4.2.3 Ejemplo numérico

Se pretende analizar la precisiéon de diversas estrategias de integracién
numérica en la modelizacién del problema mediante XFEM y demostrar las
ventajas de la integracién casi-polar. Para ello se halla la norma de la matriz
de rigidez k¢ de un elemento que contiene el extremo de grieta mediante
distintos procedimientos de integracién y se compara con un valor de referencia
que previamente debera ser calculado. La norma considerada para poder
comparar magnitudes escalares se ha obtenido como la raiz cuadrada de la
suma de los cuadrados de todos los términos de la matriz. Este andlisis es
similar al realizado por Laborde [129] aunque en él no se especifica claramente
qué tipo de norma se ha empleado. Las estrategias de integraciéon comparadas
son las siguientes:

= division regular en triangulos de los elementos que contienen el extremo
de grieta:

- integracién estandar en tridngulo: 7 puntos de Gauss,
- integracién estandar en tridngulo: 12 puntos de Gauss.

Cada analisis se corresponde con un incremento del nimero de divisiones, para
el caso de 7 puntos de integraciéon de O hasta 7 divisiones y para el caso de 12
puntos de 0 hasta 6 divisiones con incrementos unitarios y un analisis adicional
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con 10 divisiones y 73 puntos de integracién. Un ejemplo de como se realiza la
subdivisién se tiene en la Figura II1-19.

Numero de subdivisiones:
L0
1
2

Figura III-19. Ejemplos de subdivision regular en tridngulos para los elementos que
contienen el extremo de grieta.

= Integracién casi-polar en elementos que contienen el extremo de grieta.
En cada andlisis se aumenta la cuadratura de integracion del
cuadrilatero de referencia: 2x2, 3x3, 4x4, 5x5 y 15x15.

Extremo de grieta

Figura II1-20. Ejemplo de integracion casi polar en uno de los elementos que contienen al
extremo de grieta. Cuadratura 5x5.

La matriz de rigidez de referencia considerada se ha obtenido del analisis en el
que se han realizando 9 subdivisiones regulares en triangulos e integrado los
que contienen al extremo de grieta mediante el procedimiento de integracién
casi polar con 15x15 y el resto en 12 puntos de Gauss.

En la Figura III-21 se representa el error relativo en la norma de la matriz ke de
elemento frente al nimero de puntos de integracién. A la vista de los
resultados, el método de integracién casi-polar presenta una velocidad de
convergencia superior al procedimiento de subdivisiéon e integracién estandar,
para los dos casos estudiados de 7 y 12 puntos de Gauss. Para lograr valores de
error similiares al obtenido con la integracién casi polar con 15x15 puntos de
integracién, mediante subdivisién e integracidén estandar, serian necesarias 10
subdivisiones con 73 puntos de Gauss en cada tridngulo. Aun asi, en este
segundo caso, el numero total de puntos de integracién resulta
significativamente mayor.
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Figura III-21. Convergencia del error en norma de la matriz de rigidez de elemento frente
al niimero de puntos de integracion.

Puesto que en este ejemplo la distribucién de los puntos de integracién
presenta doble simetria, el nimero de puntos de integracién del eje de abcisas
de la Figura III-21 se corresponde con una cuarta parte del elemento.

II1.4.3 Velocidad de convergencia

II1.4.3.1 Introduccién

En el apartado I1.4.1 se define velocidad de convergencia, s, como la pendiente
(con signo contrario) de la curva que se obtiene al representar el error en norma
energética frente al namero de grados de libertad en un diagrama logaritmico-
logaritmico.

La convergencia en la version A del método de EF para resolucién de problemas
con solucién suave (A > 1) y refinamiento uniforme o cuasiuniforme, alcanza el
valor de la velocidad 6ptima. Esto no sucede cuando el problema tiene una
singularidad. En tal caso, la velocidad de convergencia se ve condicionada por
el orden de la singularidad y no mejora aumentando el orden del polinomio del
elemento.
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El método XFEM aplicado a MFEL permite obtener resultados mas precisos sin
tener que usar mallas muy refinadas puesto que las funciones de
enriquecimiento son capaces de reproducir el campo asintético de
desplazamientos en el extremo de grieta. Por este motivo también cabria
esperar que la velocidad de convergencia éptima fuera alcanzada con un
refinamiento uniforme (Strang y Fix [7]) tal y como ocurre cuando se utiliza el
método de elementos finitos convencional en problemas de solucién suave. Esto,
sin embargo, no ocurre, la velocidad de convergencia en norma energética sigue
siendo O(h'2) incluso aumentando el orden polinémico (algo que resulta
caracteristico de este tipo de problemas en MFEL cuando se emplea
refinamiento uniforme y la singularidad no es bien capturada, Stazi et al.
[118]).

En el trabajo de Strouboulis [102] se analiza la convergencia del error en un
problema singular para diferentes nimeros de capas enriquecidas manteniendo
el orden de las funciones de forma de la aproximacién. El resultado muestra
que la precision de los resultados si mejora a medida que se aumenta el nimero
de capas enriquecidas pero la velocidad de convergencia del error en norma
energética permanece constante e igual al resultado obtenido con el método de
EF estandar.

Considerando una aplicacién sin campos singulares, con discontinuidad en la
derivada de la solucién, Chessa et al. [119] demostraron que en XFEM, y en
general para cualquier método de enriquecimiento local que cumpla la particién
de la unidad, los elementos de transicién son muy importantes para conseguir
una velocidad de convergencia éptima.

Laborde et al. [129], en el contexto de la MFEL, muestran que en estos
problemas la velocidad de convergencia esta por debajo de la 6ptima, con una
pérdida de orden O(h!2) en elementos lineales y cuadraticos. Estos autores
argumentan (y muestran resultados numéricos) que, para alcanzar la velocidad
de convergencia ptima, la zona de enriquecimiento debe ser independiente del
tamario de elemento, es decir, debe ser una regién geométrica fija. Béchet et al.
[128] también utilizan un 4rea fija de enriquecimiento para alcanzar la
convergencia 6ptima.

A continuaciéon se describe la estrategia de enriquecimiento estandar y se
muestra un ejemplo numérico que permite llegar a conclusiones andlogas a las
de Laborde y Béchet. Al igual que en sus trabajos, aparecen problemas de mal
condicionamiento de la matriz de rigidez, derivados del considerable aumento
de nodos enriquecidos en un area fija al refinar la malla. En la seccién I11.5.2 se
realiza una revisién bibliografica de las diferentes propuestas encaminadas a
solucionar el problema del mal condicionamiento. Asi mismo, se presenta un
ejemplo numérico en el que se pone de manifiesto las ventajas de la opcién
escogida en este trabajo con el fin de reducir el nimero de condicionamiento de
la matriz de rigidez del sistema.

97



III. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EXTENDIDO

En los diversos analisis de convergencia que se muestran en la Tesis, la
velocidad de convergencia s, se ha calculado segtin la ecuacién:

‘o log(eéf )— log(eff)
log(N')-log(n?

(I11-56)

Donde el y e representan los errores en norma energética estimados en dos

analisis 1 y 2. N!' y N? representan los grados de libertad de la malla
correspondientes. Este calculo se realiza por tramos y finalmente se promedia
su valor.

I11.4.3.2 Enriquecimiento topolégico

Como se ha visto hasta ahora, en XFEM se afiade a la aproximacién estandar
u,(x) del MEF, otros términos incluidos en la naturaleza de la solucién exacta

en las cercanias del extremo de grieta o bien en el modelado de la
discontinuidad asociada a la propia geometria de la grieta (ver ecuacién
(III-47)). La definicién del conjunto de nodos K que se realiza en el apartado
III.4.1 se corresponde con una estrategia de enriquecimiento estandar y que
Béchet et 4l. [128] denominaron enriquecimiento topolégico. En este caso el
enriquecimiento es funcién del tamafio de elemento, A, y el conjunto de nodos K
es funcién de la localizacién del extremo de grieta en la malla (véase Figura
IIT-22).

Aunque el método XFEM proporciona resultados mas precisos que el método
estdndar de elementos finitos con refinamiento uniforme, la velocidad de
convergencia en XFEM no es la 6ptima. En este caso, las funciones de
enriquecimiento introducidas en la aproximacién no estan captando
correctamente el efecto de la singularidad, lo cual permitiria obtener una
velocidad de convergencia como si se tratara de un problema de solucién suave.

m m m
=x) =1 ) = 1)

m m m

==) =2) ==) H H
m ) m
=2 = 1) °

m m m

=x) = =) =x) - H
m m m
=1 =1 ) = 1)

Figura II1-22. Conjunto K de nodos que deben enriquecerse con las funciones del campo
asintético de extremo de grieta para el caso de enriquecimiento estdndar. Extremo de
grieta en: izquierda, lado de elemento; centro, nodo,; derecha, interior de elemento.
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I11.4.3.3 Ejemplo numérico

El ejemplo que se ha considerado es el problema de una secuencia infinita de
grietas colineales representado en la Figura III-23. La solucién exacta a este
problema (supuesta A = ) se puede encontrar en Kanninen y Popelar [35].
Este problema fue resuelto numéricamente en Fuenmayor et al. [88].

Ko =0Vm &tanﬂ
’ 0 2b

Ki
G — ,exX 1— 2
e =g (=07)

(ITI-57)

> <3
L | h
E— LA
[———>
Da <3
> b <3

° VY Yoy

Figura II1-23. Problema de secuencia infinita de grietas colineales. Izquierda, modelo;
derecha, dominio analizado.

El dominio considerado para el andalisis numérico es una placa rectangular de
dimensiones A = 30 y b = 2. La longitud de grieta se supone a = 1. La altura A
debe ser lo suficientemente grande para que el resultado converja al valor
exacto conocido para una altura infinita (Giner [112]). Se supone aplicada una
carga de traccién en el infinito de valor 0 = 100. Para modelizar correctamente
el dominio completo, las condiciones de contorno son las de simetria indicadas
en la Figura III-23, ademas se ha restringido un grado de libertad en la direccién
vertical para evitar movimientos de cuerpo rigido.

El material se supone eldastico isétropo y homogéneo, con médulo de elasticidad
E =107 y coeficiente de Poisson v = 0.333. La carga aplicada es ¢ = 100 y se
asume un estado de deformacién plana. Las unidades de las magnitudes son
siempre en el Sistema Internacional.
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Con los datos anteriores se tiene una aproximacién a la solucién exacta:

Gex = 0.000853826662258 paraa=0.3
Gex = 0.003556444000000 paraa=1.0 (I11-58)
Gex = 0.014813655375539 paraa=1.7

Para este ejemplo numeérico, la discretizacion en la direccién x e y es tal que el
extremo de grieta coincide con un nodo de forma que el conjunto K resulta ser
el mostrado en la Figura III-22 (centro). Los andlisis que se han realizado son los
siguientes:

= método clasico de EF,
= método XFEM con enriquecimiento topoldgico o estandar.

Los resultados obtenidos son para elementos cuadrilateros bilineales y
cuadraticos. El nimero de elementos en las direcciones x e y han sido bx[2, 4, 6,
8, 10, 14, 18, 22, 26] y hx[2, 4, 6, 8, 10, 14, 18, 22, 26] respectivamente.

En la Figura III-24 se representa el error relativo en la tasa de liberacién de
energia G frente al nimero de grados de libertad en escala logaritmica para los
diferentes analisis realizados.

El método de EF para problemas singulares como los de MFEL, donde la
intensidad de la singularidad A = 1/2 predomina sobre el orden completo de
polinomio, presenta una velocidad de convergencia, s, en energia de
deformacion y, por tanto en G, de 1/2 (véase Figura III-24). Como se puede
observar en los resultados de estos andlisis, la velocidad que se alcanza con el
método X-FEM con enriquecimiento estandar es la misma que en el método de
elementos finitos. Esto se mantiene igualmente al aumentar el orden
polinémico de la aproximacién.

Todas las rectas muestran la misma pendiente, si bien la precisiéon de XFEM es
superior a FEM especialmente en elementos cuadraticos. En la Figura III-25 se
representa el error relativo en norma energética frente al nimero de grados de
libertad del problema en escala logaritmica para los diferentes casos
considerados.

Conforme el trabajo de Szabdé y Mehta [18], se tiene que la velocidad de

convergencia, s, en norma energética es la mitad que en G que resulta ser la
misma que presenta el error en energia de deformacién.
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Figura III-24. Convergencia del error relativo en la tasa de liberacion de energia G.
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Figura III-25. Convergencia del error relativo en norma energética.
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Figura II1-26. Convergencia del error relativo en el FIT.

En la Figura III-26 se representa el error relativo en el factor de intensidad de
tensiones frente al nimero de grados de libertad en escala logaritmica. La
velocidad de convergencia, s, en el FIT es la misma que en la tasa de liberacién
de energia G (Giner [112]).

III.5 Mejoras en formulaciéon XFEM

II1.5.1 Enriquecimiento geométrico

En el trabajo de Tong y Piang [6] sobre el andalisis de la velocidad de
convergencia en problemas que presentan una singularidad en la solucién
exacta, sefialaban la necesidad de extender el uso de elementos especiales mas
alla de la propia singularidad, en concreto a una capa adyacente al punto
singular. Segun los autores, la solucién no estara bien representada si el uso de
los elementos especiales se limita a una zona muy pequefia. En ese caso, si se
refina la malla cerca de la singularidad y el tamafio de los elementos tiende a
cero, por la misma razoén, la capacidad de simular la singularidad también
tendera a cero. Esta reflexion, aunque se realice desde el MEF convencional con
uso de elementos singulares, puede extenderse al concepto de enriquecimiento
local de la soluciéon en XFEM.
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Béchet et 4al. [128] y Laborde et al. [129], introducen otra estrategia de
enriquecimiento que permite definir el conjunto de nodos a enriquecer a partir
de un area fija (este método fue llamado enriquecimiento geométrico por Béchet
et al. [128]). El enriquecimiento en area fija (ver Figura III-27), consiste en
definir una regién alrededor del extremo de grieta dentro de la cual todos los
nodos van a ser enriquecidos con las funciones del campo asintético de extremo
de grieta, independientemente del tamafno de malla y de dénde quede el
extremo de grieta en relacién con la topologia de la malla. Con esta estrategia,
la zona a enriquecer es practicamente independiente del tamafio de elemento.

Laborde et al. [129], demostraron como el enriquecimiento topoldgico limita la
velocidad de convergencia en XFEM a la que se obtiene empleando el MEF
para problemas singulares cuando no se consigue reproducir correctamente el
efecto de la singularidad. La demostracién se realiza para un ejemplo
unidimensional pero resulta extensible al problema bidimensional. El valor del
radio de enriquecimiento suele tomarse en funcién de -consideraciones
geométricas exclusivamente. Un valor habitual es 1/10 veces la dimensién del
problema (Laborde et al. [129]).

Cuando el enriquecimento con las funciones del campo asintético de extremo de
grieta se realiza en un area fija, puede haber nodos con enriquecimiento
Heaviside que se vean incluidos en dicha Aarea, a estos nodos les hemos
denominado nodos mixtos. En la Tabla ITI-1 se muestran los grados de libertad
que posee un nodo en 2D y su simbolo en funcién del enriquecimiento (véase
Figura I11-27).

Funcién de enriquecimiento  Grados de libertad por nodo  Simbolo

ninguna 2
H(x) 4 O
Fi(x) 10 |
HX), Fi(x) 12 A

Tabla III-1. Grados de libertad nodal para el caso 2D y simbolo en funcion del

enriquecimiento.
o
£
H H H
_T e e :7
E'| [1 [1

Figura III-27. Enriquecimiento en drea fija o geométrico.
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En el ejemplo numérico que sigue se muestran los resultados que confirman la
necesidad de enriquecer en area fija para alcanzar la velocidad de convergencia
6ptima, como también sucede en los trabajos de Laborde y Béchet.

I11.5.1.1 Influencia de los nodos mixtos

Considerando enriquecimiento del tipo geométrico, al refinar la malla, un nodo
enriquecido con Heaviside puede quedar incluido en el area de enriquecimiento
definida por el radio R (véase Figura III-27). En esta circunstancia, el
enriquecimiento puede ser considerado de dos formas, por un lado, se puede
enriquecer el nodo con las funciones de extremo de grieta exclusivamente (no es
un nodo mixto), o bien, se pueden considerar los dos tipos de enriquecimiento,
en este ultimo caso, si es un nodo mixto.

En el caso bidimensional, los nodos mixtos tienen asociados 12 grados de
libertad, correspondientes a 2 estandares, 2 de enriquecimiento Heaviside y 8
de enriquecimiento con las funciones singulares.

En este apartado se muestra la influencia de los nodos mixtos que, aunque no
es lo usual, hemos visto su conveniencia. El ejemplo numérico considerado en
este caso viene dado por el dominio @ = [-1,1]2 con una grieta en el borde de
longitud a = 1 tal y como se muestra en la Figura III-28.

En el contorno se imponen las condiciones de desplazamiento de manera que la
solucién analitica conocida del campo de desplazamientos asintético en extremo
de grieta es la solucidon exacta en todo el dominio, dada por las ecuaciones
(I1-57) y (I1-58). El campo de tensiones correspondientes a la solucién exacta
viene dado por las ecuaciones (II-51), (II-52) y (I1-54).

Se ha considerado el estado de tensién plana, con médulo de Young E = 10000
y el coeficiente de Poisson v = 0.3. El problema se considera de modo I puro con
Ki=100y K= 0.

Yoy

L A

X

Q=[-1,12

Figura II1-28 Dominio considerado en el problema de grieta en el borde.
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En la Figura III-29 se muestra, para elementos bilineales y cuadraticos, dos
mallas, correspondientes a los siguientes casos: por un lado no se tiene en
cuenta la existencia de nodos mixtos y, por otro, si se consideran (véase Figura
II1-29 izquierda y derecha respectivamente). Se ha representado el radio de
enriquecimiento, R.

R '\
D S § —O—0;
N Z
R R
-O0—0—0: —0—0—0—0)
-%—o oAb o
N N

Figura II1-29. De izquierda a derecha malla sin y con nodos mixtos. Elementos lineales y
cuadrdticos de arriba abajo.

En la Figura III-30 se representa la convergencia, en el error relativo en norma
energética. Los andlisis realizados son:

= XFEM con enriquecimiento topoldogico (top XFEM),

= XFEM con enriquecimiento geométrico con nodos mixtos (geo XFEM),

= XFEM con enriquecimiento geométrico sin nodos mixtos (geo XFEM
sin nodos mixtos).

Se observa que el enriquecimiento mixto estd justificado ya que permite
alcanzar resultados mas precisos, si bien, su influencia es mas importante para
el caso de elementos lineales. No obstante, como se vera en el apartado IV.4.8
del Capitulo IV, la influencia de los nodos mixtos cuando simultdneamente se
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aplica la técnica de mejora del ntimero de condicionamiento gathering (véase
apartado II1.5.3) es mas significativa.
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—0o—top XFEM (5=0.25)

5 —8— geo XFEM (s=0.53)
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Figura III-30. Convergencia del error relativo en norma energética para el problema de
solucion singular en modo I. Arriba, elementos lineales: abajo, elementos cuadrdticos.
Influencia de los nodos mixtos en caso de enriquecimiento en drea fija.
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I11.5.1.2 Ejemplo numérico

Se ha considerado de nuevo el problema de secuencia infinita de grietas
colineales definido en Fuenmayor et al. [88] (véase Figura III-23).

Para el analisis con enriquecimiento topoldgico, se ha hecho coincidir el
extremo de grieta con un nodo. En el caso de enriquecimiento en area fija, se
emplea un area circular con centro en el extremo de grieta y radio determinado
R = 0.5, de este modo todos los nodos que quedan en el interior de esta drea son
enriquecidos. Al refinar la malla manteniendo el radio constante, aumenta el
numero de nodos enriquecidos.

En la Figura III-31 se muestran los nodos que quedan en el area de
enriquecimiento a medida que se refina la malla de manera uniforme. Las
imAagenes se corresponden con sélo cuatro mallas consecutivas de un conjunto
de analisis mas amplio.

Figura III-31. Enriquecimiento en drea fija: ampliacion de la malla en entorno cercano
al extremo de grieta. Refinamiento uniforme. Niimero de elementos en la malla de
izquierda a derecha: 960, 2160, 3840 y 6000.

Los analisis que se han realizado son los siguientes:

= método de EF estandar,
= XFEM con enriquecimiento estandar o topolédgico,
= XFEM con enriquecimiento en area fija o geométrico.

Para cada uno de estos andlisis se han considerado elementos cuadrilateros
biliniales y cuadraticos. Se han utilizado nodos mixtos. Los resultados
obtenidos permiten afirmar que cuando se emplea el enriquecimiento en area
fija o geométrico, el resultado es justo el que cabria esperar en problemas sin
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singularidad y extensién tipo h, esto es, el orden polinémico p de la
aproximacion.

En la Figura III-32 se ha representado el error relativo en la tasa de liberacién
de energia G frente al nimero de grados de libertad en escala logaritmica.

Se observa que para el caso de EF convencionales, al aumentar el orden de
interpolacién mejora Unicamente la precision, la velocidad de convergencia, s,
es gobernada por la singularidad. La misma tendencia se aprecia para el caso
de XFEM cuando el enriquecimiento es topolégico o funcién del tamafio de la
malla, si bien la precisién es notablemente mejor con respecto a EF estandar.
En cambio, al analizar XFEM con enriquecimiento geométrico se alcanza la
velocidad de convergencia Optima y si se manifiesta el uso de elementos de
orden superior, asimismo la precisién es todavia mayor que en los andlisis
previos. Se observa en los resultados una ligera superconvergencia para el caso
de los elementos cuadraticos, esto es debido a que la solucion exacta de
Kanninen y Popelar [35] es para altura infinita y en este caso la altura del
dominio considerado es finita. A medida que se aumentara h este efecto
desapareceria.
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Figura III-32. Convergencia del error relativo en la tasa deliberacion de energia G.

En la Figura III-33 y la Figura III-34 se representa el error relativo en norma
energética y el error relativo en el FIT frente al nimero de grados de libertad
en escala logaritmica respectivamente. El analisis sobre la tendencia observada
para el caso del error en G se repite con el resto de errores, alcanzandose la
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velocidad de convergencia, s, 6ptima para cada magnitud (véase apartado
111.4.3).
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[
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R~
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Z
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2
e}
Z
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53}
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-
g —8— FEM cuadrético (s=0.25) \.\
3 N
e —aA— XFEM top lineal (s=0.23) »
g 1.E-02 \
= X—— XFEM top cuadratico (s=0.25) »
—o—— XFEM geo lineal (s=0.50)
— —8— — XFEM geo cuadratico (s=1.2)
1.E-03 : : ‘
1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06

GD.L.
Figura II1-33. Convergencia del error relativo en norma energética.
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Figura II1I-34. Convergencia del error relativo en el FIT.
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I11.5.2 Condicionamiento numeérico

El condicionamiento numérico de una matriz mide la sensibilidad de la solucién
de un sistema de ecuaciones lineal a posibles errores. Proporciona un indicador
de la precision de los resultados procedentes de la inversiéon de la matriz y la
solucién del sistema de ecuaciones.

Existen varios criterios para definir el nimero de condicionamiento. En este
trabajo se ha empleado el cociente entre el maximo y el minimo autovalor de la
matriz. Valores de condicionamiento cercanos a la unidad indican que la matriz
esta bien condicionada.

Cuando una matriz posee todas sus filas linealmente dependientes el
condicionamiento numérico es infinito, el valor del determinante de la matriz
es 0, la matriz, por lo tanto, es singular. Esta situacién se corresponde por
ejemplo, con el caso del movimiento de sélido rigido donde los desplazamientos
de todos sus puntos son iguales.

El enriquecimiento de la solucién bajo el concepto de particién de la unidad
debe ser local para resultar eficiente desde el punto de vista computacional.
Utilizando el enriquecimiento geométrico es posible alcanzar la velocidad de
convergencia Optima cuando se refina la malla. Sin embargo, este tipo de
enriquecimiento produce un numero de condicionamiento de la matriz de
rigidez bastante peor que en el caso del enriquecimiento topoldgico. El nimero
de condicionamiento crece rapidamente porque aumenta el nimero de nodos
enriquecidos con las funciones singulares de extremo de grieta.

Laborde et al. [129] sefiala como posible causa el hecho de que el nimero de
ecuaciones linealmente dependientes para el caso de la matriz de rigidez de un
elemento completamente enriquecido, por ejemplo, aumenta con respecto a un
elemento convencional FEM. En efecto, para el caso de un elemento
cuadrilatero bilineal completamente enriquecido tendremos 40 ecuaciones;
cabria esperar que 3 resultaran linealmente dependientes debido a los posibles
movimientos de sélido rigido, en cambio, aparecen un total de siete, esto es,
existen 4 relaciones dependientes (2 por cada direccién en el espacio).

En la Figura III-35 se muestra el numero de ecuaciones linealmente
dependientes en la matriz de rigidez de cada elemento, para lineales y
cuadraticos. Este resultado se ha obtenido a partir del rango de la matriz antes
de ensamblarla y teniendo en cuenta el tamano de la matriz de elemento en
cada caso.

Si se tuviera una malla completamente enriquecida, la matriz global del
sistema seria singular y, por lo tanto, el problema no resoluble. Esto no llega a
suceder porque el enriquecimiento es local y los elementos estandares hacen de
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condicién de contorno a la zona enriquecida dando lugar finalmente a un
sistema de ecuaciones resoluble.

En Fries [135] se analiza el nimero de ecuaciones linealmente dependientes
por elemento que surgen en el cuadrilatero bilineal con todos sus nodos
enriquecidos. Existe un total de 16 funciones de enriquecimiento por elemento
de las cuales demuestra que dos son linealmente dependientes de las demas. El
procedimiento que propone para evitar el mal condicionamiento es eliminar
directamente estas dos ecuaciones del sistema. No obstante, las relaciones que
Fries obtiene en el apéndice A de su trabajo son Unicamente validas para
mallas de cuadrilateros bilineales perfectamente estructuradas.

Para mejorar el nimero de condicionamiento Laborde et al. [129] reduce el
numero de grados de libertad asociados a las funciones singulares; lo consigue
imponiendo que el coeficiente asociado al mismo término del campo asintético
sea igual para todos los nodos enriquecidos (d.o.f. gathering). Otros autores
como Béchet et al. [128] proponen un pre-condicionador especializado para los
elementos enriquecidos.

#,#): Numero de ecuaciones linealmente
Qest dependientes en cada matriz de rigidez de
79 5,7 3,3 3,3 3.3 elemento: (lineales, cuadraticos)

R s [t | - de transici
emento de transiciéon
66 183 [77 [33 |33 | ]
Qenr 0 Nodo enriquecido con funciones
R D (mml (mn| 3 3
G \v | | singulares: conjunto K
Nodo enriquecido con funciones
Qra O

Heaviside: conjunto /

® Nodo estandar

Figura III-835. Numero de relaciones dependientes en la matriz de rigidez de elemento
para lineales y cuadrdticos.

II1.5.3 Gathering
Dada la sencillez de la metodologia propuesta por Laborde et al. [129] en esta

Tesis se ha implementado su técnica para controlar el numero de
condicionamiento (d.o.f gathering).
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La idea consiste en utilizar solamente una funcién global de enriquecimiento
Fi(x)Tr(x) por cada funcién singular Fj(x), donde Tr(x) es la funcién de corte
dada por la ecuacién (I1I-59):

Tpx)= D N;(x) (IT1-59)
iel(R)

donde Ni(x) son las funciones de forma de primer orden e I(R) es el conjunto de
todos los nodos contenidos en el interior de la zona, en este caso radio, de
enriquecimiento.

Si se considera un elemento completamente enriquecido, puesto que las
funciones de forma verifican la particién de la unidad, se tiene Tr(x)=1. Esto
sucede para todos los elementos contenidos completamente dentro del area fija
de enriquecimiento de radio R centrada en el extremo de grieta. El valor de la
funcién Tr(x) decrece linealmente hasta 0 en la capa de elementos de transicién
(véase Figura I11-36).

Capa de transicién === Elementos completamente enriquecidos

Figura II1I-36. Funcién Tr(x).

F(x)Tr(x)

Figura III-37. Corte de la funcion de enriquecimiento F(x) (ejemplo unidimensional) al
multiplicarla por Tr(x) (ecuacién (II1-59)).

Si la funcién de enriquecimiento que se tiene es por ejemplo F(x) (representada
en negro en la Figura III-37 izquierda), se establece como radio de
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enriquecimiento R y se aplica la funcién Tr(x) (representada en rojo en la
Figura III-37 izquierda), el resultado serd el mostrado en la la Figura III-37
derecha.

Es importante sefialar que, para un problema bidimensional, el método cldsico
de XFEM tiene ocho grados de libertad adicionales por nodo enriquecido
(empleando las funciones de enriquecimiento de Belytschko y Black dadas por
la ecuacién (ITI-46)). Con la técnica de gathering, el grado de libertad
correspondiente a cada funciéon de enriquecimiento y dimensién es Unico en
todo el problema. De este modo, se consigue reducir a un total de ocho grados
de libertad extras para toda la malla, independientemente del nimero de nodos
enriquecidos. Esto supone forzar la solucion al imponer, en toda el area de
enriquecimiento, que la aproximacién considere Unicamente el primer término
del desarrollo asintético de la solucién en el extremo de grieta. El bajo coste
computacional de esta técnica hace admisible poder enriquecer con mas
funciones (Laborde et al. [129]) lo cudl podria conducir a resultados precisos
empleando la técnica de gathering. En el siguiente ejemplo se analiza el
condicionamiento numérico del sistema de ecuaciones, se muestran los
resultados obtenidos con el d.o.f. gathering.

I11.5.3.1 Ejemplo numérico

El problema considerado en este ejemplo es el mismo que en el apartado
II1.5.1.1, representado en la Figura III-28. El1 dominio considerado viene dado
por Q = [-1,1]2 con una grieta en el borde de longitud a = 1. En el contorno se
imponen las condiciones de desplazamiento correspondientes a la solucién
analitica conocida del campo de desplazamientos asintético en extremo de
grieta (véase ecuaciones (II-57) y (II-58)).

Se ha considerado el estado de tensién plana, con médulo de Young E = 10000 y
el coeficiente de Poisson v = 0.3. El problema se considera de modo I puro con
Ki=100y Ku=0.

Los anélisis realizados son los siguientes (consideramos en todos ellos XFEM),
(ver Figura III-38):

* enriquecimiento topolégico y elementos cuadrilateros bilineales (en la
leyenda XFEM top lineal),

* enriquecimiento geométrico y elementos cuadrilateros bilineales (en la
leyenda XFEM geo lineal),

= enriquecimiento geométrico y elementos cuadrilateros bilineales y
gathering (en la leyenda XFEM geo lineal gath),

*  enriquecimiento geométrico y elementos cuadrilateros cuadraticos (en
la leyenda XFEM geo cuad),
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* enriquecimiento geométrico y elementos cuadrilateros cuadraticos y
gathering (en la leyenda XFEM geo cuad gath).

Para el caso de enriquecimiento en area fija se ha considerado un area circular
con centro en el extremo de grieta y radio 0.2. En la Figura III-38 se representa
el nimero de condicionamiento de la matriz de rigidez global frente al ntimero
de grados de libertad.

1.LE+12

LE+11 J —6— XFEM top lineal

—_ 1
LE+10 | XFEM geo lineal

1.E+09 | —A— XFEM geo lineal gathering

—o— XFEM geo cuadrético
1.E+08 -

X— XFEM geo cuadratico

L.E+07 4 gathering

1.E+06 -

1.E+05 -

RATIO de CONDICINAMIENTO

1.E+04 -
1.E+03 -

X

1.E+02 -

1.E+01 T T T
1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06

GD.L.
Figura III-38 Niimero de condicionamiento de la matriz de rigidez: ratio (Dmax/ Dmin).

Los resultados muestran que el enriquecimiento geométrico produce un
crecimiento del numero de condicionamiento mucho mayor que el
enriquecimiento topoldgico. Se puede observar que la técnica de agrupar los
grados de libertad asociados a los nodos enriquecidos con funciones singulares
mejora considerablemente los resultados.

Asimismo, puesto que las funciones de enriquecimiento utilizan s6lo funciones
de forma lineales, para el caso de los elementos cuadraticos con
enriquecimiento en area fija, el elevado nuimero de condicionamiento no
muestra peor tendencia por el hecho de utilizar un orden polinémico mayor en
la aproximacién de la parte suave de la solucién (tal como indica Laborde et al.
[129]).

No obstante, esta técnica ocasiona un incremento del error en la solucién
obtenida y ademas empeora la velocidad de convergencia. Esto es debido en
parte a que se estda forzando la solucién al exigir que todos los grados de
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libertad correspondientes a una funcién de enriquecimiento sean iguales.
También tienen gran influencia los elementos de transicién (elementos
sombreados de la Figura III-35). Laborde propone recuperar la convergencia
eliminando los elementos de transicion y conectando las dos zonas
directamente. Como consecuencia la malla resultante es no conforme y se
requiere de alguna técnica adicional para ajustar ambas regiones (restricciones
multipunto, mortar, etc.). En el capitulo dedicado al elemento de transiciéon
mejorado se describe la solucién aportada en esta Tesis.
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Capitulo IV

Elementos de transicion

IV.1 Introduccion

En la aproximacién de XFEM aplicado a MFEL la interpolacién en ciertos
elementos es enriquecida con funciones que permiten representar el campo de
desplazamiento asintdtico de extremo de grieta usando de manera local el
método de la particién de la unidad. Sin embargo, el enriquecimiento es sélo
parcial en los elementos de transicion que conectan la zona enriquecida con el
resto de la malla; consecuentemente, aparecen términos patolégicos en la
interpolacién que conllevan un incremento del error y, en ocasiones, pérdida de
velocidad de convergencia (Chessa et al. [119]).

En la bibliografia se encuentran algunos trabajos con el objeto de solucionar el
problema derivado de la zona de transicién. Chessa et al. [119] consideran el
caso unidimensional en el que se enriquece la aproximacién localmente para
poder representar una discontinuidad en el gradiente de la solucién (en
concreto, el problema de la frontera entre materiales diferentes). Para este
caso, analizan detalladamente el error de interpolacién que aparece en los
elementos de transicién y muestran que dicho error es de orden superior que en
otros elementos. Esto, justifica el autor, es debido a la ausencia de particiéon de
la unidad en estos elementos, donde el enriquecimiento es sélo parcial. Se
observa cémo en los elementos de transicion no solamente es imposible
representar las funciones de enriquecimiento correctamente sino que no se
puede reproducir campos de solucion de orden equivalente al elemento
considerado.

Chessa y coautores realizan dos propuestas para recuperar, en la medida de lo
posible, la particion de la unidad en los elementos de transicién: el uso del
método de deformacion mejorada (enhanced strain method) y la adiciéon de
funciones polindémicas jerarquicas de orden superior. Los dos métodos se
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aplican a la formulacién de los elementos de transicién Unicamente. En los
resultados numéricos mostrados en su trabajo, ambas propuestas parecen
compensar los términos no deseados que existen en la interpolacién. E1 método
de la deformacién mejorada, basado en el principio variacional de Hu-Washizu,
puede ser utilizado para cualquier tipo de funcién de enriquecimiento pero, con
el inconveniente de que es necesario construir un campo de deformaciones
mejorado diferente segin sea la funcién de enriquecimiento. El segundo
método, basado en el uso de funciones de forma jerarquicas en los elementos de
transicidon, es aplicado por los autores Uinicamente al caso en el que la funcién
de enriquecimiento es polinémica, en concreto la funcién distancia con signo.

Posteriormente, en el contexto de MFEL, Laborde et al. [129] examinan el error
en norma L? de los elementos de transicién en una dimensién para una funciéon
de enriquecimiento arbitraria. En sus andlisis, los resultados numéricos
muestran una pérdida de precisién atribuida a la capa de elementos de
transiciéon. Tras observar que el ancho de la capa de transicién no tiene
influencia en la velocidad de convergencia, Laborde propone hacer despreciable
dicha capa. Elimina los elementos de transicion e impone condiciones
adicionales para preservar la conformidad de la malla (restricciones
multipunto).

En el siguiente ejemplo unidimensional se considera un problema de dominio Q
dividido en dos subdominios Q1 y Q2, donde &1 es la unién de los elementos que
tienen algin nodo enriquecido con las funciones de enriquecimiento
caracteristicas de la singularidad, gi(x), y €2 es la unién de todos los elementos
que tienen al menos un nodo no enriquecido con dichas funciones. Como se
observa en la Figura IV-1, en este ejemplo, se consideran tres nodos enriquecidos
y el resto nodos estandares. Los elementos que aparecen sombreados son los
elementos de transicién. Como se observa, la definicién de los subdominios Q1 y
Q2 es tal que se solapan en la capa de transicion.

2 _ 1 1 _ .2
Uer = Ues Uer = Ugs

v v

B
PR s s PRI =5 3 s e b P S P e

2 9,1 QZ

® Nodo estandar
O Nodo enriquecido con gi(x)

Elemento de transiciéon

Figura IV-1. Ejemplo unidimensional. Descomposicién en dos subdominios que se
solapan 1y Q2. Se elimina la capa de transicion y se aplican restricciones multipunto.
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Tras eliminar los elementos de transicién, los subdominio Q1 y Q2 constituyen
la particién del dominio completo Q de forma que desaparece el solape. En este
caso, para evitar que la solucion sea discontinua, se impone que la
aproximacién en desplazamientos uer sea Unica en los nodos situados justo en la
frontera I, =Q,;NQ,. Para el caso del ejemplo unidimensional mostrado en la

Figura IV-1, la frontera I'12 son nodos. Si uéf y ugf representan la aproximacién

en Q1 y Q2 respectivamente, entonces se tiene que ul; =u’ para los nodos

frontera.
up(x) = Y Ni®-a+ ., Ny®:| Y en-gix) (IV-1)
icl(Q)) keK(Q)) I=1
ugf(x): zNi(X)'ai IV-2)
icl(Q,)

En el trabajo de Laborde y coautores, se aplican simultdneamente el
enriquecimiento geométrico o en area fija, la técnica d.o.f gathering descrita en
la seccion II1.5.3 y las restricciones multipunto. Se recuerda que en la técnica
gathering, se escala la funciéon de enriquecimiento Fi(x) por una funcién Tr(x)
de valor uno en el 4rea enriquecida y cero en el resto del dominio con una
evolucion lineal en la zona de transiciéon. De este modo, Laborde recupera la
velocidad de convergencia éptima. No obstante, el inconveniente que tiene este
método es la necesidad de aplicar técnicas adicionales para conservar la
continuidad C? de la solucién aproximada.

Recientemente, han surgido otros métodos para la mejora de los elementos de
transicién. Gracie et al. [136] han desarrollado dos propuestas basadas en una
formulaciéon de Galerkin discontinua que consigue eliminar los problemas
asociados a los elementos de transicion. Un primer planteamiento consiste en
hacer una subdivisién del dominio del problema en varias areas (patches) no
superpuestas. Esta subdivisién es funcién de las areas donde se enriquece. En
cada patch se aproxima el campo de desplazamientos de manera independiente
utilizando la aproximacién de Galerkin y la continuidad en la frontera de los
subdominios es impuesta mediante un método de penalti. Un segundo
planteamiento consiste en llevar esta misma idea a cada elemento, siendo
tratado como un subdominio o patch. Aunque la precisién de ambos métodos es
similar para un tamafno de elemento dado, el primer planteamiento requiere
menor numero de grados de libertad.

En este trabajo también se muestra el analisis de la influencia de los elementos
de transicién en el cumplimiento de las condiciones de contorno naturales en

las caras de la grieta. Es sabido que el método de elementos finitos no logra
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satisfacer, en general, las condiciones naturales. En este sentido, se demuestra
mediante un ejemplo numérico, que los elementos de transicién son causa de
un mayor error. Para este andlisis, Gracie y coautores implementan el método
de deformacién mejorada (también empleado en Chessa et al. [119]). Las
funciones de forma del nuevo campo de deformaciones se obtienen a partir de la
ortogonalizacién de las funciones que constituyen los términos parasitos de la
aproximacion en los elementos de transicién. El desarrollo de tales términos se
realiza para el caso del elemento triangular lineal. En los resultados se
compara la evolucion de la tensién normal a las caras de la grieta obtenida
mediante dos andlisis, con la solucidn exacta. Estos analisis se diferencian en el
postproceso para obtener el campo de tensiones: bien a partir del gradiente de
desplazamientos, o bien a partir del campo mejorado de deformaciones.
Concluye que la segunda alternativa de postproceso da mejores resultados. Su
propuesta, basada en la aproximacién discontinua de Galerkin y aplicacién del
método de penalti, no es comparada con el método del campo de deformaciones
mejoradas.

El principal inconveniete del método propuesto por Gracie y coautores es la
necesidad de definir un factor de penalti que depende del problema que se
resuelve. El valor oscila en el amplio rango de 10E a 100F siendo E el médulo
de Young. Se observa céomo la precisiéon de su método se reduce cuando se
emplean valores del factor de penalti elevados. Esto es debido, explica el autor,
a que los espacios de aproximacién en los diferentes subdominios o patches son
frencuentemenete incompatibles, en este caso, valores elevados del factor de
penalti hacen tender a cero los grados de libertad correspondientes al
enriquecimiento y, por lo tanto, se reduce la precision.

En el trabajo de Fries [135] se realiza una propuesta para corregir el problema
asociado a los elementos de transicién en XFEM cuando se tiene cualquier tipo
de enriquecimiento que, por sus buenos resultados y su simplicidad en la
implementacion, resulta interesante. En la Figura IV-2 se muestra un ejemplo
unidimensional en el que aparecen sombreados en oscuro los elementos
completamente enriquecidos y en claro los elementos de transicion. En la Figura
IV-2 se aprecia claramente que, en la capa de transicidn, el enriquecimiento es
parcial puesto que no todos los nodos de estos elementos estan enriquecidos.
x
| | B | | —
Q

Elementos enteramente enriquecidos
Elementos de transicién

B (onjunto de nodos K

Figura IV-2. Dominio discretizado en una dimension.
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Es deseable que la incorporacién de la funcién de enriquemiento evolucione
suavemente en el interior de los elementos de transicién desde el valor que
corresponda al nodo enriquecido hasta cero para el caso del nodo estandar. Esto
se puede conseguir con una funcién que valga la unidad en la zona enriquecida,
cero en la estandar y evolucione linealmente en la capa de transicién (véase
Figura IV-3).

Elementos enteramente enriquecidos
Elementos de transicién
B Conjunto de nodos K

Figura IV-3. Funcion de valor unitario en la zona enriquecida, nula en la zona estandar
y de evolucién lineal en la capa de transicién.

Fries define la funcién que se ilustra en la Figura IV-3 a partir de las funciones
de forma estandares, como se indica en la ecuacién (IV-3).

R(x)= Y Ny(x) IV-3)

keK

donde K representa el conjunto de nodos enriquecidos. Se introduce una

mod

funcién de enriquecimiento modificada y™°“(x), que varia de forma suave en

los elementos de transicion y se anula al llegar a la zona no enriquecida.
p™(%) = p (%) R(x) (IV-4)

Para los problemas de fractura, w(x) representa cada una de las funciones que

aparecen en la ecuacién (III-46) correspondientes al primer término del
desarrollo del campo asintético de desplazamiento en extremo de grieta.

—m ® w W B
Q

Elementos enteramente enriquecidos

Elementos de transicién
B Conjunto de nodos K

Ll Conjunto de nodos K*

Figura IV-4. Dominio discretizado en una dimension con los conjuntos nodales K y K*.
La definicion de los elementos de transicion se mantiene en base al conjunto K.
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mod

Con la definicién de ™ (x) se garantiza que la funcién de enriquecimiento se

reproduce perfectamente en los elementos enteramente enriquecidos

l//mOd(X) =w(x), se anula en los estandares y evoluciona de forma suave en los

elementos de transicion desde su valor w(x) hasta cero. Se introduce un nuevo

conjunto de nodos K* que esta formado por los nodos del conjunto K mas los
nodos de los elementos de transicién (véase Figura IV-4).

Por lo tanto, las funciones de enriquecimiento local quedan definidas como
sigue:

MPY(x) = Ny(x)-py™(x) VkeK' (IV-5)

La aproximacién modificada propuesta por Fries, corrige el método XFEM del
siguiente modo:

W(x) =Y Nix)u;+ Y MPi(x)-q (IV-6)

iel keK”

En esta aproximacién, se cumple la particion de la unidad en todos los
elementos. Puesto que el conjunto de nodos enriquecidos se amplia a los de los
elementos de transicién, cabe destacar que el nuimero de incognitas del
problema aumenta ligeramente.

Fries aplica su correcciéon del método XFEM a varios tipos de discontinuidades.
Para el caso de discontinuidades fuertes, como es la discontinuidad en
desplazamientos introducida en la aproximacién a través del enriquecimiento
con la funcién Heaviside, destaca el hecho de no existir problemas en los
elementos de transicion. Esto sucede porque, en un elemento de transiciéon, la
funcién Heaviside toma valores constantes y, al emplear las mismas funciones
de forma en la interpolacién de la solucién nodal y en este tipo de
enriquecimiento, siempre es posible compensar los términos no deseados y
satisfacer la particién de la unidad. En la Figura IV-5 se muestra un ejemplo
unidimensional donde se tiene una discontinuidad en el interior del elemento
central representada por la funcién Heaviside. El enriquecimiento local de la
solucién afecta inicamente a los nodos del elemento intersectado, por lo tanto,
resultan dos elementos con enriquecimiento parcial, es decir, elementos de
transicién (aparecen sombreados).

Por simplicidad, se considera el origen de la coordenada x en el nodo 1 y se

supone que la longitud de un elemento es h. Asi pues, las funciones de forma de
los nodos 1y 2 vienen dadas por expresiones polinémicas muy sencillas.
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H(x)=+1 Ni(x) =1-x/h Ns(x) =x/h
@ © \\> x
1 2
' x=0
Discontinuidad Do
: h
H(x)=-1
0] Nodo enriquecido con Heaviside
[ ) Nodo estdandar
Elemento de transiciéon
h Longitud del elemento
Ni Funcién de forma del nodo @

Figura IV-5. Ejemplo unidimensional de enriquecimiento local con funcion Heaviside,
H(x). El valor de la funcidn en los elementos de transicion es constante.

La interpolacién en el elemento de transicion derecho mostrado en la Figura
1V-5 quedara como sigue:

u(x)= N,(x)-a, + Ny(x)-a, + N, (x)-(-1) -, av-7)

uh(x):(l—zj-al +%~a2 +(1—Zj'(—1)'b1 :[1—2]'(01 4’1)‘“%'“2 (IV-8)

Como se observa en la ecuacién (IV-8), con el enriquecimiento parcial mediante
la funcién Heaviside, no se afiaden términos que modifiquen el orden de la
interpolacién dentro del elemento de transicién.

En el caso de enriquecimiento en MFEL, mediante las funciones
correspondientes al primer término del desarrollo del campo asintdtico de
desplazamiento en el extremo de grieta, Fries analiza el problema de dominio
LxL, siendo L = 2 con una grieta de longitud a = 1 en el borde y con las
condiciones de Dirichlet impuestas en la frontera del dominio correspondientes
a los casos de modo I y modo II (véase apartado III.5.1.1, Figura III-28).
Aplicando la integracién casi-polar de Laborde et al. [129] asi como el
enriquecimiento en area fija, compara los resultados obtenidos utilizando tres
métodos: enriquecimiento intrinseco (véase Fries y Belytschko [133]), XFEM
estandar y XFEM con las funciones de enriquecimiento modificadas, véase
ecuaciéon (IV-4). Se obtiene la conclusion de que, para el caso de XFEM
estandar, el error que existe en la zona de transiciéon no reduce la velocidad de
convergencia. Este hecho resulta coherente con el trabajo de Laborde et al.
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[129] en el que se demuestra que el ancho de la capa de transicién no tiene
influencia en la velocidad de convergencia de la solucién. Por otro lado, el valor
6ptimo de velocidad de convergencia viene dado por el enriquecimiento
independiente del tamario de elemento que logra reproducir el caracter singular
del problema conforme se refina la malla. Este resultado sélo es aplicable al
caso de enriquecimiento en MFEL.

Para los problemas con discontinuidad débil, se suele emplear como funcién de
enriquecimiento el valor absoluto de la funcién distancia a la frontera donde se
encuentra la discontinuidad. Esta situaciéon se encuentra, por ejemplo, en un
dominio formado por dos materiales diferentes como es el caso de una inclusién
en el interior de otro material. Para este tipo de enriquecimiento, los elementos
de transicién si muestran una clara influencia en la reduccién de la velocidad
de convergencia de la solucién. Esta tendencia se muestra en los resultados de
Fries, su técnica de mejora de los elementos de transicién permite obtener la
velocidad de convergencia Optima, asi como el método de XFEM con
enriquecimiento intrinseco descrito en el apartado II1.4.1. Otros autores como
Sukumar et 4l. [113] eliminan el problema de transicién haciendo evolucionar
de manera suave la funcién de enriquecimiento desde los elementos
intersectados por la discontinuidad al resto del dominio. De este modo logra la
velocidad de convergencia 6ptima. En cuanto a la precisién, el método XFEM
modificado por Fries consigue niveles de error bastante inferiores al método
XFEM estandar y muy similares al método XFEM con enriquecimiento
intrinseco. No obstante, en cualquier caso, el nivel de error se mantiene
superior al obtenido mediante un analisis MEF convencional con la malla
adaptada a la frontera de la inclusidn.

Como ha sido mencionado, el esquema de integracién que Fries emplea en su
trabajo es la integracién casi-polar para los elementos que contienen el extremo
de grieta y, dado que el orden de la funcién de enriquecimiento modificada
aumenta, incrementa el orden de integracién numérica en los elementos de
transicién. Asimismo, el autor destaca el interés de enriquecer en un area fija
para preservar la velocidad de convergencia 6ptima y muestra también los
resultados que se obtienen para el caso de enriquecimiento topolégico. Los
resultados son analogos a los mostrados en esta Tesis en el ejemplo numérico
de II1.5.1, esto es la velocidad de convergencia se reduce a la mitad para el caso
del elemento lineal y a la cuarta parte para el caso del elemento cuadratico.
Esto muestra la necesidad de mantener el enriquecimiento independiente de la
malla para garantizar la velocidad de convergencia éptima aun en el caso de
que se corrija el problema de los elementos de transicién.

No obstante, el método de Fries tiene un inconveniente y es que, puesto que el
enriquecimiento se extiende a todos los nodos de los elementos de transicién, se
tiene una deficiencia en el rango de la matriz de rigidez global del sistema
superior al método XFEM estandar con enriquecimiento en area fija. En
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concreto, para el caso de un elemento cuadrilatero de cuatro nodos con todos
sus nodos enriquecidos con las funciones del primer término del desarrollo del
campo asintético de extremo de grieta, resultan 16 funciones de
enriquecimiento por cada direccidon del espacio. Fries prueba que 2 de estas
funciones son linealmente dependientes. El autor observa que, cuando se
afaden mas elementos completamente enriquecidos, el nimero de relaciones
dependientes no aumenta. Por lo tanto, es necesaria alguna técnica adicional
que resuelva este problema. Fries elimina dos ecuaciones por direccién en el
sistema global. Este procedimiento no resulta util en el caso de mallas no
estructuradas o elementos triangulares ya que, el conjunto de coeficientes que
aparecen en la combinacién lineal de las 16 funciones, resulta expresado en
funcién de las coordenadas nodales. Asi pues, es de esperar que con mallas
irregulares o elementos triangulares, el nimero de relaciones linealmente
dependientes fuese distinto. Por ultimo, la técnica de gathering no da buenos
resultados con la propuesta del XFEM modificado de Fries, como mas adelante
se mostrara mediante ejemplos numeéricos.

En las préximas secciones de este capitulo, se presenta la propuesta realizada
en esta Tesis de mejora de los elementos de transicidon. Esta consiste
basicamente, en afnadir funciones de forma jerarquicas donde resulte
apropiado. Estos nuevos grados de libertad permiten compensar parcialmente
los términos no deseados en la interpolacién.

La técnica es una extensiéon del trabajo de Chessa et al. [119] aplicado al
problema de Mecénica de la Fractura Elastica Lineal. Los resultados numéricos
muestran que la mejora propuesta siempre aumenta la precisiéon y, ademas,
permite recuperar la velocidad de convergencia que se ve reducida cuando se
aplica la técnica de mejora del condicionamiento numeérico de la matriz de
rigidez agrupando los grados de libertad asociados a las funciones de
enriquecimiento.

La estructura del presente capitulo es la siguiente: en el apartado IV.2 se
examina el error que se encuentra en los elementos de transicién para un
problema 1-D cuando se utiliza una funciéon de enriquecimiento arbitraria. En
la seccion IV.3 se introduce la técnica para mejorar el elemento de transiciéon a
través de funciones de forma jerarquicas de orden superior a la interpolacién
estandar. Por dltimo, en la seccién IV.4 se muestran ejemplos numéricos.

IV.2 Analisis del error en los elementos de transicion

Chessa et al. [119] resaltan la importancia de los elementos de transicién en la
obtencion de resultados precisos en XFEM y en la velocidad de convergencia de
la solucién. Estos autores muestran la problematica en un ejemplo
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unidimensional suponiendo que se enriquece con una funcién discontinua en la
primera derivada de la solucidn, aplicable por ejemplo, al caso de bimateriales.

En este apartado se realiza un desarrollo similar pero extendiéndolo a una
funcién de enriquecimiento cualquiera u(x). Considerando el ejemplo
unidimensional mostrado en Figura IV-6, la aproximacién de XFEM viene dada
por:

uef(x):ZNi(x)~ai+ZN,i(x)w//(x)-bk IV-9)

iel keK

donde I es el conjunto de nodos en la malla y K es el conjunto de nodos
enriquecidos (nodos 1y 2 de la Figura IV-6).

3 4
® @
Ele. 1 Ele. 2 Ele. 3

Ok

1
0O
N\

Elemento de transicién
O Nodo enriquecido
o Nodo estandar

Figura IV-6. Malla utilizada en el andlisis del error en el elemento de transicion para un
problema unidimensional.

Se consideran funciones de forma lineales tanto para la interpolacién estandar
como para cumplir con la particion de la unidad en la interpolacién del
enriquecimiento. La aproximacién que resulta en el elemento de transicién es:

e () = ay (1= €)+ asé + b, (1= E(x) (IV-10)
donde

&= (Iv-11)

y h es la longitud del elemento 2.

El término b,(1-&)w(x)en la ecuaciéon (IV-10) preserva la continuidad CY entre

el elemento enriquecido (elemento 1) y el estandar (elemento 3). Sin embargo,
este término no puede reproducir exactamente la funcién de enriquecimiento
w(x) en el elemento de transicion sea cual sea el valor be. Mas aun, este
término, llamado término patoldgico, hace imposible representar campos
lineales cuando el enriquecimiento esta activo (b2 # 0).
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Para ilustrar cémo el error y la convergencia pueden ser mejorados
incrementando el orden polinémico de la interpolacion en el elemento de
transicién, la funcién de enriquecimiento es reemplazada por el desarrollo de
Taylor alrededor de un punto v:

p(x) =) +y' )& -v) + O(h?) IV-12)

donde x y v son dos puntos del elemento de transicién. Sustituyendo en la
ecuacién (IV-10) y despreciando los términos de orden superior queda:

e (x) = @y (1= &) +a5 & + b, (1= E) W (V) +y' (V)(x —)) (IV-13)

Sea umt(x) una aproximacién dada por la ecuacién (IV-13) de forma que su
valor coincida con u(x) en los nodos. El error en la aproximacién, A(x), viene
dado por:

Alx) = u(x) - u™(x) (IVv-14)

Sea z el punto en el elemento de transicién con maximo error. Se supone, por
ejemplo, que ese punto esta en la mitad del intervalo mas cercano al nodo 2, de
forma que z — x2 < h/2. Esta hipdtesis no implica ninguna restricciéon y de este
modo se obtienen expresiones en un punto determinado lo cual facilita su
comparaciéon con el método de elementos finitos estandar. Entonces, el
desarrollo de Tayor de la funcién error alrededor de z resulta:

1
Alx) =A(Z) + A'(2)(x — 2) + 2 A" (2)(x — 2)* + O(K®) (IV-15)
Se supone que en el punto z la funcién error, A(x), tiene un maximo relativo, por
lo tanto su derivada se anula, A’(z) = 0. Si se considera x = x2, el error se anula,
es decir A(x2) = 0, porque estamos en un nodo y z™ (x) se ha definido de forma

que su valor en los nodos sea exactamete igual a u(x). Entonces, para x = x2, y
despreciando los términos de orden superior, la ecuacién (IV-15) resulta:

M) == A", - 2)° (IV-16)
Considerando valor absoluto:

A@) = A @) —2)° Iv-17)
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Ademas, de las ecuaciones (IV-13) y (IV-14) se deduce:

A'(x)=u""(x)+ %y/'(v) (IV-18)

Recordando la hipétesis z — x2 < h/2, se tiene:

1 1
S x)* < ghz (IV-19)

Asi pues,

AGz)| = max|/Ax) < éhz max (IV-20)

u"(x)+%w'<v>

. .. ., 2b
El dltimo término en la ecuaciéon (IV-20), 721//’(1/), no aparece en la

interpolacién lineal estdndar (es decir, la que no posee el término de
enriquecimiento). Este término aumenta el error en la aproximaciéon y es
posible que reduzca la velocidad de convergencia en determinados tipos de
enriquecimiento. Este es el término que se desea compensar de algiin modo.
Cuando la funcién de enriquecimiento es polinémica, este término puede ser
cancelado compleamente aumentando el orden polindémico de la interpolacién
estandar en el elemento de transicion, Chessa et al. [119]. Cuando el
enriquecimiento es con una funcién arbitraria, la cancelacién es aparentemente
posible gracias a la aproximacién dada por la ecuacién (IV-12); sin embargo no
sera completa, debido al error en la aproximacién introducido por el residuo en
la serie de Taylor de la funcién de enriquecimiento. Por ejemplo, si se anade
una funcién jerarquica de segundo orden en el elemento de transiciéon de la
Figura IV-6, la aproximacion del desplazamiento en el elemento queda:

Uer () = @y (1= &) + a3 + by (1= &) -y (x) + dy E(1 - &) (IV-21)

donde d: es un nuevo grado de libertad asociado a la funcién jerarquica de
segundo orden. Aplicando la ecuaciéon (IV-12) y realizando el mismo desarrollo
que se ha hecho desde la ecuacién (IV-14) hasta la (IV-18) se tiene:

max‘A(x)‘ < éhz max|u'' (x) + % v'(v)+ Zhbzz (Iv-22)
Cuando d, = -b,hy'(v), la ecuacién (IV-22) queda:
1
max‘A(x)‘ < ghz max u"(x)‘ Iv-23)
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En general, cuando este nuevo grado de libertad se introduce en la
interpolacién, la solucién de elementos finitos puede compensar parcialmente
los términos no deseados, 2b,/hy'(v), producidos por el enriquecimiento

parcial.

IV.3 Elemento de transicion mejorado

Como se ha descrito en la seccién IV.2, los elementos de transicién pueden ser
mejorados en XFEM aumentando el orden polinémico de la aproximacién
estandar de forma local. Una opcién sencilla para realizar esto es anadir
convenientemente funciones de forma jerarquicas con el fin de compensar los
términos patolégicos en los elementos de transicidbn causados por un
enriquecimiento parcial. A continuacién, en el apartado IV.3.1, se realiza una
descripcion general de las funciones de forma jerarquicas. En el apartado IV.3.2
se detalla su utilizacién en el método de XFEM aplicado a problemas de
Mecénica de la Fractura Elastica Lineal.

IV.3.1 Funciones de forma jerarquicas

Las funciones de forma jerarquicas presentan ciertas ventajas frente a las
funciones de forma convencionales (funciones nodales en la versién h) que las
hace especialmente interesantes para nuestro propésito. Cuando se esta
utilizando el método p, la principal ventaja es que no es necesario recalcular
completamente las matrices de elemento por el hecho de anadir un orden
superior a la interpolacién ya que parte de los calculos previos son validos y no
tienen por qué volverse a realizar. Tampoco se incrementa el nimero de nodos
del sistema puesto que lo que se introducen son grados de libertad adicionales,
aunque en este caso no representaran el valor de la funcién incégnita en
ningin nodo.

Existen varias familias de polinomios para definir las funciones de forma
jerarquicas, como por ejemplo, los polinomios de Lagrange, de Chebyschev y de
Legendre. En todas las familias, las funciones asociadas a los nodos son las
mismas y el grado de libertad correspondiente es el desplazamiento nodal. Para
6rdenes cuadraticos y superiores se afladen términos polindémicos que no estan
asociados a ningun nodo, por lo que los grados de libertad de estas funciones ya
no representan desplazamientos nodales ni tienen interpretacion fisica directa.

Las funciones de forma correspondientes a las distintas familias contienen los
mismos términos polinémicos. Por tanto, la precisién de los calculos y la
solucién que se obtiene es la misma para todas (a excepcién de errores
numéricos). No obstante, en el cdlculo de la matriz de rigidez se tiene mejor
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condicionamiento numérico cuando se emplea la familia de polinomios de
Legendre. Una descripcién exhaustiva de las funciones de forma jerarquicas se
puede encontrar en Szabd y Babuska [62]. Las funciones de forma jerarquicas
empleadas en esta Tesis son las basadas en los polinomios de Legendre.

En dominios bidimensionales, las funciones de forma se organizan en tres
categorias:

=  modos nodales: definidos como producto de funciones de forma nodales
unidimensionales. Por cada nodo existe un modo nodal que toma el
valor unidad en el nodo de definiciéon y cero en el resto de nodos. Se
anulan en los contornos del elemento a los que no pertenece el nodo de
definicién,

= modos laterales: definidos como productos de funciones de forma
nodales y jerarquicas unidimensionales. Si p representa el orden
polinémico de la funcién de forma jerarquica, se definen p—1 funciones
por cada lado del elemento que se anulan en todos los nodos y en los
lados distintos al asociado,

= modos internos: definidos como producto de funciones de forma
jerarquicas unidimensionales. Se anulan en el contorno del elemento.

El caso tridimensional es andlogo al bidimensional pero aparecen también
modos superficiales asociados a las caras del elemento.

A continuacién se describen los elementos normalizados. Para el caso
bidimensional se consideran los elementos cuadrilateros y tridngulos y para el
caso tridimensional, el tetraedro. Asimismo, se muestran algunas funciones de
forma jerarquicas correspondientes al caso 2D.

Caso bidimensional: Elemento cuadrilatero

El elemento cuadrilatero normalizado es el mostrado en la Figura IV-7, con las
coordenadas ¢ nel-1,1]2. Se trata de un elemento de cuatro nodos con
independencia del grado de interpolacién.

/N
(-1,1) 4 3(1,1)
¢
('17'1) 1 ’2(1"1)

Figura IV-7. Elemento cuadrildtero normalizado.
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En la Tesis se han empleado las funciones de forma de orden 2, 3 y 4 que
vienen dadas a continuacién. Para conocer mas detalles de su obtencién se
puede consultar el trabajo de Tarancon J.E. [115].

Funciones de forma jerarquicas de orden 2 (modos laterales):

Ny(m) =5 (-0 ¢)
No(&n)= 31+ ) (0)
No(en)= 200 .

Ny(&n)= (120 (o)

he)=-230-2)  wl)=-2 -r)

Funciones de forma jerarquicas de orden 3 (modos laterales):
Ny(£,m)= %(l —n)s(&)
Nyolém)= 1+ W)

(+n)(¢)

Nolén)== (- Wln)

(IV-25)

N11(§,’7):_%

Funciones de forma jerarquicas de orden 4 (modos laterales y modo interno
para Ni7):

N13(§’77):%(1_77)¢4(§)
Nu(en)= 3 0+£(n)
Nig(&n)= (1))

1V-26
Nig(em)= 1 (- 2Wlo) (=0
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Ny(En)=-&i-»)

#6)=—1 e -th-8) al)=- [Tl -1fi-?)

donde & y n son las coordenadas del elemento de referencia cuadrilatero
representado en la Figura IV-7. N; son las funciones de forma y ¢ son las
funciones denominadas modos burbuja.

En la Tabla IV-1 se representan las funciones de forma jerarquicas basadas en
polinomios de Legendre para elementos cuadrilateros. Se han representado las
funciones de forma de hasta orden 5. La clasificacién se ha realizado teniendo
en cuenta el orden polinémico de interpolacion, p, y el modo:

<—— Modos nodales

p=

=2

<«—— Modos laterales

p

p=3

/ Modos internos

p=4

p=5

Tabla IV-1 Funciones de forma jerdrquicas. Elemento cuadrildtero.
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Caso bidimensional: Elemento triangular

En la Figura IV-8 se representa el tridngulo normalizado. Se trata de un
elemento con tres nodos con independencia del orden polinémico.

n

3 (0,4/3)

('1a0) -Z 2 (1,0)
¢

Figura IV-8. Elemento triangular normalizado.

Las coordenadas de area y de volumen se emplean con frecuencia en los
triangulos y tetraedros respectivamente. La coordenada L; estd asociada al
nodo i, y se define como el cociente entre la distancia del punto considerado al
lado opuesto al nodo ¢ y la distancia del nodo a dicho lado. De este modo cada
coordenada varia entre 0 y 1. Las coordenadas de area cumplen Li+L2+L3=1
para cualquier punto del triangulo.

La relacion entre las coordenadas de area y las coordenadas cartesianas £y 7
viene dada en la ecuaciéon (IV-27):

1 n
L =—|1-¢6-"%
=al-e )
n
L, 1+&- ) av-27
e
n
L,=—F
NG
A continuacién se presentan las funciones de forma jerarquicas de orden 2
(modos laterales):
Ny(Ly, Ly, Ly) = LiLyp, (L, — Ly)
Ns(Ly, Ly, Ly) = Ly Ly, (Ly — Ly) (IV-28)
No(Ly,L,,Ly) = LyLyp,(Ly — L)

@i es el denominado polinomio de Lobatto, para el caso de las funciones de
forma jerarquicas de orden 2, se tiene ¢2(§)= —/6 (ver Tarancén J.E. [115]).
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En la Tabla IV-2 se representan las funciones de forma jerarquicas basadas en
polinomios de Legendre para el elemento triangular.

_ <«——— Modos nodales
L
,//,;%;;/N‘.
s N
Sz <« Modos laterales
] S
i $orztitit
2,
Ny
2
Vi
P o <«——— Modos internos
I N
R,
,,////‘/773(1
i
«"v////////////”ﬂﬂ
S
hi \\\ \ /I” i
1l )
8 iz
Nis
= 22 A
=i = i
T il
= N
Nis
N7 Nzo

Tabla IV-2. Funciones de forma jerdrquicas. Elemento triangular.

134



IV. ELEMENTOS DE TRANSICION

Caso tridimensional: elemento tetraédrico

El tetraedro de referencia o normalizado definido por Szabé y Babuska [62] se
representa en la Figura IV-9.

Py 51

¢

Figura IV-9. Elemento tetraedro normalizado.

Las coordenadas de volumen se pueden relacionar con las coordenadas
cartesianas ¢, , y { como sigue:

L =2[1—§—%—£); L, =2[1+.§—’73_ng

(Iv-29)

Para el problema tridimensional, las funciones de forma jerarquicas utilizadas
en la Tesis han sido de orden 2, definidas como:

N; = Lle(/’z(Lz - Ll)
Ng = L2L3¢2(L3 - Lz)
N; = Lle(/’z(Ll - L3)

) (IV-30)

donde NV; son las funciones de forma jerarquicas asociadas a los lados del
tetraedro y @2 es el polinomio de Lobatio que, para el grado 2, resulta una
constante.
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IV.3.2 Elemento de transicion mejorado en XFEM aplicado a MFEL en
problemas bidimensionales

En este apartado se detallan los aspectos de la formulacién e implementacién
del elemento de transicién mejorado en los problemas de MFEL en el caso
bidimensional. En el apartado IV.3.3 se extienden estos conceptos al caso
tridimensional.

Para el caso bidimensional, los nodos jerdarquicos se afiaden en los lados entre
elementos de transicién. Estos son los lados del elemento que conectan un nodo
enriquecido, como minimo con las funciones asociadas al campo asintético de
desplazamiento en extremo de grieta, con un nodo sin este tipo de
enriquecimiento. La aproximacién dada por la ecuacién (III-47) se modifica
como sigue:

4
u () =Y Ni(x)-a;+ Y Nix)-Hxb;+ ZN}xx)-[chz 'FZ(X)]JF
el jed keK 1=1
+ Y N,x)-d, + > N, (x) Hx) e,
peP qeQ

(Iv-31)

Como se observa, se han afiadido dos nuevos conjuntos a la aproximacién, Py
@. El conjunto P esta formado por los nodos jerarquicos asociados con el lado
que conecta un nodo enriquecido (miembro del conjunto K) con uno estandar
(sin ningun tipo de enriquecimiento), o bien el asociado al modo interno en los
elementos de transicién no divididos por la grieta. El conjunto @ es el formado
por los nodos jerarquicos anadidos restante, esto es, los asociados a los lados
que conectan un nodo de conjunto K con un nodo enriquecido del conjunto JJ/ que
no pertenece a K (es decir, enriquecido inicamente con la funcién Heaviside), o
bien los asociados con el interior de los elementos de transicién divididos por la
grieta (véanse Figura IV-10 y Figura IV-11). N » ¥ Nq son las funciones

jerarquicas, los coeficientes d, y eq son los grados de libertad adicionales que,
por tratarse de una mejora local, no afectaran de manera importante al tiempo
de calculo. Con la modificacién propuesta en los elementos de transicién, la
continuidad C? de la aproximacién permanece invariable.

Cuando un elemento intersectado completamente por la grieta es un elemento
de transicién, es necesario anadir la funcién de enriquecimiento Heaviside a las
funciones de forma jerarquicas que van a corregir dicho elemento. Esto es asi
porque el dominio de influencia de las funciones de forma jerarquicas es
cortado por la grieta igual que les sucede a las funciones de forma de la
interpolaciéon estandar. De este modo, el elemento mejorado permitira

136



IV. ELEMENTOS DE TRANSICION

representar la discontinuidad en los elementos intersectados por la grieta. Esto
justifica la necesidad de establecer dos conjuntos de nodos @ y P con sus
respectivas funciones de interpolacion.

Las funciones de forma jerarquicas de orden superior a las utilizadas en la
interpolacién estandar pueden compensar parcialmente los términos no
deseados que aparecen en los elementos de transicién como sucedia con la
funcién £(1-%) en la ecuacion (IV-21) en el analisis unidimensional previo (véase
seccion 1V.2).

Como se indic6 en la seccién IV.2, en el campo de MFEL, la propuesta de
mejorar los elementos de transicién tiene como objetivo incrementar la
precisién. Para alcanzar la velocidad de convergencia éptima es necesario
realizar un enriquecimiento geométrico (véase seccién I11.4.3.2).

En la Figura IV-10 se muestra un ejemplo, considerando cuadrildteros lineales,
en el que aparecen los diferentes conjuntos (J, K, Py @) en los que se modifica
la aproximacién estandar (véase ecuaciéon (IV-31)) asi como el orden de las
funciones de forma jerarquicas empleadas. En esta misma figura, se muestran
las funciones de forma jerarquicas utilizadas en la mejora de los elementos de
transicién para el caso del cuadrilatero lineal. Como se observa, las funciones
son de orden dos, correspondientes a modos laterales del elemento.

En la Figura IV-11 se tiene el caso andlogo al anterior para elementos
cuadrilateros cuadraticos. El orden cuadratico de los elementos se consigue
empleando el método p, es decir, se mantienen los modos nodales dados por las
funciones de forma lineales (funciones Ni, N2, N3 y N4 representadas en la
Tabla IV-1) y se anaden las funciones de forma jerarquicas de segundo orden.
Notar que el enriquecimiento con funciones Heaviside se realiza empleando
funciones de forma del mismo orden que la interpolacién estidndar en el
elemento, es decir, orden 2. Las funciones de forma empleadas para mejorar los
elementos de transicién son de orden 3 y uUnicamente la funcién de orden 4
asociada al primer modo interno del cuadrilatero.
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N8

N6

N5 oJ ® Porden 2
OK ® Qorden?2

Figura IV-10. Funciones de forma jerdrquicas en elementos de transicion para mallas
con cuadrildteros lineales.

N17

e

A o<J ePorden3 B J, Qorden 3
OK ® Porden4 K @ orden 4

N17 N10

Figura IV-11. Funciones de forma jerdrquicas en elementos de transicion para mallas
con cuadrildteros cuadrdticos.

En el ejemplo numérico del apartado IV.4.2 se muestra que la influencia de las
funciones de forma de orden superior a las aqui mostradas, para el caso de
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elemento lineal, asi como la influencia de las funciones de cuarto orden
asociadas a los modos laterales para el caso del elemento cuadratico, resulta
despreciable en la mejora de los elementos de transicién.

Cuando el enriquecimiento es geométrico es posible que se tengan los
denominados nodos mixtos, es decir los nodos que son enriquecidos con las
funciones del campo asintético de extremo de grieta y con la funcién Heaviside
al mismo tiempo (ver apartado II1.5.1).

En la Figura IV-12 se muestra un ejemplo para diferentes grados de
interpolacién. Para elementos lineales, cuando el lado del elemento de
transicién conecta un nodo mixto con uno estandar, se corrige con la funcién de
forma jerarquica y si conecta un nodo mixto con uno enriquecido con Heaviside
se corrige con la funcién jerarquica multiplicada por el valor de la funcién
Heaviside. En cualquier otro caso no se corrige. Para el caso de elementos
cuadraticos, el tratamiento de los lados es andlogo al caso de elementos lineales
pero, en este caso, la funcién de forma jerarquica es de orden 3. El criterio para
anadir el modo interno no varia con respecto al enriquecimiento topolégico.

oJ B Q orden 2 oJ ® Porden 4 AJyK
OK AJyK oK B J, @orden 3
® Porden 2 ® Porden 3 X @ orden 4

Figura IV-12. Correccién de los elementos de transicion. Presencia de nodos mixtos.
Izquierda, malla de elementos lineales; derecha, malla de elementos cuadrdticos.

1V.3.3 Extensién a 3D del elemento de transicion mejorado en XFEM
aplicado a MFEL

Para el caso 3D, se ha considerado el elemento tetraedro lineal de referencia
que viene representado en la Figura IV-9. La metodologia expuesta en el
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apartado IV.3.2 para la mejora de los elementos de transicién es extensible a
3D. Asi, la interpolacién del campo de desplazamiento en los elementos de
transicién viene dada por la ecuaciéon (IV-31), que a continuacion se recuerda:

4
u(x) =Y Ny(x)-a;+ Y N;(x)-Hx)-b, + ZN;(X).{ch, -FZ(X)J+
iel jed keK I=1
+ Y N,x)d, + D N, (x)H(x)e,
peP qe@
(IV-32)

Como se ha indicado en el caso 2D, para mejorar el elemento de transicién se
deben anadir las funciones de forma de orden inmediatamente superior a la
interpolacién estandar. Ademads, en el caso de elementos cuadraticos resulta
beneficioso incluir también el modo interno de cuarto orden. Recordar que los
nodos jerarquicos se anaden en los lados que conectan un nodo enriquecido con
las funciones del primer término del desarrollo del campo asintético de extremo
de grieta (conjunto K) con cualquier otro nodo.

Para el caso 3D, esta idea se debe extender a todos los lados del elemento de
transicién aun cuando conecten dos nodos no enriquecidos o dos nodos del
conjunto K. Esto es debido a que resulta necesario completar el orden de la
aproximaciéon en las caras del tetraedro para compensar los términos
patolégicos no deseados.

OJ A Nodo mixto
OK e Nodo estandar

Figura IV-13. Descomposicion de una malla de tetraedros: izquierda, dominio
completamente enriquecido, derecha, elementos de transicion.

En la Figura IV-13 se muestra un ejemplo en el que se han diferenciado los

elementos completamente enriquecidos de los de transicién. A la izquierda se

consideran cuatro elementos cuyos nodos pertenecen al conjunto K, esta

condicién incluye por lo tanto a los nodos mixtos. A la derecha se tienen dos

elementos de transicién. Como se observa, para este caso, los elementos que
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ahora se consideran separados, en la malla real comparten las caras sombredas
del mismo color. En un caso mas general, es posible que los elementos sé6lo
compartan un lado.

Los nodos jerarquicos se anaden en todos los lados de los dos elementos de
transicién siguiendo el mismo criterio que ha sido utilizado en el caso 2D (véase
Figura IV-14).

%

OoJ ®Porden 2 A Nodo mixto
OK ®Qorden2 *® Nodo estindar

Figura IV-14. Elemento de transicién mejorado en 3D (en gris).

En el caso 3D se han considerado elementos lineales, por lo tanto las funciones
de forma jerarquicas que se afiaden son de orden dos. Estas funciones vienen
dadas por las ecuaciones (IV-30). Al igual que en el caso 2D, cuando el lado del
elemento de transicién conecta un nodo enriquecido con funciones singulares
con un nodo mixto, se anade la correspondiente funcién de forma jerarquica
multiplicada por el valor de la funcién Heaviside (conjunto ). En el caso de
que el elemento conecte dos nodos mixtos, se corrige del mismo modo y en
cualquier otro caso se afade tUnicamente la funcién de forma jerarquica
(conjunto P) o bien se aplica el mismo criterio que en el caso 2D.

Considérese el problema tridimensional descrito en el apartado IV.4.10 donde
el dominio analizado se representa en la Figura IV-46. En la Figura IV-15 se
muestra como se mejora el elemento de transicién en el caso considerado.
Ayudandose de la vista correspondiente al plano de corte z = 0, se pueden
diferenciar los casos estudiados. Por un lado se tiene la malla XFEM estdndar
(imagenes superiores). La adicién de las funciones de forma jerarquicas segun
el criterio 2D (imagenes centrales), es decir, en aquellos lados que conectan un
nodo enriquecido con las funciones singulares con otro no enriquecido con estas
funciones, no resulta la mejor opcién para el caso 3D como se ha podido
comprobar numéricamente (ver apartado IV.4.10). Es necesario mejorar la
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agenes

(im

inferiores) para lograr resultados dptimos. Esta es la propuesta de mejora del

6n
elemento de transicién en el caso 3D en la Tesis, XFEM+ETM mod.

3

/.

todos los lados de los elementos de transici

3
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Figura IV-15. De arriba a abajo: XFEM, XFEM+ETM, XFEM+ETM mod. Malla

tridimensional (izquierda), corte de la malla por el plano z = 0 (derecha).

€ericos

»

IV.4 Resultados num

4.1 Introduccion

En esta seccién se muestran algunos ejemplos de aplicacién de la propuesta
realizada para mejorar el elemento de transiciéon en el método XFEM. En todos

ellos se ha utilizado enriquecimiento geométrico o 4rea fija puesto que es la
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condicién que garantiza la velocidad de convergencia O6ptima, cuando las
funciones de enriquecimiento que se utilizan son las del primer término del
campo asintético de extremo de grieta (ver seccién III.5.1). Para analizar el
error en la aproximacién, se utilizan dos problemas con solucién exacta
conocida. Las magnitudes analizadas son el error relativo en norma energética 'y
el error relativo en el factor de intensidad de tensiones.

La norma energética para la solucién exacta se determina como:

HuexH = IO;FXD_IOede = “/2Uex (IV-33)

Q

De forma similar, se tiene la definicién de la norma energética para la solucién
estimada por elementos finitos:

HuefH = jOEfD_IGefdQ = 2Uef (IV-34)
Q

donde Oex y Oef son los campos de tensiones exacto y estimado por elementos
finitos respectivamente y D es la matriz de elasticidad que relaciona las
deformaciones con las tensiones. Como se muestra en las ecuaciones (IV-33) y
(IV-34), el sentido fisico de la norma energética es que representa la raiz
cuadrada del doble de la energia de deformacién (Uex y Uss).

La norma energética del error se determina como:

ST J [0 07D (0 - 0,0 (IV-35)
Q

Esta norma de error se calcula a nivel local, integrando en cada subdominio Q.

(elemento). Para obtener la norma energética del error global (para la malla
n

entera) se suma la contribucién de cada elemento (Q = UQe ):

e=l

leel” = 2 lecsl; (IV-36)
e=1

El error relativo exacto en norma energética viene dado por la relaciéon entre la
norma energética del error (ecuaciéon (IV-36)) y la norma energética exacta
(ecuacién (IV-33)):
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Mex o (IV-37)
W]
La norma del error asi definida se puede aproximar a (ver Bugeda [63]):
lecs = Ylwes ] ~[luer] (IV-38)

La igualdad en la ecuacién anterior se tiene cuando no existen esfuerzos por
unidad de superficie aplicados. Teniendo en cuenta las ecuaciones (IV-33) y
(IV-34) la expresién anterior queda:

fewsl = lotes| = Jtee” = V200 ~Uss (IV-39)

Si se consideran las ecuaciones (IV-33), (IV-43) y (IV-39), nex se puede calcular
de manera aproximada como:

o [Yex =Uer IV-40
77ex Uex ( - )

Para el calculo del factor de intensidad de tensiones se ha utilizado como
método de extraccién la integral de interaccién (método ampliamente utilizado
por precisién y bien adaptado a su utilizacion con FEM y XFEM, véase
apartado I1.6). La integral viene dada por:

ou? ou'd Kl
1022 (o020 o0 Z0 _yh2)s | i
21'- . i ox, i ox, " ox; (IV-41)

Donde los campos marcados con el superindice (1) son los correspondientes a la
aproximacién numérica a la solucién del problema sometido a anadlisis, y los
marcados con el superindice (2) son los campos auxiliares que representan el
primer término del campo de desplazamiento asintético para los modos Iy II; w;
es la componente del campo de desplazamiento en la direccion x; (sistema local
de coordenadas en el extremo de grieta con x; paralelo a las caras de la grieta);
oij es el campo de tensiones; g es el campo de deformaciones; W9 es la

densidad de la energia de deformacién en términos del producto
1.2 _ 1.
Oy &y T i

ponderacién lo suficientemente suave que toma valor cero en el contorno
exterior al dominio de extraccién y 1 en el extremo de grieta.

ai(jz)g o1 es la delta de Kronecker; y q1 es una funcién de
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De la ecuacion (IV-41), los factores K1 y Ki se pueden calcular como sigue:

E I(I,I) E I(I,II)
1= T’ I = ?

(IV-42)
Donde E’= E en el caso de tensién plana y E’= E(1—-12)/2 en deformacién plana,
siendo E el médulo de Young y v el coeficiente de Poisson. La funcién q1
utilizada en este estudio, toma valor uno para todos los nodos contenidos en el
circulo de radio rq; medido desde el extremo de grieta, y se anula en el resto de
nodos.

IV.4.2 Influencia de los modos de orden superior en la mejora de los
elementos de transicion

Como se ha descrito en el apartado IV.3.2, la mejora de los elementos de
transicién se puede conseguir afnadiendo términos de orden superior a la
interpolacién estandar capaces de cancelar el efecto de los términos patologicos
consecuencia de la falta de particién de la unidad en el dominio de transicidn.
En este apartado se analiza la influencia de las funciones de forma jerarquicas
de orden superior en la mejora de los elementos de transicién.

Para el caso bidimensional se considera, en primer lugar, el elemento
cuadrilatero bilineal. Como se ha descrito en el apartado IV.3.2, para mejorar
la aproximacién en el dominio local de transicion, se anaden las funciones de
forma jerarquicas de orden 2. En este apartado, se muestra la influencia de las
funciones de orden 3 y orden 4.

Considerando elementos cuadrilateros cuadraticos, si se sigue el mismo
planteamiento realizado para el caso lineal, se deberia afnadir a la formulacién
estandar las funciones de forma jerarquicas asociadas a los modos laterales de
tercer orden, esto es, un orden mas que la interpolaciéon. No obstante, en el
siguiente ejemplo numérico se muestra la influencia beneficiosa del modo
interno de cuarto orden. Asimismo, se observa como la influencia de las
funciones de forma jerarquicas asociadas a modos laterales de cuarto orden
resulta despreciable.

Se considera el problema descrito en el ejemplo numérico de la seccién I11.5.3.
El dominio a estudio viene dado por & = [-1,1]2 con una grieta en el borde de
longitud a = 1, como se muestra en la Figura IV-16.

Se imponen los desplazamientos correspondientes al campo de la solucién
exacta para un problema en modo I puro, en concreto para valores de K1= 100 y
Ku = 0. El niimero de elementos considerado para ambas direcciones x e y ha
sido [9, 17, 33, 65].
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y

r

W@

Q=112

X

Figura IV-16 Problema de grieta en el borde.

Para el caso lineal se han realizado los siguientes andalisis:

= XFEM sin elemento de transicién mejorado (ETM),

= XFEM con ETM empleando funciones de forma jerarquicas de orden 2

(funciones N5, No, N7y Ns de la Tabla IV-1),

= XFEM con ETM empleando las funciones de forma jerarquicas de orden 2
mas las de orden 3 (funciones Ng, N1o, N1: y Ni2 de la Tabla IV-1),

= XFEM con ETM empleando las funciones de forma jerarquicas de orden
2, 3 y de orden 4, tanto las asociadas a modos laterales (funciones N;s,
Ni14, Ni5 y Nis de la Tabla IV-1) como la funcién asociada al modo interno

(funcién Ni7 de la Tabla IV-1).

1.E+00

1.E-01

ERROR RELATIVO EN NORMA ENERGETICA

1.E-02

—O—sin ETM (s=0.51)
—8—ETM con j2 (s=0.47)

—A—ETM con j2y j3 (s=0.47)

X—ETM con j2,j3y j4 (s=0.48)

1.E+02 1.E+03

G.D.L.

Figura IV-17. Convergencia del error relativo en norma energética. XFEM con elementos

cuadrildteros lineales.
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En la Figura IV-17 se muestran los resultados obtenidos. Como era sabido, al
mejorar los elementos de transicion disminuye el error en los andlisis. No
obstante, la influencia de las funciones de forma jerarquicas de orden superior
a 2 resulta despreciable, tanto en precision como en la velocidad de
convergencia, s. Por lo tanto, estas funciones de orden superior no seran
consideradas para mejorar los elementos de transicién en el caso de mallas con
cuadrilateros lineales.

Para el caso de cuadrilateros cuadraticos se han analizado los siguientes casos:

= XFEM sin elemento de transicién mejorado,

= XFEM con ETM empleando las funciones de forma jerarquicas de orden
3’

= XFEM con ETM empleando las funciones de forma jeraquicas de orden 3
y, ademads, la funcién de forma jerarquica de orden 4 asociada al modo
interno del elemento,

= XFEM con ETM empleando las funciones de forma jerarquicas de orden 3
y de orden 4, asociadas a los modos laterales del elemento y la funcién de
orden 4 correspondiente al modo interno.

1.E+00
—O— sin ETM (s=0.97)
EC) —B— ETM con modo lateral j3 (s=0.94)
g
% 1.E-01 4 —A— ETM con modo lateral j3+modo interno j4
% (s=0.90)
= X— ETM con modos laterales j3+j4 y modo
g interno j4 (s=0.90)
~
z
. 1.E-02 -
=
o
2
<
=
- 1.E-03 4
o
a1
s
=
1.E-04 T T
1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05

G.D.L.

Figura IV-18. Convergencia del error relativo en norma energética. XFEM con elementos
cuadrildteros cuadrdticos.

Como se observa en la Figura IV-18, el efecto beneficioso mas importante se
tiene cuando se afiade a la interpolaciéon un orden inmediato superior, en este
caso, orden 3. Si bien es verdad que anadir el primer modo interno (orden 4)
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resulta ventajoso especialmente en las mallas con mayor tamafio de elemento.
Asimismo, se observa despreciable la influencia del cuarto orden para el caso de
los modos laterales, no siendo pues necesaria su implementacién. Por lo tanto,
para el caso de elementos cuadrilateros cuadraticos, no es necesaria la
implementacién de las funciones de cuarto orden asociadas a los modos
laterales para mejorar los elementos de transicion.

IV.4.3 Problema de una grieta en borde: modo I y modo II

Se considera el problema descrito en el ejemplo numérico de la secciéon 1V.4.2.
El dominio a estudio viene dado por Q=[-1,1]2 con una grieta en el borde de
longitud @ = 1 tal y como se muestra en la Figura IV-16. En el contorno se
imponen las condiciones de desplazamiento correspondientes a la solucién
exacta dadas por las ecuaciones (II-57) y (II-58).

Para el analisis de convergencia se ha utilizado una secuencia de mallas
estructuradas de elementos cuadrilateros (lineales y cuadraticos) con 9, 17, 33,
65 y 129 elementos en cada direccidon respectivamente. El enriquecimiento
geométrico con las funciones singulares correspondientes al primer término del
desarrollo asintdtico de la solucion de extremo de grieta, se ha realizado en un
area circular con R = 0.2 con centro en el extremo de grieta. Para la extraccién
de los FIT se han calculado las integrales de interaccion, a través de la ecuacién
(IV-41). La funcién g se ha determinado con ry=0.9.

El primer problema considerado es el modo I, con K1 = 100 y Kn = 0. En la
Figura IV-19 se muestra el error relativo en norma energética frente al nimero
de grados de libertad del problema analizado. En este caso, se compara el error
que se tiene utilizando el método estandar XFEM con el obtenido cuando se
afiade el elemento de transicién mejorado (XFEM+ETM) en los dos esquemas
de enriquecimiento, el topolégico y el geométrico. Como se puede ver, la
precisién que se alcanza cuando se utiliza el elemento de transicién mejorado es
mayor en cualquier caso.

En la Figura IV-19 también se muestran las velocidades de convergencia, s.
Como es sabido, cuando la singularidad esta correctamente modelada, la
velocidad de convergencia 6ptima es 0.5 para el caso de elementos lineales y 1
para cuadraticos lo cual sélo se consigue con el enriquecimiento geométrico
como ya se habia comentado en la seccién I11.4.3.2.

También se muestra como, a medida que la malla se refina, para el caso de
elementos cuadraticos fundamentalmente, la mejora de la precisién no resulta
tan significativa. Esto puede ser debido a que, a medida que se disminuye el
tamafio de elemento, se reduce la proporcién de la capa formada por los
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elementos de transicién en relacién al dominio del problema. Este efecto sélo se
tiene para el caso de enriquecimiento geométrico.
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Figura IV-19. Convergencia del error relativo en norma energética para el modo I:
(arriba) lineales, (abajo) cuadrdticos (s es la velocidad de convergencia).
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Como se observa en la Figura IV-19, los resultados obtenidos con
enriquecimiento topolégico correspondientes a XFEM y a XFEM+ETM, se
ajustan a rectas paralelas, tanto para elementos lineales como cuadraticos.
Este resultado es coherente con las conclusiones que se han podido deducir en
el apartado IV.4.6.

En la Figura IV-20 se muestra la distribucién de la norma energética del error
(véase (IV-35)) en cada elemento. Se ha considerado una malla de 33x33
elementos utilizando enriquecimiento geométrico para ambos tipos de analisis
XFEM y XFEM+ETM). Las zonas mas oscuras se corresponden al valor
maximo del error local que se alcanzan con el método XFEM estandar; los
colores mas claros representan errores mas pequernios (en blanco se representa
el error nulo). También se indican sobre la malla los nodos enriquecidos. Con el
método XFEM estandar el error es mayor en la regién enriquecida con las
funciones singulares, especialmente en los elementos que contienen las caras
de la grieta. Se puede ver cémo el elemento de transicién mejorado reduce
considerablemente el error en toda la regién enriquecida.
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0.014 0.014
02 0.012 02 0.012
0.01 0.01
0 P s
0.008 ? 0.008
0.006 0.006
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0.002 0.002
-04 0 -0.4 0
0.4 0.2 0 02 04 04 02 0 02 0.4

Figura IV-20. Distribucion de la norma energética del error para el modo I, 33x33
elementos lineales. Izquierda, XFEM estandar; derecha, XFEM con ETM.
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Figura IV-21. Distribucion de la norma energética del error para el modo I, 33x33
elementos cuadrdticos. Izquierda, XFEM estandar, derecha, XFEM con ETM.

La misma informacién se tiene en la Figura IV-21 para el caso de elementos
cuadraticos. En este caso el error en XFEM estandar es mayor en los elementos
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de transicién. Al mejorar estos elementos, aumenta la precisién en la zona
enriquecida.
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Figura IV-22. Convergencia del error relativo en el factor de intensidad de tensiones Ki:
(arriba) elementos lineales, (abajo) elementos cuadrdticos (s es la velocidad de
convergencia,).
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Figura IV-23. Convergencia del error relativo en norma energética para el modo II:
(arriba) elementos lineales, (abajo) elementos cuadrdticos (s es la velocidad de
convergencia).
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En la Figura IV-22 se representa la convergencia del error relativo en el factor
de intensidad de tensiones Ki frente al numero de grados de libertad. La
velocidad de convergencia Optima es 1 para elementos lineales y 2 para
cuadraticos. Se muestra nuevamente que los elementos de transicién mejorados
propuestos siempre dan mejores resultados, y que para lograr la velocidad de
convergencia éptima es necesario utilizar el enriquecimiento geométrico.

En la Figura IV-23 se muestra el error relativo en norma energética bajo las
condiciones de contorno correspondientes al modo II, con K= 100 (K1= 0).

En La Figura IV-24 se representa el error relativo en el factor de intensidad de

tensiones para el modo II. Los resultados son similares a los mostrados para el
problema en modo 1.
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IV.4.4 Problema de una grieta centrada en placa infinita

En el ejemplo mostrado en la secciéon IV.4.3 la solucién es directamente el
primer término del campo asintdtico del desplazamiento (solucién singular
pura). A continuacién, se presenta un ejemplo mas general, con parte suave y
singular en la solucién. Se considera una grieta de longitud 2a en una placa
infinita sometida a traccién biaxial uniforme combinada con carga tangencial
en el infinito (véase Figura IV-25).

Ty

Figura IV-25. Placa infinita con una grieta de longitud 2a sometida a traccion biaxial
uniforme 0,y una tensioén tangencial 1., en el infinito. El dominio analizado con XFEM
es .

La solucién exacta para este problema en el semiplano x1> 0, en condiciones de
modo mixto, viene dada por la ecuacién (IV-43), ver Giner et 4al. [130].

k-1 ¢ ¢
- ‘t cos—(xlsen+x2 COSJ
|2 Ml
U, 2:”“/% ’m\/?seni—j;i(xlcosg—xzsengbj
t

+
2 2
(IV-43)
Ll tsen¢+xz(x1 cos¢—x2sen¢j
Ky 2 27 J 2 2
2,ur _x-l ‘t‘ cos¢—xz[xlsen¢+x2 cos¢j
2 2 2 2

i

Siendo p el mddulo de rigidez a cizalladura y x la constante de Kolosov,
definida en la ecuacién (I1-60).
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Ademas se tienen las siguientes relaciones:

Ki=o,/m, Ky=7,/m (IV-44)
t:m+in, m:xf—x%—az, n:2x1x2 (IV-45)
¢ =argt =arg(m+in), ¢ =argt= arg(m - in) (IV-46)

siendo i =-/—1. Se ha considerado un estado de deformacién plana. El campo
de tensiones correspondiente a la solucién exacta viene dado por:

2
X cosg - xzseng + %, a_ mseng - ncosé
2 2 MZ 2 2
(o2
|l K @ (o os? s meen?
oy = X, —>| mcos— +nsen +
2" i t\ 2
2
X cosg - xzsen% —x, az(mseng -n cosﬁ]
4 (IV-47)
2
Z(xlsen ¢ +x, cos ¢j — X, az(m cos - +nsen ¢j
2 2 " 2
K 2
L0y, cosg - xzseng + %, az(msen¢ - ncos¢)
mal 2 2
2
X, az(m cosﬁ +nsen ¢j
‘t‘ 2 2

Los analisis numéricos se han realizado sobre el dominio finito Q mostrado en
la Figura IV-25 con a = 1 y b = 2. El campo de desplazamiento dado por la
ecuaciéon (IV-43) ha sido impuesto a lo largo del contorno del dominio con
condiciones de modo mixto tal que K1 = 100 y Ku = 100. Las propiedades del
material considerado son, el médulo de Young E = 107 y el coeficiente de
Poisson v = 0.333. Para el andlisis de convergencia, se ha utilizado una
secuencia de mallas estructuradas de cuadrilateros (de orden lineal y
cuadratico) con 9, 17, 33, 65 y 129 elementos en cada direccién
respectivamente. Las funciones de ponderaciéon empleadas para calcular los
FIT son r; = 0.9 y el radio de enriquecimiento R = 0.2, igual que para el
problema de solucién singular (véase seccién IV.4.3).

La Figura IV-26 muestra el error relativo en norma energética frente al nimero
de grados de libertad. Los casos analizados son XFEM y XFEM+ETM para el
caso de enriquecimiento topoldgico y geométrico. Se han considerado elementos
lineales y cuadraticos. En los resultados se observa que, al igual que en el
problema del apartado anterior, la velocidad de convergencia éptima se alcanza
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utilizando enriquecimiento geométrico y la mejora en los elementos de
transicién siempre aumenta la precisién de los resultados.

1.LE+02
—o— top XFEM (s=0.24)
—8— top XFEM+ETM (5=0.24)

S
= —A— geo XFEM (s=0.52)
m
Q
& X— geo XFEM+ETM (5=0.45)
Zz 1.E+01
55
s
[~
o
Z
Z
&5
o
2,
g
= 1.E+00 -
[~
g
&
m

1.E-01 T T

1.LE+02 1.E+03 1.LE+04 1.E+05
G.D.L.

1.E+01

1.E+00 -

1.E-01 -

—o— top XFEM (s=0.25)

1.E-02
—8— top XFEM+ETM (5=0.25)

ERROR RELATIVO EN NORMA ENERGETICA

—A— geo XFEM (s=0.98)

X — geo XFEM+ETM (s=0.91)
1.E-03 : : :

1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06

GD.L.
Figura IV-26. Convergencia del error relativo en norma energética para modo mixto:
(arriba) elementos lineales, (abajo) elementos cuadrdticos.
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En la Figura IV-27 y la Figura IV-28 se muestra la distribucién de la norma
energética del error por elemento considerando nuevamente la malla de 33x33
elementos con enriquecimiento geométrico; se presentan los resultados para
XFEM y para XFEM+ETM, con elementos lineales y cuadraticos
respectivamente. Los resultados son similares al ejemplo anterior y la mejora
de los elementos de transiciéon reduce considerablemente el error en la zona
enriquecida.

o4 x10* o4 x10*
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0 o3 =—=—=
4 b 4
3 3
02 2 02 2
1 1
0.4 0 -0.4 0
0.6 0.8 1 12 1.4 0.6 038 1 12 14

Figura IV-27. Distribucion de la norma energética del error en cada elemento para
modo mixto, malla de 33x33 elementos lineales. Izquierda, XFEM estandar; derecha,
XFEM con elemento de transicion mejorado.
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Figura IV-28. Distribucion de la norma energética del error en cada elemento para modo
mixto, malla de 33x33 elementos cuadrdticos. Izquierda, XFEM estdndar; derecha,
XFEM con elemento de transicion mejorado.

La Figura IV-29 y la Figura IV-30 muestran el error relativo en los factores de
intensidad de tensiones, K1 y Ku respectivamente, frente al nimero de grados
de libertad del problema. Se observa una tendencia similar al caso del error en
norma energética con la velocidad de convergencia, s, esperada para el caso de
los FIT (véase apartado I11.4.3.3).
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Figura IV-29. Convergencia del error relativo en el FIT K1. Arriba: elementos lineales.
Abajo: elementos cuadrdticos. s es la velocidad de convergencia.
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Figura IV-30. Convergencia del error relativo en el FIT K. Arriba: elementos lineales.
Abajo: elementos cuadrdticos. s es la velocidad de convergencia.
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IV.4.5 Mejora del campo de tensiones con ETM

El método de elementos finitos, en general, no satisface las condiciones de
contorno naturales. En los ejemplos considerados en la Tesis, la superficie de la
grieta se supone libre de tracciones, lo que constituye una condicién natural.
Como se muestra en el trabajo de Gracie et al. [136], los elementos de
transicién causan un mayor error en el cumplimiento de las condiciones
naturales del problema y, su mejora, permite reducirlo.

A continuacién se muestra cémo el campo de tensiones en las proximidades del
extremo de grieta es mejorado cuando se emplea el elemento de transiciéon
mejorado propuesto en la Tesis.

Se considera el problema de una grieta centrada en placa infinita descrito en el
apartado IV.4.4. En la Figura IV-31 se representa una ampliacién de la malla
correspondiente a 65x65 elementos lineales con enriquecimiento geométrico. En
la Figura IV-31 se han marcado los elementos en los que se extraen los valores
de tensiones en los puntos de integracién para posteriormente representarlos
en un mapa de contorno. Los elementos considerados son cercanos al extremo
de grieta donde, para el caso de mallas lineales, se ha observado un mayor
error en norma energética (véase Figura IV-27).
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Figura IV-31. Elementos cercanos al extremo de grieta donde se extraen los valores de
tensiones en puntos de integracion.

A continuacién, se muestran los resultados para el caso de modo I, con K1 = 100.
En la Figura IV-32 se comparan los campos de tensiones o1, 02 y 012 cuando se
utiliza XFEM, XFEM+ETM y con la solucién exacta. Se han representado las
mismas curvas de iso-tensién en una misma escala para cada componente. Se
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debe hacer notar que el maximo de la escala es un valor prefijado ya que el
maximo tedrico tiende a infinito.

O’J

1000
900
800
700

-W‘- -ﬂ- . . 400
300

200
100

600

700

-600

Figura IV-32. Mapa de contorno de las componentes del campo de tensiones.
Componentes o1, 02y 012 de arriba hacia abajo y andlisis XFEM, XFEM+ETM y campo
exacto de izquierda a derecha.

Como se observa en los resultados, la discontinuidad del campo de tensiones en
los lados de los elementos se suaviza cuando se mejoran los elementos de
transicién. Las curvas de iso-tensién muestran una mayor aproximacién a los
resultados exactos cuando se mejoran los elementos de transicién.
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IV.4.6 Influencia de la posicion del extremo de grieta en la malla

Como es sabido, una de las ventajas de XFEM frente al método convencional de
elementos finitos para representar una discontinuidad como una grieta, es que
no resulta necesario adaptar la malla a la frontera de la discontinuidad. Es
previsible que en un problema genérico la localizacién del extremo de grieta no
sea controlada, es decir, puede caer en cualquier posicién relativa a un
elemento. Puesto que la singularidad viene representada por el
enriquecimiento de la aproximacién, el resultado debe ser, en la medida de lo
posible, insensible a la localizacion del extremo de grieta en la malla. En el
trabajo de Moés et al. [96] se analiza la robustez de los resultados en la
obtencion del factor K1 para variaciones de la posicién del extremo de grieta en
la malla. El dominio analizado es una placa de dimensiones conocidas (WxL)
con una grieta de longitud a sometida a tracciéon. Los resultados muestran una
desviaciéon menor al 1% entre las diversas configuraciones probadas.

En el presente apartado se comparan los resultados obtenidos en un problema
concreto cuando se modifica la posicién del extremo de grieta y se analiza la
influencia de la mejora en la aproximacién de los elementos de transicién. Se
considera de nuevo el problema descrito en el ejemplo numérico de la seccién
IV.4.2 (véase Figura IV-16).

El dominio a estudio viene dado por £=[-1,1]2 con una grieta en el borde de
longitud a = 1 tal y como se muestra en la Figura IV-16. Para este andlisis se
imponen las condiciones de contorno en desplazamientos correspondientes a la
solucién singular pura (sin parte suave) del problema en modo I siendo Ki= 100.
En este ejemplo se analiza la convergencia del error relativo en norma
energética en los siguientes casos:

= XFEM con el extremo de grieta (EG) en centro de elemento,
= XFEM con el EG en nodo,
= XFEM con el EG en lado de elemento.

Los analisis se realizan para mallas de elementos lineales y cuadraticos, con
enriquecimiento topoldgico y con enriquecimiento geométrico de area fija de
radio 0.25. La secuencia de mallas analizada ha sido la siguiente:

= XFEM con EG en centro de elemento: nimero de elementos impar
igualen xy eny: [9, 17, 33, 65, 129],

= XFEM con EG en nodo: nimero de elementos par igual en x y en y: [8,
16, 32, 64, 128],

= XFEM con EG en lado de elemento: niimero de elementos par en una
direccién, por ejemplo la x, e impar en la otra, en este caso la y: [8, 16,
32, 64, 128]x[9, 17, 33, 65, 129].
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En la Figura IV-33 se muestran 2 mallas de la secuencia de analisis, para el caso
de elementos lineales con enriquecimiento en area fija.

N7

Figura IV-33. Elementos lineales en XFEM con enriquecimiento en drea fija. De
izquierda a derecha, extremo de grieta en centro de elemento, en nodo y en lado.

En la Figura IV-34 se presenta la convergencia del error relativo en norma
energética para las diferentes posiciones del extremo de grieta en funcién del
numero de grados de libertad de la malla.

Se aprecia una mayor precision en los resultados cuando el extremo de grieta
coincide con un nodo, esto sucede principalmente en las mallas de tamario de
elemento mayor. Para estos casos, los elementos de transicién estdn mas
alejados del extremo de grieta (véase Figura IV-33) por lo que su influencia sera
menor. A medida que la malla se refina, la precisién de todos los casos tiende a
ser la misma puesto que el nimero de nodos contenidos en el area de
enriquecimiento tiende a ser idéntico y la influencia de la capa de transiciéon
serd la misma en cualquiera de los casos considerados. Es por ello que se
observa una ligera diferencia en la velocidad de convergencia, s, entre los
diferentes analisis realizados.

En la Figura IV-85 se muestran los resultados para el caso de elementos lineales
con el elemento de transicion mejorado. De nuevo se consideran tres posibles
situaciones del extremo de grieta en la malla: en el centro de un elemento, en
un nodo y en un lado de elemento.
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Figura IV-34. Convergencia del error en norma energética para elemento lineal en
XFEM.
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Figura IV-35. Convergencia del error en norma energética para elemento lineal en XFEM
con elemento de transicion mejorado.
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Como se observa en la Figura IV-35, cuando se mejora el elemento de transicién
mediante la adicién de funciones de forma jerarquicas el resultado muestra un
comportamiento de la solucién muy similar en cualquier caso. Las diferencias
en los resultados practicamente desaparecen.

Considérese ahora, la malla formada por elementos cuadrilateros cuadraticos.
En la Figura IV-36 se muestran dos casos de la secuencia de discretizacion.

En la Figura 1IV-87 y la Figura IV-38 se tienen los resultados para el caso de
XFEM estandar y XFEM con elemento de transicién mejorado respectivamente.
Comparando estos resultados con los obtenidos para el caso del elemento lineal
(Figura 1V-84 y Figura IV-35), vemos que la tendencia se repite. Mejorar el
elemento de transicidn consigue que la solucién sea practicamente
independiente de la localizacién del extremo de grieta incluso en las mallas
menos refinadas. Este resultado es especialmente interesante en problemas
donde el enriquecimiento topolégico es recomendable como, por ejemplo, en los
que la grieta tiene frente curvo o existe més de un extremo de grieta. En estos
casos, al refinar la malla, los elementos de transicién se encuentran siempre en
las cercanias del extremo de grieta. Es por esto que resulta muy conveniente
mejorar su aproximacién ya que tendran una influencia importante incluso en
las mallas mas refinadas.

Figura IV-36. Elementos cuadrdticos en XFEM con enriquecimiento en drea fija. De
izquierda a derecha, extremo de grieta en centro de elemento, en nodo y en lado.
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Figura IV-37. Convergencia del error relativo en norma energética para elemento
cuadrdtico en XFEM.
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Figura IV-38. Convergencia del error relativo en norma energética para elemento
cuadratico en XFEM con elemento de transicion mejorado.
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IV.4.7 Elemento de transicion mejorado y acoplamiento de grados de
libertad (gathering)

Como se indica en el apartado II1.5.2 el enriquecimiento geométrico lleva
asociado el problema del mal condicionamiento de la matriz de rigidez del
sistema. Esto es debido fundamentalmente a que el nimero de grados de
libertad adicionales, consecuencia del enriquecimiento extrinseco, incrementa
considerablemente al refinar la malla manteniendo el é4rea fija de
enriquecimiento. Estos resultados se pueden ver en la Figura III-38.

Una de las técnicas posibles para evitar este problema consiste, basicamente,
en agrupar los grados de libertad correspondientes al enriquecimiento. Esta
técnica, conocida como gathering fue introducida por Laborde et al. [129] y se
describe con detalle en el apartado II1.5.3. No obstante, la técnica gathering
supone tanto un incremento del error en los resultados como una pérdida de
velocidad de convergencia. Como se vera a continuacién, al usar el elemento de
transicién mejorado propuesto junto con la técnica de agrupar grados de
libertad, se recupera la velocidad de convergencia 6ptima y la precision.

En el siguiente ejemplo numérico, se ha aplicado la técnica de agrupar grados
de libertad (DG), utilizando XFEM estandar (XFEM+DG), y XFEM con
elementos de transicion mejorados (XFEM+DG+ETM). Primero se ha
considerado el problema de solucién singular puro (descrito en la seccién IV.4.3)
en condiciones de modo I. Este es el mismo ejemplo que resuelve Laborde et 4l.
[129] eliminando los elementos de transicion y aplicando restricciones
multipunto para recuperar la conformidad de la malla.

En la Figura IV-39 se muestra el error relativo en norma energética para modo I
(K1 = 100, Ku = 0) considerando el ejemplo numérico de solucién singular pura
(apartado IV.4.2). Para el andlisis de convergencia se ha utilizado una
secuencia de mallas estructuradas de elementos cuadrilateros (lineales y
cuadraticos) con 9, 17, 33, 65 y 129 elementos en cada direccion. Como se puede
ver, la adicién de DG a la solucion estandar de elementos finitos empeora la
velocidad de convergencia. Con la mejora de los elementos de transicién se
recupera la tendencia 6ptima.

A continuacién, se presentan los resultados para el problema de Westergaard
(apartado IV.4.4) que tiene una solucién més general, compuesta de parte
suave y parte singular, y que ha sido descrito en la secciéon 0. Se muestran los
resultados para el problema en condiciones de modo mixto (K1 = 100, K = 100).
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Figura IV-39. Convergencia del error relativo en norma energética para modo I: arriba
elementos lineales; abajo, elementos cuadraticos.

En la Figura IV-42 se representa el error relativo en norma energética para
diferentes anilisis con elementos lineales y cuadraticos. En el caso de
elementos lineales, el uso conjunto de elemento de transicién mejorado y DG
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permite recuperar la precision y la velocidad de convergencia éptima, al igual
que en el ejemplo de solucién singular pura. Para elementos cuadraticos la
mejora en precision y velocidad de convergencia es significativa aunque no se
alcanzan valores Optimos. Este resultado es consistente con Laborde et al.
[129], donde se indica que para alcanzar la velocidad 6ptima con DG y
elementos de orden superior puede que sea necesario introducir mas términos
del campo asintético de desplazamiento en las funciones de enriquecimiento. La
técnica de agrupar grados de libertad adicionales permite representar sélo el
primer término y es por eso que no es posible alcanzar la velocidad 6ptima de
convergencia.

En la Figura IV-40 se muestra la distribucién de la norma energética del error
en cada elemento. La malla considerada es de 33x33 elementos, como en los
ejemplos anteriores. Se ha utlizado enriquecimiento geométrico. Los andlisis
considerados son XFEM+DG sin y con la mejora de los elementos de transicion.
En la Figura IV-41 se muestran los resultados para elementos cuadraticos.
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Figura IV-40. Distribucion de la norma energética del error por elemento para modo
mixto, malla de 33x33 elementos lineales. Izquierda, XFEM+DG;, derecha,

XFEM+DG+ETM.
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Figura IV-41. Distribucion de la norma energética del error por elemento para modo
mixto, malla de 33x33 elementos cuadrdticos. Izquierda, XFEM+DG; derecha,
XFEM+DG+ETM.
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Figura IV-42. Convergencia del error relativo en norma energética para problema en
modo mixto: (arriba) elementos lineales;( abajo) elementos cuadrdticos.
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Cuando se utiliza DG con XFEM estandar el error es mayor en los elementos de
transicién y en el elemento de extremo de grieta. Cuando se afiade el ETM la
precision aumenta en la regién enriquecida cuando se emplean elementos
lineales. En el caso de elementos cuadraticos, la precisiéon también aumenta en
la zona enriquecida pero no tan significativamente en el elemento que contiene
el extremo de grieta.

IV.4.8 Influencia de los nodos mixtos en el gathering

En el apartado IV.4.3 se ha analizado la influencia de los nodos mixtos en un
problema de solucion singular puro. Como resultado a destacar es que resulta
ventajoso su uso especialmente en elementos lineales ya que permite aumentar
la precision en los resultados. En este apartado se pretende mostrar como el
empleo de la técnica de gathering resulta ser notablemente sensible al uso de
los nodos mixtos cuando el problema que se resuelve posee tanto parte suave
como singular en su solucién.

Se considera el problema de Westergaard descrito en el apartado IV.4.4 (véase
Figura IV-25), donde se imponen las condiciones de contorno y las cargas
correspondientes al modo I (K1 = 100). Para el analisis de convergencia, se ha
utilizado una secuencia de mallas estructuradas de cuadrilateros (lineal y
cuadratico) con 9, 17, 33 y 65 elementos en cada direccion respectivamente. En
la Figura IV-43 se muestran las graficas de convergencia del error relativo en
norma energética para mallas lineales y cuadraticas.

Como se observa, para mallas cuadraticas la influencia de los nodos mixtos
resulta muy importante cuando se emplea la técnica gathering. El efecto no
resulta tan importante en el caso lineal. Asimismo, esta tendencia tampoco se
manifiesta en un problema de solucién singular como el analizado en el
apartado IV.4.3. El problema de Westergaard tiene la particularidad de tener
una solucién compuesta tanto de parte singular como de suave; al emplear la
técnica gathering, se fuerza a la solucién a un comportamiento dado por el
primer término del desarrollo del campo asintdtico de extremo de grieta. Esta
1mposicion se extiende a toda el area de enriquecimiento.

Al mantener el radio de enriquecimiento constante, a medida que la malla se
refina, la presencia de los nodos mixtos aumenta. Si no se consideran como
tales, el enriquecimiento con Heaviside no existe en estos nodos. Se debe tener
en cuenta que la solucién en los elementos intersectados por la grieta esta mas
influenciada por la discontinuidad que por la singularidad de extremo de
grieta.

172



IV. ELEMENTOS DE TRANSICION

1.E+02
—o— XFEM con nodos mixtos

< —8— XFEM sin nodos mixtos
]
E —aA— XFEM+DG con nodos mixtos
o}
5 X— XFEM+DG sin nodos mixtos
Z
5|
:
2
Z 1.E+01 -
m
o
2
&
<
2
-4
g
m

1.E+00 T

1.E+02 1.E+03 1.E+04
GD.L.
1.E+01
—o6— XFEM con nodos mixtos
—8— XFEM sin nodos mixtos

<
E —aA— XFEM+DG con nodos mixtos
m
2 X— XFEM+DG sin nodos mixtos
o
Z 1.E+00 -
m
: A S
o
Z
Z
m
o
2,
E
5 1.E-01
e
2
=)

1.E-02 T T

1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05

GD.L.
Figura IV-43. Convergencia del error en norma energética. Problema de Westergaard
Modo I. Arriba, elementos lineales; abajo, elementos cuadrdticos.

En el caso de elementos cuadraticos, puesto que el enriquecimiento Heaviside
se realiza también en los nodos de medio lado, la influencia del gathering en
ausencia de nodos mixtos es mayor. Esto sucede porque los nodos vértice
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incluidos en el area de enriquecimiento se ven obligados a seguir la solucién
dada por el primer término del desarrollo asintético mientras que el resto de
nodos del mismo elemento siguen siendo capaces de representar la
discontinuidad, tendencia principal de la solucién en estos elementos.

IV.4.9 Comparacion entre el método XFEM con ETM y el método
XFEM modificado de Fries [135]

Como se ha comentado en la introduccién del capitulo, hay varios autores que
han intentado solucionar el problema en los elementos de transicién. En este
apartado se muestran algunos resultados que comparan la técnica propuesta en
esta Tesis para mejorar los elementos de transicion (XFEM+ETM) con la
propuesta realizada, en concreto, en el trabajo de Fries [135]. Como se indico, el
trabajo de Fries resulta interesante por la gran sencillez en su implementacién
y porque constituye una verdadera recuperacion de la particién de la unidad en
la zona de transiciéon. No obstante, como se podra ver a continuacién, su
propuesta posee algunos inconvenientes.

Un inconveniente del planteamiento de Fries es que conduce a una matriz
global singular (como se explica en la seccién IV.1). La técnica propuesta por el
autor para solucionar este problema, considerando el caso de cuadrilateros
bilineales, consiste en eliminar cuatro ecuaciones del sistema para hacer no
singular la matriz global. Con ello obtiene resultados muy precisos y con
velocidad de convergencia 6ptima. No obstante, en su método, el nimero de
condicionamiento es significativamente mas elevado que en XFEM estandar o
el método XFEM con elemento de transiciéon mejorado propuesto en esta Tesis.
Este es un problema que no es resuelto por el autor.

Se ha considerado el problema de la grieta en el borde con condiciones de
Dirichlet correspondientes al modo I (K1 = 100), problema descrito en la seccién
IV.4.3. Este problema también es analizado por Fries [135].

En la Figura IV-44 se representa el ratio de condicionamiento, obtenido como el
cociente entre el maximo y minimo autovalor de la matriz de rigidez global,
frente al nimero de grados de libertad de la malla. Los cuatro primeros analisis
que se han realizado son:

= XFEM estandar,

» XFEM con elemento de transicion mejorado (XFEM+ETM),

» XFEM con agrupaciéon de grados de libertad adicionales y elemento de
transicién mejorado XFEM+DG+ETM),

= XFEM con correccién de Fries y aplicaciéon de restricciones multipunto
mediante multiplicadores de Lagrange para resolver la singularidad del
sistema resultante (XFEM+correccion Fries+tMPC).
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Para el analisis de convergencia, se ha utilizado una secuencia de mallas
estructuradas de cuadrilateros lineales con 9, 17, 33, 65 y 129 elementos en
cada direcciéon. Como se observa en la Figura IV-44, los resultados obtenidos con
el método de Fries suponen un incremento del nimero de condicionamiento
muy significativo.
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Figura IV-44. Ratio (Dmdx/ Dmin) de la matriz de rigidez global frente al niimero de
grados de libertad. Malla con elementos lineales. Enriquecimiento en drea fija R=0.2.

En la Tesis se ha analizado también la opcién de unir la propuesta de mejora
del elemento de transicién de Fries con la técnica gathering, basada en la
agrupaciéon de grados de libertad correspondientes al enriquecimiento
XFEM+DG K*+correccién Fries). Notar que, en este ultimo analisis, la técnica
del gathering ha sido aplicada al conjunto ampliado K* de nodos enriquecidos
que considera Fries, esto es, los contenidos en el area fija de enriquecimiento
mas todos los nodos de los elementos de transicién atn estando fuera de esta
area. El resultado (para XFEM+DG K*+correccién Fries), es un sistema con
una matriz bien condicionada (véase Figura IV-44). No obstante, como muestran
los resultados de la Figura IV-45, la precisiéon y la velocidad de convergencia
empeoran considerablemente.

Cuando se considera la propuesta de mejora del elemento de transicién
realizada en la Tesis, el incremento del ratio de condicionamiento crece de
forma practicamente despreciable si se compara con el método XFEM estandar
(véase Figura IV-44). Al anadir la técnica gathering, los resultados en cuanto a
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ratio de condicionamiento mejoran a la vez que se obtiene una mayor precisién
recuperando la velocidad de convergencia éptima (véase Figura IV-45).
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Figura IV-45 ponvergencia del error en el FIT para el problema singular puro en modo I
(K1=100). Area fija R=0.2. Arriba, elementos lineales; abajo, elementos cuadrdticos.
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En la Figura IV-45 se representa el error relativo en Ki frente al nimero de
grados de libertad de la malla para el caso de elementos lineales y cuadraticos.

IV.4.10 Problema de grieta centrada en placa infinita. Caso 3D

A continuacién se muestra el ejemplo numeérico correspondiente al problema de
Westergaard (véase apartado IV.4.4) en el que se ha supuesto un dominio
tridimensional. Las dimensiones del dominio vienen dadas en la Figura IV-46, se
considera la longitud de la grieta ¢ = 1 y b = 2. En las caras que aparecen
sombreadas se aplican las cargas correspondientes a los modos analizados.
Para el Modo I se aplica el campo de tensiones correspondiente a K1 = 100 y
para el modo II el campo de tensiones correspondiente a Ki = 100. Asimismo,
las condiciones de contorno se especifican para cada tipo de andlisis. Cabe
sefialar que los desplazamientos impuestos en el frente de grieta son
estrictamente necesarios. Igualmente, los desplazamientos en la direccién del
eje z en las caras contenidas en planos z = -1 y z = 1, se impiden para anular
los efectos del coeficiente de Poisson, garantizando asi un comportamiento de
deformacién plana en todo el frente de grieta.

El problema asi planteado, permite calcular el error exacto puesto que su
solucién analitica es conocida.

MODO II
b

o

MW Caras donde se aplica el campo de tensiones tal 4 Caras donde se aplica el campo de tensiones
que: K; =100; K;;=0 tal que: K; =0; K;;=100

Figura IV-46. Esquema del dominio analizado en el ejemplo 3D. Problema de

Westergaard. Condiciones de contorno y carga para el modo I (izquierda) y modo I1
(derecha).
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Los analisis se han realizado en primer lugar teniendo en cuenta una secuencia
de mallas estructuradas. Para ello se ha empleado un algoritmo de subdivisién
de hexaedros en cinco tetraedros, como muestra la Figura IV-47.

Figura IV-47. Subdivisién de un hexaedro en cinco tetraedros para la obtencion de
mallas estructuradas.

En la Figura IV-48 se muestran las fuerzas equivalentes en nodos, para la malla
de elementos de mayor tamano, correspondientes a los modos analizados.
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Figura IV-48. Fuerzas equivalentes en nodos para los modos de fractura I y II (izquierda
y derecha respectivamente).

Se ha considerado la siguiente secuencia de mallas: A = [0.2, 0.1, 0.0667, 0.05,
0.05] en las tres direcciones x, y, z, donde A es el tamafio de elemento. Para el
analisis de convergencia del error relativo en norma energética, se ha
considerado como energia de deformacién exacta el doble de la correspondiente
al problema bidimensional de dominio definido en el apartado IV.4.4, utilizando
la malla de 129x129 elementos.
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Los valores de energia resultan, por tanto:

Uex = 0.00145651909012244 para modo I
Uex = 0.00348992559065620 para modo II.

En la Figura IV-49 se muestra una imagen de la malla estructurada
correspondiente al tamafio de elemento mayor. Asi mismo, se observa la
localizacion del sistema de referencia cartesiano que posteriormente se usara
para representar determinadas vistas de la malla.

Figura IV-49. Malla 3D correspondiente a h=0.2. Problema de Westergaard caso 3D. h
representa el tamarnio de elemento.

Se ha utilizado enriquecimiento geométrico. En este caso se define un cilindro
de radio constante (R = 0.2) cuyo eje de revolucion coincide con el frente de
grieta. Los analisis realizados son los siguientes:

= XFEM estandar,

= XFEM+ETM con el criterio seguido en 2D,

= XFEM+ETM mod. en el que se mejora la aproximacién en todos los
lados de los elementos de transicién.

En la Figura IV-50 se muestran los resultados obtenidos en la convergencia del
error en norma energética frente al nimero de grados de libertad. Se puede
afirmar que la metodologia propuesta para la mejora del elemento de transicién
es igualmente valida para problemas 3D. Se observa cémo la técnica
XFEM+ETM mod. ofrece mejores resultados con un ligero aumento del coste
computacional.
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Figura IV-50. Convergencia del error relativo en norma energética. Problema de
Westergaard caso 3D. Arriba, modo I; abajo, modo I1.
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IV-51 se representa el error relativo en norma energ

en la inferior una vista tridimensional del dominio. Los elementos cuyos lados
se han representado en amarillo son los intersectados por el plano de la grieta y

en azul, los elementos de transicion. Los simbolos utilizados para representar
el tipo de enriquecimiento asi como la adicion de los grados de libertad

correspondiente a las funciones de forma jerarquicas, son los establecidos en el

apartado IV.3.3.
misma para todos los andlisis considerados. Se aprecia como la propuesta ETM

mod. disminuye el error en la zona enriquecida y en la de transicién

principalmente llegando a valores de error similares a los presentes en los

correspondiente al nivel maximo de error. Notar que la escala empleada es la
elementos estandar.

El color blanco indica un nivel de error cero, creciente hacia el azul oscuro

elemento para el Modo I. La imagen superior se corresponde con la vista z
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Figura IV-51. Error relativo en norma energética. Modo I. De izquierda a derecha:
XFEM, XFEM+ETM, XFEM+ETM mod.
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En la Figura IV-52 se representa la distribucién del error en cada elemento
representado por la coordenada x de su centroide (eje de abcisas). Para x = 1,
se tiene la posicién del frente de grieta.

Para el caso XFEM se aprecia una concentracién del error en las proximidades
del frente de grieta, siendo maximo en algunos de los elementos intersectados
por la misma. Al mejorar el elemento de transicién, se observa una
distribucién, en general, mas uniforme del error, siendo mayor la precisiéon.
Para el caso de XFEM+ETM mod., se tiene el mejor resultado.
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Figura IV-52. Error relativo en norma energética frente a la coordenada x. Modo I.
Arriba, método XFEM; debajo, de izquierda a derecha, método XFEM+ETM y método
XFEM+ETM mod.

A continuacién se muestran los resultados analogos para el Modo II. Se
mantiene la secuencia de mallas estructuradas analizadas anteriormente. En
la Figura IV-53 se representa nuevamente la distribucién de la norma energética
del error en elemento. En la imagen superior, correspondiente a la vista z =1
del dominio, se observa que la mejora de la capa de transicién implica una
importante reduccién en el error cometido en los elementos cercanos al frente
de grieta y en los propios elementos de transicién.
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XFEM, XFEM+ETM, XFEM+ETM mod.

XFEM+ETM mod. en el que se mejora la aproximacién en todos los
lados de los elementos de transicién.

XFEM+ETM con el criterio seguido en 2D,

XFEM estandar,

Se considera ahora una secuencia de mallas no estructuradas obtenidas

mediante el cbédigo comercial de elementos finitos Ansys.

nuevamente los siguientes casos:
En la Figura IV-55 se representa una imagen de la malla de mayor tamafio de

elemento. Se han marcado en amarillo los elementos cortados por la grieta y en

coordenada x del centroide del elemento. Los resultados son similares a los
azul claro los de transicién.

energética de cada elemento de la malla. En el eje de abcisas se tiene la
obtenidos para el caso de Modo 1.

En la Figura IV-54 se representa en el eje de ordenadas, el error en norma
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Figura IV-54. Error relativo en norma energética frente a la coordenada x. Modo I1I.
Arriba, método XFEM, debajo de izquierda a derecha, método XFEM+ETM y método
XFEM+ETM mod.

Figura IV-55. Malla no estructurada de tetraedros. Problema de Westergaard en 3D.
Para poder aplicar las condiciones de contorno de desplazamiento en el frente

de grieta (véase esquema representado en la Figura IV-46), se ha mallado el
dominio haciendo coincidir nodos en dicho frente. En la imagen de la derecha

184



IV. ELEMENTOS DE TRANSICION

de la Figura IV-55 no se ha aplicado ninguna opacidad para visualizar la
irregularidad de la malla.

En primer lugar se considera el Modo I de carga, aplicando las fuerzas
equivalentes en los nodos y las condiciones de desplazamiento correspondientes
(véase Figura IV-46).

La convergencia del error en norma energética frente al nimero de grados de
libertad para el problema en Modo I se muestra en la Figura IV-56. Se ajusta
una linea recta a los puntos correspondientes a los resultados. Como se
observa, la tendencia mostrada para mallas estructuradas se repite para el
caso de mallas arbitrarias.

1.E+02

o XFEM
o XFEM+ETM

A XFEM+ETM mod.

1.LE+01 -

ERROR RELATIVO EN NORMA ENERGETICA

1.E+00 T
1.E+03 1.E+04 1.E+

GD.L.
Figura IV-56. Convergencia del error en norma energética para el problema de

Westergaard en 3D con mallas nos estructuradas. Modo 1.

En la Figura IV-57 se muestra, para la primera malla de la secuencia analizada,
la distribuciéon de la norma energética del error en elemento. Se han
considerado los analisis XFEM, XFEM+ETM de acuerdo al critero 2D y
XFEM+ETM mod.

Dada la irregularidad de la malla resulta algo dificil visualizar la disminucién
del error cuando se mejora el elemento de transicion. En este caso, resulta
conveniente representar, como se ha hecho en analisis anteriores, la
distribucién del error en norma energética para cada elemento de la malla en
un grafico. En la Figura IV-58 se representa el error en el eje de ordenadas y la
coordenada x del centroide de cada elemento en el eje de abcisas.
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Figura IV-57. Distribucion de la norma energétia del error en elemento. De izquierda a
derecha: XFEM, XFEM+ETM, XFEM+ETM mod.

error e
6

error error

Figura IV-58. Distribucion del error en norma energética por elemento, Modo 1. En el eje
de abcisas se representa la coordenada x del centroide de cada elemento.

En la Figura IV-59 se muestra la convergencia del error en norma energética
frente al nimero de grados de libertad para el caso de Modo II. Aunque la
dispersiéon de los resultados es algo mayor que en el modo I, al ajustar, para
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cada analisis, los puntos a una recta, la tendencia es analoga a la resultante en
modo I y, a su vez, a los resultados obtenidos para mallas estructuradas.
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1.E+03 1.E+04 1.E+05
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Figura IV-59. Convergencia del error en norma energética para el problema de
Westergaard en 3D con mallas no estructuradas. Modo I1.

En la Figura IV-60 se muestra la distribucién de la norma energética del error
en cada elemento.

()

Figura IV-60. Distribucion de la norma energétia del error en elemento. De izquierda a
derecha: XFEM, XFEM+ETM, XFEM+ETM mod.

En la Figura IV-61 se muestra nuevamente la distribucién de la norma
energética del error en cada elemento identificado por la coordenada x de su
centroide. Los resultados son similares a los obtenidos anteriormente, el
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elemento de transcién mejorado reduce el error especialmente en los elementos
cercanos al frente de grieta.

x 10"
72
error

error ,x10° error ,x10°
6 61
5+ 5r

Figura IV-61. Distribucion del error en norma energética por elemento, Modo II. En el eje
de abcisas se representa la coordenada x del centroide de cada elemento.
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Capitulo V

Conclusiones y
futuros trabajos

V.1 Conclusiones

El enriquecimiento local en el XFEM supone la existencia de elementos de
transicién que conectan la zona enriquecida con la estandar. En estos
elementos no se cumple la particién de la unidad pudiendo existir términos
parasitos, como consecuencia del enriquecimiento parcial, que introducen
errores en la aproximacion. Estos errores implican, fundamentalmente, pérdida
de precisién y, en ocasiones, pérdida de la velocidad de convergencia.

La aportacién mas importante de la Tesis es la propuesta de un elemento de
transicién mejorado.

El objetivo principal de esta Tesis ha sido conseguido satisfactoriamente.
Aumentar el orden polinémico de la aproximacién sélo en los elementos de
transicién permite alcanzar una mayor precisién en el analisis de problemas de
MFEL utilizando el método XFEM. Ademas, la propuesta permite recuperar la
velocidad de convergencia éptima cuando se utiliza en combinacién con la
técnica gathering para mejorar el condicionamiento numérico de la matriz de
rigidez global.

A continuacién se resumen las principales contribuciones y conclusiones que se
han podido realizar en la Tesis:

= Es posible compensar los términos patolégicos derivados de un
enriquecimiento parcial con la adicién de grados de libertad adicionales.
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La adicién de los grados de libertad adicionales debe realizarse en la
frontera entre los elementos de transicién, es decir, en los lados que
conectan un nodo enriquecido con las funciones singulares con cualquier
otro nodo.

Para el caso 3D con elementos tetraédricos lineales, es necesario corregir
la aproximaciéon en todos los lados del elemento de transiciéon para
garantizar la compensacién de los términos no deseados en las caras del
elemento.

Las funciones de forma jerarquicas de orden superior muestran un
comportamiento muy eficiente para este propdsito.

El orden de la funcién de forma jerarquica debe ser, como minimo, uno
mas que el de la aproximacién estandar siendo también conveniente
anadir el primer modo interno en el caso 2D para mallas con elementos
cuadraticos.

El coste computacional asociado a la técnica propuesta es muy bajo
puesto que la mejora de la aproximacion se realiza a nivel local.

La técnica propuesta de mejora de los elementos de transicién reduce el
error local en norma energética en todos los elementos enriquecidos (no
sblo en los de transicion). Esto implica que se pueden obtener resultados
mas precisos en la estimacién de las tensiones.

Con este método, el incremento de la precision se alcanza tanto
utilizando enriquecimiento topolégico como geométrico. Sin embargo,
para lograr una velocidad de convergencia 6ptima, es necesario emplear
el segundo.

La mejora de los elementos de transicién aumenta la robustez de los
resultados frente a la posicién relativa del extremo o frente de grieta
dentro de un elemento. Resultado especialmente importante cuando se
emplea enriquecimiento topoldgico, ya que la capa de elementos de
transicién siempre queda cerca de la singularidad a medida que se refina
la malla.

La técnica propuesta es aplicable con indiferencia del tipo de funcién
causa del comportamiento singular de la solucién. Esto no ocurre en otros
métodos como el método del campo mejorado de deformaciones
(Enhanced Strain Field).

La mejora propuesta de los elementos de transicibn permite una
formulacién continua del método de Galerkin. No subdivide el dominio ni
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requiere de técnicas adicionales como el método de penalti para forzar la
continuidad (Gracie et 4al. [136]).

La técnica propuesta para la mejora de los elementos de transicién, no
conduce a mallas no conformes como si ocurre en propuestas como la de
Laborde et al. [129]. Por consiguiente, no es necesario el uso de técnicas
que permitan acoplar las zonas estandar y enriquecida.

El uso de la técnica de agrupar los grados de libertad (gathering)
(Laborde [129]) junto con la mejora de los elementos de transicién, ofrece
resultados, en cuanto a precision y velocidad de convergencia muy
buenos. Esto no es posible, por ejemplo, con la técnica propuesta por
Fries [135].

La presencia de nodos mixtos cuando se considera la técnica gathering es
muy importante, especialmente en mallas de elementos cuadraticos.

La metodologia expuesta se ha aplicado también a problemas 3D
mostrando igualmente resultados satisfactorios. Si bien, para este caso,
la mejora local en la aproximacién debe ser realizada en todo el elemento
de transicion.

Otras conclusiones relativas a aspectos de implementacién del XFEM y que en
gran medida han sido ya consideradas por otros autores, se han podido
comprobar en la Tesis. A continuacién se resumen:

Para obtener la velocidad de convergencia 6ptima en XFEM cuando se
aplica a MFEL, es necesario enriquecer el dominio de manera

independiente del tamafio de elemento (enriquecimiento geométrico,
Laborde et al. [129] y Béchet et al. [128]).

Hay que tener especial atencién a la integracién numérica de los
elementos intersectados por la grieta asi como los que contienen al
extremo de grieta. La integracién por subdominios resulta eficaz (Dolbow
[95], Moés et al. [96], Sukumar et al. [120]. La técnica de integracién
casi-polar (Laborde et al [129]) ofrece resultados significativamente
mejores que la integracién estandar de Gauss-Legendre, cuando se
integran los elementos que contienen al extremo de grieta.

Las funciones de enriquecimiento pueden introducir ecuaciones
linealmente dependientes al sistema, que afectan al condicionamiento de
la matriz de rigidez global. Con el enriquecimiento geométrico, el mal
condicionamiento de la matriz de rigidez global aumenta rapidamente al
refinar la malla. La técnica gathering (Laborde et al. [129]) resulta
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eficiente para evitar el mal condicionamiento aunque conduce a
resultados imprecisos y pérdida de la velocidad de convergencia.

V.2 Futuros trabajos

Algunos trabajos que se podrian desarrollar a partir de esta Tesis serian los
siguientes:

= Aplicacién de la técnica propuesta a otro tipo de singularidad como borde
libre y problemas de contacto, donde se tengan otras funciones de
enriquecimiento parcial.

= Analizar la influencia de la técnica propuesta en la velocidad de
convergencia para problemas de singularidad débil, donde otros autores
(Sukumar et 4al. [113], Fries [135]) han demostrado que la mejora de los
elementos de transicién les conduce a resultados 6ptimos, sin necesidad
de enriquecer en un area fija.

= Implementacién en triangulos para problemas 2D y hexaedros en 3D.

= Analizar la influencia de la mejora de los elementos de transicién en el
campo de tensiones desde el punto de vista de un estimador de error.
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