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Resumen

La presente memoria aborda algunos problemas de completaciéon de ma-
trices parciales, concretamente analizamos las matrices parciales totalmente
no negativas, las matrices parciales totalmente no positivas y las Ry T'R-
matrices parciales. El objetivo es dar a conocer la situacion actual de los
citados problemas y proporcionar condiciones necesarias y suficientes que
nos permitan cerrar diversos casos abiertos.

En la primera parte introducimos los conceptos necesarios para entender y
manejar los problemas objeto de estudio. Mostramos ademés las herramientas
utilizadas a lo largo de este trabajo, haciendo hincapié en la teoria de grafos
que juega un papel importante en el andlisis de las matrices parciales puesto
que cada matriz parcial puede ser representada mediante un grafo dirigido o
no dirigido.

La segunda parte esta dedicada al problema de completaciéon de matrices
parciales totalmente no negativas. Trés una presentacion del estado actual
del problema analizamos el caso de matrices con la diagonal principal parcial-
mente especificada, si bien los resultados principales los vamos a obtener en el
caso de matrices parciales con diagonal principal especificada. Generalizamos
algunos resultados conocidos para el caso de matrices parciales posicional-
mente simétricas y obtenemos nuevos resultados, en algunos casos cerrando
problemas abiertos, para matrices parciales no posicionalmente simétricas.
Asimismo, en el tltimo capitulo presentamos algunas cuestiones que hasta el
momento siguen abiertas.

Finalmente, dedicamos la tercera parte de esta memoria a analizar los
problemas de completacion de matrices parciales totalmente no positivas, el
de R-matrices y el de T'R-matrices. Con los resultados obtenidos conseguimos

cerrar los dos ultimos problemas mencionados.



Resum

La present memoria aborda alguns problemes de completacié de matrius
parcials, concretament analitzem les matrius parcials totalment no negatives,
les matrius parcials totalment no positives i les R i T R-matrius parcials.
L’objectiu és donar a coneixer la situacié actual dels citats problemes i pro-
porcionar condicions necessaries i suficients que ens permetin tancar diversos
casos oberts.

En la primera part introduim els conceptes necessaris per a entendre i
manejar els problemes objecte d’estudi. Vam mostrar a més les eines utili-
tzades al llarg d’aquest treball, posant ’accent en la teoria de grafs que juga
un paper important en 'analisi de les matrius parcials ja que cada matriu
parcial pot ser representada mitjancant un grafo dirigit o no dirigit.

La segona part esta dedicada al problema de completacié de matrius
parcials totalment no negatives. Tras una presentacié de l’estat actual del
problema analitzem el cas de matrius amb la diagonal principal parcialment
especificada, si bé els resultats principals els anem a obtenir en el cas de
matrius parcials amb diagonal principal especificada. Generalitzem alguns
resultats coneguts per al cas de matrius parcials posicionalmente simetriques
i obtenim nous resultats, en alguns casos tancant problemes oberts, per a ma-
trius parcials no posicionalmente simetriques. Aixi mateix, en I"iltim capitol
presentem algunes qiiestions que fins al moment segueixen oberts.

Finalment, vam dedicar la tercera part d’aquesta memoria a analitzar
els problemes de completacié de matrius parcials totalment no positives, el
de R-matrius i el de T R-matrius. Amb els resultats obtinguts aconseguim

tancar els dos tltims problemes esmentats.
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Abstract

The following report deals with some completion problems of partial ma-
trices; specifically, we shall analyze totally nonnegative partial matrices, to-
tally nonpositive partial matrices, R and T R-partial matrices. The aim is to
know the current status of these problems and provide necessary and suffi-
cient conditions to enable us to close several open cases.

In the first part, we introduce the essential concepts to understand and
handle the problems under study. Additionally, we also show the tools used
throughout this work, with emphasis on Graph Theory, which plays an im-
portant role in the analysis of partial matrices since partial matrices can be
represented by directed or undirected graphs.

The second part is devoted to the totally nonnegative completion pro-
blem. After a presentation of the current state of the problem, we analyze the
case of matrices with the main diagonal that are partially specified. The main
results, however, we will obtain when the main diagonal is to be specified.
We will generalize some known results for the case of positionally symmetric
partial matrices and obtain new results, in some cases closing problems, for
partial matrices that are not positionally symmetric. The last chapter also
presents some of the issues that are still open.

Finally, we dedicate the third part of this report to analyze the tota-
lly nonpositive completion problem, and the R-matrices as well as the T'R-
matrices completion problem. With the achieved results, we managed to re-

solve the last two mentioned problems.
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Capitulo 1
Teoria de completacion

En nuestros problemas de Matematicas, Economia, Estadistica, Biologia,
etc, modelizados mediantes técnicas matriciales, la resolucién del problema
consiste en determinar algunos elementos de una matriz dada, de manera que
la matriz obtenida verifique ciertas propiedades. La rama de las matematicas
que engloba este tipo de problemas recibe el nombre de teoria de com-
pletacion. Aunque este nombre aparece en la historia en la segunda mitad
del siglo XX, en esta teoria podemos incluir algunos problemas clésicos tales

COIno.

(I) La clasificacién de un sistema de ecuaciones lineales con paramétros.

La resolucién del sencillo sistema de ecuaciones lineales

a 3 1 T
1 1 5 To = 0
v 2 1 T3 3

es un problema que podemos incluir dentro de la teoria de completacion,
ya que en realidad estamos buscando valores de las posiciones (1,1),
(2,3) v (3,1) de la matriz de coeficientes, de manera que el sistema

tenga solucion tnica, infinitas soluciones o sea incompatible.

11
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(IT)

(111)

(IV)

CAPITULO 1. TEORIA DE COMPLETACION

El calculo de los valores propios de una matriz cuadrada A.
En este caso estamos buscando valores de A para que la matriz B =

M — A tenga determinante nulo.

La clasificacion de los puntos criticos de una funcion de varias variables,
dependiente de un parametro.

En estos problemas necesitamos determinar algunos elementos de la
matriz hessiana, evaluada en cada punto critico, para que la forma
cuadratica que esta matriz define sea definida positiva, definida nega-
tiva o indefinida.

Otros tipos de problemas que podemos englobar dentro de la teoria
de completacién son los llamados problemas de escalamiento (ver [4]),
problemas de complementariedad lineal o problemas de indole econémi-

ca.

Problema de distribucion del presupuesto.

Una empresa multinacional, con sucursales S7, S5, S3 en tres paises eu-
ropeos distintos, tiene el presupuesto para el préximo ano fiscal, el cual
debe ser distribuido entre categorias distintas: investigacion, adminis-
tracion y técnicos. El consejo de administracién fija la cantidad total
que debe ser distribuida entre cada una de las sucursales de la em-
presa en las tres categorias, el problema consiste en cémo modificar la
actual distribucién del presupuesto para obtener la nueva distribucion
de manera que cumpla con las estipulaciones que marca el consejo de
administracion. Por ejemplo, supongamos que en la matriz A tenemos

la distribucién actual en millones de euros:
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Matriz A
Técnicos Administracion Investigacién
Sh 200 75 15
S 135 165 12
Ss 175 160 25

El objetivo es fijar los elementos de la siguiente matriz B, de manera
que sean no negativos y verifiquen las restricciones fijadas respecto de

la distribucién del presupuesto:

Matriz B
Técnicos Administracion Investigacién Presupuesto
Sh * * * 400
S * * * 350
Ss * * * 370
Total 700 320 100 1120

Evidentemente, podemos encontrar matrices que verifiquen las condi-
ciones impuestas (suma de las filas y columnas fijada), pero muchas de
éstas estan bastante alejadas de la matriz original A. Por ejemplo, la

siguiente matriz C":

Matriz C
Técnicos Administraciéon Investigacion
S 0 320 80
S 330 0 20
S 370 0 0

satisface las restricciones, pero una decisién de este tipo daria lugar a
serios problemas, incluyendo el que se crearia por la necesaria reubi-

cacion del personal. Por tanto, necesitamos encontrar una matriz que
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no solo verifique las restricciones dadas para la suma de las filas y
columnas, sino que ademas esté cercana a la matriz original para algtin
tipo apropidado de medida de proximidad, que vendra fijada en funcion

de los resultados econémicos del presente ejercicio.

Observamos que todos estos problemas tienen en comun que hay que de-
terminar los elementos, o parte de ellos, de una o varias matrices, con el
objetivo de conseguir una matriz que verifique algunas propiedades estable-
cidas. La teoria de completacion es la encargada de estudiar esta clase de

problemas.

1.1. Clases de matrices

En esta seccion introducimos distintas clases de matrices, en el conjunto
de los numeros reales. La mayoria de ellas estan relacionadas con las P-
matrices, que juegan un papel importante en la teoria de completacion. Una
caracteristica comun de todas ellas es que cualquier submatriz principal es
una matriz del mismo tipo que la matriz original, lo cual nos va a permi-
tir, como veremos mas adelante, trasladar de forma natural los diferentes
conceptos al contexto de matrices parciales. Vamos a representar por Ala],
a C{1,2,...,n}, lasubmatriz principal de A formada por los elementos que

ocupan las filas y columnas a.

Una clase de matrices que extiende, al campo de matrices no simétricas,

el concepto de matriz definida positiva es la de P-matrices.

Definicién 1.1.1 Una matriz A, de tamano n X n, se dice que es una P-

matriz si el determinante de cualquier submatriz principal es positivo.
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La matriz

o
O = = O
_ = O O

1
1
2
1

es una P-matriz ya que det A[a] > 0, Va C {1, 2, 3,4}.
Entre las propiedades mas interesantes de esta clase de matrices desta-

camos las siguientes:

Proposicion 1.1.1 Sea A una P-matriz de tamano n x n. Se verifican las

siguientes propiedades.
(i) AT es una P-matriz.
(ii) A™' es una P-matriz.

(i1i) Si D = diag(dy,da, . ..,d,), cond; >0,i=1,2,... ,n, entonces AD y

DA son P-matrices.
(iv) Si D = diag(dy,ds,...,d,), entonces DAD™' es una P-matriz.
(v) Si P es una matriz permutacidn, entonces PAPT es una P-matriz.
(vi) Ala es una P-matriz, ¥V C {1,2,...,n}.

Las matrices que son a la vez P-matrices y simétricas reciben el nombre
de definidas positivas (DP).

La matriz
1 0,5 —0,25 —0,25

05 1 —05 —05
025 —05 1 0,5
025 —05 05 1

A2:

es definida positiva.
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Podemos ampliar la clase de P-matrices a partir de la siguiente generali-

zacion:

Definicién 1.1.2 Una matriz A, de tamano n X n, se dice que es una Py-

matriz si el determinante de cualquier submatriz principal es no negativo.

La matriz
1 0 -1 0
0 0 -1 -0,5
Ag =
1 1 1 1
00 -1 0

es Py-matriz.
Introducimos a continuacién dos nuevas clases de matrices no negativas

que generalizan las P-matrices.

Definicién 1.1.3 Una matriz no negativa A, de tamarno nxn, se dice que es
totalmente positiva, TP (totalmente no negativa, TN N ) si todos sus menores

son positivos (no negativos).

La matriz
1 05 0,5 05
05 1 1 1
Ay = ’
0 0 1 1
0 0 1 1

es totalmente no negativa.
Entre las numerosas propiedades que tienen estas matrices destacamos

las siguientes:

Proposicién 1.1.2 Sea A una matriz totalmente no negativa de tamano

n x n. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) Si D = diag(dy,ds, ... ,d,), cond; >0,i=1,2,...,n, entonces AD,

DA y DAD™! son matrices totalmente no negativas.
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(ii) Si P es una matriz permutacion P = [n,n—1,...,1], entonces PAPT
es totalmente no negativa. El concepto no se hereda, en general, por

semejanza de permutacion.
(11i) Cualquier submatriz de A es totalmente no negativa.

(iv) Si B es una matriz totalmente no negativa, de tamano n x n, entonces

AB y BA son totalmente no negativas.

A 0

(v) Si B es una matriz totalmente no negativa, entonces C = 0 B

es totalmente no negativa.

Podemos trasladar el concepto de matriz totalmente no negativa al campo

de las matrices no positivas obteniendo una nueva clase de matrices.

Definicién 1.1.4 Una matriz no positiva A, de tamano n X n, se dice que

es totalmente no positiva si todos sus menores son no positivos.

La matriz
-1 -2 -1 -1

0,5 -1 —0,5 —0,5
~15 -3 -1 -1
~15 -3 -1 -1

A =

es totalmente no positiva.

Esta clase de matrices satisface las mismas propiedades que las matrices
totalmente no negativas.

Numerosos problemas en Biologia, Fisica y ciencias sociales vienen descri-
tos por matrices cuadradas con ciertas restricciones en su patron de signos.
Una de las estructuras mas comunes corresponde a matrices con elementos no
positivos fuera de la diagonal. Una notacion clésica para este tipo de matrices

es la siguiente:

Ly = {A = (aij) e R™"™ . Qjj <0,1 7&]}
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Definicién 1.1.5 Una matriz A € Z, se dice que es una M-matriz si to-
dos sus menores principales son positivos. Es pues una P-matriz con una

estructura particular de signos.

La matriz
1 -1 -1 0
0 1 0 —0,25
Ag =
—-0,25 -1 1 —1

0 -0,25 —0,b -1
es una M-matriz.
Siguiendo dentro de la clase de las P-matrices, otra familia de matrices

no negativas, relacionadas con las M-matrices, son las llamadas inversas M-

matrices.

Definicién 1.1.6 Una matriz no singular A, de tamano n X n, se dice que

es una inversa M-matriz (iM-matriz) si A~' es M-matriz.

La matriz
1 1/3 1/5 2/5
/3 1 1/3 1/2
/5 1/3 1 1/5
2/5 1/2 1/5 1

es una inversa M-matriz.

Finalmente, introducimos dos nuevas clases de matrices que seran objeto

de estudio en los capitulos 6 y 7 de esta memoria.

Definicién 1.1.7 Una matriz A se dice que es una R-matriz si todos sus

menores principales son no nulos.
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La matriz

05 -2 1
0 05 1 -1

es una R-matriz.

Definicién 1.1.8 Una matriz A, de tamano n X n, se dice que es una total-

mente R-matriz (T R-matriz) si todos sus menores son no nulos.

La matriz
-1 1 05 2

1 1 -1 3
05 -2 1 1
2 05 1 -1

Ay =

es una 1'R-matriz.
Entre las propiedades mas importantes de estas dos tultimas clases de

matrices cabe destacar las siguientes:
Proposicién 1.1.3 Sea A una R-matriz (T R-matriz) de tamario n X n.

(i) Si P es una matriz permutacion, entonces PAPT es R-matriz (TR-

matriz).

(i) St D es una matriz diagonal positiva, entonces DA y AD son R-

matrices (T R-matrices).

(iii) Si D es una matriz diagonal no singular, entonces DAD™! es una R-

matriz (T R-matriz).
(iv) Cualquier submatriz principal de una R-matriz es una R-matriz.

(v) Cualquier submatriz (principal o no) de una T R-matriz es una TR-

matriz.



20 CAPITULO 1. TEORIA DE COMPLETACION

En el siguiente diagrama recogemos algunas de las relaciones existentes

entre las clases de matrices que acabamos de introducir.

TNNe_ TP TNP

PP —— P < M
A

R
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1.2. Matrices parciales

Como ya hemos comentado, en los problemas que aborda la teoria de
completacion las matrices de partida suelen tener elementos desconocidos o
no especificados, fruto de la propia naturaleza del problema. Estas matrices

reciben el nombre de matrices parciales.

Definicién 1.2.1 Dada una matriz real A, de tamano m x n, se dice que A
es una matriz parcial st parte de sus elementos son conocidos y el resto estin

por especificar, pudiendo considerarse como variables independientes.

Se llama patrén de A, y se representa por I'4, al conjunto de pares (i,j) €
{1,2,...,m} x{1,2,...,n} tales que el elemento que ocupa la posicién (i, j)

de A es especificado.

Ejemplo 1.2.1 La matriz

1 75 3

2 —1/2 47
A= / ,

7?0 30

? ? 11

donde 7 representa elementos no especificados, es una matriz parcial cuyo

patron es el conjunto de pares

{(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3), (3,4), (4,3), (4,4)}

Cuando damos valores a los elementos no especificados de una matriz
parcial A, obtenemos una matriz convencional, que representamos por A, y

que recibe el nombre de completacion de A.

La matriz
1 4 5 3
2 —=1/2 4 1
A= /
0 0 3 0
—1 2 1 1
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es una completacion de la matriz parcial del ejemplo anterior.

Cuando todos los elementos no especificados de la matriz parcial son
reemplazados por ceros, se obtiene la denominada completacion nula y se
representa por Ag.

En numerosos problemas de completacion es habitual introducir restric-
ciones sobre los elementos especificados de la matriz parcial, entre los que

cabe destacar:

(a) Positividad de la matriz parcial, es decir todos los elementos especifi-

cados son positivos.

(b) Simetria de signos, es decir los elementos especificados de una matriz
parcial cuadrada situados en posiciones simétricas tienen el mismo sig-

no,
0 resticciones de tipo simétrico sobre el patrén:

(c) Diremos que una matriz parcial cuadrada A = (a;;) es posicionalmente
simétrica cuando el elemento (i, ) esta especificado si y sélo si el ele-
mento (j,7) lo estd. En caso contrario diremos que A es no posicional-

mente simétrica.

Ejemplo 1.2.2 Consideramos las matrices parciales

1025 72 2 1 ? 1
3 1 1 2 1 2 21
7 3 105 ? 05 3 ?
?7 05 2 1 7 07 7]

Podemos observar que A es una matriz parcial posicionalmente simétrica
mientras que B no lo es, ya que, por ejemplo, la posicion (2,4) estd especi-

ficada mientras que (4,2) no lo estd.
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1.3. Problema de completacion

En los problemas de completaciéon se estudia, como hemos mencionado, la
existencia de completaciones de una matriz parcial verificando determinadas
propiedades previamente fijadas. El planteamiento general de un problema
de completacién es el siguiente: Sea A una matriz parcial. Si II representa
una determinada propiedad, jexiste una completaciéon A. de A cumpliendo
la propiedad II7

Se trata, por tanto, de un tipo de problema muy amplio ya que depende

de:

(a) El patron de la matriz parcial, es decir, las posiciones que ocupan
sus elementos especificados. Por ejemplo, una fila, una banda, la parte

triangular superior, etc.

(b) El concepto prescrito que se desea obtener. Por ejemplo, la no singu-
laridad, una determinada estructura de Jordan, el tener menores no

negativos, etc.

A continuacién presentamos una breve descripcion de algunos de los pro-
blemas de completacién en los que numerosos investigadores estan trabajando
actualmente. Parte de estos problemas seran objeto de estudio a lo largo de

la presente memoria.

= El problema de completacién de valores propios, en el que se desea
obtener una completacion de una matriz parcial cuadrada con un deter-
minado espectro. Este problema ha sido uno de los primeros problemas
de completacién estudiados, siendo Mirsky, en 1958 (ver [40]), quien ob-
tuvo el primer resultado para matrices con todos sus elementos situados
fuera de la diagonal principal no especificados. Posteriormente, Fried-
land [16] y Silva [45] resuelven este problema para matrices parciales

con patrén complementario al anterior.
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Otros autores han abordado este problema para matrices parciales cuyo

patron constituye una submatriz principal o un bloque diagonal. En el

primer caso la solucién del problema fue dado por Thompson en [47] y

Sé en [39], y en el segundo caso por De Oliveira en [§] y Silva en [46].

Cuando el patréon de la matriz parcial es un nimero de filas y columnas

completas el problema ha sido resuelto por Zaballa en [48]. Todos es-

tos resultados, incluyendo conexiones con la teoria de sistemas, aparece

descritos de forma sistemética en [21].

En la actualidad, investigadores como Gohberg, Rodman, Shalom, Krup-
nik, etc., estan estudiando este problema para distintos patrones de la

matriz parcial.

El problema de completaciéon de P-matrices parciales. El objetivo es
obtener una completacién P-matriz de una P-matriz parcial.

El estudio de este problema se inici6 en 1996 por Johnson y Kroschel
(ver [30]), quienes cerraron el problema en el caso de matrices parciales
posicionalmente simétricas. De Alba y Hogben en [7] continuaron el
estudio de este problema para el caso de matrices no posicionalmente
simétricas, obteniendo resultados parciales para matrices de pequeno
tamano. Posteriormente, Fallat, Johnson, Torregrosa y Urbano en [11]
iniciaron el andlisis de este problema anadiendo condiciones sobre los
elementos especificados de la P-matriz parcial, tales como positividad,
simetria de signo, etc, o sobre el patron de dicha matriz.

Este problema tiene todavia numerosas cuestiones abiertas.

El problema de completaciéon de matrices parciales definidas positivas.
En este problema se analiza bajo qué condiciones una matriz parcial
simétrica definida positiva admite una completacion definida positi-
va. El problema estd resuelto por Grone y otros en [22] para matrices

parciales cuyo grafo asociado es cordal (en la siguiente seccién definire-
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mos con detalle este concepto). Cuando el grafo asociado no es cordal
la matriz parcial no admite, en general, completacion definida positi-
va. Actualmente se estan estudiando, para este caso, condiciones que
garanticen la existencia de la completacion deseada. Para més informa-

ci6én sobre este problema de completacién ver [28] y [22].

= El problema de completacion de M-matrices parciales. En este caso se
pretende obtener una completacién M-matriz de una M-matriz par-
cial. Este tipo de matrices aparece con frecuencia en el estudio de la
convergencia de los métodos iterativos para la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales, en modelos de crecimiento econémico,
etc.
En 1996, Johnson y Smith, en [33], estudiaron este problema dando
una caracterizacion implicita del mismo, independiente de la estuctura
de la matriz parcial. Posteriormente Hogben en [26], analiza el caso no

posicionalmente simétrico para determinados tipos de patrones.

= El problema de completacién de matrices parciales totalmente no nega-
tivas. Al igual que en los casos precedentes, en este problema se analiza
bajo qué condiciones una matriz parcial totalmente no negativa admite
una completacion del mismo tipo. Estas matrices estan teniendo una
importancia creciente en teoria de aproximacién, Estadistica, diseno
grafico asistido por ordenador, Economia, etc, lo cual explica la aten-
cién que se les estd prestando desde hace unos anos dentro del Algebra
Lineal.
El problema es analizado por primera vez por Johnson, Kroschel y
Lundquist, en [31], para matrices parciales posicionalmente simétricas.
Los autores demuestran que existe la completacion deseada cuando el
grafo asociado a la matriz parcial es 1-cordal, mondtonamente etiqueta-

do. Para otros tipos de grafos no dirigidos, la matriz parcial no admite,
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en general, una completacion totalmente no negativa, y para estos casos
se estan estudiando condiciones necesarias y suficientes que garanticen
la existencia de la completacion deseada.

Recientemente, Fallat, Johnson y Smith han abordado este problema
(ver [12]) para matrices no posicionalmente simétricas, obteniendo re-
sultados parciales para matrices con pocos elementos no especificados.
Quedan numerosas cuestiones abiertas, tanto en el caso posicional co-
mo no posicionalmente simétrico, asi como la extension del problema a
matrices totalmente positivas y totalmente no positivas.

El analisis de este problema de completacion constituye el contenido

de la segunda parte de esta memoria.



Capitulo 2
Teoria de grafos

En el estudio de la mayor parte de los problemas planteados en el anterior
capitulo juega un papel importante la teoria de grafos, ya que facilita el
analisis de la completacion de una matriz al poder ser ésta representada

mediante un grafo.

2.1. Grafo asociado a una matriz parcial

Dada una matriz parcial A = (a;;), de tamano n x n, se llama grafo
asociado a la matriz A al grafo G4 = (V, E), donde V' = {1,2,...,n} es el
conjunto de vértices y existe un arco del vértice 7 al vértice j si el elemento
a;; de la matriz A es especificado. Teniendo en cuenta que vamos a trabajar
con matrices parciales cuya diagonal principal esta especificada, excepto en
la primera seccién del cuarto capitulo, omitiremos los bucles de su grafo
asociado.

Si la matriz A es posicionalmente simétrica, su grafo asociado G4 es no
dirigido y hablaremos de arista (i, j) entre los vértices ¢ y j. En caso contrario,

su grafo asociado es dirigido.

27
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Ejemplo 2.1.1 Las siguientes matrices son posicionalmente simétricas y sus

respectivos grafos asociados son no dirigidos.

ap a7 au b1 bia 7 ?
as a7 bai by baz 7
A= . B=
7 asy ass ass 7 bsy bz bz
ay; 7 Qa3 Qu ? 7 byz by
1 2
{ ]
1 2 3 4
4 3 @ { { { ]
*————— Gg
G4

Ejemplo 2.1.2 Las siguientes matrices son no posicionalmente simétricas

y sus respectivos grafos asociados son dirigidos.

ajlr Q12 ? ? bll b12 ? ?
? 29 Q923 ? ? b22 b23 ?
A= . B=
? 7 aszy asy 7 7 b3z by
aqq ? ? Q44 ? ? ? b44
1 2
o —
1 2 3 4
4 3 [ 4 >0 >0 >0
<@ GB
Ga

Un grafo subyacente, G de un grafo dirigido G = (V, E) es el resultado

de cambiar cualquier arco en E por una arista.
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Ejemplo 2.1.3 Observamos que los grafos G4 y G del ejemplo |2.1.1 son

grafos subyacente de G4 y Gg del ejemplo 2.1.2 respectivamente.

Dado G = (V, E), se llama subgrafo inducido por un conjunto de vértices
S, G[S], a un subgrafo de G cuyo conjunto de vértices es S y es maxi-
mal respecto al conjunto de aristas (arcos). En el ejemplo 2.1.1, G4[S] =
({1,2,4},{(1,2),(1,4)}) es un subgrafo de G4 inducido por el conjunto de
vértices S = {1,2,4}.

1 2
4
Gp[S]
Una sucesion finita de vértices distintos, {i1, 2, ..., #_1, i}, tal que (i,
ij+1) € E, 5 =1,2,... k — 1, recibe el nombre de camino, siendo ciclo si el

primer y tltimo vértice coinciden.

1
1 2 3 2 3
° = >e -~
camino ciclo

Por otro lado, si el grafo G = (V, E) es dirigido y E = {(i1,i2), (i2,13), . . -,

(ig—1,1k), (i1,1) }, se dice que G es un camino totalmente especificado.
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12 ln—1 in 11

> B e e
> >

>0 <
> <

camino totalmente especificado

Ejemplo 2.1.4 El grafo G4 asociado a la siguiente matriz parcial

aj, ap 7?7 7 7 1
T axp axs 7T ax 7
? ? a ? ? a
! 33 ! 36

A= ,

ay 7 T oay ags 7 4
? ? ? ? ass ?
? (073 7 ? Qgr  Qge

tiene los siguientes caminos totalmente especificados:

({4,1,2,5},{(4,1),(1,2),(2,5), (4,5)})

({4,1,2,3,6,5},{(4,1),(1,2),(2,3),(3,6),(6,5),(4,5)})

({2,3,6,5},{(2,3),(3,6),(6,5),(2,5)})
({6,2,5},{(6,2),(2,5),(6,5)})

Ejemplo 2.1.5 Sin embargo, el grafo G 4 asociado a la matriz parcial

ayjp aia 7 ? ? ? 1
? (99  A93 ? ? ?
A= ? ? azgz 7 7 asg ’
ay 7 T oagy ags 7 4
7 asy 7 ?7 ass !
7 oag 7 7 7 aes

no tiene caminos totalmente especificados.
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Decimos que un grafo no dirigido G = (V, E) es conezxo si para cualquier
par de vértices i,j € V podemos encontrar un camino desde ¢ hasta j. En

caso contrario decimos que es no conezo.

1 3 5 1 3
2M4 2: 4

grafo conexo grafo no conexo

La numeracion de los vértices de los grafos asociados a una matriz parcial
A tiene gran importancia debido a que algunas clases de matrices como las
totalmente no negativas y totalmente no positivas no se conservan, en general,

por semejanza de permutacién, como vemos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.1.6 La matriz

1 05 05 05
05 1 1 1
0o 0 1 1
0o 0 1 1

A:

es una matriz totalmente no negativa. Sin embargo, aplicando la permutacion
P =11,3,2,4], el resultado

1 05 05 0,5

0 1 0 1
PAPT = ,
05 1 1 1
0 1 0 1

no es una matriz totalmente no negativa ya que tiene algunos menores de

valor negativo, como es el caso de det(PAPT[{1,2}|{2,3}]) < 0.
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El anterior comentario nos lleva a definir grafos monétona y no monétona-
mente etiquetados. Definimos concretamente este concepto, en cada una de
las estructuras que introducimos. Asi en primer lugar decimos que un camino

es mondotonamente etiquetado si estd numerado de forma consecutiva. Es

decir, dado un camino, G = (V,FE), cuyo conjunto de aristas (arcos) es
E = {(i1,1i2), (i2,13), ..., (in—1,1s)}, decimos que G es mondtonamente eti-
quetado si i; = ;1 + 1 para todo j = 2,...,n, y es no mondtonamente

etiquetado en cualquier otro caso. De forma andloga un camino totalmente
especificado decimos que es mondétonamente etiquetado si el conjunto de arcos
es B = {(i1,92), (12,03), .. ., (Gn—1,0n), (41,0n)} cON i = 4,1 + 1, j =2,....n,
y es no mondétonamente etiquetado en cualquier otro caso.

El concepto de camino totalmente especificado es un caso particular del
doble-camino, definido como un grafo dirigido formado por dos caminos in-
ternamente disjuntos, C y Cs, cuyos extremos inicial y final coinciden.

Sea G un doble-camino formado por los caminos Cy = {(i1,42), (i, 3), .. .,
(t—1,0k)} y Co = {(i1,ip42), (ika2,5k13), -+ (bn1,0n), (in,ix) }. Es facil ob-
servar que uno de los caminos puede estar mondtonamente etiquetado y el

otro no, o los dos caminos no estan mondtonamente etiquetados.

Ejemplo 2.1.7 En el cuarto capitulo de esta memoria, en el ejemplo 4.53.15,
tenemos un grafo doble-camino que tiene un camino mondotonamente etique-
tado y el otro no, mientras que el grafo doble-camino del ejemplo 4.3.16 tiene

dos caminos no nondtonamente etiquetado.
De forma andloga un ciclo G = (V,E) con V. = {1,2,...,n}, E =
{(i1,142), (i2,73), - - -, (in—1,0n), (in, i1)}, estd monStonamente etiquetado si iy, =

k para todo k=1,2,...,n.

Combinando ciclos de distintas longitudes podemos generar nuevos tipos
de grafos. Describimos a continuacion los que aparecen a lo largo de la pre-

sente memoria.
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Como primer ejemplo consideramos una generalizacion del concepto de
ciclo a lo que llamamos block-ciclo. Un grafo se dice que es un block-ciclo
si es una sucesién de ciclos {Cy, Cy, ..., Cy} tal que, para cualesquiera i, j,
i # 7, los ciclos C; y C; tienen un vértice en comun, p arcos o aristas en
comun, p > 1, o tienen interseccion vacia. Como hemos visto en otros casos,
podemos extender el concepto de mondtonamente etiquetados a este tipo de

grafos.

Ejemplo 2.1.8 Consideramos la matriz parcial

a1y Q19 ? Q14 ? ?

agy axp ax ! 7 7

A= 7 aszx as azs 7 ?
g1 7 Qa3 Qaa Qs Qg
T 7 ass ass ase
7 ? 7 aes Gs6 Qg

cuyo grafo asociado monotonamente etiquetado, G 4, es un block-ciclo forma-

do por dos ciclos.

3 4 5
2 1 6
Ga

Un grafo se dice que es un doble ciclo si esta formado por dos ciclos
intersectados en un vértice, un arco o mas de un arco en comun.
Definimos que un doble ciclo estd mondtonamente etiquetado si ambos ciclos

estan mondétonamente etiquetados.
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Ejemplo 2.1.9 Los siguientes grafos,

2 1 3 2

Gl G2

son doble ciclos, Gy estd formado por dos ciclos mondtonamente etiquetados
mientras que Go estd formado por un ciclo mondtonamente etiquetado y el

otro no.

Llamamos clique con un camino adjunto al grafo formado por un clique
(ver la préxima subseccién) de un conjunto de vértices, K = (Vi, Ex), y un
camino con vértices inicial y final que pertenecen a V.

En este caso el etiquetado puede ser muy diverso como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10 En los siguientes grafos, cliques con caminos adjuntos,

Gl G2

podemos observar que el camino adjunto es monotonamente etiquetado en Gy

y es no mondtonamente etiquetado en Gs.
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Finalmente dedicamos la siguiente seccién al estudio de los grafos cordales

por su relevancia a lo largo de este trabajo. Para ampliar conocimientos sobre

este tipo de grafos podemos consultar el texto de Blair y Peyton [5].

2.2. Grafos cordales

Un grafo no dirigido se dice que es cordal si no tiene ciclos minimales de

longitud mayor o igual que 4.

Ejemplo 2.2.1 Los grafos asociados a las siguientes matrices parciales son

grafos cordales.

a1 a2 7 a7
Q21 Q22 A23 QA24 Q25
A= 7 az azs 7 ass
agy; agp 7 ag 7
i 7 ase asg 7 ass
1 2
4
Ga

bll b12 ?
b21 b22 b23
7 bsp b3
b41 b42 b43
1
4
e
Gp

bl4
b24
b34

b44

Un clique, en un grafo no dirigido G = (V, E), es un subgrafo completo,

es decir, un grafo cuyo conjunto de vértices es un subconjunto S de V' y

cuyo conjunto de aristas son todas las posibles aristas entre los vértices de S.

Representamos por K, un clique con p vértices. En ocasiones se usa clique en

el contexto de grafos dirigidos. El significado sera entonces el mismo, aunque
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con distinta terminologia, es decir, G; C G es un clique en el grafo dirigido

G sipara i,5 € V(Gy), (4,]) pertenece al conjunto de arcos de Gj.
Sea G = (W1, Ey) el clique K, y Gy = (Va, E») el clique K. Supongamos

que el subgrafo inducido por el conjunto de vértices V3 NV; es el clique K, y
que no existen aristas entre los vértices V3 \ Vi N Va y Vo \ Vi N V4. El grafo
G(V,E), donde V.= VUV, y E = E; U Ej, recibe el nombre de clique
suma de los cliques K, y K, y al clique K, se le llama vértice separador.
Como podemos ver en el ejemplo2.2.1, G4 es un clique suma donde el vértice
separador es un clique de un sélo vértice, en cambio G es un clique suma

cuyo vértice separador es de 2 vértices.

Un grafo cordal diremos que es p-cordal si es una sucesion de cliques
suma y el cardinal del mayor vértice separador es p. (Una sucesién de cliques
suma también recibe el nombre de block-clique). Otra vez en el ejemplo 2.2.1

observamos que G4 es un 1-cordal mientras que G es un 2-cordal.

Podemos observar que todo grafo cordal es un p-cordal, con p > 1. Por
otra parte, todo grafo p-cordal, con p > 2, contiene como subgrafo el 2-cordal

conocido por doble tridngulo, ver [9].

Ejemplo 2.2.2 El grafo asociado a la siguiente matriz parcial

ailz aiz aiz Qaiq
a21 Qg2 Q23 Q24 Q25
az1 azz 33 aAz4 a35 |

41 Q42 Q43 Q44 Q45 G4

G52 As3 (54 Ass

es un grafo 3-cordal. Es facil observar que el subgrafo ({1,2,3,4},{(1,3), (1,4),
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(2,3),(2,4)}) es 2-cordal.

doble-tridngulo

Al igual que en casos anteriores distinguimos entre grafos p-cordal mono-
tonamente etiquetados y no mondtonamente etiquetados. Un grafo p-cordal
con una sucesion de cliques maximales etiquetados de forma consecutiva,
C1,Cy, ..., es mondtonamente etiquetado si para cualquier par de cliques
maximales C; y C; siendo ¢ < jy C;NC; = U = {uy,us,...,ux}, la nu-
meracién de los vértices de los dos cliques es tal que la numeracion de los
vértices de U es mayor que la del conjunto {v : v € C; —{uy,ug, ..., ux}} yes
menor que la numeracién de los vértices de {w : w € C; — {uy, ug, ..., ug}},
verificando en todo caso que cada vértice separador no pertenece a mas de
dos cliques. En caso contrario, decimos que el grafo es no monétonamente

etiquetado.

En el siguiente ejemplo mostramos el concepto de monotonia en la nu-

meracion de los grafos 1-cordal.

Ejemplo 2.2.3 Consideramos las siguientes matrices parciales,

ap aip a3 7 ? by bz bz 7 ?
ag G a3 7! ? bar by Doz oy Do
A= a3 azx ass azy ass B=| by bg bz 7 ?
? 7 as3 Q44 Gys 7 by 7 by by
i 7 7 asy ass Gss i L 7 o bsy 7 bsa bss i
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con sus respectivos grafos asociados,

GA GB

Ambas matrices tienen grafo asociado 1-cordal. No obstante, mientras G 5 es

mondotonamente etiquetado, Gg es no mondtonamente etiquetado.

Observamos que Gpg en el ejemplo anterior es isomorfo al grafo G4 y
que con una matriz permutacion adecuada P, se puede transformar B en
la matriz parcial A. Sin embargo, esta transformacién no es posible cuando

existe un vértice separador perteneciente a mas de dos cliques.

Ejemplo 2.2.4 Consideramos las siguientes matrices parciales,

aj; Qa1 Qi3 ? ? bn b12 ? ? ?

asr Qa7 ? bai by 7 by 7

A= a31 daz2 33 aA3q4 G35 B = ? 7 bsz bsg bss

? 7 asy a7 7 bya byz bay bys
i ? ? as3 ? ass ] i 7 ? b53 b54 b55 ]

con sus respectivos gmfos asociados,
1 3 4 3 4 2
® ® ®

2 5 5 1

GA GB
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Ambos grafos asociados son 1-cordal no mondtonamente etiquetados.

Con la matriz permutacion P = [1,2,4,3,5] consequimos transformar la ma-
triz B en otra matriz cuyo grafo asociado es 1-cordal mondtonamente eti-
quetado. Sin embargo, no podemos hacer lo mismo con la matriz A ya que el

vértice separador pertenece a tres cliques.
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Parte 11

Matrices totalmente no

negativas
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Capitulo 3

Introduccién y antecedentes

3.1. Antecedentes

Una matriz real A = (a;;) de tamano m x n se dice que es una matriz
totalmente no negativa si cada submatriz cuadrada (sea principal o no) de A
tiene determinante no negativo. En particular, cada elemento de una matriz
totalmente no negativa es no negativo. De aqui en adelante, las matrices a
considerar van a ser cuadradas, es decir, m = n.

F. R. Gantmacher y M. G. Krein, ver [17], [18] y [19] inician el estudio
de estas matrices en los anos treinta del siglo X X. Mas tarde, aparecen en
trabajos sobre ceros de polinomios [3], procesos estocasticos [35] y matroides
[37]. En 1987, T. Ando, ver [1], present6 una lista de resultados obtenidos
hasta la fecha, desde el punto de vista algebraico.

Recientemente, las matrices totalmente no negativas aparecen en con-
textos de diversas areas cientificas. Por una parte, en temas puramente
matematicos, como ecuaciones diferenciales, procesos estadisticos, probabili-
dades, biologia matematica, teoria de aproximaciéon, ecuaciones integrales,. . . ,
por ejemplo, aparecen dichas matrices en grupos de Lie [38], geometria alge-

braica [14], [15] y [41], y conjuntos parcialmente ordenables [43] y [44]. Por

43
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otra parte, encontramos las aplicaciones de las matrices totalmente no nega-
tivas en Ecomonia [35], en Quimica [42] y en Ingenieria Eléctrica, tal como
podemos ver en [6], donde las matrices totalmente no negativas caracteri-
zan ciertas redes electrénicas invertibles estudiadas por E. B. Curtis y J. A.
Morrow. Por lo tanto, la total no negatividad es un area muy activa en la
investigacion cientifica. Para ver mas aplicaciones podemos consultar el texto
de S. Karlin, [36].

Otras clases de matrices como las matrices definidas positivas, las P-ma-
trices y las M-matrices entre otras, ver [28], tienen muchas propiedades en
comun con las matrices totalmente no negativas.

En esta parte de la tesis abordamos el problema de completacién de ma-
trices parciales totalmente no negativas. Analizamos matrices con diferentes
grafos asociados y resolvemos ciertos aspectos del problema de completacién
de matrices parciales totalmente no negativas, cuyo planteamiento general
es el siguiente: Dada A una matriz parcial totalmente no negativa, jexiste
una matriz completacion totalmente no negativa de A? Diversos autores han
estudiado este problema. Podemos citar, por ejemplo, a S. M. Fallat, C. R.
Johnson y R. L. Smith, que en [12] trataron dicha clase de matrices parciales
en el caso de matrices rectangulares, y a C. R. Johnson, B. K. Kroschel y M.
Lundquist, y C. Jordén y J. R. Torregrosa que proporcionaron en [31] y [34]
respectivamente diversos resultados para matrices parciales posicionalmente
simétricas.

En este trabajo, analizamos los resultados obtenidos hasta la fecha y
aportamos nuevos resultados del problema, principalmente en el caso de ma-

trices no posicionalmente simétricas.
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3.2. Resultados previos

En algunas investigaciones sobre el problema de completacion de matri-
ces totalmente no negativas, ver [34], podemos observar que dichas matrices

pueden aparecer nombradas como matrices totalmente positivas.

Definicién 3.2.1 Dada una matriz real A = (a;;), se dice que A es una
matriz totalmente no negativa (TNN) si todas sus submatrices tienen deter-

mainante no negativo.
Vemos a continuacion un ejemplo del anterior concepto.

Ejemplo 3.2.1 Consideramos las matrices,

1 1/3 2/3 2/9 1 1/3 2/3 2/9

2 1 2 2/3 2 1 2 1
A= / y B=

1 1/2 1 1/3 1 1/2 1 1/3

1/3 3/2 3 1 1/3 3/2 3 1

Denotamos por My(A) = (my;), con k =1,2,3,4, la matriz obtenida a partir
de A cuyos elementos son todos los menores posibles en A de grado k. Descri-
bimos los elementos de My(A) de la siguiente forma: si k = 1, entonces
My(A) = A. Para k =2, m;; = det Alay|5;],

Zj({)‘]g [ 13 2/3 2/9 00 0]

) {1’3} /6 1/3 1/9 0 0 0

; {124} g My(A) = 25/18 25/9 25/27 0 0 0O |
0 0 0 00 0

é ii 8/3 16/3 16/9 0 0 0

6| (5.4} | 4/3 8/3 8/9 00 0
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maientras en el caso k = 3

.7 | o, B

1]{1,28

21{1,24}y vy Ms;(A)=0
31 {1,534}

411254}

Observamos que My(A) = det A = 0.

Ahora es facil ver que todos los menores en A de drdenes 1,2,3 y 4 son no
negativos, por lo que A es una matriz totalmente no negativa.

Calculando los menores de la matriz B de forma andloga, obtenemos My(B) =

det B = 0. Sin embargo,

0 —1/18 —1/9 0
0 —25/54 —-25/27 0
M3(B) = / /
0 0 0 0
0 4/9 89 0
Y _ _
1/3 2/3 5/9 0 1/9 2/9
16 1/3 1/9 0 0 0
25/18 25/9 25/27 0 0 0
Ms(B) = / / /
0 0 —1/30 0 —1/6 —1/3
8/3 16/3 5/3 0 —1/2 —1
4/3 8/3 8/9 0 0 0

Asi pues, podemos encontrar submatrices de B con determinante negativo

con lo que B no es una matriz totalmente no negativa.

A continuacion destacamos las propiedades mas utilizadas en este trabajo

de las matrices totalmente no negativas. Para més informacién ver [36].

Proposicién 3.2.1 Sea A = (a;j) una matriz totalmente no negativa de

tamano n X n. Entonces:
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St D es una matriz diagonal positiva, entonces DA y AD son matrices

totalmente no negativas.

Si D es una matriz diagonal positiva, entonces DAD™' es una matriz

totalmente no negativa.

La total no negatividad, en general, no se mantiene por la semejanza de
permutacion. Como caso especial, si P = [n,n —1,...,2 1], entonces

PAPT es una matriz totalmente no negativa.

Si B es una matriz totalmente no negativa de tamano m X m, entonces
la matriz

A 0
0 B

C:

)

es una matriz totalmente no negativa.

Cualquier submatriz de A (principal y no principal) es totalmente no

negativa.

El primer apartado de esta proposicién nos permite asumir, sin pérdida

de generalidad, que los elementos diagonales especificados y no nulos tienen

el valor 1.

Teniendo en cuenta la ultima propiedad y llevando el concepto de matrices

totalmente no negativas al contexto de matrices parciales podemos dar la

siguiente definicion.

Definicién 3.2.2 Se dice que una matriz parcial A es una matriz parcial

totalmente no negativa si toda submatriz completamente especificada de A

tiene determinante no negativo.



48 CAPITULO 3. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

Ejemplo 3.2.2 Es fdacil comprobar que la matriz parcial,

1 1/3 2/3 2
> 1 2 2/3
1z 1 1/3
1/3 3/2 xy 1

B =

es una matriz parcial totalmente no negativa. Observamos que la matriz A

del ejemplo 3.2.1 es una completacion totalmente no negativa de B.

Abordamos a continuacion el problema de completacién para este tipo de
matrices, es decir, dada una matriz parcial totalmente no negativa A, jexiste
una completacion totalmente no negativa A. de A?

En general no existe la completacion deseada tanto en caso de matrices
posicional como no posicionalmente simétricas. Veamos los siguientes ejem-

plos.

Ejemplo 3.2.3 Consideramos la matriz,

1 1 13 0,8
0,8 1 1 T4

T31 0,2 1 077
0,1 T49 0,2 1

A=

A es una matriz parcial totalmente no negativa posicionalmente simétrica.
A partir de det A[{1,2}|{2,4}] > 0 y det A[{2,3}|{3,4}] > 0 tenemos xoq >
0,8 y xog < 0,7, respectivamente. Por lo tanto, A no tiene completacion

totalmente no negativa.

Ejemplo 3.2.4 Consideramos la matriz parcial totalmente no negativa, no

posicionalmente simétrica,
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A partir de los determinantes det A[{1,2}|{1,3}] > 0 y det A[{2,3}] > 0
obtenemos xo3 > 0,8 y x93 < 0,7, respectivamente, lo que nos permite afirmar

que A no tiene completacion totalmente no negativa.

Para los proximos resultados, es necesario introducir la siguiente defini-

cion.

Definicién 3.2.3 Decimos que una matriz parcial totalmente no negativa
A, de tamano n X n, es reqular si cada submatriz principal mazximal es no
singular y para cada par de submatrices principales mazimales Ala] y A[S],

tal que aN G # ¢, a, f C{1,2,---,n}, AlaN ] es también no singular.

C. R. Johnson, B. K. Kroschel, M. Lundquist han estudiado el problema
de completacién para matrices parciales totalmente no negativas en el caso
de grafos asociados cordales, ver [31], obteniendo entre otros el siguiente

resultado.

Teorema 3.2.1 Sea G un grafo conero de n vértices. Sea A una matriz
parcial totalmente no negativa reqular cuyo grafo asociado es G. Si G es
1-cordal mondtonamente etiquetado entonces existe completacion totalmente

no negativa de A.

Observamos que los mencionados autores comentan que la regularidad no
es una condicion necesaria en el teorema. Por otra parte, el problema se puede
reducir al estudio de grafos asociados conexos, como se pone de manifiesto

en el siguiente resultado.

Lema 3.2.1 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa, de tamano nx
n, cuyo grafo asociado G es un grafo no conexro mondtonamente etiquetado.
A tiene completacion totalmente no negativa, si y solo si cada submatriz
principal que tenga asociado un subgrafo conexo de G, tiene completacion del

mismo tipo.
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Demostracién: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A tiene la

forma
Ay 72 2
2 Ay e ?
! 292 !
A= ,
? 7 Ay
donde A;; con ¢ = 1,2,... k son las submatrices principales asociadas a

los subgrafos conexos y 7 indica un bloque de elementos no especificados.
Si A tiene completacion totalmente no negativa, entonces cada submatriz
principal de A la tiene por definiciéon. Por lo tanto, la condicién es necesaria.

Para demostrar la suficiencia, obtenemos una nueva matriz parcial total-
mente no negativa A al sustituir las submatrices Ay, Ags, - -+, Ape por las
completaciones correspondientes, y obtenemos una completacion totalmente
no negativa de A al completar los elementos no especificados de esta por
elementos nulos. El resultado es una completacion totalmente no negativa de
A. O

Por lo tanto, por una parte en el actual trabajo podemos considerar, sin
pérdida de generalidad, sélo grafos conexos y por otra podemos enunciar el

teorema 3.2.1 de la siguiente manera.

Teorema 3.2.2 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo
asociado es G. Si G es 1-cordal mondtonamente etiquetado entonces existe

una completacion totalmente no negativa de A.

En cambio, una matriz parcial que tenga asociado un grafo k-cordal, k >
2, monétonamente etiquetado no admite necesariamente una completacién
del mismo tipo, como los autores C. R. Johnson, B. K. Kroschel, M. Lundquist,

ver [31], ponen de manifiesto mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2.5 Consideramos la matriz parcial totalmente no negativa

1 1 04 =z
04 1 1 04
02 08 1 1
y 02 04 1

A=

cuyo grafo asociado es un 2-cordal monotonamente etiquetado. Podemos veri-

ficar que A no tiene completacion totalmente no negativa ya que
det A = —0,0016 — 0,008z — 0,328y — 0,2zy < 0
para todos los valores de los elementos desconocidos.

Como vamos a ver en el proximo capitulo, en general, en el caso de grafos
asociados cordales no mondtonamente etiquetados, y grafos no cordales, tam-

poco existe la completacién deseada.
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Capitulo 4

Resultados obtenidos

En este capitulo abordamos las cuestiones abiertas dentro del problema
de completacion de matrices TN N, presentando los resultados conseguidos.
Iniciamos el estudio trabajando con matrices parciales con diagonal total o
parcialmente no especificada. Observamos que, salvo para tamanos y patrones

concretos, el problema en general no tiene solucién.

En caso de diagonal principal totalmente especificada es asimismo un
problema abierto al que dedicamos el resto de secciones de este capitulo. Es-
tudiamos en cada seccion la existencia de completaciones de matrices parcia-
les con diferentes tipos de grafos asociados: grafos cordales, ciclos, caminos,
etc. Como consecuencia del apartado 3 de la proposicién [3.2.1, analizamos
dichos casos segin la numeracion de los vértices, es decir, distinguiendo entre

grafos monoétona y no monétonamente etiquetados.

53
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4.1. Diagonal principal parcialmente especi-

ficada

A continuacién analizamos el problema de completaciéon de matrices par-
ciales totalmente no negativas cuya diagonal principal tiene elementos no
especificados. Empezamos por el caso de matrices de tamano 3 x 3, en el que
existe una completacién totalmente no negativa siempre que los elementos

de fuera de la diagonal estén especificados y no nulos.

Lema 4.1.1 Sea A una matriz parcial TN N de tamano 3 X 3 con elementos
diagonales no especificados. Si todos los elementos de fuera de la diagonal

son especificados y no nulos entonces existe una completacion TINN .

Demostracion: Analizamos los diferentes casos en funciéon del nimero de
elementos diagonales no especificados.
(1) Todos los elementos diagonales no estan especificados. La matriz A tiene
la forma,
T G2 a13
A= | an w2 ass
az1 Q32 T33

Sea A, la matriz obtenida al reemplazar 11, X290, T33 €n A por ci1, Coa, C33, TeS-
a31a12 21413 a32a21 @12@23}
) )

pectivamente, tal que, ¢;; = max{ }, c29 = min{
a3 a23 asy a3

(. @13G32 A230A31
y ¢33 = max{——, ——1}.
Q12 a1
Podemos verificar que,

32021 a31012 23031 . 32021
a3 [(CH a a32 )(033 a 21 )]’ oo a3
det A, =
12023 21013 13032 . 12023
a9 a1 a13a a0
[(e11 — )(c33 — ), st ocop =
a13 23 Q12 a13

no es negativo para los valores de ¢q1 v ¢33.
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Desarrollamos los determinantes de las submatrices de tamarno 2 x 2.

32021 as1a12 . a32a21
[011 - ], 51 Co2 =
a31 a32 a31
det A[{1,2}] =
A120a23 21413 . a12a23
[011 - ], 51 Co2 =
a13 23 13

entonces det A[{1,2}] > 0 para los dos valores de ¢1;.

0, sl cp2 =
det A[{1,2}[{2,3}] =
13032021 13012023

12023 = — > a12a23 — g 0, si coo=
31 13

det A[{Z, 3}|{1, 2}] = 21Q32 — C22031 2 0, para los valores de C922.

De manera andloga podemos demostrar que det A[{2, 3}] es no negativo.
Por lo tanto, A. es una completacién TN N de A.
(77) En el caso de que A tenga uno o dos elementos diagonales especificados

encontramos las siguientes posibilidades.

(741) La posicion (2,2) es la inica no especificada. A partir de la proposicién

3.2.1, podemos suponer que A tiene la forma,

1 a2 as
A= a21 T2 Q23

az; azy 1

De det A[{1,3}/{1,2}] > 0 y det A[{1,2}|{1,3}] > 0 obtenemos a2 <
as2 az3 . s .

—= y a1 < —, respectivamente. Multiplicando as; por la primera des-
asi ais

igualdad y aq5 por la segunda, concluimos ajsaz; < min{ ,
Goorlon 1ol a31 a3
. . (32021 Q12023
De manera andloga tenemos, asgsasz < min{ ,——}.
asi a13
Para que todos los menores de tamano 2 x 2 sean no negativos, de

32021 a12a23}

412023

ais

a32a21

a3l
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det A[{1, 2}|{2,3}] > 0 y det A[{2,3}|{1,2}] > 0 obtenemos x9y <
a3aga21’ a;za23}’ y de det A[{1,2}] > 0 y det A[{2,3}] > 0 que
31 13

Ty > max{aiaas1, a23a32}.

min{

G12(G21 - a23a31) + a32(a23 - a21a13)

Por otra parte, det A > 0 si 299 <
(1 — aizaz)

Es facil verificar que

a12(a21 - a23a31) + a32(a23 - G21a13)

méX{CL126L217 a23a32} < (1 — a13a31)

Por lo tanto, al completar la posicién (2,2) por cos tal que

max{aiaaar, Agsass} < g <

A12Q23 Q32021 a12(a21 - G23G31) + a32(a23 - a21a13)}
) ) )

< min
- { a3 asy (1 — ayzas;)

la matriz resultante es una completacion TN N de A.

Si las posiciones (1,1) y (2,2) 6 (2,2) y (3,3) son las tnicas posiciones
no especificadas, completamos la (1,1) 6 (3, 3) respectivamente por un

valor suficientemente grande y la posicién (2,2) como en (iiy).

Si alguna de las posiciones (1,1) 6 (3,3), o las dos, no estan especifi-
cadas, siendo la (2,2) especificada, las completamos por valores sufi-

cientemente grandes.

Por lo tanto, A tiene completacién TN N. O

Si una matriz parcial de tamano 3 x 3, con elementos especificados no

nulos, tiene toda la diagonal no especificada y ademas tiene elementos no

especificados fuera de la diagonal, entonces podemos completar estos ultimos

por valores reales cualesquiera y seguir los pasos de la demostracién del lema

anterior. En cambio, el resultado no es cierto en general si algunos elementos

diagonales estan especificados y otros no, siendo no especificados algunos

elementos de fuera de la diagonal.
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Ejemplo 4.1.1 Consideramos la matriz

T11 1 1
A= 0,5 1 93
1 32 1

A es una matriz parcial TN N con una posicion diagonal (1,1) y dos posi-
ciones de fuera de la diagonal (2,3) y (3,2) no especificadas. Observamos
que det A[{1,2}|{2,3}] > 0 y det A[{2,3}|{1,3}] > 0 implican que x93 > 1 y

x93 < 0,5 respectivamente. Por lo tanto, A no tiene completacion TN N.

A partir del ultimo ejemplo y la proposicién [3.2.1, podemos asegurar que
en general no existe la completacion deseada cuando la posicién (3,3) no
esta especificada siendo otras posiciones de fuera de la diagonal no especifi-
cadas. En cambio, podemos afirmar que A tiene completacién TN N cuando
la posicion (2, 2) no esta especificada completando adecuadamente las demas
posiciones y aplicando el lema 4.1.1.

Sin embargo, el resultado no es cierto cuando se trata de matrices par-
ciales, de tamano 3 x 3, con algunos elementos especificados nulos, como lo

ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.2 Consideramos la siguiente matriz

T11 2 1
A= 1 922 0
3 2 33

A es una matriz parcial TN N con la diagonal principal no especificada.
Sin embargo, det A[{1,2}|{1,3}] es negativo para todo valor de x11. Por lo

tanto, A no tiene completacion TN N .

Al intentar extender el lema [4.1.1 a matrices de tamano n x n, n > 4,
obtenemos que, en general, no existe completacién totalmente no negativa,

como podemos ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.1.3 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N con diagonal

principal no especificada

zp 11 1/2
1 @9 11
1/2 1 x5 1/2
/2 1 1 au

A no tiene completacion TN N, ya que, det A[{2,3}|{2,4}] = %2 -1 > 0,
implica x99 > 2. En cambio, det A[{1,2}|{2,3}] = 1 — 292, es no negativo si

oo < 1. Por lo tanto, A no tiene completacion TNN.

Dicho ejemplo puede ser generalizado para matrices de tamano mayor,
puesto que, cualquier matriz parcial totalmente no negativa con la diagonal
no especificada que contenga a la matriz del ejemplo anterior como submatriz
principal no tendra completacion del mismo tipo. Por lo tanto, podemos

obtener el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.1 Para cualquier n > 4, existe una matriz parcial TN N
de tamano n X n, con diagonal principal no especificada, que no tiene com-
pletacion TN N.

En general, para el caso de matrices parciales de tamano n xn, n > 4, no
existe completacion totalmente no negativa si la diagonal contiene algunos

elementos especificados y otros no.

Ejemplo 4.1.4 Consideramos la siguiente matriz

11 1/2 1/2

1 1 1
A — T2

11 1/2 1

1 2 1 T44
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A es una matriz parcial TN N, en la que det A[{2,3}[{1,2}] > 0 implica que
Ty < 1, y det A[{2,3}] > 0 implica que x99 > 2. Por lo tanto, A no tiene
completacion TN N .

Este ejemplo también puede ser generalizado, de forma analoga al ejemplo
4.1.3, para el caso de matrices de tamano n x n, n > 4. Dichos ejemplos nos

permiten obtener el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2 Para cualquiern > 4, existe una matriz parcial TN N de
tamano n xn, cuya diagonal principal contiene tanto elementos especificados

como no especificados, que no tiene completacion TN N.
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4.2. Grafos no dirigidos

4.2.1. 1-Cordal

Tratamos, a continuacién, el problema de completacion de las matrices
parciales totalmente no negativas con posiciones diagonales especificadas,
completando los resultados conocidos para el caso de grafo asociado 1-cordal.

En general, para dicha clase de grafos no existe una completacion total-

mente no negativa, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1 La matriz,

1 T12 2
A = T21 1 1
1 1 2

es una matriz parcial TNN cuyo grafo asociado es un 1-cordal, concreta-
mente un camino no dirigido. Por una parte, para que A tenga completacion

TNN es necesario que

det A[{1,2}[{2,3)}] = 212 — 2 > 0,

det A[{2,3}{1,2}] = 221 — 1> 0

De estas desiqualdades obtenemos x19x9; > 2.
Por otra parte, por la desigualdad det A[{1,2}] = 1 — x1529; > 0 obtenemos
T12x21 < 1, lo cual es una contradicion. Por lo tanto, A no tiene completacion

TNN.

Recordamos que segin el teorema 3.2.2/la monotonia en la numeracion de
los vértices es una condiciéon suficiente para la existencia de una completacién

TNN, condiciéon que no se cumple en el anterior ejemplo. Comenzamos por
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tanto analizando el caso de caminos no mondétonamente etiquetados, pro-
porcionando una condicion necesaria y suficiente para la existencia de dicha
completacién. También veremos que la misma condicién es necesaria y sufi-
ciente para que exista la completacion deseada en otros casos particulares de
1-cordal.

En primer lugar, analizamos las matrices parciales de tamano 3 x 3 cuyos
grafos asociados son caminos no dirigidos no mondétonamente etiquetados.

Para ello consideramos, sin pérdida de generalidad, las siguientes matrices

1 212 a3 1 ap a3
Ar= |z 1 ao y As= | an 1 a9
as; agy 1 asy T3 1

cuyos grafos asociados son

° ° ° ° ° ®
1 3 2 2 1 3
Gy, G a,
Las matrices
1 (113/6123 @13 1 a2 a3
A, = | az/as 1 23 y Ax = | an 1 aiz/ain
asy aso 1 asy asi/as 1

son completaciones TN N de A; y A, respectivamente si se verifica ajzaz; <

(93032 €n el primer caso y aisas; < ajzaz; en el segundo caso.

Observando la relacién de indices y condicién introducimos la siguiente

definicién.
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Definicién 4.2.1 Dado G un camino no mondtonamente etiquetado de tres

vértices,

decimos que una matriz parcial A, cuyo grafo asociado es G, cumple la P-

condicion st cuando
a) j<i<k (k<i<yj) sewerifica ajpar; < (agx/ai;)a;ja;;
b)i<k<j (j<k<i) sewverifica aja; < (a;/a)aria;g

En general, decimos que una matriz parcial A de tamano nxn, n > 3, cuyo
grafo asociado es no mondotonamente etiquetado, cumple la P-condicion si ca-
da submatriz de tamano 3 x 3 cuyo grafo asociado es un camino no monétona-
mente etiquetado cumple las desigualdades de dicha condicién. Veamos un

ejemplo de este tipo de matrices, de tamano 4 x 4.

Ejemplo 4.2.2 Consideramos la matriz parcial TN N

I zp 0,5 w14
T21 1 1 O,5
0,5 0,5 1 T34

T41 0,5 43 1

A:

cuyo grafo asociado, Gy, es un camino no dirigido no monotonamente eti-

quetado.

Ga
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Consideramos las submatrices de tamano 3 X 3, cuyos grafos asociados son

los caminos no mondtonamente etiquetados G afq1 2,3y ¥ Galg2,3,43]

1 Ji k 7 7 k

[ ® ° [ ® °

1 3 2 3 2 4
Gajf1,2,3) G Alf2,3,4)]

Como ayzaz; = 0,25 < 0,5 = agzase, A[{1,2,3}] cumple la P-condicion. Por
otro lado, la submatriz A[{2,3,4}], cuyo grafo asociado es G af2,3,4y), también
cumple la P-condicion ya que asgags = 0,25 < 0,5 = aggaze. Por lo tanto, A

cumple la P-condicion.

Para las matrices parciales totalmente no negativas de tamano 3 x 3, cuyos
grafos asociados son caminos no monétonamente etiquetados, la P-condicién
es necesaria y suficiente para la existencia de completaciones totalmente no

negativas.

Proposicion 4.2.1 Sea A una matriz parcial TN N de tamano 3 X 3 con
elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un camino no di-
rigido no mondtonamente etiquetado. Entonces A tiene completacion T NN

sty solo si A satisface la P-condicion.

Demostracion: Tenemos, sin pérdida de generalidad, teniendo en cuenta
la proposicion [3.2.1, inicamente dos posibilidades de grafos asociados a la

matriz A,

Gl = ({17 27 3}? {(173)7 (37 2)}) Yy G2 = ({17 273}7 {(27 1)7 (173)})

e
w®
M‘
[\

w®
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Analizamos con detalle solo el primer caso, ya que el segundo se justifica de
forma andloga.

Supongamos pues que A tiene la siguiente forma,

1 712 ais
A= T21 1 ags )

a1 asy 1

y que se verifica la P-condicion, es decir, ajza3; < aszass.

Dada
1 a3 / G23 (13
A.= a31/023 1 23
as aso 1

podemos comprobar facilmente que las submatrices de tamano 2 x 2 tienen
el determinante no negativo y que det A, = (1 — £13%L) det A[{2,3}] > 0. Por
lo tanto, A tiene completacion TN N.

Para demostrar que la condicion mencionada es necesaria, supongamos que

A tiene una completacion TN N, A,

Por lo tanto:

1) det AC[{l, 2}|{2, 3}] = C120923 — 413 > 0 1mphca C12093 > a13

11) det AC[{L 3}|{1, 2}] = a3z — aziCi12 Z 0 implica as9 Z a31C12

Obtenemos ajzas; < agszasze al reemplazar cjo de la segunda desigualdad en

la primera. U



4.2. GRAFOS NO DIRIGIDOS 65

En general, las matrices parciales totalmente no negativas que contienen
elementos nulos, cuyos grafos asociados son caminos no dirigidos no monéto-
namente etiquetados, no tienen completacion totalmente no negativa aunque

cumplan la P-condicion, como ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.3 La siguiente matriz,

1 T12 2
A= |z 1 0|,
0 3 1

es una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado es un camino no mondtona-
mente etiquetado y cumple la P-condicion. Sin embargo, A no tiene com-
pletacion TN N, ya que det A[{1,2}{2,3}] = —2 para todos los valores de

T12.

Antes de ampliar nuestro estudio a matrices de tamano n x n, n > 4,
analizamos algunos casos particulares de grafos 1-cordal no monétonamente
etiquetados en el que la P-condicién es necesaria y suficiente para la existen-

cia de la completacién buscada.

Lema 4.2.1 Sea G un grafo que contiene un clique sobre el conjunto de
vértices {1,2,...,n — 1} y un vértice n adyacente a uno de los vértices
{1,2,...,n —2}. Cada matriz parcial TNN A, con elementos especificados
no nulos, cuyo grafo asociado es G, tiene completacion TNN si y solo si A

cumple la P-condicion.

Demostracién: Supongamos que el vértice n es adyacente al vértice 7, sien-

do j un elemento de {1,2,...,n — 2}.
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Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que la matriz A tiene la forma,

1 ai2 Ce ayj cee A1n-1 T1n
a1 1 c a2; cee Q21 Ton
A= aj1 Q9 Ce 1 cee Qjn—1 Qjn
Qp—-11 Aan—-12 --- an,l’j . 1 Tn—1,n
Tnl Tn2 R Anj oo ITnn-1 1

Como la submatriz principal asociada al camino {(n — 1, j), (j,n)} satisface
la P-condicién, obtenemos la desigualdad anja;, < an—1;a;,—1. Sea A, la
completacién obtenida de A reemplazando las posiciones no especificadas de

A por los valores que se detallan a continuacion:
Tn—1n = ajn/aj,n—l
Tnn—1 = a'nj/an—l,j
Tpn = Z0 k=12, j—1j+1,....n—2

T = bkl =12 ..., —1,7+1,...,n—2

Gn—1,5
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Para demostrar que A. es una completacion T'N N necesitamos verificar que
det A [a|B] > 0 para toda o, 5 C {1,2,...,n} con || =B yn € adnep.

Consideramos los siguientes casos:

(a) Sin¢aynep, 8={0,...,0k1,n}, entonces
det A o] Y det Acfa{Bi, ..., Bp_1,n — 1}] > 0.

ajn—1

(b) Sin€a, a={aq,...,a5_1,n} y n & [3, entonces
det A Ja|f] = =2 det A[{c1,...,ar_1,n —1}|3] > 0.

Gn—1,5

(¢) Sinea,a={ay,...,a5_1,nyyn € f,8={p0,...,0k1,n}, entonces
det A Ja|f] = —%%— det A {1, ..., ap_1,n— 1}{B1,...,Br_1,m —

an—1,j4jn-1

1] + det A[{n — 1,n}]det A[{ar, ..., cn_1Y{B1, ... Bes}] > 0.

Ahora, para demostrar que la condicién es necesaria supongamos que existe

una completaciéon TNN, A. = (¢;;) de A. De los determinantes:
det Ac[{j,n—1}{n—1,n}] >0 vy detA{n—1,n}{j,n}] >0,

obtenemos la desigualdad an;a;, < an—1;a;n—1-

De forma anédloga obtenemos el resto de las desigualdades de la P-condicién,

por lo que dicha condicién es necesaria. Il
Observamos que si el vértice n es adyacente al vértice n— 1, G es un grafo

1-cordal mondétonamente etiquetado.

Podemos extender el resultado anterior de la siguiente manera.

Teorema 4.2.1 Sea G un grafo 1-cordal que contiene un clique sobre los
vértices {1,2,...,k} y un conjunto de vértices {k+1,k+2,...,n} adyacen-
tes a uno de los vértices {1,2,... k}. Cada matriz parcial TNN, A, con ele-
mentos especificados no nulos, cuyo grafo asociado es G, tiene completacion

TNN siy solo si A cumple la P-condicion.
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Demostracién: Supongamos que los vértices {k+1,k+2,...,n} son adya-
centes al vértice j, siendo j un elemento de {1,2,...,k}. Podemos asumir

que A tiene la forma,

1 a12 . Q1; e (0503 T1k+1 - - - T1in
agq 1 ce Q25 ce Aok Tok+1 - Ton
41 D) . 1 e Qi Qjk+1 - - Qjn
A=
Qg1 [03%) ce QA ce 1 Tk k+1 - -- Tkn
Thy1,l The12 - Qkyly - Thelk 1 oo Thkyln
L Tnl Tn2 . Q5 c. Tk Tnk+1 - -- 1 ]

Suponemos que A satisface la P-condicién. Realizamos la prueba por induc-
cién sobre el nimero de vértices p, adyacentes al vértice j. Si p = 1, aplicamos
el lema anterior. Supongamos ahora que podemos obtener una completacién
TNN, Ay, de Ay = A[{1,2,...,n—1}]. Denotamos por A la matriz obtenida
de A al reemplazar A; por Aj.. Aplicando otra vez el lema 4.2.1 sobre la
matriz A, obtenemos una completacién TN N, A, de A.
De manera analoga a la demostracién del lema 4.2.1, se verifica que la P-
condicién es necesaria. U
Como caso particular del teorema anterior obtenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.2.1 Sea A una matriz parcial TN N de tamarno n X n que con-
tiene unicamente una fila y una columna totalmente especificadas y el resto de
elementos no diagonales son desconocidos. Entonces existe una completacion

TNN de A siy solo si A cumple la P-condicion.

Demostracién: Supongamos que la fila y columna con indice k£ estan total-

mente especificadas y la matriz A satisface la P-condicién. Si aplicamos el
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teorema 4.2.1 sobre la submatriz A[{k,k + 1,...,n}], obtenemos una com-
pletacion TNN A[{k,k + 1,...,n}].. Andlogamente, aplicamos el teorema
mencionado también sobre la matriz PA[{1,2,...,k}|PT, donde P es la
matriz permutacion P = [k, k — 1,...,1], para obtener una completacién
TNN, A[{1,2,...,k}]. de A[{1,2,...,k}]. Sea A una nueva matriz par-
cial TNN obtenida de A al reemplazar las submatrices A[{1,2,...,k}] y
Al{k,k+1,...,n}] por sus completaciones correspondientes. El teorema 3.2.2
aplicado a la matriz A nos permite obtener una completacién TN N de A.
De forma analoga al desarrollo de la demostracion del teoremal4.2.1, podemos
demostrar que la P-condicién es necesaria. Il

Volviendo a las matrices parciales TN N cuyos grafos asociados son ca-
minos no mondétonamente etiquetados, recordamos que, segin la proposicion
4.2.1/1a P-condicion es condicidn necesaria y suficiente cuando la matriz es de
tamano 3 X 3 con elementos especificados no nulos. Para obtener una condi-
cién necesaria y suficiente con el fin de encontrar la completacién deseada en
el caso de matrices parciales de tamano n X n, n > 4, extendemos la idea del
teorema 3.2.2.

Sea A una matriz parcial de tamano n x n,

Ay ars Ags
_ T T
A= as 1 ay |,

Asi agy Ass

donde los bloques A1 y Assz son totalmente especificados y el resto de bloques
pueden contener elementos no especificados. Llamamos C'-completacion de
A a cualquier completacion de A obtenida tras reemplazar los elementos

desconocidos de manera que,
_ T _ T
Az = anay; Yy Az = azpay

Observamos que cualquier matriz parcial cuyo grafo asociado es un camino

no dirigido no monoétonamente etiquetado tiene C'-completacion.
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Definicion 4.2.2 Sea A una matriz parcial de tamano nxn cuyo grafo aso-
ciado es un camino no mondtonamente etiquetado {(iy,i2), (i2,73), ..., (in1,

in)}. Definimos la C'P-condicion de la siguiente manera:

a) Paran = 3, la CP-condicion coincide con la P-condicion.

b) Para n > 4, consideramos la matriz parcial As obtenida al reempla-
zar en A la submatriz Al{iy,iz,i3}] por su C-completacion. Sea Ay,
k=4,5,...,n, la matriz obtenida de A,_, recursivamente al reempla-
zar la submatriz Ay_1[{i1, 4o, ..., i1 }] por su C-completacion. Decimos
que la matriz A cumple la C'P-condicion si las submatrices asociadas
con los caminos no mondtonamente etiquetados {(i;,i5-1), (ik—1,%%)},

J=12,..., k=2, k=3,4,...,n, de Gz, cumplen la P-condicion.
Observamos que la C-completacion de una matriz dada es tnica.

Ejemplo 4.2.4 Consideramos la matriz,

1 @2 a3 ain w15
T21 1 x93 @4 ags
A= asr Tz 1 w34 ass |

g1 Taz Taz 1 @y

Ts1 As2 sz Tsa 1

cuyo grafo asociado es el camino no mondétonamente etiquetado {(4,1), (1, 3),
(3,5),(5,2)}. Veremos ahora qué desigualdades constituyen la C'P-condicion
para esta matriz.

Primero, consideramos la C-completacion de la submatriz A[{1,3,4}] para

obtener As. ) )
1 12 ais a4 T15
T9r 1 T3 Tog 25
Ay = | ag 3 1 ais/ars  ass
Ay Taz Ga1/a31 1 Ty
| Ts1 ds52 as3 T4 1 i
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La submatriz de As asociada al camino {(4,1),(1,3)} cumple la P-condicion
St 414041 < (13031 -
Sea k = 4. Obtenemos A, reemplazando la submatriz As[{1,3,4,5}] por su

C-completacion.

1 Ti2 13 14 13035
T2y 1 T3 Toq a5
Ay = as; T3z 1 ais/as ass
Q41 Ty2 A4 /CL31 1 a13a35/a14
| as3az a2 as3 Gs3asi/as 1 |

Si assaszaizars < aiaaq, las submatrices de A4 asociadas a los caminos
{(4,3),(3,5)} v {(1,3),(3,5)} cumplen la P-condicion.

Finalmente, obtenemos la completacion As de Ay, al reemplazar la submatriz
A4[{1,2,3,4,5}] por su C-completacion:

1 &136135/@25 a3 14 413035
G53Cl31/@52 1 a25/a35 6114@25/61136135 25
Zs = a31 a52/a53 1 a14/a13 ass
Q41 Q41 a52/a53a31 CL41/Cl31 1 a13a35/a14
| aszas 52 as3 53031/ G41 1

En este caso, de los caminos {(4,5), (5, 2)}, {(1,5),(5,2)} v {(3,5),(5,2)}, se
obtienen las desigualdades: a14a41025050 < A35053013031, A35053013031 < A25052
Y Q95052 < 35053.

Por lo tanto, la CP-condicion es el conjunto de las desigualdades:
i) a1sa41 < ar3az;
i) azsas53a13a31 < A14041
1) 14041025052 < 35053013031

i) assas3a13a31 < Q25052
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V) Qgsa52 < a35a53

Como veremos a continuacion, As es una completacion TNN.

Consideramos la matriz,

1 a13a35/azs 13 T14 T15
a53a31/a52 1 a,25/a35 a14a25/a13a35 25
st = T31 a52/a53 1 a14/a13 a3s
T4 41 a52/a53a31 a41/a31 1 a13a35/a14
i T51 as52 as53 as3a31/ a1 1 |

cuyo grafo asociado es un 1-cordal mondtonamente etiquetado.
De la desiqualdad (iv) se deduce que la submatriz As,[{1,2}] es una ma-

triz TN N, al tiempo que el lema 4.2.1 nos permite asequrar que la submatriz

1 To3 Loy 25
32 1 aia/as ass
T42 Cl41/@31 1 a13a35/a14 ’
asy Q53 G53G31/G41 1

tiene completacion TN N, que es concretamente la submatriz As,[{2,3,4,5}].
Por tanto, aplicando el teorema [3.2.2 vemos que As es una completacion

TNN de A.

Teorema 4.2.2 Sea A una matriz parcial TNN, de tamano n X n, con
elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un camino no
mondtonamente etiquetado {{1,2,...,n},{(i1,12), (i2,73), .., (in-1,%n) }}. En-

tonces A tiene completacion TN N si cumple la C' P-condicion.

Demostracion: La demostracion se hace por induccion matematica sobre
n. Si n = 3 aplicamos la proposicion 4.2.1. Supongamos que el resultado es
cierto para A,_; = A[{i1,%2,...,in_1}]. Entonces la completacién A,_; de

A,,_1 obtenida siguiendo el proceso de la C'P-condicién es una completacién
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TNN, y por consiguiente las submatrices 77 = A,_1[{1,2,...,i, — 1}] y
Ty = Ap_1[{in+1,i,+2,...,n}] son también matrices TN N. Consideramos

las matrices:

T, A{L,2,. i — 1Y} ]
Al 1,2, i — 1Y 1

1 A {in + 1,30 +2,. .., n}] ]
Alfin + 1,00+ 2, ..., nY|{in}] T

Observamos que si 4, = 1 tenemos B = [1] y si 4,, = n entonces C = [1].
Al aplicar el lema 4.2.1 sobre las matrices B y C, obtenemos la completacién
TNN:

_ T, B
Be=A[{1,2,...in— 1,0} =] . "
BL 1
y
— 1 O
Ce = Aul{in,in + 1,0y +2...,0}] = r
Coy Ty
respectivamente.
Consideramos ahora la matriz
Ty B X
pD=|BL 1 |,
Y Cy T

donde X e Y son matrices completamente no especificadas. D es una ma-
triz parcial TN N cuyo grafo asociado es un 1-cordal. Entonces, al completar
X = ByCL e Y = Oy B, obtenemos la completacién TNN D, = A, de
A. O
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4.2.2. Ciclos no dirigidos

A continuacién analizamos el problema de completacién en el caso de
matrices parciales cuyos grafos asociados son ciclos no dirigidos. En general,
no existen completaciones totalmente no negativas para dichas matrices en
el caso de ciclos mondtona y no mondtonamente etiquetados, como podemos

ver en los siguientes ejemplos.
Ejemplo 4.2.5 Consideramos la matriz

1 1 x5 08
0,8 1 1 1wy
x3 02 1 0,7
0,1 x40 0,2 1

A:

A es una matriz parcial TNN cuyo grafo asociado es un ciclo no dirigido
mondotonamente etiquetado. Vemos que no existe completacion TNN de A ya
que det A[{1,2}{2,4}] > 0 ydet A[{2,3}|{3,4}] > 0 si x4 > 0,8 y xo4 < 0,7,

respectivamente.

Ejemplo 4.2.6 Consideramos la matriz

1 1 001 x4
1 1 x93 0,02
001 3 1 1
zn 002 1 1

A:

A es una matriz parcial TN N, cuyo grafo asociado es un ciclo no dirigido no
mondtonamente etiquetado. A no tiene completacion TN N debido a que, por
una parte, de las desigualdades det A[{1,2}|{3,4}] > 0 ydet A{2,3}|{3,4}] >
0 tenemos x14 < 0,01, y por otra parte, det A[{3,4}|{1,4}] > 0 implica
x4 < 0,01. Reemplazando los valores obtenidos de x14 y x41 en det A[{1,2,4}]

el resultado es negativo siempre.
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A continuacion, abordamos exclusivamente el caso de ciclos no dirigidos
mondtonamente etiquetados.

Observamos que las matrices de tamano 3 x 3, cuyo grafo asociado es un
ciclo, son completas, por lo que nos centramos en las matrices parciales de
tamano n x n, n > 4. Para dichas matrices, podemos generalizar el ejemplo

4.2.5 de la siguiente manera.

Ejemplo 4.2.7 Consideramos la matriz

1 1 13 o Tin-1 0,8
1 1 1 o T2n—1 T2n
x31 1 1 “rt X3p-1 T3n
A=
Tn-11 Tp-12 Tp-13 °°° 1 0,7
1 Tn2 Tn3 s 1 1

A es una matriz parcial TN N de tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado
es un ciclo no dirigido mondotonamente etiquetado.

Sin embargo, A no puede tener completacion TNN debido a que cualquier
completacion TN N de A tiene det A[{1, k}||{k, k+1}] no negativo, por lo que
x1; < 1 para todoi =3,4,...,n—1, y por tanto, det A[{1,n—1}]|[{n—1,n}] =

0,721 ,—1 — 0,8 es negativo.

Como podemos observar en el ejemplo 4.2.5, en general la P-condicion
no es suficiente para la existencia de la completacion deseada en el caso de
ciclos no dirigidos mondotonamente etiquetados, y visto el anterior ejemplo,
vamos a desarrollar, a continuacién, una condicién necesaria y suficiente para

la existencia de las completaciones deseadas.

Definicién 4.2.3 Dada A = (a;;) una matriz parcial TNN de tamano nxn,

n >4, con elementos diagonales no nulos (a; = 1) y cuyo grafo asociado es
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un ciclo no dirigido mondtonamente etiquetado, decimos que A satisface la

condicion SS-diagonal si cumple las siguientes desigualdades:
12023 """ Ap—1pn = A1y Y  App—10np—1p—2" " A21 = Ayl

Ejemplo 4.2.8 Consideramos la matriz

1 2 x13 2
0,5 1 1 x4
rz1 0,5 1 1
0,25 x40 1 1

A:

A es una matriz parcial TNN, cuyo grafo asociado es un ciclo no dirigido

monotonamente etiquetado. Fs fdcil observar que A cumple la SS-diagonal,

Y que
1 2 2

g |05 1

0,25 0,5 1

1

0,25 0,5

— = = N

es una completacion TNN de A.

Observamos que en la definiciéon de la SS-diagonal se exije que la matriz
A tenga elementos diagonales no nulos. En el siguiente ejemplo ponemos
de manifiesto que, en general, no existe la completacion si la matriz parcial

contiene elementos diagonales nulos.

Ejemplo 4.2.9 Consideramos la matriz

0 0,5 13 1
A= 0 1 1 To4
31 0 1 1
0 T42 1 1
Si det A[{2,3}|{3,4}] > 0, y det A[{1,2}|{2,4}] > 0, obtenemos xay < 1 y

Toy > 2 respectivamente, por lo que A no tiene completacion TN N.
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Como vemos a continuacion, la condiciéon S.S-diagonal es necesaria y su-

ficiente para la existencia de completaciones totalmente no negativas.

Lema 4.2.2 Sea A una matriz parcial TN N, de tamano 4x 4, con elementos
diagonales no nulos, cuyo grafo asociado es un ciclo no dirigido mondtona-
mente etiquetado. Fxiste una completacion TNN A, de A si y solo si A

satisface la condicion SS-diagonal.

Demostracion: En primer lugar, supongamos que la matriz A no contiene
elementos nulos. Para demostrar la suficiencia de la condicién, consideramos

la completacion,

1 a2 12023 a4
A, = 21 1 23 a14/a12
as1/as3  ass 1 asq
Qaq1 Q43Q32 Q43 1

Por hipédtesis tenemos los menores det A.[{1,2}], det A.[{1,3}], det A.[{1,4}],
det A [{2,3}], det A [{2,4}] y det A.[{3,4}] no negativos. Teniendo en cuenta
la SS-diagonal, obtenemos el valor del resto de menores.

det A [{1,2}{1,3}] = ass(1 — a12a91) >0

det A[{1,2}[{1,4}] = aM(i ~am) > 0

det A[{1L2H{2.8) =0
det A[{1,2}[{2,4}] =
det A.[{1,2}[{3,4}] =

a
41 >0

det A[{1,3}{1,2}] = ago — M2 > o) —
Q43 Q43021
14041

det A[{1,3}{1,4}] = az — > aga(1 — argas1) >0
det A[{1,3}{2,3}] = ars(1 — azmaz) > 0
il | =
[ ]

Q14
= 12034 — (14032 = Q12034 — 2 >0
23

det A[{1,3}|{2, 4}
detA {1, 3}|{3, 4} = 120923034 — Q14 Z 0
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det Ac[{1,4}{1,3}] = au3 — ana12a93 > a3 —

det A [{1,4}/{2, 3}
det A [{1,4}|{2,4}

det A.[{1,4}|{3,4}

det A.[{2,3}{1,2}
det A.[{2,3}{1,3}
det A.[{2,3}[{1,4}
det A.[{2,3}[{2,4}
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Q41
detA [{1 4}‘{1 2}] = Q43Q32 — A41Q12 > 43032 — —a Z 0
21
Q41 >0
32021
| = arpa43(1 — agzasy) >0
a14
| = a1z — araaq3azz > agp — >0
(23034
> Q14
| = ay2a93 — a1sa43 > ay2a93 — — >0
34
Q41
| = aspag; — — >0
a 343 a
41023 41
| =as — > Qg — >0
a40:2 a Q43032
14041
| = asiasy — > agrass(l — ajgaq) >0
a 243a12
14032
| =ass — > asq — >0
a12 a120a23
a4
| = aggasy —— >0
a2

det A.[{2,3}[{3,4}

det A.[{2,4}/{1,2}
det A.[{2,4}/{1,3}
det A.[{2,4}/{1,4}
det A.[{2,4}|{2,3}
det A.[{2,4}|{3,4}

det A[{3,4}/{1,2}
det A[{3,4}/{1,3}
det A[{3,4}|{1,4}
det A[{3,4}|{2,3}
det A[{3,4}|{2, 4}

det A[{1,2,3}] =

det Ac[{L 27 3}|{1’ 27 4}] =

] = (43032021 — A41 > 0

Q41
| = auza01 — agzas > asza01 — P~ >0
32

| = as — a4ala14 > agi(1 — ajgaq) >0
| = au3 — CL232L232CL43 = ag3(1 — agzasy) >0
] = Qg5 — 14043 > (g3 — Q14 >0
a2 34012
] =
] =
| = a (1= agias) 2 0
] =
| = %2(1 — agqaq3) > 0
(1 — aipa91)(1 — agsase) >0
(1 — arpa91)(ags — a14a32) >0

Q12
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det Ac[{l’ 2’3}’{17&4}] = (1 - 012021)(a23@34 - %) >0

aip”
det A.[{1,2,3}|{2,3,4}] =0

det Ac[{l, 2, 4}|{1, 2, 3}] = a43(1 — Cblgagl)(l — a23a32) Z 0

det A[{1,2,4}] = (1 — arpa01)(1 — @) >0
12

det A[{1,2,4Y{1,3,4}] = (1 — aras1)(az; — al;“‘”’) >0

12
det A[{1,2,4}[{2,3,4}] = 0
det A,[{2,3,4}{1,2,3}] =0
det A[{2,3,4}[{1,2,4}] = (1 — asaaus)(azsas — %) >0

43
asg1a

det Ac[{2,3,4}|{1,3,4}] = (a21 — A 23)(1 — CL34CL43) Z 0

43
det A [{2,3,4}] = (1 — ag3ase)(1 — agsasz) >0

Ademas, det A. = det A[{1,2}]. det A[{2,3}].det A[{3,4}] > 0. Por lo tanto
A, es una completaciéon TN N de A.

Ahora, si A contiene elementos nulos, consideramos unicamente dos casos,
siendo que la condicién SS-diagonal nos permite afirmar que si a4 y ay4; son

no nulos, entonces el resto de elementos especificados son también no nulos.

i) ajg = ag; = 0. La matriz

1 12 ajzazz 0
21 1 23 0
A, =
0 a3 1 34
0  ausasy  ags 1

es una completacion TINN de A.

1) a4 = 0y aq; # 0. En este caso, la condicién SS-diagonal, implica que
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los elementos subdiagonales son de valor positivo. Observamos que

1 Q12 ajzaz3 0
a21 1 23 0
A, =
41 / Q43 as2 1 asq
(g1 Q43032 Q43 1

es una completacién TN N de A. (El caso ayy = 0y a4 # 0 es andlogo).

Para demostrar la necesidad de la condicion, supongamos que existe una
completacién TNN, A, de A,

A partir de

det A[{1,2}]{2,3}] >0 y det A[{1,3}|{3,4}] >0
obtenemos las desigualdades:

Q12023 2 C13022 Y  C13034 = Q14033

Al combinarlas obtenemos ajaa93a34 > Q4.

Anélogamente:
det A[{2,3}|{1,2}] >0 y det A[{3,4}|{1,3}] >0,

proporcionan la condicion ay3azsas; > ay41.
La condicion SS-diagonal es, por tanto, necesaria para la existencia de una
completacion totalmente no negativa. U

Extendemos a continuacion el resultado anterior al caso general.
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Teorema 4.2.3 Sea A una matriz parcial TNN de tamano nxn, n > 4, con
elementos diagonales no nulos, cuyo grafo asociado es un ciclo no dirigido
mondtonamente etiquetado. Fxiste una completacion TNN, A, de A, si y

solo si A satisface la condicion SS-diagonal.

Demostracion: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la matriz par-

cial A tiene la forma

1 12 Z13 o Tip—1 Q1n
21 1 (23 o Top—1 Ton
T31 aso 1 cer T3p-1 T3p
A=
Tn-11 Tp-12 Tp-13 " 1 Qp—1,n
L an1 Tn2 Tn3 s Qpp—1 1 i

Demostramos la suficiencia de la condicién SS-diagonal por induccién so-
bre el tamano de la matriz parcial. Si n = 4, aplicamos el lema anterior.
Supongamos que el resultado es cierto cuando el tamano de la matriz es

(n —1) x (n — 1). Consideramos una nueva matriz parcial TNN, B,

1 12 Z13 ce b1,n71 Tin
21 1 23 o Top—1 Ton
31 aso 1 et T3p-1 T3p
B = ,
bn—l,l Tn-12 Tp-13 " 1 Qp—1,n
Tnl Tn2 Tn3 o Qpp—1 1
siendo
0 5 si A1p =
bipn—1 = Ain .
’ —, si a;,, #0
anfl,n
y
0, si a,; =0
bp_11 = anl .
’ ——, si a1 #£0
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La submatriz principal B[{1,2,---,n — 1}| es una matriz parcial TNN de
tamafio (n — 1) x (n — 1) que satisface la condicién SS-diagonal y cuyo grafo
asociado es un ciclo no dirigido mondétonamente etiquetado. Por hipdtesis,
existe una completacién TN N, B[{1,2,...,n — 1}]..

Sea B la matriz parcial TNN obtenida de B al reemplazar la submatriz
B[{1,2,...,n—1}] por B[{1,2,...,n —1}],

1 a12 ¢z bipo1 T
21 1 @23 o Coap—1 Ton
— C31 32 1 o C3n—1 T3n
B =
bnfl,l Ch—12 Cp—13 ~°°° 1 Qp—1,n
Tnl Tn2 Tn3 o OGpp—1 1

Observamos que el grafo asociado a la matriz B es 1-cordal monétonamente
etiquetado. Entonces, por el teorema 3.2.2, B tiene completacién TN N, B.,

cuyas posiciones (1,n) y (n,1) contienen (ver [30]) los siguientes elementos,

respectivametne.
0, si ay, =0
bin = b1 p—1Gn-1n GQ1n .
’ ’ Qp—1,mn, Sl Qin 7é 0
an—l,n
Yy
0, si ap =0
bnl = ap n—lbn—l 1 an1 .
’ ' an,nfl , Sl Qnp1 7& 0
an,nfl

Por tanto, B, es una completacién TNN de A.

Demostramos a continuacién que la condicion es necesaria.

A partir de las desigualdades det A[{1,:}|{i,i +1}] >0,i=2,3,...,n—1,
obtenemos la condicién ajoas -« - p_1n > Q1p.

De manera andloga, las desigualdades det A[{i,i+1}|{1,i}] > 0,7 =2,3,...,

n — 1, implican la desigualdad @, ,—1@n—15-2 " @21 > Ap1. O



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 83

4.3. Grafos dirigidos

A partir de esta seccién, y salvo que digamos lo contrario, vamos a tra-

bajar con matrices parciales cuyos elementos diagonales son no nulos.

4.3.1. Caminos dirigidos

En esta subseccién cerramos el problema de completacion de una matriz
parcial TN N cuyo grafo asociado es un camino dirigido, tanto en el caso de
camino mondtonamente etiquetado como de no mondétonamente etiquetado.

Comenzamos analizando el caso de caminos dirigidos mondétonamente
etiquetados. Podemos considerar sin pérdida de generalidad, a partir de la

proposicion 3.2.1, que la matriz A tiene la forma

1 a2 T3t Tip—1 Tin
T21 1 23 o T2n—1 Lon
31 32 1 crr X3p-1 T3p
A=
Tn-11 Tpn-12 Tp-13 °°° 1 Qp—1,n
| Tni Tn2 Tn3 o Tpn-1 1 i

Proposicion 4.3.1 Toda matriz parcial TNN A, de tamano n X n, cuyo
grafo asociado es un camino dirigido mondotonamente etiquetado tiene comple-
tacion TNN.

Demostracién: Sea A el resultado de reemplazar los elementos desconocidos
en la subdiagonal de A por valores suficientemente pequenos. Se observa
que A es una matriz parcial TN N, cuyo grafo asociado es un camino no
dirigido monoétonamente etiquetado. Entonces, por el teorema 3.2.2, A tiene

completaciéon TN N. [l
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Sin embargo, en el caso de caminos no mondtonamente etiquetados, la
metodologia para encontrar completaciones serd diferente. Empezamos por

matrices parciales de tamano 3 x 3.

Proposicion 4.3.2 Toda matriz parcial TN N de tamano 3 x 3 con diagonal
especificada no nula, cuyo grafo asociado es un camino dirigido no mondtona-

mente etiquetado, tiene completacion TNN.

Demostracion: El problema se reduce a analizar las dos posibilidades siguien-

tes.
Iz ags I x12 a
Ar= | 291 1 93 y A= | an 1 a3
31 azx 1 r31 x32 1
° >o >0 o >0 >0
1 3 2 2 1 3
GA1 GAQ

Consideramos la matriz A, siendo el otro caso analogo.

En primer lugar, supongamos que A; no contiene elementos nulos. Por tanto,
completamos x93 v x3; con ce3 = 1/agzy y ¢33 = € suficientemente pequeno,
respectivamente. El resultado es una matriz parcial TN N, cuyo grafo aso-
ciado es un camino no dirigido no mondétonamente etiquetado que cumple la

P-condicién. Entonces, por proposicién 4.3.1, A; tiene completacién TN N,

1 aizaze  ags
Acl = 6/@32 1 1/&32

€ aso 1

Por otro lado, si A; contiene elementos nulas, entonces consideramos dos

Casos.
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Siasy =0,
1 1 a3
A = I 1 ca3 |
00 1

donde co3 es suficientemente grande, es una completacion TN N.

Si a3 = 0, elegimos la completacion,

1 0 0
Ac3 = O 1 0
0 as32 1
Por lo tanto, A; tiene completaciéon TN N. O

Podemos verificar que el resultado es cierto también para el caso n x n,

n > 4 con matrices parciales cuyos elementos especificados no son nulos.

Teorema 4.3.1 Toda matriz parcial TNN, de tamano n X n, n > 4, con
elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un camino dirigido

no monotonamente etiquetado tiene completacion TNN .

Demostracién: Supongamos que G4 = (V| E) es el grafo asociado a la
matriz parcial TNN, A, con el conjunto de vertices V' = {iy, 49, ...,4,} y el
conjunto de arcos E = {(iy,42), (i2,73), - -, (n_1,0n) }-

Consideramos la completacion TNN, A. = (¢;;), definida como sigue.

si k=m-—1

Qi i s

Ciki'm = aik,ik+1aik+1,ik+2 e aim—lﬂm? S1 k <m — 1

1/a’im’7;m+1ai7rz+lyim+2 tte aikflvik’ S1 k Z m + 1

Es facil ver que las columnas de A, son linealmente dependientes dos a dos,
y por lo tanto, todos los menores de A. son nulos. O
El siguiente ejemplo nos permite afirmar que, en general, no existe la

completacién deseada si la matriz parcial contiene elementos nulos.
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Ejemplo 4.3.1 La matriz

1 T42 T43 1

cuyo grafo asociado es un camino dirigido no mondtonamente etiquetado no

posee completacion TN N, puesto que st,

I cyp cuz 1

fuera una completacion de dicha matriz parcial obtendriamos a partir de
det A[{2,3}|{1,2}] > 0 y det A[{1,4}|{1,3}] > 0 que ¢33 < 0 y cu3 > 1,
respectivamente. Sustituyendo dichos valores en la desigualdad det A[{3,4}|

{1,3}] = e31c43 — 1 > 0 llegamos a una contradiccion.
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4.3.2. Ciclos dirigidos

Abordamos a continuacién el problema de completacion de matrices par-
ciales TNN, A = (a;;), cuando el grafo asociado es un ciclo dirigido. Supon-
dremos que a; # 0 para toda i € {1,2,...,n} por lo que, a partir de la

proposicion 3.2.1, podemos suponer que A tiene la forma

1 12 x13 o Tin—1 Tin
T21 1 23 o Ton—1 Ton
T31 T32 1 Cer o T3po1 T3y
A=
Tp-11 Tp-12 Tp-13 °°° 1 Up-1n
L Qn1 Tn2 Tn3 o Tpn-1 1 i

En general, el problema de completacién tiene en este caso respuesta nega-
tiva para ciclos dirigidos mondétonamente etiquetados o no mondétonamente

etiquetados, como los siguientes ejemplos ponen de manifiesto.

Ejemplo 4.3.2 Consideramos la siguiente matriz parcial

1 1 13 T14
T21 1 1 T4
x31 w3 11

2 T42 T43 1

cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido mondtonamente etiquetado. Si la
matriz A tiene completacion TNN, A. = (¢;j), entonces det A [{i,7 + 1}] >
0, implica que ciy1,; < 1 para i=1,2,3. Por otra parte, los determinantes

det Ac[{7,7 + 1}{1,7}] >0 con j = 2,3, implican la desigualdad cqzcsacar >
2. Por lo tanto, A no tiene completacion TNN.
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Ejemplo 4.3.3 Sea la matriz parcial

1 T42 T43 1

cuyo grafo asociado es el ciclo dirigido no mondtonamente etiquetado

Si A tiene completacion TNN, A. = (c;;), entonces det A.[{1,3}|{2,3}] > 0,
implica que c1p > 1, y det A [{2,4}{1,4}] > 0 implica la desigualdad coy > 2,
por lo que det A.[{1,2}] < 0. Asi pues, A no tiene completacion TNN .

Los ejemplos que acabamos de mencionar pueden ser generalizados para
matrices parciales de tamano n xn, n > 4. Para el caso monétono, asignamos
1’s a todos los elementos especificados de la matriz parcial excepto a,1, al que
damos el valor 2. Con un procedimiento similar al del ejemplo 4.3.2, podemos
justificar que la completacién deseada no existe.

Para el caso no mondétono, consideramos la matriz parcial totalmente no

negativa, A, cuyo grafo asociado es

Supongamos que todos los elementos especificados de A son 1’s, excepto el ele-

mento (2,4) al que asignamos el valor 2. Si A tiene completacién totalmente



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 89

no negativa, A, = (¢;;), entonces, combinando las desigualdades

det A.[{4,5}[{5,6}] > 0
det A.[{4,6}[{6,7}] >0

det A[{4,n—1}{n—1,n}] >0
vemos que ¢y, < 1,y con la desigualdad det A.[{1,4}|{1,n}] > 0 obtenemos
e < cgp <1 (1)

Por otra parte, los menores,

det A.[{4,5}{1,5}] > 0
det A.[{4,6}{1,6}] >0

det A.[{n — L,n}|{1,n}] >0
implican respectivamente
C41 2 C51

C51 = Ce1

Cn—1,1 = Cp1
por lo que
Ca1 > Cp1 =1 (2)
De (1) y (2), el elemento ¢4y tiene el valor 1. Aplicando los resultados del
ejemplo [4.3.3 a la matriz A.[{1,2,3,4}] obtenida de A.[{1,2,3,4}] al asignar
1 a la posicién (4,1) obtenemos que no hay completaciéon totalmente no
negativa para dicho caso.

Podemos afirmar por lo tanto el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.3 Para cualquier n > 4 existe una matriz parcial TN N
de tamano n X n, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido, que no tiene

completacion TN N.
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A fin de resolver el problema de completacion para este tipo de matrices

parciales introducimos la siguiente definicion.

Definicién 4.3.1 Sea A = (a;;) una matriz parcial, de tamano n X n, cuyo
grafo asociado es un ciclo dirigido {(i1,12), (i2,13), .- -, (in—1,%n), (in,11)}. De-

cimos que A satisface la C-condicion si

Qi io Qigig " Qg1 in Qi

i1<1

a11G22 * * * Qnp
Es facil observar que las matrices parciales de los ejemplos 4.3.2/ y 4.3.3
no cumplen la C-condicién.
Demostramos, a continuacién, que dicha condicién es necesaria y sufi-
ciente para la existencia de la completaciéon deseada tanto en el caso de
ciclos dirigidos mondtona como no monétonamente etiquetados. Empezamos

por el caso mondétonamente etiquetado para las matrices de tamano 3 x 3.

Lema 4.3.1 Toda matriz parcial TNN, A, de tamano 3 X 3, cuyo grafo aso-
ciado G 4 es un ciclo dirigido mondtonamente etiquetado, tiene completacion

TNN, A., siy solo si A cumple la C-condicion.

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene
la forma,
L aip z3
A= T21 1 a93

as; T3z 1
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Si la matriz A satisface la C-condicién, las siguientes matrices son completa-
ciones TN N de A.

1 12 Q12023
i) Siaip # 0, consideramos Aq = | 1/ap 1 (93
a3 a310a12 1

Vemos que det A.1[{1,3}|{2,3}], det Aa[{2,3}|{1,3}] v det A.1[{2,3}]
son no negativos por la C-condicién, mientras que el resto de menores

de A.; son nulos. Por lo tanto, A.; es una matriz TNN.

i1) Si a1z = 0, tenemos dos posibilidades:

1 Q12 12023
ii1) Siag #0, elegimos Ap = | axas 1 a3 )
asi 1/&23 ]_

cuyas submatrices A2 [{1,2}], Aa[{1,2}|{1,3}] v Aa[{1, 3}{1,2}]
tienen el determinante no negativo por la C-condicion, y del resto
de las submatrices el determinante es igual a cero. Asi que, A es
una matriz TN N.

1 0 0
Qi) Siagz =0, es facil comprobar que A3 = 1 1 0|,
az; az 1

es una matriz TNN.

Para demostrar la necesidad de la condicién, supongamos que

1 a2 cs
A = o1 1 asg |, con ci3,Co1,C32 > 0,

as; c32 1

es una completacion TN N de A.

Combinando las dos desigualdades:

det A[{2,3}|{1,3}] — C91 — A930431 Z 0 Yy detA[{l, 2}] =1- Co1012 Z 0
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obtenemos 1 — ajgaszasz; > 0 ]
Sin embargo, si algunos elementos diagonales son cero, el resultado an-

terior no se conserva, como lo ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.4 Consideramos la matriz,

a1 vz 1

con ais y azy positivos. Aunque la matriz cumple la C-condicién, A no tiene
completacién TN N ya que det A[{1,3}|{1,2}] es negativo siempre.
Ahora generalizamos el resultado anterior para matrices parciales de ta-

mano n X n, n > 4.

Teorema 4.3.2 Sea A una matriz parcial TNN de tamano n X n, n > 4,
cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido mondtonamente etiquetado. Fxiste

una completacion TNN de A si y solo si A satisface la C-condicion.

Demostracion: Podemos suponer, como comentamos al principio de la sec-

cién, que A tiene la forma,

1 a2 x13 o Tin—1 Tin
T21 1 23 o Ton—1 Lon,
T31 T3 1 cee T3p1 T3y
A=
Tn—11 Tp—-12 ITp-1,3 *°° 1 An—1,n
i an1 Tn2 Tn3 o Tpn-1 1 i

Analizamos los siguientes casos:

a) A no tiene elementos especificados nulos. Sea A la matriz obtenida de

A al reemplazar x; 1, por ¢;+1,; = 1/a; ;41 parai =1,2,....n—1y 2y,



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 93

por Cin, = 412023 . . . Apn—1n-

1

12023 . . . Gp—1,n

Por la C-condicién, obtenemos a,,; <

b) Algin elemento a; ;11,7 =1,2,...,n—1, es nulo. Reemplazamos ;1 ;
por valores reales cualesquiera, c¢;1+1,, de tal manera que ¢; 41,041, < 1

Y @n1 < Cpp—1Cn—1m—2--.C21, también asignamos x;, = 0 obteniendo

una nueva matriz TN N, A.

Es fécil observar que A, en ambos casos, cumple la condicién SS-diagonal.
Entonces, por teorema 4.2.3, A y por tanto A tiene completacién TNN.

Reciprocamente, para demostrar que la C'-condicién es necesaria, considera-

mos ~ _
1 12 C13 o Cip—1 Cin
Ca21 1 23 o Can—1 Con
C31 C32 1 et C3p—1 C3p
A, =
Cn—11 Cn—-12 Cpn—13 "°* 1 (p—1n
Qn1 Cn2 Cn3 o Cpn—1 1

como completacion TN N de A.
De los menores de tamano 2x 2, det A[{i,i+1}],7 = 1,2,...,n—1, obtenemos

12093 . - . Up—17,C21C32 - - - Cpp—1 < 1. Ademds, de los menores

det A.[{2,3}|{1,2}] >0
det A.[{3,4}[{1,3}] >0

det A.[{n — 1,n};\{1,n — 1} >0,

obtenemos a,; < ¢21€32 ... Cpp—1-
Combinando dichas desigualdades obtenemos ajsas03...a,1 <1 O
A continuacién, analizamos las matrices parciales cuyos grafos asociados

son ciclos dirigidos no mondétonamente etiquetados. Si dichas matrices son
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de tamano 3 x 3, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, utilizando la
semejanza de permutacién por la matriz P = [3,2,1], que el grafo asociado
es mondtonamente etiquetado. Por lo tanto, trabajaremos con matrices de
tamano 4 x4, demostrando que la C-condicion es también condicién necesaria

y suficiente para la existencia de una completacién totalmente no negativa.

Definicién 4.3.2 Sea A una matriz parcial TNN de tamano n X n con
elementos especificados no nulos, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido no
mondotonamente etiquetado, {(i1,12), (i2,73), ..., (in_1,0n), (in,i1)}. Llamamos

C*-completacion a la completacion definida de la siguiente forma:

aik’ik+1aik+l7ik+2 e Qi E<m-—1
Cigyim = Qi i1 Vigg1sigyo + o Qi1 yin Qi iy k>m+ 17 Zf m=1

1/(aim7im+laim+17im+2 s aikﬂﬂk)? k > m+ 17 Zf m 7é 1

Veamos a continuacion dos ejemplos de la anterior definicién en los que se
observa que la C*-completacion de una matriz parcial totalmente no negativa

puede ser o no una matriz totalmente no negativa.

Ejemplo 4.3.5 La C*-completacion de la matriz parcial TN N

1 05 x5 7u1a
Tor 1 mo3 1
1 23 1 w3y

T41 T42 2 1

cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido no mondétonamente etiquetado, es la

matriz T'N N

0,5
1

0,5
1

0,5
1
0,5
1

—_ = N
N =N =
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St consideramos la siguiente matriz parcial TN N

1 0,5 13 T14
T21 1 93 1
I oz 1 a3

Tg1 T42 3 1

observamos que la C*-completacion

1 05 2 05

4 1 4 1
Bc: )

1025 1 025

4 1 3 1

no es una matriz TNN.

En los siguientes resultados establecemos que, bajo las hipdtesis indicadas,
la C*-completacion es una completacién totalmente no negativa si y sélo si

se verifica la C-condicién.

Lema 4.3.2 Sea A una matriz parcial TNN de tamano 4 X 4 con elemen-
tos especificados no nulos, cuyo grafo asociado G es un ciclo dirigido no
mondtonamente etiquetado. Existe una completacion TNN de A, A., si y

solo si A wverifica la C-condicion.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, teniendo en cuenta que la seme-
janza por la matriz permutacién P = [4, 3,2, 1] conserva la clase totalmente
no negativa, podemos reducir todos los casos de G4 a tres: {(1,2), (2,4), (4, 3),
(3,1}, {(1,3),(3,2),(2,4),(4, 1)} v {(1,3), (3,4), (4,2),(2,1)}. Estudiare-
mos el primer caso, mientras que el analisis de los otros dos casos es andlogo.

Supongamos en primer lugar que A cumple la C-condicién. Podemos asumir,
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sin pérdida de generalidad, que tiene la forma

1 ap 713 wua
T21 1 x93 aou

as; Tz 1 wsy

2 4 3 1
>»® >® >® >®
11 19 ’i3 ’i4 11

Consideramos la C*-completacion de A

1 a12 A12024043 12024
A, = (24043031 1 24043 24
asy 1/asqa43 1 1/ays
143031 1/as4 43 1

Todos los menores de la submatriz A.[{2,3,4}] son nulos, por lo que dicha
submatriz es TN N. Observamos también que por la C-condicién el siguiente

menor,
det A.[{1,2}] = 1 — a12a24a43031,

es no negativo, y por tanto A.[{1,2}] es también una matriz TN N. Ahora,

aplicando el teorema [3.2.2 sobre la matriz

1 ai2 T13 T14
B— (24443031 1 Q24043 Q24
- )
Z31 1/az4a43 1 1/ays

T4y 1/ag 43 1
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obtenemos una completacion TN N, B, de B, que coincide con la C*-comple-
tacién. Por tanto, A. es una completacién TN N de A.

Para demostrar que la C-condicion es necesaria, supongamos que

1 a2 c3 cua

co1 1 caz ao

Cq1  Cq2 Q43 1

es una completacién TINN de A. Combinando las siguientes desigualdades,
det A[{1,2}] =1 —ajace1 >0
det A [{2,3}[{1,4}] = 2134 — agqa3 >0
det Ac[{3,4}] =1 — ay3c3s >0

obtenemos ajsas3azsasz; < 1 como queriamos demostrar. O
Si algin elemento especificado es nulo el resultado anterior, en general,

no es cierto como vemos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.3.6 Consideramos la matriz,

1 212 713 aus
T21 1 O T4
as; Tz 1 T3y

T41 Q42 T43 1

con todos los elementos a;; positivos, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido
no monotonamente etiquetado, y que verifica la C-condicion.

A no tiene completacion TNN ya que det A[{1,2}|{1,3}] > 0 si y sélo
13 = 0 0 291 = 0. Sin embargo, si x13 = 0 entonces det A[{1,3}|{3,4}] =
—ayy < 0, y por otra parte, si xy; = 0 entonces det A[{2,3}|{1,2}] = —az <
0.

i

A
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Podemos extender el resultado anterior de la siguiente forma.

Teorema 4.3.3 Sea A una matriz parcial TN N de tamanonxn, n > 4, con
elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado {(i1,1i2), (iz,43),. . .,
(4j-1,%5), (45,9541), -, (in—1,9n), (in, 1)}, €s un ciclo dirigido no mondtona-
mente etiquetado. Entonces existe una completacion TNN A, de A si y sélo

si A cumple la C-condicion.

Demostracion: El grafo G4 asociado con la matriz A puede ser representado

de la siguiente forma,

(51 (5 lji—1 1 Lj+1 ln-1 In 1

coni;p =1y, =n.

Vamos a demostrar, por inducciéon matematica sobre n, que si la C'-condicion
se cumple entonces la C*-completacion es una completacion TN N de A. Para
n = 4 aplicamos el lema 4.3.2. Suponemos que el resultado es cierto para ma-
trices de tamano (n — 1) x (n — 1).

Sea A una nueva matriz parcial TNN obtenida al reemplazar z;,_, ;,,, por
Cij v = @iy ;0i54,,,- Ahora, A, = A[{1,2,...,n — 1}] es una matriz
parcial TN N que satisface la C-condicion y cuyo grafo asociado es un ciclo
no mondtonamente etiquetado. Entonces, por la hipotesis de la induccion, la
C*-completacién A, ;. de A,_; es una completacion TNN de A,_; y por
tanto de A[{1,2,...,n— 1}].

Siij_1 #n—1yi;41 # n—1reemplazamos &, 1, por c,_1, = az'j,l,z‘j/cz'j,l,nq
Y Tpmn—1 POT Cpp—1 = aij,ij+1/cn—1,ij+1-

Al reemplazar A,_; y A[{n—1,n}] por sus completaciones correspondientes,
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tenemos la nueva matriz parcial By, con la siguiente forma,

A [{1,2,...,m =2} A {12, n=2}{n-1}] X,
A [{n—1}{1,2,...,n —2}] 1 Cn1n
Yi Cnn—1 1
donde
X = [fflm Tony o5 Qij 1455y Tn—2n T
y
Yl = [xnla Tn2y .- 7a’ij,ij+17 Ce ,:Cn,nfz].

Sea h el indice tal que n—1 = ;. Este indice tiene dos posibilidades: A > j+1

6 h < j—1. En los dos casos, por la C*-completacion, tenemos det A,,_;[{n —

Ln} = 1 —as_,40;:_,/Cj_1n-1¢n-14,,, = 0. Por lo tanto, la siguiente
matriz B,
A, [{1,2,...,n —2}] A, {12, n=2}{n-1}] X
A, [{n—13{1,2,...,n —2}] 1 Crin

Y Cn,n—l 1

donde X y Y son matrices completamente no especificadas, es una matriz
parcial TN N cuyo grafo asociado es un grafo 1-cordal mondétonamente eti-
quetado. Entonces, aplicando el teorema 3.2.2, obtenemos una completacién
TNN, B, de B, que es también una completacién de A. Nos queda por de-
mostrar, que B, coincide con la C*-completacién de B. Dado k£ un elemento
de {1,2,...,n — 1} tal que iy # i;_1 y i, = n — 1, analizamos los siguientes

casos relacionados con el orden de los vértices.
i) [T TR FAN FERY S TR

) dp .. dg .. gy .y
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i) 4. i g ip i
V) dy e ip il
V) Ay i Gl i

Estudiaremos el caso i). Los deméds son andlogos.
Por una parte, aplicando el teoremal3.2.2, obtenemos ¢;, ;. = ¢, i, @i, 4, /cij_w-h.

Por otra parte, de la C*-completacion tenemos las siguientes ecuaciones,

aik, .. CLih,

ij i1 Vigg1 it - i1 v Qij_a,iss
Cij_1m = 1/aih:ih+1a’ih+1yih+2 s Qi gy
Cigyim Qi i1 Vi1 ingn - o - Qip_yyin:

Es facil comprobar que el valor de ¢; ;, es el mismo aplicando el teorema
3.2.2 que la C*-completacion. De la misma manera para los elementos ¢;, ;,,
obtenemos los mismos valores cuando aplicamos el teorema 3.2.2 y la C*-
completacién. Observamos que, si ij_1 = n — 1 (respectivamente i;1; =
n— 1), entonces realizamos una demostracién similar teniendo en cuenta que
la positién (n — 1,n) (respectivamente (n,n — 1)) estd especificada.
Ahora, para demostrar que C-condicion es una condicién necesaria volvemos
a utilizar la induccién sobre n. Para n = 4 aplicamos el lema 4.3.2. Suponga-
mos que la C-condicién es necesaria para matrices de tamano (n—1) x (n—1).
Sea A. = (¢;;) una completaciéon TNN de A. Ya que A.[{1,2,...,n—1}] es
una matriz TN N, entonces por hipotesis de induccion tenemos,
Qi yioQig iz " " Qig_oyij 1 Cij_1,ij01 Qijrasijye " Qig_q,in Qin,iq <L

Por otra parte, det A.[{i;_1,%;}|{i;41,7;}] > 0, por lo que

Cij > Qj;

—1,85+1 1,8 Qi

A partir de estas desigualdades obtenemos la C'-condicién. U
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4.3.3. Caminos totalmente especificados

Abordamos a continuacion el problema de completacién de las matrices
parciales totalmente no negativas cuyos grafos asociados son caminos total-
mente especificados. Concretamente, en esta parte cerramos el problema para
el caso de grafos mondtonamente etiquetados con elementos especificados no
nulos, siendo afirmativa en todo caso la respuesta para matrices de tamano
n X n, n = 3. Sin embargo, hace falta una condiciéon necesaria y suficiente
para el caso n > 4. Por otra parte, en el caso de grafos no monétonamente
etiquetados, obtenemos una condicién necesaria y suficiente para las matrices
parciales totalmente no negativas de tamano 3 x 3 con elementos especificados
no nulos, aunque dicha condicién es sélo suficiente en el caso general.

El problema de completacion de matrices parciales TNN, cuyo grafo
asociado es un camino totalmente especificado, tiene en general respuesta
negativa, tanto en el caso de mondétona como no mondétonamente etiquetado,

como podemos ver en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.7 La matriz

31 I32 1 3

Tg1 T42 T43 1

es una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado es un camino totalmente
especificado monotonamente etiquetado. Para que el determinante de la sub-
matriz A[{1,2}/{2,4}] sea no negativo, es necesario que xo4 sea mayor o igual
que 7. Sin embargo, det A[{2,3}|{3,4}] > 0 implica que x94 < 6, por tanto A

no tiene completacion TINN .



102 CAPITULO 4. RESULTADOS OBTENIDOS

Ejemplo 4.3.8 Sea la matriz parcial TN N,

cuyo grafo asociado es el camino totalmente especificado no mondtonamente

etiquetado,

1 4 2 3 1
° e ~e -0 °
Ga

Se comprueba sin dificultad que det A[{1,2}|{3,4}] > 0 y det A[{2,4}] > 0
St Toq > 1 y woy < 1/4, respectivamente. Por tanto, es imposible completar

A de manera que obtengamos una completacion TNN.

A partir de los dos ejemplos anteriores podemos obtener sendas matri-
ces parciales TN N de tamano n X n, cuyos grafos asociados sean caminos
totalmente especificados mondtona y no mondtonamente etiquetados respec-

tivamente que no posean completacion TN N.

Ejemplo 4.3.9 La matriz parcial TN N

[ 1 1 x13 Tt T1,n—2 Tin—1 2 ]
To1 1 1 vt Togp—2  Tap—1 Ty
T31 x32 1 ce T3,n—2 T3n—1 T3n
A= ,n >4,
Tp—21 Tp-—22 ITp-23 °°° 1 1 Tpn—2n
Tp-11 Tp-12 Tp-13 *°° Tpn—1n-2 1 1
| Tna Tn2 Tn3 e Tnn—2 Tnn—1 1 i
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cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado mondotonamente eti-
quetado no posee completacion T NN ya que, por una parte, el determinante
de la submatriz A[{1,2}|{2,n}] debe ser no negativo, por lo que es necesario
que Ta, sea mayor o igual que 2. Ademds de det A[{n—2,n—1}|{n—1,n}] >0
se deduce que x,—2, < 1. Por lo tanto, x,_2, < Ta,. Por otra parte, para
que las submatrices A[{i,i + 1}|{i +1,n}], i1 =2,3,...,n — 3, tengan deter-
minantes no neqgativos es necesario que To, < Tz, < ... < Ty_o,. Porlo

tanto A no tiene completacion TN N.

Ejemplo 4.3.10 Sea A = (a;;) una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado

es el camino totalmente especificado no monctonamente etiquetado

con ags = 4 y el resto de elementos especificados son 1 °s. Vamos a suponer
que A tiene cumpletacion A, = (¢;j) totalmente no negativa.

Sin =05, es facil observar que a partir de las submatrices A [{1,4}|{3,4}] vy
A [{2,4}{2,5}] obtenemos cu3 < 1 y cy5 > 4 respectivamente. En cambio, a
partir del menor det A.[{4,5}|{3,5}] > 0 obtenemos cq3 > c45 con lo que es
imposible y por tanto no existe la completacion deseada.

Sin > 5, a partir de las submatrices A.[{1,4}|{3,4}], Ac[{2,4}|{2,5}] v
A {n—1,n}{3,n}] obtenemos cy3 < 1, c45 > 4 y cp—13 > 1 respectivamente.
Por otra parte, combinar las desigualdades det A.[{i — 1,1}|{5,i}] > 0, i =
6,7,...,n — 1 implica que ch,_15 < Ch_o5 < -+ < 75 < ¢ < 1, es decir,
cn-15 < 1. Teniendo en cuenta los valores consequidos observamos que el
menor det A.[{4,n — 1}|{3,5}] es siempre negative y por tanto A no tiene
completacion TNN .

Estos ultimos ejemplos nos permiten establecer el siguiente resultado.
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Proposicién 4.3.4 Para cualquier n > 4 existe una matriz parcial TN N,
de tamano n X n, cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado,

que no tiene completacion TINN.

Nos centramos en primer lugar en el caso de matrices parciales TN N
cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado, monétonamente
etiquetado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la matriz A

tiene la siguiente forma,

1 12 T13 o Tin—1 Q1n
T21 1 23 o Ton—1 Ton
T31 T3 1 cee T3po1 T3
A=
Tpn-11 Tp-12 Tp-13 °°° 1 Qp—1,n
| Tn1 Tn2 Tn3 o Tpn-1 1 i

Como vemos en la siguiente proposicién, para matrices de tamano 3 x 3

siempre existe la completacién deseada.

Proposicion 4.3.5 Sea A una matriz parcial TN N, de tamano 3 X 3, cuyo
grafo asociado es un camino totalmente especificado mondtonamente etique-
tado. Entonces A tiene completacion TINN .

Demostracion: La matriz A tiene la forma

I ap a3
A: T21 1 93

T3 T3z 1

Es facil observar que la completacion nula Ay es una completacion TNN de

A. 4

En el siguiente resultado analizamos la existencia de completaciones TN N

en el caso de que existan elementos nulos fuera de la diagonal.
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Proposicién 4.3.6 Sea A = (a;;) una matriz parcial TN N de tamano nxn,
n >4, cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado mondtona-
mente etiquetado. Si A contiene elementos especificados nulos entonces A

tiene completacion TNN si y solo st ay, = 0.

Demostracién: Supongamos que la posicién (1,n) contiene el elemento nu-
lo, ay, = 0. Es facil ver que Ay es una completacion TN N, y por tanto,
obtenemos la suficiencia de la condicion.

Supongamos a continuacién que existe completacion TNN, A, = (¢;;). Si a1,

fuera no nulo, tendriamos dos casos:

1) aia =06 ay—1, = 0. En este caso tenemos respectivamente det A.[{1, 2}
{2,n}] <0ydetAJ[{l,n—1}{n—1,n}] <O0.

2) a1z, an_1, # 0. Para que A.[{1,j}|{j,n}] tenga el determinante no ne-
gativo es necesario que cijjcj, > ai, > 0 por lo que, ¢j, # 0 para
Jj =2,3,...,n — 2. Sin embargo, por la hipétesis de la existencia de
elementos nulos, existe algin elemento a1 =0conk € {2,3,...,n—
2}, v por tanto det A.[{k,k + 1}|{k+1,n}]| = —cp, <O.

En los dos casos incurrimos en contradiccién con el hecho de que A, es to-
talmente no negativa, por lo que ay, = 0. U
A fin de obtener una caracterizacién de la existencia de completacién

TNN en el caso que nos ocupa, introducimos la siguiente definicion.

Definicién 4.3.3 Sea A = (a;;) una matriz parcial cuyo grafo asociado,

Ga=({1,2,...,n},{(i1,12), (i2,73), . . ., (tn_1,0n), (i1,0n)}), €8 un camino to-

talmente especificado. Se dice que A cumple la Cy-condicion si se verifica
iy i Qg ig - - - Qipy_y i

2 Qiy iy, -
a12712a13723 A alnflyznfl

Teorema 4.3.4 Sea A una matriz parcial TNN de tamarno n X n, n > 4,

cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado mondtonamente
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etiquetado. Entonces A tiene completacion TNN si y sélo si cumple la C-

condicion.

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene

la forma
1 12 x13 o Tip—1 Q1n
T21 1 23 o T2n—1 Ton
T31 Z32 1 o T3n—1 T3n
A=
Tp-11 Tp-12 Tp_13 - 1 Up—1,n
Tn1 Tn2 Tn3 o Tpn-1 1

Si ai, = 0 aplicamos la proposicién 4.3.6. Si aq, # 0, la Ci-condicién nos
permite afirmar que a; ;41 #0, 7 =1,2,...,n — 1. Sea A la matriz obtenida

1 1 _
de A al reemplazar x,; por ez ¥ Tyl POT e 1= 1,2,...,n—1.

Es facil observar que A es una matriz parcial TNN, cuyo grafo asociado
es un ciclo no dirigido mondétonamente etiquetado, que cumple la condicién
S S-diagonal, por lo que, por teorema 4.2.3, A tiene completacién TN N que
es también completacion TN N de A.

Demostramos ahora que la condicion es necesaria. Supongamos que tenemos

la siguiente completacién TN N,

1 12 C13 o Cip—1 Q1n
Ca1 1 23 o Can—1 Con
C31 C32 1 et C3p—1 C3p
A. =
Cn—1,1 Cpn-12 Cp-13 " I appn
Cn1 Cn2 Cn3 tr Cpp—1 1

Podemos obtener las siguientes desigualdades:

(1) det A[{1,2} {2, n}] = a12¢n — a1n > 0
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(2) det A[{k,k+1}{k+1,n}] = akr+1Cht1n —Chn >0,k =2,3,...,n—3
(3) det A{n —2,n —1}{n — 1,n}] = an—2n-1an-1n — o2y >0

A partir de la tercera desigualdad obtenemos a,_2,-10n—1, > Ch_2,, que

cuando k = n — 3, la desigualdad (2) nos permite deducir

@n73,n72an72,n71an71,n 2 cn73,n-

Combinando esta tltima desigualdad con la (2) cuando k = n —4 obtenemos
Ap—4n—30n—-3n—20n—2n—10n—1n 2 Cn—4n-
Asi sucesivamente, de forma analoga, combinamos cada desigualdad obtenida
ALI+104+1,042 - - - Op—1m = Cly, l=n—4,n—5,...,3
con la (2) cuando k = [ — 1 hasta llegar a concluir con
(23034 . . . Ap—1 = Cop

que al combinar con la (1) obtenemos la Cj-condicién, y por lo tanto, la
necesidad de la misma. U

Para el caso de caminos totalmente especificados no monétonamente eti-
quetados, empezamos confirmando la existencia de la completacién deseada

en el caso de matrices parciales de tamano 3 x 3.

Proposicién 4.3.7 Sea A una matriz parcial TN N de tamano 3x 3, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un camino totalmente

especificado no mondtonamente etiquetado. Entonces, A tiene completacion

TNN.

Demostracion: A partir de que la semejanza por la matriz permutacion

P =[n,n—1,...,1] conserva la total no negatividad, ver proposicén 3.2.1]
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podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la matriz A tiene una de

las siguientes formas:

1 212 a3 1 ap ags
A= 1| ay 1 a23 y As=| z9n 1 T23
T31 T3z 1 r31 asz 1

Elegimos las siguientes completaciones,

1 a13/a23 13 1 a2 a3
Alc = a1 1 a93 Yy A2c = 1/@12 1 1/@32
Cl21/6l23 1/a23 1 a32/a12 asz 1

Observamos que Ai., A1:[{1,2}|{2,3}], A1[{1,3}|{2,3}], A1[{2,3}[{1,2}],
A1[{2,3}{1,3}] v A1[{2, 3}] tienen determinante nulo, mientras que las sub-
matrices Ai.[{1, 2}], Ai.[{1,2}[{1,3}], Ai.[{1,3}[{1,2}] y Ai.[{1,3}] tienen
determinante no negativo siendo A una matriz parcial TN N. Por lo tanto
Aj. es una completacién TN N. De manera analoga, podemos comprobar que
As. es también una completacién TN N. O

Cuando la matriz parcial contiene algin elemento especificado con valor
nulo, en general el resultado anterior no es cierto, como vemos en el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 4.3.11 Consideramos la matriz parcial TN N,

1 2 ais
A= ay 1 asx |,

r31 T3z 1

con asz = ag; = 0 y ayg # 0. El grafo asociado es un camino totalmente es-
pecificado no mondtonamente etiquetado. Sin embargo, para cualquier com-
pletacion A., det A.[{1,2}|{2,3}] < 0 y por tanto, A no tiene completacion
TNN.



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 109

Analizamos a continuacién la validez de la proposicién 4.3.7 en el caso
de admitir elementos especificados nulos. Estudiamos con detalle el primer

caso, matriz Aq, siendo el otro caso andlogo.

(1) A; tiene un tnico elemento especificado nulo: si a;3 = 0 6 ay; = 0,

vemos que Aj. es una completaciéon TN N de A;.

(2) Ay contiene exactamente dos elementos especificados nulos: si a13 =
as = 0 entonces A;, es una completaciéon TNN de A;, mientras que
si ass = as; = 0, hemos visto, ejemplo 4.3.11, que A; no tiene com-
pletacion TN N.

(3) Si todos los elementos especificados son nulos (excepto los elementos

diagonales), entonces Ay, es la completacién deseada.

Como hemos comprobado, para el caso de caminos totalmente especifica-
dos monétonamente etiquetados, la C'j-condicion es necesaria y suficiente. Sin
embargo, la proposicion 4.3.7/ no se puede generalizar a matrices de tamano

n X n, n > 4, como ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.12 Consideramos la matriz A del ejemplo |4.3.8.

T41 4 T43 1

A no tiene completacion TN N, aunque se comprueba sin dificultad que A es

una matriz parcial TN N que satisface la C-condicion.

Observamos en las matrices A; y As de la proposicién 4.3.7, que para
ser matrices parciales totalmente no negativas es necesario que se cumpla
(93 > (21013 Y G12 > (13032 Tespectivamente, por lo que nos lleva a introducir

una nueva condicion.



110 CAPITULO 4. RESULTADOS OBTENIDOS

Definicién 4.3.4 Sea A = (a;;) una matriz parcial cuyo grafo asociado,
Ga=({1,2,...,n},{(i1,12), (ia,13), . . ., (in—1,1n), (i1,9n)}), €s un camino to-

talmente especificado. Se dice que A cumple la Cy-condicion si se verifica la
Qi jig Qig iz - - - Dipy_yin

desigualdad < @, i, -

a,-27,-2a1-37i3 B T A
La Cs-condicién es una condicién suficiente para la existencia de com-
pletaciones totalmente no negativas, de una matriz parcial TN N de tamano
4 x 4, con elementos especificados no nulos.
A continuacién mostramos todos los caminos totalmente especificados

posibles con un conjunto de cuatro vértices.

1 4 1 3 1 4
{ J { J ®
2 3 2 4 3 2
— > — > —
Gy Go G3
1 2 1 3 1 2
@ { J { J
3 4 4 2 4 3
— > — > — >
Gy Gs Ge
2 4 2 3 2 4
{ ] { ] { ]
1 3 1 4 3 1
o—» o—» o—»

Gr

Gs

Gy
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2 1
®

GlO

G13

Gig

Ga

G

111
2 1
4
4 3
o——»
G12
3 4
4
2 1
o——»
G15
3 1
]
4 2
o——»
Gis
4 3
]
2 1
o——»
G21
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4 1 4 2 4 1

G22 G23 G24

El siguiente resultado hace referencia tnicamente a los caminos total-

mente especificados no mondétonamente etiquetados.

Proposicion 4.3.8 Toda matriz parcial TN N, de tamano 4 x4, con elemen-
tos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un camino totalmente es-
pecificado no mondtonamente etiquetado tiene completacion TN N si cumple

la Cy-condicion.

Demostracion: Tendiendo en cuenta la semejanza por la matriz permutacién
P = [n,n—1,...,1], ver proposicién 3.2.1, los casos a analizar se reducen
a las matrices asociadas a G;, i = 2,3,...,12. Vamos a estudiar el grafo
(G5, mientras que el resto se hace de forma analoga. Podemos suponer que la

matriz asociada a Gy tiene la forma

1 a2 a3 w1

T21 1 @3 ao

Ag, =

2
T3 Tzz 1 T34

Ta1 Taz Qg3 1

Comprobamos que la completacion

1 a2 @13 a12G24
A 1/a12 1 a13/a12 Q24
Cy =
1/(113 CL12/013 1 a12a24/a13

(143/013 a12a43/a13 Q43 1
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es TTNN. Podemos observar, por un lado, que las filas de la submatriz
Ac,[{1,2,3}] son linealmente dependientes dos a dos, por lo que A¢,[{1, 2, 3}]
es una submatriz TN N. Por otro lado, det A¢,[{3,4}] es no negativo por la
Cy-condicién.

Sea A una nueva matriz parcial TNN

1 12 a13 T4
e 1/a12 1 a13/a12 T24
1/G13 G12/a13 1 a126l24/a13
Tq1 T42 a43 1

Por el teorema [3.2.1, A¢, es una completacion TN N.
Damos a continuacion completaciones T'N N para el resto de casos a estudiar.

Su comprobacion se realiza de forma analoga al caso Ag,.

I a2 a3 z1a T4 = 12024
1 ai:
A 21 1 x93 am T = 55 T3 = 12
G2 — ’ 1 a ai2a
31 32 1 a3 31 = 53 T3p = g2 X34 = LA
a aiaa.
Ty Ty2 agz 1 T4 =2 Typ = L
[ 1 T T1o = aia
Ti2 a1z a4 12 = 4o
— a24 — a24013
A 21 1 we3 am T2 = T T3 = T
Gs — ! a32a24 ai4
r31 ass 1 x4 31 = ~4., T34 = 41a
_ 013a32a24 — Q13432 — a13
| T w2 waz 1| Ta = T Typ = TG0 Tuz = o
I a2 a3 zua T14 = 13034
1 ai: a13a;:
A 21 1 w3 wn T = g T23 = g2 Tog = M
Gy — ’ 1 a
31 w32 1 ass 31 = 53 T3 = g2
a13a.
T4l Q42 T43 1 T41 = Q42012 T43 = %
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_ a3
I z12 a3 au T2 = o0
A ra1 1 a3 wo4 Tor = 2 @y = B
Gs — ’ 1 1 a
_ 1 _ 1 _ a1
31 w3z 1 w3 31 = 53 T3 = = T34 = o
aq2a
Ta1 Gg2 w43 1 T4 = FEE 43 = 42023
— a
I a2 w13 aus 13 = 2
_ 1 _ 1 _au
A, — | T I w3 wn 21 = g T3 = - T4 = )
Gg — 1 ) o __ a41a23
r31 a3z T34 T31 = a32012 X34 = ~
a43a
T4 w42 w43 1 Ty = PR Tyo = 443032
aisa
I 12 a13 214 T = HE 114 = a13a34
a
A a1 1 w3 axn T3 = 2
G — ’ a
— a21a34 — ass
31 w32 1 am T3 = S w3y = 2
_ ao1 _ 1 _ 1
T T2 w3 1| = Ty2 = o T43 = o
aiqa
I z2 w13 aws Ty = T 13 = 14043
a
A a1 1 azs w4 Ty = 2
Gsg — ) a
_ a1 — 1 _ 1
x31 w32 1 w3 T31 = 2 T3 = o~ T34 = o=
— 021043 — @43
| 2o 242 agz 1] Ty = T x40 = 2
_ a14 _ ai4a23
I x2 13 a4 T2 = o) T3 = S
AL — | " I a3 axn T21 = (23031
Go a €T 1 =z T gy = L Loy = 224
31 132 34 32 = o 34 = oo
— 23031 - 1 _ a23
| T wa2 wa3 1| wa =T map = oo 43 = 2
— L — Q23 — 023034
Iz 213 214 T2 = oo r13 = 2 Z14 o
A ag1 1 a3 wu T4 = (23043
Gio — ’ a34a
31 T3z 1 am T3] = a3qa41 T3z =
_ aq =L
agr T4 w43 1 T42 = oo T43 = o5
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_ a3 — a13G24
I z12 a3 7y T2 = o2 Ty = =
A xor 1 a3 aw T2l = (24041
e T3] X 1 =z T gg = 24041 g0 = L rgy = 224
31 T32 34 31 e 32 = o 34 = gog
— 1 — 823
| aa Ta2 w43 1 Ta2 = o T43 = o
[ i = 1 — 024043 — 0G24
I z12 w13 214 T12 = o~ r13 = T Ty = o
A azi 1 w3 an T3 = (24043
Gz az1 1 =z | gy = L T3y = —=
31 T32 34 32 = gol 34 = o3
aq3a.
T4 w42 w43 1 T41 = a43031 T4y = “2E
Ll

Sin embargo, en el caso de matrices parciales de tamano 4 x 4, la Cs-
condicién no es necesaria para la existencia de completaciones totalmente no

negativas. Lo ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.13 Consideramos la matriz parcial TN N

Ta1 Taz Tg3 1

cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado no monotonamente

etiquetado. La siguiente matriz A. es una completacion TN N de A,

1
0,5
1
0,5

—_
N = DN
— N = =

Sin embargo, A no cumple la Cs-condicion ya que aizazstoy = 2 > ayy = 1.
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Podemos generalizar el ejemplo anterior para matrices de tamano n x n,

n > 4.

Ejemplo 4.3.14 Consideramos la matriz parcial TN N, B = (b;;), de tamano

n x n, tal que by, = 1, la submatriz B[{1,2,3,4}] es la matriz

Tar Taz T4z 1

y la submatriz B[{4,5,...,n}] tiene la forma
1 1 T43 Tan—1 TLan
T54 1 1 “or Tep—1 Tsp
L64 Te5 1 T Tem—1 Ten
Tn-14 Tp-15 Tp-16 " 1 1
Tna Tns Tne o Tpn-1 1

y el resto de elementos son no especificados.

Observamos que B es una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado es un
camino totalmente especificado. Podemos ver también que dicha matriz no
cumple la Cy-condicion ya que a13a32024G45056 - - . Gp—1n = 2 > G1, = 1.
Vamos a demostrar ahora que B tiene completacion TN N.

Sea B = (b;;) una nueva matriz parcial TN N, siendo,

no especificado si 1=1,j=mn
bij: 1 S1 iZl,j:4

bsj en otro caso

La matriz parcial B resultante de sustituir en B, B[{1,2,3,4}] por la matriz
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A, del ejemplo[4.3.13 y B[{4,5,...,n}] por la matriz C,

1 11 11

1 11 11
O 1 11 11 |

1 11

111 --- 11

es una matriz parcial TNN. Por el teorema 3.2.1 y ser Gg 1-cordal, exis-
te B, completacion TNN. Es sencillo comprobar que B, es también una

completacion de la matriz B.
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4.3.4. Doble-caminos

Analizamos a continuacién el caso de doble-caminos generalizando las
ideas vistas anteriormente, puesto que un doble-camino cuando uno de los dos
caminos tiene un 1inico arco no es mas que un camino totalmente especificado,
concepto al que dedicamos la subseccién anterior.

Recordamos (capitulo 2) que un doble-camino es un grafo dirigido for-
mado por dos caminos totalmente disjuntos cuyos extremos inicial y final

coinciden.

Ukt1 () I U
. >0 - - @ >0
11 “12 ° k-2 k-1

Como sabemos, segin proposicion 3.2.1, la total no negatividad no se
mantiene por la semejanza de permutacion, por lo que como en otras oca-
siones, distinguiremos entre grafos monétonamente etiquetados y no moné-
tonamente etiquetados, concretamente entre doble-caminos con uno de los
caminos mondétonamente etiquetado y el otro no y los doble-caminos con dos
caminos no mondétonamente etiquetados.

Teniendo en cuenta los resultados de las proposiciones 4.3.5/y 14.3.7 pode-
mos afirmar que toda matriz parcial totalmente no negativa, de tamano 3 x 3,
cuyo grafo asociado es un doble-camino tiene completacion totalmente no
negativa.

En general, una matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo asociado
es del tipo antes comentado no tiene completacion totalmente no negativa,

como podemos ver en los siguiente ejemplos.
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Ejemplo 4.3.15 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N,

1 0,5 13 0,5
1 05

A= T21 T24

T31 T3z 1 @y

Tg1 T42 1 1

cuyo grafo asociado es un doble-camino (uno es mondtonamente etiquetado

y el otro no).

Al exigir det A[{1,2}|{2,4}] > 0 ydet A[{2,4}|{3,4}] > 0 obtenemos xa4 > 1
Yy Tog < 0,5 respectivamente, lo cual es una contradiccion. Por tanto, A no

tiene completacion TN N.

Ejemplo 4.3.16 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N,

cuyo grafo asociado es un doble-camino (con dos caminos no mondtonamente

etiquetados).

De manera andloga, para que det A[{1,3}[{3,4}] v det A[{3,4}|{2,4}] sean
no negativos, es necesario que r3y > 2 Yy r34 < 1 respectivamente. Por tanto,

A no tiene completacion TNN.
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Para matrices de tamano n x n con n > 4 abordamos, en primer lugar,
el caso de doble-camino en el que uno de los caminos es mondétonamente
etiquetado y el otro no lo es.

Si denotamos por P, el producto de los valores que corresponden a los
arcos de un determinado camino C', entonces podemos establecer el siguiente

resultado.

Lema 4.3.3 Sea A una matriz parcial TN N, de tamano 4 X 4, con elemen-
tos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un doble-camino formado
por los caminos C monotonamente etiquetado, y Cy no mondtonamente eti-
quetado, ambos con el vértice inicial etiquetado con 1. Entonces, A tiene

completacién TNN si y sélo si P., > P.,.

Demostracién: Consideramos los siguientes casos:
1) Cr=({1,2,3,4},{(1,2),(2,3)}) y C2 = ({1,2,3,4},{(1,4), (4,3)})
2) Cv=({1,2,3,4},{(1,2),(2,3),3,9)}) y C2 = ({1,2,3,4}, {(1,4)})
3) Cr=({1,2,3,4} . {(1,2)}) v C> = ({1,2,3,4},{(1,4),(4,3),(3,2)})
4) Cr=({1,2,3,4},{(1,2)}) y Co = ({1,2,3,4},{(1,3), (3,4), (4,2)})

Comprobamos que la condicién es suficiente en el primer caso.

1 4 3 2 1
° o >0« o< °
Ga

Podemos suponer, como en otras ocasiones, que A tiene la forma,

1 a2 T13 Q14
T21 1 Q23 T24
A=

T31 T32 1 x34

Ta1 Taz Qg3 1



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 121

Consideramos la matriz

1 12 14043 Q14
1/ais 1 Q3 Q93/as3
‘ 1/apaos  1/ass 1 1/ays
43 / 12023 (43 / 23 43 1

A, es una completaciéon TNN de A, ya que:

det A.[{1,2}] =0

det A.[{1,2}{1,3}] = ass — hatas > 0, por la condicién P., > P,
a12

a a
ﬁ _ s 0, por la condicion P, > P,
12

Q43

det A [{1,2}|{1,4}] =

det A [{1,2}{2,3}] =

det A [{1,2}[{2,4}] = 12023 —ayy > 0, por la condicién P, > P,
det A{1, 2} (3,41 =0 "

a12a93 — ay4a43 > 0, por la condicion P., > P,

det A[{1,3}[{1,2}] = 0

det A[{1,3}] =1— 41943~ 1, por la condicién P., > P,
(12023

1
det A[{1,3}{1,4}] = — —
Q43 6?126?23
det A[{1,3}{2,3}] = a1s — —= >0, por la condicién P,, > P,
a

alq

> 0, por la condicion P,., > P,

23
det A [{1,3}]{2,4}] = @ _ > 0, por la condicién P,., > P,
Q23
det A [{1,3}{3,4}] = 0
det A.[{1,4}{1,2}] =0
det AJJ{1,4}{1,3}] = as(1 — 24y > 0, por la condicién B, > P,
a12023
det A [{1,4}] =1 — f1d43 > 0, por la condicién P,, > P,
a12023 nd
det Ac[{1,4}[{2, 3}] = auz(ar2 — 1; 43) > 0, por la condicién P., > P,,
23

det A.[{1,4}]{2,4}] = a12 — 1443 > 0, por la condiciéon P, > P,
a23
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det A.[{1,4}{3,4}] =0,

y es facil de comprobar que el resto de menores son nulos.

En el segundo caso la condicién P,., > P,., coincide con la Cj-condicién y por
el teorema 4.3.4 el resultado es cierto. Por otro lado, en los dos ltimos casos
la condicién P., > P., es la Cs-condiciéon y por la proposicién 4.3.8 podemos
comprobar que es suficiente para la existencia de completaciones TN N.
Podemos afirmar que la condiciéon P, > P,., es también necesaria compro-
bando el primer caso mientras que los demas casos son analogos.

Supongamos que

1 aip c3 aus
o1 1 axs cu
c31 C32 1 e

Cq1 Cq2 Q43 1

es una completacion totalmente no negativa.
A partir de det A.[{1,2}|{2,3}] > 0y de det A.[{1,4}|{3,4}] > 0 obtenemos

12023 2 A14043. O

Con el fin de extender el resultado anterior, vamos a asociar a una matriz

parcial A, una nueva matriz parcial a la que denominamos C'4.

Definicién 4.3.5 Sea A = (a;;) una matriz parcial, de tamano nxn, n > 4,
con elementos especificados mo nulos y cuyo grafo asociado es un doble-
camino, G4 = (V| E), formado por un camino mondtonamente etiquetado de
k vértices y otro no mondtonamente etiquetado, ambos con vértice inicial iy =
1. En otras palabras, E = {(1,2),(2,3), ..., (k—=1,k), (1, ig41), (iks1, igr2),- - -,
(tn—1, @n), (in, k)}. Llamamos C4 a la matriz parcial C4 = (c;;) obtenida
a partir de las submatrices A[{1,2,...,k} v A[{k,ixs1,...,in}] conservan-

do los elementos especificados, completando las posiciones no especificadas
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como Sigue:

.
Qi yigr Vi1 igyo - Vi —1,im s I <m,

PCQ/Cim,ik; lzla

1/aim7im+1aim+17im+2 st ail—lail7 l > m’

Cil”im =
Qi yigr Vi1 igyo - Vign—1,im s I <m,
Cilain ainyik’ m = k7
1/ Cip iy 1€ {k,t},t>m,

y reemplazando ay;, ., por un elemento no especificado.

Ejemplo 4.3.17 Consideramos la matriz parcial,

1 1 13 2 15
T21 1 2 ®Tay Tos
A= Ta1 T3z 1 w34 T35

Tg1 T42 T43 1 0,5

Tsi Tsz 1 wsy 1

123

I,me{2,3,...,k}
m e {2,3,...,k}
I,me{1,2,...,k}
ILme{k+1,...,n}
le{k+1,...,n}
me{k+1,...,n}

Por la definicion |4.5.5 la matriz C'4 tiene la siguiente forma,

1 1 1 2y 715
1 1 2 Xo4 Tos
Ca=105 05 1 2 1
g T4 05 1 05

T51 T52 1 2 1

Podemos verificar que A y C'a son matrices parciales TN N y que la siguiente

matriz A. es una completacion TNN de Cy y de A.

11 p |
1 1 2 4 2
A=|05 05 1 2 1
025 025 05 1 05
05 05 1 2 1



124 CAPITULO 4. RESULTADOS OBTENIDOS

Podemos generalizar la idea del ejemplo anterior en el siguiente sentido.

Lema 4.3.4 Sea A una matriz parcial TN N de tamano nxn, n > 4, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es un doble-camino, con
un camino Cy mondtonamente etiquetado de k vertices y otro no mondtona-
mente etiquetado Cy, ambos con vértice inicial 11 = 1. Entonces, la matriz
C'a asociada a A es una matriz parcial TNN si P., > P,.,. Ademads, el grafo

asociado a C'4 es un 1-cordal mondtonamente etiquetado.

Demostracién: Analizamos las submatrices C4[{1, ...k} y Ca[{k, ..., n}].
Observamos que en la submatriz

P, Py B Pey

1 a . P,
12 agqap_1k a45 aK_1,k ak—1,k €2
1
a3 1 a3 a23a34 ctr @23t Qk—2k—1 023" Ak—1k
1 1
— 1 a cee o a34c QK2 ke as4 - Qp_
@12023 @23 34 34 k—2,k—1 Q34 k—1,k
1 1 1
1 cee Q45 Ak—9 k— aqs - Ag—
a12a23034 a23a34 a3zq 45 k—2,k—1 45 k—1.k
1 1 1 1 1
a1 -- P Py Ak —1,k
120k —2 k—1 23 Qg —2 k—1 34 Ak —2 k—1 a34° Ak —2 k—1 ’
1 1 1 1 1 1
12k —1.k a23" Ak —1,k 34 Qg —1,k a3q - Qp—1,k g —1,k
VT - s 1
las filas de indice t, t = 3,4,...,k, cumplen la ecuacién f; = mfz,
Qp—1t

con lo cual todas las filas de la submatriz Cx[{2,3,...,k}{1,2,...,k}] son
linealmente dependientes dos a dos y dicha submatriz es totalmente no ne-
gativa. También por dicha ecuacién vemos que det C4[a|] = 0 para toda
a,FC{L1,2,...,n}con |a|=|f] >2y 1€ a.
Queda por demostrar, por tanto, que det C'4]cr|3] > 0 para |o| = |5| = 2 tal
que 1 € a:

det C4[{1,2}] =0,

det Cyf|fB] > 0, con 5N {1,2} # ¢, por el enunciado de la condicién,

det Calar|f] = 0, con N {1,2} = ¢, ya que las columnas C3,Cy,...,Cy
de la matriz C4 son también linealmente dependientes dos a dos, de hecho,
Cy=ass--a;_1,Cs, t=3,4,... k.
Por otro lado, la submariz Cy[{k,k+1,...,n}] coincide con la completacién

totalmente no negativa en el caso de camino dirigido no mondétonamente
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etiquetado, ver teorema [4.3.1, por lo que dicha submatriz es totalmente no
negativa y la matriz C'4 es una matriz parcial totalmente no negativa cuyo
grafo asociado, como es evidente, es un 1-cordal monétonamente etiquetado.

g

Este resultado nos permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 4.3.5 Sea G un doble-camino con Cy mondtonamente etiquetado
y Cy no mondtonamente etiquetado. Entonces, toda matriz parcial TN N,
A = (a;j), de tamano n x n, n > 4, con elementos especificados no nulos y

cuyo grafo asociado es G tiene una completacion TNN si y solo si P., > P.,.

Demostracién: Podemos asumir que C} tiene el conjunto de arcos {(iy, i2),
(t9,13), - .., (Ig—1,%%)}, con i; = 43 +j — 1, j = 1,2,..., k, mientras que los
arcos de Cy son {(i1,9k+1),- -+, (bn-1,%n), (in, k) }.

Para comprobar la suficiencia de la condiciéon P, > P,., consideramos dos

Casos.

1) iy = 1.
En este caso, i; = j para j = 1,2,..., k. Al aplicar el lema 4.3.4 la C4-
matriz de A es también una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado

es un l-cordal, que por el teorema 3.2.1, C'4 tiene una completacion

TNN.
Observar que el elemento de la posicion (i1, ix11) es Civ iy Cigipsr =
P, iy \/Pey = @iy, Por tanto, la mencionada completacion es

también una completacién de A.

2) iy # 1.

Uet1 Ukt In ik
® >o - - — o
1 'i2 Up—2 T—1
. .- @2

Ga
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Sea A = (@;;) la matriz obtenida de A al reemplazar x;,_,, ., por
Qi iy,
n e ’ +1 . . _. . e
Qip i1 — » Lig iy POY Qi iy =
iy i Qigyig + -+ Qig_g,ig_1 iy ig Qigig - -+ Aig_y i,

y tanto a;, ., como a;,_, ; por elementos no especificados. Es facil ver
que A es también una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado Gz es
un ciclo dirigido no monétonamente etiquetado.

g In Tjt2 Tkt1
-~ @ - o< ®

A

®
Y
®
Y

Al reetiquetar los vértices de Gz, de tal modo que 7; = 1, podemos
asegurar que A satisface la C-condicién. Por lo tanto, Aplicando el
teorema 4.3.3, existe una completacién TNN, A, = (¢;;) de A.

A partir de la definicién 4.3.2, observamos que ¢;, ., = G4y iy @iy iy - - -
1

Qig_1ipr1 = Qirjigpr Y Cig_yik = Qig_y g Por

B iy, ig Qiy ig + - - igy o g

tanto, A. es también una completaciéon TINN de A.
Ahora vamos a demostrar que la condicion P., > P,, es necesaria en el primer
caso, siendo el segundo analogo.
Sea A. = (c¢;;) una completacion TNN de A. De los determinantes de las
submatrices A.[{1,i}|{i,i + 1}], con i = 2,...,k — 1, obtenemos la primera

desigualdad aj2a93ass . .. ag—1, > c1p. Vamos a probar a continuacion que

Ck 2 A1 igp1 Vigy 1,342 Vigro,ings - - Ain_1,inQin,k-

Observamos que, dados los indices 44, i, 15, tal que, 4,7, < ¢;, de la no nega-
tividad del menor det A.[{i, 7;}| {ix,7;}], obtenemos ¢;, 5, > cii;¢i;.,- (1)

Notamos que k < ij, Vj € {k+1,k+2,...,n} y existe un indice /; tal que
= n. Empezamos el proceso considerando el subcamino #;,, — 4;, — i,,,

i,



4.3. GRAFOS DIRIGIDOS 127

donde [ y l1 son respectivamente el indice anterior y posterior de [; en Cj.
Como hemos comentado, podemos conseguir la desigualdad correspondiente

Ci, 4. = i i G 4 . Ahora, consideramos el siguiente camino
11921 1%y Tyt )

Il — 0y — g — iy, —— gy - —— g — 1 — K,

donde el indice 7;, no aparece. Sea i), el indice mas grande de este nuevo
camino. Procedemos de forma analoga considerando el subcamino formado
por 7;, y los vértices anterior y posterior, obtenemos la desigualdad corres-
pondiente a partir de (1) y seleccionamos de nuevo el mayor indice i, en el
camino obtenido al suprimir ¢;,. Continuamos sucesivamente hasta obtener
1 — k+1 — k, y la desigualdad correspondiente ci, > ¢4 g41Cht1k-
Observamos que el valor ¢;; correspondiente a la posicion no especificada (i, j)
de A, que aparece en las diferentes desigualdades, se obtiene al reemplazar
una cadena del tipo ¢ — h — j por i — j y verifica las desigualdades
tipo (1), es decir, ¢;; > cipcpj. A partir de las desigualdades conseguidas en
el proceso, obtenemos la condiciéon buscada. O

Si algin elemento especificado en la matriz parcial es nulo, el tltimo
resultado no se cumple necesariamente, como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 4.3.18 Consideramos la siquiente matriz parcial TNN, A, cuyo
grafo asociado es un doble-camino con Cy = ({1,2,3},{(1,2),(2,3)}) mond-
tonamente etiquetado, y Cy = ({1,3,4},{(1,4), (4,3)}) no mondtonamente

etiquetado.
1 0 T13 1

To1 1 1 xo4
T3 T3 1
Ty rp 01
La matriz A satisface la condicion P, > P.,. Sin embargo, observamos que

det A[{1, 2}|{2,3}] > 0 implica x15 = 0, de donde obtenemos que el menor
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det A[{1,2}|{3,4}] es negativo. Por lo tanto, A no tiene completacion TN N.

A continuacién, estudiaremos el problema de completacién para una ma-
triz A, de tamano 4 x 4, con elementos especificados no nulos y cuyo grafo
asociado es un doble-camino con caminos C; y Cy, ambos no mondtonamente

etiquetados y con el vértice inicial 7; = 1. Consideramos los siguientes casos:

1) Cl - ({1727374}7 {<173)7 (372)7 (274)}) y 02 = ({174}7 {<174)})

3 2 4
° e e -0 °
Ga

Podemos suponer que A tiene la forma

I xi2 a3 aus
T21 1 x93 aou
A=

T3 agz 1 T34

Tg1 T42 T43 1

Si aj3asza94 > a4 elegimos la completacién

1 a130a32 @13 Q14
1/a13a39 1 1/ass 24
A, =
1/ay3 aso 1 32024
1/a13a32a24 1/024 1/6132@24 1

Es facil comprobar que todos los menores son no negativos. Por lo tan-

to, A, es una completacién totalmente no negativa de A.

Si 130432094 < A14, la matriz

1 Q14 / a24 ais Q14
A = az4/a14 1 1324/ 14 Q24
Cc — b
a32a24/a14 a32 1 a14/a13

2
a13a32a24/a14 al3a32/a14 a13/a14 1
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3)

es una completacion de A totalmente no negativa.

C) = ({1727374}7 {(174>7 (47 2)7 (273)}) y Cy = ({173}7 {(17 3>})
1 4 3 1
° o o >0 °
Ga

Podemos suponer que A tiene la forma

1 z12 a3 au
T21 1 Q23 T4
A=

T3 Tzz 1 T3

Ta1 Qa2 T43 1

En este caso comprobamos que existe la completacion deseada, A. de
A siy s6lo si aygaq0a03 < aq3.

Supongamos que A. = (¢;;) es una completacién totalmente no nega-
tiva de A. Del hecho que det A[{1,2}|{3,4}] > 0y det A[{2,4}] > 0
obtenemos la desigualdad deseada.

Por otra parte, si aijsa42a93 < a3, es facil ver que la matriz

1 a13 / 23 a13 A14
A= a3/ a3 1 a3 1/as
1/ay3 1/ass 1 1/asa93
42023 / ai13 42 42023 1

es una completacion de A totalmente no negativa.

C’1 = ({1727374}’ {(1’ 2)7 (274)v (4’3>}) y C’2 = ({173}’ {<1’ 3>})
1 2 4 3 1
° >® > >0 °
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En este caso, una completacién totalmente no negativa es

4) ¢y = ({1,2,4},{(1,2), (2

(

1 a2 a3 12024

G24G43/CL13 1 a13/a12 24

a12a24a43/a%3 a12/a13 1 1/a43
| a12094033/aT5  a12043/013  dus 1
1 a2 a1z a13/a43
1/as 1 24043 Q24

1/ai2a24043 1/assays 1 1/ass

1/a12a24 1/Cl24 43 1

2 4 3
>o - o<
Ga

Y

S 12024043 < Q13

SI  (12G24G43 > G713

a4)}) y C12 = ({1a374}7 {(173)7 (374)}

Una completacion de A que sea totalmente no negativa es

(

1 12
1/(112 1
1/as aia/as

| 1/6113@34 a12/a13a34

]_ a12
]_/(112 1
a34/a12a24 @34/6124

1/a12a24 1/CL24

a3
C113/CL12

1
1/@34

a3
A24 / 34

1
1/@34

Q12024
24

34
1

a13a34
24

34

1

I

)

si

si

13034 = A12024

a13G34 < Q12024

= ({1,2,4},{(1,4).(4,2)}) y C> = ({1,2,3},{(1,3),(3,2)})
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En este caso demostramos que existe una completacion totalmente no
negativa, A, de A, siy solo si aj3a3s > a14a43.

Sea A. = (¢;;) una completacion TNN de A. A partir de det A[{3, 4}
{2,3}] > 0ydet A[{1,4}|{3,4}] > 0 obtenemos la desigualdad deseada.

Por otro lado, si ajzass > aisa49 es facil comprobar que la completacion

1 13032 a13 aiq
| 1/awzasz 1 1/as,  1/as
‘ 1/0l13 a32 1 a32/a42 7
Qg2/Q13G32  Gaa Qa2 /ago 1

es totalmente no negativa.

Como acabamos de ver, para las matrices parciales totalmente no negati-
vas de tamano 4 x 4, cuyos grafos asociados son doble-caminos, con caminos
no monoétonamente etiquetados y cuyo vértice inicial es 7; = 1, obtenemos
diferentes resultados, por lo que, seguimos trabajando en este tipo de grafos
con el objetivo de generalizar dichos resultados a matrices de tamano n x n,
n > 4.

En cambio, cuando el vértice de inicio no esta etiquetado con 1, podemos

establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.3.6 Sea G un doble-camino formado por caminos no mondtona-
mente etiquetados Cy = (V1, Ey) y Cy = (Va, Ey), con vértices inicial y final
distintos de 1. Toda matriz parcial totalmente no negativa A de tamarno nxn,
n >4, con elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es G tiene

una completacion TINN si cumple la condicion,

P, <P, st 1€V 0 P,<P, si 1€V,
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Demostracién: Supongamos que Ey = {(i1,i2), (i2,43), ..., (ix—1,%) } y E2 =
{(i1,%k+1), -+, (tn—1,0n), (in,ix)} con 1 € V;. El otro caso se demuestra de
forma andloga.

Dados 4,5 € Vs, tal que (4, j) € E», completamos la posicién (j,7) por 1/a;;,

y sustituimos los elementos a;, 4, ., ,, oy @iy i s @G, i, POT €lementos

Qigoy1ying2r -
no especificados. Es facil ver que la nueva matriz obtenida A es una matriz
parcial TN N cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido no monétonamente
etiquetado que satisface la C-condicion. Al reetiquetar este ciclo, de manera
que i; = 1, y aplicar el teorema 4.3.3, obtenemos una completacién TN N A,
de A.

Observamos que los elementos de A, correspondientes a las posiciones (i1, ig41),
(ik+1, ik+2), e (Zn, Zk) Son ail,ik“ s aik+1’ik+2, ceey Qg i Gy g respectivamente.
Por lo tanto, A, es también una completacién de A. O

La condicién del dltimo teorema no es necesaria como podemos ver en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.19 La siguiente matriz parcial TN N

1 3 13 T14
Tor 1 a3 oy

2 32 1 T34

cuyo grafo asociado es un doble-camino con caminos Cy y Cs, cuyos conjuntos
de arcos son respectivamente Ey = {(4,3),(3,1),(1,2)} v By = {(4,2)},

4 3 1 2 4
° o o 0 °
Ga

no satisface la condicion P, < P.,. Sin embargo, A tiene una completacion
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totalmente no negativa,

1 3 1/2 1/2
s 1/3 1 1/6 1/6
2 6 1 1
/31 1 1

Comentamos finalmente que en el caso de existencia de elementos nulos

en la matriz parcial, el teorema 14.3.6 no es cierto en general.
Ejemplo 4.3.20 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N,

1 T12 T13 3
2 1 0 T4

T3 T3z 1 T3y

A—
T41 T42 4 1

cuyo grafo asociado es un doble-camino, con caminos Cy y Cy, cuyos conjun-
tos de arcos son respectivamente Fy = {(2,3)} y E> = {(2,1),(1,4),(4,3)},

2 1 4 3 2
® @ >@ >0 ®
Ga

satisface la condicion P., < P.,. En cambio, A no tiene una completacion
TNN ya que a partir de det A[{1,2}|{1,4}] > 0 obtenemos xo4 > 6, mientras
que det A[{2,3}[{3,4}] > 0 implica x4 = 0.
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4.3.5. Otros tipos de grafos asociados

En esta subseccion vamos a abordar el problema de completacién en el
caso de ciertos grafos formados por la unién de subgrafos conocidos y estudia-
dos anteriormente. Analizamos un clique con un camino adjunto, los grafos
doble ciclos, generalizando finalmente los resultados obtenidos para el grafo

block-ciclo.

Un clique con un camino adjunto

En general, un cliqgue con un camino adjunto es un grafo formado por un
clique sobre un conjunto de vértices, K = (Vj, E)), y un camino con vértices
inicial y final que pertenecen a V.

Para este tipo de grafos, la respuesta al problema de completacion de
matrices parciales totalmente no negativas es, en general, negativa, como
podemos observar en el ejemplo 4.3.21.

Entre las muchas posibilidades existentes nos vamos a centrar en las dos

que enunciamos a continuacion.

i) G=(V,E),conV ={1,2,...,n}, es el grafo formado por un clique con
vértices {k,k +1,...,n} y un camino dirigido {(n,1),(1,2),...,(k —
Lk, k=2.3,....,n— 1.

ii) G = (V,E), con V = {1,2,...,n}, es el grafo formado por un clique
con vértices {1,2,...,k} y un camino dirigido {(k,k+ 1),(k+ 1,k +
2),....,(n=1,n),(n,m)}, m=1,2,....k, k=23,...,n—1.

Empezamos con el primer caso, demostrando la existencia de la com-
pletacion deseada cuando el camino adjunto tiene 3 vértices, y necesitando

introducir una condicién necesaria y suficiente en el caso general.

Lema 4.3.5 Sea G4 = (V, E) un grafo no mondtonamente etiquetado, con

V ={1,2,...,n}, formado por un clique sobre los vértices {2,3,...,n} y un
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camino dirigido {(n,1),(1,2)}. Cada matriz parcial TNN A con elementos

especificados no nulos y cuyo grafo asociado es G 4 tiene completacion TN N .

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene

la siguiente forma,

1 a1 T3 ... Tip—1 Tin
To1 1 azz ... G2,-1  QG2p
31 as2 1 ... A3p-1  A3p
Tp—11 Qp-12 Qap—13 --- 1 An—-1,n
| Onl an2 an3 ceo Gpn—1 1 i
1

n

Sea A la matriz obtenida al completar z5; con ¢a = a1 /ane. De la desigual-
dad det A[{1,n}|{1,2}] > 0, es facil deducir que det A[{1,2}] > 0y por tanto

A es una matriz parcial TN N.

Ga

Sea B la siguiente matriz parcial TN N:

1 a1 X
B=| ¢y 1 Al{2}{3,4,...,n}] |,
Y A[{3,4,...,n}{2}] A[{3,4,...,n}]
donde X e Y son completamente no especificadas. Podemos observar que
el grafo asociado a la matriz B es un 1-cordal. Por tanto, y por el teorema
3.2.1, B tiene completacién TNN, B, = (b;;), donde b,; = a1, ver [31], y

por tanto B, es también una completacién de A. O
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Sin embargo, el resultado no es cierto cuando el nimero de vértices de
dicho camino es mayor o igual que 4, como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 4.3.21 La matriz parcial TN N

1 I x3 214 T3
o1 1 1 moy w95
A= |23 232 1 as ass
Tar Taz ag3 1 ags

2 T2 1 Q54 1

no tiene completacion TN N, ya que las desigualdades det A[{1,5}|{1,2}] >0
y det A[{2,5}|{2,3}] > 0, se verifican si x50 > 2 y x50 < 1 respectivamente,

lo cual es una contradiccion.

Visto el ejemplo anterior, para el caso de un camino adjunto con mas de
tres vértices necesitamos una condicién mas. En el siguiente resultado damos
una condicién necesaria y suficiente para la existencia de completaciones

totalmente no negativas cuando el camino adjunto sea de 4 vértices o mas.

Lema 4.3.6 Sea A una matriz parcial TN N, de tamano n X n, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es la union de un clique
sobre los vértices {3,4,...,n} y un camino dirigido de 4 vértices con arcos
{(n,1),(1,2), (2,3)}. Entonces existe completacion TNN de A si y sdlo si
la submatriz de A cuyo grafo asociado es el camino totalmente especificado
formado por los arcos {(n,1),(1,2),(2,3),(n,3)} cumple la Cy-condicion, es

. Qp1012G23
decir, ————— < a,3.

a11G92

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene
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la forma,
1 Q12 x13 T4 - T1in-1 T1n
T21 1 23 To4 e T2n-1 Ton
x31 32 1 asqy ... (3p-1 A3,
T41 L42 Q43 1 cee Q4n—1 Qym,
Tpn—11 Tpn—12 Op-13 apn—14 - 1 An—1,n
| Gn1 LTn2 an3 Qng <o Qpn-1 1 _

Sea A la matriz obtenida al reemplazar z,5 Por Cps = an3 /ass.
De la desigualdad

det Z[{Z, n}|{2, 3}] = Ap3 — Cp2Q923 = 0,

podemos afirmar que A es una matriz parcial TNN. Observamos que el
grafo asociado a la matriz A[{2,3,...,n}] es un clique con un camino adjun-
to de tres vértices. Aplicando el lema/4.3.5 sobre la submatriz A[{2,3,...,n}]
obtenemos una completacion TINN, A; . Consideramos ahora una nueva

matriz parcial TN N:
1 X

Y A,

)

donde X = [a12,713,...,21,] € Y = |21, 231, ..., an1]". De nuevo A es una
matriz parcial TN N que cumple la hipotesis del lema 4.3.5, por lo que pode-
mos obtener una completaciéon TN N de j, y por tanto de A.

Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos que A, = (¢;;) es

una completacion TN N de A. Combinando las desigualdades

det A[{l,n}|{1,2}] —= Cp2 — Ap1a12 Z 0

det A[{2,n}[{2,3}] = an3 — cp2az3 > 0,
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obtenemos la condicién a,3 > a,10120923. O

A continuacién generalizamos el resultado anterior.

Teorema 4.3.7 Sea A una matriz parcial TN N de tamano n X n, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es la union de un clique
sobre los vértices {k,k+1,...,n} y un camino dirigido de | = k + 1 vértices
con el conjunto de arcos {(n,1),(1,2),...,(k — 1,k)}. Entonces existe una
completacion TNN de A si y solo si la submatriz de A cuyo grafo asocia-
do es el camino totalmente especificado formado por el conjunto de arcos

{(n,1),(1,2),...,(k—1,k),(n,k)} satisface la Cy-condicidn.

Demostracion: Desarrollamos la demostracion por induccién sobre [. El
caso | = 4 esta estudiado en el lema 4.3.6. Supongamos la suficiencia de la
Cs-condicién cuando | = k y veamos el caso [ = k4 1. Podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que A tiene la forma,

1 a2 13 ... Tig—1 T1k T1k+1  ---  Tip—1 Tin
Z21 1 a3 ... Tagp—1 ZTok Tog+1 -0 T2ap-1 Ton
31 32 1 cee T3 k-1 Tok T3k+1  --- T3 p—1 T3n

Th—1,1 Th-1,2 Thk-1,3 --- 1 Ak—1k Th-1k+1 -+ Th-ln—1 Th—1,n
TE1 Tk TE3 .. Thk—1 1 Qg k+1 .- Qkp—1 Qln
Tht1,1  Tht1,2 Tht1,3 -+ Thtl k-1 OQkt+1.k 1 cor Qk+ln—1 Okl
Tp—1,1 Tpn—1,2 Tp—1,3 --- Tp—1,k—=1 On—1k On—1k+1 --- 1 On—1,n
an1 Tn2 Tn3 e Tn,k—1 Ank An, k+1 cee Qn,n—1 1

Sea A la matriz parcial TN N obtenida al sustituir el elemento no especificado

T j—1 POT Cpk—1 = Qi) @1k, Ck—1,; = Q—10k; CON j = k+1, ..., n, cpr_1 =
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1 ak—14 Yy Cik—1 = QigCrp—1 coni=k+1,....n—1,
1 a2 13 T1,k—1 Tik T1,k+1 T1,n—1 Tin
21 1 az3 e T2 k—1 Tok T2 k+1 e T2,n—1 Ton
z31 32 1 e 3, k—1 ok T3 k+1 e T3,n—1 T3n
TK-11 Tk-12 Tk-1,3 --- 1 g1,k Ak—1,kQkk+1 --- Qk—1kGkn—1 Gk—1k0kn
Th1 Tha Tkz .- 1/ag—1,k 1 ak k+1 e akn—1 akn
Thi1,1  Thil,2  ThA1,3 e Okl k/Gk—1k  Okilk 1 e Akt 1,n—1 Aki1n
Tn-1,1 Tn-1,2 Tn-1,3 --- Gpn_1k/0k—1,k QAn_1k Ap—1,k+1 1 An—1,n
anl Tn2 Tn3 ce- ank/akfl,k ank Qn k+1 s an,n—1 1

Por hipétesis de induccién, la matriz A tiene completacion TN N y, se com-
prueba facilmente que, dicha completacion lo es también de A.
Reciprocamente, Sea A = (c;;) una completacién TNN de A. Combinando

las desigualdades:
detZ[{l,n}]{l, 2}] = Cp2 — Gp1012 2 07
det A[{2,n}{2,3}] = ¢n3 — Cnaaas > 0,

det A[{3,n}|{3,4}] = cpa — cuzazs > 0,

det Al{k — 2,n}{k — 2,k —1}] = Ck—1 — Cnk—20k—2k—1 > 0,
detz[{k - ]_,TL}H:I{? - ]-7 k}] = Qpk — Cpk—10k—1k Z 07

obtenemos la condicién buscada, a,; > api@12. .. ap—14 - O
En caso de que existan elementos especificados nulos, el resultado anterior

no es cierto.

Ejemplo 4.3.22 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N, cuyo grafo
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asociado tiene la forma descrita en el teorema anterior,

1 1 i3 214 715

T21 1 1w w25

A= T31 T32 1 1 1
T41 T42 1 1 1
1 T2 0 1 1

Suponiendo que A. = (c;;) es una completacion TNN de A, la desigualdad
det A.[{2,5}1{2,3}] > 0 implica que cs2 = 0. Sin embargo, con dicho valor
de cs9, es facil comprobar que det A.[{2,5}|{1,2}] es siempre negativo, por

lo que A no tiene completacion TNN.

Como hemos mencionado anteriormente, abordamos ahora el caso de un

grafo G formado por un clique sobre los vértices {1, 2, ..., k} y un camino diri-
gido, siendo {(k, k+1), (k+1,k+2),...,(n—1,n),(n,m)}, m € {1,2,... k},
ke {2,3,...,n— 1}, el conjunto de arcos de dicho camino.

Lema 4.3.7 Sea G = (V, E) un grafo no mondtonamente etiquetado, con
V ={1,2,...,n}, formado por un clique sobre los vértices {1,2,...,n — 1}
y un camino dirigido {(n—1,n),(n,m)}, m € {1,2,...,n—1}. Cada matriz
parcial TN N A con elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado

es G tiene completacion TN N.
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Demostracion: Podemos suponer que A tiene la forma

1 a2 ... Glm—1 a1m A1m4+1 oo Alp—1 T1n
as1 1 cee o G20n-1 a2m a2m+1 .- A2p-1 Ton
am-1,1 Am-1,2 --- 1 OGm—1m Om—1m+1 --- Om—-1n—-1 TLTm—1n
am1 Am2 cee Gmym—1 1 Gmym+1 cee Qmn—1 Tmn
Am+1,1 Am412 - OGmilm—1  Gmtlm 1 cor Gmtlgp—1 Tmtln
an-1,1 A4n-12 ... (4n-1m-1 Aan—-1m Qan—-1m+1 --- 1 an—1,n
| Tnl Tn2 cee Tn,m—1 Qpm Tn,m+1 cee Tnn—1 1 |

n
n—1
Ga

Sea A la matriz obtenida al completar Tpp—1 CON Cpp—1 = Qpm/An—1,m. Ob-

servamos que det A[{n — 1,n}|{m,n — 1}] = 0, y a partir de la desigualdad

det A[{n — 1,n}|{m,n}] = an—1m — Gn-1n0nm > 0, es facil verificar que

det Al{n —1,n}] =1~ Gn-tnfnm 0, por tanto, A es una matriz parcial
Ap—1,m

TNN.

Sea B la siguiente matriz:
AH{1,2,...,n—2}] A{L,2,...,n=2}{n—-1}] X
B= 1| A{n—-1}{1,2,...,n —2}] 1 Apn-1n | s
Y Cn,n—1 1
donde X y Y son completamente no especificados. Podemos observar que el

grafo asociado a la matriz B es un 1-cordal. Por tanto, y por el teorema3.2.1}
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B tiene completacion TN N cuya posicién (n, m) estd ocupada por a,,, ver
[31], y dicha completacion es también una completacién TN N de A. O
Si el camino tiene mas de 3 vértices el resultado anterior no es necesaria-

mente cierto como ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.23 Consideramos la matriz parcial TN N

1 1 0,5 T14 T15
1 1 075 T24 T95
A= 2 2 1 1 T35

Tar Taz a3 11

3 Tsy x5z xs3 1

Vemos que A no tiene completacion TN N, puesto que las desigualdades
det A[{3,4}/{1,4}] > 0 y det A[{4,5}|{1,5}] > 0, se verifican si x4y < 2

y x4 > 3 respectivamente, lo cual es una contradiccion.

En el siguiente resultado damos una condicién necesaria y suficiente para
la existencia de completaciones totalmente no negativas cuando el camino

adjunto sea de 4 vértices o mas.

Lema 4.3.8 Sea A una matriz parcial TN N, de tamano n X n, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es la union de un clique
con los vértices {1,2,...,n — 2} y un camino dirigido de 4 vértices cuyos
arcos son {(n —2,n —1),(n — L,n),(n,m)}, m € {1,2,...,n — 2}. En-
tonces existe una completacion TNN de A si y solo si la submatriz de A
cuyo grafo asociado es el camino totalmente especificado formado por los ar-

cos {(n—2,n—1),(n—1,n),(n,m),(n—2,m)} cumple la Cy-condicion, es
Ap—2n—10n—1,n0nm

decir, < Up—2,m-

Qp— 1,n—1 Qnn

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene
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la forma

1 a12 e A1m e a1,n—3 A1,n—2 Tin-1 Tin

a1 1 I ¢ A S ¢ SO S /7 O | Top

Am1 Am2 SR 1 B Amon—3 Amn—2 Tmn—-1 Tmn
anf?),l an73,2 s an73,m s 1 an73,n72 xnf?),nfl xn73,n
apn—21 Gp—22 ... Qpn-2m ... Ap_2n-3 1 An—2n-1 Tn-2n
Tp-11 Tp-12 -+ Tp-1im .- Tpn-1n-3 Tn-1n-2 1 An—1,n

i Tni Tn2 SR Anm, s Tnn—3 Tnn—2 Tnn—1 1 |

Sea A la matriz obtenida al reemplazar z,,_1 ,, POr Ch—1m = Gn—1710nm-

A partir de la Cs-condicién, obtenemos la desigualdad
det A[{n —2,n — 1}{m,n —1}] = an_2.m — Co—1.mGn_2n1 >0,

con lo que podemos afirmar que A es una matriz parcial TNN. Observa-
mos que el grafo asociado a la matriz A[{1,2,...,n — 1}] es un clique con
un camino adjunto de tres vértices. Aplicando el lema 4.3.7/ a la submatriz
A[{1,2,...,n — 1}] obtenemos una completacién TN N, A;,. Consideramos

ahora una nueva matriz parcial TN N:

= A, X
- Y
Y 1
con X = [T1,,x x a TeY = [z, a x ]
InyL2ny -y Lmny-- -y Un-1n nly4n2y -y Unmy---ydnn-1]-

De nuevo A es una matriz parcial TNN que cumple la hipétesis del lema
4.3.7, por lo que nos permite obtener una completaciéon TN N de j, y por
tanto de A.

Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos que A, = (¢;;) es

una completacion TN N de A. Combinando las desigualdades
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det A[{n — 1L, n}{m,n}] = ch_1,m — @n_1.nGnm > 0

det Ac[{n - 27 n— 1}|{m, n— 1}] = 0p—2m — Cp—1,mAn—2n—-1 Z O’

obtenemos la condicion a,—2m,m > Gp—2mn—10n—1n0nm- O

A continuacién generalizamos el resultado anterior.

Teorema 4.3.8 Sea A una matriz parcial TN N de tamano n X n, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es la union de un clique
con los vértices {1,2,...,k} y un camino dirigido de | = n — k + 2 vértices
con conjunto de arcos {(k,k+1),(k+1,k+2),...,(n—1,n),(n,m)}, m €
{1,2,...,k}. Entonces eziste una completacion TN N de A si y sélo si la sub-
matriz de A cuyo grafo asociado es el camino totalmente especificado formado
por el conjunto de arcos {(k,k+1),(k+1,k+2),...,(n—1,n),(n,m), (k,m)}

satisface la Cy-condicion.

Demostraciéon: Comprobamos la suficiencia de la condiciéon por induccion
sobre [. El caso [ = 4 esta estudiado en el lema 4.3.8. Supongamos la suficien-
cia de la Cy-condicién cuando [ =n — k + 1 y veamos el caso | =n — k + 2.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A tiene la forma,

1 aig e A1m ce alk T1,k+1 NN T1n—1 T1in
a1 1 c. A2m, PN ak T2 k+1 PN T2 n—1 Ton
am1 Am2 .- 1 cee Gk Tmk+1 -+ Tmp—l Tn
a1 a9 “. Qe ce 1 Ak k+1 . LTln—1 Tln

Tk411 Th+1,2 -+ Thilm  --- Thtlk 1 coo Thtln—1 Thtln
Tpn-11 Tn-12 -+ Tp—lm -+ Tn-1k Tn-1ktl --- 1 (p—1,n
Tnl Tpa ...  Gpm ce. Tk Tnk+l ---  Tpp—1l 1
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Sea A la matriz parcial TN N obtenida al sustituir el elemento no especificado
Tp—1m PO Cp—im = Qp_1n0nm. Por hipdtesis de induccién, la submatriz
A[1,2,..., n— 1] tiene completacién TNN, A.[1,2,...,n — 1]. Podemos ver

que el grafo asociado a la nueva matriz obtenida

5 _ AJL,2,....n—1] X
Y 1

)

con X = [T1n, Tany -+ Tonmy « + s A1)t € Y = [Tn1s Tn2y -+« oy Qnmy + + s Trn—1)s
esta formado por un clique unido con el camino {(n—1,n), (n, m)}. Aplicando
ahora el lema 4.3.7 a la matriz A obtenemos una completacién TNN de Ay
por tanto de A.

Reciprocamente, Sea A, una completacién TNN de A. Combinando las des-

igualdades:
det Ac[{n - 17 n}|{ma TL}] = Cn—1,m — Op—1n0nm Z Oa
det Ac[{n - 27 n— 1}‘{771, n— 1}] = Cp—2;m — An—2n—-1Cn—1,m Z 07

det A.[{n —3,n — 2}[{m,n — 2}] = ch_3.m — An—3n—2Cn—2.m > 0,

det Ac[{k + 1, k + Q}I{m, k -+ 2}] = Ck+17m - ak+1jk+2Ck+2’m > O,

det A[{k,k + 1}{m,k + 1}] = @rm — @k p+1Ck+1.m > 0,

obtenemos dicha condicion, agm, > @k k+10k+1k+2 - - - Cn—1n0nm- O
El resultado anterior no se cumple, en general, cuando la matriz parcial

tiene algin elemento nulo.

Ejemplo 4.3.24 Consideramos la siguiente matriz parcial TN N, cuyo grafo
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asociado tiene la forma descrita en el teorema anterior,

1 1 1 T14 T15
1 1 T24 T95
A= 0 1 1 1 a3

Tar Taz w43 11

1 @5 ws3 w53 1

Si A tiene completacion TN N, A, = (¢;j), entonces det A [{3,4}[{1,4}] >0
implica que cyy = 0. Sin embargo, con dicho valor de c41, es facil comprobar
que det A.[{4,5}/{1,4}] es siempre negativo. Por tanto, A no tiene com-
pletacion TN N.

Doble ciclos

A continuacion aprovechamos los resultados mencionados anteriormente
para analizar nuevos casos de grafos asociados, concretamente los grafos doble
ciclos, es decir, los grafos cuyo conjunto de arcos esta formado por dos ciclos
que tienen un vértice, un arco o mas de un arco en comun.

Empezamos hablando del caso de un vértice en comtn, haciendo especial
énfasis en los ciclos mondétonamente etiquetables, es decir, los ciclos cuyo

conjunto de vértices, V', cumple lo siguiente:

Vi,jEV, si i<j = i+1l,i+2,...,j—1€V

Teorema 4.3.9 Sea G = (V} U Vi, Ey U Ey) un doble ciclo formado por
los ciclos mondtonamente etiquetables C1 = (Vi, Ey) y Cy = (Va, Es), con
un vértice en comun. Toda matriz parcial TNN, A, de tamano n X n, con
elementos especificados no nulos, cuyo grafo asociado es G tiene completacion
TNN siy solo si las submatrices asociadas a los mencionados ciclos cumplen

la C-condicion.
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Demostracién: A partir de los teoremas 4.3.2/ y [4.3.3] sustituimos las sub-
matrices A[V1] y A[Vs] por sus correspondientes completaciones TN N. La
matriz obtenida A es una matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo
asociado es un 1-cordal mondétonamente etiquetado, por lo que el teorema
3.2.1l nos permite asegurar que A y por tanto A tiene completacion TN N.

Por otro lado, si A tiene completacion T'N N, entonces por los teoremas 4.3.2
y 4.3.3 respectivamente, A[V;] y A[V3] cumplen la C-condicién. O

A continuacion, generalizamos el resultado anterior.

Corolario 4.3.1 Sea G un block-ciclo formado por el conjunto de ciclos
mondtonamente etiquetables {C1, Cs,...,Cy} e intersectados eractamente
en un vértice. Entonces, toda matriz parcial TN N, A, con elementos especi-
ficados no nulos, cuyo grafo asociado es G tiene completacion TNN si y solo
si cada submatriz A; de A, cuyo grafo asociado es C;, 1 =1,2,...,k cumple

la C-condicion.

En general, si los ciclos no son monétonamente etiquetables, la matriz par-
cial no tiene completacién totalmente no negativa, como ponemos de mani-

fiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.25 Consideramos la matriz parcial T NN

cuyo grafo asociado es un doble ciclo con dos ciclos no mondtonamente eti-

quetables.
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4 1

Ga

Para que A tenga completacion TNN es necesario que det A[{3,4}] > 0 y
det A[{1,3}|{1,4}] > 0, lo que implica x34 < 1 y x34 > 2. Por lo tanto, A no

tiene completacion T'NN.

A continuacion, abordamos el problema cuando existe un arco o mas en
comun.

Es facil de observar que todo grafo doble ciclo, con un arco o mas en
comun, contiene un subgrafo doble-camino. A partir de esta propiedad vamos

a distinguir entre dos casos de doble ciclos.

i) Doble ciclo que contiene como subgrafo a un doble-camino que no es

camino totalmente especificado.

ii) Doble ciclo que contiene como subgrafo a un camino totalmente especi-

ficado.

En primer lugar, analizamos los doble ciclos monétonamente etiquetados.
En general, una matriz parcial totalmente no negativa, cuyo grafo asociado es
doble ciclo mondtonamente etiquetado con un arco en comun no tiene com-

pletacion totalmente no negativa, como podemos ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.3.26 Consideramos la matriz parcial TN N

I x12 0,8 w1y
1 1 T93 1
T3 1 0,7 T34

g1 T42 0,5 1

cuyo grafo asociado G 4

es un doble ciclo dirigido mondtonamente etiquetado (por la matriz per-
mutacion P = [4,3,2,1]) con un arco en comin. A no tiene completacion
TNN ya que A[{1,2,3}] no la tiene, (ver ejemplo5.2.4)).

Hemos visto que el grafo asociado a la matriz parcial en el ejemplo 4.3.26
es un doble ciclo que no contiene como subgrafo a ningiin camino totalmente
especificado. Observamos en el citado ejemplo que uno de los dos ciclos no
cumple la C-condicion. El siguiente resultado muestra que la C-condicion es
necesaria y suficiente para la existencia de la completaciéon requerida en el
caso de doble ciclo monétonamente etiquetado que no contiene como subgrafo

a ningun camino totalmente especificado

Teorema 4.3.10 Sea A una matriz parcial TNN de tamano n X n, n > 4,
con elementos especificados no nulos, cuyo grafo asociado es un doble ciclo
mondtonamente etiquetado con dos ciclos Cy y Cy y k —m arcos en comiin,

k=m+1m+2,...,m+n—2, y que no contiene como subgrafo a ningin
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camino totalmente especificado. Fxiste una completacion TN N de A siy solo

st cada una de las submatrices cuyos grafos asociados son los mencionados
ciclos satisface la C-condicion.

Demostracién: Sean los ciclos monétonamente etiquetados, C; = {{1,2,...,

k},{(1,2),(2,3),...,(m,m+1),...,(k,1)}} y Co = {{m,m+1,....,n},{(m,
m+1),....,(k—=1,k),(k,k+1),...,(n—1,n),(n,m)}}.

n
3 k—1qg k+3
9 k k41 k+2

Ga
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A tiene la forma,

1 a2 Tim T1,m+1 Tk T1 k41 T1,n—1 Tin
21 1 . Tom T2,m+1 e Tok T2 k+1 e T2,n—1 Ton
Tm—1,1 Tm—1,2 Am—1,m Tm—1,m+1 Tm—1,k Tm—1,k+1 Tm—1,n—1 Tm—1,n
Tml Tm2 e 1 Am,m+1 e Tk T, k1 e Tm,n—1 Tmn
Tm41,1  Tm41,2 - Tmilm 1 oo Tk Tmtlk+l -0 TmAln—1  Tmtln
Tk—1,1 Tk-1,2 -+ Th—1,m Th—1,m+1 --- Qk—1k 1 coo Th—1m—1 Tk—1n
a1 Tk2 . Thm Th,m+1 e 1 Ak k41 e Thn—1 Tkn
Th41,1  Tk+1,2 -+  Th4lm  Thtlm+1 - Thktlk 1 s Tg4in—1 Tktln
Tn—-1,1 Tn—1,2 e Tn—1,m Tn—1,m+1 e Tn—1,k Tn—1,k+1 e 1 an—1,n
Tnl Tn2 e anm Tn,m+1 e Tk T k41 e Tn,n—1 1

Completamos el elemento desconocido xy,, por ¢k, = max|P,, P.,| siendo
P, = aparz. .. Gm—2m-10m—1m Y Pey = Ok k41041 k42 - - - Gn—1,n0nm- Denota-
mos por A la matriz parcial obtenida.

Vamos a suponer que P,, < F,,. El caso ., > P,, es analogo.

Podemos observar que el subgrafo {{m,m + 1,...,k},{(m,m + 1),(m +
1,m+2),...,(k,m)}} asociado a la submatriz A[{m,m + 1,... k}] es un

ciclo. Dicha submatriz cumple la C-condicién:

Qmm+1Am+1,m+2 * * * Ak—1,kCkm = Cmm+1Am+1,m+2 * * * Ak—1,kAk k+1 * * * Opn—1,n0nm S 1

Por lo tanto y por el teorema 4.3.3, A[{m,m + 1,...,k — 1,k}] tiene com-
pletacion TN N. Sea A la matriz parcial TN N obtenida de A al reemplazar
Al{m,m +1,...,k—1,k}] por su correspondiente completacion.

j[{l, 2,...,k—1,k}] es una submatriz, cuyo grafo asociado es un clique con
un camino adjunto, que satisface la hipétesis del teorema 4.3.7, por lo que
al sustituir dicha submatriz por su correspondiente completacion TNN ob-

tenemos una nueva matriz parcial TINN, A.

Como la matriz A cumple lo descrito en el teorema 4.3.8, dicho teorema nos

permite asegurar la existencia de una completacion TN N de A y por tanto



152 CAPITULO 4. RESULTADOS OBTENIDOS

de A.
Para comprobar la necesidad de la condicién dada seguimos la demostracion
del teorema 4.3.2. O

En general, en caso de que un doble ciclo tenga como subgrafo a un
camino totalmente especificado, el resultado del teorema 4.3.10/ no se cumple
aunque las submatrices que especifican los ciclos cumplen la C-condicién,

como ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.27 Consideramos la matriz parcial totalmente no negativa

1 1 x3 714 215
o1 1
A= 2 T32

T4 T2p

— O

1 x35 |,
Tg1 T42 T43 1 1

3 @Tsy Tz Tsa 1

cuyo grafo asociado es un doble ciclo mondtonamente etiquetado que con-
tiene como subgrafo a un camino totalmente especificado. Observamos que
det A[{3,5}|{1,4}] > 0 implica que xs54 > 1,5, mientras que con dicho va-
lor el det A[{4,5}] es negativo siempre. Por tanto A no tiene completacion

totalmente no negativa.

Para este tipo de grafos asociados, doble ciclo monétonamente etiquetado
que contiene como subgrafo a un camino totalmente espcificado obtenemos

el siguiente resultado.

Teorema 4.3.11 Sea A una matriz parcial TNN de tamano n X n, n > 4,
con elementos especificados no nulos, cuyo grafo asociado es un doble ciclo
mondtonamente etiquetado con uno o mads arcos en comun, y que contiene
como subgrafo a un camino totalmente especificado. Fxiste una completacion
TNN de A siy solo si cada una de las submatrices cuyos grafos asociados

son los mencionados ciclos satisface la C-condicion, y ademds la submatriz
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principal de A cuyo grafo asociado es dicho camino totalmente especificado

satisface la Cy-condicion.

Demostracion: Podemos analizar, sin pérdida de generalidad, exactamente

dos tipos de este caso de doble ciclos:

i) G condosciclos: Cy = {{1,2,...,k},{(1,2),(2,3),..., (k—1,k), (k,1)}}
y Co = {{1,2,...,n},{(1,2),(2,3),...,(k = 1,k), (k,k+1),...,(n —
L,n), (n,1)}},

ii) G que esta formado por los ciclos: Cy = {{k,k +1...,n} ,{(k, k +
D, (k+1,k+2),....,(n—1,n),(n,k)}} vy Co = {{1,2,...,n}, {(k,k+
),(k+1,k+2),....,(n—1,n),(n,1),(1,2)...,(k—1,k)}}.

Analizamos el primer caso mientras que el segundo es andlogo. Supongamos
que A tiene completacién totalmente no negativa A.. Combinando las des-

igualdades:
det AC[{n - 17 n}|{17 n}] = Cp—1,1 — An—1,n0n1 Z 07
det Ac{n —2,n — 1}|{1,n — 1} = ¢4—21 — Gn-2pn-1Cn—11 > 0,

det AC[{n - 37 n— 2}|{1a n— 2}] = Cn—3,1 - an—S,n—QCn—2,1 Z 07

det AJ{k + 1,k + 2}{1,k 4+ 2}] = crr11 — Qg1 p42Ck421 > 0,

det Ac[{k,k + 1}{1,k +1}] = ap1 — g py1Ce41,1 = 0,

C Ly . Ok k+10k+1,k+2 - - - An—1,n0n1
obtenemos la C>-condicion, es decir, ag; > )

Af+1,k+10k4+2,k+2 - - - Ann
A partir del teorema 4.3.2, es facil observar que también es una condicién

necesaria que las submatrices, cuyos grafos asociados son C y Cs, satisfacen

la C-condicidn.
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La suficiencia de las condiciones se verifica de forma andloga a la demostracion
del teorema 4.3.10. O

Podemos extender el resultado de los teoremas 4.3.10/ y 4.3.11 al caso de

block-ciclo dirigido monétonamente etiquetado.

Corolario 4.3.2 Sea G un block-ciclo dirigido mondtonamente etiquetado,
formado por el conjunto de ciclos {C1,Cs, ..., Cy}, intersectados dos en dos
en uno o mds arcos en comun. Entonces, toda matriz parcial TNN A con
elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es G, tiene com-
pletacion TNN si y solo si cada submatriz A; de A cuyo grafo asociado
es Ci, i =1,2,...,k, cumple la C-condicion, y ademds cada submatriz prin-
cipal de A cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado satisface

la Cy-condicion.

Vemos ahora el caso de un doble ciclo no monétonamente etiquetado.

Lema 4.3.9 Sea A una matriz parcial TN N de tamano 4 X 4, con elemen-
tos especificados no nulos, cuyo grafo asociado, G 4, es doble ciclo con dos
ciclos no mondtonamente etiquetados y un arco en comun, y que no contiene
como subgrafo a ningun camino totalmente especificado. A tiene completacion
TNN siy solo si las submatrices principales cuyos grafos asociados son los

dos ciclos cumplen la C'-condicion.

Demostracion: El nimero de grafos asociados a A que cumplen las condi-
ciones anteriores es bastante numeroso, pero teniendo en cuenta que la total

no negatividad se conserva por la semejanza de permutacion P = [n,n —
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1,...,1], podemos centrar el estudio en los dos grafos siguientes:
2 1 2 4
o—» o—»
4 / | | l / |
G1 GQ
Sean
1 2 713 au 1 ain a1z zua
a1 T3 To4 Tor 1 w3 ao
A = Yy Ay =
as; Tz 1 w3 T3 r32 1 as
Tg1 Q42 Q43 1 g1 T42 T43 1

las matrices parciales TN N cuyos grafos asociados son (G; y G5 respectiva-
mente.

En el caso de Ay, elegimos las siguientes completaciones,
ay) si agpan < ag3az

Consideramos la matriz parcial,

1 1/a21 T13 T14
B— a21 1 a21/a31 21014
T31 a31/a21 1 31014
Ty Qg2 43 1

Vamos a comprobar que las submatrices B[{1,2}] y B[{2, 3,4}]| son matrices
TNN:

det B[{1,2}] =0

det B[{2,3}] =0
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det B[{2,3}|{2, 4}
det B[{2,3}]{3,4}
det B[{2,4}]{2,3}
det B[{2,4}|{3,4}

[

[

[

[

= Qu3 — “‘f:fl > 0, puesto que agoa91 < a43a31.

ot — ag1a14a43 > 0, por la C-condicion.

443031

ot — ag2 2 0, puesto que agoas1 < aq3a31.

I =

=

=

=
det B[{3,4}|{2,3}] =

det B[{3,4}{2,4}] = £ — agia14a42 > 0, por la C-condicién.

det B[{3,4}] = 1 — ay3aziai4 > 0, por la C-condicién.

det B[{2,3,4}] =0

Por tanto, B es una matriz parcial TN N cuyo grafo asociado es un 1-cordal,
con lo cual el teorema 3.2.2 nos permite asegurar que B tiene completacion
TNN, B.. Observamos que las posiciones (1,4) y (3,1) de B, coinciden con

a14 y ag1 respectivamente, con lo que B, es también una completacién de A;.
as) si a9 > as3a3;1
Consideramos la matriz

1 aiaaa2  a1aa43 T4

D— Q21 1 ag3/a42  Tos
a3 a42/ Q43 1 1/ (43
T4 L42 Q43 1

Vemos que sus menores son no negativos:
det D[{1,2}] = 1 — agia14a42 > 0, por la C-condicidn,
det D[{1,2}[{1,3}] = £ — azia1sas3 > 0, por la C-condicién,
det D[{1,3}|{1,2}] = 22 — aziaisas2 > 0, por la C-condicién,
det D[{1,3}] = 1 — asya4a42 > 0, por la C-condicién.
det D[{1,3}|{2,3}] =0
det D[{2,3}|{1,2}] = a“?a?l — az; > 0, puesto que agoao > as3as1,
det D[{2,3}{1,3}] = ag — %L > (), ya que asaz > as3az1,
[
[

det D[{2,3}] =0
det D[{3,4}] = 0
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det D[{1,2,3}] =0

Por tanto D es una matriz parcial TNN cuyo grafo asociado es 1-cordal.
Aplicando el teorema 3.2.2/a la matriz D obtenemos una completacion TN N,
D.. Observamos que las posiciones (1,4) y (4,2) de D, coinciden con a4 y
a4o respectivamente. Por tanto, D, es una completacion de Aj.

En el caso de la matriz A,, elegimos las siguientes completaciones,

b1) si a12a24 < a13a34

1 a19 ais a130A34
Ay, = 1/a12 1 CL13/012 24
1/a13 CL12/G13 1 34
Q41 Q41012 Q410713 1
by) si aiaaos > ar13ass
1 12 a13 A12024
A24G41 1 24 / 34 24
AQC -
A34041  G34/024 1 a34
aq41 1/@24 1/(1,34 1

Siguiendo los pasos del apartado a) podemos demostrar que Ay_ es una com-
pletaciéon TN N.
Comprobamos a continuacién la necesidad de la condicion. Sea A;. una com-
pletaciéon TN N de A;. De las desigualdades det A;,[{3,4}] > 0y det Ay [{1,
3} {1,4}] > 0 deducimos que ajsayzas; < 1. Por otra parte, combinanado
det Ay, [{2,4}] > 0y det Ay [{1,2}[{1,4}] > 0 obtenemos ajsasas; < 1. El
caso A, se demuestra de forma andloga. U
La generalizacién del lema anterior a matrices de tamano n X n constituye

el contenido de la siguiente conjetura.

Conjetura 4.3.1 Sea A una matriz parcial TNN de tamano n X n, n > 4,

con elementos especificados no nulos, cuyo grafo asociado, G 4, es doble ciclo,
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con dos ciclos no mondtonamente etiquetados y un arco en comun, y que no
contiene como subgrafo a ningun camino totalmente especificado. A tiene
completacion TNN si y solo si la submatriz principal asociada a cada ciclo

cumple la C-condicion.

El resultado anterior no se cumple en caso de que el grafo asociado, doble

ciclo, tenga como subgrafo a un camino totalmente especificado.

Ejemplo 4.3.28 Consideramos la matriz parcial totalmente no negativa

1 @z 713 1 @5
11 wo3 wou o5
A= Tz T3z 1wz 1 >

T41 0,5 1 1 T 45

Ts51 1 ws3 wsy 1

cuyo grafo asociado es un doble ciclo, con dos ciclos no mondtonamente
etiquetados, que contiene como subgrafo a un camino totalmente especificado.
Observamos que det A[{3,4}|{3,5}] > 0 implica que x45 > 1, mientras que
con dicho valor el det A[{4,5}|{2,5}] es negativo siempre. Por tanto A no

tiene completacion totalmente no negativa.

El resultado del lema 4.3.9 se puede extender al caso en que uno de los
ciclos que compone el doble ciclo es monétonamente etiquetado, anadiendo
otra condicién a la C-condicién.

Si denotamos por P, el producto de los elementos conocidos en la matriz
parcial que corresponden a los arcos de un determinado ciclo C', entonces

podemos establecer el siguiente resultado.

Lema 4.3.10 Sea A una matriz parcial TN N de tamano 4 X 4, con elemen-
tos especificados no nulos y cuyo grafo asociado, G, es un doble ciclo dirigido

no mondtonamente etiquetado con dos ciclos, C; mondtonamente etiquetado
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y Cs no mondtonamente etiquetado y un arco en comun, y que no contiene
como subgrafo a ningin camino totalmente especificado. Entonces A tiene
completacion TNN si y solo si las submatrices cuyos grafos asociados son

los dos ciclo satisfacen la C'-condicion y ademds se cumple P., > P,,.

Demostracion: Demostramos el resultado para cada una de las matrices A;
que tenga un grafo asociado G; que verifique las condiciones del enunciado.
A continuacién detallamos las distintas posibilidades habiendo eliminado del

listado los que corresponden a matrices semejantes por la permutacion P =

[n,n—1,...,1] en virtud de la proposicién [3.2.1.
1 2 1 3 1 4
o— o—» o—»
4 3 4 / 2 2 3
Gy Go G3
1 4 2 1 3 1
—» — > — >
| | | / | | l / |
Gy Gs G
Vamos a demostrar que la matriz
1 ai2 12024043 Q12024
aq1 / 43032 1 A24G43 Q24
A, =
ay1/a43 a3z 1 1/ays

Q41 a430a32 Q43 1
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es una completacion TINN de Aj.

Consideramos la matriz

1 @12 T14 T14
B a1/ 43032 1 (24043 Q24

T4 a32 1 1/G43 ’

T41 43032 Q43 1

una matriz parcial TN N, puesto que:

det B[{1,2}] = 1 — 2122 > (), por la condicién P, > F,.
det B[{2,3}] = 1 — aspagsays > 0, por la C-condicion.

det B[{2,3}|{2,4}] = i — asggagy > 0, por la C-condicion.

det B[{2,4}] = 1 — agaqzass > 0, por la C-condicion.

det B[{2,4}[{2,3}] = au3 — aszaseazsasz > 0, por la C-condicion.

det B[{2,4}{3,4}] =0

det B[{3,4}|{2,3}] =0

det B[{3,4}|{2,4}] =0

det B[{3,4}] =0

det B[{2,3,4}] =0

Aplicando el teorema 3.2.2 a la matriz B (cuyo grafo asociado es un 1-cordal
mondtonamente etiquetado) obtenemos una completacion TNN, B, cuyo
elemento de la posicién (4, 1) coincide con el elemento de la misma posicién
en la matriz Ay, por lo que B, es una completacién TN N de A;.

Para demostrar la necesidad de la condicién, supongamos que A; tiene una
completaciéon TN N, Ay, = (¢;;). Observamos que los menores det A; [{1,4}|
{1,2}] > 0y det A;_[{2,4}] > 0 implican que agyaizaz4 < 1,y del mismo mo-
do det Ay, [{2,3}|{3,4}] > 0y det Ay _[{2,4}] > 0 implican a4zazzass < 1, por
tanto, las submatrices A;[{1,2,4}] v A1[{2, 3,4}] satisfacen la C-condicién.
Por otra parte, combinando las desigualdades det A; [{1,4}|{1,2}] > 0y
det A1, [{3,4}|{2,3}] > 0 obtenemos ay3zazs > ajsass y por lo tanto, con-

seguimos la condicién P,, > P,,.
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Se demuestra de forma andloga al caso anterior que las siguientes matrices
A;, son completaciones TN N de las matrices A; cuyos grafos asociados son

los anteriores Gj.

1 ai3/ass a1z (13023034
A aq1/ a0 1 as3 (23034
2. =
34041  A34042 1 as4
Q41 Q42 1/ asq 1
1 ais/a93a34 Q14f/G34 Q14
A a1 1 (23 (23034
3, =
a34a420a21 a34Q42 1 Q34
Q42021 Q42 1/ 34 1
1 Cl14/a24 a14G43 Q14
as1/ass 1 (24043 Q24
Ay, =
a3 a32 1 1/ 43
(43031 Q43032 Q43 1
1 13032 a3 13034
1 a1 1 1/ass asy/ass
5. =
32021 a32 1 34
agr ag/as  as/azaao 1
1 a12 (12023 (12023034
A (23031 1 23 24
6 =
asi 1/ as3 1 Q24 / 23
aq1 a41/a23a31 a41/a31 1

O
Sin embargo, en general, cuando el grafo asociado en cuestién contiene
a un camino totalmente especificado como subgrafo, la completacion total-

mente no negativa no existe.
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Ejemplo 4.3.29 Consideramos la matriz parcial totalmente no negativa

1 1 13 T14

1 32 1 075

Ty rap 201

cuyo grafo asociado es un doble ciclo, con un camino mondtonamente eti-
quetado y el otro no, y que contiene como subgrafo a un camino totalmente
especificado. Observamos que det A[{1,2}] > 0 implica que xo1 < 1, mien-
tras que det A[{2,3}|{1,4}] > 0 implica que x91 > 2. Por tanto A no tiene

completacion totalmente no negativa.

Podemos ver que el lema4.3.10 es cierto en diferentes ejemplos de matrices

parciales de tamano 5 X 5.

Ejemplo 4.3.30 Consideramos la matriz parcial TN N

1 a2 714 w14 215
T21 1 azs was o3
A= | x3 735 1 ass ass |, con a;; no nulos,

g1 Taz Taz 1 x45

Ts1 Gsy Ts3 Tsg 1

cuyo grafo asociado estd formado por dos ciclos, uno es mondtonamente eti-

quetado y el otro no. Es facil ver que la siguiente matriz es una completacion

TNN de A.

1 a2 12023 12023034  A12023035
1/ais 1 as3 23034 23035
Ae= | 1/arpa03 1/ass 1 a34 ass
a4y 41012 1/ass 1 ass/asa
i a52/a12 52 a52/a34a41a12 a52/a41a12 1 ]
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Por consiguiente, presentamos la siguiente conjetura.

Conjetura 4.3.2 Sea G un grafo dirigido formado por dos ciclos, C; mo-
notonamente etiquetado y Cy no mondtonamente etiquetado, con un arco en
comiun, y que no contiene como subgrafo a ningun camino totalmente especi-
ficado. Toda matriz parcial TN N, de tamarnio n X n, n > 4, con elementos
especificados no nulos, cuyo grafo asociado es G tiene completacion TN N
st y solo st las submatrices cuyos grafos asociados son Cy y Cy cumplen la

C-condicion y ademas P., > P,,.
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Capitulo 5
Problemas abiertos

Como ya habiamos comentado, el problema de completacion de matri-
ces parciales totalmente no negativas, ha sido analizado fundamentalmente
en dos trabajos, [31] y [34]. En el primero de ellos, C. R. Johnson, B. K.
Kroschel and M. Lundquist abordaron el problema para matrices posicional-
mente simétricas, lo cual indica que los grafos asociados que fueron consi-
derados eran grafos no dirigidos. Dichos autores dieron unos resultados, de

entre los cuales destacamos el siguiente:

El problema de completacion de matrices parciales totalmente no
negativas estd cerrado en el caso de que el grafo asociado a la

matriz parcial sea 1-cordal mondétonamente etiquetado.

Como vemos, ademads del tipo de grafos asociados, el etiquetado de los
vértices ha sido también un factor importante a la hora de buscar las com-
pletaciones deseadas, dando asi una via abierta para la investigacion en este

tipo de problemas de completacion.

Problema 5.0.1 ;Bajo qué condiciones una matriz parcial, totalmente no
negativa, cuyo grafo asociado es 1-cordal, no mondtonamente etiquetado,

tiene una completacion totalmente no negativa?
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Los citados autores demuestran también que el problema de completacion
tiene, en general, respuesta negativa para matrices parciales con grafos aso-
ciados k-cordales, £k > 1. Hasta donde sabemos, sigue siendo un problema

abierto.

Problema 5.0.2 ;Bajo qué condiciones una matriz parcial, totalmente no
negativa, cuyo grafo asociado es k-cordal, k > 1, tiene una completacion

totalmente no negativa?

En el segundo trabajo, C. Jordan y J. R. Torregrosa, continuaron con
el estudio al problema para matrices posicionalmente simétricas, analizando
el caso de algunos grafos 1-cordales no mondétonamente etiquetados y el de
ciclos, tanto mondtonamente etiquetados como no mondtonamente etique-
tados. En el caso de caminos, los autores dan una condicién suficiente, la
C P-condicién, para la existencia de completaciones totalmente no negati-
vas. Sigue siendo una cuestién abierta la demostracién de la necesidad de la

condicién para el siguiente resultado.

Conjetura 5.0.3 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa, de tama-
non xXmn,n >3, con elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado
es un camino no dirigido no monotonamente etiquetado. Entonces A tiene

completacion totalmente no negativa si y solo si cumple la C P-condicion.

Por otra parte, C. Jordan y J. R. Torregrosa cierran el problema en el caso
de ciclos no dirigidos monoétonamente etiquetados para matrices parciales
con elementos especificados no nulos exigiendo la condicion SS-diagonal. No
obstante, en esta tesis vemos que el resultado es cierto incluso con elementos

especificados nulos fuera de la diagonal:

En el caso de ciclos no dirigidos monotonamente etiquetados,
las matrices totalmente mo megativas tienen completaciones to-
talmente no negativas si y solo si se cumple la condicion S.S-

diagonal.
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Sin embargo, el caso de ciclos no dirigidos no monétonamente etiquetados,

queda como cuestién abierta.

Problema 5.0.3 Dado G un ciclo no dirigido no mondtonamente etiqueta-
do. Sea A una matriz parcial totalmente no negativa, cuyo grafo asociado es

G. ;Bajo qué condiciones A tiene completacion totalmente no negativa?

En los resultados mencionados, se trabajaba con matrices parciales cuyas
diagonales estéan especificadas. También, en la mayoria de los resultados del
capitulo anterior hemos supuesto que la diagonal principal esta especificada.
Dicha suposicién viene después de demostrar que, en general, con posiciones
diagonales no especificadas, no existe la completacion deseada. Hemos visto,
que podemos encontrar grafos, como los siguientes, (representando por cir-

culos vacios las posiciones diagonales no especificadas)

AV VAN

cuyas matrices asociadas totalmente no negativas y con elementos especi-

0s Nno nu ienen com ion mismo tipo. T ntrari
ficados no nulos, tienen completaciones del mismo t Por el contrario,
podemos encontrar matrices parciales totalmente no negativas, cuyos grafos

asociados son:

que no tienen completaciones totalmente no negativas.

Por lo tanto, planteamos la siguiente cuestion.

Problema 5.0.4 ;Bajo qué condiciones podemos afirmar que una matriz
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parcial totalmente no negativa de tamano n X n, n > 3, que contiene ele-
mentos diagonales no especificados, puede tener completacion totalmente no

negativa?

El problema de completaciéon de matrices totalmente no negativas, para
matrices parciales no posicionalmente simétricas, ha sido abordado exclusi-
vamente en esta memoria, obteniendo condiciones necesarias y suficientes,
para la existencia de completaciones, en distintos tipos de grafos: caminos,

ciclos, caminos totalmente especificados, etc.

El problema esta cerrado en el caso de caminos dirigidos mono-
tonamente etiquetados, mientras que en el caso de no mondtona-
mente etiquetados hace falta que las matrices parciales no tengan

elementos nulos.

Sin embargo, hemos tenido que abordar el problema con condiciones al

tratarse de ciclos.

Para las matrices parciales totalmente no negativas, con elemen-
tos especificados no nulos y cuyos grafos asociados son ciclos diri-
gidos, la C'-condicion ha sido necesaria y suficiente para cerrar el

problema.

También hemos tenido que utilizar otra condicion necesaria y suficiente

en el caso de caminos totalmente especificados.

Dada una matriz parcial totalmente no negativa, de tamano nxn,
cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado, mo-
notonamente etiquetado, st n = 3 siempre existe completacion
totalmente no negativa, pero para n > 4 existe la completacion

deseada si y solo si la matriz cumple la Cy-condicion.
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En caso de caminos totalmente especificados no monétonamente etique-
tados, el resultado es cierto para matrices de tamano n xn, n = 3. En cambio
para n = 4, hemos visto que la C-condicion no es suficiente para la existen-
cia de completaciones totalmente no negativas, por tanto, hemos introducido
la Cs-condicién como condicién suficiente. Actualmente estamos trabajando

en la demostracion de la siguiente conjetura para el caso general.

Conjetura 5.0.4 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa, de tama-
nonxn,n >4, con elementos especificados no nulos y cuyo grafo asociado es
un camino totalmente especificado no monctonamente etiquetado. Entonces

A tiene completacion totalmente no negativa si cumple la Cy-condicion.

Como generalizacion del caso de los caminos totalmente especificados,
hemos continuado con el anélisis del problema de completacién para matrices
parciales totalmente no negativas cuyos grafos asociados son doble-caminos.
Dividimos este caso en dos: cuando uno de los caminos es mondétonamente
etiquetado y el otro no, y cuando los dos caminos son no monoétonamente

etiquetados.

El problema estd cerrado para matrices de tamano n X n, con ele-
mentos especificados no nulos y cuyos grafos asociados son doble-

caminos, con un camino monotonamente etiquetado y el otro no.

En el caso de doble-camino con dos caminos no mondétonamente etique-
tados, el problema sigue abierto. Aunque para algunas matrices parciales de
tamano 4 x 4 con elementos especificados no nulos existe la completacién
totalmente no negativa, seguimos trabajando para encontrar la completacion
deseada en el caso de matrices de tamano n X n, n > 4. Hemos dividido di-
cho problema abierto en dos casos: cuando ambos caminos tienen vértice de
inicio etiquetado con i; = 1 y cuando la etiquetacién del vértice de inicio es

distinta de 1. En el primer caso nos encontramos ante la siguiente cuestién.
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Problema 5.0.5 Sea A una matriz parcial TN N de tamano n X n, n > 4,
cuyo grafo asociado es un doble-camino con dos caminos no mondtonamente
etiquetados. sBajo qué condiciones existe la completacion totalmente no ne-
gativa, cuando ambos caminos tienen el vértice de inicio con la numeracion
i1=17

No obstante, cuando la etiquetacién del vértice de inicio es distinta de 1,

la completacién totalmente no negativa existe bajo ciertas condiciones.

El problema estd bien analizado en el caso de doble-camino con
caminos no monotonamente etiquetados y el vértice de inicio es

distinto de 1.

En el analisis de otros tipos de grafos asociados hemos abordado los

cliques con caminos adjuntos. En concreto dos tipos de grafos:

i) Gy = (Vi,Ey), con Vi ={1,2,...,n}, es el grafo formado por un clique
con vértices {k,k + 1,...,n} y un camino dirigido {(n,1),(1,2),...,
(k=LK k=23,...,n—1.

ii) Gy = (Va, E3), con Vo = {1,2,...,n}, es el grafo formado por un clique
con vértices {1,2,...,k} y un camino dirigido {(k,k+ 1), (k + 1,k +
2),....,(n=1,n),(n,m)}, m=1,2,....k, k=2,3,...,n—1.

En los dos casos, la completacion totalmente no negativa existe para ma-
trices de tamano n x n, cuando el camino adjunto es de 3 vértices y para
caminos de longitud mayor también dicha completacion existe bajo ciertas

condiciones necesarias y suficientes.

Problema 5.0.6 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo
asociado es un clique con camino adjunto, distino de Gy y Gy antes men-
cionados. ;Bajo qué condiciones A tiene completacion totalmente no negati-

va?
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Por 1ltimo, hemos obtenido resultados para los doble ciclos distinguiendo
dichos grafos por el ntimero de vértices en comin y también por la mono-
tonia de los ciclos. En el caso de un vértice en comun, tenemos el siguiente

resultado.

Para el caso de doble ciclo con ciclos monotonamente etiqueta-
bles y un vértice en comun, existe la completacion totalmente no
negativa st y solo si las submatrices que especifican cada ciclo

satisfacen la C'-condicion.

En general, con ciclos no monétonamente etiquetables, no existe la com-

pletacion deseada.

Problema 5.0.7 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa, cuyo
grafo asociado es un doble ciclo con dos ciclos no mondtonamente etiqueta-
bles y un vértive en comun. ;Bajo qué condiciones A tiene una completacion

totalmente no negativa?

No obstante, para doble ciclos con un arco o mas en comun, obtenemos los
siguientes resultados: por una parte, cuando los ciclos son mondétonamente

etiquetados.

Toda matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo asociado es
un doble ciclo mondtonamente etiquetado con uno o mas arcos en
comiun, y que no contiene como subgrafo a un camino totalmente
especificado, tiene completacion totalmente no negativa exigiendo
la C-condicion como necesaria y suficiente para las submatrices
que especifican los ciclos. Sin embargo, si el mencionado doble
ciclo contiene a un camino totalmente especificado como subgrafo,
ademds de la condicion anterior, la submatriz principal cuyo grafo
asociado es dicho camino totalmente especificado debe satisfacer

la Cy-condicion como necesaria y suficiente.
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El corolario 4.3.2/ generaliza los resultados obtenidos para el caso de block-
ciclo monétonamente etiquetado.

Por otra parte, la C-condicién es también necesaria y suficiente para
matrices de tamano n x n, n = 4, cuyo grafo asociado es doble ciclo con dos
ciclos no mondétonamente etiquetados y un arco en comun, y que no contiene
como subgrafo a un camino totalmente especificado. En cambio, para n > 4,
podemos generalizar el resultado como en la conjetura 4.3.1.

Finalmente para el caso de doble ciclo con un ciclo monétonamente eti-

quetado y el otro no, podemos ver conjetura 4.3.2.

Problema 5.0.8 Sea A una matriz parcial totalmente no negativa cuyo grafo
asociado es un doble ciclo no mondtonamente etiquetado que contiene como
subgrafo a un camino totalmente especificado. ;Bajo qué condiciones A tiene

completacion totalmente no negativa?
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Capitulo 6
Introduccién

En esta parte, vamos a analizar el problema de completacion de otros tipos
de matrices parciales: las matrices totalmente no positivas, las R-matrices
y las T'R-matrices. Con el estudio de las matrices parciales totalmente no
positivas se aborda otra clase de matrices donde todos los menores tienen
el mismo signo. Esta denominaciéon de matrices recibe el nombre de ”Sign-
Regular Matrices” en diferentes trabajos de investigacion, ver [13], [10] y
[20]. En cambio, con las R-matrices, se centra en la no singularidad de las
submatrices principales, y se generaliza este ultimo concepto en el caso de
T R-matrices, cuyos menores (principales y no principales) son distintos de

cero.

6.1. Matrices totalmente no positivas

Una matriz real A = (—a;;) se dice que es una matriz totalmente no
positiva si todos sus menores son no positivos.

El estudio de este tipo de matrices supone un andlisis paralelo al de las
matrices totalmente no negativas. Aun asi, dicha clase de matrices ha recibido

menos atencion histéricamente que las matrices totalmente no negativas.
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En el proximo capitulo, abordamos el problema de completacién de matri-
ces parciales totalmente no positivas. Es decir, analizamos matrices parciales
cuyas submatrices completamente especificadas son totalmente no positivas.
Concretamente, veremos el caso de matrices no posicionalmente simétricas,
siendo el problema para las matrices posicionalmente simétrica analizado y
estudiado por Araijo, Torregrosa y Urbano en [2]. Dichos autores cierran
el problema para el caso de 1-cordal mondtonamente etiquetado, y ademas
proponen condiciones necesarias y suficientes para el caso de ciclos monétona-
mente etiquetados.

En el capitulo 7 estudiamos el problema mencionado, distinguiendo dos
tipos de grafos asociados: los aciclicos y los no aciclicos. Observamos, que
los resultados obtenidos para las matrices parciales totalmente no positivas

tienen cierta semejanza con el caso de las totalmente no negativas.

6.2. Ry TR-matrices

Una matriz real A = (a;;) se dice que es una R-matriz (T R-matriz) si
todos sus menores principales (todos sus menores principales o no) son no
nulos. Las R-matrices estdan conectadas con otros tipos de matrices como
las P-matrices, matrices totalmente no negativas y matrices totalmente no
positivas: toda matriz de cualquiera de esas clases es una R-matriz. Mientras
que las T'R-matrices son una generalizacién del concepto de R-matriz.

Por otra parte, por definicion, toda T'R-matriz es R-matriz. Sin embargo,
en general, una R-matriz no es T'R-matriz, como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 6.2.1 Consideramos la matriz

11
A=121
2 2

—_ = =
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A es una R-matriz, ya que todas las submatrices principales tienen deter-
minante no nulo. En cambio, no es una T R-matriz, puesto que, podemos

encontrar un menor con el valor nulo: det A[{1,2}|{2,3}] = 0.

En los capitulos 8 y 9, cerramos el problema de completacién de R y T R-

matrices parciales, para matrices posicional y no posicionalmente simétricas.
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Capitulo 7

Matrices totalmente no

positivas

En este capitulo, estudiamos el problema de completaciéon de matrices
parciales totalmente no positivas, estableciendo condiciones necesarias y sufi-
cientes, similares a las obtenidas en el capitulo 4, que nos permiten garantizar

la existencia de la completacién deseada.

Definicién 7.0.1 Se dice que una matriz real A = (—a;j), es una matriz

totalmente no positiva si todos los menores de A tienen valor no positivo.

A continuacién presentamos las propiedades utilizadas para este tipo de

matrices. Para més informacién ver [13].

Proposicién 7.0.1 Sea A = (—a;;) una matriz totalmente no positiva de

tamano n X n. Entonces:

1. St D es una matriz diagonal positiva, entonces DA y AD son matrices

totalmente no positivas.

2. Si D es una matriz diagonal positiva, entonces DAD™! es una matriz

totalmente no positiva.
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3. La total no positividad, en general, no se mantiene por la semejanza de
permutacion. Como caso particular, si P = [n,n—1,...,2 1], entonces

PAPT es una matriz totalmente no positiva.

4. Si B es una matriz totalmente no positiva de tamano m x m, entonces

la matriz

A0
0 B

Y

es una matriz totalmente no positiva.

5. Cualquier submatriz de A (principal y no principal) es totalmente no

positiva.
6. Sia; #0,Vie{l,2,...,n}, entonces a;; # 0,Vi,j € {1,2,...,n}.

Como hemos comentado, el concepto de total no positividad es hereda-
do por las submatrices tanto principales como no principales. Por tanto, y
llevando dicho concepto al contexto de matrices parciales, podemos dar la

siguiente definicién.

Definicién 7.0.2 Se dice que una matriz parcial A es una matriz parcial
totalmente no positiva si toda submatriz completamente especificada es total-

mente no positiva.

Denotamos por TN P la total no positividad, es decir, aparece en los
resultados las abreviaciones matrices parciales TN P, completacion T'N P,
..., senalando que como en el resto de esta memoria consideramos matrices
cuadradas.

Empezamos comprobando que el problema en general tiene respuesta

negativa, como podemos ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7.0.2 La siguiente matriz parcial T'N P no posicionalmente simétri-

ca,
—1 -1 —x3
A= | —299y -1 =05 |,
-1 —x33 -1

no tiene completacion TN P, ya que det A[{2,3}] <0 ydet A[{1,3}{1,2}] <

0 st 230 > 2 y w30 < 1, respectivamente.

Vamos a considerar matrices parciales con diagonal principal especificada,
sin elementos nulos, no siendo ciertos en general, en caso contrario, los resul-
tados que presentamos. La proposicion 7.0.1 nos permite entonces suponer a
lo largo de todo el capitulo que la diagonal principal estd formada por —1’s.
Ademas, al ser los elementos diagonales distintos de cero, podemos afirmar
por dicha proposicién que el resto de elementos especificados es también no
nulo.

Por las propiedades, sabemos que el concepto de total no positividad no
se conserva por semejanza de permutacion, con lo cual es necesario considerar
las distintas etiquetaciones de los vértices del grafo asociado. Distinguimos,
por tanto, entre los casos de grafos asociados mondétona y no mondétonamente
etiquetados. Tanto en uno como en otro no existe en general la completacion
deseada. A este efecto recordamos el ejemplo [7.0.2 para el caso mondtona-
mente etiquetado. Para grafos no mondétonamente etiquetados podemos con-

siderar el siguiente ejemplo.
Ejemplo 7.0.3 La matriz parcial TN P,

—1 —ZX12 —0,7
A=1| -1 -1 -—an |,
—xI31 -1 —0,8

cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido no mondtonamente etiquetado, tiene
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los menores det A[{1,2}] < 0 y det A[{1,3}|{2,3}] <0 stz > 1 yz12 <

7/8, respectivamente. Por lo tanto, A no tiene completacion TN P.

7.1. Grafos no aciclicos

En esta seccion analizamos el problema de completacion de matrices par-
ciales totalmente no positivas en los casos de ciclos, doble ciclos y cliques con

caminos adjuntos.

Ciclos

Como ya hemos visto en el ejemplo 7.0.2, el resultado en general no es
cierto en este caso. A fin de resolver el problema, introducimos la siguiente

condicion.

Definicién 7.1.1 Sea A = (—a;;) con a;; > 0, una matriz parcial de tamano
n xn, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido {(i1,12), (i2,43), .- -, (in_1,%n),

(in,i1)}. Decimos que A cumple la C-condicién si

Qi io Qigig " Qg1 in Vi,

i1>1

@iy iy Bz in *** Qi i
La anterior condicién es necesaria y suficiente para el caso de matrices

parciales de tamano 3 x 3.

Lema 7.1.1 Sea A una matriz parcial TN P, de tamano 3 X 3, cuyo grafo
asociado es un ciclo dirigido monotonamente etiquetado. Fxiste completacion
TNP, A, de A, siy sélo si A satisface la C-condicidn.

Demostracion: Sea A. una completacion TN P de A,

-1 —ai2 —C3
Ac: —C21 -1 —ag3 ;

—a31 —C32 -1
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donde ¢;; tiene valor positivo. De las desigualdades det A.[{2,3}|{1,3}] <0
y det A.[{1,2}] < 0 obtenemos ajzas3az > 1.

Para la suficiencia de la condicion, es facil comprobar que la siguiente matriz,

-1 —aiz  —a12023
Ac=| —1/axz -1 — Q23 )
—az;  —az1012 -1
es una completacién T'N P. O

Teniendo en cuenta el desarrollo de la demostracién del teorema 4.3.2)

podemos generalizar el resultado anterior.

Teorema 7.1.1 Sea A = (—aj;), a;j > 0, una matriz parcial TN P, de tama-
no nxn, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido mondétonamente etiquetado.

Existe completacion TNP, A, de A, si y sélo si A satisface la C-condicion.

A continuacién, estudiamos el problema para las matrices parciales cuyos
grafos asociados son ciclos dirigidos no mondétonamente etiquetados. Vere-
mos que en este caso la C-condicién es también necesaria y suficiente para,
garantizar la existencia de completaciones totalmente no positivas.

Es fécil verificar el siguiente resultado siendo la demostraciéon anédloga a

la del teorema 4.3.3.

Teorema 7.1.2 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TN P, de
tamano n X n, cuyo grafo asociado es un ciclo dirigido no monotonamente
etiquetado. Existe completacion TNP, A. de A, si y solo si A satisface la

C-condicion.

Clique con un camino adjunto

Al igual que en otros casos, para este tipo de grafos, el problema tampoco

tiene ahora respuesta afirmativa.
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Ejemplo 7.1.1 Consideramos la matriz parcial TN P

[ —1 -1 —z3 —x14 —I315 ]
—x9  —1 -1 —xy —xos
A= | —x3 —w35 -1 -1 -1
—Ty —Tgo —1 —1 —1
i -1 —x5 -2 —1 —1 |

Dado que si det A[{1,5}[{1,2}] < 0 y det A[{2,5}|{2,3}] < 0, 50 < 1y

Tso > 2 respectivamente, entonces no existe completacion TN P de A.

Sin embargo, y visto el texto de la demostracién del lema 4.3.5, andloga-

mente podemos afirmar lo siguiente.

Lema 7.1.2 Sea G = (V, E) un grafo no mondtonamente etiquetado, con
V ={1,2,...,n}, formado por un clique cuyos vértices son {2,3,...,n} y
un camino dirigido {(n,1),(1,2)}. Cada matriz parcial TNP, A = (—a;;),

a;; > 0, cuyo grafo asociado es G tiene completacion TNP.

En general, el resultado anterior no es cierto cuando el nimero de vértices
del camino dirigido es mayor que 3, como podemos ver en el ejemplo [7.1.1.

Generalizando el resultado anterior introducimos, de forma analoga al
teorema 4.3.7, una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una

completacion totalmente no positiva.

Teorema 7.1.3 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado es la union de un clique de
vértices {k,k + 1,...,n} y un camino dirigido con el conjunto de arcos
{(n,1),(1,2),...,(k—=1,k)}, k > 3. Existe una completacion TNP de A siy
solo si la submatriz de A cuyo grafo asociado es el camino totalmente especi-
ficado formado por el conjunto de arcos {(n,1),(1,2),...,(k—1,k),(n,k)}

satisface la Cy-condicion.
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Analogamente al lema 4.3.7, podemos establecer el siguiente resultado

para matrices parciales totalmente no positivas.

Lema 7.1.3 Sea G = (V, E) un grafo no mondtonamente etiquetado, con
V ={1,2,...,n}, formado por un clique de vértices {1,2,...,n — 1} y un
camino dirigido {(n—1,n), (n,m)}, m € {1,2,...,n—1}. Cada matriz parcial
TNP, A = (—aj), aij > 0, cuyo grafo asociado es G tiene completacion
TNP.

Al igual como hemos visto en el ejemplo 7.1.1, en general el resultado

anterior tampoco es cierto cuando el camino dirigido tiene més de 3 vértices.

Ejemplo 7.1.2 Consideramos la matriz parcial TN P

S S R
—1 —1 —1  —x94 —Xo5
A= -3 -1 -1 -1  —x35
—Tgy —Tap —Tgz  —1 —1

i -2  —Tyz —xs3 —Tsz  —1 i

Vemos que A no tiene completacion TN N, puesto que si det A[{3,4}[{1,4}] <
0, 41 > 3, y si det A[{4,5}[{1,5}] <0, entonces x4 < 2.

El siguiente resultado se demuestra de forma andloga al teorema 4.3.8|.

Teorema 7.1.4 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado es la union de un clique con los
vértices {1,2,...,k}, y un camino dirigido con conjunto de arcos {(k,k+1),
(k+1,Ek+2),....,(n—1,n),(n,m)}, me {1,2,...,k}. Entonces existe una
completacion TNP de A si y solo si la submatriz de A cuyo grafo aso-
ciado es el camino totalmente especificado formado por el conjunto de ar-
cos {(k,k+1),(k+1,k+2),...,(n—1,n),(n,m), (k,m)} satisface la C\-

condicion.
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Doble ciclos

A continuacién abordamos la existencia de completaciones totalmente no
positivas en el caso de doble ciclos con un ntmero arbitrario de vértices o
arcos en comun. En este caso, el resultado en general no es cierto, lo que

ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1.3 La siguiente matriz parcial TN P,

—1 —1 —X13 —T14
—x -1 —-05 —=x
A — 21 24 :
-1 —XT32 -1 -1
—T41 —0,8 —X43 —1

cuyo grafo asociado es un doble ciclo mondétonamente etiquetado con un arco
en comin, no tiene completacion TN P ya que A[{1,2,3}] no la tiene, como

comprobamos en el ejemplo | 7.0.2.

Si el grafo asociado a la matriz parcial es un doble ciclo con un vértice

en comun, podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 7.1.5 Sea G = (V3 U V,, Ey U Es) un doble ciclo formado por
los ciclos mondtonamente etiquetables Cy = (Vi, Ey) y Cy = (Va, Ey). Toda
matriz parcial TNP, A = (—a;j), a;; > 0, de tamano n X n, cuyo grafo
asociado es G tiene completacion TN P si y solo si las submatrices asociadas

a los mencionados ciclos cumplen la C-condicion.

Demostracion: A partir de los teoremas [7.1.1/ y [7.1.2 podemos completar
las submatrices principales cuyos grafos asociados son los mencionados ciclos,
obteniendo una matriz parcial TN P cuyo grafo asociado es un 1-cordal. Por
tanto, a partir de [2], existe la completacién deseada. Por otra parte, la
necesidad de la condicion se demuestra siguiendo los mismos pasos de la

demostracion de los teoremas 7.1.1 y [7.1.2.
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Corolario 7.1.1 Sea G un block-ciclo formado por el conjunto de ciclos
mondotonamente etiquetables {Cy, Cs,...,Cy} e intersectados eractamente
en un vértice. Entonces, toda matriz parcial TNP, A = (—a;;), a;j > 0, cuyo
grafo asociado es G tiene completacion TN P si y solo si cada submatriz A;

de A, cuyo grafo asociado es C;, i =1,2,..., k cumple la C-condicion.

En general, cuando los ciclos no son mondtonamente etiquetables, no

existe la completacién deseada.

Ejemplo 7.1.4 Consideramos la matriz parcial TN P

-1 —xpp —x3 —1
—x —1 -1 —x
A= 21 24 7
—0,5 —X32 —1 —X34

—rn -1 -1 -1

cuyo grafo asociado es un doble ciclo. Observamos que los dos ciclos no son
mondtonamente etiquetables. Si det A[{3,4}] < 0 y det A[{1,3}|{1,4}] <
0 entonces w34 > 1 y x34 < 0,5 respectivamente. Por tanto, A no tiene

completacion TNP.

Vemos, sin embargo, que la C-condicién es también necesaria y suficiente
para garantizar la existencia de completaciones totalmente no positivas en el
caso de doble ciclos monétonamente etiquetados con més de un vértice en
comun, siempre que el grafo asociado no contiene como subgrafo a ningin
camino totalmente especificado. Este teorema se demuesra de forma analoga

al teorema 4.3.10.

Teorema 7.1.6 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n cuyo grafo asociado es un doble ciclo mondtonamente eti-
quetado con especificamente dos ciclos Cy y Cy, y kK —m arcos en comin,

k=m+1m+2,...,m+n—2, y que no contiene como subgrafo a ningin
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camino totalmente especificado. Existe completacion TNP, A. de A, si y
solo si cada una de las submatrices asociadas a los ciclos Cy y Cy cumplen

la C-condicion.

En caso de que el grafo asociado contiene como subgrafo a un camino

totalmente especificado, en general, la completacion deseada no existe.

Ejemplo 7.1.5 Consideramos la matriz parcial TN P

—1 -1 —X13 —T14 —Xi15
—x91 —1 =1 —xo4 —T16

A= —2 —XT32 —1 -1 —I35 5
—Tqy —Tp —xg3 —1 -1

| -1 —zs —ws3 —xs 1 |

cuyo grafo asociado es un doble ciclo que contiene como subgrafo a un camino
totalmente especificado. Observamos que det A[{3,5}{1,4}] <0 implica que
x5y < 0,5, mientras que con dicha desigualdad el det A[{4,5}] es positivo

siempre. Por tanto A no tiene completacion totalmente no positiva.

Sin embargo, podemos de forma andloga al teorema 4.3.11 afirmar el

siguiente resultado.

Teorema 7.1.7 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TNP, de
tamano n X n, cuyo grafo asociado es un doble ciclo mondtonamente eti-
quetado con especificamente dos ciclos Cy y Cy, y kK —m arcos en comin,
k=m+1m+2,....,m+n—2, y que contiene como subgrafo a un camino
totalmente especificado. Fxiste completacion TNP, A, de A, si y solo si
cada una de las submatrices asociadas a los ciclos Cy y Ca, cumplen la C-
condicion, y ademds la submatriz principal de A cuyo grafo asociado es dicho

camino totalmente especificado satisface la Ci-condicion.
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Corolario 7.1.2 Sea A = (—a;j), a;; > 0, una matriz parcial TNP, de
tamano n X n, cuyo grafo asociado es un block-ciclo mondtonamente eti-
quetado. Existe completacion TNP, A. de A, si y solo si cada una de las
submatrices asociadas a cada ciclo satisface la C-condicién, y ademds ca-
da submatriz principal de A cuyo grafo asociado es un camino totalmente

especificado satisface la C-condicion.

Abordamos a continuacion el caso de doble ciclos, no mondétonamente
etiquetados. Teniendo en cuenta la demostracién del lema 4.3.9, podemos

establecer el siguiente resultado.

Proposicién 7.1.1 Sea A = (—a;j), a;; > 0, una matriz parcial TN P de
tamano 4 x 4, cuyo grafo asociado, G4, es doble ciclo con dos ciclos no
mondotonamente etiquetados y un arco en comun y que no contiene como sub-
grafo a ningin camino totalmente especificado. A tiene completacion TN P si

y solo si la submatriz principal asociada a cada ciclo cumple la C-condicion.

Para matrices parciales de tamano n x n, n > 4, la completacion deseada

es una cuestion abierta hasta el momento.

Conjetura 7.1.1 Sea A = (—ai;), ai; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n, cuyo grafo asociado, G4, es doble ciclo con dos ciclos no
mondtonamente etiquetados y mads de un arco en comun y que no contiene
como subgrafo a ningin camino totalmente especificado. A tiene completacion
TNP siy solo si la submatriz principal asociada a cada ciclo cumple la C-

condicion.

En caso de doble ciclo con dos ciclos no monétonamente etiquetados y
que contiene como subgrafo a un camino totalmente especificado, el resultado

anterior no se cumple.
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Ejemplo 7.1.6 Consideramos la matriz parcial totalmente no positiva

-1 -z —x3 -1 —x5
-1 —1 —XT93 —To4 —Tas
A= | —zgy —x3 -1 —z34 -2 |,
—T41 —1 —1 -1 —XT45
| — 51 -1 —x53 —wsa -1 ]

cuyo grafo asociado es un doble ciclo, con dos ciclos no mondtonamente
etiquetados, que contiene como subgrafo a un camino totalmente especificado.
Observamos que det A[{3,4}|{3,5}] < 0 implica que x45 < 2, mientras que
con dicho valor el det A[{4,5}|{2,5}] es positivo siempre. Por tanto A no

tiene completacion totalmente no positiva.

El siguiente resultado analiza el caso de doble ciclos cuando uno de los
ciclos es monotonamente etiquetado y el otro no. La demostracién es andloga
a la del lema 4.3.10.

Lema 7.1.4 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TN P de tamano
4 x 4, cuyo grafo asociado, G, es un grafo doble ciclo no mondtonamente
etiquetado con dos ciclos, C; mondtonamente etiquetado y Cy no mondto-
namente etiquetado y un arco en comun, y que no contiene como subgrafo a
ningun camino totalmente especificado. Entonces A tiene completacion T N P
si y solo si las submatrices asociadas a los ciclos satisfacen la C-condicidn vy

ademdas se cumple P,, < P,,.

Sin embargo, el problema sigue abierto para matrices parciales de tamano

nxn,n>4.

Conjetura 7.1.2 Sea G un grafo dirigido formado por dos ciclos, C; mono-
tonamente etiquetado y Cy no monotonamente etiquetado, y con mds de un

arco en comun, y que no contiene como subgrafo a ningun camino totalmente
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especificado. Toda matriz parcial TNP, A = (—a;;), a;; > 0, cuyo grafo
asociado es G, tiene completacion TINN si y solo si las submatrices asociadas

a los ciclos Cy y Cy cumplen la C-condicion y ademds P, <P,.

En general, si el grafo asociado, doble ciclo, contiene como subgrafo a un

camino totalmente especificado, la completacién deseada no existe.

Ejemplo 7.1.7 Consideramos la matriz parcial totalmente no positiva

-1 -1 —zi3 —ou
—x -1 —x -1
A — 21 23 :
—1 —X32 —1 —2
—T41 —T42 —0,5 —1

cuyo grafo asociado es un doble ciclo, con un camino mondtonamente eti-
quetado y el otro no, y que contiene como subgrafo a un camino totalmente
especificado. Observamos que det A[{1,2}] < 0 implica que x5 > 1, mien-
tras que det A[{2,3}|{1,4}] > 0 implica que x12 < 0,5. Por tanto A no tiene

completacion totalmente no positiva.

7.2. Grafos aciclicos

En esta seccién abordamos el problema de completacion de matrices par-
ciales totalmente no positivas cuyos grafos asociados no contienen ciclos. Es-

tudiamos los caminos, caminos totalmente especificados y los doble-caminos.

Caminos

Sea A una matriz parcial totalmente no positiva, de tamano n x n, cuyo
grafo asociado es un camino dirigido monétonamente etiquetado. Podemos
completar las posiciones (2,1),(3,2),...,(n,n — 1) de A, de tal manera que

el resultado sea una matriz parcial totalmente no positiva con un camino
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asociado no dirigido y monétonamente etiquetado, es decir, cuyo grafo aso-
ciado sea un 1-cordal mondétonamente etiquetado. Por tanto, a partir de los
resultados obtenidos en [2] por Araijo, Torregrosa y Urbano, obtenemos una
completaciéon totalmente no positiva.

Para el caso de caminos dirigidos no monétonamente etiquetados, obte-

nemos un resultado analogo al de matrices totalmente no negativas.

Teorema 7.2.1 Sea A = (—a;j), a;; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n, cuyo grafo asociado es un camino dirigido no monotonamente

etiquetado. Entonces, existe una completacion TNP de A.

Caminos totalmente especificados

A continuacién abordamos el caso de caminos totalmente especificados.
En primer lugar, para las matrices parciales de tamano 3 x 3 consideramos
el siguiente resultado, cuya demostracion es andloga a la de las proposiciones
4.3.5y4.3.7.

Proposicién 7.2.1 Sea A = (—a;j), a;; > 0, una matriz parcial TN P de
tamano 3 x 3, cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado
mondotona o no monotonamente etiquetado. Entonces, A tiene completacion
TNP.

Para matrices de tamano n x n, n > 4, en general, no existe completa-
ciones totalmente no positivas como podemos comprobar en los siguientes

ejemplos.
Ejemplo 7.2.1 Consideramos la matriz parcial TN P

—1 —1 —XT13 =7
- -1 -3 -

A 21 24 7
—x31 —wr3zz —1 =3

—Tq —Tgp —Tgz —1
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cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado monaotonamente
etiquetado. El determinante det A[{1,2}[{2,4}] es no positivo si xey < 7. Sin
embargo, det A[{2,3}|{3,4}] < 0 implica que xo4 > 9. Por tanto A no tiene
completacion TNP.

Ejemplo 7.2.2 Consideramos la matriz parcial TN P,

—1 —T12 -1 —1
—x —1 -1 —x
A - 21 24 7
—x31 —T32 —1 —x3y
— T4 —0,5 —X43 —1

cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado no mondtonamente
etiquetado. Se comprueba que si det A[{1,2}]{3,4}] < 0 y det A[{2,4}] <
0 entonces xoy < 1 y woy > 2, respectivamente. Por lo tanto, A no tiene

completacion TNP.

Teniendo en cuenta la demostracion del teorema 4.3.4, podemos obtener

el siguiente resultado.

Teorema 7.2.2 Sea A = (—a;;), a;; > 0, una matriz parcial TN P de
tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado es un camino totalmente es-
pecificado mondtonamente etiquetado. Entonces A tiene completacion TN N

st y solo si cumple la Csy-condicion.

La Cs-condicién no es suficiente en el caso de caminos totalmente es-
pecificados no monodtonamente etiquetados, como hemos visto en el ejemplo
7.2.2 cuya matriz no tiene completacion totalmente no positiva a pesar de
satisfacer la condicion mencionada.

Por ello, a continuacién, exigimos la C-condicién, cuyo cumplimiento por
las matrices parciales en cuestién garantiza la existencia de completaciones
totalmente no positivas. El siguiente resultado se demuesta de forma analoga

a la proposicién 4.3.8.
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Proposicién 7.2.2 Toda matriz parcial TNP, A = (—a;j), a;; > 0, de
tamano 4 x 4, cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado
no mondtonamente etiquetado tiene completacion TNP si cumple la C-

condicion.

Dicha condicién no es necesaria como ponemos de manifiesto en el siguien-

te ejemplo.

Ejemplo 7.2.3 Consideramos la matriz parcial TN P

—1 —XT12 —1 —1

—T21 -1 —X23 —1
A= ,

—I31 —0,5 —1 —X34

—Iy —Typ —Iy3  —1

cuyo grafo asociado es un camino totalmente especificado no mondotonamente

etiquetado. Fxiste completacion TN P de A,

-1 -05 -1 -1

pese a que A no cumple la C1-condicion, ya que aizazsass = 0,5 < ajy = 1.

Estamos trabajando en la generalizacién del resultado anterior para ma-

trices de tamano arbitrario n x n, n > 4.

Conjetura 7.2.1 Sea A = (—a;j), a;; > 0, una matriz parcial TNP de
tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado es un camino totalmente especi-
ficado no mondtonamente etiquetado. Entonces A tiene completacion TN P

si A cumple la C1-condicion.
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Doble-caminos

A continuacién, generalizamos las ideas obtenidas anteriormente para
analizar el caso de doble-caminos. Como ya sabemos, un doble-camino de
3 vértices no es mas que un camino totalmente especificado, por tanto, y
por la porposicién [7.2.1, podemos asegurar que toda matriz parcial TN P,
de tamano 3 x 3, cuyo grafo asociado es un doble-camino tiene completacion
TNP.

En general, una matriz parcial totalmente no positiva, de tamano n x n,
n > 4, asociada a este tipo de grafos no tiene completacién totalmente no

positiva, como podemos ver en los siguiente ejemplos.
Ejemplo 7.2.4 Consideramos la siguiente matriz parcial TN P,

—1 -1 —X13 —0,5

—X21 -1 —1 —X24
A= ,

—T31 —Tzz —1 —Iy

—T41 —Ty2 —1 -1

cuyo grafo asociado es un doble-camino, con uno de los dos caminos mondtona-
mente etiquetado y el otro no. A partir de det A[{1,2}|{2,4}] <0 ydet A[{2,4}]
{3,4}] < 0 obtenemos xoq < 0,5 y xoy > 1 respectivamente, lo que es una

contradiccion. Por tanto, A no tiene completacion TNP.

Ejemplo 7.2.5 Consideramos la siguiente matriz parcial TN P,

—1 —T12 —1 —1

—x21 -1 —X23 —T24
A= ,

—r3  —1 -1 —x3

x4 —0,5 —my3 -1

cuyo grafo asociado es un doble-camino con los dos caminos no mondtona-
mente etiquetados. Para que det A[{1,3}|{3,4}] y det A[{3,4}|{2,4}] sean no
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positivos, es mecesario que T3y < 1 y w34 > 2 respectivamente. Por tanto, A

no tiene completacion TN P.

Para el caso en que la matriz parcial tenga como grafo asociado un doble-
camino con un camino monétonamente etiquetado y el otro no, establecemos

el siguiente resultado siguiendo el desarrollo del lema 4.3.3.

Lema 7.2.1 Sea A = (—ay;), a;j > 0, una matriz parcial TN P, de tamanio
4 x 4, cuyo grafo asociado es un doble-camino formado por los caminos C
mondotonamente etiquetado, y Cy no mondtonamente etiquetado, ambos con
el vértice inicial etiquetado con 1. Entonces, A tiene completacion TNP si
y solo si P, < P,,.

Para el caso de matrices de tamano mayor, podemos establecer el siguiente

resultado siguiendo el desarrollo del teorema 4.3.5.

Teorema 7.2.3 Sea G un doble-camino con un camino C; mondtonamente
etiqguetado y otro Cy mo mondtonamente etiquetado. Cada matriz parcial
TNP, A = (—a;j), a;j > 0, de tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asocia-

do es G tiene completacion TNP siy solo st P, < P,,.

En el caso de doble-camino con los dos caminos no mondtonamente eti-
quetados el problema sigue abierto si el vértice inicial esta etiquetado con 1.
En otro caso, vértice inicial distinto de 1, obtenemos el siguiente resultado

cuya demostracion es analoga al teorema 4.3.6.

Teorema 7.2.4 Sea G un doble-camino formado por caminos no mondtona-
mente etiquetados Cy, = (Vi, Ey) y Cy = (Va, Esy), cuyos vértices inicial y final
no estdn etiquetados con 1. Toda matriz parcial TNP, A = (—a;;), a;j > 0,
de tamano n X n, n > 4, cuyo grafo asociado es G tiene una completacion

TNP si cumple la condicion,

P,.>PFP, si1 1€V 0 P,>PFP, st 1€V,
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Podemos considerar los casos de grafos asociados mencionados en el quin-
to capitulo como cuestiones abiertas en el problema de completacién de ma-

trices parciales totalmente no positivas.
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Capitulo 8
R-matrices

En este capitulo, estudiaremos el problema de completacién de R-matrices,
cerrando el problema tanto en el caso de matrices posicionalmente simétricas

como de no posicionalmente simétricas.

Definicién 8.0.1 Se dice que una matriz real, A, de tamano n X n, es una
R-matriz si para todo subconjunto o de {1,2,...,n} se verifica que det Ala]

es distinto de cero.

Ejemplo 8.0.6 Las submatrices principales de la matriz

1 -1 0 5

—05 1 05 1
0 05 1 05

05 -1 05 1

A:

tienen determinante distinto de cero, por lo que A es una R-matriz.

Destacamos algunas de las propiedades de esta clase de matrices.

Proposicion 8.0.3 Sea A una R-matriz.

199
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a)

b)

c)

CAPITULO 8. R-MATRICES

DA, AD y DAD™! son R-matrices, siendo D una matriz diagonal con

elementos diagonales no nulos.
PAPT es una R-matriz, siendo P una matriz permutacion.

Toda submatriz principal de una R-matriz es una R-matriz.

Demostraciéon:

)

c)

Supongamos que D tiene la forma,

dy 0 - 0
b 0t
00 - du |
Sea o = {ay, aa,...,ar} C {1,2,...,n}. Es sencillo comprobar que

det(DA)[a] = det D[] det A[a]

det(AD)[a] = det A[a] det D[a]

det(DAD™ 1 [a] = det Alq]

Por tanto, si A y D son R-matrices, DA, AD y DAD~! también lo

So1.

Sea la matriz permutacién P = [iy, is, . . . , 4,]. Entonces det(PAPT)[a]
det A[5] # 0, donde B = {iays a0y - - lay } € {1,2,...,n}.

Inmediato a partir de la definicion de R-matriz.

La tdltima propiedad nos permite extender el concepto de R-matriz al

contexto de matrices parciales.

Definicién 8.0.2 Dada una matriz parcial, A, se dice que es una R-matriz

parcial si el determinante de cada submatriz principal completamente especi-

ficada es distinto de cero.
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Ejemplo 8.0.7 La matriz

1 -1 2?2 2

05 1 05 1
0 05 1 05
? -1 05 1

A:

es una R-matriz parcial ya que todas sus submatrices principales totalmente

especificadas tienen determinante distinto de cero.

A continuacién exponemos los resultados obtenidos sobre el problema de
completacién de R-matrices parciales. En primer lugar, ponemos de mani-
fiesto en las siguientes proposiciones, la posibilidad de suponer, sin pérdida

de generalidad, que la diagonal de una R-matriz esta especificada.

Proposicion 8.0.4 Sea A una R-matriz parcial de tamano n X n, con todos

los elementos diagonales no especificados. Entonces A tiene R-completacion.

Demostracién: Sea A, la R-matriz parcial obtenida de A al reemplazar
todos los elementos no especificados fuera de la diagonal por valores reales
y los elementos diagonales por . Sea a un subconjunto de {1,2,...,n} con
|a| = k. Es fécil observar que det A,[a], es un polinomio en x de grado k al
que denotamos por P,(x).
Estamos interesados en encontrar valores de z para los cuales P,(z) sea
distinto de cero, para todo a. Sea N, el conjunto de soluciones reales de
la ecuacion P,(x) = 0. Cualquier valor de = perteneciente al conjunto R —
U{Na: « € {1,2,...,n}} nos va a proporcionar una R-completacién de A.
O

Analizando el caso de matrices parciales, cuya diagonal contiene posi-

ciones especificadas y otras no, complementamos el resultado anterior.

Proposicion 8.0.5 Sea A una R-matriz parcial de tamano n X n, cuya dia-

gonal contiene algunas posiciones especificadas y otras no. Entonces A tiene
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R-completacion si y sélo si la submatriz principal correspondiente a las posi-

ciones diagonales especificadas tiene R-completacion.

Demostracion: Veamos que la condicion del enunciado es suficiente para la
existencia de una R-completacién de A.
Por semejanza de permutacién suponemos, sin pérdida de generalidad, que
A tiene la forma,

Ale] Ala®la]
Alala] Ala]

Y

donde a = {m,m + 1,....,n}, m € {1,...,n — 1}, la diagonal de Alq]
estd completamente especificada y la diagonal de A[a°] estd completamente
no especificada. Por hipétesis, existe A[a]., una R-completacién de A[a]. Sea
Tyt = 1,2,...,m — 1 los elementos no especificados de la diagonal. Consi-
deramos la R-matriz parcial, A;, obtenida al reemplazar cada elemento no
especificado de las submatrices A[a‘|a] y Ala]a®] por un tnico valor real y
la submatriz principal A[a] por su correspondiente R-completacion, Ala]..

Ahora estudiamos la submatriz parcial A;[{m — 1} Ua] de A;. Sea 8 C a.
Sabemos que det A;[f] # 0, por lo tanto, existe un valor real zg que cumple

la ecuacién:
det Aj[{m — 1} U S] = 1 m—1 det A1[5] +det Ay [{m —1}UB] =0

Entonces podemos elegir un valor real ¢,,_1 ,,—1 para que la matriz A,, obteni-
da al reemplazar x,,_1,-1 POr Cpm_1,m—1 €0 A; sea una nueva R-matriz par-
cial. Aplicando un argumento analogo a As[{m —2,m — 1} U 3] y asi sucesi-
vamente obtenemos una R-completacién de A.
La necesidad de la condicién es evidente por la propia definicién de R-matriz.
O

A partir de ahora podemos considerar, por tanto, sin pérdida de gene-

ralidad, matrices parciales con la diagonal completamente especificada. La
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proposicién 8.0.3 nos permite suponer ademés que los elementos diagonales
son 17s.

Analizamos ahora el problema de completacion de R-matriz en ambos
casos, matrices no posicionalmente simétricas y matrices posicionalmente

simétricas.

8.1. Matrices no posicionalmente simétricas

El problema de completacién de R-matrices parciales tiene respuesta afir-
mativa en el caso de matrices parciales no posicionalmente simétricas, como

vemos en los siguientes resultados.

Lema 8.1.1 Sea A una R-matriz parcial, de tamano n X n, con un unico

elemento no especificado. Entonces A tiene R-completacion.

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, a partir de la
propiedad PAP™!, que el elemento no especificado estd en la posicién (1,n).

Dado x € R, consideramos la completacién de A

a11 Q12 tet a1n—1 X
a21 22 Tt a2 n—1 Q2n,
A, =
ap—-11 ap-12 " Apn-1n-1 Aan-1n
L an1 79)] e Apn—1 Ann |

Sea 0 = det A, [{2,3,...,n}{1,2,...,n — 1}]. Es sencillo comprobar que
det A, = det Ay + (—1)" 6z
Por tanto, consideramos dos casos:

(a) 0 # 0. En este caso, es facil ver que existe un tinico valor de x para que
det A, = 0.
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b) § = 0. Entonces, el conjunto de vectores {u; = [a;1 @i ... @in_1],
i =2,3,...,n} es linealmente dependiente, por tanto, existe un con-
junto de escalares, no todos nulos, aj, j = 2,3,...,n — 1, tal que

Un = Zj€{2,3,...,n—1} oy

Haciendo las operaciones adecuadas sobre el determinante

[ ail a2 Tt a1n—1 0 |
21 22 T a2 n—1 A2n
det Ag = det : : : ; ,
ap-1,1 Ap—-12 °°° Qapn—1n-1 GQp-1n
| Qn1 An2 Tt Apn—1 Ann |
obtenemos:
[ an T I ¢ S 0
21 22 s a2 n—1 Q2
det Ag = det
p—-11 Qn-12 " (Qn—-1n—1 Qp—1,n
| 0 0 T 0 Ann — ZjE{Z,S,...,nfl} Qia;n |

Teniendo en cuenta que el determinante de A[{2,3,...,n}]y de A[{2,3,
...,n—1}] es no nulo, ya que A es una R-matriz parcial, se verifica que
nn — Zj€{2,3,...,n71} aja;n # 0. Entonces, det Ag y por tanto, det A, es

distinto de cero.

Del andlisis anterior se deduce que existe como maximo un valor de x con
el que det A, = 0. Observamos que para cada submatriz principal de A que
incluye la posicién (1,n), existe como maximo un valor de x para que el
determinante de dicha submatriz sea nulo. Sea S el conjunto de todos los
valores mencionados de z. Por tanto, A, es una R-completacion para todo
reR-S. U

Podemos generalizar el resultado anterior para cualquier nimero de ele-

mentos no especificados.
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Teorema 8.1.1 Sea A una R-matriz parcial no posicionalmente simétrica,
de tamano n x n, con r elementos no especificados, r > 1. Entonces A tiene

R-completacion.

Demostracion: Vamos a utilizar la induccién matematica sobre r. Para
r = 1 aplicamos el lema anterior. Supongamos que A tiene R-completacion
para r = k — 1 elementos no especificados. Vamos a demostrar ahora la exis-
tencia de R-completacion para r = k.

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, mediante la propiedad PAP™!,
que existe un elemento no especificado en la posicién (1,n), que denotamos
por x.

Sea Aq, As, ..., A, todas las submatrices que contienen tinicamente la posi-
ci6n (1,n) como no especificada. Denotamos por R — N, el conjunto de va-
lores que segin la demostracion del lema 8.1.1, proporciona R-completacion
de A;,i=1,2,...,m.

Sea A la matriz parcial resultante de completar la posiciéon (1,n) de A
con cualquier valor del conjunto R — (J{N; :i € {1,2,...,m}}. A es una R-
matriz parcial con k£ — 1 elementos no especificados. Por hipotesis de induc-

cién, existe una R-completacién de A, y por tanto de A. O

8.2. DMatrices posicionalmente simétricas

Para matrices parciales posicionalmente simétricas el problema de com-
pletacion de R-matrices parciales tiene también respuesta afrimativa, con lo

que el citado problema queda completamente cerrado.

Lema 8.2.1 Sea A una R-matriz parcial posicionalmente simétrica, de ta-
mano n X n, con un par de elementos no especificados. Entonces A tiene

R-completacion.



206 CAPITULO 8. R-MATRICES

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los ele-
mentos no especificados estan en las posiciones (1,n) y (n,1).

Sea A, la matriz obtenida al completar dichas posiciones con z,

al 12 Tt a1,n—1 x
21 22 te a2 n—1 A2n,
A, =
ap-1,1 Ap—-12 °°° Qap—1n-1 An-1n
L x An2 e An,n—1 QAnp, ]

Vamos a encontrar valores de x con los que A, es una R-matriz. Para ello,
estudiamos las submatrices principales de A que contienen la primera fila y
la dltima columna.

En primer lugar, sea S el conjunto de los valores reales con los que det A, [{1,n}]
es nulo. Consideramos ahora o C {2,3,...,n — 1}, card(a) = k > 0. En-

tonces:

det A [{1} Ua U {n}] = —2?det A,[a] + (=1)*"1(det A[{1} Uala U {n}] +
det Agla U {n}|{1} Ua]) + det Ap[{1} Ua U {n}]

Como A es una R-matriz parcial, entonces det A,[a] # 0, consiguiendo una
ecuacién de segundo grado, det A,[{1} U o U {n}] = 0, con cero, una o
dos raices reales. Sea N, el conjunto de dichas raices. Por cada valor real
x del conjunto R — (J{N. : « C {2,3,...,n}})JS) obtenemos una R-
completacién de A. O

En el siguiente teorema generalizamos el resultado conseguido por induc-
cion matematica sobre el nimero de pares de elementos no especificados en

la matriz parcial.

Teorema 8.2.1 Sea A una R-matriz parcial posicionalmente simétrica de

tamano n x n. Entonces A tiene R-completacion.
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Demostracién: Supongamos que A tiene r pares de elementos no especi-
ficados. Procedemos por induccién sobre r. Para r = 1 aplicamos el lema
anterior. Supongamos que el resultado es cierto para r = k — 1 y vamos a
demostrarlo para r = k.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, a partir de la propiedad PAP~!,
que las posiciones (1,n) y (n,1) no estéan especificadas y las denotamos por
x.

Sean Aq, As, ..., A,,, todas las submatrices principales de A que contienen
tnicamente (1,n) y (n,1) como elementos no especificados. Siguiendo la de-
mostracion del lema 8.2.1, sea N1, Na, ..., N, los conjuntos de valores reales
de x para los cuales las anteriores submatrices no tienen R-completacion,
respectivamente.

Elegiendo z de R — [ J{N; : i € {1,2,...,m}}, obtenemos una nueva R-matriz
parcial A con k — 1 pares de elementos no especificados. Por la induccién, A

y por tanto A tiene R-completacion. 0



208 CAPITULO 8. R-MATRICES



Capitulo 9
T'R-matrices

A continuacion, analizamos el problema de completacion de las T R-
matrices parciales, para matrices posicional y no posicionalmente simétricas,
dando una respuesta afirmativa a la existencia de las completaciones deseadas

en ambos casos.

Definicién 9.0.1 Dada A una matriz real de tamano n X m, se dice que A
es una TR-matriz si para cualquiera o, 3 C {1,2,...,n}, con |a| = |3], se

verifica que det Ala|(] es distinto de cero.

Ejemplo 9.0.1 La matriz

1 05 05 025
A= 07 07 045 05 |,
0,25 049 0,7 05

es una T R-matriz ya que todas las submatrices de A tienen determinante

distinto de cero.

A continuacién veremos las propiedades de las T'R-matrices, teniendo en

cuenta que a lo largo de este capitulo vamos a considerar matrices cuadradas.

209
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Proposicién 9.0.1 Dada A una T R-matriz de tamano n X n, se cumplen

las siguientes propiedades:

)

b)

c)

DA, DA y DAD™! son T R-matrices, siendo D una matriz diagonal

con elementos diagonales no nulos.
PAPT es una T R-matriz, siendo P una matriz permutacion.

Toda submatriz de una T R-matriz es también T R-matriz.

Demostraciéon:

a)

c)

Supongamos que D tiene la forma:

-dn 0O --- 0 ]
po| 0t
0 0 - dy,

Sean o, 3 C {1,2,...,n}, a = {aq,0,..., 0} y B =101, 02,-.., 0k}
Aplicando la férmula de Cauchy-Binet es sencillo comprobar que:
det(DA)[a|B] = det D[a] det Ala|f].

det(AD)[a|B] = det A[a|] det D[].

det(DAD Y [a|B] = det D[a] det Ala|B] det D71[3].

Como A es una T R-matriz, entonces DA, AD y DAD™! también lo

SOom.

Sea P la matriz permutacion [iy, is, . . . , ,]. Entonces det(PAPT)[a|f] =

det A[y|0] # 0, donde v = {iays 0,100t ¥V O = {ip,, 0655 -- 08, }s
7,0 C{1,2,...,n}.

La tercera propiedad se deduce a partir de la definicién de T'R-matriz.

La tultima propiedad nos permite extender el concepto de T'R-matriz al

contexto de matrices parciales.
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Definicion 9.0.2 Dada A una matriz parcial, se dice que A es una TR-
matriz parcial si todas las submatrices completamente especificadas de A

tienen determinante distinto de cero.

Ejemplo 9.0.2 La matriz parcial.

1?7 05
A=1| 07 07 045
0,25 0,49 ?

es una T R-matriz parcial ya que todas las submatrices completamente especi-

ficadas de A tienen determinante distinto de cero.

Empezamos nuestro estudio de las T'R-matrices suponiendo que algunas
posiciones diagonales no estan especificadas. En la siguiente proposicion de-
mostramos que siempre se puede completar dichas posiciones obteniendo una

nueva 7T'R-matriz parcial.

Proposicion 9.0.2 Sea A una T R-matriz parcial de tamano n X n, con
algunas posiciones diagonales no especificadas. Entonces podemos completar
las posiciones diagonales no especificadas, para obtener una nueva T’ R-matriz

parcial con toda la diagonal especificada.

Demostracion: Desarrollamos la demostracién por inducciéon matematica
sobre el nimero r de posiciones diagonales no especificadas.

En primer lugar, supongamos que A tiene inicamente una posicién diagonal
no especificada que denotamos por x. Sea S; con i = 1,2, ..., m, las submat-
rices de A cuyo unico elemento no especificado es x. Razonamiento similar al
de la proposicién 8.0.4 nos permite asegurar que existe un conjunto R —|J N,
1 =1,2,...,m, de valores reales con los que A puede ser completada a una
nueva T'R-matriz parcial con la diagonal especificada.

Ahora, supongamos que el resultado es cierto cuando A tiene r = k — 1
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posiciones diagonales no especificadas, y vamos a demostrarlo cuando r = k.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la posicién (1,1) de A
no estd especificada y la denotams por x. Es facil completar = de tal ma-
nera que la matriz obtenida siga siendo una T R-matriz parcial con k — 1
posiciones diagonales no especificadas. Por tanto, aplicando la hipdtesis de
induccién, podemos obtener una nueva T'R-matriz parcial de A con diagonal
especificada. O

El resultado anterior, nos permite considerar matrices parciales con la
diagonal especificada.

A continuacién estudiamos el problema de completacién de T'R-matrices
parciales distinguiendo el caso posicional del no posicionalmente simétrico, y

cerrando el problema para ambos.

9.1. Matrices no posicionalmente simétricas

El problema de completacion en el caso de matrices no posicionalmente

simétricas estd resuelto, como mostramos en los siguientes resultados.

Lema 9.1.1 Sea A una T R-matriz parcial, de tamano n X n, con un Unico

elemento no especificado. Entonces A tiene T R-completacion.

Demostracion: Podemos suponer, por semejanza de permutacién, que el
elemento no especificado estd en la posicién (1,n). Sea A, el resultado de

reemplazar dicho elemento por z,

an Q12 s a1 n—1 x
a21 22 s a2 n—1 Q2n
A, =
Ap—-11 An—-12 **° Apn—1n—-1 Apn—1n
B Qn1 An2 e Qpn—1 Qpn |
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Es suficiente estudiar las submatrices de A, que incluyen la primera fila y la
ultima columna.

Sea a = {ay, g, ..., o} C{2,3,...,n}y B={01,02,.-..,0:} C {1,2,...,
n — 1}. Se verifica

det A [{1} Ua|BU{n}] = det Ag[{1} Ua|BU {n}] + (—1)** 1z det A.[a|f]

Como A es una T'R-matriz parcial, entonces det A,[a|F] # 0, y por tanto,

para cada a y (3 existe un tnico valor real z,4 para que det A, [{1}Ua|SU{n}]

sea igual a cero.

Por lo tanto, obtenemos una T'R-completacion de A al reemplazar x por un

valor de R — [ {zap 1 @, 0 C {2,3,...,n — 1}}. O
El siguiente resultado generaliza el anterior al considerar cualquier niimero

de elementos no especificados en la matriz parcial.

Teorema 9.1.1 Sea A una T R-matriz parcial no posicionalmente simétrica
de tamano n X n que contiene mds de un elemento no especificado. Entonces

A tiene una T R-completacion.

Demostracion: Por el lema 9.1.1 y siguiendo la demostracion del teorema

8.1.1, podemos obtener una T R-completacién de A. U

9.2. Matrices posicionalmente simétricas

A continuacion abordamos el caso de matrices parciales posicionalmente

simétricas, obteniendo resultados que cierran el problema de T'R-completacion.

Lema 9.2.1 Sea A una T R-matriz parcial posicionalmente simétrica, de
tamarno n X n, con un par de elementos no especificados. Entonces, A tiene

T R-completacion.
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Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las posi-
ciones (1,n) y (n,1) no estan especificadas. Sea A, la matriz que resulta al

reemplazar dichas posiciones por x,

ail @12 Tt a1,n—1 x
21 22 T a2 n—1 A2n,
A, =
ap-1,1 Ap—-12 °°° Qap—1n-1 An-1n
L X An2 Tt Ap n—1 Ann |

Sea «, 8 subconjuntos de {2,3,...,n — 1} con |a| = |B| = k.

De forma andloga a la demostracion del lema 9.1.1, podemos considerar el
conjunto finito N,z de valores con los que el determinante de las submatrices
A{1} Ualfu{n}] y AlaU{n}|{1} U F] es nulo. Reemplazamos el elemento
x en ambas submatrices por un valor del conjunto R — |J{Nys @ o, 8 C
{2,3,...,n—1}}.

Por otro lado, tenemos

det A{1}UaU{n}{1} UpU{n}] =det Ag[{1} UaU{n}{1}UpU{n}] +
(—=1)*tz(det Ag[{1} U a|BU {n}] + det Agla U {n}|{1} U B]) — z*det A[a|3]

Como det Alar|3] # 0, entonces existe un conjunto de valores reales z,4 con
el cual det A[{1} Ua U {n}|{1} U B U{n}] es nulo.

Por lo tanto, al reemplazar x por un valor de

R—(( J{zas: 0, 842,38, .. .n—13) | J{Nap : 0, S {2,3,...,n—1}}))

se obtiene la completacién deseada. U

A continuacién generalizamos el resultado anterior.

Teorema 9.2.1 Sea A una T R-matriz parcial posicionalmente simétrica, de

tamano n x n. A tiene T R-completacion.



9.2. MATRICES POSICIONALMENTE SIMETRICAS 215

Demostracién: Supongamos que A tiene r pares de elementos no especi-
ficados. Procedemos por induccién sobre r. Para r = 1 aplicamos el lema
9.2.1. Supongamos ahora que el resultado es cierto para r = k — 1 y vamos
a demostrarlo para r = k.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las posiciones (1,n) y (n, 1)
no estan especificadas y las reemplazamos por x.

Sean Ai, As, ..., A, todas las posibles submatrices de A que contienen
Unicamente a x como elemento no especificado, es decir, que contienen a
(I,n) o (n,1), o contienen a ambas posiciones. Siguiendo la demostracion
de los lemas 8.2.1 y 9.2.1, sea Ny, Ns, ..., N,, los conjuntos de valores reales
de x para los cuales las anteriores submatrices no tienen 7'R-completacion,
respectivamente.

Cualquier valor z del conjunto R — [ J{N; : 7 € {1,2,...,m}} nos proporciona
una nueva T R-matriz parcial A con k—1 pares de elementos no especificados.

Por la induccién, A y por tanto A tiene T'R-completacion. U
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