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Introduccion

Edward H. Isaaks (1989) y R. Mohan Srivastava (1989) definen que las herramientas estadisticas
son utiles para obtener datos cualitativos de una amplia variedad de fendmenos naturalesy para
obtener respuestas cuantitativas de preguntas especificas. Desgraciadamente, la estadistica no
hace uso de la informacion espacial de la tierra. Es por ello que la geoestadistica nos proveera
de una serie de herramientas para modelar sobre fendmenos que se suelen caracterizar a partir
de la medida de pardmetros que se encuentran espacialmente distribuidos, es decir, que
ademas de tener en cuenta el valor de la variable registrada, tiene en cuenta la posicion que
tiene esa variable en el espacio.

1.1. Antecedentes

La geoestadistica nacié en laindustria minera, concretamente en Sudafrica, pais con de multitud
de minas de oro y diamantes. Fue Daniel Krige (1951) el que se encargaba de estudiar la
posibilidad de explotar las minas de estos minerales a partir de la estimacidon de su
concentracién media, disponiendo Unicamente del registro de una pequefia cantidad de puntos.
Con ello tenia que ser capaz de obtener un valor de dicha concentracion que fuese
representativo de grandes volumenes de roca, de manera que se comparase ese valor con unos
umbrales establecidos que indicaban si la explotacidon de la mina seria rentable o no. Krige
establecié que la medida que debia obtener debia estar basada en esas medidas parciales, las
cuales no estaban aisladas entre ellas, pero no terminaba de ver dicha relacién como para poder
construir ese estimador sobre un gran volumen de roca. En 1962, Georges Matheron, creador
de los pilares tedricos de la geoestadistica, consiguid establecer dicha relacion.

Como ya se ha indicado, fue la industria minera el primer ambito donde se desarrollaron las
primeras herramientas de la geoestadistica. Una vez que estas técnicas empezaron a funcionar
adecuadamente, se aplicaron en el ambito de la ingenieria del petrdleo, en el cual se necesita
caracterizar la geologia para describir la trampa en la que se encuentra el recurso. Por tanto,
interesa conocer las profundidades y espesores de los estratos geoldgicos, y para ello, se perfora
el terreno, se obtienen medidas de los materiales y se reconstruye el sélido en el que se
encuentra atrapado el petréleo, para poder asi explotarlo adecuadamente.

Estos dos ambitos, la mineria y la industria del petrdleo, fueron los pilares de la historia de la
geoestadistica. Mas adelante la hidrogeologia recurrié a estas técnicas, trabajando no tanto con
espesores y profundidades, sino con los pardmetros que caracterizan los acuiferos: la




Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

conductividad hidraulica, la transmisividad, el coeficiente de almacenamiento, la porosidad, la
dispersién de un contaminante, etc., es decir, aquellos pardmetros que describen el flujo de
agua y el transporte de masa en un medio poroso saturado o no saturado. Por ello, se crearon
herramientas nuevas para atender ese tipo de problemas.

Actualmente, la geoestadistica se asienta sobre estas tres disciplinas. Pero como se trata de una
caja de herramientas, que no esta ligada a una clase de problemas concretos, se comenzd a
aplicar en otros dmbitos, como por ejemplo para cartografiar la precipitacion, la migracion de
isétropos radiactivos,....

En resumen, los problemas en los que influyen variables distribuidas en el espacio son
susceptibles de ser modelados con estas herramientas geoestadisticas.

1.2. Aplicaciones potenciales de la geoestadistica para la caracterizacion de

emplazamientos de vertederos de residuos
El Real Decreto 1481/2001, de 27 de diciembre, por el que se regula la eliminacion de residuos
mediante depdsito en vertedero, establece en el Anexo | “Requisitos generales para todas las
clases de vertederos”, que todo vertedero debera estar ubicado y disefiado de forma que
cumpla las condiciones necesarias para impedir la contaminacion del suelo, de las aguas
subterraneas o de las aguas superficiales y garantizar la recogida eficaz de los lixiviados.

La proteccidn del suelo, de las aguas subterrdneas y de las aguas de superficie se realizard
mediante la combinacién de una barrera geoldgica y un revestimiento inferior durante la fase
activa o de explotacién, y mediante la combinacién de una barrera geoldgica y un revestimiento
superior durante la fase pasiva o posterior a la clausura.

Segln el Real Decreto, existe una barrera geoldgica cuando las condiciones geoldgicas e
hidrogeoldgicas subyacentes y en las inmediaciones de un vertedero tienen la capacidad de
atenuacidn para impedir un riesgo potencial para el suelo y las aguas subterraneas.

Por tanto, la base y los lados del vertedero deberan disponer de una capa mineral (material
arcilloso) que cumpla unos requisitos de permeabilidad y espesor cuyo efecto combinado en
materia de proteccién del suelo, de las aguas subterraneas y de las aguas superficiales sea por
lo menos equivalente al derivado de los requisitos siguientes:

e Vertederos para residuos peligrosos: K< 1,0 * 10~ m/s; espesor >5m
e Vertederos para residuos no peligrosos: K< 1,0 * 10~ m/s; espesor > 1 m
e Vertederos para residuos inertes: K< 1,0 * 107 m/s; espesor =1 m

Es en este punto donde la geoestadistica entra en juego. A partir de un nimero determinado de
sondeos, que proporcionan datos puntuales de permeabilidad y espesores de los estratos,
aplicando distintas técnicas geoestadisticas y con ayuda del programa informatico SGeMS se
consigue:

e Determinar el espesor de estratos geolégicos de interés
e Interpretar los resultados de campafias de prospeccién geofisica para caracterizar
vertederos existentes
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Con los resultados obtenidos se podrdn realizar mapas de probabilidad donde el valor del
espesor de la capa de arcilla no sea inferior al valor minimo y asi poder delimitar una zona donde
dichas condiciones sean éptimas para la ubicacion de un vertedero determinado.

1.3. Objetivos y estructura

El objetivo de este Trabajo Fin de Master es la elaboracién de mapas de riesgo a partir de
técnicas geoestadisticas que permitan evaluar y delimitar la idoneidad del emplazamiento de un
vertedero en una zona determinada.

El presente trabajo se estructura en los siguientes apartados:

e En el capitulo 1 contiene la introduccién, con los antecedentes y las aplicaciones
potenciales de la geoestadistica para la caracterizacion de emplazamientos de
vertederos de residuos.

e Enel capitulo 2 se analizan los conceptos basicos de geoestadistica, desde la estadistica
descriptiva hasta los distintos procesos de estimacion y simulacién, finalizando con un
caso practico donde se puede contemplar todo lo visto a lo largo del capitulo.

e Enel capitulo 3 se presenta la elaboracién de mapas de riesgo.

e En el capitulo 4 se analiza el caso practico de aplicacién a un vertedero sintético
localizado en la provincia de Valencia.

e Enelcapitulo 5 se recogen las conclusiones fundamentales.

e Enel capitulo 6 se comentan las lineas de futura investigacion.

e Enel capitulo 7 se incluyen las referencias bibliograficas utilizadas.
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Conceptos basicos de geoestadistica

2.1. Introduccién

Segun E. Cassiraga (2015), la estadistica es la parte de las matematicas que sirve para recoger
datos, agruparlos, ordenarlos, realizar una serie de cdlculos, representarlos graficamente y
establecer una serie de conclusiones o realizar posibles predicciones.

La estadistica, ademas, estd dividida en dos grandes dareas: la estadistica descriptiva y la
inferencial.

e La estadistica descriptiva se dedica a la descripcidn, visualizacidon y resumen de datos
originados a partir de los fenédmenos de estudio.

e La estadistica inferencial, sin embargo, se dedica a la generaciéon de los modelos,
inferencias y predicciones asociadas a los fendmenos en cuestion teniendo en cuenta la
aleatoriedad de las observaciones. Se usa para modelo patrones en los datos y extraer
inferencias acerca de la poblacién bajo estudio.

En este estudio, E. Cassiraga (2015) utiliza ante todo la estadistica descriptiva para poder realizar
la descripcion espacial de las variables a estudiar.

Dentro de la estadistica descriptiva se pueden encontrar distintas tipologias de descripciones,
gue se pueden agrupar segun:

e Elndmero de variables a describir:
o Descripcion univariada
o Descripcion bivariada
O
o Descripcion multivariada
e Ladescripcidn espacial

Ademas, para la realizacion de la descripcidn de dichas variables se utilizan distintas técnicas, ya
sean métodos graficos y/o métodos numéricos.

A continuacidn, se detalla tanto la descripcidon univariada como bivariada y sus diferentes
herramientas de analisis.
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2.2. Descripcién univariada

2.2.1. Introduccién
La descripcidn univariada, segin Spiegel, Murray R. y Stephens, Larry J. (2012), incluye todas las
técnicas que hacen referencia a la descripcion de una sola variable.

2.2.2. Métodos graficos para la descripcidn univariada

2.2.2.1. Tablas de frecuencia e histogramas

La manera mas facil y util de representar el conjunto de datos es a través de la tabla de
frecuencia (Tabla 1), que muestra cémo de frecuente caen ciertos valores en un intervalo o clase,
y su correspondiente histograma (Fig. 1)
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Tabla 1. Tabla de frecuencias Fig. 1. Histograma
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989) (Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

2.2.2.2. Tablas de frecuencias acumuladas e histogramas
Sin embargo, la mayoria de los textos estadisticos organizan los datos de forma ascendente con
frecuencia acumulada (Tabla 2 y Fig.2, respectivamente).
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Tabla 2. Tabla de frecuencias acumuladas Fig. 2. Histograma de frecuencias acumuladas
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989) (Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)
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2.2.2.3. Grdficos de probabilidad normal y lognormal
Aunque los métodos anteriores son ampliamente usados y validos, la mayoria de los datos
responden mejor si la distribucidn de los valores esta préxima a una distribucidon normal.

Un gréfico de probabilidad normal (Fig. 3) permite comparar la distribucién empirica de una
muestra de datos con la distribucién normal.

Los nvalores son ordenados de menor a mayor y cada valor es representado graficamente frente
a la proporcion de datos que son menores que él. La idea basica consiste en comparar dicha
representacion grafica con la que se obtendria en una distribuciéon normal, donde los valores
seguirian una linea recta. Si la distribucion de valores queda cerca de una linea recta, éstos
siguen una distribucién normal.

T4 4

+

cal Quantiles

'heoret

0 50 100 160

Fig. 3. Grdfico de probabilidad normal
(Fuente: Sanz, 2005)

En ocasiones, esta distribucion no es valida porque los datos son muy dispares y por lo tanto no
siguen una disposicidn rectilinea. Para estos casos, se suele comprobar si los datos siguen una
distribucién lognormal.

Se considera que una variable esta lognormalmente distribuida si la distribucidon de sus
logaritmos es normal. En este caso, el eje x esta en escala logaritmica, de tal modo que, si la
variable estd lognormalmente distribuida, las frecuencias acumuladas caen sobre una linea recta

(Fig. 4).
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Fig.4. Grdfico de probabilidad lognormal.
(Fuente: Sanz, 2005)
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2.2.3. Métodos numéricos para la descripcién univariada

2.2.3.1. Medidas de localizacion

Spiegel, Murray R. y Stephens, Larry J. (2012) indican que las medidas de localizacion son
aquellas que informan acerca de donde estan localizadas las distintas partes de una distribucién,
como puede ser el centro.

Como medidas de localizacién del centro se tiene:
* Media
La media aritmética o media m, de un conjunto de n datos zi, z,.......zn €S:
m, =%, 7
Es la medida mas utilizada tradicionalmente en las ciencias porque es muy eficiente.

Capta la variacién de cada una de las puntuaciones. No obstante, la media no es un buen
estadistico de tendencia central cuando en la distribucion hay valores extremos o cuando es
muy asimétrica.

e Mediana

La mediana M de un conjunto de datos zi, z,,.......zn €5 la puntuacién central de una serie de
datos ordenados (Fig. 5). Es la puntuacién que deja por debajo el 50% de los datos y también
por arriba. Es el valor central si n es impar y es la media de los dos valores centrales si n es
par, esto es:

Zn+1 , Sinesimpar
2

Zn+ Zn )
<7 2+1

2

Frecuencia acumulada

,Sinespar

—

Mediana = 100.5
0 50 100 150 200

Variable

Fig. 5. Mediana del conjunto de datos.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

Es una buena medida de tendencia central cuando tenemos puntuaciones extremas.
Ademas, es un buen estadistico cuando la distribucién es muy asimétrica porque no se ve
tan afectada como la media por valores extremos.

e Moda

La moda de un conjunto de datos es el valor que ocurre mas frecuentemente, es decir, el
valor mas comun. Esta puede o no existir, incluso puede no ser Unica.

Si la distribucién de frecuencias de un conjunto de datos es simétrica, la media, la mediana
y la moda coinciden.
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Ademas de las medidas de localizacion del centro, hay otras que cabe destacar, como son:

¢ Minimoy maximo

100
g =] El minimo es el valor de la variable para una frecuencia
§ o] acumulada igual a 0, mientras que el maximo, es el valor de
a =]
] la variable para una frecuencia acumulada igual a 1 o 100%
T 41 .
g ] (Fig. 6)
g ]
w 4

piMin=0 Max = 145
® . - N
Variable

Fig. 6. Minimo y maximo del conjunto de datos.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)
e Cuartiles
Son las puntuaciones que dividen a una distribucidn en cuatro partes iguales (Fig. 7):

Q1 = Es el que deja por debajo de si una cuarta parte de las puntuaciones, y por encima las
tres cuartas partes restantes. Es decir, deja por debajo el 25% y por encima el 75% de las
observaciones.

Q2 = Se encuentra en el punto medio, dejando por debajo el 50% de los datos y por encima
el otro 50%.

Q3 = Deja el 75 % de las observaciones por debajo, y el 25% por encima.

| .|

ol

[

PRI R

&

Frecuencia acumulada
z
1

=
"

1=
L]

§1.25 |Q3=11625
e i zm

Variable

o
2

Fig. 7. Cuartiles del conjunto de datos.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

e Cuantiles, déciles y percentiles

Un cuantil es el valor q de la variable para la cual la frecuencia acumulada es igual a p.

Si p se incrementa décimos, hablamos de déciles, mientras que, si se incrementa
centésimos, hablamos de percentiles.
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2.2.3.2. Medidas de dispersion
Las medidas de dispersion describen la variabilidad de los valores de los datos, generalmente
con respecto al centro de la distribucién.

Las principales medidas de dispersion son:

e Elrango

El rango de un conjunto de numeros es la diferencia entre el nimero mayor y nimero menor
del conjunto

e Rango intercuartil

Es la diferencia entre el cuartil superior e inferior, entre el primer y el tercer cuartil.

Al contrario que la varianza y la desviacién estandar, que a continuacidén se muestra, no usa
la media como el centro de distribucion.

e Varianza

La varianza de un conjunto n datos zi, zy,.......z» €s la media de la diferencia al cuadrado de
los valores observados respecto a su media.

n
1
ot== ) (m—m,)
i=1

e Desviacidn tipica

La desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza

1 n 1/2
o7 = n Z(Zi —m,)?
i=1

2.2.3.3. Medidas de forma
Las medidas de forma, sin embargo, proveen informacién acerca de la forma de una distribucién
(simetria, longitud de colas, picos)

Entre las medidas de forma cabe destacar:

e Coeficiente del sesgo

Valora la asimetria de una distribucién y se define como:

e SiCS>0 - cola hacia la derecha y se dice que es

1
. n Yici(z — m,)? sesgada positiva

o3 e SiCS<0 - cola hacia la izquierda y se dice que es
sesgada negativa
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Es muy sensible a los cambios de valores ya que la diferencia de cada valor y su media estan
elevadas al cubo.

e Coeficiente de curtosis

Valora que tan puntiaguda es una distribucidn y se define como:

n
1
cC== ,—my)*
D@ —m)
=1

Cuando los valores de una distribucién estan concentrados cerca de la media, ésta
presenta un pico grande, mientras que si la forma es plana significa que los valores se
dispersan mas alrededor de la media.

Por lo general, se compara una distribucién con la curva normal que tiene una curtosis
igual a 3 de manera que:

Si CC<3 la distribucidn presenta un pico menos agudo que la distribucién normal.
Si CC>3 la distribucion presenta un pico mas agudo que la distribuciéon normal.

2.3. Descripcidn bivariada

2.3.1. Introduccién

Spiegel, Murray R. y Stephens, Larry J. (2012) indican que las herramientas para la descripcidon
univariada describen la distribucidon de variables de forma individual, pero si se dispone de un
conjunto con mas de una variable la informaciéon obtenida es limitada. Alguna de las
caracteristicas mas interesantes de las ciencias de la tierra son relaciones entre varios atributos.

2.3.2. Métodos graficos para la descripcion bivariada

2.3.2.1. Tablas de frecuencia e histogramas

En el andlisis del conjunto de datos de las ciencias de la tierra frecuentemente se quieren
comparar dos distribuciones. La presentacién de sus histogramas junto con sus tablas de
frecuencia revelara las diferencias entre ellas. Desafortunadamente, si las dos distribuciones son
muy similares, este método de comparacion no nos ayudara a destapar las sutiles diferencias.

2.3.2.2. Diagrama de cuantiles

Para una buena comparacién visual de dos distribuciones se usan los diagramas de cuantiles
(Fig. 8). Este grafico es comunmente usado cuando se espera que las distribuciones sean
similares.

Un diagrama de cuantiles es un grafico x-y en el cual los cuantiles de dos distribuciones son
representados uno frente al otro.
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100%

Fig. 8. Diagrama de cuantiles variables u-v. (Fuente: Sanz, 2005)

Si las dos distribuciones tienen el mismo nimero de datos, el calculo de los cuantiles para cada
distribucién no es necesario, basta con ordenar en orden ascendente los correspondientes pares
de valores y dibujarlos.

Si las dos distribuciones son idénticas, saldrd como diagrama de cuantiles una linea recta. Sin
embargo, si las distribuciones son similares, las pequefias desviaciones respecto a la linea x=y
revelan donde estan las diferencias

2.3.2.3. Diagrama de probabilidades acumuladas
Un diagrama de probabilidades acumuladas es un gréfico x-y en el cual las probabilidades
acumuladas de dos distribuciones son representadas unas versus las otras.

2.3.2.4. Diagrama de dispersion
Un diagrama de dispersion (Fig. 9) es un grafico x-y en el cual la coordenada x corresponde a los
valores de una variable y la coordenada y a los de otra.

30

10

0 50 100 150

Fig.9. Diagrama de dispersion variables u-v. (Fuente: Sanz, 2005)
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Un diagrama de dispersién es un buen indicador visual de la relacion que existe entre dos
variables y a la vez permite detectar valores que se encuentran fuera del rango de los datos, es

decir, ayuda en la validacién de los datos iniciales.

En el mas amplio sentido, hay tres patrones que se pueden observar en un diagrama de

dispersié

e Dos variables estdn positivamente correlacionadas si los mayores valores de una de las
variables estan asociadas a los mayores valores de la otra variable e igual con los

n

menores.

Un ejemplo se aprecia en las rocas porosas donde la permeabilidad y la porosidad estan

positivamente correlacionadas

e Se dice que estan negativamente correlacionadas si los valores mayores de una de las

variables estdn asociados a los menores de la otra variable.

Por ejemplo, en los datos geoldgicos, la concentracion de dos elementos. En una roca
tipo caliza el incremento de la cantidad de calcio resulta en el decremento en la cantidad

de magnesio.

e Las dos variables no estan correlacionadas. Un incremento en una de las variables no

afecta aparentemente en la otra.

2.3.3. Métodos numéricos para la descripcion bivariada
2.3.3.1. Covarianza
La covarianza, segun E. Cassiraga (2015), se define como:

wo_Positiva
®®
g ..
Em_ - - -
3 e
i~ -
g o™
E 108 . :.l.'.
180 ®O
[ 1 1 ! 0 50

(Fig. 10)
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Fig. 10. Opciones de resultado de la covarianza. (Fuente: Cassiraga, 2015)
Generalmente, este estadistico se usa como resumen estadistico de un diagrama de dispersion

Ademas, la covarianza entre dos variables depende de la magnitud del valor de los datos. Por
ejemplo, si multiplicamos todos los valores de los datos por 100, la covarianza sera 100 veces
mayor. Sin embargo, el diagrama de dispersién mantendria la misma apariencia.
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2.2.3.2. Coeficiente de correlacion
El coeficiente de correlacidon o de Pearson es el estadistico mds comunmente utilizado para
analizar la correlacidn (lineal) entre dos variables y se define como:

1

2R -m) (- my)

Pxy ey

Donde:

n: numero de datos

X1,.....Xn: Valores de los datos de la primera variable
Y1,.....yn: valores de los datos de la segunda variable
my: valor medio

ox. desviacion estandar

Entre las propiedades del coeficiente de correlacion cabe destacar:

1. Siempre se encuentra entre los valores -1 'y 1 (Fig. 11)

200, 400 400,
° o
T a0 °... T a0 =) @
E 1 . g 1 . b4 g ] b ° ®
3 oL 3 iy - 3 -
= oo = .. 35 o =
3 %, 20 Ml - o "
o % o S o @ °®
E 100, O. E 100. < § 100. LA 4
7 oo ®: ] . [ o
6.° s a < o .,
L ]
0 0. 0.
0 20 30 40 S0 0 22 3 40 50 0 22 33 40 50
Porosidad (%) Porosidad (%) icm Porosidad (%)
p~-10 p=0 p=1.0
Fig.11. Posibles valores a tomar por el coeficiente de correlacion. (Fuente: Cassiraga, 2015)
2. El coeficiente de correlacion mide la dependencia lineal
3. Essensible a valores fuera de la nube principal (Fig. 12)
A00_ 400_
T o 1 -1
Eam_: ‘? E 0. .
B 1 . B -®
2 o | e 2 0
1 ana®
ﬁ 1 - '} - g
g 1m_: - E 100
o ] %" =3
o] e o
o] o »
0 1w @m W s BD § ™ @ 40 40 80
Porosidad (%) Porosidad (36)
p=0 p =1

Fig. 12. Sensibilidad del coeficiente de correlacion a valores extremos
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2.3.3.3. El momento de inercia

El momento de inercia (Fig. 13) calcula la distancia al punto en el cual serian idénticos x e vy,
obteniendo una representacidn estadistica de toda la nube de puntos en cuanto a su diferencia
con respecto a la recta de igualdad x=y.

n
i=1

n
1 xi —yi\> 1 Z
o — - . — )2
M N ( V2 ) 2N < 1("‘ yi) =D,
=

.
(x;.yi)

Fig. 13. Momento de inercia. (Fuente: Cassiraga, 2015)

Si el momento de inercia es cero, significa que hay igualdad total, correlacidn maxima entre las
dos variables que se estan analizando. Segun va creciendo la dispersién alrededor de la nube el
momento de inercia también crece.

2.4. Descripcion espacial

2.4.1. Introduccién

E. Cassiraga (2015) indica que si algo distingue a las bases de datos de las ciencias del terreno de
otras es que, ademas de la medicidn, la informacion esta asociada a una localizacién en el
espacio. Hay caracteristicas espaciales que pueden ser de gran interés para resolver los
problemas a los que se hace frente dia a dia, como pueden ser la localizacién de los valores
extremos, la tendencia general seguida por un parametro, el grado de continuidad, etc. Todas
estas caracteristicas pueden servir de ayuda para una mejor comprension del fendmeno
modelado y para derivar informacidn acerca de él.

El objetivo principal cuando se habla de analizar o describir espacialmente un pardmetro es
describir y cuantificar la relacidon entre las medidas que de él se ha tomado en distintas
posiciones, o incluso se podra extender el analisis a la comparativa de diferentes pardmetros.

Todo este andlisis se realiza estudiando los valores de estos atributos y comparandolos en dos
posiciones simultdneamente, es decir, serd un analisis bivariado, no siendo necesaria la
aplicacion de mayores érdenes. Por lo que se van a desarrollar una serie de técnicas capaces de
obtener informacidn acerca de la relacién que existe entre las medidas de parametros en dos
posiciones en el espacio.

2.4.2. Visualizacién espacial de datos
La descripcidn espacial de la informacién comienza por una representacion grafica que tenga en
cuenta la localizacidén de los datos.

Hay varias formas de representar graficamente la distribucion espacial de un atributo:

e Mapas con localizacién de los datos y mapas de isolineas.
e Mapas de simbolos
e Mapas de indicadores
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2.4.2.1. Mapas con localizacion de los datos y mapas de isolineas

La manera mas sencilla y completa de visualizar los datos es posicionar los pardametros de
acuerdo a sus coordenadas sobre un mapa. Son los llamados mapas con localizacién de datos
(Fig. 14a). A partir de él se pueden trazar isolineas, obteniendo un mapa de isolineas, que no es
mas que un mapa interpolado (Fig. 14b)
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Fig. 14. Mapa de localizacion de los datos (a) y mapa de isolineas (b)
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

2.4.2.2. Mapas de simbolos

Otra alternativa son los mapas de simbolos (Fig. 15), que generalmente son los mas usados en
geoestadistica. En esto mapas se asigna a cada pixel un color de acuerdo a una escala, la cual
tiene que ver con el valor de la variable.

| L

Fig. 15. Mapa de simbolos. (Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

2.4.2.3. Mapas indicadores

Por ultimo, también se podria trabajar con mapas de indicadores (Fig. 16). Los indicadores son
una variable binaria que surge de establecer una serie de umbrales y de dar a cada variable un
valor si estd por encima de dicho umbral u otro valor si esta por debajo.
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Umbral 1 Umbral 2 Umbral 3
|
30 - 145 75 - 145 - 145
E 0- 30 E a- 75 - 120
Umibral 1 Umbral 2 Umibral 3
30 - 145 75 - 145 20 - 145
0- 30 0- 75 0-120

Fig. 16. Mapas indicadores. (Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

2.4.3. Continuidad espacial

Uno de los conceptos mds importantes en la geoestadistica es la continuidad espacial. En el libro
An Introductio to Applied Geostatistics (1989), la continuidad espacial se describe a partir de la
Figura 17, generada con un algoritmo matematico, la cual podria representar una variable en
dos dimensiones, por ejemplo, la porosidad del terreno.

Al mirar esa imagen y los colores, llama la atencién que los pixeles con colores mas parecidos se
encuentran asociados en sentido horizontal mas que en vertical, es decir los valores cambian
mas rapidamente si se recorre en sentido vertical que en horizontal. Se dice por ello que ese
parametro es mas continuo en sentido horizontal y por tanto, menor en sentido vertical.

Por continuidad espacial se debe pensar en la similitud de los valores de una variable cuando se
observan en dos posiciones. Si estos valores se dispersan de forma aleatoria, como sucede en la
Figura 17 b, se puede observar que ha desaparecido la estructura, ese ordenamiento en sentido
horizontal ya no esta, se ha perdido completamente la continuidad espacial, a esto se le llama
ruido blanco.

Lo primero que se debe saber en geoestadistica es distinguir entre ambos campos, ser capaces
de caracterizarlo de alguna forma matematica, es decir, obtener una ecuacién que permita decir
si ese campo estd ordenado de una forma determinada.

Para ello, lo primero que se puede hacer es realizar un andlisis univariado de los datos, cuyos
resultados se pueden observar en la tabla que se encuentra a la derecha de la Figura 17. En
dichas tablas, se puede observar el nimero de datos, la media, la varianza, etc. Y ambas son
iguales ya que estos estadisticos no tienen en cuenta la posicidon en el espacio. Es decir, la
estadistica univariada no me sirve para caracterizar la continuidad espacial.

Afortunadamente, las herramientas de la estadistica bivariada, utilizadas para describir la
relacién entre dos variables, si que permiten caracterizar la continuidad espacial ya que pueden
utilizarse para describir la relacion entre el valor de una variable y los valores de la misma
variable en localizaciones cercanas, la relacidon en cuanto a su correlacion.
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Datos 5000

Media 0.18

Varianza 0.80

Maximo 2.32

(a) Cuartil 3 0.77

Mediana 0.23

Cuartil 1 -0.36

Minimo -2.43

Datos 5000

Media 0.18

Varianza  0.80

(b) Miximo  2.32

5" A= g8/ Cvartil 3 0.77

APOR R Ca TR T oS Cegy i Mediana  0.23
R B _ﬁf Wit et Loty Cuartil 1 -0.36
":—‘f-'t':' ‘:j e & N e | Minimo  -2.43

Fig.17. Ejemplo de continuidad espacial (a) y ruido blanco (b).
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Para ello lo que se va a utilizar es lo que se llama el método gréfico de los diagramas de
dispersién. Un diagrama de dispersién, como bien se dijo en el apartado 2.3.2.4, es un diagrama
x-y donde se representan los valores de una variable frente los de otra.

Los estadisticos bivariados cldsicos sirven para analizar la informacidn contenida en un diagrama
de dispersion.

2.4.3.1. Diagrama de dispersion tipo h

Al adaptar dicho método grafico a la geoestadistica se obtiene el diagrama de dispersion tipo h.
Este compara los valores de la misma variable en dos posiciones diferentes en el espacio
separadas por un vector h, y todas las parejas representadas tendran la particularidad de estar
separadas ese mismo vector h, ya que lo que se busca es la relacién entre las medidas del
parametro registrado en el espacio.

Para ello, se ordena de alguna forma los valores registrados, siguiendo la metodologia de buscar
parejas separadas por un mismo vector, es decir que siga la misma direccién y médulo. La
nomenclatura utilizada es la que se presenta en la Figura 18:
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(x5.y))

4;./“--"'"" (%)

(0,0) i

Fig.18. Nomenclatura vector. (Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

La localizacién del punto i de coordenadas (x;,y;) se espicifica a través del vector t;; la
localizacion del punto j de coordenadas (xj, yj) se especifica a través del vector t;; la separacion
entre el punto iy el punto j se denota como t;- t; o como (x; — x;,¥; — ¥;); el vector que va de
iajcomo h;;yelquevadejaicomo hj; (vectores separacion)

Una vez clasificados los datos segun la separacidn, se obtienen unos subgrupos de datos los
cuales se estudiaran estadisticamente. Primero se dibujara para cada subconjunto un diagrama
de dispersion, como se puede observar en la Figura 22.
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Fig.19. Diagrama de dispersion tipo h para distintos vectores de separacion h.

(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

En la Figura 19 se dibujan todos los valores asociados con la cola del vector y en el eje y se
dibujan los valores que se encuentran en la cabeza del vector para un vector separacién h igual
a 0,1, 2,3, 4en este caso, por eso se pone la etiqueta V(t+h). Siendo V el parametro y siendo
los valores de dentro del paréntesis la coordenada. Ademas, t es una coordenada genéricay h
es el valor fijado.

Como se habla de la misma variable, la recta en la que x=y, estd a 452 ya que tienen la misma
escala ambos ejes.
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Observando los diagramas se puede comprobar que mientras en el primer diagrama todos los
puntos caen en X=Y, ya que son parejas del mismo valor, en el resto no, lo que indica que cuanto
mas lejos estdn las estaciones asociadas, la dispersidon de los puntos alrededor de la recta x=y es
mayor, la nube de puntos es mas difusa. Luego a medida que te alejas de la recta x=y los valores
registrados son mas diferentes en términos estadisticos. En términos de continuidad espacial
esto indica que cuanto mas se aleja, la continuidad serd menor.

2.4.3.2. Medidas de continuidad espacial
Para estudiar la correlacién entre dos muestras de una misma variable o dos muestras de
distintas variables podemos calcular los siguientes estadisticos:

e LaCovarianza (C)
e El Coeficiente de correlacién (o)
e Momento de inercia (Y)

Se calcula para cada diagrama de dispersién la covarianza, el coeficiente de correlacién y el
momento de inercia, ya que se quiere conocer la relacion entre ellos. Pero como se tiene un
distinto grupo de datos para cada vector separacién h, se aplicara el mismo algoritmo para cada
uno de los conjuntos hallados.

Un conjunto se distingue del otro a partir del vector separacion, transformandose estos vectores
escalares en funciones de h:

e Funcidén de Covarianza (C(h))
e Funcidn de correlacién o correlograma (¢(h))
e Variograma (Y (h))

Por ejemplo, si se toman todas las parejas de puntos calculadas en la figura 19 y se halla el
coeficiente de correlacion, la covarianza y el momento de inercia, aplicando las féormulas
descritas en el analisis bivariado, da como resultado los datos de la Figura 20 y Tabla 3.

Distancia  Coeficiente de  Covarianza Momento de

h correlacién p C inercia y
(0,0) 1.000 686.4 0.000
(0,1) 0.742 448.8 312.8
(0,2) 0.590 341.0 479.2
(0,3) 0.560 3238 521.4
(0,4) 0.478 2915 652.9

Tabla 3. Coeficiente de correlacion, covarianza y momento de inercia obtenido del ejemplo.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)
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w_ Correlograma «e_Funcion de covarianza w_Variograma
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Fig.20. Correlograma. Funcion de covarianza y variograma del ejemplo.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

En la Tabla 3 se puede observar que en el analisis correspondiente al vector separacién 0, el
coeficiente de correlacién da 1, es perfecta, lineal. El momento de inercia sin embargo es cero
ya que todos los puntos estan en la recta x=y. Ademads, La covarianza tiene un valor alto cuando
la correlacion es alta.

A medida que vamos aplicando lo mismo a los siguientes, se va obteniendo que el coeficiente
de correlacidn y covarianza van disminuyendo segun va disminuyendo la correlacién entre los
datos. En cambio, con el momento de inercia ocurre lo contrario, se parte de correlacion
perfecta, con valor cero, y segln la nube se va haciendo mas difusa las distancias se van haciendo
mas grandes a la recta x=y y el momento de inercia va creciendo.

En resumen, a medida que va aumentando la distancia, el coeficiente de correlacion y covarianza
disminuyen, mientras que el momento de inercia o variograma aumenta.

Con ello se tienen tres estadisticos, funciones diferentes capaces de capturar la misma
propiedad de un conjunto de datos, la continuidad espacial, con los cuales se puede medir como
estan relacionadas las medidas del pardmetro en dos estaciones separadas una distancia
determinada.

La expresién de la covarianza para el caso a estudiar va a variar, ya que no se estd hablando de
dos variables, sino de la misma variable en posiciones diferentes, es decir de la funcién de
covarianza. Por lo tanto la formula a utilizar sera:

1
(zf(h) — —[ E Vi V5 — MM _p " TN4h

(?:sj)“lu'j h

1 1
m_p = W Z (H Myn = W Z 'HJ'
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Donde:
i, j son dos posiciones diferentes de la misma variable v
m., = media de todos los valores que se encuentran a la cola del vector

m.»= media de todos los valores que se encuentran a la cabeza del vector

La funcidn de correlacion o correlograma sera, por tanto:

C(h)

h) = ———/—
p(h) oo

l} .

donde:
Cuw (h): covarianza anteriormente calculada
ou.h desviacion estandar de todos los valores de la cola del vector

Ov+h desviacion estandar de todos los valores de la cabeza del vector

Y por ultimo el variograma:

W= sy O @)
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Estas tres férmulas son las que contienen lo programas de analisis de la continuidad espacial. Y
se encargan de leer todas las coordenadas espaciales de los datos y sus correspondientes
valores, dando como solucién representaciones de lo ocurrido.

2.4.3.2.1. Variogramas cruzados de dispersion h

En este caso, se extiende el estudio a dos variables diferentes en distintas posiciones, de manera
gue se repite el mismo andlisis pero en lugar de tener v;y vj, que serian la misma variable en las
mismas posiciones, se coloca en la cabeza del vector la segunda variable. Ahora el eje de
igualdad ya no estara a 452 porque cada eje tendra su escala. Ademas, para el vector separacion
cero, al no estar comparando una variable consigo misma, sino dos variables distintas, los puntos
ya no quedaran sobre larecta x=y. El resto no varia. Ademas, segiin va aumentando la separacion
también va aumentando la dispersién alrededor de la nube.

so_h = {0,0 m_o_h = (0,1
50 50.0
407 . 40.0
z LI = o
H 307 - + 30,0 .
2 “ = - .
3 - ] A v :
@ T 20,0 L otee Wb .. R
‘hﬁ..l:'__. o '.-jﬁ--‘w.'“.' "
10 BEE 10.0] et v,
e N o
o LM 0o < . M
T T ) T T | T |
0 50 1 150 1 150 1 150
v(t) v(t) v(t)
s00h = (0,3 s0o.h = (0,4
50.0 ] 50.0
40,01 . 400
y i )
é 300 . . ..t..‘. 30.0 .
= 3 .
20.0] ‘e 20.0.] g o
R wa¥oed
100 10.0] .
00 0.0, il
T T Y T T )
100 150 0 50 100 150
v(t) v(t)

Fig. 21. Diagramas cruzados de dispersion tipo h para distintos vectores de separacion h.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

También se puede obtener la correlacién calculando el coeficiente de correlacién, la covarianza
y el momento de inercia obteniendo funciones decrecientes en las dos primeras, y decreciente
en la tercera (Tabla 4).
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Distancia  Coeficiente de  Covarianza  Momento de

h correlacién p C inercia
(0,0) 0.84 218.3 38.7
(0,1) 0.60 144.0 54.2
(0,2) 0.45 94.2 80.7
(0,3) 0.36 73.1 89.5
(0,4) 0.28 60.1 111.0

Tabla 4. Coeficiente de correlacion, covarianza y momento de inercia obtenido del ejemplo.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

1w_Correlograma =s0_Funcion de covarianza Variograma
180

0.E_] 200 ]
120 |

0.6 . 150.]
0.4.] 100,

0.2] s50_] .

0.0 0. o
T T T

Distancia h Distancia h Distancia h

Fig.22. Correlograma. Funcion de covarianza y variograma del ejemplo.
(Fuente: Isaaks. E, Srivastaba. R, 1989)
Este analisis que compara variables diferentes se le llama analisis cruzadas.

La funcidn de covarianza cruzada sera:

1
Cup(h) = —— Wi~ Vi — 1M Ty,
) ij—

1 1
'fn;,”_ h — m Z Ty T”"“{h — m Z ’”“}-

illl.;'_.,' —=h il h'ij =h
s o
U h ij vj

La funcién de correlacién cruzada o correlograma cruzado:
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Gu v ( h )

Ju_h * 0-1_;

;Ouv(h) =

+h

1 1
2 _ E , 2 2 2 _ E , ‘2 a2
(‘Tu_h - E\r h u'f. rir”"u:_h G_'u_|_h _ I'.\r(h) y.? U?,U_H]

4 h;; v

Y por ultimo el variograma cruzado sera:

1
Yur(h) = 2N (h) Z (ui — u;)(vi — v;)

(‘?J} |hi'-j-:h

t h;; Vi

Cuando se realiza un analisis cruzado lo que se hace es buscar parejas separadas un determinado
vector, pero de dos variables diferentes.

2.4.3.2.2. Datos irregularmente espaciados

A continuacién, se va a generalizar esta técnica al caso de datos irregularmente espaciados ya
gue normalmente no se realizan muestreos del espacio de forma regular, no siguen una
configuracion geométrica regular. Para encontrar estas parejas de un conjunto de datos
irregularmente espaciados, se establecen unas tolerancias tanto angulares como lineales como
se puede observar en la Figura 23.
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@: direccién

h: separacion

df): tolerancia algular
dh: tolerancia lineal
b: ancho de banda

v(h) = ﬁ Z (vi — 'Uj)2

(4,5) [hij~=h

| [

Fig. 23. Tolerancias en la busqueda de datos irregularmente espaciados.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Uniendo la tolerancia lineal (dh) en el vector con la tolerancia en el angulo (dB) se determina un
area, con ello se puede ampliar el nimero de parejas encontradas con el que se mejorar el valor
de los estadisticos a calcular. Para que el analisis direccional no pierda sensibilidad al tomar un
area muy grande, se establece una tercera tolerancia que se llama ancho de banda que es una
separacion con respecto a la direccion de interés que establece unos limites, fuera de los cuales
no se aceptaran parejas de valores.

Estas tres tolerancias son elegidas por el modelador y suele depender de cada problemay la
calidad de las funciones que se obtienen. Es un problema de pruebay error.

Se debe tener en cuenta que los estadisticos a calcular, como por ejemplo el variograma,
dependen del nimero de parejas que se tienen, cuantas mas parejas, mds representativo es la
funcion.

2.4.4. Practica de la descripcidn espacial.
La expresion del variograma permite cuantificar la continuidad espacial para una serie de
distancias de separacion y direcciones determinando asi el variograma experimental.
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Los métodos geoestadisticos requieren conocer el variograma para cualquier distancia de
separacion y cualquier direccion en la cual es considerada dicha separacién, por lo que es
necesario ajustar un modelo al variograma experimental (Fig. 24).

120000_ Variograma experimental 120000._ Variograma experimental y modelo ajustado

100000 100000 _

J . . .
. - . i ™ - L] [ ]
. - . L] L] 0000.] -
B0000.
L] 1 L
'Y GO0 Y cmm__ -
-
40000
40000, .
-
-

20000

20000, ]
0. T T —T T T —T ™
o T T T T T 1 1] 20 40 &0 B0 100

0 20 40 60 a0 100 . i
. . Distancia
Distancia
(a) (b)

Fig. 24. Variograma experimental (a) y variograma experimental con modelo ajustado (b)
(Fuente: Cassiraga, 2015)

De manera que el objetivo final cuando estamos haciendo el andlisis de la continuidad espacial
es llegar a obtener unas funciones continuas en cuanto al espacio.

2.4.4.1. Terminologia
Para comenzar, se va a aclarar la terminologia que se va a utilizar (Fig. 25):

120000 _

100000 ]

20 0 60 80 100
Distancia

Fig.25. Terminologia del variograma experimental con el modelo ajustado.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

e A (alcance): distancia a la cual el variograma alcanza la meseta.

e C (meseta): valor del variograma cuando la distancia de separacién se hace igual al
alcance.

e (o (efecto pepita): valor del variograma para pequenas escalas.

Un variograma tipo vale cero en el origen por definicion (momento de inercia vale cero en el
origen) pero para un vector separacién pequefio en general pega un salto y empieza a crecer
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hasta un valor estable Ilamado meseta. El salto en el origen es lo que se conoce como efecto
pepita.

En el eje de las x se tiene el vector separacion, representando para cada vector separacién cual
es la relacién que hay entre las medidas separadas ese vector.

Por ejemplo, si se tiene un vector separacién de 60 unidades de longitud, para el cual el
variograma vale 1000, se le esta dando una cuantificacién de la relacién que existe entre las
estaciones separadas 60 unidades de longitud. Lo mismo para otros vectores h, incluso para
vectores pequefios. Por ejemplo, si se toma h igual a 3 cm, se deberia poder obtener un valor
de la continuidad espacial para esos 3 cm, aunque nunca hay estaciones separadas 3cm en
medidas de campo o hidrologia. Pero como se esta hablando de funciones continuas, se podra
extrapolary conocer para vectores pequenos. Por ello en funcién de los puntos que se dispongan
en la rama ascendente del variograma se puede intentar extender hacia los vectores pequefios
el comportamiento de la funcién. El llamado efecto pepita serian los valores de la funcién que
caracterizan la continuidad a pequefa escala.

El valor constante, lamado meseta, se alcanza para un vector separaciéon llamado alcance, es
decir, cuando llego a una determinada longitud, el variograma se estabiliza y permanece
contante, esa longitud a la que se llega a un valor constante, se le denomina alcance y el valor
constante meseta. A partir de dicho valor, se pierde completamente la correlacion de los datos,
no hay continuidad espacial.

Estos tres pardmetros (meseta, alcance y efecto pepita) definiran la funciéon que se quiere
ajustar.

2.4.4.2. Metodologia
Los pasos a seguir para el andlisis de continuidad espacial son:

1. Estudio de los datos vy calculo del variograma omnidireccional.

El variograma omnidireccional es una variograma medio que no distingue direcciones. Este, al
ser un promedio, es Unico y es de utilidad al permitir ajustar inicialmente algunos de los
parametros que se usaran durante el analisis de la continuidad espacial, como por ejemplo el
vector separacion con el cual buscar parejas.

Por ejemplo, se dispone de un conjunto de datos, a los cuales se les calcula el variograma
omnidireccional, utilizando como primer vector separacién 5 unidades de longitud, y se van
incrementando dicho valores 10, 15, 20, 25... y asi hasta casi 100. Siendo las parejas que se
encuentran y su correspondiente variograma omnidireccional los que se muestran en la Tabla 5
y Figura 26:
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Niamero de Distancia de ~+(h)
parejas separacién
2 21 112941
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Fig.26. Variograma omnidireccional (h=5)
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

Tabla 5. Num. parejas, distancia separacion y variograma.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

Se hace lo mismo pero para un vector separacién 10 unidades de longitud, y se van

incrementando dicho valores h=10, 20, 30.....hasta 100, obteniendo:

120000 _ to de la =10
Nimero de Distancia de 2(h)

parejas separacidn 100000._]
178 36 3125443 I L
3044 110 55299.8 sceca ]

5140 204 75224.6 *

6238 30.2 88418.6 Y oo ]

7388 405 90544.1 *

7954 50.1 95689.1 sceco ]

9782 60.3 91285.2

10060 70.3 93809.2 20000,

10628 80.3 92357.8

10454 90.1 950105 o - - 5 - y
4856 97.8 97349.3 ® “ - = 1.

Distancia

Tabla 5. Num. parejas, distancia separacion y variograma.
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

Fig.27. Variograma omnidireccional (h=10).
(Fuente: Isaaks.E, Srivastaba.R, 1989)

Si se tuviese que elegir entre ambos variogramas, se elegiria el segundo de ellos ya que las
oscilaciones son menores, la nube de puntos es mds estable.

Por todo ello el variograma tiene este Unico fin, el de detectar el vector separacién inicial que
produce la nube de puntos mas estable posible, es decir, aquel que a simple vista cumple las
caracteristicas de un variograma tipo, es decir, un salto en el origen, una rama ascendente la
cual se estabiliza para un cierto valor.

En realidad, este calculo se habra hecho con una determinada tolerancia en el vector, de forma
gue se empieza a buscar parejas con esa distancia (en nuestro ejemplo h=5) + la tolerancia
indicada, siendo cada distancia entre las parejas diferentes, pero cumpliendo ese criterio. Con
ello se hace la media aritmética de dichas distancias obteniendo el valor deseado. Tras esto se
busca con el siguiente valor (h=10) + la misma toleranciay asi con todos.
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2. Construccion de los variogramas direccionales.

Cuando se obtiene un variograma, las funciones obtenidas corresponden a una determinada
direccidn, si se busca el analisis en otra direccién, se debe repetir todo el proceso anterior en
otra direccién, obteniendo asi otras funciones que corresponderan a la otra direccién. Si estas
funciones obtenidas son muy parecidas entre si, el fenédmeno estudiado es isdtropo, es decir, se
mire en la direccidén que se mire, el fendmeno se comportara siempre igual.

Para ello se calculan los variogramas direccionales, para poder observar si en el fenémeno a
estudiar existe o no anisotropia. Para ello, se planteard la obtencién de los variogramas en varias
direcciones tipicas y se compararan unos con otros.

Un variograma tiene una rama ascendente que corresponde a los vectores dentro de los cuales
existe relacién entre las estaciones de medida, pero a partir de la distancia “a” (alcance), ya no
hay correlacidn. Por lo que para saber si el fendmeno de estudio es isétropo o anisétropo, se
encontrara esa distancia en cada direccion analizada a partir del cual la correlacién es nula. Si
este valor se encuentra a la misma distancia en cualquier direccién, es decir si su unién forma
un circulo (al representar su valor con dicha direccidn), se estara hablando de un fenémeno
isétropo. Pero si la forma es eliptica, es decir, cambia de valor segln la direccién, el fenédmeno
serd anisotropo. Por lo tanto, el andlisis consistira en realizar 7-9 variogramas experimentales
en las 7-9 direcciones (Fig. 28).
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Fig.28. Variogramas direccionales y sus correspondientes alcances
(Fuente: Cassiraga, 2015)

El semieje mayor de la elipse, que no tiene porqué coincidir con ninguna de las direcciones
omnidireccionales, indicara la direccién de maxima continuidad. Indicando por tanto el semieje
menor, la direccion de minima continuidad.
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N140

N76E

Fig.29. Elipse de anisotropia. (Fuente: Cassiraga, 2015)

Si el fendmeno es isétropo servird un Unico variograma para todas las direcciones, pero si es
anisotropo, se tendra que encontrar cuales son las direcciones extremas, que estaran alineadas
con el semieje mayor y menor de la elipse. Esto se llama elipse de anisotropia (Fig.29).

Una vez que se tiene identificadas ambas direcciones, se les tiene que ajustar una funcién, un
modelo que permita su utilizacidn en el esquema de las técnicas geoestadisticas de estimacion
y/o simulacion.

Un modelo de variograma es una funcion matematica expresada en funcidn de la separacion, la
direccion y unos pocos parametros a determinar durante el proceso de la modelizacién. Las
funciones aptas para ser modelo deben cumplir con ciertas reglas que garanticen la existencia
de una solucién Unica y estable de los sistemas de ecuaciones lineales subyacentes a las técnicas
de estimacidn y/o simulacion.

Los modelos basicos que se suelen usar son:
Osih=0

e Modelo efecto pepita > y(h) =
1 para los otros casos

h h?
e Modelo esférico > y(h) = 1.5 i 0.5 (E) sihes <a

1 para los otros casos

e Modelo exponencial 2 y(h) =1 —exp (_73’1)

_ap2
e Modelo gausiano> y(h) =1 — exp( 3h )

a?
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] Modelo efecto pepita (amarillo)
Y 1 Modelo esférico (rojo)

. Modelo exponencial (verde)

] Modelo gausiano (azul)

T T T T 1
60 80 100

w0
Distancia

Fig.30. Modelos posibles a ajustar en el variograma.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Los modelos de la Figura 30 estan representadas para cuando la meseta es 1, pero se puede
extender a cualquier valor de la meseta.

Una vez ajustadas las dos funciones para las dos direcciones de maxima y minima continuidad,
se acaba el andlisis de la continuidad espacial por lo que se tiene ya caracterizada la continuidad
espacial del fendmeno de estudio. A partir de aqui, ya se puede pasar a las aplicaciones de
estimacidn y simulacién.

2.4.4.3. Estructuras imbricadas

Cuando la nube de puntos a la que se tiene que realizar el ajuste es complicada, se puede
combinar linealmente los modelos anteriormente expuestos. Eso es lo que se denomina
estructura imbricada, es decir, el variograma final puede ser una combinacion lineal de n
variogramas parciales. Esto es en teoria, ya que en la practica habra que aplicar el principio de
parsimonia, es decir, cuantos menos variogramas se necesite combinar para conseguir el ajuste
mejor, como mucho un efecto pepita y una estructura, maximo dos, aunque en la teoria no haya
limite en el nimero a combinar.

Un ejemplo de estructura imbricada seria el que se muestra en la Figura 31:

~(h) = 22000 + 40000 Esfzo(h) + 45000 Esfyso(h)

¥
]
]

Distancia

Fig.31. Estructura imbricada.
(Fuente: Cassiraga, 2015)
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En este ejemplo se observan dos ramas ascendentes, las cuales se consiguen combinando
linealmente dos funciones, dos estructuras esféricas. En este caso se tiene como salto en el
origen 22000, a continuacién, una primera rama ascendente, la cual es una funcion esférica con
alcance 30 y un peso de 40000. Y finalmente, se aflade otra igual de 45000. La suma total de la
meseta da 107000 para un alcance de 150.

2.4.3.3. Modelos de anisotropia
Los fendmenos naturales son generalmente anisétropos, pero hay diferentes tipos de
anisotropia.

Cuando se tiene un comportamiento anisétropo, llegando a la misma meseta por las dos
direcciones, la de minima y la de maxima continuidad, se dice que la anisotropia es geométrica
(Fig. 32).
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Fig.32. Modelo de anisotropia geométrica. (Fuente: Slideshare, 2015)

La funcién que tarda mas en llegar a la meseta es la direccion de maxima continuidad, ya que la
memoria se extiende a mas distancia. Los diferentes alcances seran el semieje mayor y semieje
menor de la elipse de anisotropia.

Puede ocurrir que se tenga el mismo alcance en todas las direcciones, pero distinta meseta, a
esto se le denomina Anisotropia zonal (Fig. 33) En la naturaleza es muy raro que se de este tipo
de comportamientos.
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Fig.33. Modelo de anisotropia zonal. (Fuente: Slideshare, 2015)
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Lo que si se encuentra facilmente en la naturaleza, es la combinaciéon de la anisotropia
geométrica mas la zonal. Se produce un desplazamiento en los alcances, pero sin llegar a la
misma meseta (Fig. 34):
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Fig.34. Modelo de combinacion de anisotropia geométrica y zonal.
(Fuente: Slideshare, 2015)

Con esto se termina la primera parte de un estudio geoestadistico, que es el analisis de la
informacién. Los primeros pasos recurren a la estadistica univariada y bivariada, donde
Unicamente se obtiene informacién del valor de la variable, pero no de su localizacién. Con ello
y el andlisis de la continuidad espacial se ha completado el andlisis, produciendo como resultado
una ecuacion, que es el variograma donde esta contenida toda la informacidn acerca de la
conectividad que hay entre las estaciones de medida en las distintas direcciones en el espacio.

2.5. El modelo de funcion aleatoria

2.5.1. Introduccién

Se va a estudiar las bases del modelo matemdtico que subyace a todos los algoritmos de
geoestadistica, este es un modelo probabilistico estocastico que se llama modelo de funcién
aleatoria.

Hasta ahora lo que se ha conseguido es describir la informacién, pero raramente es el objetivo
de un estudio geoestadistico. El principal interés suele estar en las inferencias acerca de las
caracteristicas de la realidad a partir de la informacién registrada, es decir, conseguir una
representacién de la realidad.

El andlisis estadistico descriptivo es un primer paso que permite obtener una serie de
estadisticos a partir de los cuales podemos construir un modelo (una representacién) acerca de
la realidad desconocida que se quiere investigar.

Suponiendo que se tiene el siguiente conjunto de mediciones de la figura 35, los cuales son las
estaciones de medida. El sitio en el que se ubican es la localizacién y el color de los puntos es el
valor de la variable segun la escala.
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Fig.35. Ejemplo datos modelo funcion aleatoria
(Fuente: Elaboracion propia)

¢Qué sucede con el parametro o atributo que ha sido registrado en las localizaciones donde no
ha sido medido? Esta es la razén por la que es necesario la realizacién de modelos, el insuficiente
conocimiento de un determinado pardmetro en el cual la informacién disponible no es
exhaustiva. Si no se propone un modelo que explique cémo varia entre dos estaciones el
parametro en el que se estd interesado, es imposible obtener de él una representacién.

Un modelo es una representacién de la realidad que desconocemos. La realidad es Unica, no hay
ambigliedad, en cambio, nuestras representaciones pueden ser infinitas. La incertidumbre es un
elemento que debe ser introducido en el ejercicio de modelacién, y uno de los objetivos serian
buscar maneras de cuantificar esa incertidumbre. La geoestadistica ofrece una serie de
herramientas para cuantificarla.

2.5.2. Tipos de modelos
Edward H. Isaaks (1989) y R. Mohan Srivastava (1989) citan que existen modelos deterministicos
y probabilisticos.

Los modelos deterministicos se basan en la fisica del problema, como puede ser la mecanica

newtoniana o las leyes del movimiento. Asocian a cada localizacidn no muestreada un sélo valor
estimado. Se dice que refleja un conocimiento “perfecto” del fendmeno estudiado.

Sin embargo, los modelos probabilisticos se basan en los datos medidos, construyendo todo a
partir de dichas medidas registradas en la realidad. A diferencia de los modelos deterministicos

gue devuelven un solo valor en cada estimacion, los probabilisticos asocian a cada localizacion
no muestreada un conjunto de posibles valores con sus correspondientes probabilidades de
ocurrencia. Por ello al final lo que se obtiene es una funcién de distribucion de probabilidades.
Es por ello que un modelo probabilistico refleja un conocimiento imperfecto del fendémeno
estudiado.

Por ejemplo, se dispone de un conjunto de datos que podria ser, por ejemplo, la altura en
funcién de la distancia de un objeto, ya sea una pelota que se deja caer y va botado en el suelo
(Figura 36). El movimiento se va amortiguando por el rozamiento hasta que la pelota se para.
Solamente se conocen 7 medidas, y se necesita ajustar un modelo que explique el
comportamiento continuo de ese fendmeno. Con las leyes de newton y el modelo
deterministico, podemos obtener el valor perfecto de la realidad.
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Fig.36. Ejemplo modelo deterministico I.
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

Sin embargo, esos 7 datos podrian ser por ejemplo la tasa de interés que un banco toma todos
los jueves de cada semana (Figura 37). El banco ajusta su tasa una vez por semana cada viernes.
Como se mantiene constante cada semana forman escalones, y si se toma la medida cada
semana, este escaldn variara.

Tasa
)

Tiempo

Fig.37. Ejemplo modelo deterministico II.
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

En cambio, si los 7 puntos corresponden a la concentracién de un material pesado como el zinc,
y se quiere conocer a partir de esas 7 medidas la concentracién a x cm de profundidad donde
no se ha medido, se necesitaria construir un modelo probabilistico para construir una funcién
de distribucidn de probabilidades de los valores de la concentracién del zinc en ese punto (Figura
38). No es posible obtener, como en el caso anterior, un Unico valor para cada posicién en el
espacio, tengo muchos valores con su probabilidad de ocurrencia.
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Fig.38. Ejemplo modelo probabilistico
(Fuente: Goodvaerts, 1997)
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2.5.3. El modelo de funcidn aleatoria

2.5.3.1. Variable aleatoria

Para poder modelar lo anterior, se tendra que hacer uso del concepto de variable aleatoria. Una
variable aleatoria es una variable cuyos valores son generados aleatoriamente de acuerdo a
algln mecanismo probabilistico.

Cuando se trata de un pardmetro que varia de forma continua, es decir, que sus valores pueden
ser cualesquiera dentro de un rango, el comportamiento de ese atributo si lo modelamos como
una variable aleatoria, viene dado por una funcidn de distribucién de probabilidades que cuando
la escribimos de manera acumulada queda:

F(u; z) = Prob{Z(u) < z}Vz

la cual da la probabilidad de que la variable aleatoria Z en la localizacién u sea menor o igual que
un determinado valor umbral z.

Una funcién aleatoria es un conjunto de variables aleatorias Z(u), generalmente correlacionadas
entre si, definidas para cada localizacion u sobre el dominio de estudio A tal que {Z(u), Vu € A}.

En geoestadistica se aproxima a la realidad suponiendo que los valores registrados por las
estaciones de medida son el resultado de muestrear en cada posicidn en el espacio una variable
aleatoria. Como se disponen de muchas estaciones de medida, se muestrean muchas variables
aleatorias que constituyen lo que se llama una funcién aleatoria.

Se supone que se dispone un dominio de trabajo (Figura 39) que podria ser un acuifero, una
cuenca hidrografica, etc.

Fig.39. Dominio de trabajo.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Siempre se haran unos modelos, para ello se discretiza el dominio de trabajo en x celdas (figura
40) y en el centro de cada celda se dispone de una posible estacién de medida o una posible
necesidad de informar al modelo del valor de una variable.

Fig.40. Dominio de trabajo discretizado.
(Fuente: Cassiraga, 2015)
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Segun Cassiraga (2015), en geoestadistica se supone que en cada pixel el comportamiento de
la variable a registrar es descrito por una funcién de distribucién de probabilidad. Si se quiere
obtener valores de las variables aleatorias para todos los pixeles, tendré que muestrear cada
una de las funciones y obtener dichos valores.

Fig.41. Obtencion de variables aleatorias a través de las funciones de distribucion de probabilidad.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Una variable regionalizada se interpreta como una funcién aleatoria Z(u). Cada muestra u
observacion de la funcidn aleatoria Z(u) se llama realizacién de Z(u).

28 38 32 43 23 59
71 66 45 89 31 36
16 24 19 68 26 57

Fig.42. Diferentes realizaciones de la misma funcidn aleatoria.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Esta aproximacidn permite hablar de incertidumbre dado que se trabaja con una aproximacién
estocastica probabilistica. En cada una de las celdas, se ha asumido que se cuenta con una
distribucién de probabilidades, es decir, se dispone de todos los valores posibles que puede
tomar la variable con sus probabilidades asociadas. Luego se tiene un modelo de la
incertidumbre del atributo para cada localizacién.

En resumen, si se mide en una misma localizacién en el espacio muchas veces el atributo que se
guiere conocer, se obtendrian muchas medidas. A partir de estas, se podria construir una
funcién de distribucidn de probabilidades, que seria un modelo de incertidumbre local, ya que
esta asociada a esa localizacion.

Por otro lado, como se puede tener varias imagenes de mi atributo, ese conjunto de medidas es
lo que me permite valorar la incertidumbre espacial del atributo, es decir, una imagen permite

visualizar el tipo de relacién que hay en el dominio de trabajo entre los valores que toma la
variable.
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2.5.3.1.1. Ley espacial de la funcién aleatoria

En resumen, el modelo de funcidn aleatoria que es el utilizado en geoestadistica, consiste en
abordar la realidad pensando que los valores que toman los parametros son el resultado de
muestrear variables aleatorias, una en cada posicién en la que se esta interesado es decir, el
conjunto de todas esas variables aleatorias, conforman lo que se Ilama una funcién aleatoria.

Si se tienen un conjunto de N localizaciones ui, k = 1,...,N corresponde un vector de N variables
aleatorias {Z(u1),...,Z(un)}, que esta caracterizado por la funcién de distribucién acumulada N-
variada siguiente:

F(ul, Uy 24, ...,ZN) = Prob {Z(ul) < Zq, ,Z(uN) < ZN}
La ecuacién anterior caracteriza la incertidumbre conjunta acerca de los N valores
Z(ul), ...,Z(uN)

El conjunto de todas las N-variadas funciones de distribucién acumuladas para algun entero
positivo N y para alguna eleccidn de las localizaciones uy, constituye la ley espacial de la funcién
aleatoria Z(u).

Con ello se podria indicar como estan relacionados los valores del atributo (conocimiento
exhaustivo de la medida de ese pardmetro). En la practica esto es imposible, el andlisis se limita
a calcular las funciones de distribucién acumulada y los momentos para no mds que dos
localizaciones conjuntamente.

A continuacién se definen las funciones y estadisticos que se iran utilizando en el posterior
andlisis:

e  Funcidén de distribucién acumulada univariada:

F(u,z) = Prob{Z(u) <z}

e Funcidén de distribucién acumulada bivariada:

F(ui,wj;2,27) = Prob{Z(w) <z,Z(y) <z}

e Esperanza matematica o valor esperado también llamado deriva de Z(u):

E{Z(w)} = m(u)

e Lavarianza es una medida de la dispersion de las realizaciones de Z(u) en u.

Var{Zw} = o*(W) = E{[Zw) - mW)]*} = E{[ZW]*} — [m@)]’

e La covarianza centrada es una medida de la correlacion entre las variables aleatorias
Z(w)y Z(u;).

C(ui,uj) =E {[Z(ui) —m(u;)] [Z(uj) — m(uj)]} = E{Z(ui)Z(uj)} — m(u;)m(y;)
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En el caso particularen que u; = u; = u
— 2
C(ui,uj) =o0°(u)

e Elcorrelograma

C(ui,uj)

P(ui,U)) = e s

e Elvariograma es una medida de la disimilitud entre Z(u;) y Z (u;).

y(w, ) = % E {[Z(ui) - Z(uj)]z}

Todos estos estadisticos dependen de las posiciones.

2.5.3.2. La decision de estacionariedad
Las funciones de distribucién acumulada univariadas y bivariadas y sus correspondientes
momentos son dependientes de la localizacion, por lo que su inferencia requeriria muchas
realizaciones para cada localizacién u.

Por ejemplo (Figura 43), la inferencia de la C (uy, uy3) entre las dos variables aleatorias Z(u-,) y
Z(uq3) separadas por un vector h = (u;3 — uy), exigiria un conjunto de medidas repetidas en cada
localizacién u; y u,3 de las que no se dispone.

Funcion aleatoria Z(u)

Usg

/;(UH'UT)

Uz

Fig.43. Datos disponibles cdlculo de la covarianza.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Por lo que, si se estd trabajando sobre un problema real y se quisiese calcular este estadistico,
por ejemplo en el contexto hidrolégico, se tiene una cuenca con pluviégrafos, y para un
determinado momento solo se dispone de un conjunto de medidas. Para calcular la covarianza
entre dos estaciones, si solo se tiene una medida, no se puede calcular utilizando las férmulas
para las cuales necesito n datos. Ese problema se solventa recurriendo a la decisiéon de
estacionariedad. Se va a suponer que el comportamiento entre dos estaciones es el mismo que
el que se da para todas las estaciones separadas ese mismo vector. La idea es utilizar todas las
medidas separadas un vector h = (u;3 — u;) dentro del dominio de estudio A. Esto exige que
el fendmeno estudiado sea “homogéneo” dentro del dominio A o, en términos probabilisticos,
el modelo de funcién aleatoria Z(u) debe ser estacionario dentro de A.

En su lugar, la idea es utilizar todas las medidas separadas un vector h = (u;3 — u;) dentro
del dominio de estudio A.
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7

Fig.44. Datos disponibles tras decision estacionariedad para cdlculo de covariaza.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Por lo tanto, Una funcion aleatoria Z(u) se dice ser estacionaria dentro de un dominio A si su
funcién de distribucién acumulada es invariante bajo traslacién, esto es, cualquier par de
vectores de variables aleatorias

{Z(u),....Zun)}y{Z(uy + h),...,Z(uy + h)}

tienen la misma funciéon de distribucion acumulada cualquiera sea el vector de traslacién h, lo
gue se escribe:

F(uy,...,uy; z1,--,2y) = F(uy +h,...,uy+h; z4,...,2y) Vuy,..., uy y h

La decision de estacionariedad es limitada a las funciones de distribuciéon acumulada univariada
y bivariada y a sus primeros dos momentos, los cuales se pueden expresar ahora dependiendo
solo del vector separacidon h

e Lafuncion de distribucion acumulada univariada

F(u;z) = Prob{Z(u) < z} = F(z) = Prob{Z(u) < z}

e Lafuncion de distribucion acumulada bivariada

F(u;,uj; 2, z;)) = Prob{Z(u;)
< z;,Z(u+h)

zi,Z(w;) < zj} > F(h;z;,z) = Prob{Z(u)

<
< Z]}

A

e Elvaloresperado
E{Z(w)} = m(uw) = E{Z(w} = m
e lavarianza
Var{Zw)} = o%(w) = Var{Z(w)} = o?
e lacovarianza

Cth) = Cov{Z(w)Z(u+ h)} = E{ZWw)Z(u+ h)} — E{ZW)}IE{Z(u+ h)}
= EZWZu+h)} - E{Z(w)}?

C(0) = Cov{Z(W)Z(w)} = Var{Z(u)}

e Elcorrelograma
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CovZZ(u+h)}  C(h)
JVar{Z(w)} - Var{Z(u + h)} ~ C(0)

e Elvariograma

Y(0) = 3 E{[ZG0) — ZGu+ W)

Ademas, se dice que un modelo de funcién aleatoria es estacionario de segundo orden cuando:

1. Elvalor esperado E{Z(u)} existe y es invariante dentro del drea A
2. Lafuncién de covarianza C(h) existe y sélo depende del vector separacion h

Igualmente, la funcidn de covarianza, el correlograma y el variograma de una funcién aleatoria
estacionaria estdn relacionados de la siguiente manera:

y(h) = €(0)—-C(h)

—1-_Y¥®
p(h) = 1-15

Varograma

C(h) » Opara |h| - o
y(h) = C(0) para|h| -

Distanda

Fig.45. Relacion covarianza y variograma.
(Fuente: Slideshare, 2015)

Como se puede observar, la covarianza y el variograma son complementarios, los dos describen
lo mismo, la conectividad entre estaciones de medida. Se puede usar una u otra. En la practica,
se introducen los variogramas en el programa informatico, pero internamente el programa
transforma el variograma en una covarianza.

2.6. Técnicas de estimacion

2.6.1. Introduccion

Como bien se ha comentado en apartados anteriores, el objetivo de un estudio geoestadistico
segln Edward H. Isaaks en el libro “An Introduction to Applied Geostatistics” (1989), no es
solamente describir la informacion y construir un modelo de continuidad espacial.

La informacion acerca de los datos y el modelo de continuidad espacial nos permiten realizar la
estimacion de los valores de una o varias variables donde ellas no fueron muestreadas.

2.6.1.1. Combinacion lineal ponderada
Todos los métodos de estimacién que seran descritos construyen cada estimador como una
combinacion lineal ponderada de la informacidn disponible, esto es:
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Estimador = z* = Zli - Z;

donde el asterisco indica que el valor obtenido es una estimacién, z,..., z, son los n datos
disponibles y 4; es el peso asignado al valor z; .

2.6.1.2. Tipos de estimaciones
Existen diferentes aproximaciones para dar valor a los pesos, las cuales dan origen a distintas
técnicas de estimacion:

2.6.1.2.1. Estimacion Global y local

Se habla de estimacidon global cuando se quiere estimar el pardmetro en conjunto de todo el
area de estudio. Por ejemplo, se quiere saber el total del metal de una mina (Para ver si es

rentable o no su explotaciéon) y lo obtengo como una combinacién lineal de las cantidades
observadas en los puntos de muestreo.

Una estimacién local, sin embargo, es lo que se necesita después, una vez que se ha decidido
que la mina es viable (a través de la estimacién global), se necesitara una buena estimacién de
como se distribuye espacialmente el mineral (Ya que eso modificara el plan de extraccién). En

este caso, si se necesita hacer una estimacidn de los valores que se van a encontrar en cada
punto. Por ello, se habla de una estimacién local, se quiere saber el valor de la variable en un
punto o una zona determinada.

2.6.1.2.2. Estimacion de una media y una distribucién completa
La media es el estadistico mas comun para analizar una distribucién de valores.

Presenta problemas para distribuciones muy sesgadasy para aplicaciones donde la simple media
aritmética carece de significado como es el caso del cdlculo de permeabilidades equivalentes.

Hay muchas aplicaciones que exigen una estimacion de la variabilidad de un dado atributo, por
ejemplo:

a. Lavariabilidad espacial de la conductividad hidraulica es vital a la hora de una correcta
descripcién del flujo de agua subterrdnea en un acuifero o de petrdéleo en un yacimiento.

b. Un estudio de contaminacién de suelos requiere el conocimiento de la concentracion
de algunos metales pesados por encima o por debajo de determinados umbrales.

Cuando una determinada aplicacién requiere la estimacién de estadisticos distintos de la media
la solucién pasa por estimar la distribucién completa de valores.

2.6.1.2.3. Estimacion puntual y de bloque

También se habla de estimacion puntual y de bloque, que estan muy relacionadas con la
estimacion local y global, pero en realidad en estas, lo que hay que tener en cuenta es que los
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datos son representativos de un volumen; no es lo mismo la cantidad de metal que hay en un
testigo, que la transmisividad que se obtiene después de un ensayo de bombeo de un acuifero,
el cual es un volumen relativamente grande.

Este volumen se le lama soporte, por lo tanto, se pueden tener datos de diferentes soportes y
con ello hacer estimaciones de nuestra variable en diferentes soportes.

Si el volumen es la totalidad, seria la estimacién global; pero también se puede hacer una
estimacion en una zona especifica, este seria un soporte diferente al soporte de los datos. En
este caso se hablaria de estimaciones puntuales, que es en lo que se va a centrar este estudio.

2.6.2. Técnicas de estimacion de una sola variable

2.6.2.1. El Krigeado ordinario

Cassiraga (2015) dijo que la idea basica del krigeado ordinario es estimar el valor desconocido
de un atributo z en el punto de coordenadas u, a partir de n valores conocidos de z, cuyas
coordenadas son u,, cona =1, ..., n.

El estimador por krigeado ordinario tiene la forma siguiente:

2w = Y A2ty

donde el * denota que se trata de un estimador y A, (u) son coeficientes de ponderacién
desconocidos a priori.

2.6.2.1.1. Objetivos
Los objetivos del Krigeado son obtener los valores de los coeficientes A, de manera que:

e El estimador sea insesgado, es decir, que la media del error mg cometido sobre un
conjunto de estimaciones sea igual a cero.
e Que lavarianza 6% de esos errores sea minima.

El error cometido en la estimacién para una localizacién u se puede definir como:
r(u) = z"(w) - z(u)
donde z*(u)es el valor estimado y z(u) es el valor verdadero.

Por ello se puede definir un error en cada punto de mi drea de estudio como la diferencia entre
el valor estimado y el valor real, el cual se desconoce. Y se harad que la media del error sea cero
y que la varianza de este error sea nula.

El problema suele ser que, en campo, se tienen los valores observados, pero al ir a calcular el
error, el valor de z solo se conoce en pocos puntos. En estos, si que se puede realizar dicha
combinacion lineal y obtener el error, pero en el resto no se sabe ya que el valor real es
desconocido. Por ello, de primeras no se puede hacer nada con ello, a no ser que se construya
un modelo, y a partir de las propiedades de ese modelo trabajar con esas premisas.
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L (1)
2@ = ) Ae7(a)
a=1

Por lo que, para poder avanzar con ese problema, es necesario trabajar con un modelo, dicho
modelo a utilizar es el modelo de funcién aleatoria.

2.6.2.1.2. Modelo de funcidn aleatoria

Como bien se ha dicho en el punto anterior, la solucion pasa por construir un modelo de nuestros
datos y trabajar con el error medio y la varianza para nuestro modelo. Y dicho modelo a construir
es un modelo de funcién aleatoria, de forma que la expresién del estimador por Krigeado
ordinario se modifica tal que tiene la siguiente forma:

Por ejemplo, se tiene una realidad que desconozco en la cual he observado tres puntos y entre
medias no se sabe que hay. Lo que se quiere es hacer una estimacién que tengan un error medio
nulo y que esté lo mas préximo a la realidad, es decir que el error cuadratico medio sea minimo.
El modelo de funcidn aleatoria, en el cual solo tengo tres puntos de la realidad, se reemplaza
por un conjunto de realidades. No se sabe cual es la realidad, pero se sabe que pertenece a una
de ellas. Ademas, dicho conjunto de realidades se puede construir con una serie de condiciones,
por ejemplo, podria ser que la realidad son valores enteros entre 1-10 y que su media es 5. Esa
es la condicidn que me define una funcidn aleatoria, que serian todas las distribuciones que se
puedan montar con numeros naturales entre 1 y 10 que tengan de media 5. Todas esas
combinaciones corresponderian a mi funcién aleatoria.

Entonces, las condiciones que se introducen en la funcién aleatoria para modelar nuestra
realidad son las condiciones de estacionariedad. Entonces lo que se dice es que todas estas
realidades virtuales alternativas cumplen dos condiciones:

1. Son estacionarias de primer orden en el sentido que, si en un punto cualquiera del
espacio analizo todos los posibles valores de esas realidades alternativas, el valor medio
no depende de la posicidn, el valor medio es contante. Ese valor medio calculado en un
punto a través de todas las alternativas es lo que se llama valor esperado de la variable
aleatoria en ese punto y, es un valor m que es constante (no depende de u).

2. Condicidn de estacionariedad de segundo orden que establece que, si se coge dos
puntos que estan separados una distancia h, la covarianza entre esos dos puntos u y u+h
es una funcién que solo depende de h. Y esa funcidn covarianza de h es una funcién que
se puede definir ya que la media es un valor ahora conocido. Esto, lo que quiere decir,
es que la covarianza se puede calcular para dos puntos separados una distancia h, y es
un valor que se calcula a través de las realizaciones. Si ademas la funcién aleatoria es
ergddica, entonces el valor medio calculado en cualquiera de las aplicaciones coincide
con ese valor medio que es constante en cada punto, por lo que el valor medio en
cualquier realizacidon coincide con el valor obtenido a través de las realizaciones y la
covarianza coincide con esa covarianza que es constante a través de las realizaciones.
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Una vez establecidas estas condiciones, hay herramientas que me permiten generar estas
realidades, es decir, una vez que se dice que se tiene una funcién aleatoria estacionaria con
media m y con covarianza c(h), hay herramientas que son capaces de construir esas realidades
alternativas a esa realidad desconocida.

Cuando se usa un modelo de funcién aleatoria, se pasa de estimar el valor de la variable en el
punto objetivo a partir de los datos, a estimarlo en todas esas alternativas. La coleccién de todos
los valores que tenemos en un punto dado seria una variable aleatoria Z, los cuales tendran una
cierta funcién de distribucién, y que se estimara como combinacion de las funciones aleatorias
en los puntos que corresponderian a las mismas ubicaciones donde se disponen los datos.

2.6.2.1.3. El error en la estimacion

Defino una variable error, que ya no sera una variable error de un Unico valor, sino que serd una
variable aleatoria, porque van a ser los errores cometidos en cada una de esas realidades
alternativas. Con ello, ya se puede calcular su error medio y su varianza, haciendo que el error
medio sea nulo y la varianza minima, definiéndose como:

R(w) = Z*(u) —Z(u) (2)

donde Z*(u) y Z(u) son las variables aleatorias que representan el valor estimado y el valor
verdadero respectivamente. El error R(u) es también una variable aleatoria.

El error medio mg cometido en un conjunto de estimaciones:
Mg = E{R(w)} = E{Z"(w) — Z(u)}
y la varianza del error 63 (u) de un conjunto de estimaciones:

o5 = Var{R(w)} = Var{Z*(w) — Z(u)} (3)

Como bien se ha indicado antes y de acuerdo a una aproximacion probabilistica, los objetivos
del krigeado ordinario, que son obtener los valores de los coeficientes A, de manera que la
varianza del error cometido en un conjunto de estimaciones sea minima y el estimador hallado
sea insesgado, pueden escribirse matematicamente como:

Min a,§= min Var{R(u)} = min Var{Z*(u)-Z(u)}
(4)

bajo la restriccién

mg = E{R(u)} = E{Z*(u)-Z(u)} = 0 (5)
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2.6.2.1.4. La condicion de estimador insesgado

La condicidn de estimador insesgado (ec. 5) se expresa:

Mg = E{R(u)} = E{Z*(u)-Z(u)}=0

Reemplazando la expresidon del estimador (ec. 1) en la del error (ec. 2):
E{R(W)} = E{Xg=14a Z(Ue) — Z(W)} = Lo=1a E{Z(ue)} — E{Z(w)}

Asumiendo que la funcidn aleatoria es estacionaria de primer orden, lo que implica que el valor
de z, es el mismo independientemente de donde estemos analizdndolo y coincidira con el valor
medio del punto donde se estd estimando, esto es que

E{Z(u)}=m(u)=cteV u

Y el valor esperado del error queda expresado como

E(RW) = ) Ao B(Z) - E(2)

de donde se deduce que para que
E{R(u)}=0

se debe verificar que

n

de =1
= (6)

a

2.6.2.1.5. La condicion de varianza minima

De forma general, la varianza de una combinacidn lineal de variables aleatorias se expresa:

Var {; Aa Z(ua)} = ; [;Z:l)la Ag C {Z(ua)Z(uB)}

donde C {Z(ua)Z(uﬁ)} es la covarianza entre las variables aleatorias para las localizaciones u,
Yy uﬁ.

(7)

La varianza del error cometido en un conjunto de estimaciones (ec. 3) es una combinacion lineal
de dos variables aleatorias, por lo que

Var{R(w)} = C{Z"(WZ* (W)} - C{Z*"WZW)}- ({ZWZ" (W)} + C{Z(WZ(w)}= (1)
{Z"(wzZ" W} -2 {Z"(WZ W)} + C{Z(WZ (w)}

Ahora se derivara cada uno de estos términos:
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Primer término = C{Z*(w)Z*(u)}
Este término corresponde a la autocovarianza de Z*(u), es decir, Var{Z*(u)}.

Utilizando la definicidn del estimador (ec. 1) tenemos que de acuerdo a la expresion para
una combinacidn lineal de variables aleatorias (ec. 7)

Var {Z* (W)} = Var{Z Ao Z(ua)} Z Z Ao Ag C{Z(ug)Z(up)}
= a=1p4=1

= i i C{ua_uﬁ}

Segundo término = C{Z*(w)Z(u)}

(2)

y se puede escribir como:

Clz Wz W} = ¢ {(Z zw)zw} o
{2 (uamu)} - & {Z e Z(uca} E(Z(w)

o B {22 = ) A EZ)EZ(0)
a=1

M:

a=1
= z o C{Z(ug)Z(w)} = z Ao C(ug —u)
a=1 a=1

Tercer término = C{Z(w)Z (u)}

Este ultimo término corresponde a la autocovarianza de la variable aleatoria Z(u), y es
igual a la varianza de Z(u), que puede expresarse como:

C{Z(wzZ(w)} = o2 (11)

Reemplazando las ecuaciones (9), (10) y (11) y reordenando en la expresién de la
varianza del error (ec. 8) tenemos:

n n n
o2 =0+ ZZAalﬁC{ua—uﬁ}—Z Z)IQC{ua—u} )

a=1pB=1 a=1

gque debe ser minimizada, para lo cual aplicamos el criterio de la primera derivada.
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2.6.2.1.6. Minimizacion de la varianza del error

La expresidn a minimizar es la siguiente:

n

n n n
02 =02+ ZZAaAﬁC{ua—uﬁ}—Z ZAQC{ua—u}+2u A, -1
a=1p8=1 a=1

a=1
donde p es el pardmetro de Lagrange.

El dltimo término de esta ecuacién no altera la expresién para la varianza de los errores ya que
es igual a 0. A partir de esta expresion se deben hallar las n + 1 primeras derivadas (n con
respecto a los coeficientes de ponderacidn y una con respecto al parametro de Lagrange).

Derivando con respecto a | e igualando el resultado a cero se obtiene la ecuacidn que
corresponde a la condicién de estimador insesgado.

Al derivar con respecto a A1 como el primer término no depende de A; su derivada es cero.

El segundo término puede expandirse y si despreciamos todos los términos que no incluyen a A;
tenemos:

a=]1 =1

o (f} fj XarpC(u, — 11;;)) a (Xf(_:(u. —uy) + 2 ij ApC(uy — u_”))
=2

dA OA

=2MC(u; —uy) + QZ AsC(uy — ug)

p=2

=2 i: AgCl(uy — up) (13)

A=1

El tercer término contiene un término que es funcidn de A1, luego:

a=1

o3 AaC(uy — 1)) _9(MC(ug —u))

N - N =Clu—u) (14)

Con el dltimo término sucede igual y su derivada se escribe:

a(ﬁ (Zzzl )‘o: - 1)) _ 8(!”/\1) —
N o (15)

De acuerdo a las ecuaciones (13), (14) y (15), la derivada de o7 queda:

30’;‘:‘\ P = v ¥
P v ; ApC(ur —ug) —2C(wy —u) +2p

gue igualando a cero y ordenando se transforma en:

> AsC(uy —ug) + i = Clug —u)

g=1
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De igual forma se pueden obtener las derivadas con respecto a los demds coeficientes de
ponderacion A tal que el resultado es:

Ha? ~
ﬁ =0= ﬁZ:l)\;;C(m —ug) + p=C(u; —u)
Ly SN Z AsC( )+ 1= C( )
—= = (1, —u L= C(a, —u
aAﬂ P B « B "
%—Uﬁia\('(u —ug) +p = C(u, —u)
O - e s \Un 8 M= Luy,
2.6.2.1.7. Sistema de Krigeado ordinario

Las n ecuaciones anteriores sumadas a la obtenida al derivar con respecto al multiplicador de
Lagrange, que es la condicidn necesaria para que el estimador sea insesgado, constituyen un
sistema de n+1 ecuaciones lineales denominado sistema de krigeado ordinario, y se escribe:

n
0'1% = ZAB C{ua—UB}+#=C(ua—u) a= 1' e (16)
p=1

1

n
2
B=1

donde C(h) es la funcién de covarianza de la funcidn aleatoria Z(u) que se obtiene de la
informacién disponible.

En forma matricial, la ecuacion del krigeado queda:

Clup—uy) -+ Clur—uy) 1 A C(u; —u)
Clup —uy) -+ Clup—nuy,) 1 o | T C(u, —u)
1 e 1 0 n 1
~ ~ N m— . ~— S/
C A D

de donde se obtiene que la solucidon del sistema es:

A=C"1.D

La matriz C caracteriza la correlacidén entre los datos que intervienen en la estimacién y
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el vector D explica la continuidad entre la localizacion de cada dato con la localizacidn
a estimar.

Alavista queda que los pesos de ponderacidn son proporcionales a D, que es la covarianza entre
los datos y el punto a estimar, que de alguna manera mide la proximidad estructural entre los
datos y mi punto a estimar. Estos pesos son proporcionales a esta proximidad estructural y lo
que hara es favorecer, dar mds peso a aquellos puntos que estructuralmente estén mds cerca
(Se dice “estructuralmente’” porque la covarianza no nos mide la distancia euclidea, sino que es
funcion de la correlacion espacial)

La matriz C ademas, es una matriz de redundancia, indica que si se dispone de datos que estan
muy préximos estructuralmente, quizas tenga menos informaciéon que dos datos que no estan
tan préoximos, indican una redundancia en los datos. En este caso, se reducirdn los valores
asignados a dichos pesos.

2.6.2.1.8. La expresion para la varianza del error

Para conocer el valor minimo que toma la varianza de los errores cometidos multiplicamos cada
una de las n primeras ecuaciones del sistema de ecuaciones del krigeado ordinario (ec. 16) por
A«, Obteniendo:

n
Aaz}Lﬁ C{ua—uﬁ}+;1 = A Clug—u}, a=1,..,n
B=1

sumando estas n ecuaciones se llega a:

n n
2t
a=1 B

Dado que la suma de los coeficientes 1, es igual a 1, el Ultimo término es igual a ¢ quedando:

n n n
ZZAaABC{ua—uB}: Z/’laC{ua—u}— u
a=1p=1 a=1

gue se puede sustituir en la ecuacidon de la varianza del error (12) obteniendo la siguiente
expresion para la varianza de la estimacion por krigeado ordinario:

Ag C{(ua|—ug)} = ZAQC{ua—u}— z/lau
1 a=1 a=1

It (17)
Tio (W) =0_2_Z/1ac{ua_u}_ H
a=1
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Se obtiene con ello que la varianza del error es la varianza de la funcién aleatoria, la cual seria la
varianza a priori, pero reducida. Esta se reduce como una combinacién lineal de las covarianzas
entre los datos y el punto a estimar. Si hay mucha proximidad entre mis datos y dicho punto, se
reducira mucho, y si hay poca proximidad, poco.

2.6.2.2. Krigeado ordinario y efecto de pardmetros del modelo de continuidad espacial
Se estudiard a continuacién el efecto de los diferentes parametros del modelo de continuidad
espacial (variograma):

1. Sobre la estimacion de un solo punto
2. Sobre la estimacion de un campo completo

2.6.2.2.1. Efecto de los diferentes parametros sobre la estimacion de un punto

En este ejemplo, se tiene el valor estimado (40,07) y la varianza de la estimacién (0,162) del
punto rojo, obtenidos a partir de los dato de partida, que seran los valores de los puntos verdes
y entre paréntesis el peso que resulta de la estimacién por krigeado ordinario (Fig. 46).

’)(h) =0.0+1.0- ESf1500(h)

(-0.048)
® (0.145) (0.133)
321 @ ®
40.7 42.3
40.07 (0.095)
N @
@ (0.006) 0.162 435
38.9 (0.696) @
38.5
(-0.028)
4
40.0

Fig.46. Caso inicial del ejemplo de estimacion de un punto.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Inicialmente se dispone de un variograma que es isotrépo, con alcance de 1500 m (alcance
mucho mayor que la zona de estudio), por lo que se podria decir que todos los datos estan ya
correlacionados entre si, mas cuanto mas proximos estén. Al ser la correlacidn isotrépica, el
punto mas préximo estructuralmente sera el punto 1 que serd el que recibe el mayor peso.
Luego los puntos 7, 5, 3, 4, los cuales estan aproximadamente igual. Cabe destacar que los
puntos 2 y 6, que estan aproximadamente igual de lejos que el 7, tienen una gran diferencia en
cuanto al valor de los pesos, y esto se debe a que tenemos una redundancia entre los datos, la
suma de los pesos es el equivalente al que se obtendria en uno solo. El efecto de dar mas peso
al de delante con respecto al de atrds se llama efecto pantalla. El 4 en cambio, tiene un peso
negativo. Se ha impuesto que el sumatorio de los pesos sea 1 pero no que los pesos sean
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Unicamente positivos. Por ello, la posibilidad de que los pesos sean negativos nos permite
extrapolar fuera de los datos que tenemos.

EFECTO DE LA MESETA

’}(h) =0.0+10.0- ESf1500(h)

(':'?:)(%145) (0.433) Si se multiplica el variograma por 10, se obtiene el mismo
407 423 variograma que antes, pero con todos los valores

10,07 - multiplicados por 10. Los pesos son exactamente los

— @152 45E mismos, por lo tanto, el estimador es el mismo.
38.9 “’-695’3'8_5 Simplemente se escala el variograma por un factor, los
pesos quedaran igual ya lo que se multiplica en un caso, se

cagze) divide en la matriz de redundancia. Lo que si cambia, es la

40.0 varianza de la estimacién que queda aumentada por 10

(Fig. 47).

Fig.47. Efecto de aumentar la meseta.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

EFECTO DEL EFECTO PEPITA

El efecto pepita es una pérdida de continuidad a una distancia minudscula. Si se tiene efecto
pepita es porque los datos tienen una cierta variabilidad intrinseca para distancias muy cortas,
es decir, no se puede esperar mucha continuidad a distancias pequeiias.

’\(h) =0.5 + 0.5 ESf1500(h)

/

(0.090)

® (0.110) (0.140)
321 ® ®
40.7 423 En este caso, lo que sucede es, que la suma total de unoy
el otro se han separado. El 50% de la continuidad se pierde
(0.110) . .
39‘73 en los primeros cm y el otro 50% se pierde en los 1500 m
@ (0.100) 0.069 435 i
38.9 (0.260) @ (Fig. 48).
38.5
(0.120)
4
40.0

Fig.48. Efecto del aumento del efecto pepita.
(Fuente: Cassiraga, 2015)
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’\,r(h) =140 = 0.0- ESfmo()(h)

(0.140)
® (0.140)  (0.140)
321 @ ®
40.7 42.3

39.40

@ (0.140) .1.140

38.9 (0.140) @
385

(0.140)
@

40.0

(0.140)
43.5

Fig.49. Efecto del efecto pepita puro.

(Fuente: Cassiraga, 2015)

EFECTO DEL ALCANCE

v(h) = 0.0 4+ 1.0 - Esfigo(h)

(0.130)
® (0.130) (0.140)
321 @ ®
40.7 42.3

39.50

@ (0.140) .1.140

38.9 (0.140) @
38.5

(0.140)
@

40.0

(0.140)
@
43.5

Fig.50. Efecto de disminuir el alcance.

(Fuente: Cassiraga, 2015)

Si el efecto pepita sube a uno, tenemos que toda la
continuidad se pierde en los primeros cm. Todos tienen la
misma informacion. Estructuralmente todos estaran igual
de lejos. No hay ningln dato que deberia recibir mas peso
que otro (Fig. 49)

Si el alcance es 1500 todos los datos estdn muy correlacionados,
en cambio, si el alcance es solo 100, solamente hay dos datos
correlacionado con el punto a estimar, todos los demds estan a
mas de 100 m (Fig. 50)

Los dos datos muy cercanos no reciben sus valores originales ya
que hay una pequeiia redundancia.

El resto recibiran el mismo peso ya que estan a mas de 100
metros y no hay correlacién.
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EFECTO DE LA FORMA

v(h) = 0.0 + 1.0 - Gauys00(h)

(-0.390)

® (0.560) (0.050)
321 @

40.7 42.3

@ (-0.050)
38.9 (0.880) @
385

(-0.110)
4

40.0

42.60 (0.068)
®0000 435

Fig. 51. Efecto de la forma.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

EFECTO DE LA ANISOTROPIA

‘}(h) =00+4+1.0- ESf1500_150‘120(h)

(0.052)
® (0650)  (0.044)
321 @ s
40.7 42.3

@ (0.042)
38.9

40.06

(0.140) @

@570

38.5

(0.042)
4

40.0

(0.044)
435

Fig. 52. Efecto de la anisotropia.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

El variograma gaussiano, es un variograma que tiene una
derivada segunda continua en el origen, el variograma de
una distancia muy pequeiia es igual a cero. Con este, la
perdida de continuidad es inexistente, es muy continuo.
Esta tipologia lo que obliga es que se ajuste como un plano
entre los datos, dando mucho peso a los datos que estan
proximos. Y si hay datos que estan apantallados, los pesos
negativos también serdan muy altos, ya que intenta como
ajustar algo que pase por todos los datos bajo cualquier
situacién (Fig. 51)

En los casos anteriores, la variable era isotrdpica, la
continuidad era la misma en todas las direcciones. En este
caso se hace un estudio en el que se tiene un modelo
esférico que tiene un alcance de 1500 en una direccién de
1209. Es decir, en este caso se estd diciendo que hay mas
continuidad a 1209 con respecto al eje de las x, es 10 veces
mas continua que en la direccién perpendicular. Por ello, el
punto que estd préximo euclideamente, esta distante
estructuralmente. Por ello el 2 recibe un peso mucho
mayor que el 1 puesto que el variograma es mas continuo
en una direccion de 1209,

2.6.2.2.2. Efecto de los diferentes parametros sobre la estimaciéon de un campo completo

En este caso se tendra la estimacién de todo un campo, se esta estimando, por ejemplo, el
espesor de un yacimiento petrolifero, en el que se tienen medidas del espesor productivo, aquel

que contiene petroleo.
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Datos

73

Fig. 53. Datos iniciales del ejemplo de la estimacion de un campo completo.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

CASO INICIAL
7(h) = 0.0 + 1.0 - Esfy500(h)

Caso 1 Si se hace una estimacion en cada punto de una malla
superpuesta a este mapa, con un variograma esférico, un
alcance de 1500m y sin preferencias en la direccion, se
puede observar que los valores estimados a partir de los
datos obtiene los valores mas altos en el centroy a

72

medida que nos alejamos, el espesor de la capa
productiva disminuye.

Fig. 54. Caso inicial del ejemplo.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

EFECTO PEPITA PURO
~(h) = 1.0+ 0.0 - Esfi500(h)

Caso 2

Si hay efecto pepita puro, es decir no hay continuidad, los

datos me dan informacion del punto donde estoy, pero en

i cuanto se desplazan algo no hay continuidad. No hay
i informacién adicional (Fig. 55)

Fig.55. Efecto del efecto pepita puro.
(Fuente: Cassiraga, 2015)
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EFECTO DEL ALCANCE

v(h) = 0.0 + 1.0 - Esfio0(h) Si hay una pequefia correlacién de 100 m en vez de 1500,
cada dato tiene solo una pequefia influencia en la
Caso 3 estimacidon de los datos entre los puntos que estan

proximos. Influye solamente en los puntos que estdn mas
proximos, los que estan a mas de 100 m proporcionan la
misma informacion y el valor estimado seria el valor medio.
i (Fig. 56).
2

Fig. 56. Efecto del alcance.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

EFECTO DE LA ANISOTROPIA

v(h) = 0.0 + 1.0 - Esfi500,300,135(h)

Si es anisotrépico a 1359, los datos propagan su informacién

Caso 5 de acuerdo a esta anisotropia (Fig. 57).

Vi

Fig. 57. Efecto de la anisotropia.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

65



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

2.6.2.3. Ejercicio ejemplo de estimacion

Calcular los pesos que permitan hacer una estimacion.

I I I
10 25 31

P ||

52 68 74 20 —
2 S S > 0

24 34 42 4
LT

1 2 3 4 5

Fig. 58. Ejercicio ejemplo de estimacion. Conjunto de datos Fig. 59. Ejercicio ejemplo de estimacion. Datos disponibles de
sobre malla regular. (Fuente: Elaboracion propia) porosidad (%). (Fuente: Elaboracion propia)

De partida se parte de un conjunto de 9 datos en una malla regular. Siendo mas continuos
aquellos que se encuentran en la direccion horizontal que vertical.

Datos de la porosidad(%):
U:= (4,4)>porosidad del 10%
U,=(5,5)>porosidad del 20%

Uo= (5,4)> porosidad????

RESOLUCION:

Para hacer el cdlculo usando variogramas:

Z*(54)= A, .2(4,4) + A, . z(5,5)

Al Y11 Y1z 1] (V1o
A2=lyz1 Va2 1 {VZO}
2 1 1 0 1
Necesitamos conocer esos datos del variograma, y11, Y12, Y21, V22

¥11 = v(0,0) = 0 (vector separaciéon es nulo)

Y22 =v(0,0) =0

En este caso, para calcular el variograma de (1,2) y (2,1) el vector que separa el dato 1y el 2 es

el vector (1,1), se busca todas las parejas en los datos que estdn separadas el vector 1,1.
Obteniendo:
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Yiz =v(L1) = m (24 — 68)% + (34 — 74)? + (52 — 25)? + (68 — 31)?

=704

Obteniendo los mismos valores para el caso de Y51

Y21 =v(=1,-1 = m (24 — 68)% + (34 — 74)? + (52 — 25)% + (68 — 31)?

=704

Con todo ello, ya hemos obtenido la matriz de redundancia de los variogramas de los datos.
Ahora falta calcular la matriz del variograma entre cada uno de los datos y el punto a estimar:

Y10 = v(1,0) = W1=6) (24 —34)% + (34 — 42)2 + (52 — 68)% + (68 — 74)?

+ (10 — 25)% + (25 — 31)% = 60

Y20 = v(0,—1) (10 — 52)2 + (52 — 24)? + (25 — 68)? + (68 — 34)?

“2N(=6)
+ (31— 74)2 + (74 — 42)? = 680

Segun el enunciado se tenia mas continuidad horizontal que vertical, luego las magnitudes son
correctas.

Con ello ya tenemos todos los elementos que nos permiten calcular todos los valores de los A,
para ello planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

(700.1) + (0.1,) + u = 680

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

u=20
A1 =094
A, = 0.096

Esa diferencia de pesos viene inducida a que hay mucha mas continuidad horizontal que vertical
Por lo tanto el valor estimado seria:

Z*=(0.96.10) +(0.04 . 20) = 104
Y la varianza de la estimacién:

0;,=(0.96 . 60) +(0.04 . 680) = 20

67



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

2.6.3. Técnicas de estimacion de una variable incorporando informacién secundaria

Se va estimar una variable en un punto o una zona de estudio a partir de los datos que
obtenemos acerca de la misma variable. Pero en este caso se va a incorporar una informacion
secundaria, de la cual se dispone multitud de datos, estando correlacionados con la variable
principal, la de interés.

Para ello se aprovecharay se hara uso de la correlacién cruzada entre las distintas variables con
la variable de interés para mejorar el conocimiento acerca de esta ultima.

En este caso los conceptos de covarianza, variograma... se extiende ya no a comparar parejas de
valores de la misma variable, sino a comparar parejas de valores de distintas variables.

El concepto de correlacidn espacial se mantiene, pero ahora es una correlacién cruzada, me esta
midiendo que informacidn tiene la variable secundaria para mejorar la estimacion de la variable
primaria.

2.6.3.1. Tipos de datos
Se habla de forma genérica de dos tipos de datos: datos duros y datos blandos.

2.6.3.1.1. Informacion directa, principal o dura

Cuando se habla de datos duros, “"Hard data”’, se hablan de datos que miden directamente la
variable de interés, que son los datos de la variable primaria. Estos datos en general tienen
incertidumbre pequeina o despreciable. Por ejemplo, variables primarias tipicas suelen ser la
transmisividad, la conductividad hidraulica, la concentracién de un contaminante, ...

2.6.3.1.2. Informacion indirecta, secundaria o blanda

Los datos secundarios, indirectos o soft son aquellos que se refieren a las variables secundarias.
Son datos que miden indirectamente el pardmetro de estudio, pero pueden servir para mejorar
esa estimacion. Como variable secundaria, suelen utilizarse la porosidad cuando se estd
estudiando la conductividad hidraulica, informacién geofisica,.....

2.6.3.2. El Cokrigeado

El paradigma del cokrigeado es el mismo que el del krigeado. Se busca realizar una estimacién
lineal de nuestra variable a partir de los datos de un estimador insesgado y que tienen una
varianza minima.

Ademas, este permite incorporar en el proceso de estimacidn una variable secundaria que no
es exhaustivamente conocida.

Desde el punto de vista de la correlacién espacial, es la técnica de estimacion mas potente ya
gue en la construccién del estimador intervienen los valores de la variable principal, la o las
variables secundarias y todos los patrones de continuidad espacial entre variables.

Solamente se tiene en cuanta la correlacion dos a dos, es decir, por parejas de variables. No se
tiene en cuanta la correlacién global con todas las variables. Para ello hay otras técnicas, como
por ejemplo la geoestadistica multipunto, donde se estudian dos puntos o varias variables
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consideradas simultdneamente, pero que en este caso no es el método que se esta llevando a
cabo.

2.6.3.2.1. El estimador general por cokrigeado

En este caso no se va a realizar la derivacién de las ecuaciones, pero el proceso a seguir seria
basicamente el mismo que se hizo para el krigeado ordinario, haciendo que el estimador sea
insesgado (valor esperado del error sea nulo) y la varianza de la estimacién sea minima.

A continuacion, se muestra la férmula del cokrigeado simple:

28~ () = zaal[zaual) i (g, +2 Z A2 () = a1t

i=2 ai=1

Donde Z(l) (u) es el estimador de la variable principal por cokrigeado en la localizacidn(u), mi(u)
y mi (ug;) son los valores esperados de las variables aleatorias Z1(u) y Zi(ug,) respectivamente,
A, Y Aq; sON los pesos asignados a los datos primarios y secundarios respectivamente, y n1, Ny
y n; son el nimero de datos de la variable principal, el nUmero de variables secundarias y el
numero de datos de la variable secundaria que intervienen en la estimacién de la localizacién
(u) respectivamente.

2.6.3.2.2. El estimador y la varianza por cokrigeado ordinario
El estimador por cokrigeado ordinario considerando solo una variable secundaria es:

ZG0ow) = Z Dy 211ty + Z Ay Za(itey)

al=1 az2=1

y la varianza de la estimacion es:

ni n2
Zéko) = of — Z Aoy G (U, —u) + z Aoy Ciz2(Ug, —U)

al=1 a2=1

2.6.3.2.3. El sistema de cokrigeado ordinario

Los coeficientes de ponderacion Ao, y A4, se obtienen resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:
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( n ng
Y As Cl(ual - 11,31) + 2 AgCra(ug;, —ug,) +py =
B1= Ba=1
C"]-(llal - U‘)'-‘ Ofl — 1'.' weny n‘]_
n n9g
> A3,C12(Ua; —ug,) + Y0 Ag,Ca(Ua, —ug,) + p2 =
{ Pi=t fa=1
C"]_Z(‘l-lag — U) o = ]_ ---,71-2
.
E: Aﬁl—‘l
B1=
T
> Ay =0

2.6.3.2.3.1. ELESTIMADOR'Y LA VARIANZA POR COKRIGEADO ORDINARIO ESTANDARIZADO

El hecho de que se imponga que la suma de los pesos de la variable secundaria sea igual a 0, es
como quitarle peso a ésta, lo que hace que no juegue un gran papel en la estimacidn. Por ello,
lo que se propuso fue la opcidn de estandarizar la media del cokrigeado ordinario.

Lo que se propone es transformar la variable secundaria, conociendo las medias (constante en
el espacio, m, paralavariable primariay m, para la variable secundaria) por una nueva variable
(la variable original (Z;) menos su media (m2 ) mas la media de la primaria (m1) que tiene
exactamente la misma media que la primaria. Con ello se consigue que el valor esperado de
dicha variable sea igual a m, por lo que la nueva variable tiene la misma media que la variable
original.

Al tener la misma media las dos variables, la condicién de no sesgo que se puede imponer es
gue la suma de todos los pesos sea igual a 1, no se separan los pesos de la variable primariay la
secundaria.

Aplicando lo anteriormente expuesto, el estimador por cokrigeado ordinario estandarizado
considerando sélo una variable secundaria es:

ni n2
ZR = D Ay Ha) + ) Ay [Z2(tg) = my +

al=1 a2=1

y la varianza de la estimacion es:

ni n2
Z(Z:Ko(u) = 012 —H Z /1a1 Cl(ual —u)— Z /1052 Ciz (uaz —u)

al=1 a2=1

2.6.3.2.3.2. EL SISTEMA DE COKRIGEADO ORDINARIO ESTANDARIZADO

Los coeficientes de ponderacion A4, y A4, se obtienen resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:
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ny no
E )\3101([10'1 - uﬁl) + Z )\;32(?12(“&1 - uﬁz) + M=
FBa=1

Bi=1
C1(uq, —u), ar=1,....m
n na
E )\31012(11&1 - uﬁg) + Z AISQCZ(UQQ - uﬁg) + =
Bi=1 Fa=1
Clg(uag — Ll)_. Qo = 1 o
n1 n9
> As, + > Mgy =1
B1=1 Fa=1
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2.6.3.3. Un ejemplo de cokrigeado ordinario
Se quiere estimar la variable primaria u, teniendo valores de la primariaen 1y 2. Y valores de la
secundaria (v)en 1,2y 3.

il
U=741
V=414
U=:?
@
U=504 3
@ V=386 V=56

Fig. 60. Datos ejemplo cokrigeado ordinario.
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

Hay 5 datos, por lo que la matriz de covarianzas sera de 5x5 mas las condiciones de no sesgo.

1. Se calculan los variogramas entre u y v, que no es la mismo que entre v y u, por lo que
hay que hacer las diferentes combinaciones. El modelo de continuidad espacial que se
obtiene tras una inferencia de dichos variogramas es:

yu(h) = 440000 + 70000 Esf(h) + 95000 Esf(h)
Yuw(h) = 47000 + 50000 Esf(h) + 40000 Esf(h)
vo(h) = 22000 + 40000 Esf(h) + 45000 Esf(h)

2. Construccién del sistema de cokrigeado

[ CYY Ol | Oy Chy Cfy 1 0] A [ Cig ]
Coi G55 | C53 C3) Ci 1 0 |1 A Cs3o
O Oy [Cy O O 0 1 |Im Oy
Cyy Ci |Ch Cf €5 0 1| m| = | Cyp
TOE CF |G C5f O35 0 1 s Cso
1 1 0 0 0 0 0| m 1
0 0 1 1 1 0 0 || po | | 0 |
[ 605000 99155 137000 49715 57615 1 0] ' [ 134229 ]
99155 605000 49715 137000 45554 1 0 102334
137000 49715 107000 49623 57158 0 1 70210
A= | 49715 137000 40623 107000 45164 0 1 52697
57615 45554 57158 45164 107000 0 1 T5R87
1 1 0 0 0 00 1
0 0 1 1 1 oo | o |
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Este es el sistema que resultaria del krigeado ordinario sin estandarizar, en el que simplemente
se ha puesto que la suma de los pesos de la variable primaria sea 1y los de la variable secundaria
sean 0.

Se sustituyen los valores de cada una de las covarianzas que se calcularian a partir de la
expresion del modelo ajustado anteriormente, y finalmente, se invierte, obteniendo asi los
pesos con los valores de los multiplicadores de Lagrange.

A1 [ 0.512
Ao 0.488
73 —0.216
A=| m |=C'.D=| —0.397
75 0.666
[i1 205963
| p2 | | 13823 |

ni ng

uhy =S Nu; + S mv; = 398
i=1 i=1

020 = 681549

El estimador es igual a 398 y la varianza del error 681549.

2.6.3.4. Cokrigeado colocalizado
Cuando la informacién secundaria estd muy densamente muestreada el algoritmo del
cokrigeado tiene los siguientes inconvenientes:

1. El contraste entre la densidad de muestreo de la variable principal y la secundaria hace que
el sistema de ecuaciones de CK tienda a ser muy inestable.

2. Los datos secundarios que estdn muy cerca de la localizacidn de la variable principal a ser
estimada, "apantallan" el efecto de los demas datos blandos.

Una solucién a estos problemas es construir un estimador de la variable principal en una dada
localizacion reteniendo sélo el dato "colocalizado” de la variable secundaria, aproximacion
conocida como cokrigeado colocalizado.

Este es aplicable solo cuando la variable secundaria es conocida en todos los puntos de la zona
de estudio. Por ejemplo, cuando se ésta estudiando el fendmeno de la precipitacion y se
aprovecha la correlacién precipitacidon-elevacién, usando un modelo digital del terreno. Es decir,
se tiene informacion exhaustiva de la variable secundaria, y para estimar la primaria, se va a usar
solamente el dato secundario colocalizado, es decir el dato en la misma posicién donde se esta
hallando la estimacion.
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2.6.3.4.1.Estimador general por cokrigeado colocalizado

El estimador general por cokrigeado colocalizado tiene la forma siguiente:
nil Nv
1)*
280 —ma ) = ) A, |71 Cta) =y ()] + D AlZi () = my )]
a=1 i=1

Donde ZEKC es el estimador de la variable principal por cokrigeado colocalizado en la
localizacion (u), m4 (u) y m; (u) son los valores esperados de las variables aleatorias Z1(u) y Zi(u)
respectivamente, A, y Ag, son los pesos asignados a los datos primarios y secundarios
respectivamente, y n1 y Ny son el nimero de datos de la variable principal y el nimero de
variables secundarias que intervienen en la estimacién de la localizacion (u) respectivamente.

2.6.3.4.2. Cokrigeado colocalizado ordinario estandarizado

Se puede hacer la misma estandarizacién que se ha visto anteriormente en el punto 2.6.3.2.2
para obtener como condicion que la suma de los pesos sumen 1, operando entonces de forma
similar se obtiene que el estimador por cokrigeado colocalizado ordinario estandarizado
considerando sélo una variable secundaria es:

ni

S()c*o( ) = z Aoy Z1(Ug,) + A2[Z, (W) —my +my]

al=1

y el sistema de ecuaciones cuya solucion nos da los coeficientes de ponderacién es:

( [51
> Ag Ci(ug, —ug,) + A2 Cra(ug, — ug)
Bi=1

p=Ci(uy, —u), a;=1,....,m

\ Z/\,31("19(11—1131)—#)\«;("20)—{—,{1 Clz(O
=1

Z /\,314—/\2—1
=1

2.6.3.4.3. Cokrigeado colocalizado bajo un modelo de Markov

A través de una aproximacién de tipo markoviana la funcién de covarianza cruzada entre dos
variables se puede expresar:
C12(0)

Ci2(h) = C11(0) Ci1(h) = p12(0)Cy1(h)

Este nos indica que la covarianza que se tiene para una cierta distancia entre la variable 1y 2 es
proporcional a la covarianza que tiene la variable primaria multiplicada por la correlaciéon que
existe entre las dos variables.

Si la correlacion es muy buena, la covarianza serd muy parecida a la variable 1.
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Si la correlacidon es muy mala, la covarianza sera cero, al no haber correlacidn espacial.

En términos de correlograma

p12(h) = p12(0) pq11(h)

o en términos de variograma

Y12(h) = p12(0) y11(h)

Donde p;,(0) es el coeficiente de correlacidn lineal entre las variables.

2.6.3.4.3.1. EL ESTIMADOR Y EL SISTEMA DE COKRIGEADO COLOCALIZADO BAJO UN MODELO
DE MARKOV

El estimador y el sistema de ecuaciones del cokrigeado colocalizado bajo un modelo de Markov
en su forma estandarizada son:

ZResu @) — my _ z L ) —m] 20 - my)

2
(2] 01 %)

a=1

f

ny
> Agp pr(Uay —ug;) + Az p12(0) p1(ua, —ug) =
G1=1
$ p1(ug, —u), o =1,...,m
g
> Ag p12(0) pr(u —ug,) + A2 = p12(0)
G1=1

.

Donde p;,(0) es el coeficiente de correlacidn lineal entre las variables.

2.6.3.4.3.2. CASOS PARTICULARES

Si p;,(0) = 0 entonces A,= 0y el dato secundario colocalizado es ignorado por lo que queda que
la estimaciéon del cokrigeado coincide con la estimacién del krigeado ordinario. La variable
secundaria no afecta para naday esto es la estimacién del krigeado simple, quedando:

(D)= ni
faeu = m_ N7, 171 (tay) = ma]
= ay
o o
1 e~ 1

Si la correlacion es perfecta, p1,(0) =1 entonces =1y )lalz 0 Va; =1,....., ny, porlo que el
estimador corresponde al dato secundario colocalizado estandarizado, esto es:

ckesuW) — my  Zp(u) —my

01 03

75



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

2.6.4. Evaluacion de la incertidumbre local

Los métodos de estimacidon presentados hasta ahora son aptos para la inferencia de un valor
medio de los atributos modelizados en las localizaciones donde no los conocemos.

En este caso, en lugar de estimar el valor esperado, se estimaran todos los posibles valores que
serian coherentes con mis datos en el punto donde se hace la estimacion y ver qué posibilidad
tienen de que esos valores ocurran. Es decir, la estimacién de la distribucién completa de valores
de una variable de interés permite disponer de un modelo de incertidumbre acerca de esa
variable.

A partir de un modelo de incertidumbre se pueden derivar diferentes estimadores éptimos
segun los criterios de optimalidad elegidos y/o realizar una evaluacion del riesgo involucrado en
un proceso de toma de decisidn relativo al medio que estd siendo analizado.

Por todo ello, el objetivo de la evaluacidn de la incertidumbre es la modelizacién de funciones
de distribucion de probabilidad.

2.6.4.1. Valor estimado VS funcion de distribucién de probabilidad.

Anteriormente, en el krigeado, cuando en un punto no se disponia de informacién, se buscaba
el valor medio, el valor esperado en ese punto de todos los posibles valores. Ahora, de dicha
realidad, de la que solo se conocen unos pocos puntos, se extraen unos pardmetros estadisticos
(media y variograma) y con ellos se construyen todas las posibles distribuciones de valoresy, a
partir de ellas, se podra ir analizando en cada punto cual es la distribucidn de probabilidad de
los valores que son coherentes con mis datos y con el modelo de funcién aleatoria (Fig. 62).

23 13 23 13
(a) o<t (b) -| /
21 3 21 3
19 19
z*(u) = Z Ag 2(ug) Prob™{Z(u) < z|(n)} = F*(u;z|(n))

Fig.62. Valor estimado (a) y funcion de distribucion de probabilidad(b). (Fuente: Cassiraga, 2015)

En el krigeado se obtenian un valor estimado y una incertidumbre debido a ese error de
estimacion. Cuando se tiene la funcién de distribuciéon completa, también se va a obtener la
varianza de esa distribucién. Por tanto, el valor medio corresponderia con el valor del krigeado
y la varianza de la funcién de distribucidon también coincidira. Hay ocasiones en que la varianza
no es lo que interesa obtener, sino obtener un rango interquartil, saber cual seria la distribucion
del 10% de los valores mas bajos y el 10 % de los valores mds altos, por ejemplo. Esta seria otra
forme de estimar la incertidumbre que se tiene sobre la variable, esos intervalos se pueden
calcular, cosa que con el krigeado no.

Lo que se va a buscar es evaluar dicha incertidumbre, modelizar la posible distribucion de
probabilidades del atributo a estudiar en el punto a estimar.
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2.6.4.2. Utilizacidn de funciones de distribucion condicional

El conocer esta funcién de distribucidn, la cual variard en el espacio para cada valor de z y
condicionada a los datos disponibles, nos dard mas versatilidad a la hora de elegir un valor
estimado.

Se podra retener el valor esperado, que serd el mismo que el valor del krigeado y se podra
retener la mediana, que estard minimizando el error absoluto medio. También se podrd obtener
cuantiles para diferentes valores de probabilidad y las varianzas condicionales.

Ademads, también se podrd realizar estimacion de probabilidades, tanto de excedencia
(Prob {Z,, > Z,.}), como intervalos de probabilidad (Prob{Z(u) € [Zy_1,Zx]}) o valores
medios por encima o por debajo de un determinado umbral.

2.6.4.3. Estimacion de funciones de distribucion

Hay dos formas de realizar las estimaciones: Una es postular a priori cual es la forma de la
distribucién y después calcular sus parametros. Método paramétrico. Y la otra opcidn es calcular
el valor de la probabilidad de excedencia para unos cuantos umbrales, y montar una distribucién
gue sera por tramos, por puntos.

El paramétrico estd basada en un modelo multigaussiano. En la aproximacién multigaussina,
como bien se ha dicho anteriormente, se asume un modelo a-priori acerca de la forma de las
funciones de distribucidn buscadas. Después, se estiman los parametros de la distribucion de
acuerdo al modelo asumido. Dichos parametros junto con el modelo definido a-priori se utilizan
a continuacién para derivar probabilidades y/o valores de la variable. Los resultados dependeran
fuertemente del modelo asumido.

En cambio, en el método de estimacion por aproximacién indicadora (método no paramétrico),
no se asume un modelo a-priori acerca de la forma de las funciones de distribuciéon buscadas.
En esta, se estiman algunos puntos de la distribucidn los cuales son interpolados y extrapolados
convenientemente para obtener la distribucion completa. Los resultados en este caso
dependerdn fuertemente de la extrapolacion elegida para conocer la distribucién mds alla del
primer y ultimo punto estimado.

2.6.4.3.1. Aproximacién multigausiana

El modo mas facil de construir las funciones de distribucién acumuladas condicionadas es asumir
un modelo para la ley espacial (distribucion multivariada) de la funcién aleatoria Z(u).

Esta ley debe ser tal que todas las funciones locales de distribucion F (u; z|(n)) tengan la misma
expresion analitica y estén completamente definidas por unos pocos parametros.

La solucién al problema de estimar las funciones buscadas pasa por determinar los valores de
sus parametros.

El modelo multigausiano consiste en asumir que la funcién aleatoria Z(u) que describe la variable
de estudio sigue una distribucion multinormal, es decir tiene unas caracteristicas asimilables a
una distribucion multinormal, esto es:
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e Cada distribucién univariada sea normal

e Llasdistribuciones de orden superior corresponden a una distribucion multinormal. Esto
supone que se deberian comprobar la normalidad bivariada, trivariada, .... N-Variada de
los datos.

2.6.4.3.1.1. COMPROBANDO LA NORMALIDAD

Para comprobar la normalidad simplemente se necesita construir el histograma de los datos y
representar sus frecuencias acumuladas sobre un diagrama de probabilidad normal. Si la
distribucién es normal, las frecuencias acumuladas quedaran representadas graficamente sobre
una linea recta.

2.6.4.3.1.2. TRANSFORMADA NORMAL

Cuando los datos no sigan una distribucidn normal es necesario realizar una transformacién a
los mismos que se denomina transformada normal. Tras esto ya se podra calcular la media y la
varianza ya que ya se dispondra de un modelo de funcidn aleatorio que tenga la media, la
varianza y los variogramas de los datos transformados.

Lo que se hace es transformar cada dato individualmente en un nuevo dato, de forma que estos
si sigan una distribucion gaussiana.

Los n datos originales de la variable z son transformados en los n valores de una variable Y tal
gue estos tengan un histograma normal estandarizado, es decir que:

Y (ua)= $(z(ua))
Donde ¢(.) es la funcién transformada normal.
En la practica la transformada normal supone los tres pasos siguientes:
1. Los ndatos originales z(uq) son ordenados de menor a mayor

[2(ua)]® < - < [2(ug)]® < - < [2(ug)]™
2. Se calcula la frecuencia acumulada experimental de cada dato z(u) haciendo:
. k—0.5
Pr = n

Donde k es el nimero de orden, 0.5 es un valor de centrado y N es el nimero total de
datos

3. Se obtiene la transformada normal del dato z(u,) segun:

y(ug) = G [F*(z(ue))]l = G~ (pp)

donde G es la funcidn de distribucion normal estandar

Como ejemplo de obtencidn de la transformada normal, se dispone de los siguientes datos y su
interpretacion fisica (Tabla 6 y Fig. 63):
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Datos Frecuencia Transformada

originales acumulada normal
(Paso 1) (Paso 2) (Paso3) | e W
0.135 0.05 -1.6449 :
0.275 0.15 -1.0364 i
0.570 0.25 -0.6745 ;
0.910 0.35 -0.3853 :
1.310 0.45 -0.1257 !
1.325 0.55 0.1257 £
1.485 0.65 0.3853 :
2.120 0.75 0.6745 v i — i 3 Y
2.805 0.85 1.0364 Valores originales Vakores Gaussianos
3.925 0.95 1.6449
Tabla 6. Datos del ejemplo para la Fig.63. Transformada de la funcidn de distribucion acumulada.
obtencion de la transformada normal (Fuente: Emery, 2013)

Se dispone de la funcién de distribuciéon acumulada de nuestros datos sin ninguna
transformacién (grafica de la izquierda) y en la gréfica situada a su derecha se tiene la funcién
acumulada de distribucién de una variable genérica de media 1 y varianza 0 gaussiana. Lo que
se hace es para cada dato ver la probabilidad experimental que esta asociada y asociarle el valor
de la gaussiana que tiene la misma probabilidad.

Esto también se puede hacer al revés ya que una vez hecho esto, se hacen los célculos en la
transformada gaussiana (se calcula la media (que sera cero) y el variograma), y una vez acabados
estos, se transforma nuevamente a los “originales”.

Una de las ventajas que muestra esta transformada es que resta importancia a sus valores
extremos, les quita peso.

El problema se puede dar cuando los datos son iguales, si se tienen datos repetidos. Cuando eso
ocurre, sobre todo en mineria, se le afiade una pequena perturbaciéon, un pequefio error,
permitiendo asi diferenciarlos.

2.6.4.3.1.3. COMPROBANDO LA BINORMALIDAD

La transformada normal de la variable Z da como resultado una nueva variable Y que por
construccién sigue una distribucién (univariada) normal, esto es:

Prob{Y(u) < yp} = G (u; ¥); VY

donde G(:) es la funcidon de distribucion acumulada normal estdndar, Y(u) se asume que esta
estandarizada, esto es, con media cero y varianza unidad.

Esta es una condicidn necesaria pero no suficiente para que la distribucion multivariada de Y sea
multinormal.

La siguiente condicidn necesaria es la que supone que la funcién de distribucién acumulada
bivariada de cada par de valores Y (u), Y(u+h), ¥V u, ¥ h, es normal, esto es:

Prob{Y (w) < y,,Y(u + h) < ¥, 3 = Gh; ¥p, %); V¥V
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La forma mas comun de comprobar la bigausianidad es verificando que la funcidn de distribucién
acumulada bivariada experimental para cada conjunto de pares de datos separados por el
mismo vector h, {y(u,),y(u, + h),a = 1,...,N(h)}, se ajusta al modelo tedrico de una
distribucién normal bivariada.

2.6.4.3.1.4. LA MULTINORMALIDAD

La normalidad univariada y bivariada son condiciones necesarias pero no suficientes para
asegurar la normalidad multivariada, para lo cual deberiamos comprobar la normalidad
trivariada,..., N-variada de la transformada normal de los datos.

El procedimiento a seguir es el mismo que para el caso bivariado, esto es, se procede a comparar
frecuencias multivariadas experimentales con las correspondientes frecuencias tedricas
derivadas analiticamente.

A pesar de que se han establecido expresiones tedricas para las funciones de distribucidn
acumulada N-variada, es muy dificil realizar una inferencia de las frecuencias multivariadas
experimentales.

En la practica, si se han verificado la normalidad univariada y bivariada, se asume que el
formalismo multigausiano puede ser utilizado.

2.6.4.3.1.5. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO MULTINORMAL

Si se dispone de un modelo multinormal, se deben estimar los pardmetros de cada una de las
funciones de distribucion acumuladas en cada localizacién u en donde no conocemos el atributo,
condicionadas a la informacion cercana, esto es:

G = G <y - E{Y(u)l(n)}>

Var{Y(uw)|(n)}
donde G(:) es la funcion de distribucion acumulada normal estandar.

Tal estimacidn se reduce a inferir los valores de los dos pardmetros de una distribuciéon normal
(lamediay lavarianza), los cuales son asimilados al estimador zg¢(u) y a la varianza ogg(u) por
krigeado simple de los n datos de la variable en estudio respectivamente, tal que:
\ Y — Yis()
[N =6 <—

ogs(w)

2.6.4.3.1.6. TRANSFORMADA INVERSA

Una vez que los modelos locales de incertidumbre han sido calculados en el espacio de la
variable transformada normal Y, es necesario realizar la transformacién inversa a la normal para
expresarlos en el espacio correspondiente a la variable original Z

Recordemos que un valor z* es transformado en un valor y’ correspondiente a su transformada
normal, es decir quey’ = d(z') = G[F(z)], donde G(:) es la inversa de la funcién de distribucién
acumulada normal estandar y F(z') es el valor original de la funcion de distribucion acumulada.
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La transformada inversa consiste en que el valor de la funcidn de distribucién acumulada
condicionada en una localizacidon u se lee a partir de la funcidon de distribucién acumulada
condicionada normal utilizando el umbral y* sabiendo que el valor de Z debe ser z" y que

F(u; z’|(n)) = G(u; y’|(n))

2.6.4.3.1.7. UN EJEMPLO DE KRIGEADO MULTIGAUSIANO
Utilizando la aproximacién multigausiana, inferir las funciones locales de distribucion de la
profundidad del techo del reservorio.

Datos

Asumir que la funcién de distribucion a-priori de la profundidad es normal con los siguientes
parametros:

Min Media Des. est. Max
2388 2400 7.7 2413

Tabla 7. Datos del ejemplo krigeado multigausiano (Minimo, media,
desviacion estandar y mdximo)

El variograma asumido para la profundidad es:
y(h) = 60.0 + 1800 Gaug,,, =2100, amin=900,a=135 (1)
El coeficiente de correlacion lineal entre la profundidad y la amplitud es 0.7

Primero se considera la informacién de tres pozos y después se incorporara la informacién
secundaria (amplitud sismica)

Profundidad Amplitud

g7 48062

ez 27206

Fig.64. Datos del ejemplo del Krigeado Multigausiano. Informacion primaria (a) e informacién secundaria (b).
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Resolucidn

El variograma es gausiano, con un alcance de 2100m en la direccion de maxima continuidad,
orientada 1352 con respecto al eje horizontal en direccién antihoraria, y con un alcance de 900
en la direccién de minima continuidad. Ademas el variograma tiene una contribucién de 1800m
a la variabilidad total del fenédmeno y con un efecto pepita de 60.
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Para su resolucidn, se emplea el método del cokrigeado colocalizado, donde se considera el
punto dado en la estimacidn y se aprovecha el coeficiente de correlacion de 0.7 para poder con
el modelo de Markov deducir directamente cuales son las covarianzas cruzadas y las covarianzas
de las variables secundarias.

En la primera parte no se utiliza la amplitud, por lo que en cada punto se hace una estimacion
por krigeado simple de la profundidad del techo del reservorio (figura 63). También se puede
observar la desviacidn estandar de la estimacion (Figura 64). Si suponemos que hacemos uso de
ese modelo multigausiano, ya tenemos en cada uno de los puntos de estimacidn la distribucidn
local, que es una distribucidn gaussiana que tiene esta media y esta varianza.

Media Desviacién estandar

27T T.67R

Zpaz

Fig.65.Estimaciones por Krigeado simple. Media. Fig.66.Estimaciones por Krigeado simpe. Desviacion estandar
(Fuente: Cassiraga, 2015) (Fuente: Cassiraga, 2015)

De estas distribuciones gausianas se puede rescatar por ejemplo los cuantiles, y ver cudl serd el
valor minimo absoluto que puedo observar en cada punto.
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Cuantil para P=0.0 Cuantil para P=0.25 Cuantil para P<0.50

ART WET 127

2am.2 aam EETLES

Cuantil para P=0.75 Cuantil para P=1.0

2T

ELEES

Fig.67. Cuantiles (0, 0.25, 0.5, 0.75, 1) obtenidos mediante KS.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

En la figura 67 se puede observar que para un valor de 0,25, valor que esta sesgado hacia los
valores mas pequefios, daria un valor conservador de lo que se esta midiendo. Pero si se escoge
el 75%, que seria coger de la distribucion de gauss los valores que quedan a la derecha del 75%,
se ve que tres cuartos son valores por debajo, es decir, tiene un 75 % de probabilidad de que la
cota real esté por debajo de ese valor, por lo que éste seria, una estimacién optimista de mis
reservas, ya que tendria un mayor volumen de ellas.

Para una distribucion del 50%, al ser la distribucién gausiana, el cuantil de 0,5 coincide con la
media, por lo que ese campo tiene que ser exactamente igual al campo de la media.

También se podria establecer un umbral para ver la probabilidad de que el fenémeno de estudio
esté por debajo de un determinado valor. Por ejemplo, en este caso, la probabilidad de que esté
por debajo de 2405 es muy alta.
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Probabilidad para Q=2388 Probabilidad para Q=2395 Probabilidad para Q=2400
\ m w % |
i“ Hu iu)
Probabilidad para Q=2405 Probabilidad para Q=2413

Q

Fig.68. Probabilidades de que el fendmeno se encuentre por debajo de un valor determinado obtenidos mediante KS.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Si se hace con cokrigeado colocalizado (CKC) usando la amplitud, los valores del valor esperado
y la varianza cambian ya que serian de la distribucion gausiana. En este caso, se podrian obtener
mapas de estimaciones que serian conservadores (0.25), medios (0.5) y altos (optimista) (0.75).

Media Desviacion estandar
Mar TTH
23882 inul
Fig.69.Estimacidones por coKrigeado colocalizado. Media. Fig.70.Estimaciones por coKrigeado colocalizado.
(Fuente: Cassiraga, 2015) Desviacidn estdandar. (Fuente: Cassiraga, 2015)

Dependiendo del uso que se le vaya a dar se utilizard o bien cuantiles o bien probabilidades. Si
tengo un umbral que es mi referencia y necesito saber si se esta por encima o por debajo de ese
umbral, entonces esas probabilidades me sirven para marcar un area de andlisis de donde se
tiene que tomar mds informacion.

Siendo los cuantiles calculados mediante CKC:
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Cuantil para P=0.0 Cuantil para P=0.25 Cuantil para P=0.50

2zt awtar as1zt

2302 232 2amn2

Cuantil para P=0.75 Cuantil para P=1.0

izt 2y

EITTE 2082

Fig.71. Cuantiles obtenidos mediante cokrigeado colocalizado.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Y estableciendo los mismos umbrales anteriores, se observa en la figura 72 las probabilidades
de no superacidén de dicho umbral:

Probabilidad para Q=2368 Probabilidad para Q=2395 Probabilidad para Q=2400

Fig. 72. Probabilidades de que el fenomeno se encuentre por debajo de un valor determinado obtenidos mediante
cokrigeado colocalizado. (Fuente: Cassiraga, 2015)

A la vista de los resultados anteriores, se observa que si las estimaciones se realizan mediante
cokrigeado colocalizado, los resultados obtenidos son mds precisos que aquellos obtenidos
mediante Krigeado simple. Esta conclusidon tiene coherencia ya que ha sido afiadida una segunda
variable en el cdlculo de la estimacién que ayuda a establecer una relacién mas clara entre los
datos.
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2.6.4.2.2. Aproximacion indicadora

La funcién indicadora se basa en el conocimiento del valor minimo y maximo de los datos. En
estos se definirdn unos umbrales, desde z; hasta z,, y se estimard la probabilidad de que las
variables estén por debajo de cada uno de esos valores. A partir de ahi se construira una funcién
(que no tiene que ser gausiana) de interpolacion entre los datos, que habra que extrapolar hasta
el minimo y el maximo.

Para ello se utilizara tantas variables auxiliares como umbrales quiero calcular para esa funcién
de probabilidad. Y esas auxiliares son las variables indicadoras.

Las variables indicadoras simplemente consisten en transformar mi variable original en variables
indicadoras para tantos umbrales como valores quiero calcular de esta variable de distribucidn.

¢Qué es lo que se hace cuando se calcula la proporcién real de valores por debajo de un umbral
a partir de un conjunto de datos exhaustivo?

Para su explicacion se considera el siguiente ejemplo (figura 73), en el cual se estd interesado en
realizar una estimacidn de la proporcidn de valores por debajo del umbral -3.5.

K
] -ao”-. -
32- 30
B a¢. a2
[] -36- -34
O -$8- -3¢
40 a8
a H 42. a0
J O -44- -2
Y 46 . a4
E 48 - 48
O -60- 48
' £2. 8O
s 54 - B2
1l 56- -54
) 60- 58

Fig.73. Datos iniciales ejemplo explicativo de estimacion de proporcion de valores por debajo en un umbral.
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

Una sencilla aproximacién es contar cuantos datos son menores o iguales que -3.5 y dividir este
numero por el nimero total de datos,

Numero de valores por debajode —3.5 63335
Numero total de valores ~ 78000

F(-3.5) = 0.81

La idea de conteo puede ser descrita matemdticamente a través de la variable indicadora, esto
es:
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oy 1siZ(a) <z
I(w; 2¢) = { 0si Z(u) > z,

Mapa de indicadores

; ’_‘ 4 Es decir, se transformard ese mapa de valores
’#‘ﬂi' “’. continuos, en valores binarios, que sera uno si se
'sg estd por debajo de dicho umbral y cero si se esta por

encima (el 1 es blanco y el 0 negro). (Figura 74).

La probabilidad de estar por debajo del 3.5 es del
81%. Esto se ha hecho contando, pero se puede
hacer directamente si se trabaja en la funcién
indicadora calculando el promedio de esta funcion:

@
2 S
el 1.
Fig.74. Mapa de indicadores del ejemplo.
(Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

il 63335

= 78000~ 081

F(=3.5) =

De la nocidn de conteo se ha pasado al concepto de indicador y de la nocién de proporcién por
debajo de un umbral al concepto de indicador medio.

2.6.4.2.2.1. ESTIMANDO UNA DISTRIBUCION ACUMULADA GLOBAL

Este procedimiento puede ser repetido para cualquier umbral zx de manera que la proporcién
de valores deseada puede expresarse de una forma general como sigue:

b i(5)  i(10) i(15) i(20) i(25)

—

n 3.7

1
F(z,) = EZ ij(Zk) 18;5

j=1 15.0

weooc oo oo ==
= =T e

M
=
(5]
[=]
-J
[=]

Para el caso de 1(15) = 0.55 = Valor medio indicadores

.. Fig.75. Valores medios de Indicadores para diferentes
= Proporcién de datos donde la ¢ < 15 umbrales. (Fuente: Isaaks.E,Srivastaba.R, 1989)

=Prob{p <15}

La distribucién obtenida es una distribucion global de los valores de la variable estudiada.

Cuando los datos disponibles no son exhaustivos la férmula para calcular la proporcién de
valores por debajo de un dado umbral se escribe:
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F(zy) = Z At (zx)
=1

donde A son pesos que ponderan cada dato indicador.

El caso de un conjunto de datos exhaustivo corresponde al caso en el cual los pesos asignados a

. 1
cada dato son todos iguales a -

2.6.4.2.2.2. ESTIMANDO DISTRIBUCIONES LOCALES

En muchas aplicaciones practicas la estimacién de una distribucidn global es insuficiente, por lo
gue es necesario la inferencia de la distribucién de valores sobre areas pequefas, esto es,
distribuciones locales.

El procedimiento para estimar distribuciones locales se basa en el mismo concepto que el
utilizado para inferir distribuciones globales: obtener valores medios de indicadores. Solo que
estos valores seran ahora valores medios locales, los cuales se calculan a partir de la informacion
cercana a la localizacién de la distribucién buscada.

Para determinar los valores medios indicadores se pueden utilizar métodos clasicos de
estimacion local como son el método de los poligonos, de la inversa al cuadrado o el Krigeado.
Cuando el Krigeado es aplicado a la variable indicadora, hablamos de Krigeado indicador.

2.6.4.2.2.3. KRIGEADO INDICADOR A TRAVES DE UN EJEMPLO

Se va a realizar en la figura 76 una estimacién de la probabilidad del valor de la variable en el
punto rojo, la cual vale entre 0 y 30.

23 13
0
?
®
21 3
0 19 1
0
12 0
0 0

Fig.76. Datos del ejemplo de krigeado indicador.
(Fuente: Cassiraga, 2015)

Para ello se va a estimar la probabilidad de que esté por debajo de 5, 10, 15, 20, 25, 30.

Lo primero serd que los datos originales que estan en negro los transformamos en indicadores,
en este caso, si se comienza con la probabilidad de que esté por debajo de 5, solo hay un datoy
todos los demas son ceros ya que son valores mayores
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Con los datos transformados, se calcula el variograma. Y con este variograma se hace una
estimacion de la variable indicadora mediante Krigeado simple, de la cual se obtiene su valor
esperado, que coincide con la probabilidad de no ser superado.

Como resultado se obtiene en la figura 77 que la posibilidad de que la porosidad sea menor que
5% es del 7%, valor bajo esperado ya que bdsicamente todos son ceros.

1.0_Krigeado i(5) 1.0_Krigeado i(10)
© s
g §
3 =]
: :
o o
o 05| © 05
B R
2 g
o =]
= s}
8 o
s L
“ oo | | oo\ 4
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Variable 7 Variable Z
&*(5) — Prob*{Z(uU) g 5} — 007 !*(l[]) = Pl’Ob'{Z(ll{]) < l[]} = “27
(0]
Fig.77.Probabilidad de que la porsosidad sea Fig.78.Probabilidad de que la porosidad sea
menor del 5%.(Fuente: Cassiraga, 2015) menor del 10%.(Fuente: Cassiraga, 2015)

En la figura 78 se toma el siguiente umbral 10. Datos por debajo de 10 solo dos. Por ello se
transforman los datos en indicadores, se calcula el variograma de la nueva variable indicadora y
se hace una estimacién por krigeado en ese punto usando los unos y los ceros. Y esa estimacion
nos dara la probabilidad de que se encuentre por debajo de 10, que en este caso es del 27%
(Figura 72)

Se repite lo mismo para el umbral 15,20,25 dando como resultado 50% ,71% y 100%
respectivamente.

Con ello se obtiene una distribucién de probabilidad genérica, ni gaussiana, ni rectangular ni
nada por el estilo. Con ello ya se podrd calcular su valor esperado, su varianza....

2.6.4.2.2.4. LA APROXIMACION INDICADORA PASO A PASO

1. Decidir los umbralesy los valores

2. Transformar los valores originales en tantas variables indicadoras como en umbrales
han sido elegidos

3. Calcular los variogramas indicadores para cada umbral

4. Hacer el Krigeado indicador para cada umbral

5. Correccion de los problemas de relaciones de orden.

1.SELECCION DEL NUMERO DE UMBRALES Y SUS VALORES
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El nimero de umbrales seleccionados influye directamente sobre el aspecto final de Ia
distribucién inferida.

Cuantos mas umbrales tomemos, mas puntos de la distribucion seran estimados. Pero esto esta
limitado en la practica por el nUmero de datos disponibles y por el tiempo necesario para realizar
las interpolaciones correspondientes.

El valor de los umbrales puede ser fijado segun su significancia fisica

Cuando no existe alglin umbral que tenga un interés practico particular, un criterio general muy
utilizado es tomar como umbrales los nueve valores correspondientes a los deciles de la
distribucién experimental de la informacion disponible.

Lo que se busca es tener los umbrales préximos en la zona mds probable para intentar resolver
esa parte con mas precisiéon. Y un poco mas alejados en la zona con menos precisidén. A no ser
gue se esté interesado en los extremos

2.CODIFICACION INDICADORA DE LA INFORMACION

Una vez seleccionados los K umbrales, la informacion disponible debe ser codificada en vectores
de K probabilidades acumuladas:

Prob{Z(u) < zy|informacién especifica local en u} k=1,.. K

La funcién de distribucién discreta anterior representa la informacioén local acerca de z en u
antes de realizar cualquier correccidn o actualizacidn considerando la informacidén cercana y se
la denomina funcién local previa.

Dependiendo de la naturaleza de la informacion local hay diferentes tipos de funciones locales
previas, entre ellas las correspondientes a dato duro o dato de intervalo

e Datoduro
Un dato duro z(us) es una medida precisa del atributo modelizado, esto es, la
incertidumbre acerca de su valor se considera nula o despreciable.
La funcién de distribucién previa local viene dada segun la definicién de funcidn
indicadora como:

<
«,-:(ua;zk)z{ Lsiz(ua) 20y

PIELET]

0 si no

de forma que un dato duro esta representado por un vector completo de indicadores
duros ya que conocemos el valor exacto del dato y los indicadores solo toman los valores
Oo1l.

e Dato de intervalo
Un dato de intervalo z(u.) es una medida imprecisa del atributo modelizado, esto es, la
incertidumbre acerca de su valor no puede ser considera nula, por ejemplo, debido a
errores en la medicion del dato.

La informacidn en la localizacién u, es modelizada como un intervalo de posibles valores
para z tal que z(uq) € (a4, bo] que equivale a decir que aq < z(uq) < by

La funcién de distribucién previa local viene dada segun la definicién de funcidn
indicadora como:
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1 si by, < 21
i(Ua; zk) = {  no definida si z € (A, ba) k=1,...,.K
0 Sl an > 2k

de forma que un dato de intervalo esta representado por un vector incompleto de
indicadores duros ya que no conocemos el valor exacto del dato pero los indicadores
solo toman los valores 0 o 1.

3.CALCULO DE LOS VARIOGRAMAS INDICADORES
El krigeado indicador requiere caracterizar la continuidad espacial de la variable indicadora.

Para cada uno de los umbrales seleccionados es necesario obtener un variograma lo cual hace
que el krigeado ordinario conlleve una tarea de modelizacion mds ardua que los demas
algoritmos de estimacion

En contrapartida es una técnica muy potente ya que permite modelizar de forma diferente los
patrones de continuidad espacial dentro de cada uno de los rangos de valores de la variable
establecidos por los umbrales seleccionados.

Los variogramas indicadores experimentales no sufren tantos problemas como los no
indicadores a causa de los valores erraticos, ya que la variable indicadora sélo puede valer 0 o
1.

Los modelos validos para ajustar a los variogramas indicadores experimentales son los mismos
gue para los variogramas correspondientes a variables no indicadoras

4.KRIGEADO INDICADOR

Una vez que todas las distribuciones previas locales han sido construidas, el objetivo es inferir
el conjunto de funciones de distribucién acumuladas condicionadas locales posteriores en cada
localizacion u, esto es:

F(u; zi|(n)) = Prob{Z(uw) < z|(n)} k=1,...K

Estas funciones estan condicionadas a la informacién |(n) dentro de un vecindario W(u)
centrado en la localizacién u que estd siendo estimada, y estd integrada por indicadores i(uq;zx).

Estimar las probabilidades posteriores en una localizacién u supone realizar el krigeado de los
indicadores disponibles.

Al igual que en el caso de las técnicas de estimacién no indicadoras existen varios tipos de
krigeado segun la forma de la media indicadora y segun el tipo de informacion que interviene
en el proceso de estimacion.

El estimador por krigeado indicador

El estimador general por krigeado tiene la forma siguiente:

n(u)

2@ = m = ) A2 — m(ug)]
a=1

El estimador anterior expresado en términos de la variable indicadora es:
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n(u)

[/ 201 = B 0200} = ) A 21 (s 20) = EU (w3 70)]
a=1

donde A, (u; zk) son los pesos asignados a cada dato indicador i(u; zg) interpretado como el
resultado de una variable aleatoria I (u; z).

Krigeado indicador ordinario

El krigeado indicador ordinario asume que la media indicadora es desconocida y puede fluctuar
dentro de un entorno W(u) alrededor de la localizacién estimada, esto es:

El(u’;z«)} = constante pero desconocida V u” € W(u)

El estimador por krigeado indicador ordinario se escribe:
n
[ (w; zg)]kio = z Aa(W; zi) 1 (U; 2)
a=1
El sistema de ecuaciones del krigeado indicador ordinario es:

Ag C,(ua — uB;ZK) + u (u; zg) = C(ug — u; zg), a=1,..,n

NgE

=
Il
uy

NgE

Ag(u;z) = 1

o
1l
[y

5.CORRECCION DE LOS PROBLEMAS DE RELACIONES DE ORDEN

Las probabilidades posteriores [F(u; z,|(n))]* estimadas en cualquier localizacion u deben
estar entre Oy 1y ser una serie de valores no decrecientes, esto es:

[F (u; zi | ()] € [0,1]
[F(u; z | ())]* < [F(u; 2 |)] V 2 > 2

Dado que las probabilidades anteriores son calculadas una independiente de la otra muchas
veces las relaciones de orden no se cumplen por lo que deben ser corregidas antes de utilizar
los modelos de incertidumbre construidos.

Las dos razones principales que pueden ser causa de este tipo de violaciones son la ocurrencia
de pesos negativos del krigeado y la falta de datos en alguno de los umbrales seleccionados

2.7. Las técnicas de simulaciéon

A través de las técnicas de krigeado multigausiano y krigeado indicador se pueden construir
modelos de incertidumbre local que son funciones de distribucién acumuladas condicionadas
especificas para cada localizacion.
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En muchas aplicaciones de las ciencias del terreno es necesario una evaluacién de la
incertidumbre acerca de los valores de un atributo en muchas localizaciones tomadas
conjuntamente. A este tipo de incertidumbre se la denomina incertidumbre espacial.

La evaluacién de la incertidumbre espacial se lleva a cabo a través de la generacién de multiples
realizaciones de la distribucion espacial del atributo de interés, proceso que se denomina
representacion estocastica o simplemente simulacion.

Las representaciones generadas se utilizan luego como entradas a funciones de transferencia 'y
estudiando la distribucion de los valores de respuesta.

2.7.1. Estimacidn versus simulacién

Los algoritmos de estimacién dan como resultado una Unica representaciéon del atributo
interpolado, esto es, la distribucion espacial desconocida de un parametro z es representada
por un Unico grupo de valores estimados {z*(u),u € D}, siendo D el dominio del problema. Cada
valor estimado z*(u) considerado independientemente de sus valores vecinos es el “mejor”
estimador posible de acuerdo a un determinado criterio de optimalidad.

En cambio, se llama simulacidn estocastica al proceso de generar multiples campos de una
variable z modelizada como una funcién aleatoria Z(u), esto es {z!/(u), u € D}, siendo D el dominio
del problemay conl=1,...,.L denotando la |-ésima realizacion de los valores de z.

Considerada como un todo, una imagen estimada hace honor a los datos experimentales, pero
no al histograma experimental o a las caracteristicas experimentales de continuidad espacial,
mientras que las imdgenes generadas en la simulacién si que lo hacen a ambas tres (Figura 79).

Estimacion

Simulacién

Fig.79. Estimacion versus simulacion. (Fuente: Cassiraga, 2015)

Los algoritmos de estimacion, ademas, tienden a suavizar la variacion espacial del atributo
interpolado, es decir, los valores pequefios son sobreestimados y los altos subestimados.
Ademas, este suavizado no es uniforme, es minimo cerca de los datos y se acentla cuando nos
alejamos de ellos, en consecuencia, un mapa interpolado presenta una mayor variabilidad en
las areas mas densamente muestreadas, por ello no son dptimos para aplicaciones sensibles a
la presencia de valores extremos y a sus patrones de continuidad espacial.
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Fig. 80. Estimacion versus simulacion. Suavizado de la estimacion. (Fuente: Cassiraga, 2015)

En cuanto a la evaluacién de la incertidumbre se observa en la figura 80 los algoritmos de
estimacidn permiten construir modelos locales de incertidumbre, en cambio, el conjunto de
multiples imagenes de la realidad desconocida generadas por simulacidn estocdstica provee una
medida visual y cuantitativa de la incertidumbre espacial del atributo modelizado.

2.7.2. Simulacién secuencial

En el libro An Introduction to applied Geostatistics (1989), decribe que la simulacion secuencial
es una técnica de simulacion muy poderosa, ademads, sus bases tedricas son faciles de
comprender y pueden ser adaptadas para resolver diferentes problemas de simulacién.

2.7.2.1. Teoria

Se considera que Z(u;),j = 1,...,N es un conjunto de variables aleatorias definidas en N
localizaciones u; dentro del area de estudio A. Entonces el objetivo es generar realizaciones
conjuntas de estas N variables aleatorias condicionadas al conjunto de datos z(u,),a =
1,...,n, es decir:

z2W(),j=1.,N 1=1,.,L

Tal generacién equivale a muestrear la funcidn de distribucidn acumulada condicional N-variada
siguiente:

F(uy,...,uy; zq,...2y [(n))
La simulacién conjunta de los valores de Z en dos localizaciones u; y u,, es decir:
z0w),ZPw,), 1=1,..,L
puede llevarse a cabo muestreando la funcion de distribucion acumulada condicional bivariada
F(uy,uz; 21, 2,|(n) = Prob{Z(w,) < z;,Z(u3) < z;|(n)}

Aplicando el teorema de Bayes la funcién de distribucién acumulada condicional bivariada
queda:

F(uy,uy; 21, 25| (n) = F(uy; 22| (n + 1)) F (uy; 2, 1(n))

donde |(n + 1) denota el condicionamiento a los n datos z(uq) mas el valor generado de Z(u1), es
decir, z"(u1).
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La aplicacion recursiva del teorema de Bayes permite expresar la funciéon de distribucién
acumulada condicional N-variada como un producto de N funciones de distribucién acumuladas
condicionales univariadas, es decir:

F(ul, v, Uy Zq, ...,ZN|(TL) = F(uN, ZN|(n + N — 1))F(uN_1, ZN_1|(Tl + N — 2)) ......

wFug; z|(n + 1)). F(ug; 1))

donde, por ejemplo, F(uN; zN|(n + N — 1)) es la funcidon de distribucién acumulada
condicional dados los n datos y las N -1 realizaciones de Z, es decir, z() (u;),j=1..,N-1

2.7.2.2. Algoritmo de simulacién secuencial
Para generar una realizacién del vector aleatorio Z(u;),j = 1, ..., N via simulacién secuencial
seguiremos los siguientes N pasos:

1. Generacién de un valor z(u;) a partir de la funcién de distribucién acumulada
condicional de Z (u, ) dados los valores de los datos (n)

2. Generacion de un valor z(u; ) a partir de la distribucién condicional de Z(u;) dado que
Z(uq) =z(uq ) y dados los valores de los datos (n)

N. Generacion de un valor z(uy ) a partir de la distribucién condicional de Z (uy ) dado
que{Z(uy)=2z(uy ), Z(uy)=2z(uy),..., Z(uy_1) = z(uy_1 ) } y dados los valores de los datos

(n).

Todo ello se obtendra de la siguiente forma:

A. Seleccionar aleatoriamente una B. Construir la funcion local de
localizacién donde la variable atin no distribucion de probabilidades
ha sido simulada. condicionada a los datos disponiblesy a

los nodos previamente simulados.

17.1 T
26.2
?
x
1.2
219
0 Znax
Fig.81. Paso A. Seleccion localizacion. Fig.82. Paso B. Construccion funcion local de

distribucion de probabilidades condicionada.

(Fuente: Cassiraga, 2015)
(Fuente: Cassiraga, 2015)
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C. Muestrear la funcién local de D. Asignar el valor generado al nodo
distribucién de probabilidades siendo simulado y en adelante este valor
condicionada para obtener un valor de serd tratado como un dato para la

la variable simulacién de los nodos restantes.

17.1 T
26.2
16.1
0.37
112 219
0 16.1 Zindx
Fig.83. Paso C. Obtencién del valor de la Fig.84. Paso D. Asignar el valor al nodo

variable. (Fuente: Cassiraga, 2015)

simulado. (Fuente: Cassiraga, 2015)

E. Repetir la secuencia anterior hasta que todos los nodos han sido simulados.

2.7.2.3. Distribuciones condicionales
La funcidn de densidad de probabilidad condicional de una sola variable dado un grupo de
variables aleatorias condicionantes puede ser construida para algunos modelos multivariados:

e Modelo multigausiano o paramétrico que da origen a la técnica de simulacién gausiana

secuencial:

o Simulacion de un sélo atributo.

1.

Comprobar que la eleccion de un modelo multigausiano es apropiada, lo
cual supone primero calcular la transformada normal de los datos y segundo
verificar la normalidad bivariada de los datos transformados.

Aplicar el algoritmo de simulacién secuencial a los datos transformados
teniendo en cuenta que en cada nodo los pardmetros de la funcidn de
distribucién acumulada condicionada son determinados realizando un
krigeado simple y asimilando su media y su varianza a los de una distribucion
normal

Una vez que todos los nodos han sido simulados es necesario realizar la
transformacion inversa a la normal lo cual nos devuelve al espacio de los
datos originales.

Una nueva simulacion se puede conseguir repitiendo los pasos 2 y 3 pero
siguiendo un camino aleatorio diferente.

o Simulacién de un atributo incorporando informacion secundaria.

1.

Comprobar que la eleccion de un modelo multigausiano es apropiada, lo
cual supone primero calcular la transformada normal de los datos de cada
variable y segundo verificar la normalidad bivariada de cada uno de estos
conjuntos de datos transformados.

Aplicar el algoritmo de simulacién secuencial a los datos transformados
teniendo en cuenta que en cada nodo los pardmetros de la funcidon de
distribucién acumulada condicionada son determinados realizando un
cokrigeado simple y asimilando su media y su varianza a los de una
distribucién normal.
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3.

Una vez que todos los nodos han sido simulados es necesario realizar la
transformacion inversa a la normal lo cual nos devuelve al espacio de los
datos originales.

Una nueva simulacion se puede conseguir repitiendo los pasos 2 y 3 pero
siguiendo un camino aleatorio diferente

o Simulacidn conjunta de varias variables.

1.

Comprobar que la eleccién de un modelo multigausiano es apropiada, lo
cual supone primero calcular la transformada normal de los datos de cada
variable y segundo verificar la normalidad bivariada de cada uno de estos
conjuntos de datos transformados

Aplicar el algoritmo de simulacién secuencial a los datos transformados de
idéntica manera que para simular una variable, sélo que en lugar de simular
un valor en cada nodo, se simula un vector con un nimero de componentes
igual al nimero de variables principales. Cada nodo simulado se condiciona
a los datos disponibles mas cercanos de la variable a simular, de las demds
variables principales, de las variables secundarias, y a los valores
previamente simulados.

Concluida la simulacidn es necesario realizar la transformacién inversa a la
normal lo cual nos devuelve al espacio de los datos originales.

Una nueva simulacion se puede conseguir repitiendo los pasos 2 y 3 pero
siguiendo un camino aleatorio diferente.

Modelo no paramétrico que da origen a la técnica de simulacién indicadora secuencial:
o Simulacién de un sélo atributo.

La simulacién indicadora secuencial de un atributo continuo zen N nodos de una
malla u” condicionada a los datos {z(uc), a = 1,...,n} procede como sigue:

1.

Discretizar el rango de variacion de z en (K + 1) clases a través de K valores
umbrales zy.

Transformar cada dato z(u,) en un vector de indicadores duros (ceros y
unos) definidos a partir de:

ituiz) = {

1siz(ua) < 24
0si z(u,) > 2z

Definir un camino aleatorio que visite cada nodo de la malla sélo una vez.
En cada nodo u”:

a. Determinar los K valores de la funcién de distribucién acumulada
condicionada haciendo un krigeado simple de los indicadores para
cada uno de los K umbrales.

b. Corregir las posibles desviaciones en las relaciones de orden e
interpolar y extrapolar para determinar un modelo completo de
funcion de distribucién acumulada condicionada.

c. Generar un valor simulado a partir de la funciéon de distribucién
acumulada condicionada.

Agregar el valor simulado al conjunto de datos condicionantes.
Pasar al siguiente nodo seglin el camino aleatorio establecido y
repetir los pasos 1a 4
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Para generar otra realizacion repetimos el algoritmo con un camino aleatorio
diferente a partir de C.

2.7.2.4. Consideraciones acerca de la simulacion
2.7.2.4.1. Reproduccion de los estadisticos del modelo

Las realizaciones generadas via simulacién reproducen los estadisticos del modelo en valor
esperado.

Las discrepancias entre los estadisticos de cada realizacién y los impuestos a través de un
modelo se denominan fluctuaciones ergddicas. Estas estan influenciadas por:

e El algoritmo utilizado para generar el conjunto de realizaciones: exceptuando el
recocido simulado, las técnicas de simulacion reproducen el modelo de variograma
impuesto en valor esperado, es decir, en media sobre un gran nimero de realizaciones.

e la densidad de los datos condicionantes: las fluctuaciones ergddicas disminuyen si el
nimero de datos condicionantes aumenta y los estadisticos impuestos fueron
modelizados a partir de esos datos.

e Los pardmetros del variograma y el tamafio de la malla simulada: si el rango del
variograma impuesto es grande con respecto al tamafio de la malla simulada las
fluctuaciones ergddicas son mayores.

2.7.2.4.2. Visualizacidn de la incertidumbre espacial

El conjunto de realizaciones generadas por simulacién estocdstica provee una medida de
incertidumbre acerca de la distribucidn espacial de los valores del atributo estudiado.

La incertidumbre espacial puede visualizarse a través de:

e Animaciones: visualizacidon de las realizaciones en una rapida sucesién.

e Mapas de probabilidad: en cada nodo simulado la probabilidad de exceder un
determinado umbral se calcula como la proporcién de valores que estan por encima de
ese umbral considerando el conjunto de realizaciones.

e Mapas de cuantiles: en lugar de mostrar la probabilidad de excedencia se muestran los
cuantiles para un determinado valor de probabilidad.

e Mapas de dispersidn: representacion grafica de alguna medida de dispersidn (varianza,
rango intercuartil, etc.) para cada localizacién a través del conjunto de realizaciones.

Un ejemplo se puede observar en la figura 85.
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Mapa de probabilidades [k < 48 mD)
-

Mapa de cuantles [P = 0.8)
]

Mapa de varianzas

A

(c)

Fig.85. Mapa de probabilidades (a), mapa de cuantiles (b) y mapa de dispersién (varianza) (c).
(Fuente: Cassiraga, 2015)

2.7.2.4.3. Eligiendo un algoritmo de simulacién

Ill

No existe un algoritmo que sea el “mejor” para resolver todos los problemas practicos o, en
otras palabras, el “mejor” algoritmo de representacion estocastica depende del problema al que
nos enfrentamos.

En muchos casos una combinacién de algoritmos resulta ser el mejor procedimiento a seguir.
Algunos factores que condicionan la eleccidn de un algoritmo de simulacidn son:

1. Los objetivos del estudio.

2. El tiempo humano y de CPU requerido para la generacidn de realizaciones.

3. La cantidad de informacién relevante a tener en cuenta.

4. La precision y la exactitud de las predicciones probabilisticas realizadas.

El algoritmo de simulacidn por campos de probabilidad y los algoritmos gausianos demandan
menos esfuerzo por parte del modelizador y de los ordenadores con respecto a los indicadores.
En contrapartida, los algoritmos indicadores son mas flexibles a la hora de incorporar
informacidn.
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La precisién y la exactitud se refiere al comportamiento de los algoritmos de simulacién en
relacion a la distribucién de las variables de respuestas de los modelos matematicos en las que
las simulaciones son utilizadas como entradas.

Una distribucién de respuestas se considera exacta cuando la respuesta verdadera estd
comprendida en algun intervalo de probabilidad de interés.

Una distribucion de respuestas se considera precisa en funcién de la dispersion de sus valores

En cuanto a la precisién, la precision de un algoritmo de simulacién es una medida
frecuentemente llamada espacio de incertidumbre.

Una mayor cantidad de informacion condicionante no necesariamente reduce el espacio de
incertidumbre: si agregamos datos que entran en conflicto con los que habia, la incertidumbre
en las respuestas puede crecer.

2.8. Ejercicio ejemplo de aplicacién

Como ejemplo aplicacidon de la teoria anteriormente expuesta, se trabajara con un conjunto de
datos de datos Berea (Giordano et al., 1985)que consiste en 1600 medidas de permeabilidad
distribuidas regularmente en una malla de 40 por 40 celdas sobre una seccidén de arenisca de
Berea de 61 cm por 61 cm. Este conjunto de datos ha sido aumentado con un conjunto de 64
medidas de porosidad generadas sintéticamente, asegurando la existencia de cierta correlacion
entre ambas variables.

Ademas, de los 1600 datos de permeabilidad se han seleccionado 64 datos por muestreo
aleatorio estratificado. Tras dividir el drea de trabajo en 64 paneles de igual tamafio, se ha
elegido una muestra al azar en cada uno de los paneles. En cada uno de los 64 puntos se ha
muestreado permeabilidad y porosidad.

Para su resolucién se utilizara el software S-GeMS (Standford Geostatistical Modeling Software),
version 2.1.

Los pasos a seguir en dicha resolucién consistirdn en los ya indicados anteriormente:

1. Anadlisis de los datos para lo cual se realiza tanto un andlisis univariado como bivariado
de los datos para asi poder tanto representar graficamente los valores y las
localizaciones de los datos y verificar si existe algun valor fuera del rango como explicar
la relacion entre dos variables en juego.

2. Analisis estructural para encontrar un modelo de continuidad espacial y asi poder
utilizarlo en los siguientes apartados. Para ello se obtendra el variograma al cual se le
ajustara un modelo.

3. Estimacidn. Una vez realizado el apartado anterior, se puede realizar la estimacién de
la variable de interés en aquellas localizaciones donde no la conocemos. Para ello se
utilizaran diferentes técnicas de estimacién que contiene el software y distintos
parametros de continuidad espacial, para asi poder comparar los diferentes resultados.

4. Simulacién. Utilizando el algoritmo de simulacién gausiana secuencial, que dispone
S_GeMS, se generardan 100 campos de permeabilidad condicionados a los 64
muestreados. A parte de ello, con la opcion “Postsim” se procesaran os resultados
obtenidos.
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2.8.1. Analisis de los datos

2.8.1.1. Andlisis Univariado

Tanto en la figura 86 como en la figura 87 se observan los valores de la porosidad vy
permeabilidad respectivamente.

En ambos se comprueba que los picos de valores se encuentran en el NE de la zona de estudio.
Sin embargo, mientras que la porosidad también dispone en el SE otra zona con valores altos, la
permeabilidad muestra un Unico dato con un valor muy superior con respecto al resto, por lo
gue se puede suponer que es un valor erréneo ya sea por un error de medicion, de toma de
datos...

Los rangos de valores mas bajos, en contraste, se encuentran en la zona opuesta en el suroeste
para ambas variables Teniendo un cambio gradual de los valores mas bajos para la porosidad de
4.68 hasta los valores mas altos en el noreste de 21 y de 15.32 hasta 101 para la permeabilidad.

Fig.86. Ejemplo aplicacion. Datos porosidad disponibles.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Bl

21

Fig.87. Ejemplo aplicacion. Datos permeabilidad disponibles.
(Fuente: Elaboracion propia)

Es por ello, que a simple vista se suponga que la direccién de maxima y minima variacion sea
entorno a N45-35E y N45-55W respectivamente.

A continuacidn, se estudian los histogramas con sus correspondientes funciones de probabilidad
acumulada y sus estadisticos para los 64 datos que se muestran en las figuras 88 y 89.
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Fig.88. Ejemplo aplicacion. Histograma permeabilidad.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.89. Ejemplo aplicacion. Histograma porosidad.
(Fuente: Elaboracién propia)
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En el caso de la porosidad, las medidas de posicion (media y mediana) indican el valor central
de la distribucidn, y en este caso aproximadamente coinciden los dos estadisticos en el valor 9.
Esto significa que la distribucidn es bastante simétrica y que la valoracién media de la porosidad
no seria del todo incorrecta.

En el caso de la permeabilidad se obtiene una media de 56,21 con un valor muy similar a la
mediana (55). Siendo en este caso lo que destaca el coeficiente de variacion de la media de
295.3, lo que muestra la heterogeneidad de los valores de la variable mientras que para la
porosidad este representa un valor bajo (6.38), siendo este por ello mas homogéneo.

2.8.1.2. Andlisis Bivariado

Para el analisis bivariado se hara uso tanto del diagrama de dispersidn para las 64 parejas de
valores de la permeabilidad y porosidad como del diagrama de cuantiles que se muestran en las
figuras 90y 91.

(=)
T Y T NI |

s

30 40 50 60 70 80 an 100
Permeab.

Summary Statistics

plotted data 64 X variable Y variable

Coef. correl 0.634937 Number of data 64 Number of data 64
Mean 56.2109 Mean 9.62656
Variance: 295.3 Variance 6.38315

Fig.90. Ejemplo aplicacion. Diagrama de dispersion. (Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.91. Ejemplo aplicacidn. Diagrama de cuantiles. (Fuente: Elaboracion propia)

En el diagrama de dispersidn, cuyo objetivo es poder comparar la relacién que existe entre dos
variables, nos muestra si hay alguna muestra que esté fuera del rango, el cual este extrafiamente
alejado de la nube de puntos. En este caso, en la figura 91, se puede observar que la nube de
puntos sigue una correlacidon positiva, es decir, para valores altos de una variable, le
corresponden valores altos de la segunda variable, sin embargo, en la zona inferior, se pueden
observar varios puntos que no siguen esa “norma” y por tanto se les puede considerar como
erratas, ya sea por errores en la medicidn, en la transcripcion, ...

En cuanto al diagrama de cuantiles de las 64 parejas de valores, en el cual los cuantiles de dos
distribuciones son representados versus el otro, se puede observar una clara tendencia lineal
entre ambas, aunque al tener escalas diferentes, el hecho de que se concentren en torno a la
recta de 452 no tiene un significado especial.

2.8.2. Andlisis estructural

Como se ha dicho anteriormente en el libro An introduction to Applied Geostatistics (1989); en
este apartado se busca obtener un modelo de continuidad para la variable permeabilidad. Para
ello, se experimentard con el cédlculo de variogramas y el ajuste de modelos a dichos
variogramas.
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Para ello primeramente se obtiene el variograma omnidireccional de la permeabilidad con el
cual se puede obtener el alcance y el vector separacidn, el cual nos permitird construir diferentes
variogramas direccionales con los cuales poder evaluar la existencia o no de anisotropia y las
direcciones de maxima y minima continuidad espacial.

Ademas, una vez terminado el andlisis de los variogramas experimentales, se ajustara el modelo
correspondiente, pudiendo asi escribir la ecuacién del modelo ajustado.

2.8.2.1. Variograma omnidireccional.
Para la obtencidn de este, se necesita caracterizar el vector separacién, para ello es necesario
establecer el nimero de intervalos a calcular y el médulo de dicho vector.

Para ello se tomara como criterio:

e En la estimacion del variograma omnidireccional los pares de las observaciones se
agrupan segun la distancia dentro de un intervalo h = h con una tolerancia + Ah 2 y
dentro de una direccion 6 con una tolerancia + AB 2. El variograma omnidireccional asi
estimado es considerado suavizado o regularizado.

e Ademds, debe ser considerado solamente para pequeiias distancias por lo que
generalmente, se estima para valores de h menores que la mitad de la distancia maxima

(Ih] < %max),

e También se realizara de tal forma que la meseta del variograma no exceda el valor de la
varianza de los 64 datos de permeabilidad (295.3), para asi poder obtener un valor inicial
del valor de la meseta en los variogramas direccionales.

e La eleccion del nimero de intervalos es arbitraria. No obstante, se considera que un
numero maximo de 25 intervalos es suficiente para cualquier propédsito, y un minimo de
10 debe ser usado para determinar con precision el rango y la meseta del dicho
variograma

e Ellargo de los intervalos debe ser elegido de forma tal que el nimero de pares en cada
intervalo sea lo suficientemente grande para que el valor estimado del variograma
omnidireccional sea relativamente estable. Se considera que entre 30 y 50 pares
satisfacen este requerimiento.

Con estos criterios iniciales, y tras diversas pruebas realizadas, se ha obtenido como valores
Optimos:

Numero de intervalos 12
Vector separacién 2
Tolerancia 1

Tabla 8. Ejemplo aplicacion. Numero de intervalos, vector separacion y tolerancia optimos
variograma omnidireccional . (Fuente: Elaboracion propia)

En la figura 92 se observa que aun no cumpliendo en uno de los puntos el nimero de pares de
valores suficiente para obtener un estimador fiable y estable (11 pares de valores en vez del
minimo 30), cumple el resto de recomendaciones establecidas anteriormente.

106



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

plot 1: variogram - Omni-directional

distance

Fig.92. Ejemplo aplicacion. Variograma omnidireccional. (Fuente: Elaboracion propia)

A este se le ajusta un modelo para asi poder obtener pardmetros necesarios para la obtencion
de las direcciones de maxima y minima continuidad del apartado siguiente, como puede ser el
efecto pepita y la meseta de 249.1. Obteniendo el siguiente variograma ajustado de la figura 93.
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Fig.93. Ejemplo aplicacion. Variograma omnidireccional ajustado. (Fuente: Elaboracion propia)
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2.8.2.2. Variograma direccional.

Una vez obtenido el vector separacién y el nimero de intervalos éptimos, se realiza el proceso
anterior, pero para diferentes direcciones. Con ello se podra observar si el fendmeno a estudiar
es isétropo, es decir, si se comportara siempre igual en cualquier direccién, tendran el mismo
alcance, punto a partir del cual se pierde la correlacion espacial, no hay continuidad espacial.

Para ello se calculan los variogramas direccionales en varias direcciones tipicas y se compararan
los alcances de unos con otros. Si todos tienen un valor muy similar el fendmeno se considerara
isétropo, sin embargo, si varian de una direccién a otra, el fendmeno serd anisétropo, y se
deberd determinar las direcciones de mdxima y minima continuidad a través de la elipse de
anisotropia.

Para ello se toma una tolerancia angular de 302 y un ancho de banda de 50, ademas de los
valores obtenido en el apartado anterior. A continuacién, en la Tabla 9, se muestra las distintas
direcciones tomadas y los alcances correspondientes a cada direccién.

Direcciones Alcance
NOW 15
N30W 17.5
N6OW 19
NoowW 18
N120W 14
N150W 14
N180W 15

Tabla 9. Ejemplo aplicacién. Direcciones tomadas y alcances obtenidos. (Fuente: Elaboracion propia)

En la figura 94 se muestran los variogramas obtenidos para cada una de las direcciones.
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Fig.94. Ejemplo aplicacion. Variogramas direccionales. (Fuente: Elaboracion propia)
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N57W N33E

Fig.95. Ejemplo aplicacion. Elipsoide de anisotropia. (Fuente: Elaboracién propia)

Se muestran los variogramas correspondientes a las direcciones de maxima (figura 96) y minima
continuidad (figura 97) ajustados al modelo.

plot 2: variogram - azth=-57, dip=0

Variogram Model
300 - * Mugget Effect [37.4
Wb, of Structures [1 =]
Structure 1

250 " Sil (Contribution) [211.4

- — Type [spnencal <]

T Ranges
,’/’-
o Max ——— ——[5 Reset
T
—
200 = * ~ .
" x - ed 5 rem
~
-
7 * % e |
150 x T L
T ®
-~ '/’/
~
-
/
100 e
-
~ -
,//
//.
e
50 ///
0
o 5 10 15 20 25
e

Fig.96. Ejemplo aplicacion. Elipsoide de anisotropia. Variograma direccional mdxima continuidad ajustada.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.97. Ejemplo aplicacion. Variograma direccional minima continuidad ajustada. (Fuente: Elaboracion propia)

Se le ajusta al variograma un modelo esférico de ecuacién:
y(h) = 37.4 + 211.7 Sph(h)[amax = 25; Amin = 15; a = —579]
Donde:

e Efecto pepita 2> 37.4

e Meseta = 249.1 (Contribucion 211.7)

e Alcance de maxima continuidad 2 25

e Alcance de minima continuidad 215

e Direccién de maxima continuidad = -572

2.8.3. Krigeado

Una vez analizados los datos y construido el modelo de continuidad espacial, SGeMS permite
realizar estimaciones de una variable espacialmente distribuida en aquellas localizaciones donde
no la conocemos, siendo el objetivo, la obtencién de un mapa de permeabilidad utilizando como
datos condicionantes los 64 datos de esa variable y el modelo de continuidad espacial que para
ella ha sido construido.

A continuacion, se realizan diferentes estimaciones mediante Krigeado ordinario en las cuales
se iran variando los pardmetros para asi ver la influencia que cada uno de ellos tiene en dichas
estimaciones.

2.8.3.1. Estimacion campo permeabilidad mediante krigeado ordinario.

Para la estimacion del campo de permeabilidad, se ha empleado un krigeado ordinario con un
vecindario de busqueda circular de 50 (Lo suficientemente grande para que al menos contenga
la elipse de anisotropia)
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Fig.98. Ejemplo aplicacion. Campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.99. Ejemplo aplicacion. Varianza campo de permeabilidad estimado mediante Krigeado ordinario.
(Fuente: Elaboracidn propia)

Como cabia esperar, se puede observar en la figura 98 que en la direccién de maxima
continuidad N57W la variacion de los valores de permeabilidad es minima, mientras que en su
perpendicular N33E es maxima, coincidente con la direccién de minima continuidad.
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En cuanto a la varianza de los datos observamos en la figura 99 que los mayores valores se
encuentran en los extremos superior derecho e inferior izquierdo, coincidentes con la direccidn
de minima continuidad, lo que tiene sentido a la vista de la definiciéon de varianza la cual es
definida como la esperanza del cuadrado de la desviacion de dicha variable respecto a su media.

2.8.3.2. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Efecto pepita

En este apartado se quiere observar la influencia del efecto pepita en el modelo de continuidad
espacial a la hora de hacer las estimaciones. En este caso, se ha aumentado considerablemente
el efecto pepita hasta 200, de forma que si no se varia la meseta, la contribucion sera de 49.1,
guedando por lo tanto como ecuacion del modelo esférico:

y(h) =200 + 49.1 Sph(h)[amax = 25; Amin = 15; a = —579]

Tras su estimacion se ha podido comprobar que los valores estimados tienen una variacién mas
suave que la inicial ya que casi toda la continuidad se pierde a pequefias distancias. Es por ello
que la correlacién entre los datos es menor.

Fig.99. Ejemplo aplicacidn. Efecto pepita en el campo de permeabilidad estimado. (Fuente: Elaboracién propia)
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Fig.100. Ejemplo aplicacion. Efecto pepita en la varianza del campo de permeabilidad estimado.
(Fuente: Elaboracion propia)

Si la continuidad se pierde muy rdpidamente, se puede comprobar que la varianza da valores
muy altos.

2.8.3.3. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Efecto pepita puro
Si el caso anterior se lleva al extremo, siendo el efecto pepita puro, hay una pérdida de
continuidad espacial, como se puede ver en la figura 101.

En este caso, los puntos muestreados solo dan informacion de dicho punto, pero en cuanto se
desplaza algo, no hay continuidad, estructuralmente todos estardn igual de lejos, ninguno
recibira mas peso que otro. Por ello el campo de estimacién en principio deberia presentar el
mismo color en todo el campo. Pero como el programa SGeMS no permite realizar estimaciones
con el efecto pepita puro, se ha dado un valor muy alto de él y por ello se ve que la variacion es
muy suave, con un rango de valores minimo.
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Fig.101. Ejemplo aplicacion. Efecto pepita puro en el campo de permeabilidades estimado.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.102. Ejemplo aplicacion. Efecto pepita puro en la varianza del campo de permeabilidad estimado.
(Fuente: Elaboracion propia)

En cuanto a la varianza se observa en la figura 102 que es maxima, como cabia esperar.
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2.8.3.4. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Cambio escala variograma
Este apartado se centrard en estudiar el efecto que produce un cambio de escala en el
variograma calculado inicialmente. Para ello, se dobla el valor del variograma inicial:

y(h) = 74.8 + 423.4 Sph(h)[amax = 25; Amin = 15; a = —579]

101

Fig.103. Ejemplo aplicacion. Efecto de doblar el variograma en la estimacion del campo de permeabilidades. (Fuente:
Elaboracion propia
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Fig.104. Ejemplo aplicacion. Varianza del campo de permeabilidades estimado al doblar el variograma.
(Fuente: Elaboracion propia)

A la vista de los resultados (Figura 103), el doblar el variograma no afecta de manera perceptible
al caso inicial (Figura 98), al igual que ocurre con la varianza

2.8.3.5. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Efecto cambio modelo
continuidad espacial

En cuanto al modelo de continuidad seleccionado, se eligié un modelo esférico ya que éste
proporcionaba un mejor ajuste. Sin embargo, a continuacidn, se van a estudiar los otros dos
tipos (Exponencial y Gausiano) que el programa SGeMS permite utilizar.

A continuacion, en las siguientes figuras se muestran los diferentes variogramas (esférico,
exponencial y gaussiana) con sus correspondientes estimaciones.
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Fig.105. Ejemplo aplicacion. Modelo esférico. (Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.106. Ejemplo aplicacion. Modelo exponencial. (Fuente: Elaboracidon propia)
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Fig.107. Ejemplo aplicacion. Modelo gausiano. (Fuente: Elaboracidn propia)
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Ambos modelos (figura 105 y 106) dan soluciones aproximadas. Sin embargo, en el modelo
gausiano (figura 107), la continuidad se pierde mas tarde ya que, como se puede observar en el
variograma, este modelo comienza con tangente nula.

2.8.3.6. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Efecto del alcance
En este apartado y en los dos siguientes se llevaran a cabo estimaciones con distintos alcances
estudiando su distinto efecto.

Como bien se ha comentado, en este

En este caso se vera el efecto de doblar el alcance en la direccidon de mayor continuidad, pasando
de 25 a 50, manteniendo el resto de parametros como el inicial:

y(h) = 37.4 + 211.7 Sph(h)[amax = 50; amin = 15; a = —579]

87.67

Fig.108. Ejemplo aplicacion. Efecto de doblar el alcance en la estimacion del campo de
permeabilidades. (Fuente: Elaboracidn propia)
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&1

Z1

Fig.109. Ejemplo aplicacion. Varianza del campo de permeabilidades estimado al doblar el alcance.
(Fuente: Elaboracion propia)

Al doblar el alcance, cada dato tiene una mayor influencia en la estimacion de los datos entre
los puntos que estan préoximos. Es por ello, que se observa una mayor continuidad en la direccion
de maxima continuidad.

Lo mismo se puede comprobar con el campo de varianzas de la figura 109, que disminuye su
valor con respecto al campo inicial de la figura 99.

2.8.3.7. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Alcances direccién de
mdxima continuidad igual a direccion minima continuidad.

En este caso, se tomara como alcance para la direccién de maxima continuidad el mismo valor
que para la direcciéon de minima continuidad, por lo que el campo de continuidad espacial se
asume un circulo de radio 15.

y(h) = 37.4 + 211.7 Sph(h) [@max = 15; amin = 15; a = —579]

Comparando con el campo inicial calculado en la figura 98, las variaciones son minimas, ello se
debe a que la anisotropia sigue estando presente.
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Fig.110. Ejemplo aplicacion. Efecto de igualar el alcance de mdxima continuidad con el de minima continuidad en la
estimacion del campo de permeabilidades. (Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.111. Ejemplo aplicacion. Varianza del campo de permeabilidades estimado al igualar el alcance de mdxima
continuidad con el de minima continuidad. (Fuente: Elaboracidn propia)
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2.8.3.8. Estimacion campo permeabilidad mediante Krigeado ordinario. Inversion alcances
direcciones de mdxima y minima continuidad.

En este caso se ha seguido el siguiente modelo de continuidad espacial:

y(h) = 37.4 + 211.7 Sph(h)[amax = 15; amin = 25; a = —579]

En este caso, se observa en la figura 112 que al imponer los valores invertidos, la direccién de
maxima y minima continuidad también se han invertido, siendo en este caso la direccion de
maxima continuidad la que corresponderia realmente a la de minima, siendo por ello muy
sensible a errores.

87.67

Fig.112. Ejemplo aplicacidn. Efecto de invertir los alcances de las direcciones de mdxima y minima
continuidad en la estimacion del campo de permeabilidades. (Fuente: Elaboracién propia)
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2.8.4. Cokrigeado

En este apartado se pretende utilizar como técnica de estimacion el cokrigeado y asi poder
comparar el impacto que conlleva el incorporar en el proceso de estimacién de una variable
informacién secundaria que no es exhaustivamente conocida, en este caso la porosidad.

Para ello se han empleado los variogramas de la permeabilidad y porosidad y el variograma
cruzado de ambas siguientes:

Yi(h) = 37.4 + 211.7 Sph(h) [@pmax = 70; amin = 12; @ = =57°(h)]
Yp(h) = 2.3 +17.8 Sph(h)[amax = 70; Amin = 12; & = =57°(h)]

Yip(h) = 7.6 + 17.8 Sph(h)[amax = 70; amin = 12; a = =57°(h)]

Se comienza realizando el mapa de permeabilidad con 16 datos por Krigeado ordinario (figura
113) para después considerar ademas los 64 datos de porosidad como variable secundaria
mediante cokrigeado (figura 114).

Fig.113. Ejemplo aplicacion. Campo permeabilidades por krigeado ordinario mediante 16 datos
permeabilidad. (Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.114. Ejemplo aplicacion. Campo permeabilidades por cokrigeado mediante 16 datos
permeabilidad y 64 porosidad. (Fuente: Elaboracién propia)

A la vista de los resultados se puede observar que utilizando la técnica del cokrigeado los
resultados obtenidos son mas precisos, en los cuales destaca la anisotropia, alargando las zonas
con mayor continuidad.

2.8.5. Simulacién gausiana secuencial

La simulacidn reproduce la variabilidad espacial de los valores reales mientras que en las
estimaciones se produce un suavizado de las dispersiones reales, ademas, estas ultimas no
reproducen las propiedades estadisticas de la funcién aleatoria, mientras que las simulaciones
Si.

Por ello, y utilizando el algoritmo de simulacién gaussiana secuencial se van a generar 100
campos de permeabilidad condicionados a los 64 datos para después procesar los resultados
mediante la opcién Postsim de SGeMS vy asi poder obtener distintos estadisticos.

A continuacion, se muestran 6 de las 100 simulaciones obtenidas a partir del variograma hallado
en el apartado 2.2 (figura 115).
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Fig.115. Ejemplo aplicacién. Simulaciones obtenidas del campo de permeabilidades (6/100).
(Fuente: Elaboracion propia)

A simple vista se puede observar que los resultados varian ampliamente, aunque la tendencia
de anisotropia expuesta a lo largo de la practica se conserva.

Una vez obtenidas las simulaciones correspondientes, se puede obtener los diferentes
estadisticos a través de la opcion PostSim.

Primeramente, se estudiara el valor esperado punto a punto de las realizaciones, dando los
resultados obtenidos en la figura 111. En ella se puede ver que la media de los resultados se
parece a las simulaciones obtenidas. Por ello se puede concluir que este valor esperado se puede
utilizar como una buena aproximacion del campo de permeabilidades.
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Fig.116. Ejemplo aplicacidn. Valor esperado estimaciones. (Fuente: Elaboracién propia)

A continuacion, se muestra la probabilidad de que la permeabilidad esté por debajo del umbral
45,55 y 65. Se puede observar que tiene sentido los resultados obtenidos ya que las zonas con
valores altos de probabilidad corresponden justamente con aquellas que tenian los valores mas
bajos en la zona oeste.

(a) (b) (c)

Fig.117. Ejemplo aplicacidn. Probabilidad permeabilidad tenga un valor menor de 45 (a), 50 (b), 55 (c).
(Fuente: Elaboracién propia)
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En cuanto a los cuantiles (figura 118), la figura nos indica la baja probabilidad de que se den
valores altos en la zona de estudio, excepto en aquellas en las que desde un primer momento
se vieron que tenian los puntos mas altos (Zona NE y SE)

(a) (b) (c)

Fig.118. Ejemplo aplicacion. Cuantiles correspondientes a las probabilidades 0.2(a), 0.46(b) y 0.95(c).
(Fuente:Elaboracion propia)

Para finalizar, se obtienen las varianzas condicionales punto a punto de las 100 realizaciones
(figura 119) donde se puede observar que la varianza toma valores muy bajos en la mayor parte
de la zona de estudio.

10l

87.67

Fig.119. Ejemplo aplicacidn. Varianzas condicionales. (Fuente: Elaboracion propia)
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<
)

La elaboracién de mapas de riesgo

Los mapas de probabilidad de superar el umbral de espesores establecido en el apartado 1.2 del
presente trabajo, permite delimitar las areas que no presentan ningun riesgo o un riesgo minimo
en relacion con este pardmetro. Las técnicas geoestadisticas constituyen una herramienta de
uso comun para elaborar estos mapas, aunque lamentablemente no hay un acuerdo sobre qué
técnica es la mds adecuada.

La generacién de estos mapas de probabilidad no es una tarea sencilla. Por un lado, se debe de
disponer de una red de muestras con una amplia cobertura espacial. Por otra parte, el algoritmo
de representacidn estocastica elegido para estimar un parametro en los puntos no medidos
influye en el mapa resultante. A los problemas mencionados, hay que afiadir que todo valor
simulado tiene una incertidumbre asociada.

En geoestadistica, el enfoque habitual para la modelacién de la incertidumbre espacial se lleva
acabo a través de la generacion de multiples realizaciones de la distribucidn espacial del atributo
de interés, proceso que se denomina representacidn estocastica o simplemente simulacidn. Las
representaciones generadas se utilizan después como entradas a funciones de transferencia,
estudiando la distribucion de los valores de respuesta.

El conjunto de multiples imdgenes de la realidad desconocida generadas por simulacion
estocastica provee una medida visual y cuantitativa de la incertidumbre espacial del atributo
modelizado.

Dicha incertidumbre puede visualizarse a través de los mapas de probabilidad en el cual en cada
nodo simulado, la probabilidad de no llegar a un determinado umbral se calcula como la
proporcién de valores que estan por encima o debajo de ese umbral considerando el conjunto
de realizaciones, obteniendo asi los mapas de riesgo deseados, y como resultado, la probabilidad
de que en un darea determinada los espesores de las capas de arcilla, en el caso a tratar a
continuacién, u otro pardmetro no sea inferior a 10m por ejemplo .

Los diferentes algoritmos de simulacién y su base tedrica han sido ya explicados en el apartado
2.7. “Simulacién secuencial” del presente estudio.
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Aplicacion practica a un vertedero real

4.1. Introduccién

El objetivo de este apartado es mostrar una aplicacién de las técnicas geoestadisticas para la
definicién de un area en la cual un nuevo vertedero RSU, en la region de Valencia, pueda ser
construido, de tal manera que no suponga ninguna amenaza y cumpla los requisitos establecidos
en el Real Decreto 1481/2001, de 27 de diciembre, indicados en el apartado 1.2 del presente
trabajo.

Para ello, diferentes técnicas de estimacién y simulacién han sido utilizadas sobre un conjunto
de datos obtenidos a través de estudios de campo y laboratorio, pudiendo asi proponer unos
nuevos limites, donde las probabilidades de superar un valor determinado de una cierta
caracteristica, sea lo suficientemente elevada.

El procesamiento geoestadistico, como bien se ha indicado en puntos anteriores, se ha
elaborado mediante el programa SGeMS (Stanford Geostatistical Modelling Software).

4.2. Estudio geolodgico de la zona de ampliacién del vertedero

Con el objeto de determinar la estratigrafia y estructura del potencial emplazamiento ha sido
realizada una campafia de 32 sondeos a testigo continuo, con una profundidad media de 40 m
(La situacion de los sondeos se representa en el plano n21). Con ello, los materiales atravesados
han sido identificados y caracterizados geoldgica y litoldgicamente. En dichos sondeos, se ha
determinado un total de 6 formaciones geoldégicas:

e Formacion 1 (Fm.1): Margas, arcillas, arenas y bolos calizos.

e Formacion 2(Fm.2): Arcillas rojas.

e Formacion 3(Fm.3): Conglomerado arcilloso y paleocanales intercalados.
e Formacion 4(Fm.4): Conglomerante carbonatado.

e Formacion 5(Fm.5): Calizas y dolomias.

e Formacion 9(Fm.9): Arcillas, gravas y arenas.
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Ademas de los sondeos, se ha determinado la permeabilidad mediante ensayos "in situ” tipo
Lefranc de carga variable para cada sondeo y ensayos de laboratorio de 59 muestras
representativas de las arcillas de la formacién 2 y algunos tramos de la formacién 3.

De los resultados de estos ensayos se puede concluir lo siguiente:

e Laformacién Fm. 2, presenta valores de permeabilidad comprendidos entre 10
oy 10 m/s.

e Los valores calculados de permeabilidad en la formaciéon Fm. 3 ocupan un rango
entre 10® y 102 m/s. Estimandose los valores mas altos, 10® m/s, en el borde
NE de la zona de estudio (sondeos ST-1, ST-2, ST-20, ST-25, ST-26, ST-27 y ST-
28).

e La formacidn Fm. 4 presenta valores de permeabilidad entre 10% y 10"? m/s,
presentando los valores mds altos también en el borde NE de la zona de
estudio(sondeos ST-1, ST-2, ST-18, ST-23 y ST-24).

e Laformacién Fm. 5, calizas del Cretdcico, presenta una permeabilidad en el ST-
3 de 1,26x10-7 m/s.

De ello se obtiene que para los fines citados, los niveles arcillosos de la Fm.2 son los Unicos en
conjunto y de forma general, que cumplen ampliamente la normativa vigente para la ejecucion
de un vertedero de estas caracteristicas, ya que ésta prescribe un minimo de 1m de la barrera
geoldgica si ésta dispone de una permeabilidad igual o inferior a 10° m/sg

Ademas, en dicho estudio, se recomienda que el vaso del vertedero se apoye sobre un minimo
de 10m de las arcillas de la formacién 2, cuya permeabilidad estd comprendida entre 10° a 10°
13

m/s.

A continuacién, en la tabla 10 se muestra los 32 sondeos realizados con sus coordenadas y los
diferentes espesores que cumplen las caracteristicas anteriormente expuestas y que seran
utilizados para la delimitacién del emplazamiento propuesto. Se puede observar en color gris
aquellos valores que no cumplen los valores de permeabilidad y espesor necesarios. De la misma
manera aquellos valores no conocidos se les pone de valor -999.99, sin embargo, los datos no
conocidos de permeabilidad, cuya formacion sea la 2, se les ha supuesto un valor de 1E° debido
a que este es el valor mayor que se le ha dado en el estudio a esta formacién geoldgica.
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SONDEO COORD.X |COORD.Y |FORMACION | ESPESOR PERMEABILIDAD
ST-1 683823 4351088 2 10.8 7.47E-10
ST-2 683892 4351111 2 10.4 1.69E-09
ST-3 683952 4351134 5 0 1.26E-07
ST-4 683958 4350934 5 0 -999.99
ST-5 683442 4350970 2 62.8 2.23E-12
ST-6 683503 4351039 2 73.4 3.47E-13
ST-7 683584 4351093 2 43.1 5.62E-12
ST-8 683622 4351168 2 52.9 1.94E-11
ST-9 683716 4351210 2 37.3 1.24E-11
ST-10 683604 4350914 2+3 53.5 1.1622E-10
ST-11 683805 4350914 3+4 13.4 6.91E+11
ST-12 683805 4351215 2+3 39.1 9.05E-11
ST-13 683687 4350882 3 13.4 1.21E-11
ST-14 683705 4351312 2+3 48 1.48E-11
ST-15 683601 4351276 2+3 27.8 2.005E-11
ST-16 683557 4350901 4 45.5 6.27E-12
ST-17 683784 4350894 2 6.1 1.00E-09
ST-18 683713 4351306 4 0 3.92E-08
ST-19 683685 4351112 2 26 3.17E-10
ST-20 683695 4351357 3 0 1.02E-08
ST-21 683580 4350988 2 31.8 1.59E-10
ST-22 683785 4351157 2 16.5 1.65E-09
ST-23 683564 4351344 2 6.6 4.41E-11
ST-24 683654 4351248 4 0 1.03E-08
ST-25 683756 4351199 2 4.6 8.86E-10
ST-26 683833 4351236 2 6 1.00E+09
ST-27 683808 4351115 2 10 1.16E-11
ST-28 683811 4351051 2 17.7 9.62E-11
ST-29 683763 4350961 2 22 6.54E-11
ST-30 683444 4351216 2 17.3 9.64E-10
ST-31 683516 4351081 1 0 -999.99
ST-32 683522 4351219 2+3 11.5 5.845E-10

En circulos rojos se muestran aquellos puntos donde el espesor del estrato con permebilidad
superior a 1.107° m/sg no cumplen los requisitos establecidos por el Real Decreto (espesor
mayor de 1 m). Y en verde, aquellos que aun cumpliendo la normativa (espesor >1m) no llegan
a la recomendada (espesor>10m). Con ello, se va tomando una idea de la forma que puede

Tabla.10. Ejercicio aplicacion. Datos de los sondeos

tomar la delimitacion final.
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Fig.120. Ejemplo aplicacidn. Sefializacion de sondeos no aptos segtin normativa y segtin las recomendaciones.
(Fuente: Elaboracion propia)

Las Figuras 121 y 122 muestran los valores y la distribucion de las dos variables anteriores,

espesor y permeabilidad.

Fig. 121. Ejercicio Aplicacion. Datos espesores disponibles. (Fuente: Elaboracidn propia)
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Fig. 122. Ejercicio Aplicacion. Datos permeabilidad disponibles. (Fuente: Elaboracion propia)

4.3. Estudio geoestadistico

4.3.1. Analisis Univariado

En la figura 121 Y 122 se pueden observar el valor del espesor y permeabilidad de los firmes
obtenidos en cada sondeo que cumplen las condiciones establecidas para la ubicacién de un
vertedero.

Se puede observar que los picos de valores, para la variable espesor, se encuentran en el SW y
la zona central de la zona de estudio, teniendo un cambio gradual de 73.4 hasta 0. Sin embargo,
para la permeabilidad no se observa ninguna zona que destaque por tener valores muy
superiores al resto, aunque se puede observar que la zona norte de los sondeos es donde se
concentra una mayor variacion de espesores.

Es por ello, que a simple vista se suponga que la direccién de maxima y minima variacion sea
entorno a N146W y N56W respectivamente para la porosidad, y para la permeabilidad N58E y
N148E.

A continuacién, se estudia el histograma con su correspondiente funcion de probabilidad
acumulada y sus estadisticos para los 32 datos. (Figuras 123y 124)
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Fig. 123. Ejercicio Aplicacion. Histograma variable espesor. (Fuente: Elaboracién propia)

Comenzando con la variable espesor, las medidas de posicién (mediay mediana) indican el valor
central de la distribucidn, y en este caso se puede observar una diferencia notable entre ambas,
correspondiéndole a la media un valor de 19.66 y 10.8 para la mediana. Esto significa que la
distribucién no es muy simétrica y por lo tanto, la valoracién media de la porosidad no seria
correcta. Ademas, el coeficiente de variaciéon de la media es de 454.604, lo que muestra la
heterogeneidad de los valores de la variable.

En cuanto al histograma de la permeabilidad (figura 124), se ha estudiado en un diagrama
lognormal (figura 125) ya que los valores a escala normal no se pueden apreciar de forma
correcta, estando la mayoria de los valores concentrados entorno a los valores mas bajos de
ésta (80%). En cuanto a la media (3,17.10°) y la mediana (9,62.10!), aunque se habla de
diferencias con valores muy bajos, es muy relativo al tratarse con un rango de valores con dichas
magnitudes, considerando la variacién bastante notable. Lo mismo sucede con el coeficiente de
variacién de 5,78.10"7, lo que nos muestra a simple vista homogeneidad en los datos obtenidos,
pero al fijarse mas detenidamente en la magnitud de los datos tratados, quizas no sean tan
homogéneos.
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Fig.124. Ejercicio Aplicacion. Histograma variable espesor. Diagrama normal (Fuente :Elaboracion propia)
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Fig. 125. Ejercicio Aplicacion. Histograma variable espesor. Diagrama lognormal (Fuente: Elaboracion propia).

137



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

4.3.2. Andlisis bivariado

Para cuantificar las relaciones existentes entre las variables de permeabilidad y espesor, se
realiza un analisis bivariado de la informacion disponible. En la Figura 126.a se muestra el
diagrama de dispersion para las 32 parejas de datos. A primera vista se puede observar que la
correlacién entre ambas variables no existe, aunque segun los estadisticos proporcionados, el

coeficiente de correlacion de -0.51.

8e-10 4

Be-10 —

Permeabilidad
‘\: 1

[ L] . se® % .
L e e B B A mm
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Espesor
Summary Statistics
plotted data 26 X variable Y variable
Coef. correl -0.515046 Number of data 32 Number of data 26
Mean 22.1094 Mean 3.64585e-10
Variance: 428.537 Variance 2.75697e-19
(a)
1e-10
i .
- L]
8e-11
-] 7 .
1] 4 L]
= 6e-11
=
] 4
u 7 -
E 4e-11
2e-11 - (]
b -
| .« 8 L -
4 - ®
O -
L o o o L A B i L
0 10 20 30 40 50 60 70 a0
Espesor
Summary Statistics
plotted data 26 X variable Y variable
Coef. correl -0.515046 Number of data 32 Number of data 26
Mean 22.1094 Mean 3.64585e-10
Variance: 428.537 Variance 2.75697e-19

(b)

138



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

le-11

8e-12
- B
-] i
=2 6012 - 2
i | .
] 4
Q ]
E 4e-12 —

212 2

b L]
S e o e e AL e |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Espesor
Summary Statistics
plotted data 26 ¥ variable ¥ variable
Coef. correl -0.515046 Number of data 32 Number of data 26
Mean 22.1094 Mean 3.64585e-10
Variance: 428.537 Variance 2.75697e-19
(c)

Fig. 126. Ejercicio Aplicacion. Diagrama de dispersion permeabilidad-espesor. Valores permeabilidad (a)(108-107),
(b) )(1019-1011) y )(1011-102). (Fuente: Elaboracion propia)

Debido a que la mayoria de los valores se encuentran en un rango inferior, se van disminuyendo

para observar si se encuentra algun grado mas de correlacidn entre ambas variables 126.b y
126.c.

A la vista de los resultados, se concluye que no existe correlacidn entre ambas variables, por lo
tanto, el resto del estudio se realizara a partir de una variable, en este caso el espesor, ya que
los datos de los que se dispone son mas precisos y no ha sido necesario la realizacién de ninguna
media ni extrapolaciéon de resultados.

A pesar de ello, se obtiene el diagrama de cuantiles (Figura 120) para las parejas de valores de
la permeabilidad y espesores. En este diagrama los cuantiles de dos distribuciones son
representados uno frente el otro, obteniendo parejas de valores con la misma probabilidad
experimental de ocurrencia. Como las distribuciones de probabilidad de la permeabilidad y
espesores no son idénticas, el diagrama de cuantiles no presenta una distribucion lineal.
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Figura 127. Ejercicio Aplicacion. Diagrama de cuantiles. (Fuente: Elaboracién propia)

4.3.3. Andlisis estructural

En este apartado se busca obtener un modelo de continuidad para la variable espesor.

Para ello, primeramente, se obtiene el variograma omnidireccional del espesor con el cual se
busca obtener el alcance y el vector separacion. Con ello se construiran diferentes variogramas
direccionales y a partir de él, se evaluard la existencia o no de anisotropia y entonces obtener

las direcciones de maxima y minima continuidad espacial.

Una vez terminado el andlisis de los variogramas experimentales, se ajustard el modelo
correspondiente, pudiendo asi escribir la ecuacion del modelo ajustado.

4.3.3.1. Variograma omnidireccional.

Para la obtencién del variograma omnidireccional, se necesita caracterizar el vector separacion,
para ello es necesario establecer el nUmero de intervalos a calcular y el médulo de dicho vector.

Siguiendo los criterios indicados en el apartado 2.8.2.1. “Variograma omnidireccional” del

presente estudio, y tras realizar diversas pruebas, se ha obtenido como valores ptimos:
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Numero de intervalos 16
Vector separacion 25
Tolerancia 12.5

Tabla 11. Ejercicio Aplicacion. Valores optimos variograma omnidireccional. (Fuente: Elaboracion propia)

Que aun no cumpliendo todos los puntos con uno de los criterios, el que hace referencia al
numero de pares encontrados para obtener un estimador fiable y estable, cumple el resto de
recomendaciones establecidas anteriormente. Se he supuesto que al disponer de un nimero de
puntos poco elevado, aumenta la dificultad en alcanzar dicho rango de valores.

plot 1: variogram - Omni-directional
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Fig.128. Ejercicio Aplicacion. Variograma omnidireccional variable espesor. (Fuente: Elaboracion propia)

A continuacidn, se le ajusta un modelo para poder obtener los pardmetros necesarios para la
obtencidn de las direcciones de maxima y minima continuidad del apartado siguiente, como
puede ser el efecto pepita y la meseta (350). Obteniendo el siguiente variograma ajustado de la
figura 129.
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plot 1: variogram - Omni-directional
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Fig.129. Ejercicio Aplicacion. Variograma omnidireccional ajustado. (Fuente: Elaboracion propia)

4.3.3.2. Variograma direccional.

A continuacién se estudiara si el fendmeno a estudiar es isétropo. Esto se realiza a través del
variograma direccional, el cual se obtiene realizando el paso anterior, pero para distintas

direcciones y observando si el alcance para el cual se pierde la correlacién espacial coincide para
todas las direcciones. En caso contrario, se dira que el fendmeno es anisétropo y se debera
determinar las direcciones de mdxima y minima continuidad a través de la elipse de anisotropia.

Para ello se toma una tolerancia angular de 302 y un ancho de banda de 50, ademas de los
valores obtenido en el apartado anterior. A continuacion, en la tabla 11, se muestra las distintas
direcciones tomadas y los alcances correspondientes a cada direccién. Como se puede observar,
los alcances toman diferentes valores, luego el fendmeno de estudio es anisétropo, por lo tanto

es necesario la construcciéon de la elipsoide de anisotropia para poder obtener la direccién de
maxima y minima continuidad.

Direcciones Alcance
NOW 244
N30W 320
Neow 350
Noow 295
N120W 270
N150W 205
N180wW 292

Tabla.12. Ejercicio Aplicacion. Direcciones y alcances obtenidos variogramas direccionales.

(Fuente:Elaboracion propia)

En la figura 130 se muestran los variogramas obtenidos para cada una de las direcciones.
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Fig. 130. Ejercicio Aplicacion. Variogramas direccionales. (Fuente: Elaboracion propia)

A partir de los valores del alcance y sus respectivas direcciones se realiza el elipsoide de

anisotropia (figura 131) de donde se obtienen las direcciones de mdxima y minima continuidad,

N57W y N33E respectivamente.
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N56W

N146W

Fig. 131. Ejercicio Aplicacion. Elipsoide de anisotropia. (Fuente: Elaboracion propia)

A continuacién, se muestran los variogramas correspondientes a las direcciones de maxima y

minima continuidad ajustados al modelo.
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Fig. 132. Ejercicio Aplicacion. Variograma direccional minima continuidad ajustada. (Fuente: Elaboracion propia)
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plot 2: variogram - azth="146, dip=0
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Fig. 133.Ejercicio Aplicacion. Variograma direccional mdxima continuidad ajustada. (Fuente: Elaboracion propia)

Se le ajusta al variograma un modelo exponencial de ecuacion:
y(h) = 50 + 404 Exp(h)[amax = 190; apmin = 124; a = —146°]
Donde:

e Efecto pepita = 50

e Meseta > 454 (Contribucion 404)

e Alcance de maxima continuidad = 190

e Alcance de minima continuidad 2124

e Direccién de maxima continuidad 2 -1462

4.3.4. Krigeado

Una vez analizados los datos y construido el modelo de continuidad espacial, SGeMS permite
realizar estimaciones de una variable espacialmente distribuida en aquellas localizaciones donde
no la conocemos, siendo el objetivo, la obtencién de un mapa de espesores utilizando como
datos condicionantes los 32 datos de la variable espesor y el modelo de continuidad espacial
gue para ella ha sido construido.

A continuacién, se realizan diferentes estimaciones mediante Krigeado ordinario para la
estimacion del campo de espesor. Se ha empleado un krigeado ordinario con un vecindario de
busqueda circular de 50.
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o 0.7936
Fig. 134.Ejercicio Aplicacién. Campo permeabilidad estimado mediante Krigeado ordinario.
(Fuente: Elaboracion propia)
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Fig. 135. Ejercicio Aplicacion. Varianza campo de permeabilidad estimado mediante Krigeado ordinario.
(Fuente: Elaboracién propia)

g5,

=

EZ.

46

35,

cic

Z6.

Z0.

13,

==}

37

=1

35

=13

24

=ke}

32

21

Z10.

158,

106,

Como cabia esperar, se puede observar en la Fig. 134, en la direccién de maxima continuidad
(N146W) la variacién de los valores de espesores es minima, mientras que en su perpendicular

(N56W) es mdxima, coincidente con la direcciéon de minima continuidad.

En cuanto a la varianza de los datos (Fig. 135), los mayores valores se encuentran en los
extremos, disminuyendo a medida que se acerca a la zona donde se realizaron los sondeos, lo
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que tiene sentido a la vista de la definicidn de varianza como la esperanza del cuadrado de la
desviacién de dicha variable respecto a su media.

Con todo esto y mediante la opcion de PostKrigeado que proporciona S-Gems se obtiene el
campo de probabilidades de que el espesor sea superior a 1m.
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0.32337

0.7374
0.7457
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0.6454
0. 5348

0. 5441

0.4335

Fig. 136. Ejercicio Aplicacion. Probabilidades estimadas campo espesor sea superior a 1 m.
(Fuente: Elaboracion propia)

De la misma manera se puede obtener las probabilidades de ocurrencia para los espesores
deseados.
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Fig. 137. Ejercicio Aplicacion. Probabilidades estimadas campo espesor sea superior a 10 m.
(Fuente: Elaboracién propia)
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Ubicando los compos de probabilidad en la ubicacién correspondiente, se obtiene los mapas de
riesgo deseados (Plano n23 y 4). En este caso a partir de estimacion mediante Krigeado ordinario.
A continuacién, se muestran los mapas de riesgo de que el espesor sea mayor de 1y el mapa de
riesgo de que sea mayor de 10 ya que son los que mas interesan en este caso, al ser los que
cumplen la normativa y/o siguen las recomendaciones establecidas.

ESPESOR> 1 m. ESPESOR > 10 m.
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Fig. 138. Ejercicio Aplicacion. Mapas de riesgo de superacion de 1y 10m respectivamente.
(Fuente: Elaboracion propia)

A la vista de los resultados, uno se puede hacer a la idea del cual es la zona mas segura para la
ubicacién del vertedero, no variando mucho el contorno en el que las probabilidades de superar
1y 10 m es superior al 90%. Sin embargo, la técnica de estimacion utilizada no nos ha llegado a
obtener el campo completo ya que, los algoritmos de estimacién dan como resultado una Unica
representacién del atributo interpolado, dejando construir modelos locales de incertidumbre.
En cambio, la simulacién estocdstica genera multiples campos de una variable , proveyendo una
medida visual y cuantitativa de la incertidumbre espacial. Es por esto por lo que utilizar en
nuestro estudio la Simulacidon Gausiana Secuencial es mas éptimo. Aun asi, a la hora de tomar
la decision de la delimitacion del vertedero, estos casos también se tendran en cuenta.

4.3.5. Simulacion gausiana secuencial

Como bien se ha indicado en el apartado anterior, la simulacidon estocastica provee una
descripcién y medida de la incertidumbre de la variabilidad espacial de un fenédmeno, en este
caso la variable espesor. Se han generado un total de 200 campos de espesor condicionados a
los 32 datos utilizando el algoritmo de simulacién gausiana secuencial empleando el software S-
Gems.
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La simulacién Gausiana secuencial asume que la variable es Gausiana. Por lo que se comprueba
que se cumple la normalidad y binormalidad, asumiendo que el formalismo multigausiano
puede ser utilizado.

A la vista de la funcién de probabilidad acumulada (figura 139) se puede asumir que sigue una
distribucién normal ya que se asemeja a una linea recta, por lo que se cumple el criterio de
normalidad
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Fig. 139. Ejercicio Aplicacion. Funcién de probabilidad acumulada de la variable espesor. (Fuente: Elaboracion propia)

A continuacién, se muestran 6 de las 200 simulaciones obtenidas a partir del variograma hallado
en el apartado 4.3.3.2 (figura 140)

Fig.140. Ejercicio Aplicacion. Simulaciones campo de espesores (6/200). (Fuente: Elaboracion propia)

149



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

A simple vista se puede observar que los resultados varian ampliamente, aunque la tendencia
de anisotropia expuesta a lo largo de la practica se conserva.

En el plano n2 2 se pude observar como una de estas simulaciones queda situada en el terreno
disponible.

Tras la generacion de las 200 simulaciones, se procesan los resultados mediante la opcidn
Postsim de SGeMS para asi poder obtener los diferentes estadisticos y una medida visual de la
incertidumbre acerca de la distribucién espacial de los datos, el cual finalmente nos dara el
resultado buscado: los mapas de probabilidad de riesgo de que el espesor sea superior a
diferentes valores, para luego asi poder establecer un porcentaje éptimo re riesgo asumible y a
partir de él delimitar la zona apta, obviamente disminuyendo dicho drea a medida que el
porcentaje buscado aumente.

A continuacion, en la figura 141, se muestra el mapa de probabilidades de que el espesor sea
superiora 1 m, siendo el mas restrictivo de las establecidas en las recomendaciones y normativa.
En este se puede contemplar una clara ubicacién donde las probabilidades de que dichos
requisitos se cumplan son bastante elevadas. Ademas, en el mapa que muestra las
probabilidades de ser el espesor mayor a 10m (Fig.142), la ubicacion éptima es la misma
variando la extensién de esta.

Fig.141. Ejercicio Aplicacion. Probabilidad espesores estén por encima del umbral 1m. (Fuente: Elaboracion propia)
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Fig.142.Ejercicio Aplicacion. Probabilidad espesores estén por encima del umbral 10m. (Fuente: Elaboracion propia)

En el plano n2 3 se puede observar los mapas de riesgo para distintos espesores y delimitados
para el terreno disponibles. Con ellos, se ha trazado un contorno de tal manera que se cumplan
los requisitos recomendados de obtener un espesor bajo el vaso del vertedero mayor a 10m con
una probabilidad superior a 75%, cumpliendo este la normativa en un porcentaje en torno al
90%. Todo esto se puede observar en los planos n2 6 y n27 respectivamente.

Cabe destacar una zona donde los porcentajes no son tan altos pero se consideran suficientes,
ya que con esta zona queda todo uno (Figura 143, zona con circulo verde), simplemente
necesitard una mayor cantidad de inspecciones y revisiones.
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Fig.143. Propuesta delimitacion de ubicacion del vertedero (Sobre mapa riesgo espesor>10m.). Zona de probabilidad
menor (ciculo verde). (Fuente: Elaboracion propia)

A continuacidn, en la figura , se muestra la delimitacion final establecida (Plano n2 8).

Fig.144. Propuesta final delimitacidn ubicacicn del vertedero (Fuente: Elaboracién propia)
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Ademas, comparandolo con los datos obtenidos en la estimacion mediante Krigeado ordinario
del apartado anterior (Figura 136-137), se puede observar que la zona obtenida tampoco se
desvia mucho de las propuestas mediante estimacién.

A continuaciodn, en la figura 145, se muestran la varianza condicional de la simulacién, teniendo
valores relativamente bajos cerca de los puntos donde se ha realizado un sondeo y valores altos
en los puntos alejados de este.

Fig.145. Ejercicio Aplicacion. Varianzas condicionales. (Fuente: Elaboracion propia.

Por dltimo, se presentan los cuantiles de probabilidad 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.85, 0.99 en la Figura
146. Estos campos indican que es muy poco probable que el espesor alcance valores muy altos
en zonas alejadas de los sondeos, como bien cabia esperar.

Fig. 146.Cuantiles para una probabilidad acumulada de 0.1 0.25 0.5 0.75 0.85 0.99. (Fuente: Elaboracion propia)

153



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

154



Utilizacion de técnicas de estimacién y simulacidn geoestadistica para la evaluacién de la idoneidad de
emplazamientos de nuevos vertederos: aplicacion al area metropolitana de Valencia

Conclusiones

En el presente trabajo se ha expuesto una aplicaciéon de técnicas geoestadisticas para la
determinacién de la zona apta parala implantacion de un vertedero de residuos sélidos urbanos.
La geoestadistca se plantea, pues, como una herramiento de andlisis de datos ambientales apta
para la aplicacién a problemas de ingenieria ambiental y, mds concretamente, a la gestién de
residuos sdlidos.

A partir de datos de sondeos puntuales tomados en el terreno, se ha podido obtener la
correlacién entre los mismos y a partir de ellos, mediante la aplicacidn de técnicas de estimacion
y simulacién geoestadistica, se han obtenido los mapas de probabilidades correspondientes a
los espesores de estratos impermeables.

La determinacién de los mapas de riesgo permite delimitar el drea dptima para la implantacion
del vaso, basandose en resultados que garanticen probabilidades relativamente altas, de forma
que el vertedero no cause ningln dafio ambiental debido a fugas de lixiviados de fondo de vaso.

El proceso realizado se fundamenta en disponer datos reales, ya sea para elegir la técnica éptima
de estimacién o simulacién a utilizar como para establecer el correcto patrén de continuidad
espacial, del cual dependen las distintas técnicas ya mencionadas.

Ademas, gracias a las herramientas informdticas de las que se disponen como el software S-
Gems, dicho proceso se facilita disminuyendo ademas el proceso de realizacion. A pesar de dicha
facilidad se considera complicado ajustar el modelo de continuidad espacial y la obtencidn de
las direcciones de maxima y minima continuidad. Los datos obtenidos pueden variar en funcién
del grado de experiencia del técnico que lo realice y su grado de precision.
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Lineas de futura investigacion

Como lineas de futura investigacion se sugieren las siguientes:
e Ampliar el trabajo realizando un analisis geoestadistico tridimensional.

e Plantear la posible utilizacion de técnicas de andlisis geofisico que aporten informacion
de variables secundarias correlacionadas con la variable principal de forma que puedan
utilizarse técnicas de simulacidn estocdstica que integren la mayor cantidad de
informacién posible, lo cual permitird reducir la incertidumbre de los resultados
obtenidos.
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