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Resumen

Dentro de los sistemas mecanicos es muy habitual encontrar componentes en
contacto. En muchas ocasiones estas interacciones tienen importantes implicaciones a nivel de
funcionalidad, eficiencia energética y vida util del conjunto. Por tanto, una correcta simulacién
numeérica del contacto permitird optimizar los disefios consiguiendo sistemas mas fiables,
energéticamente eficientes y menos costosos de adquirir (por la reduccién de costes de
prototipado) y de mantener (por la reduccidon del desgaste de los componentes y de la
necesidad de recambios).

La naturaleza no lineal del contacto imposibilita la obtencién de soluciones analiticas o
de abacos de disefio para la mayoria de casos de estudio. Conscientes de esta limitacion,
dentro del ambito de la simulacion mediante el método de los elementos finitos (MEF) han
aparecido procedimientos para resolver numéricamente este tipo de problemas. Sin embargo,
la calidad de estas soluciones numeéricas se aleja de los niveles de precision que permitirian
optimizar los disefios si buscamos tiempos de calculo operativos.

El objetivo del TFG es desarrollar e implementar en Matlab una metodologia de
postproceso basada en el uso de técnicas de alisado de las soluciones del MEF (evaluadas
mediante el Cartesian grid Finite Element Method - cgFEM) que mejore la solucién en el
contacto y permita mayor precision al aplicar los criterios de disefio de componentes en
contacto.



Introduccion

Desde su aparicién a mediados del siglo XIX el Método de los Elementos Finitos MEF ha
supuesto una revolucién en el calculo de problemas en derivadas parciales. En términos
generales, este procedimiento subdivide el dominio del problema en un conjunto de
subdominios (elementos) definidos por los nodos que conectan. Dentro de cada uno de estos
elementos las funciones incégnita se aproximan a partir de un conjuntos de variables discretas,
como pueden ser el valor de las variables incégnita en los nodos (interpolacidon nodal). A
continuacidn, se estudia la estacionarie dad de un funcional o se aplica un método de residuo
ponderados para obtener un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuaciones aproximadas de
comportamiento). La resoluciéon de este sistema permite obtener el conjunto de variables
discretas que caracterizan la solucién del problema.

La aproximacién discreta a un problema de naturaleza continua da lugar a una solucién
aproximada. La solucién exacta del problema se obtendria con un planteamiento analitico. No
obstante, este segundo procedimiento solo se puede aplicar a problemas con geometrias muy
sencillas. Desde el punto de vista de la ingenieria, la solucién aproximada es suficiente siempre
y cuando se pueda acotar su error. Esto ha llevado a que el MEF se convierta en una
herramienta muy importante para la industria, usandose de forma habitual para resolver
problemas de andlisis estructural, plasticidad, electromagnetismo y transferencia de calor,
entre otros.

En su aplicacidn al disefio estructural, el empleo de esta metodologia ha transformado
el proceso de disefio. Actualmente, los ingenieros pueden conocer el comportamiento del
producto en condiciones de trabajo a través del uso de un software de simulacién. De esta
manera se disminuye el ndmero prototipos a construir y ensayar, reduciendo el gasto
innecesario de recursos durante el desarrollo y, con ello, el coste final del producto.

Desde la perspectiva del disefio mecanico, los componentes habitualmente trabajan
integrados en un conjunto. Dentro del sistema, existe una transferencia de cargas entre
elementos, la cual se realiza por medio del contacto entre sus superficies.

La modelizacién de este tipo de cargas desde la perspectiva de MEF supone un reto ya
que, en este caso, las condiciones de contorno no estan definidas a priori ni tampoco a nivel de
valores ni de extension. Las fuerzas de accién y reaccidn entre los cuerpos que interaccionan
aparecen en la zona de contacto entre los mismos. Dado que los cuerpos no presentan un
comportamiento rigido, este drea depende de las condiciones de contorno a las que estén
sometidos, y por ello precisa un procedimiento que tenga en cuenta la evolucién de la zona de
contacto, asi como las fuerzas que en ella aparecen.



Como ya se ha comentado, una soluciéon aproximada sera valida desde el punto de
vista ingenieril siempre y cuando su error esté acotado. Para poder cuantificar el error de la
solucidn, inicialmente es necesario conocer dénde se originan estas imprecisiones.

En primer lugar, podemos considerar los errores de modelado. Estos pueden deberse a
dos fuentes. Por un lado, el modelo matematico considerado para la resolucién de estos
problemas, aunque habitualmente complejo, no deja de ser una simplificacién del modelo
fisico real. Como consecuencia, se producen distorsiones en lo que respecta a las propiedades
fisicas, las cargas y la geometria. Por otra parte, es posible que el usuario cometa errores
durante la definicién del modelo, dando lugar asi a una representacion no realista del
problema. En este caso, no es posible su cuantificacidon ya que es independiente del proceso de
calculo. Serd el usuario quien, estudiando los resultados obtenidos tras el andlisis, deba decidir
si el modelo calculado es correcto o debe ser modificado.

Por otro lado, encontramos errores de redondeo, como consecuencia la
representaciéon de magnitudes continuas mediante nimeros con decimales finitos; errores de
integracién, provocados por el empleo de métodos de integracion numérica durante el
proceso de resolucién; errores de manipulacion, causados por los redondeos que se realizan
durante el flujo del algoritmo; y errores de discretizacién, causados por la representacién de
un sistema continuo mediante elementos discretos.

De entre los distintos tipos de errores, los mas importantes son los de discretizacion.
Los errores de redondeo pueden minimizarse utilizando doble precisién durante la
computacion, mientas que los errores de manipulacién se reducen utilizando algoritmos
adecuados. Igualmente, se puede eliminar la influencia de los errores de integracion en la
convergencia del error teniendo en cuenta ciertas consideraciones. Ademas, el refinamiento
de las mallas utilizadas para el calculo permite aproximar muy bien el modelo de elementos
finitos al modelo real. Con todo esto, la mayor fuente de error se localiza en la discretizacién.

Paralelamente al desarrollo del MEF, han surgido distintas metodologias que permiten
cuantificar la calidad de la solucidn. De forma general se pueden clasificar en estimadores de
error a-priori y estimadores de error a-posteriori. Los primeros se derivan de un analisis del
modelo y dan informacidn sobre la convergencia y estabilidad del sistema de resolucién, asi
como de la evolucién del error asociado a la solucién a medida que se modifican los
pardmetros de la malla. Los errores a posteriori se basan en el postprocesamiento de los
resultados del analisis de elementos finitos y sirven para cuantificar la calidad de la solucidn.
Ainsworth y Tinsley Oden (2007) presentaron un resumen de las distintas metodologias de
estimacion de error a posteriori aplicables al analisis con elementos finitos.

El estimador ZZ, planteado en Zienkiewicz y Zhu en 1987, es un ejemplo de estimador
de error a posteriori y es uno de los mas extendidos gracias a sus buenos resultados. Este
evalla una estimacion ||e.s|| del valor exacto del error de discretizacion en norma energética

lleexll:
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donde el dominio () puede referirse tanto al dominio del problema como a un subdominio, ¢
representa las tensiones calculadas por el MEF, D es la matriz elastica del material y " es el
llamado campo de tensiones alisado o reconstruido. La precision de este estimador dependera
de la calidad de o*.

De entre todas las técnicas propuestas para el calculo de 6*, una de las mas extendidas
gracias a su robustez, simplicidad y bajo coste computacional es la técnica SPR
(Superconvergent Patch Recovery), que fue desarrollada por Zienkiewicz y Zhu en 1992. Esta
técnica obtiene nuevos campos minimizando el error de un polinomio de un grado superior al
utilizado durante el analisis en una regién del dominio compuesta por una serie de elementos
que comparten un mismo nodo. Asignando a cada uno de los nodos los valores de estos
campos evaluados en los nodos se obtiene un campo superconvergente. Este es mas cercano a
la realidad que el proporcionado por elementos finitos y permite realizar una estimacion del
error cometido durante el proceso de discretizacién.

No obstante, las estimaciones que ofrece este procedimiento empeoran en aquellas
zonas en las que la conectividad entre elementos es menor (nodo compartido por un menor
numero de elementos). Esta situacion la encontramos al considerar los nodos que conforman
la frontera del dominio. Para mejorar esta situacion, Rddenas et al. (2007) propusieron aplicar
las condiciones de compatibilidad, equilibrio interno y equilibrio en la frontera para contornos
con tracciones impuestas y de simetria para mejorar la solucién obtenida. Este nuevo
procedimiento denominado SPR-C, ha demostrado ser capaz de calcular un campo
reconstruido con una mayor precisidn, asi como de mejorar la efectividad en la estimacidn del
error.

cgFEM-FEAVox

Los beneficios que ha proporcionado el método de los elementos finitos han
propiciado la inversién de una gran cantidad de recursos en su mejora, buscando
principalmente la reduccién del coste computacional. En este sentido, el Departamento de
Ingenieria Mecanica y de Materiales (en adelante DIMM) de la Universitat Politecnica de
Valéncia ha desarrollado el cédigo de elementos finitos en 2D llamado cgFEM (Nadal Soriano,
2014) y su ampliacion a 3D denominada FEAVox, en los que hace uso de mallados cartesianos
independientes de la geometria.

Para la formulacién estandar del MEF, la malla debe ser conforme a la frontera exterior
del dominio. Para el caso bidimensional, esto supone dividir el dominio del problema en un
conjunto de subdominios triangulares o cuadrados, lineales o curvos, de tal manera que no
exista solapamiento entre ellos. Ademas, el tamafio de los elementos deberd ser tal que se
mantengan unas cotas de error aceptables y su geometria debe ser lo mas regular posible.
Todas estas condiciones dan lugar a un procedimiento de mallado que puede llegar a ser muy
costoso.



En contraposicidn, los cddigos desarrollados en el DIMM emplean una malla de
aproximacién que no necesita adaptarse a la geometria. En consecuencia, es posible definirlay
refinarla facilmente manteniendo los elementos sin distorsionar. El Unico requisito que debe
cumplir es que el dominio completo del problema debe quedar contenido dentro del dominio
de la malla (Figura 1). Adicionalmente, se define una segunda malla denominada como malla
de integracion (Figura 2). Esta segunda malla es la que se tiene en cuenta para realizar la
integracién numeérica del dominio. La malla de integracion se genera a partir de la malla de
aproximacién dividiendo los elementos intersectados por la frontera en subdominios de
integracién. Esta division se lleva a cabo haciendo uso de una triangulacién de Delaunay que
tiene en cuenta los nodos del elemento en el interior del dominio, asi como una serie de
puntos sobre la frontera.
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Figura 1: Malla de aproximacion Figura 2: Malla de integracion

Figura 3: Detalle de la malla de integracion

Considerando la relacidon de los elementos con el dominio del problema se pueden
distinguir tres tipos de elementos en la malla de aproximacién:

e Elementos de contorno: elementos cortados por la frontera del dominio. Solo una
parte de los elementos pertenece al dominio del problema.
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e Elementos internos: elementos completamente contenidos en el interior del dominio.
e Elementos externos: elementos posicionados totalmente fuera del dominio.

A———
Externos ’_

Figura 4: Tipos de elementos

La malla de andlisis estara formada por los elementos internos y los elementos de
contorno (los elementos externos no se consideran durante el proceso de analisis). Los
elementos internos son tratados como elementos estandar de elementos finitos; dado que
éstos semejantes al elemento de referencia, es posible reducir notablemente el tiempo de
calculo. Los elementos del contorno se integran teniendo en cuenta los subdominios definidos
por la triangulacién de Delaunay y la definicion paramétrica de la frontera siguiendo la
estrategia propuesta por el NEFEM (NURBS-enhanced Extended Finite Element Method)
desarrollado por Sevilla et al. (2011), a fin de obtener una representacién exacta del domino
del problema. Marco et al. (2015) establecieron el proceso seguido para la clasificacién de los
elementos y la integracion de los subdominios en el FEAVox.

Figura 5: Aproximacion lineal del contorno Figura 6: Contorno definido con NURBS

Los codigos usan un conjunto de mallas cartesianas estructuradas jerarquicamente
donde cada una de ellas esta formada por elementos cuadrados (2D) o cubicos (3D) regulares.
La malla de nivel 0 incluye en un Unico elemento todo el dominio del problema. Partiendo de
esta malla base, la malla de nivel i se obtendra dividiendo cada elemento de la mallai — 1 en
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25 elementos, donde s es el nimero de dimensiones del problema. Generalizando, la malla de
nivel i tendrd 25™ elementos. Debido a esta estructura jerarquica de la malla cartesiana, las
propiedades geométricas de cada elemento, como son sus coordenadas, topologia o tamario,
resultan muy faciles de calcular.

La Figura 7 muestra un ejemplo de la estructura jerarquica de malla en el cgFEM.
Inicialmente, se impone el dominio de célculo sobre el conjunto de mallas de diferentes
niveles. A continuacién, se genera una malla de calculo que serd una combinacién de
elementos de los distintos niveles de mallas cartesianas, de tal manera que se cubra todo el
dominio de calculo sin que existan solapamientos y ni diferencia de mas de un nivel entre
elementos contiguos.

Nivel 3

Nivel 1 VA £
/ ik
Nivel 0
Figura 7: Apilamiento de mallas cartesianas Figura 8: Malla de andlisis. o nodos con restricciones

MPC para continuidad C°

Como consecuencia de la combinacién de mallas cartesianas de distintos niveles, habra
nodos pertenecientes a elementos de un nivel mayor que estaran localizados sobre los
contornos de elementos de menos orden (Figura 8). Estos nodos se denominan nodos
suspendidos. Para asegurar la continuidad C° entre elementos es necesario establecer una
relacidn entre los desplazamientos del nodo suspendido y los desplazamientos de los nodos
del elemento adyacente que definen el contorno en el que se encuentra el nodo suspendido.
Estas relaciones deberan ser afiadidas al sistema de ecuaciones y se denominan restricciones
multi-punto (MPC).

Contacto considerando mallados cartesianos

La formulacién que se emplea para resolver los problemas de contacto en el cgFEM y
el FEAVox es la propuesta por Tur et al. (2015) y, posteriormente, desarrollada por Navarro-
Jiménez (2017) para el caso tridimensional con grandes deformaciones. A continuacidn, se
expone esta formulacién de manera resumida.



Consideremos dos cuerpos deformables identificados como ) y (Z)y de volimenes 2
y 2@, respectivamente. La frontera de cada cuerpo I'®D se subdivide en tres superficies no

superpuestas, I’D(i) sobre la que se imponen las condiciones de contorno de Dirichlet, F,&i)

donde se imponen las condiciones de contorno de Neumann y Fc(l), gue es la superficie donde
puede ocurrir el contacto entre cuerpos.

Figura 9: Esquema de dos cuerpos deformable en contacto

Asumiendo comportamiento lineal del material y pequefias deformaciones, el
problema de contacto puede ser formulado como la minimizacion del funcional que
representa la energia potencial total del sistema:

min{Hp(u) = z <fn o(u): e(w)de —f(_)wfdl")} sujetoa gy =0 en IV (2)
I"l

K L
i=1,2

donde a(u) es el tensor de tensiones, £(u) es el tensor de deformaciones, t es el vector de
tracciones impuestas en el contorno de Neumann y gy es la distancia entre superficies de

contacto. El valor de gy se calcula como la distancia entre un punto xD y la interseccién de la
. . 2 , / . P
superficie de contacto FC( ) con la linea que pasa por x) y esta orientada segin el vector

normal n(Y a la superficie Fc(l) en x(D;

gy = (x(z)(;(z)) _ x(l)(;(l))) n®  (3)

donde f(l) % E(Z) son las coordenadas locales del punto x@ y del punto de interseccién en la

superficie FC(Z), respectivamente.



Figura 10: Elementos finitos de mallas cartesianas en contacto

El funcional presentado anteriormente puede ser reformulado utilizando el método de
los multiplicadores de Lagrange para considerar asi la inecuacion. De esta forma, la solucion al
problema serd aquella que minimice el funcional con respecto a los desplazamientos y los
maximice con respecto al campo de multiplicadores de Lagrange Ay:

opt Z f o(uw): e(w)d —f ,u-fd]"+f Angndr sujetoa Ay <0 4)
e P r®

K L
1=1,2

donde la restriccion que afecta a Ay puede ser resulta asumiendo que la superficie de contacto
es conocida, resolviendo el problema y modificando la superficie de contacto.

El problema que presenta este tipo de formulacién aparece cuando el espacio de los
multiplicadores es muy rico en comparacién con el de los desplazamientos. En estos casos,
aunque es posible llegar a una solucidn, la convergencia a la misma se ve reducida. A fin de
mejorar esta convergencia, la formulacion estabilizada afiade un nuevo término a este
funcional que restringe el rengo de valores que puede tomar el campo de multiplicadores.

La formulacion propuesta puede considerarse una modificacion del método Nitsche y
se escribe:

h
opt 1T, (u) + _fu) Angndl +Zm (1)(/11\1 —py)dr (5)
e Ve e

donde E es el modulo de Young, h es una medida representativa del tamafio del elemento, k
es un parametro de penalizacién definido por el usuario y py es la tensién de estabilizacién.
Esta tensidn de estabilizacidon puede ser cualquier variable que tenga buenas propiedades.

Este término py puede ser cualquier variable que tenga buenas propiedades de
convergencia hacia la traccidn de contacto exacta. La diferencia del funcional desarrollado por
Tur et al. (2015) con respecto al método de Nitsche reside en la definicién de py. Mientras que
para el método de Nitsche py se define como- la traccidn de contacto calculada a partir de la
solucidon de elementos finitos, el trabajo de Tur propone la utilizacién de un campo de
tensiones reconstruido para obtener la traccidn de contacto.
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Esta modificacién se debe a que, en el caso de problemas con contornos sumergidos,
el vector de tensiones calculado a partir de los valores de desplazamientos en elementos de
contorno es de poca calidad. Por este motivo, se propone la utilizacién de un campo de
tensiones suavizado basado en le técnica SPR.



Objetivos

Los objetivos de este Trabajo Fin de Grado fueron proponer una metodologia que
permitiera mejorar el campo de tensiones obtenido mediante el célculo con elementos finitos
considerando mallas con contornos sumergidos y problemas de contacto tridimensionales,
adaptar el procedimiento de cdlculo teniendo en cuenta la estructura del software FEAVox e
implementar un cédigo utilizando lenguaje MATLAB para el calculo del campo de tensiones
mejorado aplicando la estrategia propuesta.
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Mejora de la solucion mediante
técnica SPR

Superconvergencia y puntos 6ptimos de
muestreo

Desde la aparicidon del método de elementos finitos para la resolucién de problemas
diferenciales, se han estudiado las caracteristicas de la solucidn y se ha observado que existen
ciertos puntos en los cuales ésta es de una mayor precisién. Aunque es un campo que continta
en estudio, de forma experimental se ha concluido que el campo calculado tiene una precisién
maxima en los nodos que definen los elementos, mientras que los gradientes de la variable
obtienen valores mas cercanos a los reales en el interior del elemento. De hecho, al realizar el
muestreo en estos puntos para problemas unidimensionales, encontramos que la solucion
presenta la cualidad denominada como superconvergencia. Esto significa que los valores
obtenidos en estos puntos llevan asociado un error que decrece mas rdpidamente que en
ningun otro punto del dominio.

Para poder visualizar mejor este concepto, se va a estudiar la soluciéon obtenida para
un problema de segundo orden, como puede ser el caso de un problema de conduccion de
calor en una dimension (Ley de Fourier) o el calculo de los desplazamientos en una barra
eldstica de seccién variable. Para ambos casos, la ecuaciéon se puede expresar de forma
simplificada como:

%(k Z—Z)+,Bu+Q=0 6)

a la que se afiaden las condiciones de contorno para asi definir completamente el problema.

En el caso de que § = 0 y el problema se resuelva considerando elementos lineales, la

solucidn de u serd exacta en los nodos. Teniendo en cuenta este planteamiento, en la Figura
du p

11 se muestran los valores del campo exacto para u y para — asi como los campos

aproximados obtenidos mediante el MEF.
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de muestreo
S

@ : Elementos Finitos
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de muestreo

Figura 11: Puntos 6ptimos de muestreo para el funcional (sup.) y el gradiente (inf.)

Se puede comprobar como la solucién aproximada de u tiene una precision maxima en
los nodos, llegando a coincidir con la solucién exacta en este caso. Sin embargo, si

. . ., du . . .
consideramos el gradiente de la solucion —, €N estos puntos existe una diferencia muy grande

entre los valores reales y los calculados. Para este segundo campo, lo puntos éptimos de
muestreo se encuentran en el interior del dominio de los elementos.

Al ir aumentado el orden de los elementos, se observa que la precision de la solucién
sigue siendo maxima en los nodos del elemento mientras que los puntos dptimos de muestreo
para el gradiente de este campo varian tanto en nimero como en posicién. Al estudiar la
variacion de estas localizaciones se puede comprobar que se ajustan a los puntos de la
cuadratura de Gauss.

Si aplicamos estas conclusiones al problema eldstico lineal se pueden establecer los
siguientes axiomas:

e Los desplazamientos se muestrearan de forma éptima en los nodos del elemento,
independientemente del orden del mismo.

e Las deformaciones y tensiones calculadas a partir del campo de desplazamientos
presentan mayor precisién en los puntos de Gauss que se corresponden al grado de los
polinomios de interpolacién de los desplazamientos.

Para el caso unidimensional, el orden de convergencia de la funcidn y sus gradientes
en estos puntos es un orden mayor de lo que cabria esperar teniendo en cuenta el grado del
polinomio empleado y por ello se conocen como puntos de superconvergencia.

Cuando se intenta trasladar estos axiomas a los casos de dos y tres dimensiones, no es
posible obtener una demostracién tedrica de su validez (en el caso de unidimensionales si es
posible). No obstante, la comunidad de usuarios e investigadores del MEF han utilizado los
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puntos de Gauss para la evaluacion de las tensiones en elementos cuadrados y cubicos con
muy buenos resultados. Para elementos triangulares y tetraédricos, los puntos de integracion y
los de minimo error Unicamente coinciden en el caso de funciones de forma lineales.

Técnica base de reconstruccion de tensiones:
Superconvergent Patch Recovery

La técnica Superconvergent Patch Recovery fue desarrollada por Zienkiewicz y Zhu
(1992) y es una técnica a posteriori basada en la reconstruccion de gradientes. Este tipo de
técnicas han sido usadas de forma habitual en la comunidad ingenieril y se basan en un
postprocesamiento de la solucién con el objetivo de obtener una representacién mas precisa
de su gradiente. En el caso del SPR, se acepta la propiedad de superconvergencia (errores de
orden O(hP*1)) del campo de tensiones aproximado @ en una serie de puntos s del elemento;
a partir de estos valores, se calcula un campo de tensiones alisado &*, siendo éste
superconvergente en todos los puntos del elemento.

La técnica SPR ha mostrado ser una técnica muy robusta para la obtencién de un
campo de tensiones mejorado que permita obtener la estimacién del error. Sus resultados son
especialmente buenos en problemas con soluciones suaves y mallados con mallas uniformes.

Esta técnica define, en primer lugar, un dominio que denominaremos patch. Este
dominio esta formado por un conjunto de elementos contiguos que comparten un mismo
nodo vértice, que es el nodo de ensamblado. A continuacién, cada una de las componentes de
0" se obtiene a través de una expansidn polindmica del mismo orden que la interpolacidn de
elementos finitos. De esta manera, cada una de las componentes del campo de tensiones ¢*
puede representarse como:

o) =p®a (7)

donde p(x) contiene los términos del polinomio, los cuales varian en funcion del grado de las
funciones de forma y del numero de dimensiones del problema, y a; es el conjunto de
coeficiente asociado a cada componente de tension que se buscan determinar. En la tabla se
muestran los valores para los casos mas habituales:

2D 3D
Elementos lineales p() = {1,xy} p(x) ={1xy,z}
ai = {al, aZl a3}T a’i = {aly aZl a3r a4}T

p(x) ={1,x,y,x%xy,y*} | p(x) = {1,x,y,2,x2,xy,y%,yz,2°, x2}

Elementos cuadraticos
_ T _ T
al‘ = {al, az, ...,a6} ai = {al,az, ...,alo}

Finalmente, se ajusta el campo a los valores de las tensiones de elementos finitos en
los puntos de superconvergencia del patch. Para ello, se hace uso de una técnica de ajuste por
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minimos cuadrados y esto supone minimizar el siguiente funcional para cada una de las
componentes i de la tension:

NGP

dspr(a) = Z (p(xgp) a; — De (uh(xgp)) |i)2 (8)

gp

donde NGP es el nUmero de de puntos de Gauss asociados al patch que se estd resolviendo.

Este funcional se minimiza obteniendo un sistema lineal de ecuaciones para cada una
de las componente de ¢*. Cada uno de estos sistemas se resuelve de forma independiente y se
puede expresar de la siguiente manera:

Ma;=H; (9
donde M y H; representan:

NGP

M= () pligp)  (10)
gp

NGP

H; = Z p(xgp)TDS (uh(xgp)) li (11)
gp

Una vez obtenidos los valores para a;, se particulariza el valor de cada una de las
tensiones reconstruidas en el nodo de ensamblaje. Si se aplica este procedimiento para cada
uno de los patches de la malla, se obtiene una representacion nodal de las tensiones. A partir
de estos valores y usando los polinomios de interpolacién de elementos finitos, es posible
construir un campo de tensiones suavizado completo.

o (spr = ) Na0)  (12)

donde N, (x) es la funcidn de forma asociada al nodo n y @, es la tensién nodal asociada al
mismo nodo.

En las figuras ,s se presenta de forma grafica el procedimiento que establece la técnica
SPR para la obtencidon del campo de tensiones alisado. El patch esta formado por los siete
elementos triangulares que comparten el nodo de ensamblaje i (representado en rojo). Estos
elementos son de tipo lineal y con una cruz azul se representan los puntos éptimos de
muestreo. A partir de las tensiones evaluadas en estos puntos se ajusta una superficie
polindmica que en este caso es de grado uno, identificada en color azul. El valor de la
superficie se particulariza en el nodo de ensamblaje (color rosa) y extendiendo el
procedimiento y extrapolando los resultados se obtiene un campo de tensiones suavizado
(color violeta).
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Figura 12: Representacion de un patch de elementos triangulares. El punto rojo es el nodo de ensamblaje. Las
superficies transparentes son las tensiones de elementos finitos. La cruces azules son los puntos de
superconvergencia

Figura 13: Representacion de la superficie polinémica ajustada. En rosa la tensidn evaluada en el nodo de
ensamblado

Figura 14: Representacion del campo de tensiones recontruido
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Los sistemas de ecuaciones que se obtienen con este método estdn formados por
tantas ecuaciones e incdgnitas como términos tiene el polinomio ajustado. No obstante, para
gue la matriz de coeficientes del sistema sea de rango completo, deben considerarse al menos
tantos puntos como grados de libertad tiene el sistema. La ecuacién 10 se puede expresar
como:

M = [p(x)" [p()"| - IpCenep) 1P () IP (2] ... [P (Xngp)] = ArA (13)
y si estudiamos los rangos de las matrices obtenemos que, para a; = {a;, a,, ..., a}":
rango(Ar) = rango(A) < min(k, NGP) (14)
rango(M) < rango(A) < min(k, NGP) (15)

Por lo tanto, los sistemas de ecuaciones que se resolveran seran siempre compatibles,
mientras que para que sean determinados deberd realizarse el muestreo en un numero de
puntos suficiente y correctamente distribuidos. Es posible encontrar casos en los que el patch
asociado al nodo de ensamblado no satisface estas exigencias. En estos casos, serd necesario
expandir el dominio del patch con elementos contiguos para aumentar el nimero de puntos y
asi conseguir un sistema de ecuaciones determinado.

Si consideramos un patch formado por dos elementos lineales y aplicamos la técnica
SPR, el polinomio que querremos ajustar serd de grado uno y, dado que solo tenemos dos
puntos de muestreo, cualquier plano que pase por la recta que definen estos dos puntos seria
solucién. Si ahora ampliamos el patch, deberemos tener en cuenta que el nuevo punto no
guede alineado con los dos anteriores y, de esta forma, podremos calcular los coeficientes del
polinomio. En la Figura 15 se muestra esta situacidn, no siendo el elemento marcado en azul
valido para la ampliacién.

Figura 15: Patch con puntos de superconvergencia alineados y posibles elementos de ampliacién del patch. El
elemento azul no resuelve la linealidad, el naranja permite definir un plano

Incluso en aquellos casos en los que el sistema sea determinado, puede ser
conveniente ampliar el dominio del patch. Para ciertas configuraciones, los valores de las
tensiones nodales pueden ser muy sensibles a las variaciones a los valores de muestreo. Esto
supone que pequefios errores en las tensiones de partida dan lugar a tensiones nodales con
baja precision. En estos casos, es conveniente aumentar el nimero de puntos para reducir los
errores derivados del célculo.
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Hemos visto que la técnica SPR conlleva un proceso que tiene lugar a nivel local y que
se basa en la resolucién de sistemas de ecuaciones de un nimero reducido de incégnitas. Es
por ello que su coste computacional es bajo. Esto unido a la robustez de la técnica hace que
sea uno de los métodos mas extendidos para la reconstruccidon del campo de tensiones y la
estimacion del error de la solucién de EF.

Limitaciones de la técnica SPR

La precision de los resultados obtenidos mediante el SPR no es la misma para todo el
dominio. Hay un claro contraste entre el error asociado a las tensiones nodales del interior del
dominio y de la frontera, siendo notablemente superiores para este segundo caso. Esta
diferencia de precisién hace que los calculos del error en los elementos de contorno tengan
una menor efectividad que para los elementos internos.

A continuacion, se presenta un problema que muestra este comportamiento. Se trata
de un cilindro sometido a presidn interna (Figura 16). Teniendo en cuenta que este problema
es simétrico con respecto a cualquier plano que pase por su centro, Unicamente se ha
modelado un cuarto de la seccion. Para el analisis, se ha usado una malla de elementos
cuadraticos triangulares y, posteriormente, se ha aplicado la técnica SPR para obtener un
campo de tensiones suavizado.

Plane strain
a= <
b=20
P=1

E = 1000
v=03

AAAANA

Figura 16: Modelo de un cilindro sujeto a presion interna y malla h-adaptada de tridngulos cuadraticos

Los resultados que se muestran en la Figura 17 son los errores del campo a; con
respecto a misma componente de la tensidén exacta. Se puede ver facilmente como el error en
los elementos de contorno es mucho mayor que si se tienen en cuenta los del interior del
dominio.
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+0.012

0

-0,012

Figura 17: Cilindro sometido a presion interna. Error en la tensidn recuperada oyy

Dada la difusidn que tiene este procedimiento dentro de la comunidad de elementos
finitos, numerosos investigadores han propuesto modificaciones para aumentar su robustez en
estas zonas. Estas modificaciones buscan utilizar la informacién disponible de la propia
definicidn del problema para mejorar el campo suavizada. De una u otra forma, se modifica la
técnica SPR considerando la ecuacién de equilibrio interno y las condiciones de contorno del
problema para aumentar su calidad y robustez.

Para poder afiadir las restricciones es necesario procesar la informacion de partida y
resolver de forma acoplada las distintas componentes de la tensién. Este hecho supone que es
mds costoso configurar los sistemas de ecuaciones y que estos son mayores tanto en nimero
de incégnitas como de ecuaciones. En consecuencia, el coste computacional aumenta.

Sin embargo, en ciertas aplicaciones, este incremento del tiempo de calculo es
justificado. Un ejemplo lo encontramos en la formulacidn de contacto planteada por el Centro
de Investigacidon en Ingenieria Mecanica de la Universidad Politécnica de Valencia:

1
Mw) + gfm[,l 1@ 4k, gy]” — lIAN12dr +
1Jr
opt ¢ (16)

! Py(A — kyg) |[Pdr — — A —T*||2dr
+2—K1fr(cl)|| 5 (= 1) | —Z—KZfrg)u -7l

En la que la que la velocidad de convergencia hacia la solucidn depende directamente de la
calidad del campo de tensiones alisado en la zona de contacto por medio de T*.
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Mejora de la reconstruccion de
tensiones: técnica SPR-C

La técnica SPR-C es una modificacidon de la técnica SPR original con el objetivo de
mejorar el valor de las tensiones nodales. Para ello, se aplican ecuaciones de restriccién al
calculo de los coeficientes a de tal manera que los polinomios ajustados satisfagan tanto las
ecuaciones de equilibrio en el interior del dominio como las condiciones de contorno en la
frontera, en la medida en que el grado de la representacion de las tensiones lo permita. En
términos generales, el polinomio no es lo suficientemente rico como para cumplir de forma
completa las ecuaciones de equilibrio interno, compatibilidad, equilibrio en el contorno y
contornos de simetria. En el caso de encontrar un campo que respete simultaneamente y de
forma exacta todas estas restricciones, estariamos ante el campo de tensiones real.

Al igual que la técnica SPR, la SPR-C parte de un conjunto de elementos contiguos que
comparten un mismo nodo vértices, los cuales conforman el patch. Sobre cada patch, se
realiza la expansién polindmica del campo de tensiones expresando cada una de sus
componentes como de acuerdo con la ecuacién o (x) = p(x) a;. Sin embargo, este nuevo
procedimiento no resuelve de forma independiente los distintos términos del vector de
tensiones, sino que todos ellos se consideran de manera simultdnea para poder aplicar las
ecuaciones de restriccién. Por tanto, el campo de tensiones reconstruido se expresa en el caso
de problemas 2D como:

Oxx(X) p(x) 0 0 |(a.
o'(x)={0y@ =] 0 pkx) O {ayy}=P(x)A (17)
0y (X) 0 0 p()|\Qxy

y para problemas 3D:

ng(x)w p(x) 0 0 0 0 0 (e
0y () 0 px) 0 0 0 0 ay,
crn o) 1 0 0 pk 0 0 0 a, | _
o' (x) =4 Oy (X) (=1 o 0 0 px) O 0 Ayy (T P(x)A (18)
05, (x) 0 0 0 0 pkx) o Zyz
\o;,(x)) L O 0 0 0 0 pCol "

Para obtener los coeficientes A de estos campos, se minimiza el siguiente funcional en
el dominio del patch (1,

Bion-c) = (P a-pe(we)) an (9

Qp
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Como resultado se obtiene un sistema de ecuaciones lineales que puede ser resuelto
para cada patch:

MA=H (20

donde M y H representan:

M= | Px)TP(x)dQ (21)
Qp

H=| P(x)De (uh(x)) o (22)
Qp

que tras calcular la integral numéricamente quedan como:

NGP

M= P Pwld()l  (23)

NGP

H=) P()"De(u'(0)ald@)l  @#)

donde NGP es el nimero de puntos de integracidon en el dominio del patch, que no seran
superconvergentes necesariamente, w; es el peso asociado a cada punto de integracion x; y
J(x;) es la matriz Jacobiana que permite la transformacion de coordenadas para la integracion
numeérica.

Hasta este momento, se ha obtenido un sistema de ecuaciones lineales que permite
obtener las distintas componentes del campo de tensiones de una forma muy semejante a la
técnica SPR original. A pesar de que hasta el momento no se ha afiadido ninguna restriccion
adicional, el fundamento de la técnica SPR-C guarda una diferencia sustancial con respecto a
su precursora. La formulacidn de la SPR-C en términos de integrales pone de manifiesto una
aproximacioén continua al problema, mientras que la SPR discretiza el problema.

Desde esta nueva perspectiva, se busca calcular un campo de tensiones del mismo
grado que el campo de desplazamiento que minimice el error con respecto a las tensiones de
elementos finitos en el dominio del patch. Este planteamiento es mds acertado cuando se
utilizan métodos de elementos finitos con malla regular y geometria sumergida. Tal es el caso
de cgFEM. La ponderacidn de los distintos puntos de integracidn x; mediante unos pesos
w;|J(x;)| permite tener en cuenta la diferente densidad de puntos de integracidn que se da
entre los elementos internos y los de contorno. Una aproximacion discreta en estos casos daria
lugar a un campo de tensiones desplazado hacia los valores del elemento con mayor niumero
de puntos.
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Figura 18: Diferente densidad de puntos entre los elementos de contorno e interiores.

Continuando con la reconstruccidon segun la técnica SPR-C, debemos formular las
restricciones que consideren la informacidon conocida del problema elastico lineal durante el
proceso de recuperacion de tensiones. Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange
es posible obligar a que el campo de tensiones cumpla, al menos de forma parcial, las
ecuaciones de equilibrio interno, compatibilidad, equilibrio en el contorno y contornos de
simetria.

Centrandonos en el alisado para mallados cartesianos, es necesario mencionar que, en
funcién del tipo de patch, las restricciones que se aplican son distintas. De esta forma
distinguimos:

e Patches internos: todos sus elementos estdan completamente contenidos dentro del
dominio del problema. Las restricciones que se les aplican son:
— Ecuacidn de equilibrio interno
— Ecuacién de compatibilidad
e Patches de contorno: uno o mas de los elementos que conforman el patch son
intersectados por la frontera del problema. En funcién de las condiciones de contorno
gue se impongan en la frontera que intersecta el patch distinguiremos:
o Patches con desplazamientos impuestos: las restricciones que se les aplican
son:
— Ecuacidn de equilibrio interno
— Ecuacion de compatibilidad
o Patches con tracciones impuestas: las restricciones que se les aplican son:
— Ecuacidn de equilibrio interno
— Ecuacion de compatibilidad
— Ecuacidn de equilibrio en el contorno para tracciones impuestas
o Patches de simetria: las restricciones que se les aplican son:
— Ecuacidn de equilibrio interno
— Ecuacién de compatibilidad
— Ecuacion de contorno de simetria
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o Patches de contacto: las restricciones que se les aplican son:
— Ecuacidn de equilibrio interno
— Ecuacién de compatibilidad
— Ecuacidn de equilibrio en el contorno para tracciones impuestas
— Ecuacidn de equilibrio entre cuerpos

Puede darse el caso en el que dos fronteras con condiciones de contorno distintas
intersecten un mismo patch de contorno. En estos casos se tendrd en cuenta la frontera que
tenga una mayor longitud (2D) o area (3D) contenida en el patch. Una excepcién ocurre
cuando uno de los contornos es de contacto. En este caso, siempre se impondran las
restricciones para este tipo de frontera. Dado que esta técnica se aplicara para la obtencién de
un campo de tensiones que estabilice la formulacién de contacto, es esencial que la calidad del
campo sea maxima en las zonas en que los cuerpos interaccionan.

Pasamos a explicar de forma detallada como se aplica cada una de las distintas
restricciones.

Imposicion de ecuacion de Equilibrio Interno

Consideremos un elemento diferencial contenido dentro del dominio de un problema
eldstico bidimensional. Para que este elemento se encuentre en equilibrio estatico es
necesario que el sumatorio de fuerzas y momentos que actua sobre él sea nulo. Estas acciones
provienen, bien del campo de tensiones 0 = {0yy, 0y, 0xy }, bien de las fuerzas por unidad de
volumen b = {by, b, }.

oo,
o, +—"dy
ao_\'r
Ot — dy

oo,
o +—dx

b, Y ox
b ‘ oo,

g

o

»w

Figura 19: Cargas aplicadas sobre el elemento diferencial de volumen en el interior del dominio
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Si consideramos el elemento diferencial de volumen dV =t dx dy, de espesor
constante t, el equilibrio estatico de fuerzas requerira:

do,
—Oxx tdy — Oyxtdx + Oyy tdx + W tdxdy + b, tdxdy = 0 (24)

do, doy
—0yy tdx — oy tdy + 0y, tdx + —— 8y Y tdxdy + Oxy tdx + 6_ tdxdy + bytdxdy = 0 (25)

y simplificando:

00yy 00y,

+b,=0 (26)

00y, 00y
dy dx

+b,=0  (27)

En lo que respecta a los momentos podemos tomar como referencia el centro del
elemento diferencial para obtener que el equilibrio de momentos se cumplird si:

00xyt , , 00yx
dx dy — oy, tdxdy — ——dxdy =0 (28)

do
Oxytdxdy + —— dy 2

ox

de donde se obtiene:

dy =0 —> 0y, — 0y, =0 (29)

Combinando estas tres ecuaciones se obtiene que, para que exista equilibrio estatico,
el campo de tensiones tiene que cumplir:

+b,=0
Clnt 0x d * (30)
D" ) day, 00y b =
ay T ax 7Y

Procediendo de forma andloga, se pueden obtener las ecuaciones de equilibrio interno
para el caso tridimensional:

(00 00y, 00y, )
b,=0
ax oy oz %

do. do do.

int. xy yy yz
! dx + dy * 0z
00y, 00y, 00,
\ Jdx dy 0z

+b,=0p  (31)

+b,=0]

Estas ecuaciones las podemos escribir de forma matricial como:

c™(x): LTo(x) + b(x) =0 (32)
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donde L es el operador diferencial,

D, 0 0
0 D 0
D, 0 y
5 D 0 0 D, )
LZD = y L3D = Dy Dx 0 con Dl = a (33)
D, D
y Fx 0 D, D,
D, 0 D,

Una vez obtenida esta formulacion, vamos a aplicarla a la técnica de reconstruccion del
campo de tensiones. Si tenemos en cuenta la ecuacion 17 podremos reescribir (32) como:

c™(x):LTP(x)A+b(x) =0  (34)

Al analizar esta ecuacion nos damos cuenta que el campo de tensiones alisado podrd
satisfacer de forma completa la ecuacion de equilibrio interno siempre y cuando el orden del
campo de fuerzas volumétricas sea menor que p — 1, siendo p el grado del polinomio de
aproximacién del vector de tensiones. En la gran mayoria de casos practicos, las fuerzas
volumétricas se toman como nulas o estan asociadas a fuerzas gravitatorias que se consideran
contantes para todo el volumen. Para todos estos casos, la ecuacién de equilibrio interno se
podra cumplir de forma exacta.

No obstante, como el orden de las fuerzas volumétricas no se conoce a priori, la
ecuacion 34 no puede imponerse en esta forma. Si el polinomio de aproximacién del campo de
tensiones no es lo suficientemente rico, al evaluar la ecuacién de equilibrio interno aparecera

necesariamente un residuo cuyo valor dependera del punto considerado:
c™(x): LTP(x)A + b(x) = 7(X) jns (35)

Si tenemos en cuenta esta expresion, podemos plantearnos imponer una restriccién
que busque minimizar el error entre los campos: LTP(x)A y b(x) en el dominio del patch.
Esto supone minimizar el funcional que se corresponde con la normal L? del residuo 7 (x) ¢

Pt (x) = f r(%)%,,d0 = f (LTP(x)A+b(x))'dQ  (36)
Qp Qp
Por tanto, la ecuacién de equilibro en su forma general quedaria como:

c™Mx): | TE(T'(x)A+b(x)) da

Qp

(36)

donde T'(x) es la matriz que contiene las derivadas de los términos del polinomio de
interpolacion:

, _ [Pxp(x) 0 Dyp(x)
“@a="0" b0 mptn] O
Dyp(x) 0 0 Dyp(x) 0 D,p(x)
T(x)3p = 0 Dyp(x) 0 Dyp(x) D,p(x) 0 (39)
0 0 D,p(x) 0 D,p(x) Dyp(x)
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con:

px) = {1 x y x* y* xy . }
Dpx) = { 0 1 0 2x 0 y .. } (40)
Dyp(x) = { 0 0 1 0 2y x 1,
( p(x) {1 x y z x2 y2 22 xy yz xz .. })
!Dxp(x) = {01002 0 0 y 0 z . }L “
Dp(x) = { 0010 0 2y 0 x z 0 . } (41)
lDZp(x) = {0000 0 0 22 0 y «x 1.,

Si ahora obtenemos la integral numérica de la ecuacién 36, la ecuacién de restriccidon
se expresara finalmente como:

NGP NGP

M@ Y T TERDlI A=) T bE)wlae)|  (42)
J J

Al aplicar esta formulacidn se obtendran tantas ecuaciones como coeficientes definen
el campo de tensiones aproximado, lo que supondria que, al forzar su cumplimiento, los
coeficientes de la interpolacidon quedarian completamente definidos. No obstante, el nimero
de ecuaciones linealmente independientes es considerablemente menor. Para seleccionar las
filas linealmente independientes de la matriz de coeficientes del sistema es posible utilizar la
factorizacion QR, obteniendo finalmente un sistema de nint ecuaciones. Para el caso
tridimensional con elementos lineales y fuerzas volumétricas constantes, el nimero de
coeficientes es 24, mientras que el rango del sistema es 3.

Imposicion de la ecuacién de compatibilidad

Las ecuaciones de compatibilidad establecen las relaciones que se deben dar entre las
componentes del campo de tensiones o deformaciones de tal manera que éstas puedan
corresponderse con la existencia de un campo continuo de desplazamientos en el interior del
solido elastico. Las componentes del vector de deformaciones estdn directamente
relacionadas con los desplazamientos mediante:

B Ju _ du 4 v
fox Ty ST dy Ox
v Jv Oow

= = 4+ 43

Eyy 3y Eyz 57 + 3y (43)
B ow _ Ju OJw

7 =77 Exz =7t
2 9z ** 09z Ox

Teniendo en cuenta estas expresiones resulta evidente que deberd existir una relacion
entre las componentes del campo de deformaciones de modo que se pueda obtener un campo
de desplazamiento {u, v, w}T que satisfaga de forma simultdnea todas las ecuaciones.
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Para obtener estas relaciones es necesario derivar las ecuaciones presentadas
anteriormente. Para el caso bidimensional unicamente se tienen en cuenta &y, €y Y Exy Y,
derivando de forma apropiada obtenemos:

028,y N 0%y, _ 0%eyy
dy? 0x? oxdy

(44)

Dado que nuestro objetivo es obtener una ecuaciéon para ser aplicada en la
recuperacion del campo de tensiones, es necesario que expresemos esta funcion en términos
de tensiones. Para ello, reorganizamos la ecuacion anterior y aplicamos la Ley de elasticidad de
Hooke obteniendo:

LCa=0  (45)

donde £ es un operador derivada de segundo orden, € es la matriz de flexibilidad del material
y o es el campo de tensiones:

1 1 —v 0 Oxx
L' ={D}, DZ —Di}; C=E[—v 1 0 ; O'={O'yy}
0 0 2(1+4v) Oxy

Desarrollando la expresion, la ecuacidon de compatibilidad en el caso bidimensional
guedaria como:

92 92 92 92 92
<—2—vm>axx+<m—va—yz>ayy—2(1+v)maxy=0 (46)
o lo que es lo mismo:

Li,o0=0 (47)
con

Ly, ={D%, —vDZ, DZ —wD2, —2(1+v)D%}  (48)

Esta formulacién seria la aplicable en los casos de tension plana, mientras que para
deformacion plana se deberia sustituir el operador Ly, por Lg):

Ly, ={1-v)*(DE, —vDZ) (A +v)(DE —vD3,) —2(1+v)D3} (49)

Si consideramos ahora la ecuacién 17, para el campo de tensiones reconstruido la
igualdad anterior se escribird como:

L;P(x)A=0 i=tpdp (50)
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Calculamos ahora las derivadas de segundo orden del polinomio p(x), las cuales
formaran parte de la ecuacidon de compatibilidad:

p) = {1 xy x* y* xy .. N

DZp(x) = { 0 0 0 2 0 O )
{Dﬁyp(x) = {000 O0 2 0 }} (51)
bZpax) = (000 0 0 ),

Se puede comprobar que, si la aproximaciéon del campo de tensiones es lineal, la
ecuacién de compatibilidad se satisface independientemente del valor de los coeficientes. Por
ello solo, sera necesario aplicarla cuando el orden de polinomio sea mayor o igual que 2.
Ademas, y al contrario que ocurria en el caso de la ecuacién de equilibrio interno, la ecuacidn
de compatibilidad siempre podra satisfacerse de forma exacta. Esto es debido a que se estara
ajustando un polinomio de grado p — 2, siendo p el grado del campo de tensiones, a un campo
con valor contante nulo.

Para que el campo alisado de tensiones cumpla la condicidn de compatibilidad en
cualquier punto del dominio, habrd que desarrollar la ecuacion 50 de forma analitica y
posteriormente igualar a cero cada uno de los coeficientes que multiplican a la parte literal del
polinomio. Este procedimiento dara lugar a un sistema con tantas ecuaciones como términos
integren el polinomio. Para la aproximacion en elementos cuadrdticos nos encontramos
Unicamente con el término constante y es posible expresar la ecuaciéon de compatibilidad
como:

o Considerando tensién plana:
COMP: Ayys — Vayxs + Ayysy — Vayys — 2(1 + 1) Ay = 0 (52)
o Considerando deformacién plana:
c™P: (1 — v)(Ayxs — Vaxxa) + (Qyys — Vayys) — 2,06 =0 (53)
en las que se ha tenido en cuenta:
0;;(x) = p(O)a;; = a;j; + a;jpx + ayjzy + a;jax® + a;sy? +agexy  (54)
i=xy j=x%

En el caso tridimensional, es necesario considerar todas las componentes del vector de
deformaciones &y, €yy, €52, Exy, €yz Y Exz- Si derivamos convenientemente, llegamos a un
conjunto de seis expresiones que constituyen las ecuaciones de compatibilidad. Estas se
pueden representar de forma resumida como:

0%&nn N 0%e,, B 0%en,
op? on?  0ndp
0enn 0%gpq 0%y 0%y,
dpdq = on®> 0ndq Ondp

=0 n=x,y,Z p=Xx,Y,Z n#Dp
(55)

=0 n=x,y,Z p=Xx,y,Z q=X,Y,Z N#p Fq
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Procediendo del mismo modo que para el caso bidimensional, podemos utilizar la Ley

de Hooke para expresar estas igualdades en funcion de las tensiones:

L'Co=0 (56)
con:
Dj, Di 0 -DZ 0 0
0 D2, D§y 0 —D§Z 0
D2, 0 D2, 0 0 —D2,
L= > (57)
2Dy, 0 0 -DZ Di -—Di
0 2D2, 0 —Df,z —D,§y D;y
0 0 2Df, D2 DZ, —Dj,
-v -V
[ 1 0 0 0 ]
| —v 1 —v 0 0 0 |
1|l—v —v 1 0 0 0
C=E|0 0 0 2(14+v) 0 0 | (58)
lo o o 0 2(1 +v) o |
lo o o 0 0 2(1+w)l
g = {Uxx ayy Ozz ny Gyz GxZ}T
Sustituyendo el o por el campo de tensiones reconstruido llegamos nuevamente a la
expresion:
LP(x)A=0 (59)
donde:
L=
( Dz, —vD% D —vwDi, —u(DZ +D3,) —2(1+v)DE, 0 0 )
—v(D%, +D%) DL -—-vD,  Di,—vD% 0 —2(1+v)DE, 0
D%, —vD%,  —v(D2,+DZ) D2 —vDZ 0 0 —2(1+v)D2,
=3
2vD3, —2vDy, —2vD3, -2(1+v)D7, 2(1+v)DE, —2(1+v)D3,
—2uD2, 2vD2, —2vD2, -2(1+v)Dj, —2(1+v)DZ, 2(1+v)D},
—2vDy, —2uDy, 2uD2, 2(1+v)DZ, —2(1+v)DZ, —2(1+v)D},)

(60)

Como para el caso bidimensional, en el espacio también se cumple que una

reconstruccion lineal satisface implicitamente la ecuacion de compatibilidad. Por lo que no
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sera necesario imponer la restriccion de manera explicita. En el caso de polinomios de grado
mayor, se procede de forma semejante a como se hizo en el caso de plano, resolviendo de
forma analitica e igualando a cero los coeficientes de la parte literal del polinomio.
Nuevamente, planteamos las ecuaciones que se obtendrian considerando un campo alisado de
tensiones cuadratico vy, por tanto, cuyas derivadas segundas son constantes. El resultado son
tantas ecuaciones de restriccion como ecuaciones de compatibilidad:

Axxe — Vayys + Ayys — Vayye — U(Azz5 — Vazz6) — 2(1 + V)ayyg = 0

—U(Ayxe — Vaxx7) + Qyye — VAyy7 + Ayz7 — VAzz — 2(1 +V)aAy50 = 0

Qxx7 — Vlxys — U(ayys - Uazz7) + Ayz5 —Vaz,7 — 2(1 +V)ayz10 =0
U(_axx9 + ayyg + azz9) +(1+ U)(axylo — Qyzs + axys) =0
U(axmo — Qyy1o T azzlo) +(1+ U)(axy9 + ayzg — axy6) =0

v(axxs + Ayyg — azzB) + (1 + v)(_axy7 + QAyz10 + axy9) =0 J

ceomp .

(61)

donde se ha considerado:
0ij(x) = p(a;; =
= aij1 + QjoX + A3y + Qijaz + Q;jsX% + Qjey* + 1727 + ijgXy + QjjoYZ + Ayj10XZ
i=Xx92z J=XxY2Z2

(62)

Imposicion de la ecuacion de equilibrio en
contornos con tracciones impuestas

Las tensiones en la frontera deben ser tales que se encuentren en equilibrio con las
fuerzas de superficie que actdan en el contorno del cuerpo. Esto supone que en cualquier
punto de la frontera debe cumplirse que el vector de fuerzas superficiales externas sea igual al
vector de tracciones en dicho punto. Esta igualdad se podrd dar ya que las fuerzas de
superficie tienen unidades de fuerza por unidad de superficie y por tanto de tension.

a
O-xx
O-xy
(o)
yy
Figura 20: Elemento diferencial sometido a cargas Figura 21: Distancias a y b del elemento diferencial
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Consideremos un elemento diferencial en el contorno del dominio para un problema
bidimensional. Las fuerzas debidas a las acciones externas serdn iguales al valor de la fuerzas
superficiales t = {t,, ty} por el drea sobre la que actuan dA, que considerando un espesor t
constante se puede escribir como dA = tds.

A partir de este planteamiento escribimos el balance de fuerzas y momentos para el
elemento diferencial:

Z Fy = =0y tdy — oy tdx + tytds = 0 (63)
Z E, = —oyytdx — oy,ytdy + t,tds =0  (64)

dx dy
Z M = acy,tdy + (a - 7) oyytdx — ba,tdx — (b - 7) Gotdy =0  (65)

Dado que las dimensiones del elemento son de orden diferencial, puede despreciarse
la curvatura que la frontera ds. Esto supone que a = dx/2 y que b = dy/2. Tenemos en
cuenta esta consideracidn y reescribimos las ecuaciones:

dy dx

O'xxE + O-xy% = _tx (66)
dx dy

O'yy% + O'xy% = —iy (67)

dx dy
axy7dy — ayxdx7 =0 > 0y = Oy (68)

Al despreciar la curvatura de ds, los término dy/ds y dx/ds tienen un significado
geométrico, ya que estos coeficientes se corresponden con los cosenos directores de la normal

. T .
exterior al contorno. Esto es que n = {dy/ds dy/ds} = {nx ny} , pudiendo replantearse las
ecuaciones como:

Ny Oy + Ny 0xy = —ty (69)
Ny0yy + NyOxy = —t,, (70)

Si planteamos el sistema de ecuaciones de forma matricial podemos obtener la
expresion general de las ecuaciones de equilibrio en el contorno:

Go=t (71)

donde G es la matriz de rotacidon de Cauchy, o es el vector de tensiones en el punto y t es el
vector de fuerzas superficiales. La forma de la matriz de rotacién para problemas
bidimensionales y tridimensionales sera, respectivamente:

GZD

n, 0 ny] 72)

0 n, ny
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n, 0 0 n, 0 mn
Gs3p=|0 n, 0 ne n, 0 (73)
0 0 n, 0 n, ny

donde ny , n, y n, son los cosenos directores de la normal exterior al contorno.

Se podria haber llegado a la misma relacién igualando el vector tensor al de fuerzas de
superficie. Este vector de tracciones lo podemos calcular a partir del tensor de tensiones de
Cauchy. Con este planteamiento, la formulacién quedaria:

[TlIn=t (74)

donde n es el vector normal al contorno y [T] es el mencionado tensor de tensiones, que tiene
la forma:

Tlso = [y o] 75

para el caso plano y para el espacial:

Oxx Oxy Oxz
[Tlzp = [%xy OTyy Oyz (76)
Oxz Oyz Ozz

Esta uUltima formulacion del equilibrio en el contorno nos sera util mds adelante. Sin
embargo, para establecer las ecuaciones de restriccion en el caso de tracciones impuestas
utilizaremos la que hace uso de la matriz de rotacidn. Consideramos la forma polinédmica de
o (x) utilizada en la reconstruccion del campo de tensiones y pasamos los términos a la
izquierda de la igualdad para obtener la expresion:

c®*t(x): G(X)P(x))A—t(x) =0 (77)

La capacidad del polinomio de aproximacion para satisfacer la ecuacién dependera
tanto del grado de las tracciones impuestas como de la geometria de la frontera. Esto hace
necesaria la obtencién de una ecuacidn alternativa que pueda ser aplicada a cualquier
problema.

Recurrimos a un planteamiento como el que se ha seguido para los casos anteriores,
en el que buscamos ajustar el campo de tensiones reconstruido de tal manera que el error que
se comete en la ecuacidon de equilibrio en el contorno sea minimo considerando el dominio del
patch. Para ello es necesario afiadir a la ecuacion 77 un término que recoja este errory, el cual
serd variable con la posicion:

¢ (x): G)P(N)A = t(x) =T(X)exe  (78)

Teniendo en cuenta esta igualdad, la cual se cumple para cualquier problema,
buscaremos minimizar la norma L? del residuo. Siendo este funcional:
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#7000 = | rhedr = [ (6@PWA-t)dr (79
Fp Fp

En comparacidn con los funcionales considerados hasta el momento, es importante
destacar que, en este caso, el dominio de integracidn ha cambiado. Hasta ahora las integrales
eran del mismo nimero que dimensiones que el problema considerado, mientras que para el
caso del equilibrio en el contorno ésta es una dimensiéon menor. El motivo es evidente, ya que
la ecuacidon que se estd considerando solo tiene aplicacién en la frontera del domino, la cual
sera una superficie en el caso tridimensional, una linea en el bidimensional o un punto en el
unidimensional.

Si minimizamos el funcional e integramos numéricamente el resultado obtenemos la
ecuaciéon matricial:

ngps ngps

CORt (x). Z E(x) E(x)o; |9 (u(x))[ 4= D B(x) t(x)o; |7 (u(x))| @0

j
donde E(xj) es la matriz que resulta de multiplicar cada uno de los términos de la matriz de
rotacion de Cauchy por p(x;) (ecuacion 81-82), w; es el peso asociado a cada uno de los
puntos de integracién, J(u(xj)) es la matriz de Jacobinada para la transformacion de

coordenadas, u(xj) son las coordenadas en el dominio de la frontera asociada a x; y cada uno
de los términos se evalla en ngps puntos contenidos en la frontera del problema que queda
recogida dentro del dominio del patch.

n@p® 0 n,@p®
E@= "0 o op@® nmop|  BY
n(@p®x 0 0 ne@p® 0 n@p®
Ep=| 0  m@p® 0 n@pe® mn@p® 0
0 0 m@p® 0 n,Wp® n@p®

(82)

Cabe mencionar que el cdlculo la ecuacién que se ha planteado obliga a realizar dos
transformaciones de coordenadas. Al estar E(x) definido en el dominio del problema, es
necesario realizar una primera transformacién al dominio de la frontera y posteriormente a un
espacio apropiado para realizar la integracion numérica.

x-ou-§

El resultado que obtenemos finalmente es, como ocurria en los casos anteriores, un
sistema de ecuaciones compatible indeterminado. Cuando estudiamos las filas linealmente
independientes de la matriz de coeficientes del sistema, vemos que varia en funcion de la
geometria de la frontera. Esto es asi ya que la definicion del contorno afecta tanto a los
vectores normales como a la relacidon entre las componentes de x. El cumplimiento de estas
ecuaciones por parte de campo de tensiones reconstruido se impondra usando multiplicadores
de Lagrange.
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Imposicion de la ecuacion de equilibrio en
contornos de simetria

Los contornos de simetria se aplican a aquellas fronteras que se corresponden con un
eje (problemas bidimensionales) o un plano (problemas tridimensionales) de simetria reflexiva
tanto a nivel de la morfologia y propiedades del cuerpo como a nivel de las condiciones de
contorno cinematicas o de cargas aplicadas. Como consecuencia, los campos de
desplazamientos que aparecen tienen unas propiedades especificas.

Consideremos un elemento diferencial en un contorno de simetria correspondiente a
un problema bidimensional. Definiremos un sistema dextrégiro de coordenadas ortogonales
{&,n} sobre la frontera del dominio de tal forma que la direccién el eje & sea coincidente con el
de la normal al contorno.

Figura 22: Elemento diferencia sobre el contorno de simetria. Sistema de referencia local {{, n}

Teniendo en cuenta este sistema de coordenadas, la condicidon de simetria establece
que:

uf,n(fi 77) = _uf,n(_fi 77) ; vf,n(f! 77) = vf,n(_f' 77) (83)

donde ug , en el campo de desplazamientos en la direccion perpendicular a la frontera y vg ,,

es el campo de desplazamientos en la direccidn tangente a la frontera. De la segunda
expresion es posible deducir una nueva condicidn procediendo de la siguiente manera:

§+ _

Avf,fl = vf,r] (SO + AE: 77) - vf,n (50: 7’])

AV, = g (—80,1m) — Ve (=8 — AEN) = Ve (Eo,m) — vey (o + AE M) = —AvET

$+ S+ §- §-
dv, i Avg — i Avg _ _(’)vm
0¢ AE-0 A& A0 AE 0¢



donde el superindices positivo y negativo representan que el campo se evalla para valores
positivos y negativos de €. Esta ultima condicidon se puede reescribir como:

ad
”f”(f " =

(84)

Si evaluamos estas expresiones sobre el contorno de simetria, esto es cuando & =0
obtendremos que:

8u§’n
ug,(0,m) =0 - o om=0 (85

ov f’7(0 =0 (86)

Teniendo en cuenta la formulacién de las componentes del campo de deformaciones
en funcién de los desplazamientos podemos determinar:

dug
€en(0,m) = —21(0,m) =0  (86)

f

y considerando la relacidn entre tensiones y deformaciones:

On)=0 (87)

E
9en(0.m) = 5oy e

Esta ultima ecuacidn representa la condicidon de simetria expresada en términos de
tensiones y establece que las tensiones tangenciales al plano de simetria son nulas en la
frontera. Este enunciado también es valido para el caso tridimensional y se formularia como:

o;(0,n,T) =0 i=n7 (88)

Para poder imponer que el campo de tensiones reconstruido cumpla esta restriccion
es necesario cambiar la orientacién del tensor de tensores de Cauchy para expresar el campo
segun los ejes del sistema de referencia {&,n}, {§,n, t}. La formulacién que debemos usar con
este objetivo es:

[T]f,n = RgD [T]x,yRZD ) [T]f,n,r = RgD [T]x,y,‘rRSD (89)

donde [T],, es el tensor de tensiones expresadas en el sistema de referencia {x, y}, [T]; , es
el vector de tensiones expresadas en el sistema de referencia {{,n} y R,p es la matriz de
cambio de ejes (de forma equivalente para el caso tridimensional). La matriz de cambio de ejes
es una matriz cuadrada que se forma de la siguiente manera:

— | %Y XY . _ V.Z X V,Z 1.%V,Z
Ryp = bfﬂ'lﬁﬂ'] (92) ; R3p = beT']fUT'kaT] 91)

X,y XV,Z XV,Z 1.XV,Z
donde lfn"fn | lfnf’]s‘nr'kfnr

definen el sistema de coordenadas {&,n} | {,7n,t} expresados en el sistema de referencia

(en adelante n,s | n, s, t) son los vectores unitarios que

{x,y} | {x,y,z}. Si desarrollamos la ecuacién 89 y nos fijamos Unicamente en los valores de las
tensiones tangenciales paralelas a la frontera:
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Ogy = {NyxSx NySy Ny Sy + Tley}o' =G,p0 92)
y para el caso tridimensional:

Oy NySxy MNySy NSz MNySy T NySy NSy + NS, NSy + NS, 93
{O_ET} B {nxtx nyty nyt; nNyty +n,ty, ngty, +nyt, Nty + nxtz}a = G3p0 (93)

Como consecuencia de la condicidn de simetria, las tensiones tangenciales que se la
han calculado deberan ser nulas y ello nos lleva a una formulacién que podemos considerar
para el calculo del campo de tensiones reconstruido. La ecuacidn quedaria:

c®t(x): GP(x)A=0 (94)

Esta ecuacion es de la misma forma que la que se obtuvo para el caso de la ecuacién
de compatibilidad (ecuacién 59) y, al igual que ésta, es posible imponer su cumplimiento de
forma exacta. En este caso estaremos ajustando un polinomio de grado p, siendo p el orden
del campo de tensiones reconstruido, a un campo nulo vy, por tanto, de grado 0. Sin embargo,
en este caso es necesario darnos cuenta de que la ecuacidon Unicamente tendrd validez en el
dominio de la frontera.

Para obtener las ecuaciones que debe cumplir el campo de tensiones, en primer lugar,
es necesario establecer la relacién que guardan las distintas coordenadas espaciales en la
frontera. En el caso de los contornos de simetria, esta relacidn es trivial ya que estas
coordenadas respetaran la ecuacidn de la recta (bidimensional) o el plano. Por tanto, se podra
establecer:

NeX+n,y=c ; Mx+n,y+nz=c (95)
donde el valor de c es posible calcularlo considerando un punto cualquiera del contorno.

Vamos a obtener la ecuacidon de equilibrio considerando el problema bidimensional
resuelto con elementos lineales. En primer lugar expresaremos la coordenada x en funcién de
la coordenada y. De esta manera, al sustituir en p(x) obtendremos:

1 c ny
x) = — - 96
p(x) { e n y} (96)

A continuacién, sustituimos en la ecuacién 94, calculamos, separamos los distintos
términos del polinomio resultante e igualamos a cero cada uno de ellos para asi satisfacer la
ecuacion de equilibrio en cualquier punto de la frontera:

¥t (x):
c c c
NySy | Ayx1 + Aypp— | + Ny Sy | Qyy1 + Ayyp —— + (nysx + nxsy) Axy1 + Axy2 — | = 0
Ny ny My
n n n
y y A
Ny Sy (axx3 — Qyxx2 —) + ny Sy (ayyg — Qyyp —) + (nysx + nxsy) (axy3 — Qxy2 —) =0
Ny ny Ny
97)
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Estas dos restricciones seran las que se afadiran usando multiplicadores de Lagrange
al funcional para el calculo del campo de tensidn reconstruidas.

Las ecuaciones para el resto de casos se obtendrian siguiendo el mismo
procedimiento:
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o Elementos cuadraticos - 2D:

axyd*d"2*(nx*sy + ny*sx) - axy6*d*(nx*sy + ny*sx) - axx6*d*nx*sx - ayy6*d*ny*sy + axx4*d"*2*nx*sx + ayy4d*d"2*ny*sy = 0

axy3*(nx*sy + ny*sx) + axy5*(nx*sy + ny*sx) + axy6*c*(nx*sy + ny*sx) - axy2*d*(nx*sy + ny*sx) + axx3*nx*sx + axx5*nx*sx + ayy3*ny*sy + ayy5*ny*sy +

axx6*c*nx*sx + ayy6*c*ny*sy - axx2*d*nx*sx - ayy2*d*ny*sy - 2*axyd*c*d*(nx*sy + ny*sx) - 2*axx4*c*d*nx*sx - 2*ayy4*c*d*ny*sy =0

axyl*(nx*sy + ny*sx) + axy2*c*(nx*sy + ny*sx) + axy4*cA2*(nx*sy + ny*sx) + axx1*nx*sx + ayyl*ny*sy + axx2*c*nx*sx + ayy2*c*ny*sy +
axx4*ch2*nx*sx + ayy4d*c 2*ny*sy =0

o Elementos lineales - 3D:
axy3*(nx*sy + ny*sx) + axz3*(nx*sz + ny*sz) + ayz3*(ny*sz + nz*sy) - axy2*d*(nx*sy + ny*sx) - axz2*d*(nx*sz + ny*sz) - ayz2*d*(ny*sz + nz*sy) +
axx3*nx*sx + ayy3*ny*sy + azz3*nz*sz - axx2*d*nx*sx - ayy2*d*ny*sy - azz2*d*nz*sz = 0

axyd*(nx*sy + ny*sx) + axz4*(nx*sz + ny*sz) + ayz4*(ny*sz + nz*sy) - axy2*e*(nx*sy + ny*sx) - axz2*e*(nx*sz + ny*sz) - ayz2*e*(ny*sz + nz*sy) +
axx4*nx*sx + ayyd*ny*sy + azz4*nz*sz - axx2*e*nx*sx - ayy2*e*ny*sy - azz2*e*nz*sz =0

axyl*(nx*sy + ny*sx) + axz1*(nx*sz + ny*sz) + ayz1*(ny*sz + nz*sy) + axy2*c*(nx*sy + ny*sx) + axz2*c*(nx*sz + ny*sz) + ayz2*c*(ny*sz + nz*sy) +
axx1*nx*sx + ayyl*ny*sy + azz1*nz*sz + axx2*c*nx*sx + ayy2*c*ny*sy + azz2*c*nz*sz=0

axy3*(nx*ty + ny*tx) + axz3*(nx*tz + ny*tz) + ayz3*(ny*tz + nz*ty) - axy2*d*(nx*ty + ny*tx) - axz2*d*(nx*tz + ny*tz) - ayz2*d*(ny*tz + nz*ty) +
axx3*nx*tx + ayy3*ny*ty + azz3*nz*tz - axx2*d*nx*tx - ayy2*d*ny*ty - azz2*d*nz*tz =0

axy4d*(nx*ty + ny*tx) + axz4*(nx*tz + ny*tz) + ayz4*(ny*tz + nz*ty) - axy2*e*(nx*ty + ny*tx) - axz2*e*(nx*tz + ny*tz) - ayz2*e*(ny*tz + nz*ty) +
axx4*nx*tx + ayyd*ny*ty + azz4*nz*tz - axx2*e*nx*tx - ayy2*e*ny*ty - azz2*e*nz*tz=0

axyl*(nx*ty + ny*tx) + axz1*(nx*tz + ny*tz) + ayz1*(ny*tz + nz*ty) + axy2*c*(nx*ty + ny*tx) + axz2*c*(nx*tz + ny*tz) + ayz2*c*(ny*tz + nz*ty) +
axx1*nx*tx + ayyl*ny*ty + azz1*nz*tz + axx2*c*nx*tx + ayy2*c*ny*ty + azz2*c*nz*tz=0
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o Elementos cuadraticos - 3D:

axy6*(nx*sy + ny*sx) + axz6*(nx*sz + ny*sz) + ayz6*(ny*sz + nz*sy) - axy8*d*(nx*sy + ny*sx) - axz8*d*(nx*sz + ny*sz) - ayz8*d*(ny*sz + nz*sy) +
axy5*d"2*(nx*sy + ny*sx) + axz5*d*2*(nx*sz + ny*sz) + ayz5*d"2*(ny*sz + nz*sy) + axx6*nx*sx + ayy6*ny*sy + azz6*nz*sz - axx8*d*nx*sx -
ayy8*d*ny*sy - azz8*d*nz*sz + axx5*d"2*nx*sx + ayy5*d"2*ny*sy + azz5*d"2*nz*sz = 0

axy9*(nx*sy + ny*sx) + axz9*(nx*sz + ny*sz) + ayz9*(ny*sz + nz*sy) - axy10*d*(nx*sy + ny*sx) - axz10*d*(nx*sz + ny*sz) - ayz10*d*(ny*sz + nz*sy) -
axy8*e*(nx*sy + ny*sx) - axz8*e*(nx*sz + ny*sz) - ayz8*e*(ny*sz + nz*sy) + axx9*nx*sx + ayy9*ny*sy + azz9*nz*sz - axx10*d*nx*sx - ayy10*d*ny*sy -
0zz10*d*nz*sz - axx8*e*nx*sx - ayy8*e*ny*sy - azz8*e*nz*sz + 2*axy5*d*e*(nx*sy + ny*sx) + 2*axz5*d*e*(nx*sz + ny*sz) + 2*ayz5*d*e*(ny*sz +
nz*sy) + 2*axx5*d*e*nx*sx + 2*ayy5*d*e*ny*sy + 2*azz5*d*e*nz*sz = 0

axy3*(nx*sy + ny*sx) + axz3*(nx*sz + ny*sz) + ayz3*(ny*sz + nz*sy) + axy8*c*(nx*sy + ny*sx) + axz8*c*(nx*sz + ny*sz) + ayz8*c*(ny*sz + nz*sy) -
axy2*d*(nx*sy + ny*sx) - axz2*d*(nx*sz + ny*sz) - ayz2*d*(ny*sz + nz*sy) + axx3*nx*sx + ayy3*ny*sy + azz3*nz*sz + axx8*c*nx*sx + ayy8*c*ny*sy +
azz8*c*nz*sz - axx2*d*nx*sx - ayy2*d*ny*sy - azz2*d*nz*sz - 2*axy5*c*d*(nx*sy + ny*sx) - 2*axz5*c*d*(nx*sz + ny*sz) - 2*ayz5*c*d*(ny*sz + nz*sy) -
2*axx5*c*d*nx*sx - 2*ayy5*c*d*ny*sy - 2*azz5*c*d*nz*sz =0

axy7*(nx*sy + ny*sx) + axz7*(nx*sz + ny*sz) + ayz7*(ny*sz + nz*sy) - axy10*e*(nx*sy + ny*sx) - axz10*e*(nx*sz + ny*sz) - ayz10*e*(ny*sz + nz*sy) +
axy5*eAr2*(nx*sy + ny*sx) + axz5*e2*(nx*sz + ny*sz) + ayz5*e/2*(ny*sz + nz*sy) + axx7*nx*sx + ayy7*ny*sy + azz7*nz*sz - axx10*e*nx*sx -
ayyl0*e*ny*sy - azz10*e*nz*sz + axx5*e”*2*nx*sx + ayy5*e”2*ny*sy + azzb*e”r2*nz*sz = 0

axyd*(nx*sy + ny*sx) + axz4*(nx*sz + ny*sz) + ayz4*(ny*sz + nz*sy) + axy10*c*(nx*sy + ny*sx) + axz10*c*(nx*sz + ny*sz) + ayz10*c*(ny*sz + nz*sy) -
axy2*e*(nx*sy + ny*sx) - axz2*e*(nx*sz + ny*sz) - ayz2*e*(ny*sz + nz*sy) + axxd*nx*sx + ayyd*ny*sy + azz4*nz*sz + axx10*c*nx*sx + ayy10*c*ny*sy +
azz10*c*nz*sz - axx2*e*nx*sx - ayy2*e*ny*sy - azz2*e*nz*sz - 2*axy5*c*e*(nx*sy + ny*sx) - 2*axz5*c*e*(nx*sz + ny*sz) - 2*ayzs5*c*e*(ny*sz + nz*sy) -
2*axx5*c*e*nx*sx - 2*ayy5*c*e*ny*sy - 2*azz5*c*e*nz*sz =0

axyl*(nx*sy + ny*sx) + axz1*(nx*sz + ny*sz) + ayz1*(ny*sz + nz*sy) + axy2*c*(nx*sy + ny*sx) + axz2*c*(nx*sz + ny*sz) + ayz2*c*(ny*sz + nz*sy) +
axy5*cA2*(nx*sy + ny*sx) + axz5*c 2 *(nx*sz + ny*sz) + ayz5*c 2 *(ny*sz + nz*sy) + axx1*nx*sx + ayyl*ny*sy + azz1*nz*sz + axx2*c*nx*sx +
ayy2*c*ny*sy + azz2*c*nz*sz + axx5*c"2*nx*sx + ayy5*c*2*ny*sy + azz5*c"2*nz*sz = 0
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7 - axy6*(nx*ty + ny*tx) + axz6*(nx*tz + ny*tz) + ayz6*(ny*tz + nz*ty) - axy8*d*(nx*ty + ny*tx) - axz8*d*(nx*tz + ny*tz) - ayz8*d*(ny*tz + nz*ty) +
axy5*d"2*(nx*ty + ny*tx) + axz5*d"2*(nx*tz + ny*tz) + ayz5*d*2*(ny*tz + nz*ty) + axx6*nx*tx + ayy6*ny*ty + azz6*nz*tz - axx8*d*nx*tx -
ayy8*d*ny*ty - azz8*d*nz*tz + axx5*d"2*nx*tx + ayy5*d"2*ny*ty + azz5*d"2*nz*tz = 0

8 - axy9*(nx*ty + ny*tx) + axz9*(nx*tz + ny*tz) + ayz9*(ny*tz + nz*ty) - axy10*d*(nx*ty + ny*tx) - axz10*d*(nx*tz + ny*tz) - ayz10*d*(ny*tz + nz*ty) -
axy8*e*(nx*ty + ny*tx) - axz8*e*(nx*tz + ny*tz) - ayz8*e*(ny*tz + nz*ty) + axx9*nx*tx + ayy9*ny*ty + azz9*nz*tz - axx10*d*nx*tx - ayy10*d*ny*ty -
azz10*d*nz*tz - axx8*e*nx*tx - ayy8*e*ny*ty - azz8*e*nz*tz + 2*axy5*d*e*(nx*ty + ny*tx) + 2*axz5*d*e*(nx*tz + ny*tz) + 2*ayz5*d*e*(ny*tz + nz*ty)
+ 2*axx5*d*e*nx*tx + 2*ayy5*d*e*ny*ty + 2*azz5*d*e*nz*tz =0

9 - axy3*(nx*ty + ny*tx) + axz3*(nx*tz + ny*tz) + ayz3*(ny*tz + nz*ty) + axy8*c*(nx*ty + ny*tx) + axz8*c*(nx*tz + ny*tz) + ayz8*c*(ny*tz + nz*ty) -
axy2*d*(nx*ty + ny*tx) - axz2*d*(nx*tz + ny*tz) - ayz2*d*(ny*tz + nz*ty) + axx3*nx*tx + ayy3*ny*ty + azz3*nz*tz + axx8*c*nx*tx + ayy8*c*ny*ty +
azz8*c*nz*tz - axx2*d*nx*tx - ayy2*d*ny*ty - azz2*d*nz*tz - 2*axy5*c*d*(nx*ty + ny*tx) - 2*axz5*c*d*(nx*tz + ny*tz) - 2*ayz5*c*d*(ny*tz + nz*ty) -
2*axx5*c*d*nx*tx - 2*ayy5*c*d*ny*ty - 2*azz5*c*d*nz*tz=0

10 -axy7*(nx*ty + ny*tx) + axz7*(nx*tz + ny*tz) + ayz7*(ny*tz + nz*ty) - axyl0*e*(nx*ty + ny*tx) - axz10*e*(nx*tz + ny*tz) - ayz10*e*(ny*tz + nz*ty) +
axy5*e’2*(nx*ty + ny*tx) + axz5*e 2*(nx*tz + ny*tz) + ayz5*e”2*(ny*tz + nz*ty) + axx7*nx*tx + ayy7*ny*ty + azz7*nz*tz - axx10*e*nx*tx -
ayyl0*e*ny*ty - azz10*e*nz*tz + axx5*e”2*nx*tx + ayy5*e”2*ny*ty + azz5*e/2*nz*tz =0

11 -axy4*(nx*ty + ny*tx) + axz4*(nx*tz + ny*tz) + ayz4*(ny*tz + nz*ty) + axy10*c*(nx*ty + ny*tx) + axz10*c*(nx*tz + ny*tz) + ayz10*c*(ny*tz + nz*ty) -
axy2*e*(nx*ty + ny*tx) - axz2*e*(nx*tz + ny*tz) - ayz2*e*(ny*tz + nz*ty) + axx4d*nx*tx + ayyd*ny*ty + azz4*nz*tz+ axx10*c*nx*tx + ayy10*c*ny*ty +
azz10*c*nz*tz - axx2*e*nx*tx - ayy2*e*ny*ty - azz2*e*nz*tz - 2*axy5*c*e*(nx*ty + ny*tx) - 2*axz5*c*e*(nx*tz + ny*tz) - 2*ayz5*c*e*(ny*tz + nz*ty) -
2*axx5*c*e*nx*tx - 2*ayy5*c*e*ny*ty - 2*azz5*c*e*nz*tz =0

12 -axyl*(nx*ty + ny*tx) + axz1*(nx*tz + ny*tz) + ayz1*(ny*tz + nz*ty) + axy2*c*(nx*ty + ny*tx) + axz2*c*(nx*tz + ny*tz) + ayz2*c*(ny*tz + nz*ty) +
axy5*c/2*(nx*ty + ny*tx) + axz5*c " 2*(nx*tz + ny*tz) + ayz5*c*2*(ny*tz + nz*ty) + axx1*nx*tx + ayyl*ny*ty + azz1*nz*tz + axx2*c*nx*tx +
ayy2*c*ny*ty + azz2*c*nz*tz + axx5*c"2*nx*tx + ayy5*c*2*ny*ty + azz5*%c2*nz*tz = 0

Considerando: c=C/nx d=ny/nx e=nz/nx
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La formulacidn para el contorno de simetria se ha presentado en su caso mas general. No
obstante, si el vector perpendicular al contorno coincide con alguno de los ejes de coordenadas
del sistema, la ecuacidn se simplifica notablemente. Esto es debido a que una de las variables
espaciales se hace constante y aparecen una gran cantidad de términos nulos como consecuencia
de que los vectores sélo tienen una componente. Si consideramos el problema bidimensional con
polinomio lineal y contorno de simetria paralelo al eje y, las ecuaciones se reducirdn a:

Axy1 T QxyaC = 0} 98)

axy3 =0

Cext(x):{

Formulacion del SPR-C en problemas sin contacto

Hemos establecido las restricciones que debe cumplir el campo de tensiones alisado para
satisfacer, en la medida que el grado de aproximacién lo permita, las ecuaciones de equilibrio
interno, equilibrio en el contorno, bien sea para tracciones impuestas o contornos de simetria, y
compatibilidad. Para aquellos problemas elasticos en los que no exista interaccidn entre cuerpo,
éstas ecuaciones seran las que deberdn tenerse en cuenta para completar el funcional que
plantea la técnica SPR-C.

Partiendo del funcional ecuacién 19, vamos a utilizar el método de los multiplicadores de
Lagrange para anadir al sistema las distintas ecuaciones del problema elastico:

2
tpr-c(A4,) = | (P(x)A-De(ul dQ
Pipr_c(A,2) fnp( (x) e(u (x)))
4 Aintcint(x) + Acompccomp(x) + Aextcext(x) (99)

donde A, A0mP y 2€Xt son vectores formados por tantos multiplicadores de Lagrange como
ecuaciones linealmente independientes introduzcan la ecuacidon de equilibrio interno, la de
compatibilidad y la de equilibrio en el contorno, respectivamente. Debido a como se han definido
cada una de las restricciones, A" serd un vector disperso, A°°™P serad completo y A6*t serd
disperso para el caso de tracciones impuestas y completo para contornos de simetria.

Cuando minimizamos el funcional con respecto a los coeficientes del polinomio A y los

- ineT T ) . .
multiplicadores de Lagrange A={Amt AcompT jext } se obtiene un sistema lineal de

ecuaciones compatible determinado que, expresado de forma matricial queda:
v ola=0
= 100
7 SlB-0) o
donde C representa las matrices de coeficientes de las ecuaciones de restricciéon y A son los
términos a la derecha de la igualdad de estas mismas ecuaciones. Resolviendo el sistema de

ecuaciones se obtiene el vector de coeficientes A que define el polinomio de aproximacién del
campo de tensiones en el domino del patch y el vector de multiplicadores de Lagrange.
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Con estos valores de A es posible evaluar el valor del vector de tensiones en el nodo de
ensamblado y a partir de las tensiones nodales interpolar el campo de tensiones suavizado:

Tion(X) = ) N()) — Dey(x) = 0p(x)  (101)
J=1

donde N; es la funcion de forma asociada al nodo ] utilidada para la interpolacion de los
desplazamientos, @ es el valor del campo de tensiones suavizado en este mismo nodo J y n,, es el
numero de nodos vértice.

Esta interpolacidn ha sido la empleada habitualmente por la técnica SPR. Sin embargo, la
técnica SPR-C propone utilizar, no solo el valor nodal del polinomio ajustado, sino el propio
polinomio para la interpolacion. De esta manera, el campo suavizado del problema en el interior
de un elemento se calcularia como:

Tipn-c(®) = ) N)@T®) ~Deo(®) —ap®)  (102)
J=1

siendo N; la funcién de forma lineal asociada al nodo J y @} (x) el campo de tensiones ajustado
para el patch asociado a este mismo nodo.

Si estudiamos ambas formulas comprobamos que, siguiendo el primer planteamiento, el
campo de tensiones en el interior del elemento serd del mismo grado que las funciones de forma
mientras que, segun la ultima expresion, seria un orden mayor. No obstante, esta diferencia de
orden no se traduce en un incremento de la precisién del campo, ya que la calidad de éste
depende del grado de la interpolacidn a nivel del patch.

La siguiente figura muestra graficamente como las diferentes aproximaciones dan lugar a
campos reconstruidos ligeramente distintos. Se consideran dos nodos (1, 2), cada uno de los
cuales tiene asociado un campo de tensiones reconstruido en el dominio del patch definido por el
nodo (o7 (x), o5 (x)). Teniendo en cuenta estas tensiones, se interpola para obtener el campo de
tensiones en el elemento definido por los nodos 1, 2.

1

Figura 23: Valores nodales y campos de tensiones asociados a los nodos 1y 2

N$
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Figura 24: Interpolacidn SPR. Interpolacion de los valores Figura 25: Interpolacidn SPR-C. Unién polindmica
nodales

Por su parte, los valores de los multiplicadores de Lagrange nos dan una idea de lo
sensible que es la solucién con respecto a cada una de las ecuaciones de restriccién. De manera
gue, cuanto mayor es el multiplicador asociado a una cierta restriccion, mayor serd la variacion
gue experimenta el vector A frente a una cambio en la restricciéon. Por tanto, son utiles para
conocer de forma cualitativa como afecta al campo reconstruido un error en alguna de las
restricciones.

Imposicion de la ecuacion de equilibrio en
superficies de contacto

Para este trabajo se han tenido en cuenta tres tipos de contacto. Estos se han definido en
funcién de la relacidn que existe entre las componentes normal y tangencial de la fuerza de
contacto en cada punto de la superficie de contacto. Esta relacién la establece el coeficiente de
rozamiento u y nos lleva a distinguir:

e Contacto sin deslizamiento: u = 0. No se tiene en cuenta el desplazamiento relativo
entre los cuerpos en la direccidon tangencial a la superficie de contacto. Por tanto, la
fuerza de contacto Unicamente tendrd componente normal a esta superficie. Este caso
aparece cuando en la formulaciéon Unicamente se considera la no penetracién de un
cuerpo en otro.

e Contacto con deslizamiento: u = y,. La componente de la fuerza de contacto estd
relacionada con el coeficiente estatico de friccion. La fuerza de rozamiento estatico se
opone al movimiento relativo entre cuerpos a lo largo de la superficie de contacto. Al
considerar grandes deformaciones para la formulacién del contacto es necesario tener en
cuenta el desplazamiento relativo que puede aparecer entre los puntos de la superficie de
contacto de ambos cuerpos.

e Contacto con adhesiéon: u < .. El valor de p es desconocido y, por tanto, no se puede
establecer a-priori una relacidn entre las componentes de la fuerza de contacto. Sin
embargo, a diferencia lo que ocurre en el contacto sin deslizamiento, la componente
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tangencial de esta fuerza puede ser no nula. Esta situacion se da en el caso de problemas
de contacto con pequefias deformaciones, en los que se desprecia el deslizamiento entre
las superficies de contacto de los cuerpos, y en la formulacidn para grandes
deformaciones en aquellas zonas donde no llega a existir deslizamiento.

Una vez establecidos los distintos tipos de contacto, estudiaremos la condiciéon de
equilibrio en estos contornos. Consideremos nuevamente el esquema empleado para establecer
la formulacion de contacto (Figura 26). En éste se establecen dos dominios 2™ y 2(2) asociados a

@ respectivamente. El contorno de cada cuerpo I'D se subdivide en

los cuerpos deformables & y
tres superficies no superpuestas, FD(l) sobre la que se atribuyen las condiciones de contorno de

Dirichlet, 1“1\51) donde se imponen las condiciones de contorno de Neumann vy FC(L) que es la
superficie donde puede ocurrir el contacto entre cuerpos.

Figura 26: Esquema de dos cuerpos deformables en contacto

En la configuracién deformada, Fc(l) (uh(x(l))) y FC(Z) (uh(x(z))) son las superficies de
contacto de cada uno de los cuerpos, las cuales se superponen espacialmente (a esta geometria la
denominaremos I'?). Consideremos ahora un elemento deferencial de volumen sobre la zona de
contacto entre cuerpos. Descomponemos este volumen segln los diferentes dominios vy
obtenemos dos diferenciales de volumen dQ® y d2@ los cuales interactian a través de un
diferencial de superficie dI;¥ = dédn.
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Figura 27: Elemento diferencial intersectado por la superficie de contacto (izquierda). Cargas cobre los subdominios
dQ® (inf.) y dO@ (sup.)

Sobre cada uno de los subdominios en que se ha dividido el elemento diferencial
podemos aplicar la ecuacién de equilibrio en contornos con tracciones impuestas. De esta
manera:

[T]Pn®Wd = ¢ (103)
[T1®Pn®@? =@ (104)

donde [T]® es el tensor de tensiones de Cauchy, t&) es la fuerza superficial aplicada sobre el

contorno dl"cd y n®4 es el vector normal a la superficie de contacto en la configuracion
deformada. Nétese que este ultimo término ha cambiado con respecto al de la ecuacién 74. Por el
principio de accidn y reaccién podemos relacionar ambas expresiones obteniendo:

tH—t@ =0  (105)
[T VnWe + [T]@Pn@d =0  (106)
y si tenemos en cuenta que n(V4 = —n@4;
[T]POnWd — [T]@Dn®d =0 (107)

Esta ecuacién establece la condicién de continuidad que deben cumplirse entre los
campos de tensiones de los dos cuerpos en contacto. No obstante, en funcidn de si se trata de un
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caso sin deslizamiento, con deslizamiento o con adhesidn, la relacién entre las componentes del

vector t y, por ende, entre las componentes del tensor de tensiones [T]®, sera distinta.

Para formular estas las restricciones de cada tipo de contacto de una forma mas sencilla,
vamos a cambiar el sistema de referencia en que se ha expresado el vector tensiéon por uno cuyos
ejes coincidan con las direcciones normal nd y tangentes s®d, p(i)d a la superficie de contacto.
Mientras la direccion normal estard definida por la geometria deformada, las direcciones
tangentes solo estardn restringidas en el caso de problemas con deslizamiento, donde la direccién
de deslizamiento s®©4 coincidira con uno de los ejes. Si expresamos los vectores de tensiones de
los dos cuerpos en el sistema de coordenadas asociado al cuerpo ) obtenemos:

t)

RO Wn@d = (L =1 W1 (108)
t{V
(¢

RO [T@n®d = (@~ 1@ 1 (109)
ktf))

con:
W _ 1 (1d  (1)d
R;p =[n s(Dd] (111)

R = [pd sd Hmd]  (112)
donde R™ es la matriz de cambio del sistema de referencia y tgs)p es el vector de tracciones de

forma que tT(Li) es la tensién normal al plano de contacto y ts(i) y tr(,i) son las tensiones tangenciales

paralelas a la superficie de contacto.

A continuacioén, se establecen las restricciones que deben cumplir el vector de tracciones
en funcién del tipo de contacto considerado:

e Contacto sin deslizamiento: las componentes tangenciales a la superficie de contacto son
nulas:

ts(1) _ tz()1) _ tS(Z) — t,(,z) =0 (113)

e Contacto con deslizamiento: la componente tangencial de la tensién en la direccién del
deslizamiento es igual a la tensidon normal al contorno por el coeficiente estatico de
friccion. Las tensiones perpendiculares al plano formado por estos dos vectores son nulas:

ts(l) = .“etr(ll) = ts(Z) = P‘etr(LZ) (114)

W _,@ _
tV=tP=0 (115
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e Contacto con adhesion: las componentes del vector tensién pueden tomar cualquier
valor.

Una vez planteadas las ecuaciones que debe cumplir el campo de tensiones en los
contornos de contacto, trataremos su aplicacién en la técnica de reconstruccion.

El primer aspecto en el que deparamos es que la condicidn de equilibrio en el contorno
implica a dos campos de tensiones distintos, cada uno de ellos definido sobre uno de los cuerpos
en contacto. Por tanto, para poder implementar esta restriccion dentro del SPR-C, sera necesario
plantear un procedimiento que, para un patch de contorno del cuerpo ', permita tener en cuenta
un campo de tensiones definido sobre el cuerpo . Considerando un patch de contacto en el
dominio Q(l), el procedimiento que se presenta a continuacién establece un subdominio sobre
Q(Z), el cual se tiene en cuenta para obtener un campo de tensiones mediante una aproximacién
polindmica.

Consideremos el patch de contacto definido por el nodo de ensamblado i, el cual
pertenece a la malla de célculo asociada al dominio Q™). La superficie de contacto Fc(l) intersecta

con los limites del patch dando lugar un dominio Fc(l)p contenido en el interior de éste.

o o

\‘ L t’ﬁn:\
l—g}p \ [/1 7 \

A <

3 1
| Ie e
o o
Figura 28: Patch de contorno definido por el nodo i. Figura 29: Vector normal promedio a la superficie
Superficie de contacto 1"6(1)1‘7 deformada n(V¢
,/’
. & |

D
Ie

| oY i o
@)

Figura 30: proyeccion del perimetro de Fc(l)p enla Figura 31: Definicion del dominio Q;,

direccion 7tHd
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En primer lugar se establece un vector Tl(l)d, que es normal predominante con respecto a
la superficie de contacto en la posicion de equilibrio. Para lo que se utiliza la expresion:

fl.,p n(l)ddr
ald—-_¢ (116)
fop dr

1
Fg( ) y se calcula su

A continuacidn, se determina la geometria que define el perimetro de
deformada interpolando los desplazamientos nodales. Si se proyecta este contorno en la

direccion del vector normal promedio V4, se obtiene una superficie cerrada que delimita un
subdominio prismatico Qéz) dentro del dominio Q®). Para realizar la interseccién entre la
superficie y el cuerpo, se tiene en cuenta el campo de desplazamientos en Q). De esta manera
es posible considerar los movimientos relativos que pudieran aparecer entre cuerpos. Por ultimo,
se establece un dominio QSRX contenido dentro de QI(DZ) que estard delimitado por la superficie
prismatica, en contorno de contacto y un plano perpendicular al vector normal a4, yna vez
establecido Qgi)x es posible aplicar sobre este dominio una técnica de reconstruccion como el
SPR-C para obtener [T]®).

Es importante sefalar que la calidad del tensor de tensiones [T](z) dependerd de la
correcta definicion de ng}x Unos volimenes demasiado pequefios pueden restringirse
Unicamente a elementos de contorno, donde la precisién de la soluciéon del MEF es menor, y si
son demasiado grandes pueden llevar a un suavizado excesivo del campo de tensiones. Dado que
el objetivo final del calculo de [T]® es mejorar la calidad de la reconstruccion de [T]™, resulta

fundamental que [T]® lleve asociado el minimo error posible.

Por otra parte, aunque se aplique la técnica SPR-C al dominio Qgi)x , éste no constituye un

patch. De hecho, su definicidn es completamente distinta. Mientras un patch lo constituyen un

. . .. 2 .
conjunto de elementos que comparten un mismo nodo ensamblador, el dominio qu)x se obtiene
a partir de un procedimiento geométrico y es independiente de la estructura de la malla.

Volviendo a la formulacién de la condicidn de equilibrio en el contacto (ecuacién 110), es
necesario replantearla para poder expresar el campo de tensiones como una aproximacion de la
forma P(x)A. Como paso previo, vamos a presentar las ecuaciones ecuacién 110 como el
producto de una matriz por el vector de tensiones:

Ho® =18, (117

donde:
ngng ning ngng
Hop = nls? ns¢ nls? + nésd (118)
xX°X vy X2y yox
dpd ,dpd od,d d,d dd d,d
Nxny nyny nzng 2nyny, 2nyny 2Zngny
Hyp = |ndsd ngs}‘f ngsg n,‘fsj‘f +n§s,‘f ngsg +n§53‘,1 nlsd + ndsd (119)

d.,,d d.,d d.,d d.,d d.d d.,d d,.d d.d d.d
NxPx MNyDy NzPz NxDy +nypx nyp; +nzpy NyS; + NSy
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y por simplicidad X D4 = x4

Aplicando esta nueva formulacién, la ecuacién de equilibrio en contornos de contacto se

expresara como:
HoV —He@ =0  (120)

Sin embargo, los diferentes tipos de contacto introducen nuevas restricciones que
debemos tener en cuenta en la formulacién. Por este motivo se modifica el segundo término,

guedando la ecuacién como:
Ho® —H,6@ =0 (121)
donde los distintos valores que toma J; son:

e Contacto sin deslizamiento:

dpd ,dpd ,d,d
Hops = [nxonx nyony Matly (122)
, nind ngng ngnd Zn,‘ﬁnff 2n§n‘zi 2ndnd
Hspp=] 0 0 0 0 0 0 (123)

0 0 0 0 0 0

e Contacto con deslizamiento:

d,d d,d d,d
, nén$ ngny ngny
Hopr = d,d d,d d,d (124)
HeNxNy  UeNyMy UMMy
ning nffng ngnd Zn,‘fng 2n§n‘zi 2ndnd
!
= d,d d,d d,d d,d dyd dyd
Hzpr HeNxNy UeNyNy  UeNzNz  2UMN5TNy  2[eNyNy  2U NNy (125)
0 0 0 0 0 0
e Contacto con adhesion:
2 = ngn¢ nind ngng (126)
2bs T ndsd ndsd ndsd 4 pndsd
ngng n¥nd ndng 2ngns 2n$ng 2ndnd
Hips = ngsd ngs;} ngsg ngs§+n55,‘f ngsf+ngs§,i ndsd + ndsg (127)

d.,d d.,d d.,d d.,d d.,d d.,d d.,d d.d d.d
NxPx MNyby MNPz NxDPy +nypx nypPz +nzpy NyS; + Ny Sy

Si tenemos en cuenta que el campo de tensiones se calcula como una aproximacion
polindmica, podremos expresar la ecuaciéon 121 como:

H(xD)P(x)AD — 1 (xD)P(x@)A@ =0 (128)

donde P(x(i)) es la matriz de términos del polinomio de aproximacién evaluadas en la superficie

de contacto del cuerpo 0 % AD es el vector de coeficientes para el cuerpo i
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Dado que la geometria del contorno de contacto no se puede generalizar sino que sera
una en particular para cada problema, no es posible imponer la ecuaciéon 128 de forma exacta en
toda la superficie. En su lugar, debemos plantear una formulacién alternativa que pueda ser
aplicada como restriccion durante el proceso de reconstruccion.

El planteamiento que se seguira sera el que se ha utilizado en secciones anteriores. Dado
que el no cumplimiento de la ecuacién de equilibrio en la superficie de contacto origina un
residuo en la ecuacidn, podemos replantear la ecuacién de equilibrio como una minimizacién de
ese error considerando el dominio de la superficie de contacto. Esto supone afiadir el término
residual a la ecuacion 128:

H(xD)P(xD)AD - 98 (xD)P(x )4 = r(O.  (129)

Partiendo de esta expresion, planteamos la minimizacién de la norma L? del residuo en el
domino del contorno de contacto que queda dentro del patch Fg’:

¢ (x) = j r(x)2.dl = j (#(xD)P(xD)AD — 30, (xV)P(x@)AD) dr  (130)
re re
el cual se pude formular de forma mas compacta como:
¢C(x) = | (Z(x)A)?dl  (131)
I'p
donde A’ es la concatenacion de los vectores de coeficientes de ambos cuerpos y Z es:
Z(x) = [(FH(xD) - P(xD))y —(@# (xD) - P(x@))]  (132)

representando la operacion (-) una multiplicacion de matrices donde cada submatriz se
considera como un elemento de la matriz superior.

Si minimizamos el funcional con respecto de A’ e integramos numéricamente la
superficie, el resultado que obtenemos es la ecuacidon matricial:

ngps

c°t(x): Z Z(x)"Z(x)w; |J (u(xj))|A’ =0 (133)
j

donde w; es el peso asociado a cada de los ngps puntos de integracion, J (u(xj)) es la matriz de

Jacobinaday u(xj) son las coordenadas locales sobre la superficie de contacto asociadas a x;.

Como se ha comentado en otros apartados, el resultado que obtenemos es un sistema de
ecuaciones compatible indeterminado. Sin embargo, si comparamos el nimero de incdgnitas con
los demas casos en los que se ha aplicado esta metodologia, vemos que en este caso es el doble.
Este resultado es légico ya que, en realidad, se estan ajustando dos polinomios del mismo grado a
la vez. Para introducir estas ecuaciones dentro del funcional de cdlculo del SPR se utilizard el
método de los multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, el ajuste simultdneo de dos campos de
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tensiones distintos conlleva tener que realizar una serie de modificaciones sobre la estructura del
funcional. Estos cambios serdn tratados en la siguiente seccion.

Formulaciéon del SPR-C en contacto

La formulacion del SPR-C para los patch de contacto es una extensidn de la formulacién
empleada para los patch convencionales a fin de permitir el ajuste simultaneo de dos campos de
tensiones en dominios diferentes.

En primer lugar vamos a plantear cdmo seria el sistema de ecuaciones del SPR-C
considerando el calculo en paralelo de dos patches i, j. Como ocurre para el caso aislado, cada
dominio tendra asociado un funcional en el cual se consideran una aproximacion ponderada del
polinomio a los valores de tension del MEF en los puntos de superconvergencia y las restricciones
debidas a la ecuacién de equilibrio interno, la de compatibilidad y la de equilibrio en el contorno:

2
blop_c(A,2) = fg,, (P(x)A - De(uh(x))) do
+ Aintcint(x) + Acompccomp(x) + Aextcext(x)

La minimizacién de estos funcionales da lugar a sistemas de ecuaciones que, expresados
matricialmente, tienen la forma:

M CT|(A _(H
cC 0 ]{,1} - {A}

Para considerar un mayor nimero de dominios el procedimiento es muy sencillo.
Consideremos los sistemas de ecuaciones A y B con m y n incdgnitas, respectivamente. Para
resolverlos de forma simultanea primero deberiamos crear una matriz cuadrada de ceros de
orden m + ny dos vectores con m + n elementos. A continuacién, se colocarian los elementos de
la matriz de coeficientes de A con su diagonal de la (1,1) a la (m,m) y los de B yendo de

(m+1,m+1)ala(m+n,m+ n), mientras que los vectores de A ocuparian las posiciones de
lalalamylosdeBdelam+1alam+n.

(& SIEI=G0) g o ogmy

C 0 ]1(4, Ay
1 e o0 o)) (_Ja, (1349)
0 0 M, CI|)A; H,
[MZ 2 {AZ}—{HZ} 0o o ¢ ol A
Ule, ol = A, ) 2 2 2

A fin de agrupar el vector de incdgnitas en coeficientes y multiplicadores de Lagrange es
habitual reordenar el sistema como:
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M, 0 CcT 074, H,

0 M, 0 (%|)A(_)H;

= 135
c, 0 0 0|4 A (135)
0 ¢, 0 01\4, A,

A esta misma ecuacidn llegamos cuando sumamos los funcionales de los patches y
minimizamos para obtener los capos de coeficientes y desplazamientos:

2
Bion-cAdnz =y | (PG A= De(u(w)) do
12 "M
T AImECint () 4 ACMP cCOmD (x)) 4 AEECE(x))  (136)

La imposicién de la condicion de equilibrio en el contorno de contacto supone afiadir a
este ultimo funcional un término que relaciona los campos de tensiones de los dos dominios v,
por tanto, enlaza los dos sistemas de ecuaciones. Afadir estas restricciones supone aumentar el
numero de multiplicadores de Lagrange:

2
Bion-c(A DS = 250 ) + ) [ (P 4 e (') do
12 "
+ AT (x;) 4 AT CCOMP () + AT X (x;) (137)
En este caso el sistema de ecuaciones queda como:

[ My 0 ¢ 0 CI—Z] (A1) {Hq

0o M, o0 ¢ cT,|| 4 H,
c;, 0 0 0 0 4 ={A1¥

0 ¢, 0 0 0 L/lz AzJ
lcl_z C1_2 0 0 0 11—2 0

(138)

donde C;_, son las restricciones contacto entre los cuerpos 1y 2, 4;_, son los multiplicadores de
Lagrange asociados a estas restricciones

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene los coeficientes A; y A, de los
polinomios que definen los campos de tensiones de contacto en los dominios 1y 2, asi como los
campos de coeficientes de Lagrange.
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Conclusiones

En este Trabajo Final de Grado se ha desarrollado una técnica de reconstruccién de
tensiones en mallados cartesianos independientes de la geometria denominada SPR-C. Partiendo
de las bases de la técnica SPR se han propuesto un conjunto de restricciones que debe cumplir la
solucidn exacta a fin de obtener un campo de tensiones mejorado con respecto al que ofrece el
método de elementos finitos. Los procedimientos empleados durante este trabajo se han seguido
para formular las expresiones que permitan obtener un campo de tensiones que cumpla las
condiciones de equilibrio interno y compatibilidad en todo el dominio. Debido a la mala precisién
de la solucién en el contorno del dominio, se ha prestado especial atencién a los elementos de
contorno. En este caso, ademas de aplicarse las ecuaciones de equilibrio interno y compatibilidad,
se ha obtenido la formulacién para que el campo de tensiones reconstruido satisfaga la ecuacion
en el contorno considerando tracciones impuestas y simetria. Para el problema de contacto se ha
propuesto un procedimiento para establecer la continuidad del campo de tensiones entre
cuerpos y se han formulado las ecuaciones de restriccion para que el campo recuperado satisfaga
las caracteristicas de la zona de contacto.

La técnica se ha desarrollado para el caso 2D y 3D. Se han mostrado las diferencias en la
formulacion y se ha buscado una formulacidon generalista que pueda aplicarse al caso
bidimensional y tridimensional.
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