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Resumen

Mi experiencia como docente, impartiendo las asignaturas de Introduccién a
la Estadistica, Métodos Estadisticos en Economia, y Econometria, en el grado
de Administraciéon y Direccion de Empresas de la Universitat Politécnica de
Valéncia, me ha permitido detectar los puntos y conceptos que mayor dificultad
entranan para los alumnos a la hora de resolver problemas de Estadistica.

Los métodos estadisticos descritos en este libro son algunos de los métodos
de inferencia clésicos mas utilizados en la préctica: técnicas de inferencia para
medias y para proporciones (en problemas de una y de dos muestras indepen-
dientes), ANOVA de un factor, prueba de Kruskal-Wallis, y algunas pruebas
de hipotesis basadas en la distribucion x? (problemas de tablas de contingencia
y test de bondad de ajuste).

Existen muchos libros que explican estos métodos y que incluyen una bue-
na coleccion de problemas. Sin embargo, la mayoria de mis alumnos siguen
demandando mas problemas resueltos y, sobre todo, problemas en los que se
desarrolle paso a paso los procedimientos utilizados.

Este libro presenta una coleccién de problemas de inferencia bésica resueltos
con un gran nivel de detalle, pero, al mismo tiempo es algo mas. La primera
seccion de cada capitulo introduce los procedimientos que se utilizaran en la
resoluciéon de los problemas del mismo, haciendo un especial hincapié en las
condiciones que la teoria estadistica exige para poder aplicarlos, y también, y
esto es quizas aun mas interesante, los requisitos que deben cumplirse en la
practica para que dichos procedimientos sean seguros y fiables.



He hecho un esfuerzo en crear un conjunto de esquemas que permitan visualizar
los conceptos fundamentales en los que se sustentan los métodos estadisticos
de inferencia comentados a lo largo de los diferentes capitulos. Cada esquema
presenta la distribucién muestral de un estadistico, resultado base en el que se
apoya el método propuesto, junto con las condiciones que deben cumplirse para
que dicha distribucién sea, precisamente, la que es. Creo que estos esquemas
son un buen resumen de todo aquello que debe tenerse en cuenta a la hora de
aplicar cada uno de los métodos estadisticos descritos.

Otro aspecto importante en el que se centran los problemas resueltos es mos-
trar como deben redactarse las conclusiones de un estudio de inferencia. He
utilizado un lenguaje sencillo para explicar los resultados a alguien que no sepa
estadistica y, también, en la mayoria de los ejercicios se muestra la forma en que
estas conclusiones deben aparecer en un informe técnico o en una publicacion
de caracter cientifico.

Soy consciente de que los alumnos pueden caer en la trampa de creer que
los ejercicios son més sencillos de lo que en realidad son: cuando se realizan
estudios de inferencia, no sélo hay que saber como aplicar un determinado
método, sino que el primer paso es conocer qué método se debe aplicar y, esta
dificultad adicional se pierde si uno sabe de antemano que los ejercicios de un
capitulo aplican unos métodos concretos, y no otros. Por ello, he anadido un
capitulo que presenta los enunciados de todos los ejercicios desordenados (al
azar), de este modo el lector puede poner realmente a prueba sus conocimientos
a la hora de resolver los ejercicios.

Tanto en las clases de teoria, como en las practicas que imparto, utilizo el
programa R para aplicar los métodos descritos en este libro. R es también el
programa que utilizo en mi tarea de investigador. Es el software estadistico
que prefiero utilizar: por su potencia, por su versatilidad y, porque ademés, es
gratuito.

En muchos de los ejercicios, he anadido los comandos de R que permiten ob-
tener unos resultados maéas precisos que los obtenidos al realizar los calculos
utilizando las tablas de probabilidades y percentiles que aparecen al final del
libro, pero éste no pretende ser ningin manual sobre como utilizar este pro-
grama.
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Coémo utilizar este libro

La primera seccién de cada capitulo presenta un poco de teoria, con los aspectos
més importantes a tener en cuenta antes de aplicar los métodos estadisticos
que se describen. Esta seccion debe estudiarse con detalle para poder resolver
los problemas sin dificultad. Una vez aprendida, el esquema que aparece en
la misma puede utilizarse, a modo de resumen, para repasar de forma rapida
todos estos aspectos.

Una vez estudiada esta seccion, pueden abordarse los ejercicios. Los primeros
ejercicios de cada capitulo sirven de guia para intentar resolver el resto de
forma auténoma, antes de ver la solucién de los mismos.

Al comienzo de cada ejercicio se indica la pagina en la que aparece el enun-
ciado del mismo, sin incluir su solucién. De este modo, se pueden resolver los
problemas sin tener ningtn tipo de pista sobre su resolucion.

En muchos de los ejercicios aparecen recuadros en gris como este. Estos
recuadros muestran cémo pueden redactarse las conclusiones de un
analisis estadistico utilizando una terminologia estadistica precisa. En
estos recuadros encontraréis la forma habitual en la que aparecen los
resultados de un analisis estadistico en publicaciones cientificas y en la
prensa.

El capitulo 8 presenta, a modo de resumen, y para facilitar su consulta, las
formulas requeridas por los diferentes métodos estadisticos utilizados a lo largo
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Cdémo utilizar este libro

del libro. Las tablas utilizadas en los ejercicios para obtener probabilidades y
percentiles, son las que aparecen en este capitulo. Al final del mismo se presenta
una colecciéon de problemas que os ayudara a saber como utilizar de forma
correcta estas tablas.

En algunos ejercicios aparecen recuadros como el siguiente:

comando en R

resultados

Este tipo de recuadros muestran los comandos que pueden utilizarse, desde el
programa R, para obtener resultados méas precisos que los que obtenemos al
realizar los célculos a mano.

Cuando en los enunciados de los ejercicios se proporcionan los datos de la
muestra utilizada para hacer el analisis estadistico pertinente, estos recuadros
presentan, ademas, los comandos que permiten obtener los intervalos de con-
fianza y el valor p de las pruebas de hipdtesis que corresponda.

Una forma rapida de obtener ayuda adicional sobre cualquier comando de R,
es utilizar el comando help(), indicando, dentro del paréntesis, el nombre del
comando sobre el que pedimos ayuda.

help(t.test)

Utilizando la orden del ejemplo anterior, obtendremos ayuda sobre el comando
t.test, que permite aplicar los procedimientos ¢ de inferencia para medias en
problemas de una y de dos muestras independientes.

Si tenéis dificultades con algiin método estadistico en concreto, podéis resolver
primero los ejercicios del capitulo que lo describe, pero, recordad que ponerse
a prueba exige no saber de antemano el método estadistico que se debe aplicar
en cada caso.
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Capitulo 1

Inferencia para medias
Problemas de una muestra

Los métodos que se describen en este capitulo centran su aten-
cion en obtener conclusiones vdlidas respecto a la media p (va-
lor desconocido) de una variable aleatoria numérica (generalmente
continua) de una poblacion de referencia.

Los problemas a los que se aplican estos métodos son problemas
de una sola muestra.

1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

Los procedimientos basados en la distribucién Normal estandar, denominados
por ello procedimientos Z, en los problemas de inferencia sobre la media u de
una poblacién, encajan en el esquema presentado en la Figura 1.1, y son los
siguientes:

» Estadistico utilizado para realizar un contraste de hipotesis:

_ T — Mo
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Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

» Intervalo con un nivel de confianza del (1 — «) - 100 % para la media p de
la poblacion:

f:tz‘"/Q-g
n

donde:
T es la media de la muestra
n es el tamano de la muestra (el ntimero de unidades observadas)

o es el valor que asumimos conocer para la desviacion tipica de la
poblacion estudiada

2%/2 es el valor critico que buscaremos en la tabla de la distribuciéon Nor-
mal estandar (pag. 302)

o es el valor considerado para la media de la poblacién en la hipétesis
nula H

El esquema de la Figura 1.1 refleja un conjunto de aspectos clave para entender
los fundamentos de los métodos estadisticos utilizados:

1. Partimos de una poblaciéon de elementos, o individuos, de los cuales se
estudia una caracteristica aleatoria numérica X, cuyo valor medio u es
desconocido. Este es el parametro de interés, y sobre el cual queremos
realizar inferencia.

2. Con el fin de obtener conclusiones validas respecto del parametro pu, se
obtendra informacion de una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamano
n extraida de esta poblacion.

3. El resultado clave en el que se basan los métodos estadisticos es saber
qué resultados esperariamos obtener si selecciondsemos muchas muestras
del mismo tamano de la poblacién objetivo.

La teoria estadistica indica que bajo ciertas condiciones, (las que aparecen
dentro de las elipses azules en el esquema) la distribucion de las medias
T de las posibles muestras de tamaiio n sigue un modelo de distribucién

Normal: X ~ N <u , %)



1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

Poblacién Muestras de tamafio n
., o. ou.
'L L e :
LI (TN
X2 X3 Xi

|\ es desconocida
Distribucion de los valores de la media de las

muestras: ’
I I

X2 = sl Xy

m wr JIJ_ z"_arhfr_: Fos o m

Distribucion de los valores z:

Zed ey N(0, 1)

of\/_

Figura 1.1: Procedimientos Z para medias en problemas de una muestra.
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4. A partir de este resultado, y si el valor de la media de la poblacién p
fuese el valor pg, tipificando obtendremos la distribuciéon muestral del
estadistico z:

_Y_Ho

2=~

N(O, 1)

Si p = o, jes razonable obtener, simplemente por la variaciéon que oca-
siona el azar del muestreo, unos resultados como los obtenidos en nuestra
muestra?

Conocer la distribucién muestral del estadistico Z nos permite responder
esta pregunta en términos de probabilidades (calcular el valor p), y ob-
tener un intervalo para estimar el valor de p con un nivel de confianza
determinado.

Como hemos indicado, para poder aplicar los procedimientos Z, la teoria es-
tadistica exige que se cumplan las siguientes condiciones (elipses azules en la
Figura 1.1):

1. Independencia. L.a muestra debe ser elegida utilizando un muestreo alea-
torio simple (m.a.s.). Esta forma de seleccion garantiza que los elementos
o individuos de la muestra han sido seleccionados de manera indepen-
diente.

Asumimos, ademés, que el tamaiio de la poblacion estudiada es infinito.

2. Normalidad. Asumimos que la variable X, estudiada en la poblacién,
sigue un modelo de distribucién Normal, con una media p desconocida.
Es decir, se asume que X ~ N(u , o).

3. Asumimos que la desviacién tipica ¢ es un valor conocido.

. Son seguros estos procedimientos en la practica?

Las condiciones que exige la teoria estadistica para aplicar los procedimientos
anteriores dificilmente se cumplen en la practica. Tiene més sentido preguntarse
si los métodos descritos siguen siendo fiables aunque las condiciones exigidas
no se cumplan de manera estricta.



1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

Estas son las condiciones que debes verificar para utilizar de forma segura estos
procedimientos en la practica:

1. Independencia. La muestra debe haber sido seleccionada utilizando un
m.a.s. La utilizacion de otros tipos de muestreo probabilistico (estratifi-
cado, sistematico, por conglomerados, etc.) exige cambios en la férmula
utilizada para obtener el estadistico utilizado en el contraste, aunque las
féormulas vistas pueden ser una buena aproximacion.

La seleccion aleatoria de las unidades que forman la muestra garantiza que
éstas no estan relacionadas y que las observaciones son independientes.

Aplicar estos métodos a muestras seleccionadas de cualquier forma, utili-
zando, por ejemplo, un muestreo de conveniencia o muestras de volunta-
rios, tiene, en el mejor de los casos, un caracter meramente especulativo,
y los resultados obtenidos pueden ser totalmente erréneos.

2. Normalidad. La comprobacion de este supuesto exige la realizacion de
un anélisis descriptivo de los datos de la muestra. Esto nos permite ob-
servar las regularidades de los mismos y detectar la presencia de datos
andmalos.

Dependiendo del tamano de la muestra:

» Muestras pequenias (n < 25): utiliza los procedimientos Z sélo si no
existen datos an6malos que tengan un peso excesivo en el calculo de
la media 7, y cuando la distribucién tenga un sélo pico y no presente
una marcada asimetria.

Obtener un grafico de la funcién de densidad empirica, un grafico
de cuantiles y un diagrama de caja es 1til para comprobar estos
aspectos.

s Muestras de mas de 25 elementos: puedes utilizar los procedimien-
tos Z con seguridad, incluso cuando la distribucién de los datos sea
asimétrica y existan datos anémalos.

El Teorema Central del Limite garantiza que, cuando el tamafio de
las muestras seleccionadas n es elevado, la distribucién de la media
X de las muestras es Normal, incluso cuando la distribuciéon de la
variable estudiada X presente asimetrias importantes.

De todos modos, aplica el sentido comin: el valor 25 es simplemente un
valor de referencia, que puede servirte de guia, pero resulta obvio que
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una muestra con 27 datos que presente muchos datos anémalos y con una
marcada asimetria nos hard dudar del cumplimiento de la condicién de
Normalidad y seré arriesgado aplicar los procedimientos Z a esta muestra
de datos.

Siempre debes hacer un analisis descriptivo de tus datos porque, ademas
de comprobar los aspectos mencionados anteriormente, puede ayudarte a
detectar errores ocasionados por la captura incorrecta de los mismos.

La presencia de datos anémalos (especialmente si éstos son valores muy
extremos) puede sesgar los resultados obtenidos, ya que la media muestral
T, es un estadistico que se ve muy afectado por la presencia de estos
valores.

Si se detectan datos andémalos debe estudiarse por qué se han producido
y, salvo que se trate de errores realizados al tomar los datos, éstos no
pueden eliminarse de la muestra sin més. Lo mas honesto es realizar un
segundo anélisis, sin incluir los valores anémalos, para ver como cambian
las conclusiones, y presentar las conclusiones de ambos estudios (con y
sin datos an6malos) para contrastar los resultados.

3. 0 conocida. Asumir que se conoce la desviacion tipica de la variable
estudiada en la poblacién suele ser muy poco realista.

En algunas ocasiones el valor de o se estima a partir de datos de estudios
previos; en estos casos, deberia garantizarse que las condiciones en que se
realizaron estos estudios son las mismas que las actuales, y que el valor
de 0 no ha cambiado.

En los problemas que permiten utilizar estos procedimientos debe expre-
sarse, de forma clara, que se asume que el valor de o es conocido.

En general, sera preferible utilizar los procedimientos ¢ para medias como
alternativa a estos procedimientos, ya que utilizan la desviacion tipica de
la muestra s, para calcular el valor del estadistico de referencia, en lugar
de recurrir a la desviacién tipica de la poblacion.



1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

El valor p de una prueba de hipotesis

El valor p obtenido al realizar un contraste de hipétesis, es una medida de la
fuerza que proporcionan los datos de la muestra seleccionada en contra de la
hipétesis nula y a favor de la hipotesis alternativa que plantea el test.

Esta fuerza se expresa en términos de probabilidad (de ahi el nombre que
recibe: p por probabilidad), y su valor es la probabilidad, asumiendo que la
hipotesis nula es cierta, de obtener, simplemente por azar, unos resultados
como los observados en la muestra o mas extremos, en el sentido que indica la
hipétesis alternativa.

El valor p se calcula atendiendo al efecto que buscamos en los datos, y que
queda definido por el signo que aparece en la hipotesis alternativa H;. La Tabla
1.1 muestra cémo se calcula el valor p segin el tipo de test planteado.

Pruebas de una cola Test de 2 colas
Ho : = po Ho : = po Ho : = po
Hy > po Hy:p < po Hy:p# po

valor p=P(Z > z) walor p=P(Z < 2) walor p=2-P(Z > |z|)

Tabla 1.1: Célculo del valor p utilizando los procedimientos Z

La Figura 1.2 muestra como interpretar correctamente el valor p asociado a
una prueba de hipotesis. Cuanto menor es el valor p, mayor es la evidencia que
muestran los datos de la muestra en contra de la hipétesis nula que se plantea
en el test. El valor obtenido suele compararse con un valor de referencia «, que
recibe el nombre de nivel de significacion:

= Si el valor p < «, nuestra decision serd rechazar la hipotesis nula, y
aceptar la hipotesis alternativa. Diremos, en este caso, que los resultados
del estudio son significativos para un nivel de significaciéon «.

= En cambio, cuando el valor p > «, no tendremos suficiente evidencia para
poder rechazar Hy. Los resultados del estudio no seran significativos para
ese nivel de significacion.
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Interpretacion del valor p

Grado de evidencia en contra de H,

Ligera, pero
~_no concluyente

Figura 1.2: Como interpretar el valor p en una prueba de hipoétesis

El nivel de significaciéon del test lo fija el investigador que realiza la prueba.
Generalmente suele utilizarse un valor o = 5 %, pero lo que realmente importa
al realizar una prueba de hipotesis es el valor p obtenido. Cuanto méas pequefio
es el valor p mayor es el grado de evidencia que proporcionan los datos de la
muestra en contra de la hipoétesis nula. Es decir, obtener un valor p = 0,045
o un wvalor p = 0,055 es, en términos practicos, lo mismo, y esto es lo que
realmente importa.

1.1.1 Consumo de agua en Valencia
Enunciado pag. 272
Segun datos oficiales del Instituto Nacional de Estadistica (INE), el consumo

medio de agua en los hogares espafioles durante el anio 2014 fue de 40 litros
por persona y dia.

i Es el consumo de agua similar para los habitantes de la Comunitat Valencia-
na?’

Con el fin de responder a esta pregunta se realizé un estudio, en el que se midié
durante el afio 2014 el consumo de agua en una muestra aleatoria de 100 hogares
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de la Comunitat Valenciana. Tras finalizar la recogida de datos, se calcul6 el
consumo medio de agua por habitante y dia en los hogares seleccionados.

a)

b)

Identificar y definir la variable aleatoria implicada en este estudio, la
poblacién objetivo y la muestra del mismo.

Muestra: los 100 hogares de la Comunitat Valenciana seleccionados de
forma aleatoria para hacer el estudio.

Poblacion: todos los hogares de la Comunitat Valenciana.

Variable aleatoria: X = Consumo de agua en cada hogar (litros por per-
sona y dia)

Indicar cual seria la hipotesis nula y la alternativa de un contraste que
permita responder a la pregunta planteada.

Hy, : p =40 litros
H, : p#40 litros

La Hy afirma que el consumo medio de agua por persona y dia en la
Comunitat Valenciana en el ano 2014, es similar al consumo medio de
agua en el Estado Espatiol, mientras que la alternativa contempla valores
superiores e inferiores a 40 litros (consumo medio de agua por persona y
dia en los hogares espatioles en 2014). El test planteado es de dos colas.

Los datos recopilados muestran que el consumo medio por habitante y dia
en la muestra seleccionada fue de T = 42,5 litros. Obtener el valor p del
contraste anterior y escribir un breve parrafo con las conclusiones que se
desprenden del estudio realizado, asumiendo para ello que la desviacion
tipica del consumo de agua en los hogares de la Comunitat Valenciana es
de o = 10 litros por persona y dia.

Realizar un dibujo de la distribucién que corresponda, que muestre el
valor critico y las zonas de aceptacién y de rechazo para un nivel de
significacion a = 5 %, el valor del estadistico y el valor p del test.

Valor del estadistico, obtenido a partir de los datos de la muestra selec-
cionada:

T _ 42540
z = = g N
o/v/n  10//100
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Z=N(@, 1)

ez=25 B
valor p = 0.01242 OArea de rechazo: o =0.05

valor p

-4 -1.96 0 1.96 4

Figura 1.3: Zonas de aceptacion y de rechazo, valor del estadistico z y valor p.

Valor p=2-P(Z > 2,5) =2-0,0062 = 0,0124

2*pnorm(-2.5, lower.tail=T)
0.01241933

Como el valor p es inferior al nivel de significacion (o = 0,05), rechaza-
mos la hipdtesis nula planteada en el test.

Los resultados del estudio son significativos (valor p = 0,0124) para
un nivel de significacion del 5 %. El estudio realizado permite concluir
que el consumo medio de agua por persona y dia en los hogares de la
Comunitat Valenciana no es similar al consumo medio en el resto del
estado, que fue de 40 litros por persona y dia en el afio 2014.

d) Obtener un intervalo con una confianza del 95 % para el consumo medio
de agua por persona y dia en los hogares de la Comunitat Valenciana en
el afio 2014.

T:I:zo’()%%
10

=425+ 1,96 = [40,54 , 44,46
V100 | ]

42,5 4+ 1,96
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1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

)

Tenemos una confianza del 95 % de que el consumo medio de agua en los
hogares de la Comunitat Valenciana en el ano 2014 estuvo comprendido
entre los 40,54 y los 44,46 litros por persona y dia.

El consumo medio de agua en los hogares de la Comunitat Valenciana
durante el ano 2014 fue de 42,5 litros por persona y dia (margen de
error de £1,96 litros por persona y dia, para una confianza del 95 %).

Los datos del estudio realizado, ;permitirfan admitir la hipétesis de que el
consumo medio de agua por persona y dia en los hogares de la Comunitat
Valenciana en el afio 2014 fue de 41 litros? Justifica tu respuesta.

El valor 41 estd dentro del intervalo de confianza obtenido en el apartado
anterior, por ello, este valor si seria admitido al realizar una prueba de
hipdtesis de dos colas. Esta hipdtesis si es consistente con los datos ob-
tenidos, al igual que cualquier otro wvalor que pertenezca al intervalo de
confianza obtenido.

Cualquier hipdtesis nula del tipo Hy : p = po que considere un wvalor
o que pertenece al intervalo [a , b, obtenido con un nivel de confianza
(1 — @)100 %, serd admitida en un contraste de dos colas que utilice un
nivel de significacion .

Tras realizar un analisis descriptivo de los datos de la muestra, se obtu-
vieron los graficos que se presentan en la Figura 1.4. Indica, a la vista
de estos graficos, si se incumple alguna de las condiciones asumidas pa-
ra poder aplicar con seguridad los procedimientos estadisticos que has
utilizado.

e La condicion de independencia se cumple, ya que se indica que la
muestra de hogares seleccionada para realizar el estudio es aleatoria.
Cabe esperar, por tanto, que esta muestra sea representativa de la
totalidad de los hogares de la Comunitat Valenciana.

o Observando el diagrama de caja vemos que la distribucion del consu-
mo de agua presenta una ligera asimetria positiva (hacia la derecha)
y que ademds en la muestra seleccionada existe un valor andmalo.
Al tratarse de un unico punto aislado y no estar éste excesivamente
alejado del resto de los datos, su peso en el andlisis no serd excesivo,
por lo que no serd mecesarto tomar ninguna medida especial.

11



Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

Consumo medio de agua en la Comunitat Valenciana

Ne° de hogares

litros/persona y dia litros/persona y dia

Figura 1.4: Diagrama de caja e histograma del consumo de agua por persona y dia en una
muestra de 100 hogares de la CV.

Observando el histograma vemos, ademds, que se trata de una dis-
tribucion de un solo pico (alrededor de los 40 litros).

Por lo tanto, aunque la condicién de Normalidad no se cumple de
forma estricta, al tratarse de una muestra grande (n =100), el TCL
garantiza que la distribucion muestral de la media st sequird un mo-
delo de distribucion Normal, por lo que, en la prdctica, es sequro
utilizar los procedimientos Z en este estudio.

e El enunciado indica que la desviacion tipica del consumo de agua
en los hogares de la C'V es de 10 litros por persona y dia, pero no se
justifica como se ha obtenido este dato. ;Se trata de un valor obtenido
a partir de estudios fiables?

En caso de dudas, no deberiamos asumir que conocemos este dato,
y utilizar los procedimientos t, que utilizan la desviacion tipica de la
muestra, en lugar de la desviacion tipica de la poblacion.

1.1.2 Holandeses, entre los mds altos del mundo

Enunciado pag. 283
Los holandeses figuran entre las poblaciones més altas del mundo, con una
media de 1,84 metros para los varones, y de 1,71 metros para las mujeres. Se

nota en las tiendas, en la calle, y en los colegios, con adolescentes de apenas 13
anos que calzan ya un 44. Todo el género a la venta llega a tallas muy grandes.

12



1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

En un pais pequeno, con 16,7 millones de habitantes, los altos destacan y son
la norma casi a partes iguales.

iSiguen siendo los jovenes espafioles mas bajos que los varones holandeses?

Con el fin de responder a esta pregunta se seleccion6 una muestra aleatoria
de 55 universitarios espanoles, con edades comprendidas entre los 18 y los 23
anos.

a) Identificar y definir la variable aleatoria implicada en este estudio, la
poblacién objetivo y la muestra del mismo.

Muestra: los 55 universitarios espanoles seleccionados para hacer el estu-
dio.

Poblacion: todos los varones espanoles con edades comprendidas entre los
18 y 23 anos.

Variable aleatoria: X = Estatura de cada individuo (en cm)

b) Indicar cudl seria la hipotesis nula y la alternativa de un contraste que
permita responder a la pregunta planteada.

Hy @ p=184cm
Hy @ p<184 cm

La Hy afirma que la estatura media de todos los varones espanoles con
edades comprendidas entre los 18 y 28 arnos es la misma que la de los
varones holandeses (184 c¢m), mientras que la alternativa contempla ini-
camente valores por debajo de este valor, es decir, afirma que la estatura
media de la poblacion de varones espanoles en este grupo de edad es in-
ferior a la estatura media de los varones holandeses.

¢) Sabiendo que la estatura media de los 55 estudiantes seleccionados es
T = 178 cm, y asumiendo que la desviaciéon tipica de la estatura en la
poblacién de jovenes espafioles con edades comprendidas entre los 18 y
los 23 afios es 0 = 8,5 cm, obtener el valor p del contraste anterior
y escribir un breve parrafo con las conclusiones que se desprenden del
estudio realizado.

Valor del estadistico, obtenido a partir de los datos de la muestra selec-
cronada:

13
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T—po 178 —184
L _

T o/vn o 8555

~5,23

Valor p=P(Z < —523) = 0

pnorm(-5.23, lower.tail=T)
8.475502¢-08

Un valor p tan pequeno nos proporciona mucha evidencia en contra de la
hipdtesis nula planteada. Claramente debemos rechazar Hy.

Los resultados del estudio son extremadamente significativos
(valor p ~ 0). El estudio realizado permite concluir que la estatura
media de los jovenes espanoles, con edades comprendidas entre los 18
y los 23 afios, es inferior a la estatura media de los varones holandeses
(184 cm).

d) Obtener un intervalo con una confianza del 95 % para la estatura media
de la poblacién de varones espafioles con edades comprendidas entre los
18 y los 23 afios.

_ o
T 4 20:025

NG

178 + 1,96 8,5 = 178 2,25 = [175,75 , 180,25] cm
V55

Tenemos una confianza del 95 % de que la estatura media de los varones
espanoles con edades comprendidas entre los 18 y los 23 anos se encuentra
entre los 175,75 y los 180,25 cm.

La estatura media de los varones espanoles con edades comprendidas
entre los 18 y 23 anos es de 178 cm (margen de error de 4+2,25 cm,
para una confianza del 95 %).

14



1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

e) Realiza una critica del estudio, indicando ademés si se incumple alguna
de las condiciones asumidas para poder aplicar con seguridad los proce-
dimientos estadisticos que has utilizado.

o FEl estudio compara la estatura media de los jovenes espanoles con la
de los varones holandeses. En el primer caso se especifica un rango
de edad (varones de 18 a 23 anos), mientras que en el sequndo no
se indica ninguin rango de edad. Seria mds razonable comparar dos
grupos de individuos con edades similares.

o La muestra utilizada para hacer el estudio no es representativa de
la poblacion de todos los varones espanoles con edades comprendi-
das entre los 18 y 23 anos, ya que unicamente se han seleccionado
universitarios. Esto puede ser un problema importante, sobre todo
st la estatura de los jovenes universitarios fuese diferente a la de la
poblacion de todos los jovenes en general.

e La estatura es una variable continua y cabe esperar que su distri-
bucion sea Normal. Ademds, como la muestra estd formada por 55
individuos, el TCL garantiza que la distribucion muestral de la media
serd aproximadamente Normal, sin embargo, seria interesante reali-
zar un andlisis descriptivo de los datos de la muestra para detectar
posibles datos andmalos y observar las reqularidades que estos datos
presentan.

e Fl enunciado indica que la desviacion tipica de la estatura para la
poblacion de jovenes espanoles con edades comprendidas entre los 18
y los 28 anos es de 8,5 c¢m, pero este valor no se justifica. ; Como se
ha obtenido este dato?

1.1.3 Gasto medio en las rebajas
Enunciado pag. 289

En las noticias de una cadena de TV se informa de que el gasto medio de los
consumidores espafioles en rebajas durante este afio sera inferior a 70 euros.

Para corroborar esta informacion se utiliza una muestra aleatoria de 400 con-
sumidores, y se observa que la cantidad media que éstos han gastado en rebajas
es de 67 euros. Se asume que la desviacion tipica del gasto en rebajas es de
o = 20 euros (similar a la de anos anteriores).

15



Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

a) Plantear una prueba de hipotesis para decidir si los datos de la muestra
son coherentes con la informacién proporcionada por la cadena de TV.

Dibujar la distribucién adecuada y marcar el area de aceptacién y de
rechazo, el valor del estadistico y su valor p asociado. Interpretar el re-
sultado en el contexto del problema.

X = Gasto en rebajas de cada consumidor

Informacion de la muestra: n = 400 , T = 67 euros

Hy : p=70 euros
Hy : p<70 euros

Si Hy fuese cierta:

T — o

~ N(0,1

oo~ NOD

Z=N(0,1)
ez=-3 .

valor p = 0.0013 OArea de rechazo: a =0.05
valor p

f \ \ \
-4 -1.645 0 4

Figura 1.5: Zonas de aceptacion y de rechazo, valor del estadistico z y valor p.

Valor del estadistico: 67 — 70

1= — = —
20/+/400

Valor critico: 299 = —1,645.

Valor p=P(Z < —3) = 0,0014.
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1.1 Procedimientos Z (asumimos que o es conocida)

b)

Trabajando con un nivel de significacién del 5%, debemos concluir que
la informacion proporcionada por la cadena de TV si es coherente con la
informacion que se desprende de la muestra de 400 consumidores selec-
ctonada: el gasto medio de los consumidores espanoles en rebajas durante
este ano serd inferior a 70 euros.

pnorm(-3, lower.tail=T)
0.001349898

Interpretacion del valor p: si el consumo medio de los consumidores es-
panoles, en el periodo de rebajas, fuese igual o superior a 70 euros, la
probabilidad de obtener, simplemente por azar, una muestra de 400 con-
sumidores como la seleccionada, seria de 0,0013. Esta probabilidad tan
baja, indica que tenemos mucha evidencia en contra de la hipotesis nula
planteada. Por tanto, debemos concluir que el gasto medio no es de 70
euros, sino inferior.

Obtener la potencia del test anterior si el gasto medio por consumidor
en rebajas fuese de pu = 65 euros. Define qué es la potencia de un test e
interpreta el resultado obtenido en el contexto del problema.

La potencia de un test se define como: 1 — 3, y serd la probabilidad que
tiene el test de rechazar, de forma correcta, una hipdtesis nula que es
falsa.

Para obtenerla, calculamos en primer lugar el valor de B:

e 1. Zona de aceptacion del test anterior antes de tipificar:

z— 70

= 1,645 - T = 68,355
20/v/400

Zona de aceptacion: valores de X > 68,355
e 2. Cdlculo de B:

B=P(X >68355/u=065) =

68,355 — 65

= P(N(0,1) > 20/ V0

) = P(Z > 3,36) = 0,0004

17
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18

pnorm(3.36, lower.tail=T)
0.9996103

La potencia del test anterior, cuando p = 65 euros, serd de 1 — 0,0004 =

0,9996 = 99,96 %.

Interpretacion: la probabilidad que tiene el test de hipdtesis planteado en el
apartado a) de rechazar, de forma correcta, que el gasto medio en rebajas
ha sido tgual o superior a 70 euros, cuando en realidad este gasto era tan
solo de 65 euros, es del 99.96 %.

Justificar si con la muestra de 400 consumidores seleccionada puede es-
timarse, con un nivel de confianza del 95 %, el gasto medio de los consu-
midores espafioles en rebajas con un margen de error de 1 euros.

Como mnos proporcionan el valor de o, un intervalo de confianza para el
gasto medio de los espanoles en rebajas, se obtendrd mediante la siguiente
formula:

T+ ZOZ/QL
n

Trabajando con un o del 5%, el margen de error serd:

20
+1,96—— = +1,96
V400

Por lo tanto, no es posible estimar con un nivel de confianza del 95 %,
el gasto medio en rebajas con un margen de error de tan solo +1 euros
utilizando una muestra de 400 consumidores. Para consequir este objetivo
deberiamos incrementar el tamano de la muestra.



1.2 Procedimientos t

1.2 Procedimientos ¢
Los procedimientos t, en los problemas de inferencia sobre la media y de una
poblacién, encajan en el esquema presentado en la Figura 1.6, y son los si-

guientes:

= Estadistico utilizado para realizar un contraste de hipotesis:

t_x—/lo

~s/Vn

» Intervalo con un nivel de confianza del (1 — «) - 100 % para la media u de
la poblacién:

7 + /2

S
n—l'%

donde:
T es la media de la muestra
s es la desviacion tipica de la muestra

n es el tamano de la muestra

a/2
n—1

t es el valor critico que buscaremos en las tablas de las distribuciones

t (pag. 303 — 304)

1o es el valor considerado para la media de la poblacion en la hipotesis
nula H,

El esquema de la Figura 1.6 es similar al esquema que describia los procedi-
mientos Z, pero estos procedimientos no asumen un valor conocido para la
desviacién tipica de la poblacion, o.

El estadistico utilizado es:

T — o

~s/vn
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Poblacién 6 Muestras de tamafio n

.... eae
o0 ui
4 -
- 8 2,32 xs,s3 Xi . 8,

U es desconocida -
Y

o es desconocida

iy s a1

1
sl.’\/r; T s,f\/_

t =

Distribucion de los valores t:

X;uu

SiNn

Figura 1.6: Procedimientos ¢t para medias en problemas de una muestra.
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1.2 Procedimientos t

Este estadistico, calculado a partir de la informacién que se desprende de las
muestras de tamano n que pueden extraerse de la poblacién de referencia, y
bajo ciertas condiciones, sigue un modelo de distribucién ¢ con n — 1 grados
de libertad.

Para poder aplicar los procedimientos ¢ en problemas de una muestra, la teoria
estadistica exige que se cumplan las siguientes condiciones (elipses azules en la
Figura 1.6).

1. Independencia. L.a muestra debe ser elegida utilizando un muestreo alea-
torio simple (m.a.s.). Esta forma de seleccion garantiza que los elementos
o individuos de la muestra han sido seleccionados de forma independiente.

Asumimos, ademas, que el tamafio de la poblacién estudiada es infinito.

2. Normalidad. Asumimos que la variable estudiada en la poblacion X sigue
un modelo de distribucién Normal, con una media g y una desviaciéon ti-
pica o que son desconocidas. Es decir, se asume que X ~ N(u , o).

iSon fiables estos procedimientos en la practica?

Las condiciones anteriores no se cumplen nunca en la practica, y por ello, como
sucedia con los procedimientos Z, es més interesante preguntarse si los métodos
descritos siguen siendo fiables aunque las condiciones exigidas no se cumplan
de manera estricta.

Estas son las condiciones que debes verificar para utilizar de forma segura estos
procedimientos en la practica:

1. Independencia. La muestra debe haber sido seleccionada utilizando un
m.a.s. La utilizacion de otros tipos de muestreo probabilistico (estratifica-
do, sistematico, por clusters) exige cambios en la férmula utilizada para
obtener el estadistico utilizado en el contraste, aunque las férmulas vistas
pueden ser una buena aproximacion.

La seleccion aleatoria de las unidades que forman la muestra garantiza que
éstas no estan relacionadas y que las observaciones son independientes.

2. Normalidad. La comprobaciéon de este supuesto exige la realizaciéon de
un anélisis descriptivo de los datos de la muestra, para observar las regu-
laridades de los mismos y detectar la presencia de datos anémalos.
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Dependiendo del tamano de la muestra:

» Muestras pequenas (n < 40): utiliza los procedimientos ¢ s6lo si no

existen datos anémalos que tengan un peso excesivo en el calculo de
la media 7, y cuando la distribucién tenga un sélo pico y no presente
una marcada asimetria.

Obtener un grafico de la funcién de densidad empirica, un grafico
de cuantiles y un diagrama de caja es 1til para comprobar estos
aspectos.

Muestras de més de 40 elementos: puedes utilizar los procedimien-
tos t con seguridad, incluso cuando la distribuciéon de los datos sea
asimétrica y existan datos anémalos.

El Teorema Central del Limite (TCL) garantiza que, cuando el ta-
mano de las muestras seleccionadas n es elevado, la distribucién de
la media = de las muestras es Normal, incluso cuando la distribucién
de la variable estudiada X presente asimetrias importantes.

De nuevo, es el valor p, obtenido al realizar un contraste de hipotesis, el resulta-
do clave que nos permite tomar una decisién respecto al grado de evidencia que
proporcionan los datos de la muestra en contra de la hipétesis nula planteada
y en favor de la alternativa.

Lo tnico que cambia es la forma de calcularlo (ver Tabla 1.2), pero su inter-
pretacion sigue siendo la misma.

Pruebas de una cola Test de 2 colas
Ho : p= po Ho : p= po Ho : p= po
Hy > po Hy:p < po Hy:p# po

valor p = P(t,—1 >t) walor p=P(t,_1 <t) wvalor p=2-P(t,—1 > |t|)

Tabla 1.2: Calculo del valor p utilizando los procedimientos ¢ en problemas de una muestra
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1.2.1 Un nuevo diseno de pdgina web

Enunciado pag. 242

Una empresa vende sus productos por Internet y cree que un cambio en el
disenio de su pagina web, aumentando el nimero y la calidad de las fotos de
los productos que exhibe, conseguira incrementar sus ventas.

El volumen medio de ventas diarias, utilizando el disefio de pégina actual, es
de 9300€.

Antes de tomar una decision, decide hacer una prueba durante un mes (30
dias) presentando sus productos con el nuevo disefio de pagina web.

El volumen medio de ventas de esos 30 dias, en los que se utiliza el nuevo diseno
de pagina, ha sido de 9700€, y la desviaciéon tipica de las cifras de ventas ha
sido de 1570€.

a) Identifica y define en este contexto, la muestra, la poblacion y la variable
implicada.

La muestra: los 30 dias en que se observan las ventas con el nuevo diseno.

La poblacion: todos los dias en que se puedan realizar ventas con el nuevo
diseno.

La variable aleatoria: X = Volumen diario de ventas (en €).

b) (Existe evidencia significativa a un nivel del 5% de que el nuevo diseno
de pagina incrementa las ventas?

Plantea una prueba de hipdtesis para responder a la pregunta y realiza
un dibujo marcando las zonas de aceptacion y de rechazo, el valor critico,
el valor del estadistico y el valor p del test.

Informacion de la muestra: n = 30, T =9700€, s= 1570€

w = Volumen medio de las ventas diarias con el nuevo diseno.

Hy @ p=9300 euros
H, : p >9300 euros
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Si Hy fuese cierta:

X_MoNt
YN 29

Valor del estadistico:

~ 9700 — 9300

= —140
1570//30

Curva de densidad de una distribucion tyg

ot=14
valor p = 0.08606 OArea de rechazo: o =0.05
valor p
—
\ \ \
4 0 1.699 4

t

Figura 1.7: Zonas de aceptacion y de rechazo, valor del estadistico t y valor p.

Valor critico (en tablas): tyy° = 1,699

Valor p = P(tyg > 1,4) — 0,05 < valor p < 0,1

pt(1.4, df=29, lower.tail=F)
0.08606059

¢) Explica, utilizando un lenguaje sencillo que entienda alguien que no sabe
estadistica, que es el valor p de este test. Da una interpretacion en el
contexto del problema.

Si el nuevo diseno de pdgina web no incrementase las ventas medias dia-
rias (éstas fuesen de 9300€ o inferiores), la probabilidad de obtener, sim-
plemente por azar, unos resultados como los observados en nuestra mues-

24



1.2 Procedimientos t

tra o mds extremos, es decir, con un volumen medio de ventas igual o
superior a 9700€, seria igual a 0,086.

Los datos del estudio no muestran suficiente evidencia en contra de Hy.
Los resultados no son significativos para un nivel de significacion del 5 %.

¢) Calcula la potencia del test utilizado en el apartado a) para detectar un
incremento medio de las ventas por dia de 500€ e interpreta el resultado
en el contexto del problema.

e Zona de aceptacion en funcion de los valores de X :
Aceptamos Hy st tag < 1,699.

St “destipificamos”:

T — 9300 _ 1,609
1570/+/30
1570

T =1,699——— + 9300 = 9787

V30

Aceptamos Hy si X < 9787€

e Calculamos el valor de B si la media de la poblacion fuese de 9300
+ 500 = 9800 €

B:l%Xk<%8Uu:9&m%:P<Qg<9m7_9&m)

1570/+/30

B = Pty < —0,05) ~ 0,5

pt(-0.05, df=29, lower.tail=T)
0.4802326

La potencia del test, para detectar un incremento medio de las ventas
de 500€, es aproximadamente igual a 0,5. Esto significa que, si el
nuevo diseno de pdgina incrementase las ventas medias diarias en

25



Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

una cantidad igual a S500€, la probabilidad de que el test propuesto
detecte esta situacion (rechazando correctamente la Hy : = 9300€)
seria igual a 0.5. El test es, por lo tanto, poco potente para detectar
este incremento en las ventas.

d) Un responsable de ventas que acaba de seguir un curso de Métodos Es-
tadisticos afirma que el diseno utilizado para obtener los datos no es
adecuado. Explica como podria realizarse un estudio mejor que el que se
ha realizado.

El estudio se ha realizado comparando datos histéricos de ventas con las
ventas obtenidas, durante 30 dias, utilizando el nuevo diseno de pdgina
web.

Ademds del cambio en el disenio de pagina web, existen maltiples factores
que pueden tener un efecto sobre las ventas: ofertas de productos, ingresos
puntuales de los compradores, etc., que no estdn controlados.

Seria mds interesante realizar un diseno de experimentos para poder de-
terminar la existencia de relaciones del tipo causa-efecto.

Un estudio mds eficiente seria aquel que divida (al azar) a los compradores
en dos grupos: unos accederdn a la pdgina web con el diseno cldsico, y
otros accederdn a la pdagina web con el nuevo diseno. Tras una serie de
dias, se podrdan comparar las ventas medias obtenidas en los dos grupos.

1.2.2 ;Mejora la calidad del agua?
Enunciado pag. 287

El personal responsable de medio ambiente de la Generalitat Valenciana ha
implantado una serie de medidas para mejorar la calidad del agua del rio
Xuaquer.

Para realizar el estudio, se tomaron muestras de agua de 41 puntos del cauce del
rio que fueron seleccionados de forma aleatoria. En cada uno de estos puntos
se midi6 la cantidad de oxigeno disuelto en el agua (partes por millon).

Un mes después de implantar las medidas propuestas, se volvieron a realizar
mediciones en los mimos puntos del rio.

El incremento medio de la cantidad de oxigeno disuelto en el agua en las
muestras tomadas fue de +4,2 %, y la desviacion tipica de estos datos fue de
un 13 %.
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1.2 Procedimientos t

A la vista de estos resultados, jpodemos afirmar que las medidas tomadas por
el personal responsable de medio ambiente han tenido éxito? ; Han conseguido
aumentar la cantidad de oxigeno disuelto en el cauce del rio Xaquer?

9

b)

Identifica y define en este contexto, la muestra, la poblacién y la variable
implicada.

La muestra: los 41 puntos del cauce del rio donde se han tomado las
muestras de agua.

La poblacion: todos los puntos del cauce del rio donde puedan tomarse
muestras de agua, es decir, la totalidad del Tio.

La variable aleatoria: X = Incremento de la cantidad de oxigeno disuelto
en el agua en cada muestra (en %).

Plantea una prueba de hipétesis para determinar si las medidas tomadas
han conseguido incrementar el contenido de oxigeno disuelto en el rio.
Realiza un dibujo marcando las zonas de aceptacion y de rechazo, el
valor critico, el valor del estadistico y el valor p del test.

Informacion de la muestra: n =41, T=42%, s=13%

w = Incremento medio de la cantidad de oxigeno disuelto en el agua del
cauce del rio Xuquer, un mes después de implementar las medidas pro-
puestas.

Hy : pn=0%
H1 Lu > O%
St Hy fuese cierta:
X — o

~t
s//n 40

Valor del estadistico:

42-0
=2 =207
13/1/41

Valor critico (en tablas): ty;° = 1,684
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Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

Curva de densidad de una distribucion t,q

ot =2.07 3
valor p = 0.02248 OArea de rechazo: o =0.05

valor p

T I | l

-4 0 1.684 4
t

Figura 1.8: Zonas de aceptaciéon y de rechazo, valor del estadistico ¢t y valor p.

Valor p = P(ty > 2,07) = 0,025

pt(2.07, df=40, lower.tail=F)
0.02247595

¢) Explica, utilizando un lenguaje sencillo que entienda alguien que no sabe
estadistica, que es el valor p de este test. Da una interpretaciéon en el
contexto del problema.

Si las medidas implantadas no hubiesen incrementado el contenido medio
de ozigeno disuelto en el cauce del rio, la probabilidad de obtener, sim-
plemente por azar, unos resultados como los observados en las muestras
tomadas o mds extremos, seria igual a 0,0225.

Los resultados del estudio son significativos (valor p = 0,02250, ob-
tenido mediante un test ¢ de una cola). El estudio realizado permite
concluir que las medidas implantadas para incrementar el contenido de
oxigeno disuelto en el cauce del rio Xtquer si han cumplido su objetivo.

¢) Obtener un intervalo con una confianza del 95 % para el incremento medio
de la cantidad de oxigeno disuelto en el agua del cauce del rio Xaquer,
un mes después de implantar las medidas propuestas.
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1.2 Procedimientos t

Q)

7

— 1 40,025
T+t

13

4,2 42,021
VAl

=424+41=[0,1, 83]%

Tenemos una confianza del 95 % de que el incremento medio de la cantidad
de oxigeno disuelto en el agua del cauce del rio Xuquer, un mes después
de 1tmplantar las medidas propuestas, es un valor comprendido entre 0,1 %

v 8,3 %.

El incremento medio de la cantidad de oxigeno disuelto en el agua
del cauce del rio Xtuquer, un mes después de implantar las medidas
propuestas, es del 4.2 % (margen de error de £4,1 %, para una confianza
del 95 %).

Comenta los resultados obtenidos en los apartados anteriores y redacta
un breve parrafo con las conclusiones que consideres pertinentes.

Este estudio pone de manifiesto la importancia de diferenciar entre sig-
nificacion estadistica y significacion practica.

Hemos visto que los resultados del estudio son significativos para un nivel
de significacion del 5% (valor p = 0,0225). Esto significa que es poco
probable obtener unos resultados como los observados, simplemente por
azar, si no se hubiese producido un incremento en el contenido de oxigeno
del rio tras adoptar las medidas propuestas.

Es importante aportar, ademds, un intervalo de confianza para el pard-
metro de interés, ya que este intervalo nos permite medir la magnitud del
efecto buscado. En este estudio, el margen de error del intervalo obtenido
es muy elevado (£4,1%). Existe mucha incertidumbre a la hora de esti-
mar el incremento medio de la cantidad de oxigeno disuelto en el agua
que se ha conseguido.

Seria interesante reducir esta incertidumbre y ello puede conseguirse in-
crementando la cantidad de muestras tomadas, n.

Otro dato que llama la atencion es el valor tan elevado observado para
la desviacion tipica de las muestras (s = 13%). sEs razonable este dato?
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Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

Un wvalor tan alto puede indicar que hay puntos del rio en los que no se
produce un incremento de la cantidad de oxigeno disuelta, sino todo lo
contrario, y es por esto por lo que la desviacion tipica toma un valor tan
elevado. ;Tiene sentido observar valores negativos? ;Es posible que las
medidas adoptadas no mejoren la calidad del agua en algunos puntos del
cauce, e incluso que la empeoren?

1.2.8 FEmision de arsénico

Enunciado pag. 258

El arsénico es una de las 10 sustancias quimicas que la OMS considera mas
preocupantes para la salud piblica, y establece que el limite recomendado para
la concentracion de arsénico en el agua potable es de 10 ug/I.

Una empresa de procesamiento de vidrio necesita aprovechar el agua de un rio
cercano en su proceso de fabricacion. Esta empresa realiza vertidos periodicos
al rio tras la limpieza de su maquinaria.

iSuponen estos vertidos un problema para la salud por superar la concentracion
de arsénico recomendada por la OMS?

Se tomaron muestras de 121 vertidos realizados por la empresa a lo largo de
tres meses.

La informaciéon que se desprende de los datos obtenidos es:

T =12 ug/l s =8 pug/l

a) Realizar una prueba de hipotesis para determinar si estaria justificado
emprender acciones legales contra la empresa por no cumplir las reco-
mendaciones de la OMS. Justificar la respuesta.

Variable aleatoria implicada: X = concentracion de arsénico en cada ver-
tido de la empresa (ng/l).

Pardmetro: u = concentracion media de arsénico en los vertidos que rea-
liza la empresa.

T = concentracion media de arsénico en las muestras tomadas en 121
vertidos de la empresa.

30



1.2 Procedimientos t

b)

Prueba de hipdtesis:

Hy : p=10 pg/l
Hy : p>10 pg/l

Si Hy fuese cierta:

X —
Fo o t120

s/\/n
Valor del estadistico:

12 —-10
t =

=275
8/v/121

Valor critico (en tablas): t0yy = 1,658

Valor p = P(t120 > 2,75) — 0,001 < valor p < 0,005

pt(2.75, df=120, lower.tail=F)
0.003441163

Un valor p tan pequeno proporciona mucha evidencia en contra de Hy y a
favor de H,. Rechazamos Hy. El estudio realizado indica que la empresa
estd superando el limite que marca la OMS: en los vertidos que realiza, la
concentracion media de arsénico es superior a 10 pg/l. Por lo tanto, si
que estaria justificado emprender acciones legales contra la misma.

Si las emisiones de este contaminante superan la cantidad de 15 ug/l, se
producen dafios irreversibles a la fauna y flora marinas que las reciben.
Obtener la potencia del test anterior para detectar esta situaciéon. Explica
las implicaciones practicas del resultado obtenido.

e Zona de aceptacion en funcidn de los valores de X :

Aceptamos Hy si t199 < 1,658.

7z — 10

S — 1,658
8/v121
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Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

32

8
T = 1,658 ——— + 10 = 11,225
V121

Aceptamos Hy si X < 11,225 ug/l

e Calculamos el valor de 8 si la media de la poblacion fuese de 15 g/l

_ 11,225 — 15
ﬁ:f%X<1meu:ﬁ»:P<um< : )

8/v121
,8 = P(t120 < —5,19) ~ O

La potencia del test es prdcticamente igual a 1.

La potencia que tiene el test planteado para detectar emisiones donde
el contenido medio de arsénico sea superior a 15 pg/l es prdctica-
mente igual a 1.

Si la empresa realizase este tipo de emisiones tan perjudiciales para
el medio ambiente, el test propuesto lo detectaria prdcticamente en
el 100% de los casos.



1.2 Procedimientos t

1.2.4 Leche de cabra
Enunciado pag. 288

El gerente de un supermercado desea estimar la demanda diaria de leche de
cabra (paquetes/dia) que se venden en su establecimiento.

Los datos siguientes son el niimero de paquetes de un litro vendidos a lo largo
de 15 dias:

68, 59, 58, 65, 65, 51, 71, 62, 59, 75, 60, 61, 51, 51, 64

a) ;Podemos aplicar con seguridad los procedimientos ¢ de una muestra a
este conjunto de datos? Justifica tu respuesta.

Las condiciones que deben cumplirse para poder aplicar estos procedimien-
tos con sequridad son:

1. Independencia. La muestra debe haberse seleccionado siguiendo al-
guna técnica de muestreo probabilistico para garantizar la indepen-
dencia de los datos y la representatividad de la misma.

El enunciado no indica como se han seleccionado los dias en que
se han observado las ventas. Asumimos, para que el estudio tenga
validez, que dicha muestra puede considerarse como una m.a.s. de
los dias en los que el supermercado estd abierto al publico.

2. Normalidad. La variable estudiada es X = numero de paquetes
de leche de un litro vendidos diariamente en el supermercado. Fsta
variable es discreta y por ello, no puede segquir un modelo de distri-
bucion Normal. A pesar de esto, los procedimientos t de una muestra
podrdn aplicarse a estos datos si la distribucion de los mismos pre-
senta un solo pico, no existen datos anomalos y su distribucion no
presenta fuertes asimetrias.

Podemos comprobar estas condiciones realizando un andlisis descrip-
tivo de los datos de la muestra, obteniendo un diagrama de caja, un

grdfico con la funcion de densidad empirica y un grdfico de cuantiles
(Figura 1.9).

El diagrama de caja muestra una distribucion simétrica y sin puntos
anomalos.
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Capitulo 1. Inferencia para medias: problemas de una muestra

Demanda diaria de envases de un litro de leche de cabra
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Figura 1.9: Diagrama de caja, funcién de densidad empirica y grafico de cuantiles.

b)

La funcion de densidad empirica muestra una distribucion con un
solo pico y con forma de campana, muy similar a la curva de densidad
de un modelo de distribucion Normal.

Al representar los datos en un grdfico de cuantiles, éstos se posi-
cionan formando (mds o menos) una linea recta en la diagonal del
grdfico, y esto confirma que el modelo de la distribucion Normal es
adecuado para estudiar este conjunto de datos. (Al utilizar un grdfico
de cuantiles, resulta dificil comprobar si éstos siguen un modelo de
distribucion Normal cuando se trabaja con un conjunto tan reducido
de datos. St trabajamos con muestras pequenas debemos ser flexibles
a la hora de valorar si los puntos se posicionan formando una linea
recta en la diagonal del grdfico).

Por lo tanto, si asumimos que la muestra seleccionada puede considerarse
una m.a.s. de la poblacion de referencia, si es sequro aplicar los procedi-
mientos t de una muestra a este conjunto de datos.

Obtener un intervalo de confianza del 90 % para el nimero medio de enva-
ses de un litro de leche de cabra que se venden diariamente e interpretar
su significado.

X = ndmero de envases de un litro de leche de cabra vendidos diariamente
Informacion de la muestra:

=15 T =06147 envases s = 9,33 envases
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Intervalo de confianza para p del 90 %:

S

LD

— 1 40,05
Tt

9,33

61,47 + 1,761
V15

=61,47+4,24 = [57,23 , 65,71] envases

ventas—c(60, 62, 45, 54, 79, ..., 54, 66, 66, 58, 73, 73)
t.test(ventas, conf.level=0.9)$conf.int
57.22533 65.70800

Interpretacion: con una confianza del 90 % afirmamos que el valor real
de p (nimero medio de envases de leche de cabra de un litro vendidos
diariamente) se encuentra entre las 57.23 y las 65.71 unidades.

El namero medio de envases de leche de cabra de un litro vendidos
diariamente en el supermercado es de 61,47 envases (margen de error
de 44,24 envases, para una confianza del 90 %).

¢) Sise desea estimar el numero de unidades diarias que se venden, de forma
que, en un 95 % de los casos, el error cometido no supere las 2 unidades,
cual es el tamano minimo de la muestra que es necesario seleccionar?
(Nota: Asumir un valor de o = 10 unidades).

Deseamos obtener un intervalo de confianza del 95 % para p de forma que
el margen de error sea inferior a £2 unidades.

Como asumimos que o es conocida, utilizamos un procedimiento Z:

_ e
T j:ZO,OQQ

NG

margen de error = 20’025

7

NG
10

1,96— < 2

n
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