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Resumen

En esta tesis doctoral se aborda el problema del control predictivo sujeto a
restricciones definidas como la unién no convexa de varios poliedros. Los con-
troladores propuestos son de utilidad, por un lado, para procesos que presentan
de manera natural restricciones de dicha forma y, por otra parte, como una al-
ternativa al control predictivo no lineal cuando periodos de muestreo bajos no
permiten la aplicacién de programacion no lineal.

En los primeros capitulos del trabajo se demuestra la existencia de una
solucion explicita a los problemas de optimizaciéon que aparecen al plantear es-
te tipo de controladores predictivos. Dicha solucién es afin a tramos definidos
mediante desigualdades lineales y cuadraticas. Se introducen dos metodologias
diferentes para la obtencion de esta solucién explicita: la metodologia de inter-
seccién, divisién y union y la de la envolvente convexa.

La primera de estas metodologias se basa en formular subproblemas con las
restricciones convexas cuya unién forma las restricciones originales y obtener
la solucion explicita del problema original a partir de las soluciones de dichos
subproblemas.

La segunda metodologia planteada se basa en el cdlculo de la envolvente con-
vexa de los conjuntos de restricciones y la obtencién de la solucién explicita del
problema convexo definido por estas nuevas restricciones. Se demuestra como
parte de las regiones de la solucién explicita del problema original coinciden
con las del nuevo problema, y se propone un procedimiento para identificarlas
y obtener el resto de regiones, completando la solucién explicita buscada.

Se estudian también algoritmos eficientes para la implementacién en linea
de leyes de control explicitas como las obtenidas. En particular, se propone un
algoritmo basado en un arbol binario de una particion lineal y una comparacién
de indices de costes en las regiones en las que sea necesario. Se compara el coste
computacional del algoritmo con el de la implementaciéon de un arbol binario
para cada uno de los subproblemas convexos, demostrandose que el primero es
siempre inferior.

Considerando el caso en el que un periodo de muestreo bajo impida la apli-
cacion de los algoritmos propuestos por su coste en linea, se proponen dos
soluciones subdptimas, una basada en la simplificacién del problema de opti-
mizacién y otra en la simplificacién de la solucion explicita.

vii



Por otro lado, se analiza también la estabilidad de los sistemas de control
propuestos, particularizando al caso de restricciones poliédricas no convexas
las condiciones generales de estabilidad a priori existentes para esquemas de
control con horizonte mévil. Para ello, se propone un algoritmo eficiente para
calcular el maximo conjunto invariante en bucle cerrado basado en obtener
dicho conjunto para un problema definido por las envolventes convexas de las
restricciones del que se eliminan convenientemente algunos estados. Ademaés,
se demuestra que para el problema planteado el indice de coste es continuo, lo
que permite asegurar que, si se cumplen todas las condiciones de estabilidad, el
sistema en bucle cerrado no es tnicamente estable en el sentido de Lyapunov,
sino asintoticamente estable.

Por tltimo, en la tesis se plantean diferentes problemas en los que son de
utilidad las técnicas propuestas. En primer lugar, el problema de evitacién de
obstaculos y planificacién de trayectorias, que en el caso general puede presentar
restricciones poliédricas no convexas. En segundo lugar, se propone la aplicaciéon
de las técnicas planteadas al problema del control predictivo con restricciones
no lineales. En particular, se abordan de este modo el control predictivo de
sistemas Hammerstein-Wiener con restricciones mediante cancelacién de las
no linealidades estdticas y el control predictivo de sistemas no lineales con
restricciones mediante linealizacién por realimentacion de entrada-salida.



Resum

En aquesta tesi doctoral s’aborda el problema del control predictiu subjec-
te a restriccions definides com la unié no convexa de diversos poliedres. Els
controladors proposats son d’utilitat, d’una banda, per a processos que presen-
ten de manera natural restriccions d’aquesta forma i, d’altra banda, com una
alternativa al control predictiu no lineal quan periodes de mostreig baixos no
permeten ’aplicacié de programacio no lineal.

En els primers capitols del treball es demostra ’existéncia d’una solucié
explicita als problemes d’optimitzacié que apareixen en plantejar aquest tipus
de controladors predictius. Aquesta solucié és afi a trams definits mitjancant
desigualtats lineals i quadratiques. S’introdueixen dues metodologies diferents
per a ’obtencié d’aquesta solucié explicita: la metodologia d’interseccid, divisid
i unié i la de I'envolupant convexa.

La primera d’aquestes metodologies es basa a formular subproblemes amb les
restriccions convexes la unié de les quals forma les restriccions originals i obtenir
la soluci6 explicita del problema original a partir de les solucions d’aquests
subproblemes.

La segona metodologia plantejada es basa en el calcul de I’envolupant convexa
dels conjunts de restriccions i I'obtencié de la solucié explicita del problema
convex definit per aquestes noves restriccions. Es demostra com a part de les
regions de la solucié explicita del problema original coincideixen amb les del
nou problema, i es proposa un procediment per a identificar-les i obtenir la
resta de regions, completant la solucié explicita cercada.

S’estudien també algorismes eficients per a la implementacié en linia de lleis
de control explicites com les obtingudes. En particular, es proposa un algorisme
basat en un arbre binari d’una particié lineal i una comparacié d’indexs de cos-
tos en les regions en les quals siga necessari. Es compara el cost computacional
de I'algorisme amb el de la implementacié d’un arbre binari per a cadascun dels
subproblemes convexs, demostrant-se que el primer és sempre inferior.

Considerant el cas en el qual un periode de mostreig baix impedisca 1’apli-
cacio dels algorismes proposats pel seu cost en linia, es proposen dues solucions
suboptimes, una basada en la simplificacié del problema d’optimitzacié i una
altra en la simplificacié de la solucié explicita.

D’altra banda, s’analitza també ’estabilitat dels sistemes de control pro-



posats, adaptant al cas de restriccions poliedriques no convexes les condicions
generals d’estabilitat a priori existents per a esquemes de control amb horitzé
mobil. Per a ago, es proposa un algorisme eficient per a calcular el maxim con-
junt invariant en bucle tancat basat a obtenir aquest conjunt per a un problema
definit per les envolupants convexes de les restriccions del que s’eliminen con-
venientment alguns estats. A més, es demostra que per al problema plantejat
I’'index de cost és continu, la qual cosa permet assegurar que, si es compleixen
totes les condicions d’estabilitat, el sistema en bucle tancat no és tinicament
estable en el sentit de Lyapunov, sind asimptoticament estable.

Finalment, en la tesi es plantegen diferents problemes en els quals sén
d’utilitat les tecniques propostes. En primer lloc, el problema d’evitacié d’obsta-
cles i planificacié de trajectories, que en el cas general pot presentar restriccions
poliedriques no convexes. En segon lloc, es proposa 'aplicacié de les tecniques
plantejades al problema del control predictiu amb restriccions no lineals. En
particular, s’aborden d’aquesta manera el control predictiu de sistemes Ham-
merstein-Wiener amb restriccions mitjancant canceltlacié de les no linealitats
estatiques i el control predictiu de sistemes no lineals amb restriccions mitja-
ncant linealitzacié per realimentacié d’entrada-eixida.



Abstract

In this thesis, it is addressed the problem of predictive control of linear sys-
tems subject to non-convex polyhedral constraints, defined as the non-convex
union of several convex polyhedra. The proposed controllers are useful, first, in
problems for which such constraints arise naturally and, second, as an alterna-
tive to non-linear predictive control when low sampling times don’t allow the
use of non-linear programming.

In the first chapters of the work, it is shown the existence of an explicit

solution to the optimization problems that arise when this kind of predictive
controllers is proposed. Such explicit solution is shown to be piecewise affine
defined over regions described by linear and quadratic inequalities. Two diffe-
rent methodologies are proposed in order to obtain this explicit solution: an
intersection, division and union methodology and a convex hull methodology.
The former of these methodologies is based on formulating several subproblems
with convex polyhedral constraints which union forms the original constraints
and obtaining the explicit solution to the original problem from the solutions
to these subproblems.
The latter is based on calculating the convex hull of the non-convex constraints
and obtaining the explicit solution to the convex problem defined with these
new constraints. Next, tt is shown tnat a subset of the regions of the explicit
solution to the original problem are equal to some of the regions of the solution
to this new problem, and a procedure to identify them and obtain the rest of
regions is proposed, finding this way the complete explicit solution searched.

Efficient algorithms for the online implementation of explicit control laws in
the previously described form are also studied. Particularly, an algorithm based
on a binary tree of the linear partition and a comparison of the cost functions
when required, is proposed. The computational burden of such an algorithm
is compared to that obtained by the implementation of a binary tree for each
of the convex subproblems, showing that the former is always lower than the
latter.

Considering the case for which a low sampling time prevents the use of the
proposed algorithms because of their online computational cost, two subopti-
mal solutions are proposed. The first one is based on a simplification of the
optimization problem, while the second one is based on the simplification of
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the explicit solution.

Furthermore, stability of the control systems proposed is analyzed, specif-
ying the well-known a priori stability conditions for general receding horizon
schemes to the case of systems with non-convex polyhedral constraints. To do
so, a novel efficient algorithm for the computation of the closed-loop maxi-
mal admissible set for this kind of systems is proposed. This algorithm starts
from the maximal admissible set of the problem with constraints defined as
the convex hull of the original ones, and then eliminates specific subsets of it.
Furthermore, continuity of the cost function for the proposed problem is shown
which allows to prove that, if the stability conditions hold, the system is not
only Lyapunov stable but also asymptotically stable.

Finally, some problems for which the techniques proposed in the thesis are
useful are introduced. First, the obstacle avoidance and path planning problem
is introduced, showing that, for a general case, non-convex polyhedral cons-
traints arise. Second, the application of the developed techniques to the pro-
blem of predictive control with non-linear constraints is proposed. Particularly,
predictive control of Hammerstein-Wiener systems with static non-linearities
cancelation and input-output feedback linearization schemes for predictive con-
trol of non-linear systems are solved with our approach.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

El control predictivo ha demostrado su potencial y ha sido ampliamente
aceptado en el control de procesos multivariables a nivel industrial, especial-
mente debido a su capacidad de incorporar en el diseno el tratamiento de res-
tricciones. Por ello es objeto de estudio a nivel cientifico en el area de control
de procesos, presentando un continuo desarrollo. Su espectro de aplicacion se
ha extendido a todo tipo de procesos pudiendo considerase como extremos por
un lado el control predictivo no lineal sujeto a restricciones no lineales, y por el
otro el control predictivo lineal con restricciones poliédricas. En el primer caso,
es necesario recurrir a algoritmos en linea de optimizacién no lineal (y en ge-
neral no convexa) bastante costosos computacionalmente por lo que sélo podra
ser aplicado a procesos que admitan periodos de muestreo relativamente altos.
En el extremo opuesto, el control de procesos lineales sujetos a restricciones
poliédricas, existen diversos algoritmos eficientes en la literatura, destacando
especialmente [BMDPO02] en el que se obtiene fuera de linea una solucién expli-
cita definida sobre regiones poliédricas. Existen ademas técnicas en la literatura
que permiten reducir considerablemente el tiempo computacional en linea de
dicha solucién [TJB03b], haciendo la filosofia de control predictivo factible para
procesos considerablemente rapidos.

Si se desea trabajar con periodos de muestreo relativamente bajos, una
generalizacion del control predictivo lineal que permite ampliar su aplicabilidad
a diferentes problemas se consigue utilizando modelos lineales con restricciones
poliédricas no convexas, definidas como la unién no convexa de un niimero finito
de poliedros. Este tipo de restricciones aparecen de forma natural en problemas
como el de evitacion de obstaculos, inherentemente no convexo.

Otro campo de aplicacién en el que aparecen restricciones no convexas surge
a partir de los sistemas no lineales con restricciones. Dentro de este ambito se
encuentran los sistemas de tipo Hammerstein-Wiener, definidos por no lineali-



2 1. Introduccién

dades estaticas que siguen y preceden a un modelo lineal. Estos modelos suelen
controlarse mediante la inversién de las no linealidades, transformando el pro-
blema en uno de control de un proceso lineal, controlable mediante técnicas
lineales estandar, por ejemplo control predictivo. No obstante, cuando existen
restricciones sobre las entradas y salidas, deben ser transformadas también por
la funcién no lineal para trasladarlas al espacio de variables en el que trabaja
el controlador, pudiendo originar regiones no convexas. En este caso, puede
conseguirse una aproximacion interior suficientemente precisa mediante el uso
de varios poliedros cuya unién no es convexa.

Otro problema del mismo tipo también puede aparecer en sistemas no linea-
les con restricciones controlados mediante linealizacién de entrada-salida por
realimentacion. Dichas restricciones, aunque sean lineales, se transforman en
no lineales para el modelo linealizado, por lo que, si son no convexas, de nuevo
pueden ser aproximadas mediante uniéon no convexa de poliedros.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de la tesis es contribuir al avance en el control pre-
dictivo de sistemas con restricciones poliédricas no convexas. En particular, se
pretende que las técnicas de control propuestas en esta tesis constituyan una
alternativa de control predictivo no lineal para algunos tipos de sistemas cuan-
do los periodos de muestreo utilizados en la implementacién del controlador
sean relativamente bajos. Para ello, se puede concretar el objetivo de la tesis
en tres areas diferentes:

e Eficiencia computacional del algoritmo en linea.
e Estabilidad del sistema en bucle cerrado.

e Aplicacién a esquemas de control predictivo no lineal.

1.2.1. Eficiencia computacional del algoritmo en linea

Por la naturaleza del control predictivo, que requiere de la resoluciéon de
un problema de optimizacién para el calculo de la accién de control a aplicar,
la consideracién de restricciones no convexas y periodos de muestreo bajos
supone una dificultad fundamental de partida: la optimizacién que es necesario
resolver es no convexa y los métodos habitualmente utilizados para ello son
costosos computacionalmente. Se buscaran por tanto alternativas a la resolucion
de dicho problema en linea.

Con este objetivo, en analogia con el caso de sistemas con restricciones
poliédricas, se pretende estudiar la existencia de una ley de control explicita
solucién al problema planteado, asi como su caracterizacién. Lo que se desea
conseguir con ello es trasladar fuera de linea una parte importante de la carga
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computacional requerida para la optimizacién. Se buscard ademas la maxima,
simplicidad posible en la definicién de la solucién explicita, principalmente ha-
ciendo minimo el nimero de regiones en los que se particiona el espacio de
estados.

También en el &mbito de la eficiencia computacional en linea, se analizard
la mejor manera de implementar las leyes de control explicitas que se obten-
gan como solucién al problema. Para ello, se compararan diferentes algoritmos
usando como parametro fundamental el nimero de operaciones elementales a
realizar en el peor caso.

Aunque los algoritmos en linea estén disenados para reducir el coste compu-
tacional requerido, para algunos casos es posible que, por la complejidad del
problema, la solucién que se obtenga no pueda implementarse de manera su-
ficientemente rapida para el periodo de muestreo deseado. Para estos casos,
se propondran soluciones subdoptimas que reduzcan la carga computacional, a
costa de obtener una accién de control no 6ptima.

Debido al interés por la aplicabilidad a procesos rapidos de las técnicas de
control que se proponen en la tesis, el mayor énfasis al estudiar diferentes al-
ternativas se hard en el tiempo de calculo en linea. No obstante, también se
consideraran otros dos aspectos que pueden limitar la utilidad de las técnicas
propuestas: la memoria necesaria para el algoritmo en linea y el coste compu-
tacional del algoritmo fuera de linea.

1.2.2. Estabilidad del sistema en bucle cerrado

Una de las propiedades fundamentales que cabe exigir a un determinado
sistema de control es que el sistema en bucle cerrado resultante de aplicarlo al
proceso para el que se disena sea estable, bien en el sentido de Lyapunov o,
idealmente, asintoticamente estable.

Para un esquemas de control predictivo genérico, es un resultado conocido
que se pueden conseguir garantias de estabilidad mediante la utilizacién de una
combinacién de una ley de control, funciéon de coste y regién terminales que
deben cumplir ciertas condiciones [MRRS00].

Serad un objetivo de la tesis disenar estos elementos de forma que los contro-
ladores predictivos planteados sean estables. Ademds, con un correcto diseno
de los elementos enumerados, especialmente la region terminal, se pretende mi-
nimizar el incremento de la complejidad del algoritmo de control en linea que
supone garantizar la estabilidad del sistema.

1.2.3. Aplicacién a esquemas de control predictivo no lineal

Si bien existen problemas que por su propia naturaleza presentan restric-
ciones poliédricas no convexas, se pretende aumentar la aplicabilidad de los
resultados de la tesis como alternativa de control predictivo no lineal.
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Debido a la complejidad de la programacién no lineal, es una practica habi-
tual del control predictivo no lineal evitar su utilizacién cuando esto es posible.
Para ello, lo mas habitual es restringir el modelo no lineal que se usa como
modelo de prediccién a una estructura determinada y aprovechar alguna par-
ticularidad de ésta. En concreto, los sistemas de Hammerstein-Wiener y los
sistemas linealizables por realimentacién son manipulables de diferentes mane-
ras para conseguir transformar el problema de optimizacién no lineal en uno
més sencillo (habitualmente programacién cuadritica). No obstante, en am-
bos casos esto introduce dificultades en el manejo de las restricciones, que en
general dejan de ser lineales.

El dltimo objetivo de la tesis es implementar en este tipo de procesos el
control predictivo con restricciones poliédricas no convexas.

1.3. Estructura de la tesis

Los diferentes temas abordados en la tesis se estructuran en siete capitulos,
ademads de esta introduccién.

En el capitulo 2 se introduce formalmente el control predictivo y se presen-
tan las aportaciones bibliograficas fundamentales existentes en el ambito de la
obtencion y calculo en linea de la solucién explicita para problemas lineales.
Ademas, se revisa el estado del arte para el control predictivo no lineal y se
enuncian las condiciones de estabilidad para este tipo de controladores. Por
ultimo, se presentan algunas herramientas matemaéticas que seran utilizadas en
capitulos posteriores de la tesis.

En el capitulo 3 se introduce el problema a resolver y se muestra la existencia
de una solucién explicita afin a tramos.

En el capitulo 4 se plantean y comparan diferentes metodologias para la
obtencion de la solucién explicita del problema.

En el capitulo 5 se desarrollan algoritmos en linea eficientes, comparando de
manera tedrica el coste computacional y los requerimientos de memoria para
cada uno de ellos. Ademads, se plantean soluciones subdptimas al problema
planteado.

En el capitulo 6 se revisan las condiciones de estabilidad de Lyapunov y
asintdtica para esquemas de control predictivo, se particularizan dichas condi-
ciones para el problema con restricciones poliédricas no convexas y se plantean
algoritmos eficientes para la obtencion de la regién de restricciones terminal
que permite el cumplimiento de las condiciones propuestas.

En el capitulo 7 se muestran las aplicaciones de las técnicas desarrolladas,
dividiéndolas en dos grandes grupos: problemas con restricciones poliédricas no
convexas puras y problemas con restricciones no lineales. Para cada una de las
posibles aplicaciones se resuelven ejemplos de aplicacion.
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Por ultimo, en el capitulo 8 se resumen las conclusiones de la tesis y se
proponen algunas lineas de investigacion futuras.






Capitulo 2

Estado del arte

2.1. Introduccidén

El control predictivo es un técnica ampliamente extendida en el control de
procesos multivariables, especialmente cuando éstos estdn sometidos a restric-
ciones. En este capitulo se introduce formalmente esta técnica de control y se
realiza una revision del estado del arte haciendo hincapié en tres teméaticas fun-
damentales: la obtencién de soluciones explicitas de realimentacién del estado,
que permiten el disenio de algoritmos en linea eficientes; las técnicas de control
predictivo no lineal, en especial el control de sistemas afines a tramos; y la
estabilidad en bucle cerrado de sistemas con controladores predictivos.

Ademis, en este capitulo se introducen algunas herramientas matematicas
que se emplearan en capitulos posteriores. Por un lado, se presentan algoritmos
existentes para la realizacién de dos operaciones sobre poliedros: obtencién de la
envolvente convexa y minimizacién del niimero de elementos cuya unién define
un poliedro no convexo. Por otro, se describen las técnicas existentes para
comprobar la factibilidad de sistemas de ecuaciones y desigualdades, tanto si
éstas son lineales como polinémicas.

2.2. Control predictivo

Control predictivo es un término que engloba toda una serie de algoritmos
de control que comparten una misma filosofia. En dichos algoritmos, siempre
estdan presentes los siguientes elementos [CB04, Ros03]:

e Modelo de prediccion. Se utiliza de forma explicita para predecir la salida
del proceso en instantes de tiempo futuros.

e Indice de coste. Representa una funcién objetivo, que se desea minimizar.
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e Optimizador. Obtiene las acciones de control éptimas para el indice de
coste propuesto.

e Horizonte moévil. Consiste en que en cada instante de muestreo sélo se
aplica la primera accién de control calculada.

Por tanto, todo control predictivo implica la resoluciéon de un problema de
optimizacién en bucle abierto y la aplicacién del principio de horizonte mévil.
De una manera genérica, el problema de optimizacién se puede formular:

Pyu(x): VST (z) := min Vv ({zr}, {ur}),

sujeto a:

T41 :f(xk;uk) parak:oa"'aNf]-a

Ty =X,

uy € Uparak=0,...,M — 1,

up =up—1 parak=M,... ., N —1,

ry € Xparak=0,...,N,

TN € Xf cX,

Vi ({ae}, fur}) = Flan) + 050 Liwn, )

donde:

e f:R"xR™ — R" es una funcién dada, en general no lineal, que describe
el comportamiento dindmico del sistema.

N y M son los horizontes de prediccién y de control, respectivamente.

Vn({zr}, {ur}) es la funcién de coste, siendo las funciones F' y L la pe-
nalizacion terminal del estado y penalizacion del estado respectivamente.

{zo,...,zn}, xx € R™, y {ug,...,un—1}, ur € R™, son las secuencias de
los vectores de estados y de acciones de control respectivamente.

x es el estado actual medido del sistema.

UCR™"XCR"y Xy CR" son conjuntos de restricciones.

La soluciéon a dicha problema es una secuencia de control que minimiza la
funcion de coste:

UL = {udP ulP Rt (2.2)
Donde el subindice x denota la dependencia de dicha secuencia del estado
actual.

2.2.1. Control predictivo de procesos lineales

Hasta el momento, se ha descrito el problema de una manera muy genérica.
Si se particulariza, es posible resolver dicho problema utilizando algoritmos de
optimizacion sencillos, ademdas de asegurar ciertas propiedades de la solucién
que seran de utilidad. Para ello, se realizan las siguientes suposiciones:
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e Elsistema es lineal e invariante en el tiempo y esta descrito por el siguiente
modelo:

Tpt1 = Axy, + Buy,, (23)

Y = kaa

e El sistema (A, B, C) anterior es estabilizable y detectable.

e Las restricciones U,X y Xy, son poliédricas, definidas mediante desigual-
dades lineales.

e El indice de coste se define para el seguimiento de una determinada refe-
rencia, y*, mediante la siguiente funcién cuadratica:

Vivas({and, fnh {und) 1= Flan = 20) + 3 5 (= 5) Qs — ™) +

donde:

o P=0Q=0yR=0.

o us y xs son los valores deseados en régimen permanente para la
entrada y el estado respectivamente y pueden calcularse a partir de
la referencia y* como:

Us (CI-A)"'B) "y
r, = (I—A)"'Bu,

Los valores en régimen permanente u; y x5 sélo podran obtenerse si se cumple:
e El ntimero de salidas es igual al nimero de entradas.
o (I — A) es invertible.

e O(I — A)~!B también es invertible.

Con objeto de simplificar la nomenclatura, y sin pérdida de generalidad, en
adelante se supondra y* = 0, us = 0 y zs = 0. De esta forma, el problema de
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optimizacion a resolver queda como:

[

N— M—-1

1
> ok CTQCuy + 5 Y ui Ruy
k=0

k=0 =

Pn () ZVZQ,IX/IT(QC) :=min F(zy) +

N | —

(2.4)
sujeto a:
Tp41 = Axy + Buy parak =0,...,N — 1,
Ty = 7,
up € Uparak=0,...,M — 1,
up =0parak=M,... N —1,
xp € X parak=0,..., N,
:ENGXfCX

Como se discutirda posteriormente, con objeto de conseguir la estabilidad del
sistema en bucle cerrado, la penalizacién terminal del estado, F(zy), se escoge
como la funcién de coste del problema de control éptimo con horizonte infinito
sin restricciones del sistema:

1

F(zy) = §IE%P£L'N

donde P es la solucién a una ecuacién algebraica de Riccati.

Aplicando consecutivamente la ecuacién del modelo lineal del sistema (2.3),
es posible reescribir el indice de coste (2.4) como:

1
Vnu(x) = iuTHu +u'Fz

donde u := [ug u; ... upr—1)T contiene la secuencia de acciones de control con
M movimientos y las matrices H y F' se calculan como:

H = TTQr+R (2.5)
F = 17Q0
donde:
[ B 0 ... 0 0
AB B ... 0 0
, A
: : " : : A2
I':=| AM-'B AM-2pB .. AB B Q=1 . |27
AMB  AM-lp . A2B  AB :
AN
AN-1p  gN-2p . AN-Mp

Q :=diag{CTQC,...,CTQC, P}
R := diag{R,..., R}
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En cuanto a los conjuntos de restricciones U,X y X¢, dado que son todos polié-
dricos, haciendo uso de nuevo de la ecuacién (2.3) es posible formularlos como
desigualdades sobre las acciones de control [GS05]:

du<A—-Azx (2.8)
Por tanto, el problema de optimizacién que se desea resolver es:

P m(x) : Vﬁjf(ac) = min 1u”Hu+ u’ Fu,

sujeto a: (2.9)

dPu< A - Ax

La eleccidn realizada de las matrices de penalizacion R,Q y Py de los conjuntos
de restricciones U,X y Xy, implican que el problema pueda ser formulado y
resuelto como un problema de programacién cuadratica (QP) convexo. Nétese
en particular que, por un lado, al ser las matrices ) y P semidefinidas positivas,
Q también lo es y por el otro, la eleccién de R > 0 implica que R sea también
definida positiva. Por tanto, la matriz H serd definida positiva.

2.2.2. Horizonte movil

Una vez resuelto el problema de optimizacién, el control predictivo aplica
el principio de horizonte moévil, que se puede resumir de la siguiente manera:

1. En el instante i, y para el estado actual x;, se formula un problema de
optimizacién sobre un intervalo futuro fijo, [i,7 + N — 1].

2. De la secuencia de control obtenida (2.2), se aplica tinicamente el primer
paso, ugP*

3. Se mide el estado que alcanza el sistema en el instante 7 + 1.

4. Se vuelve a resolver el problema de optimizacién (2.1), esta vez para el
intervalo fijo [i + 1,7 + N] y para el nuevo estado actual, x;11.

El procedimiento de horizonte mévil descrito, define implicitamente una ley de
control Ky ar : X — U de la forma:

Ko (z) = ud? (2.10)

Si se mantienen los horizonte N y M fijos, y el modelo y la funcién de coste son
invariantes en el tiempo, puede observarse que la accién de control obtenida
mediante (2.10) serd siempre la misma para un mismo valor del estado. Por
tanto, el principio de horizonte moévil produce una ley de control invariante en
el tiempo.
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2.3. Control predictivo explicito

2.3.1. Objetivos

Como se ha visto, en general cualquier control predictivo puede calcularse
resolviendo en linea un problema de optimizacién asociado. Esto proporciona
una ley de control de forma implicita. No obstante, en determinadas circuns-
tancias, es posible obtener una formulacion explicita de la ley de control que
ofrece ciertas ventajas respecto a la formulacién implicita. El objetivo de esta
seccién es describir como puede obtenerse dicha formulacion.

En la bibliografia existen diferentes propuestas que muestran la formulacién ex-
plicita del control predictivo. Una de ellas es el enfoque geométrico de [GS05],
que se muestra en el siguiente epigrafe. Mediante dicho enfoque se analiza, des-
de el punto de vista geométrico,el problema de optimizacién asociado a todo
controlador predictivo y se utilizan estos conceptos geométricos para obtener
la caracterizacion explicita de la solucién.

El mismo resultado puede conseguirse mediante el enfoque de [BMDP02] mos-
trado en la seccion 2.3.4, donde se formula el control predictivo como un pro-
blema de optimizacién cuadratica multiparamétrica y, mediante las condiciones
de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), se demuestra que la solucién
a dicho problema se puede expresar como una funciéon afin a tramos.

2.3.2. Geometria de la programacién cuadratica

El problema de programacién cuadrética planteado (2.9), puede interpretar-

se facilmente desde un punto de vista geométrico en el espacio de las acciones
de control u. Para ello, se considera la ecuacion de las curvas de nivel, es decir,
el conjunto de valores de u para los que el indice de coste toma un cierto valor
constante c:
%uTHquuTF:c =c (2.11)
La ecuacién (2.11) es la que define una hipercuadrica en RM™  cuya forma
depende del Hessiano (matriz H). En nuestro caso, H es definida positiva, por
lo que las curvas de nivel son en realidad hiperelipsoides con centro en el 6ptimo
sin restricciones u%?! = —H~1Fz. El problema de optimizacién 2.9 puede ser
por tanto entendido de la siguiente forma: encontrar el punto en el que el menor
hiperelipsoide con centro en uSl! intersecta al espacio de restricciones definido
por (2.8).

Ejemplo 2.1. Para un determinado valor del estado, x = [1 1]T, se desea
resolver el problema de optimizacion (2.9) en dos variables (Mm = 2) definido
por las siguientes matrices:

1 1
H=—
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Ademas, existen restricciones sobre las acciones de control:

1]

En la figura 2.1 se representan las curvas equipotenciales (2.11), centradas en el
dptimo sin restricciones u?! = —H 'Fx =[-1 2]T: Se observa que el dptimo

35
3l
25F
Pys

15

—  1F

051

-1 70.‘5 l; 0‘5 i 1‘.5
U

Figura 2.1: Problema de optimizacién. Interpretacién grafica.

solucion a nuestro problema es aquel que se obtiene de intersectar la frontera
del espacio de restricciones con la menor elipse posible:

0
opt __
(1]

Aunque conceptualmente la obtencién del 6ptimo con restricciones es muy
sencilla, a priori no es evidente calcular en qué punto se alcanzard el éptimo, ni
siquiera saber exactamente sobre cudl de las restricciones estara. No obstante,
el problema puede simplificarse realizando un cambio de coordenadas mediante
la raiz cuadrada del Hessiano:

u=HY?u (2.12)

Sustituyendo (2.12) en (2.9), el problema de optimizacién con la nueva formu-
lacién es:

1 0
P om(z) VZE,D’IX/IT(:U) = min iuTu +ulH 'V ?Fz, (2.13)
sujeto a:
du< A — Az (2.14)

donde
O =H /2
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Por tanto, se han modificado tanto el indice a optimizar como el espacio de
restricciones. La ventaja fundamental de formular el problema de esta forma es
que el nuevo Hessiano es la matriz identidad y, por lo tanto, las curvas de nivel
(2.11) son hiperesferas, en lugar de hiperelipsoides. Asi, resolver el problema
de optimizacién en este caso equivaldra a encontrar el punto dentro del espacio
de restricciones mds proximo en distancia Euclidea al dptimo sin restricciones
u’?t o lo que es lo mismo, obtener la proyeccidn de u%?' sobre el espacio de
restricciones.

Ejemplo 2.2. Realizando el cambio de variable (2.12) al problema propuesto
en el ejemplo 2.1, se obtiene un problema de la forma (2.13), cuyo dptimo sin
restricciones viene dado por:

~opt __ __pr—1/2 _ 0
wl =—-H /*Fz = { 22361 } (2.15)
Por otro lado, las restricciones tras el cambio son:
1,341 —0,447 1
—0,44721 0,894 | - < 1
1,341 0447 || 1
0,447 —0,894 1

Las curvas de nivel para el nuevo problema se muestran en la figura 2.2.

-2 -1 0 1 2
Uo

Figura 2.2: Problema de optimizacién tras cambio de variable.

En la figura se muestra también cémo obtener el éptimo U°Pt, proyectando

u’Pt sobre la recta ro:
- 0,4472
u?t = [ 1.3416 } (2.16)

Una vez se tiene el optimo en las nuevas coordenadas, es directo obtener el
optimo para el problema de optimizacion original:

uopt _ Hfl/QﬁOPt — |: ? :| (217)
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2.3.3. Caracterizacion explicita del control predictivo

En este apartado, se pretende obtener una caracterizacién explicita del con-
trol predictivo haciendo uso de los argumentos geométricos de la programacion
cuadratica que se acaban de describir. Por tanto, el objetivo es resolver el
problema de programacién cuadrética (2.13) que surge al plantear un control
predictivo y aplicar el cambio de variable (2.12).

Para ello, se hard uso del hecho de que, para el problema descrito, siempre
es cierta una de las dos siguientes alternativas:

e El 6ptimo uf?! satisface todas las restricciones (2.14). En este caso, es
evidente que u°Pt = u%*.

e El 6ptimo 19" no satisface todas las restricciones (2.14). En este caso, el
6ptimo u°P! serd un punto en la frontera del espacio definido por dichas
restricciones. Es decir, para el valor del 6ptimo algunas de las restricciones
no seran desigualdades estrictas, sino que seran igualdades. Se dice que
estas restricciones se encuentran activas.

En ambos casos se pretende obtener la caracterizacion explicita, entendiendo
como tal dos cosas: el é6ptimo solucion del problema expresado como una funcién
explicita de x, y la regiéon del espacio x en la que es vélida dicha solucién.
Analizando el primer caso, es evidente que la caracterizaciéon puede obtenerse
de manera directa, puesto que el éptimo sin restricciones viene expresado en
funcién de z y la regién en la que es valido dicho éptimo puede obtenerse a
partir de las ecuaciones de las restricciones (2.14):

ut(z) = —H Y?Fzx
—PH2Fx < A — Az

Queda por tanto analizar el segundo caso, cuando u%?! no satisface (2.14). Como
se ha visto, en este caso debe haber una o varias restricciones activas para la
solucién. Se define el conjunto activo | := {l1,la,...,l5} como el conjunto que

identifica los indices de las restricciones que se encuentran activas, donde N es el
nimero de restricciones activas. Es decir, [ contiene las filas de la matriz ® que
son igualdades, y no desigualdades estrictas. Se define ®; como la submatriz de
® que sélo contiene esas filas. De manera complementaria, se define el conjunto
inactivo s = {s1, 32, .. -75q,]\7} como el conjunto de restricciones que no se
encuentran activas. De la definicién de ambos conjuntos, se deduce:

&)lﬁopt = Al - AlIL' (218)
O A% < Ay — Az (2.19)

Tras el cambio de coordenadas (2.12), el éptimo puede obtenerse proyectando,
en el espacio de las acciones de control, el éptimo sin restricciones sobre la
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regién definida por dichas restricciones. Es decir, el éptimo es aquel punto
que, satisfaciendo las restricciones, estd méas cercano en distancia euclidea a la
solucidn sin restricciones. Por tanto, nuestra solucién vendra dada al intersectar
la cara activa (2.18) con el hiperplano perpendicular a ésta que pasa por uZ?’.
Se puede demostrar [GS05] que dicha solucién se puede expresar como:

WP (x) = B (A — Agz) + [I — D] & Jugrt (2.20)

donde 5; = @7 [®;®7] ! es la pseudoinversa de la matriz ®;. Dicha expresién
es valida tnicamente si el nimero de filas de ®; es menor o igual al nimero
de columnas. No obstante, esta condicién se cumplird siempre puesto que no
es posible tener més restricciones activas que variables tiene el problema de
optimizacion.

Sustituyendo la expresién del éptimo sin restricciones, se obtiene una expresion
explicita del valor del 6ptimo:

U (z) = Bf (A — Mz) — [[ — ] @] H/?Fa (2.21)

Para obtener el éptimo en las coordenadas originales, basta con deshacer el
cambio (2.12):
uPt(z) = H 120 (z) (2.22)

A continuacion, sélo queda saber para qué subconjunto del espacio de estados
es valida la solucion anterior. Para ello, se introduce el concepto de region
activa definido como el conjunto de puntos para los que el punto més cercano
a u%' y que satisface todas las restricciones (2.14) se encuentra sobre la cara
activa (2.18). Por tanto, para cualquier z que se encuentre en dicha regién, la
expresion del éptimo es (2.20).

Geométricamente, la regién activa viene delimitada por [GS05]:

e Los hiperplanos que contengan a la cara activa correspondiente (2.18) y
sean normales a alguna de las caras que comparten con la cara activa
todas las restricciones activas excepto una. La expresién que define estos
hiperplanos es:

[@,07 ] (A, — D H V2F)z < [0,0]]7'A, (2.23)

e Los hiperplanos normales a la cara activa (2.18) y que contengan una de
las caras que, ademas de compartir con la cara activa todas las restriccio-
nes activas, tienen una restriccién activa mas. Estos hiperplanos quedan
definidos por:

(~®.81 (A~ BHV2E) + (A, - B HV2F) ) o < (A, + 8,8]A)
(2.24)

Noétese que, tal y como se ha definido el concepto de regién activa, ésta esta
definida en el espacio de las acciones de control, mientras que las expresiones
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(2.23) y (2.24), tal y como se desea para una solucién explicita del problema,
estan definidas en el espacio de estados. La traslacién de uno a otro es sencilla
teniendo en cuenta que se conoce la relacién entre el 6ptimo sin restricciones
y el valor de las variables de estado: u%P!(z) = —H ~*Fz. Por tanto, cualquier
regién definida como Rﬁﬁ’f < r puede escribirse como —RH 1 Fax < r.

No obstante, se observa que en general las dimensiones de z y u%" no tienen
por qué coincidir. Si n < Mm, el espacio de estados es de dimension menor que
el de las acciones de control RM™ y por tanto, algunas de las regiones en la par-
ticién del espacio de estados obtenidas mediante las ecuaciones (2.23) y (2.24)
pueden estar vacfas. En este caso, serd necesario comprobar si efectivamente
hay regiones vacias y eliminar restricciones redundantes. Por el contrario, si
n > Mm las regiones que se obtendran con las expresiones anteriores daran
directamente la particién en el espacio de estados, por lo que no sera necesario
ningin postproceso.

Ejemplo 2.3. Continuando con el problema planteado en los ejemplos 2.1 y
2.2,se pretende obtener la caracterizacion explicita de una de sus regiones. Para
ello, se toma una cara activa, por ejemplo:

O =[-0447 0804], Ay =1, A=0

FEsta restriccion se corresponde con uy = 1 antes de hacer el cambio de variable
y estd representada por la recta ro en la figura 2.2.

Para obtener la solucion explicita, puede aplicarse la expresion (2.20):

P () — ~0447]  [0804 07
~ | 0,894 0,447 0

Deshaciendo el cambio de variable:

opt — pg—1/250pt — -1 10
u’(z) = H-/“u"(x) [ 1}4—[0030
Como era de esperar, la solucion queda sobre la restriccion activa, y por lo
tanto u"" =1 sin depender del valor de .
Por otro lado, como se ha visto, dicha solucion serd vdlida en una region que
viene definida por las desigualdades (2.23) y (2.24):

-1 3z<1

r <
0
2
0

La primera desigualdad viene marcada por aquellos hiperplanos que comparten
con la cara activa todas las restricciones activas excepto una. No obstante,
como dicha cara sélo tiene una restriccion activa, el unico hiperplano es el
correspondiente a la propia cara activa.

En cuanto al resto de desigualdades, hay que buscar las caras que tienen una
restriccion activa ademds de la cara activa. En este caso, se trata de Vo y



18 2. Estado del arte

Vs en la figura 2.2, ya que para ambos vértices estd activa la restriccion que
define ro ademds de la que define r1 y rs respectivamente. Como se ha visto,
las desigualdades que definen la region activa son los hiperplanos (en este caso
rectas) perpendiculares a la cara activa y que contienen dichos vértices. Del
resultado de (2.24) puede deducirse también que la iltima fila no da ninguna
desigualdad vdlida. Esto se explica porque las rectas ro y r4 no se cortan, es
decir, no hay ningiun punto que satisfaga simultdneamente la restricciones que
definen estas rectas.

Se ha mostrado como obtener la caracterizacion de una de las regiones activas.
Cubriendo todas las posibles combinaciones de restricciones activas, se completa
la caracterizacion del control predictivo para todo el espacio de estados. Asi, se
tienen 9 regiones diferentes, tal y como se muestra en la figura 2.3, dentro de
cada una de las cuales, el optimo se calcula proyectando sobre un elemento
diferente, de forma que,en funcién de donde se encuentre U°P', U°Pt estard
sobre una de las rectas r; o en uno de los vértices V;. [ |

ar X \

Figura 2.3: Regiones del controlador predictivo explicito.

Una vez visto como resolver el problema de optimizacién, queda introducir la
filosoffa del horizonte movil, que implica aplicar la soluciéon éptima tinicamente
en el primer instante. Esto se realiza aplicando tinicamente los primeros m
elementos de u’?(x):

Kna(z) =ud (z) =[I 0...0[u(z) (2.25)
Combinando (2.25) con (2.21) y (2.22) podemos expresar la ley de control:
Knm(x) =Gz +h, parazeX,;, i=0,...,N, (2.26)

donde N, es el nimero de regiones X; en que tenemos una solucién explicita
diferente y las matrices G; y h; se obtienen operando a partir de las expresiones
anteriormente citadas.

Las regiones X; en las que son validas las anteriores expresiones explicitas,
vienen dadas por las ecuaciones (2.23) y (2.24). Para una mayor simplicidad,
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se agrupan ambos conjuntos de ecuaciones en una notacién mas compacta:
X, ={xeR"|Lix <W;} (2.27)
Se puede demostrar que todas las regiones asi definidas forman una particion:
X:={X;li=1,...,N,} (2.28)
y por tanto cumplen:
int(X;) Nint(X;) =0, i#j

donde int hace referencia al interior de la region.

2.3.4. Caracterizacion explicita mediante las condiciones KKT

Se supone un problema de optimizacién estdndar:

min fo(x)
sujeto a:  fi(z) <0 i=1,...,m (2.29)
hl(x):O iZl,...,p

A partir del problema anterior, puede formularse el problema dual como:
max g(\,v)

sujetoa: A >0 (2.30)
m p
g(\,v) = inf (fo(:c) + > Aifi(z) + ) vih (x))
=1 1=1

La funcién a maximizar en (2.30), g(A, v), es la llamada funcién dual de Lagran-
ge, y es sencillo demostrar que, para cualquier valor de A > 0 y v, representa
una cota inferior del éptimo solucién del problema primal [BV04]. El problema
dual, por tanto, busca la maxima cota inferior del minimo solucién del pro-
blema (2.29), que puede ser una buena aproximacién del propio minimo. De
hecho, bajo ciertas condiciones, ambos valores coinciden, en cuyo caso se di-
ce que ambos son éptimos duales fuertes. Cuando esto no sucede, se dice que
existe dualidad débil entre ambos problemas.

Si se tiene cualquier pareja de éptimos duales fuertes z* y (A*,v*) (solu-
ciones de (2.29) y (2.30) respectivamente) y se asume que las funciones f; y h;
son diferenciables, se puede comprobar que se satisface:

filz*) <0, i=1,...,m
hi(z*)=0, i=1,...,p
A>0, i=1,...,m
A filx*) =0, i=1,...,m
Vio(z*) + 300 MV fi(™) + 300, v Vhi(a*) = 0,
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que se llaman condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (condiciones KKT).

Se trata por tanto de condiciones necesarias para que el conjunto (z*, \*, )
sea solucién de los problemas (2.29) y (2.30).

Si ademaés el problema primal es convexo, las condiciones anteriores no son sélo
necesarias, sino también suficientes, y por lo tanto pueden ser utilizadas para
calcular dicho 6ptimo.

Volviendo al problema (2.9), por simplicidad se realiza el cambio de variable
z=u-+ H 'Fz, con lo que el problema de optimizacién queda:

min %ZTHZ,
sujeto a: Pz < A+ Sx

donde S = —A+PH'F.

Recordando que H > 0, se pueden escribir las condiciones KKT, que serdn
necesarias y suficientes [BMDPO02]:

Pz —A—-Sz<0 (2.31a)
A>0 (2.31b)

A\i(®'2 — AT — S'z) =0 (2.31c)
Hz+ 3T\ =0, (2.31d)

La idea desarrollada en [BMDPO02], que tiene paralelismos con el enfoque geo-
métrico visto en la seccion anterior, se basa en el hecho de que, si se conoce el
conjunto de restricciones que se encuentran activas, [, es posible obtener la so-
lucién al problema de optimizacién a partir de las ecuaciones (2.31c) y (2.31d)
como: )

z=H '] (BH'®) (A + Siz)

Puede comprobarse que, deshaciendo los cambios de variable realizados en los
dos enfoques diferentes planteados, la expresién anterior coincide con la obte-
nida de (2.21) y (2.22).

En cuanto a la caracterizacion de la region para la que es valida la solucién
anterior, basta con reemplazar el 6ptimo obtenido en (2.31a) y (2.31b):

OH O (&,H ') (A + Siz) < A+ Sa
— (@ H ') (A + Si) > 0

En este caso, puede comprobarse que las ecuaciones obtenidas coinciden con
(2.23) y (2.24).

2.3.5. Obtencidn de todas las regiones de la solucién explicita

Hasta el momento, en los procedimientos para obtener la caracterizacién del
control predictivo se ha partido siempre del conocimiento de qué restricciones se
encuentran activas. Para completar la metodologia, es necesaria una manera de
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enumerar todas las posibles combinaciones de restricciones activas para nuestro
problema. A continuacién, se describen diferentes enfoques para resolver este
problema existentes en la bibliografia.

Bisqueda exhaustiva

En [SGDO03] los autores proponen considerar todas las posibles combinacio-
nes de restricciones activas y obtener la caracterizacién de la regién para cada
una de ellas, descartando posteriormente aquellas regiones que estén vacias. El
numero de regiones iniciales a considerar es de N,, = 29, donde ¢ = Mm es el
maximo numero de restricciones que puede haber simultdneamente activas, es
decir, el nimero de grados de libertad del problema de optimizacion. Eviden-
temente, en la gran mayoria de los casos muchas de esas IV, regiones estaran
vacias, por lo que éste es un método bastante costoso computacionalmente.

Exploracion y particion del espacio de estados

Este método, propuesto en [BMDP02] para resolver problemas de programa-

cién cuadritica multiparamétrica (mp@P), se basa en buscar un punto factible
del espacio de restricciones (por ejemplo resolviendo un problema LP) y, para
dicho punto, resolver el problema QP. Con la solucién obtenida es posible com-
probar qué restricciones se encuentran activas y, por lo tanto, caracterizar la
region que le corresponde. Posteriormente, aplicando el algoritmo propuesto en
[DP00], se van invirtiendo cada una de las restricciones que definen la regién
activa. Esto proporciona una nueva region para la que se vuelve a buscar un
punto factible y a caracterizar la regién activa que le corresponde (por ejemplo
mediante las condiciones KKT). De manera recursiva, se obtienen todas las
regiones criticas. Un inconveniente que presenta este método es que una region
critica con una determinada solucién afin, puede ser dividida innecesariamente,
por lo que serd necesario posteriormente aplicar algoritmos de unién de regio-
nes como los de [BFTO01].
En [BBMO3b], los autores se basan también en el algoritmo de [DP00], pero en
lugar de usarlo para intersectar con las condiciones de optimalidad de KKT y
caracterizar las regiones, se usa simplemente para guiar la exploracion del espa-
cio. En este caso, algunas regiones pueden aparecer duplicadas, y sera necesario
eliminarlas, comprobando la coincidencia de todas las restricciones activas.

Desplazamiento sobre la frontera de la regién

Esta idea, computacionalmente mas eficiente que las anteriores, es utilizada
en [Bao] y [GBTMO04]. Se basa en, dada una regién critica conocida, tomar
un punto de una de las facetas que la definen (una de las desigualdades no
redundantes que la describen) y desplazarlo una pequena distancia en direccién
perpendicular. Esto nos dara un punto que se encuentra en una regién diferente
a la anterior. De nuevo, resolviendo el QP es posible averiguar qué restricciones
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se encuentran activas y por tanto caracterizar esta nueva regién. Siguiendo este
procedimiento para todas las facetas de todas las regiones, se puede caracterizar
la particién completa del espacio de estados.

Algoritmo para mpQP de Tgndel et al.

En [TJB03a] se introduce un algoritmo todavia més eficiente, basado en que
las restricciones activas en la region de interés se pueden determinar a partir
de las restricciones activas de una region adyacente examinando el hiperplano
que las separa. Los autores proponen una metodologia que, dada una region
(definida por un conjunto de restricciones activas ) y una faceta (f), es vélida
si se cumplen las siguientes condiciones:

e Para la region activa definida por el conjunto [/, las filas de la matriz ®;
son linealmente independientes.

e En la definicién de la regién (antes de eliminar las redundancias) no hay
mas de una desigualdad que defina f.

e Para cualquier punto de la region, el 6ptimo nunca presenta restricciones
activas débilmente (es decir, ningiin éptimo satisface A\; = 0 para i € [).

Si dichas condiciones se cumplen, se comprueba qué tipo de desigualdad co-
rresponde a la faceta. Si viene de una condicién del tipo (2.31a), el éptimo en
la region actual no tiene activa la restriccion correspondiente. No obstante, al
pasar al otro lado de la faceta, dicha restriccién pasara a estar activa. Si por
contra la faceta viene dada por una restriccién del tipo (2.31b), en la regién
actual la restriccion estard activa y, por lo tanto, al cruzar la faceta dejara de
estarlo.

El algoritmo por tanto consistira en, dado un punto factible conocido, obtener
la caracterizacién de su regién critica correspondiente y retener la informacién
del tipo de hiperplanos que la definen. A continuacién, para cada faceta se
obtiene la regién contigua correspondiente, de la que se conocen directamente
las restricciones activas, y por tanto su caracterizacién completa. Recorriendo
iterativamente las facetas de todas las regiones, se completa la descripcién de
toda la particién del estado.

Las ventajas de este algoritmo frente a los anteriores descritos son el ahorro de
la resolucién de problemas QP (para comprobar las condiciones KKT) y evitar
dividir regiones innecesariamente.

Los autores proponen también algoritmos para los casos degenerados en que las
condiciones impuestas no se cumplen. No obstante, como se vera a continua-
cion, dichos algoritmos realizan implicitamente una suposicién que, en el caso
general, no tiene por qué cumplirse.
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Propiedad de faceta-a-faceta y modificacion de algoritmos previos

En [SKJ'06], los autores muestran como, implicitamente, los algoritmos
para enumerar todas las regiones existentes presentados en [Bao],[GBTMO04]
y [TJB03a] consisten en una misma estrategia de exploracién del espacio de
estados (resumida en el algoritmo 2.1) y diferentes métodos para obtener las
regiones adyacentes a una conocida.

Algoritmo 2.1 Exploracién del espacio de estados

1. Buscar un punto x factible y caracterizar su regién critica, Xi.

2. Inicializar conjunto de regiones conocidas R := {X;} y de regiones inex-
ploradas U := {X;}.

3. Mientras U # ():

a) Elegir un elemento U € U y hacer U =TU\U.
b) Para todas las facetas f de U:

e Buscar las regiones S; adyacentes a U a través de f.
e U=TUU{S;\R}
e R=RUS;

Ademis, todos ellos se basan en lo que se define como propiedad de faceta-
a-faceta:

Definicién 2.1. Dada una particién poliédrica de la forma (2.28) con poliedros
de dimensién R”, se dice que la propiedad de faceta-a-faceta se cumple si f;; :=
X;NX; es una faceta tanto de X; como de X; para cualquier pareja (X;, X;) €
X cuya interseccién tenga dimensiéon n — 1. O

La definicién anterior implica que, para una particién que cumpla la propie-
dad faceta-a-faceta, una region no puede tener mas de una regiéon adyacente por
cada una de sus facetas. Es evidente que los algoritmos descritos en los trabajos
enumerados anteriormente hacen uso implicito de esta propiedad, puesto que,
cuando se conoce la caracterizacién de una regién, para encontrar una nueva
simplemente se invierte el sentido de una de sus facetas (suponiendo que de esta
forma va a encontrarse una tinica regién). No obstante, en [SKJT06] se muestra
como, en general, no puede garantizarse que la propiedad de faceta-a-faceta se
cumpla, por lo que los algoritmos anteriores serian incorrectos.

Por otro lado, puede demostrarse que cuando se cumplen las condiciones
de [TJB03a] enumeradas anteriormente, la propiedad de faceta-a-faceta si se
cumple. Por ello, y dado que ése es el algoritmo maés eficiente, los autores
de [SKJT06] proponen utilizarlo cuando las condiciones se cumplan y, en el
resto de casos, utilizar el método de exploracién y particién de [BMDP02], que
no se apoya en la propiedad de faceta-a-faceta. El algoritmo 2.2 resume este
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procedimiento para obtener las regiones adyacentes a una dada a través de una
determinada faceta f.

Algoritmo 2.2 Busqueda de regiones adyacentes a la region X a través de la
faceta f

1. Si se cumplen las condiciones para el algoritmo de [TJB03a], aplicarlo y
obtener la tnica regién adyacente a X a través de f.

2. Si no se cumplen, tomar un escalar € > 0 y formar el poliedro:

M =<z Ljx > W;
le‘ § Wj +e

siendo j la desigualdad que describe la faceta f.

3. Buscar las regiones de la particion X que tienen interseccion de dimension
completa con M usando el algoritmo de [BMDP02].

4. Para cada una de ellas, comprobar si tiene interseccién de dimensién n—1
con X: si la tiene es una region adyacente.

2.3.6. Algoritmo en linea

Como se ha visto en las secciones anteriores, el problema de optimizacién
presente en el control predictivo puede resolverse de manera explicita con la ley
de control afin a tramos (2.26), cuyas regiones son lineales y estédn descritas de
la forma (2.27). Por tanto, si se tienen almacenadas en una tabla las diferentes
regiones lineales junto con las soluciones afines que les corresponden, es posible
calcular la acciéon de control necesaria en cada instante de muestreo identifi-
cando en cual de las regiones X; se encuentra el estado actual y aplicando la
expresiéon afin correspondiente.

Aunque es cierto que de esta manera se evita tener que resolver en linea
un problema de programacion cuadrética, la solucién explicita también tiene
un coste computacional no despreciable, principalmente asociado a decidir en
cudl de las regiones lineales se encuentra el estado del sistema. Por tanto, es
importante resolver dicho subproblema de la manera mas eficiente posible. A
continuacion se describen algunas de las propuestas existentes para ello.

Bisqueda secuencial

Dado un valor x de las variables de estado, la manera més directa de deter-
minar en qué region se encuentra es un algoritmo de bisqueda secuencial que
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vaya comprobando, para cada regién X;, si se cumple L;z < W;. Cuando se en-
cuentra la regién para la que dicha desigualdad se cumple, se aplica la funciéon
afin correspondiente que define la accién de control a aplicar: u(x) = Gz + h;.
Es evidente que, en el peor de los casos, el algoritmo de busqueda secuencial
debe comprobar todas las regiones (con todos los hiperplanos que la definen)
por lo que, para un total de L hiperplanos, el coste computacional sera:

C =2nL

correspondiente a realizar n productos y n sumas para cada hiperplano.

Por tanto, para problemas grandes el coste computacional serd también elevado,
puede que por encima de la resolucién de un QP (teniendo en cuenta que éste es
un problema de optimizacién muy generalizado para el que existen algoritmos
eficientes).

Funcidn descriptora afin a tramos

En [BBBMO1] se proponen algoritmos que, basados en las propiedades de
la funcién de coste y la ley de control 6ptima del problema de optimizacién,
mejoran tanto la eficiencia del cdlculo en linea de la solucién explicita como los
requerimientos de memoria.

El algoritmo consiste en buscar una funcién descriptora continua y afin a tra-
mos, de la forma:

f(z)={fi(z) = A+ B; |z € X;,i=1,...N,.}

con
Ai#Aj, VjECIL‘, i=1,...,N,

donde C}; contiene la lista de todos los polinomios de la particién vecinos de Xj;.
A partir de dicha funcién, se define una lista O;(x) = {0}(z)[j € C;} donde:

{ +1 fi(x) = fi(z)
-1 fi(z) < f;(2)

Los autores demuestran que la lista O;(x) toma un valor constante, S;, para
cualquier € X;. Sin embargo, para un = ¢ X;, dicha lista es diferente a S;.
Esto permite disenar un algoritmo en el que, en lugar de tener almacenadas
todas las regiones polinomiales, simplemente se calculan fuera de linea y alma-
cenan las listas C; y S;. El algoritmo 2.3 describe el procedimiento seguido en
el algoritmo en linea.

El algoritmo 2.3 tiene un coste, en el peor de los casos de:

C=@2n-1)N,+1L

correspondiente a N,n multiplicaciones, N,.(n — 1) sumas y L comparaciones.
Dado que, en general, N, < L, el coste de este algoritmo es bastante menor
que el de bisqueda secuencial.

En cuanto a la obtencién de las funciones descriptoras, los autores realizan
dos propuestas:
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Algoritmo 2.3 Algoritmo en linea mediante funciones descriptoras

1. partir de la regién ¢ = 0.

2. Calcular O;(x)

3. Comprobar si O;(x) = 5;
a) Si son iguales, z € X,

%

b) Si no, volver al paso 2 con i = Cj(q), donde o () # s,

e Generar la funcién a partir del gradiente de la funcién de coste. Consiste
en buscar fuera de linea un vector w que no sea paralelo a ninguno de los
hiperplanos de la particion poliédrica y definir las funciones como:

fi(z) = Aiz+ B;, A, =2wTQ;, B; =w'T,

donde @; y T; son las matrices y vectores, respectivamente, que definen
cada uno de los tramos de la funcién de coste:

V(ac)z{ qi(z) =27 Qux + T 2 +V;, parax € X;, z‘:l,...,Nr}

e Generar la funcion a partir de la solucién explicita del problema de opti-
mizacion:
f(z) = w'U ()
donde w se define como en el caso anterior y

UP'(z) = { wi(x) = Gix + h;, parazeX;, i=1,...,N, }

Arbol de basqueda binario

Una posibilidad para reducir todavia mas el coste computacional de la bus-
queda secuencial es la propuesta en [TJB03b], basada en explotar la convexidad
de los conjuntos poliédricos para construir un arbol binario de busqueda en el
que, en cada nivel (o0 nodo), se evalie una tnica desigualdad lineal (hiperplano)
y se compruebe su signo. Dependiendo de dicho signo, se avanza hacia el sub-
nodo izquierdo o derecho. Un vez recorrido el arbol, se llega a un nodo hoja
que tiene asociada una ley de control afin tinica. El algoritmo 2.4 resume dicho
procedimiento.

En cuanto al algoritmo fuera de linea que permita obtener el arbol binario,
el objetivo fundamental es el de minimizar la profundidad del arbol (D) puesto
que éste parametro afecta al coste computacional del algoritmo 2.4:

C=(2n+1)D+ 2nm (2.32)

donde n es el nimero de estados y m el niimero de entradas.
Como segundo criterio, se intenta hacer minimo el niimero de nodos en el
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Algoritmo 2.4 Recorrido del arbol binario

1. Asignar al nodo actual, Ny, el nodo raiz.

2. Mientras Nj no sea un nodo hoja:

T

a) Evaluar el hiperplano d(z) = a* x — b correspondiente a N.

b) Dependiendo del signo de d(x) asignar a Ny, el hijo del nodo actual
correspondiente.

3. Evaluar la ley de control u(z) correspondiente a Nj,.

arbol, puesto que éste afecta a la memoria necesaria para almacenar las tablas
correspondientes.

Para la obtencién del arbol binario, son necesarias una serie de definiciones.
Dado una representacion afin de un controlador predictivo como la dada por
(2.26) y (2.27), consideramos el conjunto de todos los hiperplanos que definen
las diferentes regiones X;:

dj(x) = Ljx —W; paraj=1,...,L (2.33)

y definimos:

e 7: La representacion de indices de un poliedro como una combinacién
de indices y signos de d;. Por ejemplo, J = {17,277, 5%} representaria al
poliedro definido por dy > 0, do <0y ds > 0.

e 7Z(J): El conjunto de regiones poliédricas correspondientes a J. Se trata
de todas las regiones X; que satisfacen todas las restricciones definidas

en J.

e F(Z): El conjunto de funciones afines correspondientes a un conjunto Z;
F(Z) = {k|K) corresponde a X;,i € T}.

La idea fundamental para la construccién de un arbol de profundidad minima es
la siguiente: se pretende que el hiperplano que se asigna a cada nodo N divida
la parte del arbol que queda por debajo en dos partes lo més iguales posibles.
Es decir, idealmente se pretende elegir un hiperplano j; tal que el niimero de
funciones afines validas para regiones que satisfacen todas las restricciones de
nodos anteriores, |F(Z(Jk))|, quede dividido en dos subconjuntos con el mismo
ntimero de regiones: | F(Z(J,Uj; )| = |[F(Z(TkUs;, )| = 3| F(Z(Tx))|- Como en
un caso general no es posible dividir el conjunto |F(Z(Jx))| en dos subconjun-
tos con exactamente el mismo niimero de elementos, se intenta que la diferencia
sea lo menor posible: ji = arg min; max(|F(Z(Jx U jii))I, [F(Z(Tr U by ))-

Nétese en este punto que Z(Jy, U ji&) € (Z(Jx) NZ(j+)), es decir, las regiones
X; que satisfacen simultdaneamente todas las restricciones en 7, ademas de jff,
son un subconjunto de las regiones que satisfacen por un lado Jj y por el otro



28 2. Estado del arte

jlf. Las regiones X; que pertenecen al segundo conjunto pero no al primero
siempre estan divididas por la restriccién ji (véase lema 1 en [TJBO3b]).

Por tanto, una forma de obtener el conjunto Z(Jj U ],:f) es obtener inicialmen-
te los conjuntos Z(Jx), Z(j;7)) e Z(j;)) v, para aquellas regiones X; que se
encuentren en todos ellos, resolver dos LPs:

min +d;(z)

sujeto a: Liz<W,, jedi
Las soluciones de estos LPs indicaran a qué lado de d; se encuentra el sub-
conjunto de X; que satisface todas las restricciones de Jj, o si la regién es
atravesada por dicho hiperplano. Nétese ademés que (Z(Jx) NZ(j%)) es senci-
llo de calcular, y puede utilizarse como aproximacién de Z(J;, U j]::)

El algoritmo 2.5 detalla el procedimiento descrito para la construccién del
arbol binario. Los pasos mas costosos son el 1, en el que hay que comprobar
a que lado de cada uno de los L hiperplanos se encuentra cada una de las n,.
regiones (resolviendo por tanto 2Ln, LPs), y el 6, en el que los primeros n;
conjuntos Z(Jj, U ],:f) aproximados como (Z(Jx) NZ(j+)) se calculan exacta-
mente (resolviendo los correspondientes LPs). n; es un pardmetro de diseno,
que muestra el compromiso entre el coste del algoritmo de construccion del
arbol binario (fuera de linea) y la profundidad de dicho arbol (y por tanto el
coste del algoritmo en linea calculado (2.32)).

En cuanto a la complejidad D de un determinado drbol binario, ésta en
un caso ideal, en que en cada nodo se dividen las acciones de control en dos
conjuntos exactamente iguales, seria de:

D = ftoga(n)] = | )|

n(2)

Como realmente un drbol binario nunca va a poder construirse idealmente, se
define un pardmetro « de la siguiente forma:

max(| 5 |, |7 ])

< « para todo Ny
| F|

Es evidente que, en el caso ideal, « = 0,5 y a medida que la divisién de los
conjuntos es menos equilibrada, se acerca a &« = 1. Con este nuevo parametro,
se puede estimar la complejidad del arbol binario como:

P |-Ti ]

Experimentalmente, los autores de [TJB03b] proponen como valor conservativo
a = % En cualquier caso, independientemente del valor de «, el coste compu-

tacional del algoritmo en linea 2.4 es logaritmico en el niimero de regiones, y
por tanto en general mas favorable que los del resto de propuestas.
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Algoritmo 2.5 Construccion del arbol binario

1. Calcular los conjuntos de indices Z(57) e Z(j~) paracada j = {1,..., L}.
2. Inicializar el nodo rafz del 4rbol como Ny < ({1,...,n,},0)

Inicializar el conjunto de nodos inexplorados como U <— {Nj}.

- W

Seleccionar cualquier nodo inexplorado Ny € U y hacer U < U \ Ny.

5. Calcular las aproximaciones Z(J;) N Z(j*) para cada j, y ordenar los
hiperplanos por la cantidad max(|F(Z(Tx)NZ(G)], | F(Z(Te)NZ(G7))])-

6. Calcular exactamente 7 = 7 (Jx N jT) para cada uno de los n; primeros
elementos en la lista ordenada del paso anterior. Esto se hace resolviendo
los LPs (2.34) para cada i € Z(J,)NZ(57)NZ(j~). Seleccionar entre ellos
Ji = argmingmax(|F (L), |F (L)),

7. Completar el nodo como Nj < jg, y crear dos nodos hijos, N* <
(T T U 5).

8. Si |F(Z%)| > 1, anadir N* a U4. Si no, N* es un nodo hoja, hacer
N* « F(T%).

9. SiU # (), volver al paso 4. Si no, finalizar.

2.4. Control predictivo no lineal

Aunque la mayoria de procesos reales que aparecen en problemas de la in-
genieria de control son no lineales, es el control predictivo lineal el que esta mas
ampliamente extendido. Esto se debe fundamentalmente a dos razones [CB04]:
la sencillez de la optimizacién necesaria (que como se ha visto puede realizarse
mediante la resolucién de un QP y que puede incluso calcularse explicitamente)
y la validez de los modelos lineales para muchos procesos no lineales para un
rango de funcionamiento acotado.

No obstante, existen casos en los que los modelos lineales no son suficientes
para predecir el comportamiento del proceso, bien porque las no linealidades
son demasiado severas, o bien porque el rango de funcionamiento es demasiado
amplio.

Para estos casos, se hace necesaria la utilizacion de modelos no lineales, para
los que la filosofia del control predictivo, entendida como la utilizacién de un
modelo del proceso, optimizacién de un indice de coste y aplicacién de un ho-
rizonte mévil, es también aplicable.

El principal inconveniente del uso de estos modelos es que en el caso general,
el problema de optimizacién que aparece (2.1) es un problema de programa-
cién no lineal (NLP) en contraposicién al problema de optimizacién cuadratica
(QP). Este tipo de problemas se resuelve mediante programacién cuadrética
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secuencial (SQP), una técnica iterativa que bdsicamente consiste en sustituir
en cada iteracién la funcion de coste y restricciones no lineales del problema
original por, respectivamente, una funciéon cuadratica y restricciones lineales.
Esto proporciona un problema de programacion cuadratica cuya soluciéon da
una direccién de bisqueda para la solucién del problema original que se usa en
la siguiente iteracion.

Esta técnica presenta diversas dificultades [Bie00]:

e En el método original son necesarias las segundas derivadas de las fun-
ciones no lineales, que no siempre pueden ser calculadas.

e La convergencia del algoritmo al 6ptimo global no estd garantizada.

e En cada periodo de muestreo es necesario resolver varios QPs, lo que
implica un coste computacional elevado.

e Las soluciones intermedias que se obtienen en el procedimiento iterativo
no tienen por qué cumplir las restricciones originales. Este problema,
junto con el anterior, puede provocar que si se acaba el tiempo para dar
una acciéon de control y el procedimiento iterativo no ha terminado, no
se tenga ni siquiera una solucién factible.

Aunque la programacion no lineal es actualmente un campo de investigacién
activo y existen propuestas que persiguen resolver las dificultades enumeradas,
éstas son todavia insalvables para algunas aplicaciones de control predictivo,
por lo que en muchas ocasiones se evita resolver un problema tan general y se
intentan aprovechar algunas de las particularidades de cada problema.

Algunas de estas posibles soluciones, que se resumen en [CB04], son:

MPC lineal extendido: Introducido originalmente para el DMC [HA91]. Se
anade un término no lineal al modelo de predicciéon pero no dependiente de
las acciones de control futuras, lo que permite que el problema a optimizar
siga siendo resoluble mediante un QP.

Modelos locales: Se trata de linealizar sucesivamente el modelo no lineal
del sistema alrededor de diferentes puntos de funcionamiento. Dentro de
esta estrategia destacan [KCR99], que realiza las sucesivas linealizaciones
alrededor de las trayectorias predichas en instantes anteriores, y [TI01],
que ajusta un conjunto de controladores predictivos generalizados (GPCs)
para los diferentes modelos y aplica una planificacién de ganancia entre
ellos.

MPC no lineal subéptimo: Fue propuesto por [SMR99]. La idea consiste,
en lugar de buscar la secuencia de acciones de control que minimiza un
indice de coste, en buscar una que cumpla restricciones y que haga decre-
cer dicho indice una cantidad suficiente. Después, si queda tiempo para
el calculo, buscar una reducciéon mayor del coste.
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Uso de horizontes bajos: La idea es calcular exactamente sélo la primera
accion de control de la secuencia (la inica que se va a aplicar) y aproxi-
mar de alguna manera el resto (por ejemplo, linealizando el modelo del
sistema). Al reducir las variables de decisién, el problema optimizacién se
simplifica considerablemente. En [Z2Z01] y [KCR98] se utilizan estrategias
de este tipo.

Descomposicién de la secuencia de control: La idea en este caso consiste
en separar la secuencia de acciones de control futuras en dos términos,
una secuencia de control base que viene dada y un incremento sobre esta
libre. Después, se separa la respuesta debida a cada una de ellas, usando
para la primera un modelo no lineal y para la segunda uno lineal. Esto
permite obtener la secuencia de incrementos libre mediante la resolucién
de un QP. Debido al no cumplimiento del principio de superposicion para
sistemas no lineales, en general es necesario establecer un procedimiento
iterativo en el que la suma de las dos secuencias se hace ahora igual a
una nueva secuencia base y se buscan nuevos incrementos. Cuando éstos
se hacen igual a cero, se aplica la accién de control [Key98].

Linealizacién por realimentacién: Consiste en una cancelacién de la no li-
nealidad del sistema, lo que en general lleva a tener un indice de coste
cuadratico pero restricciones no lineales, que se aproximan por restriccio-
nes lineales [BBKC99.

MPC basado en modelos de Volterra: Cuando el modelo no lineal del sis-
tema es un modelo de Volterra de segundo orden puede establecerse un
procedimiento iterativo pero considerablemente rapido [DPO02] que, me-
diante la resolucién de varios QP, obtiene el éptimo. Un caso especial de
modelos de Volterra, modelos de tipo Hammerstein y Wiener, permiten
resolver la optimizacién mediante una cancelacién de la no linealidad.

Redes neuronales: Al ser las redes neuronales aproximadores universales,
pueden también ser utilizadas como optimizador de la funcién de coste
fuera de linea [ABC98].

2.4.1. Control predictivo de sistemas afines a tramos

Un tipo de sistemas no lineales de especial interés es el de los sistemas afines
a tramos (piecewise affine, PWA). Los sistemas PWA se definen realizando una
particién (habitualmente poliédrica) de los espacios de estados y entradas y
asociando a cada region una dindmica lineal diferente:

Tpyp1 = Alzp + Bluy + f para [ik} eCt
k

donde z € R x{0,1}™, up € R™ex{0,1}™ y {C*} es una particién poliédrica
del espacio de estados y acciones de control.

Es decir, tanto las entradas como estados pueden ser variables reales o logicas
(binarias).
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Este tipo de sistemas es importante porque permite modelar de manera
exacta un amplio espectro de sistemas hibridos, cuya evolucién responde a
ecuaciones dindmicas y reglas l6gicas [HSBO01]. Esto incluye multitud de proce-
sos fisicos, como sistemas lineales discretos con componentes estaticas lineales
a tramos o sistemas conmutados, cuyo comportamiento dindmico estd descrito
por un numero finito de sistemas lineales discretos junto a unas reglas légicas
para cambiar entre ellos. Ademas, los sistemas PWA pueden aproximar siste-
mas no lineales mediante la linealizacion en diferentes puntos de funcionamiento
[Bor03].

Aunque a lo largo de los anos han aparecido diferentes propuestas para
el control de sistemas PWA, entre ellas destacan las que plantean un control
6ptimo de horizonte finito con horizonte mévil (control predictivo). El problema
de optimizacién a resolver en este caso es el siguiente:

Pr(z) VP (2) := min %z%P:cN + % Jf(ngzk + uj Ruy,) (2.35)
k=0
sujeto a:
wp1 = Alay + Blug, + f' para [i’;] €Cik=0,...,N—1,
Ty = X,
TN € Xf cX

donde las restricciones sobre los estados y acciones de control (U y X) estan
incluidas en las regiones de definicién del sistema (C?).

La aplicacién del control predictivo requiere, debido a la filosofia del horizon-
te mévil, la resolucién del anterior problema de optimizacién en cada periodo
de muestreo. Dicho problema puede ser resuelto como un problema de progra-
macién mixta entera-cuadrética (mized integer quadratic programming, MIQP)
[BM99].

A pesar de que existen diferentes métodos para realizar de manera eficiente
la optimizacién anterior, como la basada en métodos Branch and Bound de
[PCPCO05], cuando el nimero de variables es elevado el coste computacional
puede ser prohibitivo. Por ello, existen diferentes propuestas que tratan de
obtener una solucién explicita del problema de optimizacion, en analogia a lo
realizado en la seccién 2.3 para el control predictivo de sistemas lineales.

Una primera aproximacién a la solucién explicita del problema se propuso
en [MRO02]. La idea es, en primer lugar, definir todas las posibles secuencias de
conmutacién entre las distintas regiones C* que sigue la trayectoria del sistema.
Si, dado un horizonte N se supone conocida una trayectoria, s = {s1,..., sy}, el
sistema puede tratarse como un sistema variante en el tiempo, que evoluciona en
cada instante con una dindmica xx41 = A% x,+B%up+ . Si se exigen ademas
de las restricciones del problema original (2.35) que la evolucién del sistema sea
la marcada por el sistema, x4; € C% (restriccién también poliédrica), se tiene
un problema de programacién cuadratica multiparamétrica, cuya solucién es
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posible obtener.

De esta forma, para cada secuencia s posible, se obtiene una caracterizacién
del espacio de estados con un posible solucién. La solucién éptima a aplicar
en linea se obtiene por comparacién de los distintos indices de coste, lo que en
general aumenta considerable el tiempo de cémputo en linea.

Otra posibilidad de obtener la solucién explicita completa al problema de
control 6ptimo con horizonte de control finito e indice de coste cuadratico puede
encontrarse en [BBBMO05], donde los autores muestran que la particién del
espacio de estados no es en general poliédrica, pero si que se puede definir
mediante desigualdades lineales y cuadraticas. El procedimiento en este caso
busca evitar la enumeraciéon de todas las secuencias de conmutacién posibles.
Para ello, emplea técnicas de programacion dinamica.

Por el principio de optimalidad de Hamilton-Jacobi-Bellman, se puede proceder
definiendo problemas de optimizacién hacia atrds en el tiempo. Asi, el primer
paso serfa resolver el siguiente problema de optimizacién:
OPT . L 7 L 7 T
Vo (xn—1) :==min UN—lizNPxN + 5(:EN_1Q:EN,1 +uny_1Run—_1)
sujeto a:

zn = Aoy 1+ Bluy_1+ f* para {xN_l] e’
UN -1
TN € Xf cX

Si se suponen que (zy_1,un_1) pertenece a una determinada regién C?, el pro-
blema anterior es un mpQ P, del que se sabe obtener la soluciéon. Resolviendo
un problema de este tipo para cada una de las n, posibles regiones C?, se tienen
Nryn_1 regiones poliédricas con expresion afines de la solucion del problema.
No obstante, puesto que puede haber regiones que se intersecten ofreciendo
més de una posible solucién (multiplicidad d) es necesario almacenar todas las
regiones en un orden adecuado para comparar los costes que producen las solu-
ciones correspondientes a diferentes regiones C?. La unién de todas las regiones
proporciona el conjunto de estados para el que el problema es factible, X _1.
A continuacion, puede darse un paso mas y resolver el problema:

. 1
VP (@ 1) i=min g VO (2n ) + 5 No2Qurn o+ uy_sRuy_s)

sujeto a:

an_1 = A'rn_o+ Blun_s + fi para [xN_Q} et
UN—2

rn—1 € Xy_1

En este caso, el coste Vy_2 no es una funciéon cuadratica, sino cuadratica a
tramos, puesto que tendra una expresién diferente dependiendo de en cual de
las Nrx_1 regiones se encuentre el estado x. Por tanto, obtener la solucién del
problema, requerira la resolucién de ng - Nry_1 mpQPs. De nuevo, la soluciéon
vendra dada por un niimero de regiones poliédricas, que deben estar ordenadas
adecuadamente y para las que puede haber mas de una solucién posible.
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Si se sigue el procedimiento, finalmente se llega al problema Vg PT(z), cuya
solucién desea obtenerse.

El problema del control predictivo de sistemas PWA se trata también en

[ABO6] donde se atnan ideas de las dos propuestas anteriores. La idea es enu-
merar todas las secuencias de conmutacién posible, como en [MR02], pero se
comprueba, mediante programacién dindmica, cuéles de ellas son factibles (no
vacias).
Después, se resuelve un mpQP para cada secuencia factible y se intenta elimi-
nar algunas de las regiones de las particiones resultantes. Para ello, primero
se comprueba mediante un problema de programacién cuadratica-entera mixta
(MIQP) cudles de las regiones son poliedros de factibilidad inica, o lo que es
lo mismo, contienen puntos para los que sélo existe una secuencia de conmu-
tacion factible. Estas regiones se conservan para la solucién final. Por contra,
las regiones de factibilidad multiple pueden ser eliminadas si tienen siempre
un coste superior que el asociado a las regiones con las que se solapan. Para
comprobarlo, se propone un algoritmo basado en el cdlculo de la diferencia
de funciones convexas definidas sobre un poliedro, que resuelve QPs que van
calculando cotas (superiores e inferiores) a dicha diferencia.

2.5. Estabilidad en control predictivo

2.5.1. Estabilidad del control é6ptimo con horizonte moévil

Para el analisis de estabilidad del control predictivo, con objeto de sim-
plificar los resultados, se plantea el problema de optimizacion genérico con
horizontes de control y prediccién iguales (M = N):

Pn(z): VZFPT(x) :=min Vy({zk}, {ur}),

sujeto a:

Tr+1 :f(xkvuk) parak:oa"'va]-v

o =, (236)
up € Uparak=0,...,N — 1,

rp € Xparak=0,...,N,

TN € Xf c X,

Vv ({zn}s {un}) == Flan) + 35 Liwk, ur)

Como se ha visto anteriormente, la solucién al problema planteado es una
secuencia de acciones de control de la forma:

opt .__ opt _ opt opt
UP" = {ug” ult . U (2.37)

Para obtener la ley de control a aplicar, se utiliza la filosofia del horizonte mévil,
considerando Unicamente las m primeras acciones de control de la secuencia

1Para un estudio completo de la estabilidad y robustez en esquemas de control predictivo
con horizonte M < N, véase [Ker00]



2.5. Estabilidad en control predictivo 35

anterior:

Kn(z) = ug? (2.38)

A lo largo de este epigrafe, se utilizardn los siguientes conceptos relativos a la
estabilidad de un sistema [GS05]:

Definicién 2.2. Sea S un conjunto en R™ que contiene al origen. Sea f : R™ —
R™ tal que f(S) C S. Supdngase que el sistema

riv1 = f(xi), (2.39)

con z; € R™, tiene un punto de equilibrio en el origen x = 0, es decir, f(0) = 0.
Sea xg € Sy {x;} CS, i >0, la secuencia resultante de (2.39). Se dice que el
punto de equilibrio es:

1. Estable (Lyapunov) en S: si para cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que

0 €Sy ||zo]| < = ||xi|| < € para todo i > 0;

2. Atractivo en S: si existe un n > 0 tal que

2o €Sy ||zol| <n= lim z; =0;
71— 00

3. Globalmente atractivo: si

xo €S = lim x; = 0;
71— 00

4. Asintoticamente estable en S: si es a la vez estable en S y atractivo en S;

5. Ezponencialmente estable en S: si existen las constantes § > 0y p € (0,1)
tales que _
2o € S = ||ay|] < 0]|xol|p’ para todo i > 0;

Definicion 2.3. El conjunto Sy de estados iniciales factibles es el conjunto
de estados iniciales = € X para los que existen secuencias de estados y acciones
de control para el problema de control éptimo con horizonte fijo (2.36).

El sistema en bucle cerrado formado por un proceso xp+1 = f(g,ur) v €l
controlador predictivo con restricciones (2.36)-(2.38) tiene un comportamiento
no lineal, incluso cuando se controlan procesos lineales zx11 = f(xg,ur) =
Az + Bug. Por dicha razén, la herramienta natural para el andlisis de su
estabilidad es la estabilidad de Lyapunov. Por la propia naturaleza del control
predictivo, la base de la que histéricamente se partié para el desarrollo de la
teoria de estabilidad es la de la estabilidad del control 6ptimo. No obstante, el
control predictivo presenta dos diferencias fundamentales con este ultimo que
dificultan el andlisis: el indice de coste tiene un horizonte finito y el control en
bucle cerrado aplicado utiliza la filosofia del horizonte mévil.

Para evitar estas dificultades, numerosos autores han propuesto soluciones
en apariencia diferentes. No obstante, en el estudio bibliografico que recoge el
estado del arte sobre este tema de [MRRSO00], los autores muestran que todas
las propuestas utilizan diferentes combinaciones de tres ingredientes:
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e Un conjunto de restricciones terminal X; en el espacio de estados inva-
riante bajo la ley de control terminal.

e Una ley de control terminal estabilizante ICs(x).

e Una ponderacién del estado terminal F'(x) que habitualmente correspon-
de con el valor de la funciéon de coste para el uso de la ley de control
terminal con un horizonte infinito.

A partir de dichos ingredientes, las diferentes propuestas bibliograficas demues-
tran la estabilidad del controlador predictivo con dos enfoques diferentes:

El primero de ellos es el enfoque directo, que emplea la funcién de coste
Vg PT(x) como funcién de Lyapunov. Para ello, se establecen diferentes condi-
ciones sobre Xy, K¢(z) y F(x) que garanticen que se cumple:

VJQPT(I"’) - JQPT(JU) + L(z,Kn(2)) <0 (2.40)

donde x* = f(x,Kn(x)). Esta es la filosoffa que subyace, entre otras, a las
propuestas de[CA98],[CM96], [KG8&8], [MMS88], [MM93], [RM9I3] y [SRIS].

El segundo enfoque se basa en la monotonicidad de la secuencia de funciones
de coste VjOP T(z). Estos métodos utilizan la siguiente igualdad:

VPP (ah) = VP (@) + Lz, K (2)) = V@7 (ah) = VPIT (2)

De esta forma, la desigualdad (2.40) puede demostrarse probando que la fun-
cién VjOP T(z) es monétona decreciente. Este enfoque es utilizado, entre otros
autores, por [BCM94],[GWB90], [CS82], [DMS96], [NMS96], [MS97], [Mea97]
y [PNO97].

Sintetizando en un marco comun todas las propuestas para la estabilidad
del control predictivo, en [MRRS00] se proponen las siguientes condiciones
suficientes de estabilidad para el problema (2.36):

C1 La ponderacion de etapa L(x,u) en (2.36) satisface L(0,0) =0y L(z,u) >
~(||z]|) para todo z € Sy, u € U, donde 7 : [0,00) — [0,00) es continua,
~(t) > 0 para todo ¢ > 0 y im0 y(t) = 00.

C2 La ponderacién terminal del estado F(x) en (2.36) satisface F'(0) = 0,
F(x) > 0 para todo z € Xy y cumple la siguiente propiedad: existe una
ley de control terminal Ky : Xy — U tal que F(f(x,Ks(x))) — F(z) <
—L(z,Ky(z)) para todo x € Xy.

C3 El conjunto Xy es positivamente invariante para el sistema x;41 = f(z4, u;)
bajo Kr(x), es decir, f(z,K¢(z)) € Xy para todo z € Xj.

C4 La ley de control terminal ICr(x) satisface las restricciones del control en
Xy, es decir, Kf(x) € U para todo x € Xy.

C5 Los conjuntos U y Xy contienen el origen de sus respectivos espacios.
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Con las condiciones de estabilidad enunciadas, y considerando las diferentes
definiciones relativas a la estabilidad propuestas anteriormente, se formula el
siguiente teorema [GS05]:

Teorema 2.1. Considérese el sistema
Tit1 = f(xuu’t) para i > 0, f(oa O) =0,

controlado por el esquema de horizonte mdvil (2.36)-(2.38) y supdngase que
satisface las condiciones C1-C5 enunciadas anteriormente. Entonces:

1. El conjunto Sy de estados iniciales factibles es positivamente invariante
para el sistema en bucle cerrado.

2. El origen es globalmente atractivo en Sy para el sistema en bucle cerrado.

8. Si, ademds de C1-C5, se cumple 0 € int Sy y la funcion de coste VJQPT
es continua en un entorno del origen, entonces el origen es asintotica-
mente estable en Sy para el sistema en bucle cerrado.

4. Si, ademds de C1-C5, se cumple 0 € int Xy, Sy es compacta, y(t) > at?
en C1, F(z) < b|z||” para todo x € Xy en C2, donde a > 0,b >0y
o > 0 son constantes reales, y la funcion de coste VJQPT es continua en
Sn, entonces el origen es exponencialmente estable en Sy para el sistema
en bucle cerrado.

U
Prueba. Véase [GS05]. [

2.5.2. Estabilidad del control predictivo con modelos lineales
y restricciones convexas

En esta seccién, se estudiara la aplicaciéon del teorema 2.1 al caso mas sen-
cillo y habitual de control predictivo: modelo lineal del sistema y funcién de
coste cuadrdtica, para lo que se definird la funciéon de ponderacién de etapa
como L(zy,u) = 3(z} Quy + uf Ruy). De esta forma, el problema de optimi-
zacién (2.36) queda particularizado de la siguiente forma:

N-1

Py (z) :VIPT (2) ;= min F(zy) + % Z (xF Quy, + ul Ruy,) (2.41)
k=0

sujeto a:

Tpt1 = Axy, + Buy parak =0,...,N — 1,
To =T,

up € Uparak=0,...,N —1,

xp € Xparak=0,..., N,

:CNEXfCX
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En primer lugar, se comprobaran las condiciones C1-C5 para la aplicacién del
teorema:

2
’

C1: Puede comprobarse que se cumple para una funcién v(t) = Apin(Q)t
donde Ap,in (@) es el minimo valor propio de la matriz Q.

C2: Para la satisfaccién de esta condicién, se definen la funcién de ponderacion
terminal y ley de control terminal:

Donde las matrices P y K puede calcularse resolviendo la ecuacién alge-
braica de Riccati:

P=ATPA+Q - K'RK (2.42a)
K=R'BTPA (2.42b)
R=R+B"PB (2.42¢)

Con esta eleccién, y teniendo en cuenta que P es definida positiva, se
tiene F'(0) = 0y F(z) > 0 para cualquier z. Por otra parte:

P Ky (@) = Fla) + L Ky (@) =
= % ((Ax + B/Cf(w))TP(Am + BK;(z)) — 2T Pt

+mTQm (K (@) R(K (2))

= m (A BK)"P(A - BK) — P+Q+KTRK)x

- %xT (A PA-P+Q+K"(B"PB+ R)K — 2ATPBK) z

- %xT (A PA-P+Q+ (R 'B"PA)TBTPA - 2ATPBR’1BTPA) x
- %xT (A PA-P+Q—-ATPBR™ BTPA)

- %mT (ATPA P+Q—A"PBR'RR'B” PA)

_ % T(ATPA-P+Q-K"RK)z=0

C3 y C4: Ambas condiciones se satisfacen si se elige como X; el maximo con-
junto positivamente invariante para el que se satisfacen todas las res-
tricciones en el sistema en bucle cerrado con el controlador terminal,

Zp+1 = (A — BK)xy, . Dicho conjunto se conoce como mdzimo conjunto
admisible de salida [GT91]:

O = {2|K(A—-BK)f2 € Uy (A— BK)*z € X para k = 0,1,...}

C5: Para el cumplimiento de esta condicién, se asume desde la propia defini-
cién del problema que los conjuntos U y Xy contienen el origen de sus
respectivos espacios.
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Con la satisfaccién de todas estas condiciones, por la aplicaciéon del teorema
2.1, se tiene que el conjunto de estados iniciales factibles Sy es positivamente
invariante y que con el sistema en bucle cerrado resultante de aplicar el control
predictivo el origen es globalmente atractivo en Sy . Ademads, puede demostrarse
que, siendo U,X y X; conjuntos convexos, la funcién de coste VJQP T(z) es
convexa y continua [GS05], por lo que el origen es asintéticamente estable en
Sx. Por tltimo, la eleccién de F(z) es tal que se tiene F(z) < Apax(P)]]z|[?,
siendo Ajaz (P) el maximo valor propio de P. Por tanto, queda garantizada la
estabilidad exponencial.

2.5.3. Estabilidad del control predictivo de sistemas afines a
tramos

Existen diferentes propuestas en la literatura que tratan el problema de la
estabilidad de controladores predictivos en sistemas afines a tramos. El enfoque
més simple es el propuesto en [Bor03], que toma como regién terminal el origen,
Xy = 0. Aunque se trata de una soluciéon que evita calculos complejos para
obtener la region terminal, tiene el importante inconveniente de que la regién
de estados iniciales desde los que el sistema es controlable suele ser reducida, a
no ser que se empleen horizontes elevados.

Otra opcién subdptima, propuesta en [BFPS09], es la de utilizar un filtro
de la referencia (reference governor). Esta metodologia, que reduce el coste
computacional, utiliza una regién terminal poliédrica. El inconveniente, ademés
de que la solucién obtenida es un subdéptimo, es que la regién de atraccién es
también mas reducida de lo que podria ser.

Una solucién menos conservativa puede conseguirse si se usa una pondera-
cién del estado terminal F'(x) cuadrética a tramos y una ley de control terminal
Ky afin a tramos, como en [LHWBO06]. Aunque lo ideal en este caso es utilizar
como regién terminal el maximo conjunto positivamente invariante, algoritmos
para su cdlculo como el propuesto en [RGK™04] son bastante costosos y ademés
en general obtienen regiones poliédricas no convexas con muchos elementos. Por
ello, en [LHWBO06] se proponen regiones poliédricas no convexas mds sencillas,
buscando un compromiso entre el tamano de la regién de atraccién y la com-
plejidad del problema resultante.

2.5.4. Teoria de conjuntos invariantes

La teoria de estabilidad del control predictivo expuesta hace uso de dos
conjuntos poliédricos (aparte de los conjuntos de restricciones X y U):

e [l conjunto de restricciones terminal, X;.

e FEl conjunto de estados iniciales factibles, Sy .
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En esta seccién, se describira el procedimiento para el cdlculo de ambos con-
juntos. Para ello, se introduciran algunas definiciones necesarias siguiendo la
terminologia de [Ker00], que a su vez se apoya en el estudio bibliografico de
[Bla99].

Inicialmente, seran fundamentales los conceptos de conjuntos positivamente
invariante e invariante bajo control que se introducen a continuacion:

Definicién 2.4. El conjunto 2 C R"™ es positivamente invariante para el sis-
tema xr11 = f(xg) siy solo si Vg € Q el sistema satisface zx € Q, Vk € N.

En otras palabras, §2 es positivamente invariante si y solo si
T € Q= Tpy1 € Q)

Definicion 2.5. El conjunto 2 C R" es invariante bajo control para el sistema
41 = flag,ug) siy solo si existe una ley de control uy = h(zy) tal que
Q) sea un conjunto positivamente invariante para el sistema en bucle cerrado
Tht1 = f(l‘k, h(:ck)) v ur € U, Vo, € Q.

Es decir, 2 es invariante bajo control si y solo si
IkEQéﬂukEUZIk_H €

Para determinar si un conjunto es positivamente invariante o invariante bajo
control, serd de utilidad la siguiente definicién:

Definicién 2.6. El conjunto a un paso Q(2) es el conjunto de estados en R™
para los que existe alguna accion de control admisible que lleve al sistema a )
en un solo paso:

Q(Q) = {zr, e R"[Fu, € U: f(xp,ur) € N}

Dicha definicién, permite formular el siguiente teorema [DH99]:

Teorema 2.2. El conjunto 2 C R™ es invariante bajo control si y solo si

QC Q(N).

Conjunto de restricciones terminal

Como se ha visto en el epigrafe anterior, con objeto de satisfacer las condi-
ciones de estabilidad C3 y C4, es conveniente hacer el conjunto de restricciones
terminal X igual al méximo conjunto invariante de entrada admisible para la
ley de control uy = K¢(zx). Dicho conjunto puede entenderse a partir de los
dos conceptos que se definen a continuacién:

Definicién 2.7. El conjunto O () es el mdzimo conjunto positivamente in-
variante contenido en ) para el sistema auténomo xp41 = f(xy) siy sélo si
Ox(9) es positivamente invariante y contiene a todos los conjuntos positiva-
mente invariantes contenidos en )
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Definicién 2.8. Dada una ley de control uy, = h(zy), el subconjunto de entrada
admisible de 2 C R™ esta dado por:

h = {z € Q|h(zy) € U}

Por tanto, el maximo conjunto invariante de entrada admisible para la ley
de control terminal se denotard como:

ON () = O (%)

Como ayuda para el calculo del resto de conjuntos invariantes, es de utilidad
enunciar la siguiente definicion:

Definicién 2.9. El conjunto controlable en i pasos K;(2,T) es el conjunto
maximo de estados en €2 para los que existe una secuencia admisible de acciones
de control que lleve al estado al conjunto terminal T en exactamente i pasos,
y que a la vez mantenga la evolucion del estado dentro de 2 para los primeros
1 — 1 pasos:

Ki(Q,T) = {z0 € R*|FH{ur € U}, ' : {1, € Q}y 25 € T}

El limite de los conjuntos controlables a i pasos, si existe, define el conjunto
controlable de tiempo infinito:

(L, T) = lim K;(Q,T)

1—00
Para calcular los conjuntos controlables, se utilizara el concepto de conjunto a
un paso introducido anteriormente aprovechando la siguiente propiedad:

Ki(Q,T) = Q(T) N ©

Con esta idea, puede desarrollarse el algoritmo 2.6 [BR71] para el cdlculo de
todos los conjuntos controlables.

Algoritmo 2.6 Célculo de conjunto controlable en N pasos Ky (92, T)

1. Hacer i =0y Ko(Q,T) =T
2. Mientras i < N:

a) Ki+1(92,T) = Q(K

(9
b) Si Kip1(9, ’JI‘) =K
Koo (2, T) = Ki(Q, T

¢) i=it1

T)) N
A (Q ']I‘) finalizar el algoritmo y Ky (92, T) =
)-

Puede demostrarse, [Ker00], que cualquier conjunto positivamente invarian-
te puede calcularse a partir del conjunto controlable correspondiente:

OF () = Ky(2", Q")
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En particular, el médximo conjunto positivamente invariante de entrada admi-
sible, necesario para definir Xy, puede obtenerse aplicando el algoritmo 2.6
como:

O" (Q) = Koo (Q", QM)

Conjunto de estados iniciales factibles

Para obtener el conjunto de estados iniciales factibles Sy, se hard uso de
una nueva definicion:

Definicién 2.10. El conjunto S;(2,T) es el conjunto estabilizable a i pasos
contenido en {2 para el sistema xy11 = f(2k, ur) siy solosi T es un subconjunto
invariante bajo control de 2 y S;(Q2, T) contiene todos los estados de ) para
los que existe un acciéon de control admisible que lleve el estado del sistema a
T en ¢ pasos o menos, manteniendo la trayectoria del estado dentro de €:

Si(Q,T) = {wo € R"|F{ur € U, N <i: {wp € Q1
{zp € T C Q}y, T C Q(T)}

Observando la definicién anterior puede comprobarse que, siempre que el
conjunto terminal sea invariante bajo control, el conjunto estabilizable a i pasos
coincide con el conjunto controlable a ¢ pasos:

Si(Q,T) =K,;(2,T)

Esto es debido a que, si es posible llevar al sistema en menos de ¢ pasos al
conjunto T, al ser éste invariante bajo control, podrd mantenerse el estado en
esta region todos los periodos que sea necesario.

Por tanto, los conjuntos estabilizables pueden calcularse mediante el algo-
ritmo 2.6.

El siguiente teorema pone de manifiesto la utilidad de los conjuntos estabi-
lizables

Teorema 2.3. Para el problema de control predictivo (2.36)-(2.38), si la region
terminal es invariante bajo control, el conjunto de estados iniciales factibles es
igual al conjunto estabilizable a N pasos

Sn = Sn(X, Xy)
Prueba. Véase [Ker00] u

2.6. Operaciones con poliedros

En esta seccién, se introducen dos operaciones con poliedros que seran de
utilidad en diferentes puntos de la tesis: la envolvente convexa de un poliedro
no convexo y la minimizacion del niimero de elementos que lo definen.
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2.6.1. Envolvente convexa

Definicién 2.11. La envolvente convexa de un conjunto C' es la interseccién
de todos los conjuntos convexos que contienen a C'. O

De la propia definicién, resulta evidente que la envolvente convexa de cual-
quier conjunto es el menor conjunto convexo que contiene a C. Aunque el
concepto de envolvente convexa es el mismo con independencia del conjunto
C con el que se esta trabajando, la manera de calcularlo si va a ser diferente
dependiendo de las propiedades de dicho conjunto y la representacion en que
esté definido.

Cuando el conjunto C' es un poliedro convexo, su envolvente convexa es el
mismo conjunto.

Cuando C' es un conjunto finito de puntos {z1,...,xx}, su envolvente con-
vexa es el conjunto de todas las combinaciones convexas de los puntos en C:

conv C = {)\1$1+...+)\kl‘k|£ﬂi e, N>0, i=1,....k M+... 4+ :1}

En este caso, obtener la envolvente convexa consiste en representar al con-

junto como una interseccién de semiespacios, o mas precisamente, como un
conjunto de soluciones a un sistema minimo de desigualdades lineales. Este
problema se conoce también como el problema de enumeracion de facetas.
A pesar del gran interés existente en este problema en el &mbito de la geome-
tria computacional, no puede considerarse resuelto para dimensiones generales
[Fuk04, JZ04]. El estado del arte del problema en cuestién puede resumirse en
que los algoritmos existentes se comportan bien para ciertos tipos de politopos
y mal para otros, y que hay algunos tipos de politopos para los que ninguno de
los algoritmos conocidos funciona adecuadamente [Jos02]. El principal resulta-
do tedrico obtenido para el problema es el algoritmo de Chazelle [Cha93], que
proporciona un coste de peor caso en tiempo polinémico para una dimension
del problema fijada. No obstante, dicho coste depende del tamano de la solu-
cién, y todavia puede ser bastante elevado. Una comparacion de los principales
métodos para el cdlculo de la envolvente convexa de un conjunto de puntos
puede consultarse en [AB95].

Por 1ltimo, el caso particular que se desea estudiar es el del calculo de la
envolvente convexa de un poliedro no convexo, es decir, un conjunto definido
como la unién de vy poliedros convexos descritos mediante desigualdades linea-
les.

La soluciéon mas evidente a este problema es obtener los vértices de los v polie-
dros, agrupar todos los vértices en un nuevo conjunto y calcular la envolvente
convexa de dicho conjunto de puntos con alguno de los métodos descritos en
[AB95]. No obstante, esto puede ser computacionalmente costoso, puesto que,
ademds de la obtencién de la envolvente convexa de todos los puntos, es ne-
cesario obtener la enumeracién de vértices de cada uno de los 7 poliedros. La
enumeracion de vértices de un poliedro es el problema dual al calculo de la
envolvente convexa de un conjunto de puntos, y se resuelve esencialmente igual
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(ver [Fuk04]).

Para un caso general, en [Tiw07] se muestra que, a menos que P = NP, no
existe ningtin algoritmo output sensitive (de coste polindmico en funcién del
tamano de la entrada y la salida), aunque si es posible encontrar algoritmos de
este tipo para casos particulares.

Cuando los poliedros se encuentran en lo que se define como posicién general,
en [FLLO1] se propone un algoritmo polinémico para calcular la envolvente
convexa de la unién basado en busqueda inversa.

En [Bal88], Balas propone un algoritmo polinémico para la unién de politopos
cuyos sistemas lineales difieren s6lo en su parte derecha.

2.6.2. Minimizacién del namero de elementos en poliedros no
convexos

Dado un poliedro no convexo definido como la unién de un cierto ntimero

de poliedros
.
X=Jx
r=0

en esta seccion se plantea obtener un nuevo conjunto de poliedros convexos X
que cumpla:

e Que la unién de los nuevos poliedros sea igual a la unién de los originales,
j— ’YS
X= Us:() XS

e Que el nimero de poliedros X, s, sea minimo.

La principal dificultad que aparece al abordar este problema es determinar si
la unién de dos o mas regiones es un poliedro convexo o no. Para decidirlo, se
parte de la definicién y el teorema siguientes, propuestos en [BFTO01].

Definicién 2.12. Dados dos poliedros P y ), su envoltura (envelope) env(P, Q)
estd definida como la interseccion de semiespacios que contienen a ambos po-
liedros, donde dichos semiespacios son facetas de los poliedros. O

Es decir, si los poliedros P y @) estan definidos como:

P = {zeR'Az <a}
Q {z € R"|Bx < }

su envoltura se puede calcular como:
env(P, Q) = {x € R"|Ax < &, Bxr < B}

donde Az < @& es el subsistema de Ar < «a obtenido tras eliminar todas las
desigualdades no vélidas para @), y Bx < [ se define andlogamente con respecto
a P.
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Teorema 2.4. Dados dos poliedros P y Q, su union PUQ es convexa si y solo
st PUQ@ =env(P,Q) O

Prueba. Véase [BFTO1]. [

A partir de este teorema, en [BFT01] se proporciona una algoritmo que es
capaz de decidir si la unién de k regiones es convexa, y en caso afirmativo cal-
cularla. No obstante, dicho algoritmo es computacionalmente costoso, puesto
que requiere resolver Hle m; LPs, donde m; es el niimero de desigualdades de
cada uno de los poliedros eliminadas para formar la envoltura.

En este punto es importante tener en cuenta ademas que el objetivo planteado
no es decidir si una tnica unién de varios poliedros es convexa, sino encontrar
el minimo numero de poliedros convexos X cuya union es igual a la unién de
los originales X,.. Por tanto, seria necesario utilizar un procedimiento en el que
se comprobara inicialmente si la unién de todos los poliedros X,. es convexa.
Si no lo es, habria que ir probando todas las combinaciones posibles de menor
numero de poliedros originales, de forma que después de unidos se obtuviera el
minimo de poliedros finales. Se trata claramente de una explosién combinatoria
que en el peor de los casos va a requerir un nimero muy elevado de LPs.
Otra posible forma de abordar el problema, en general con un coste compu-
tacional menor, es la propuesta en [GTMOS]. En dicho trabajo, se aborda la
reduccién del nimero total de regiones poliédricas que forman una particién
de un determinado poliedro R, sobre la que hay definida una funcién afin a
tramos, mediante la unién de las regiones en las que dicha funcién toma un
mismo valor.

Para ello, dada una disposiciéon A de hiperplanos { H;};=1,... » se define el vector
de signos simplificado como:

— siaiT:USbi )
SV;(:C){ + sialz > b, parai={l...n}

A partir de dicha definicién, es posible expresar cualquier poliedro como una
celda de la disposicién de planos:

P = {z € RSV (z) = m}

donde el vector m es la marca del poliedro P, en la disposiciéon de hiperplanos
A.

El concepto fundamental detrds de los algoritmos propuestos en [GTMOS] es
obtener una representacion minima de los poliedros con una misma solucién afin
(poliedros que denomina blancos), partiendo de su envoltura, que es convexa,
y dividiéndola secuencialmente en poliedros usando los hiperplanos de A.

Si se tiene la disposicién de planos y las marcas de las distintas regiones, esta
operacion es sencilla por las siguientes razones:

e La envoltura de varios poliedros P,,,, y su marca m., puede obtenerse
simplemente comprobando qué elementos de las respectivas marcas m;
de los poliedros coinciden (- o +) y marcando como indefinidos (*) el
resto (lema 12 en [GTMOS]).
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e Comprobar si un determinado poliedro P,,, se encuentra o no dentro
de dicha envoltura también es sencillo, comprobando que ninguno de los
elementos de m; sea diferente de los elementos de m..

e Cualquier conjunto de poliedros obtenido a partir de dividir la envoltura
por un hiperplano, serd por definicién convexo.

A partir de esta idea, los autores proponen dos algoritmos para obtener el
minimo de regiones posibles. El primero de ellos esta basado en una estrategia
de ramificacion y poda, encontrando siempre el minimo ntimero de regiones sin
solapamiento cuya unién equivale a la unién de poliedros blancos originales. El
segundo algoritmo, se basa en el hecho de que el problema puede reformularse
como un problema de minimizacion de légica booleana, para el que hay he-
rramientas informaticas disponibles. Este segundo enfoque obtiene el minimo
numero de regiones permitiendo solapamiento entre ellas (y por tanto, en ge-
neral serdn menos que las obtenidas en el primer caso). El coste computacional
es menor para esta segunda propuesta.

2.7. Factibilidad de sistemas de ecuaciones y de-
sigualdades

Considérese el sistema de ecuaciones y desigualdades (2.43):

{ fi(z)
gi()
Se dice que (2.43) es factible o consistente cuando existe algin valor de x que

cumpla todos las restricciones f;(z) = 0y g;(z) < 0y no factible o inconsistente
en caso contrario.

(t=1,...,m)

0, .
07 (i:]‘""?p) (243)

IVl

En esta seccién, se presentan metodologias existentes para comprobar si
(2.43) es factible o no en dos supuestos diferentes: ecuaciones y desigualdades
lineales y ecuaciones y desigualdades polindmicas.

2.7.1. Sistemas lineales

Cuando las funciones f;(x) y g;(x) son lineales (y por tanto representan
hiperplanos), el sistema cuya consistencia se desea comprobar puede escribirse
como:

{ Lyz =Wy =0 (2.44)

Lz — W, <0

donde Ly, Wy, Ly y W, son vectores de tamano, [m x n], [m x 1], [p x n] y
[p x 1] respectivamente.



2.7. Factibilidad de sistemas de ecuaciones y desigualdades 47

Podemos comprobar la consistencia del sistema anterior resolviendo el si-
guiente problema de optimizacién [BV04]:

min s
sujetoa: Lyx —Wy =10
1 (2.45)
Lz — Wy < Sl s
1

Puesto que el problema (2.45) tiene tanto el indice de coste como las restric-
ciones lineales, se trata de un problema de programacion lineal (LP), con una
solucién muy eficiente.

Es evidente que el problema (2.45) siempre serd factible, puesto que s se
puede hacer tan grande como sea necesario. En cuanto al conjunto de desigual-
dades original, serd consistente siempre que s < 0, e inconsistente en el caso
contrario (puesto que, al estar minimizando s, si ésta es mayor que 0 significa
que no se puede encontrar ningtin punto x que satisfaga todas las restricciones
originales). Cuando el conjunto de desigualdades es consistente, la resolucién
del problema nos proporciona ademés un punto factible, z.

A pesar de que la consistencia del conjunto de desigualdades estd garanti-
zada para un valor de s < 0, cuando se tiene s = 0 significa que para cualquier
posible solucién, alguna de las restricciones de desigualdad esta activa (es decir,
es una igualdad). Esto implica que regién factible no es de dimensién completa.

2.7.2. Sistemas de ecuaciones polinédmicas y suma de cuadra-
dos

Para un caso mds general, cuando el sistema (2.43) estd definido por ecua-
ciones f;(x) y gi(z) polinémicas, se sigue la metodologia propuesta en [Par00].
Para ello, inicialmente se van a definir una serie de conceptos necesarios:

Se denota como R[z] al conjunto de polinomios multivariable con coeficientes
reales en las variables {x1,...,z,}.

Definicién 2.13. Un polinomio p(x) € Rlx] es suma de cuadrados (SOS) si
existe una descomposicion de la forma:

p(e) =39 )
donde p;(z) € R[z]. O

Resulta evidente que cualquier polinomio suma de cuadrados es semidefinido
positivo, pero dicha afirmacién no es cierta a la inversa [Par00, Par03].

Definicién 2.14. Dado un conjunto de polinomios multivariable f1, ..., f,, se
define el ideal asociado a dicho conjunto como:

ideal(fi, ..., fm):={f| =0 tifis t; R[] }
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O
Definicién 2.15. Dado un conjunto de polinomios multivariable g, ..., g, se
define el cono asociado a dicho conjunto como:
cono(gl, s agp) = g9 = So + Z SiJi + Z Sij9i9j + Z Sijk9i9j 9k +.
] i,5,k
donde s,, € R[z] son polinomios suma de cuadrados. O

Por como se construyen los objetos algebraicos definidos, podemos observar
una propiedad que cumplen cada uno de ellos, que serd de utilidad posterior-
mente:

e Dado un punto x para el que (f1 ( 0,..., fm(xz) = 0), para cualquier
polinomio ¢; se cumple t;(x) f; () = 0y por tanto, si f € ideal(f1,..., fm)
se cumple f(z) = 0.

e Dado un punto z para el que (gi(xz) > 0,...,g,(z) > 0), para cual-
quier polinomio SOS s; se cumple s;(z)g;(z) > 0 y por tanto, si g €
cono(gi, ..., gp) se cumple g(x) > 0.

Con los conceptos anteriores es posible formular el siguiente teorema, original-
mente propuesto por [Ste73]:

Teorema 2.5 (Positivstellensatz). El sistema:

{ gi(r) >0, (i=1,...,p) (2.46)
es inconsistente en R™ si y solo si IF(x), G(x) € R™ tales que:

F(z)+G(z) = -1
F(z) € ideal(f1, ..., fm) (2.47)
G(x) € cono(gi, ..., 9p)

O

Prueba. La suficiencia de la condicién (2.47) puede deducirse por reduccién
al absurdo. Supdéngase que (2.46) es consistente, y témese un xo que satisfaga
las condiciones de dicho sistema. Por la definicién de ideal, tenemos F(xg) =
0, mientras que por la definicién de cono, tenemos G(z) > 0. Por tanto,
F(xzo) + G(xp) > 0, con lo que llegamos a una contradiccién con la primera
condicién de (2.47).

La necesidad de la condicién puede consultarse en [BCR98. [

Ejemplo 2.4. Se desea comprobar si el sistema (2.48) es consistente.

JC% —29+1=0
1 > To (2.48)
:cl§0
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El teorema 2.5 dice que el sistema serd inconsistente si y solo si existen los
polinomios so, $1, S2, s12,t € R[x1,x2] que cumplan:

S0+ s1(x1 — x2) + so(—x1) + s12(x1 — 22)(—21) + t(zf —zo+1)=-1
siendo Sg, S1,S2 Y S12 SOS.

Es posible comprobar que el siguiente conjunto de polinomios satisface la
condicion impuesta:

sozxf
s1=1
so =1
S19 =0
t=-—1

Por lo tanto, el sistema (2.48) es inconsistente, como se puede comprobar en
la figura 2.4. |

Figura 2.4: Sistema inconsistente.

El teorema 2.5 proporciona alternativas excluyentes, es decir, si se encuen-
tran polinomios F'y G que cumplan (2.47), se tiene una prueba que refuta la
consistencia de (2.46). No obstante, el teorema en si mismo no ofrece ningu-
na manera de obtener dichos polinomios. Para obtener los polinomios de una
manera eficiente, se hard uso del teorema 2.6, formulado en [Par03].

Teorema 2.6. Dado un sistema de ecuaciones e inecuaciones polinomiales
de la forma (4.8), la bisqueda de refutaciones de orden acotado mediante el

Positivstellensatz puede realizarse mediante programacion semidefinida (SDP).
O
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Prueba. Véase [Par03]. |

El teorema 2.6 se basa en la idea de que obtener una refutacién de (2.46)
equivale a resolver el siguiente problema de factibilidad:

buscar Si,t;

sujeto a: s; suma de cuadrados
F(z)+G(z)=-1
F(z) =YL tifi(x)
G(z) = so+ 22, 8i9i(x) + 22, 5 8i59i(2)g;(x) + . ...

(2.49)

Por otra parte, puede comprobarse si un polinomio s(x) de un orden 2d de-
terminado es suma de cuadrados expresandolo como una forma cuadrética en
todos los monomios de grado igual o inferior a d:

s(z) =2TQz z=[1,71,29,..., 20,27, 2122, ..., 2] (2.50)
donde () es una matriz constante.

Dado que las variables z no son algebraicamente independientes la matriz @
no es Unica, sino que hay todo un subespacio afin que satisface (2.50), pudiendo
ser semidefinida positiva para algunas representaciones pero no para otras.

Si existe alguna @ que, satisfaciendo (2.50), es semidefinida positiva, podemos
realizar una factorizacién en valores propios Q = T7DT con d; > 0 vy, por
tanto, podemos escribir el polinomio s(x) como:

s(x) =27Qz = (T2)"D(Tz) = Z di(T;2)?

que es claramente una suma de cuadrados.

En sentido inverso, si se conoce que un polinomio s es suma de cuadrados
de polinomios, desarrollando los términos y escribiéndolo en la forma (2.50), se
obtiene una matriz ) semidefinida positiva.

Es decir, comprobar si un determinado polinomio es suma de cuadrados
equivale a comprobar si existe una matriz semidefinida positiva que satisfaga
ciertas restricciones afines de igualdad. Dicho problema puede ser resuelto como
un problema de programacién semidefinida (SDP) [Par00].

En su formulacién estandar, un problema SDP consiste en la minimizacién
de un indice de coste lineal sujeto a restricciones lineales de igualdad y a que
la matriz de variables sea semidefinida positiva [BV04]:

min tr(CX)
sujeto a: tr(A4;X)=b; i=1,...,m (2.51)
X =0

donde X € S™ es la matriz de variables de decisién,b € R™, C, A; € S™ son

matrices simétricas constantes y tr(CX) = Z?jzl Cij Xij.
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Una de las caracteristicas fundamentales de un problema SDP es que se
trata de una optimizacion convexa, eficiente desde un punto de vista tedrico,
siendo su coste de peor caso polindmico [VB96].

Ademsds, desde un punto de vista practico, es un problema también muy
eficiente, puesto que ha sido ampliamente tratado, especialmente en problemas
relacionados con la teorfa de sistemas y control [BGFB94].Existen por tanto
diferentes resolutores, como [Stu99], ademds de paquetes para la formulacién
eficiente de los problemas SDP, como [Lof04].

Por todo ello, es muy conveniente formular los problemas de optimizacién
en forma de SDP siempre que sea posible.

Ejemplo 2.5. Se desea comprobar si el polinomio F(z) = x*+423 4512 —62x+9
puede escribirse como suma de cuadrados. Como se ha visto, esto equivale a
hacer que se cumpla:

T T
1 1 1 gi1 qi2 13 1
Fl)=|z| Qlz| ==z q12 g2 Qo3| |z | >0
x? x? x? @13 Q23 g3 |2?

Por tanto, hay que encontrar una matriz Q semidefinida positiva, y que cumpla
las siguientes restricciones de igualdad:

g1 =9

2q12 = —6
213+ q22 =5
2qo3 = 4

q33 =1

Se trata claramente de un problema de la forma (2.51) en el que la matriz de
variables es Q, la matriz C del indice de coste es [0]3x3 (se trata de un problema
de factibilidad y no de minimizacion) y las matrices A; se forman a partir de
las restricciones de igualdad.

Resolviendo el SDP, se obtiene una matriz Q:

9 —3  —1,402
Q=| -3 7804 2
~1,402 2 1

Como se ha obtenido una matriz Q semidefinida positiva, el polinomio F(x)
puede ser escrito como suma de cuadrados. Realizando la factorizacion de la
matriz QQ se obtiene:

F(z) = (—2,57+2,202+0,732°)> + (—1,55— 1,712 — 0,282°)* 4 (0,05 — 0,152 +0,62z7)*

Como se ha comentado anteriormente, la matriz @ que satisface las restric-
ciones de igualdad impuestas no es unica y por lo tanto pueden existir otras
descomposiciones de F' como suma de cuadrados:

F(x) = (2® +22)* + (3 — 2)?
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Volviendo al problema (2.49), queda claro que, habiendo fijado un orden pa-
ra los polinomios s;, decidir si éstos son o no suma de cuadrados puede realizarse
transformando el problema en un SDP. Resolver el problema en su conjunto,
requiere decidir si existen polinomios s; y ¢; que cumplan las restricciones pro-
puestas. Se puede observar que todas las restricciones son igualdades lineales
en los pardametros (coeficientes de los polinomios), por lo que la resolucién del
problema puede formularse como un SDP.

La resolucién del problema de optimizacién da lugar a dos posibles resulta-
dos:

e Si el optimizador encuentra solucién, existen polinomios F'(z) y G(z) que
cumplen (2.47) por lo que, aplicando el teorema 2.5, podemos garantizar
que el sistema (2.46) es inconsistente.

e Si el optimizador no encuentra soluciéon, podemos deducir que no existen
polinomios F'(z) y G(x) que cumplan (2.47) para un orden de los poli-
nomios s; y t; menor o igual al fijado. No garantiza la inexistencia de
dichos polinomios para ordenes mayores, por lo que tampoco es posible
descartar la inconsistencia de (2.46).

Es decir, aunque el teorema 2.5 proporciona una condicién necesaria y suficiente
para la inconsistencia del sistema de igualdades y desigualdades polinémicas, su
implementacién préactica como SDP sélo proporciona una condicién suficiente.

2.8. Conclusiones

En la primera parte de este capitulo se ha introducido formalmente la me-
todologia del control predictivo basado en modelos, asi como algunos aspectos
fundamentales asociados a ésta.

En primer lugar, usando tanto argumentos geométricos como las condiciones
de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker, se ha mostrado que cuando el modelo
de prediccion es lineal y las restricciones son poliédricas, la solucién al proble-
ma de optimizacién del control predictivo puede obtenerse de manera explicita,
mediante una ley de control afin a tramos poliédricos. Ademaés, se han intro-
ducido las diferentes propuestas bibliograficas para obtener de manera eficiente
dicha solucién explicita.

A continuacion, se han estudiado los diferentes algoritmos existentes para la
evaluacién en linea de la solucién explicita, haciendo especial hincapié en los
arboles de busqueda binarios, muy eficientes en términos de coste computacio-
nal.

Se ha introducido también el problema de control predictivo no lineal, breve-
mente en términos generales y de una manera mas especifica para el caso de
sistemas afines a tramos, para los que se han comentado las referencias biblio-
graficas que muestran la existencia de una solucion explicita también para este
tipo de problemas.
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Por dltimo, se ha resumido el estado del arte en el campo de la estabilidad de
controladores predictivos, presentando unas condiciones generales validas para
todo tipo de restricciones y modelos de predicciéon. Estas condiciones se han
particularizado posteriormente para los casos de sistemas lineales y sistemas
afines a tramos. Se han introducido también algunos conceptos de la teoria de
conjuntos invariantes, ttiles para las garantias de estabilidad presentadas.

Por otro lado, las secciones 2.6 y 2.7 constituyen la segunda parte del capi-
tulo, en la que se han introducido algunas herramientas de utilidad a lo largo
diferentes capitulos de la tesis enmarcadas en dos ambitos diferentes: opera-
ciones con poliedros y factibilidad de sistemas de ecuaciones y desigualdades.






Capitulo 3

Control predictivo con
restricciones poliédricas no
convexas

3.1. Introduccidén

El control predictivo es hoy en dia una tecnologia asentada, con un espectro
de aplicacion que se ha extendido a todo tipo de procesos. Dentro de dicho
espectro, pueden considerase como extremos por un lado el control predictivo
lineal con restricciones poliédricas, y por el otro el control predictivo no lineal
sujeto a restricciones no lineales.

En el capitulo 2 se ha estudiado el estado del arte para ambos casos. En el
primero, se ha mostrado que existen diversos algoritmos eficientes en la litera-
tura, destacando los que obtienen fuera de linea una solucién explicita definida
sobre regiones poliédricas, que hacen la filosofia de control predictivo factible
para procesos con periodos de muestreo considerablemente bajos. En cuanto al
control predictivo no lineal, se ha visto como para el caso general es necesario
recurrir a algoritmos en linea de optimizacién no lineal (y no convexa) bastante
costosos computacionalmente, por lo que sélo podra ser aplicado a procesos que
admitan periodos de muestreo relativamente altos.

En este capitulo, se plantea como alternativa intermedia a los dos casos
extremos expuestos el control predictivo de sistemas lineales con indice de coste
cuadratico y restricciones poliédricas no convexas, entendiendo como tal la
unién no convexa de varios poliedros convexos. Este tipo de procesos, como
se verd en el capitulo 7, puede utilizarse junto con algunas técnicas de control
existentes como una alternativa para la resolucién del control predictivo no
lineal.

Como se verd a lo largo del capitulo, esta alternativa (que puede ser costosa

55
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si se implementa mediante optimizacién en linea) admite una solucién explicita
analoga a la obtenida cuando las restricciones son poliédricas. Se estudiaran
ademas algunas propiedades de dicha soluciéon, que seran utilizadas en capitulos
posteriores para una caracterizacion eficiente de la particién del espacio de
estados.

3.2. Descripcion del problema

En la seccion 2.2, se defini6é el control predictivo como la resolucion de
un determinado problema de optimizacién (2.1) seguido de la aplicacién de
una estrategia de horizonte mévil. En la seccion 2.2.1 se acotd el problema
para un caso particular en el que se suponia un sistema lineal, un indice de
coste cuadratico y restricciones descritas como desigualdades lineales. En el
presente capitulo se pretende resolver un problema mas general, definido por
las siguientes condiciones:

e El sistema es lineal e invariante en el tiempo.
e El indice de coste es una funcién cuadratica.
e Las restricciones son poliedros no convexos.

Definicién 3.1. Un poliedro no convexo se define como la unién no convexa
de un nimero finito de poliedros convexos. O

En este caso, el problema de optimizacién genérico del control predictivo (2.1)
puede formularse como:

N—1 M—1
P, () :Vjelgf(x) = min %x%P:cN + % kz:o 21 CTQCxy + % kz:o ui Ruy,
(3.1a)
sujeto a:
Trr1 = Az + Bup parak=0,...,N — 1, (3.1b)
Ty =2,
up € Uparak=0,...,M —1,
up=0parak=M,... N —1,
xp € Xparak=0,...,N,
ry €XyCX
donde:
_ % _ V5
U=UU X=UX; Xy=UXy;
i=0 i=0 i=0

La region X; también se define como un poliedro no convexo con objeto de
garantizar la estabilidad del sistema en bucle cerrado, como se discutira en el
capitulo 6.
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La primera dificultad para la resolucién del problema (3.1a) es que tiene
restricciones sobre las variables zj, distintas a las variables de optimizacién,
uy. Por tanto, es necesario utilizar el modelo de prediccién que hace uso de las
ecuaciones del modelo del sistema (3.1b), tal y como se hizo en la seccién 2.2.1:

zr = Qe +Tpu

donde u = {ug, up4+1 ... un—_1} representa la secuencia de acciones de control
futuras y Q y T las filas k de, respectivamente, las matrices Q y T en (2.7).

Empleando también el modelo de prediccién para reescribir el indice de
coste como en la seccién 2.2.1, el problema de optimizacién puede ya escribirse
en funciéon tnicamente del vector de variables de optimizacién u y el vector de
parametros medibles x:

P () : VZQ’IAD/IT(:E) := min %uTHu +ulFuz,
sujeto a:
up € Uparak=0,...,M —1, (3.2)

up =0parak=M,...,N—1,
(Qz +Tyu) € X parak =0,..., N,
(Qyz+T'yu) € Xy

Una vez que todas las restricciones estan ya formuladas sobre las mismas va-
riables, una forma mas compacta de expresarlas es con un tnico poliedro no
convexo.

Para formular el problema asi, al ser los conjuntos de restricciones poliedros no
convexos, se enumeran todas las combinaciones de restricciones posibles. Para
ello, se definen una serie de listas cuyos elementos indican qué conjuntos de
restricciones son los que se estan considerando:

ct={ch,ct,. .yl e {1, vt}

& ={cf,cf,.... Xl e{l,...,%}}

e {1,...,v}
Cada terna de listas (c*,c®,¢f) define univocamente un conjunto de restric-
ciones poliédricas convexas para el problema de optimizacién. Por tanto, se

pueden formular mediante unas matrices que permitan describir las restriccio-
nes directamente sobre el vector (u, z):

T; == {(u7 x) € RMmtn

o <)

Una vez formuladas de esta forma las restricciones, el problema (3.2) puede
escribirse:

Pyo(x) s VLT (2) := min Ju” Hu+u” Fu,
(3.3)

sujeto a:
(u,z) €T
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donde:

T = CJ T; (3.4)
i=0

Es interesante tener en cuenta que, tal y como se han definido los conjun-
tos T;, representan todos los posibles conjuntos de restricciones (un total de
yM~N ~1v¢). No obstante, muchos de ellos pueden ser no factibles, represen-
tando restricciones sobre secuencias de estados y acciones de control futuras
incompatibles. Con objeto de simplificar el problema de optimizacién a resol-
ver, puede comprobarse de manera sencilla la factibilidad de estos conjuntos
mediante la resolucion de problemas de programacién lineal. Una primera posi-
bilidad es formar todos los posibles conjuntos y resolver un LP para cada uno de
ellos. Otra opcidn es ir comprobando parcialmente la factibilidad de conjuntos
de restricciones. Por ejemplo, si se comprueba que u; € U; no es compatible
con xp41 € X1, estd combinacién se elimina directamente al considerar elemen-
tos posteriores de la secuencia de control, reduciendo el ntimero de conjuntos
posibles que se van formando. Realizar esta comprobacién progresiva de la fac-
tibilidad serd en general menos costoso si muchas de las combinaciones se van
eliminando, pero mas complejo si la mayoria de los T; posibles son realmente
factibles. Habitualmente, este nimero de T; factibles, v, es considerablemente
menor al médximo expresado anteriormente, por lo que serd mas conveniente
dicha comprobacién progresiva.

3.2.1. Restricciones poliédricas no convexas como sistema afin
a tramos

El sistema lineal con restricciones poliédricas no convexas puede escribirse
como un sistema afin a tramos como los descritos en la seccién 2.4.1:

Thyp1 = Alzp + Bluy + f° para [zk} eCt
k

Para ello, basta con tomar A’ = A, B = B,f' = 0 Vi y definir las regiones C’
como la interseccion de todas las posibles regiones U; y X;.

Esta formulacién, permitiria utilizar alguna de las metodologias expuestas en
la seccién 2.4.1 para la obtencién de la solucién explicita del control predictivo
para este tipo de sistemas. No obstante, existe una particularidad fundamental
en el problema con restricciones no convexas que no se cumple para el caso
de los sistemas afines a tramos: la funcién de coste en funciéon de = y u es
cuadratica en lugar de cuadrética a tramos.

Este hecho, como se verd a lo largo de la tesis, permite obtener resultados y
desarrollar algoritmos considerablemente mas eficientes, lo que es crucial en
sistemas de este tipo en los que el tiempo de computo es una restriccién de
gran importancia.
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3.3. Optimizacion en linea

La solucién mds directa al problema (3.3), se obtiene al observar que éste
puede ser dividido en v problemas de programacion cuadratica convexos de la
forma (2.9):

P m(x): V]elgf(ac) ‘= min {VZ—%PT(JU)}

donde:
VRFT (z) := min 2u” Hu+ u’ Fz, (3.5)

sujeto a:
(u,z) € T;

Los problemas (3.5) pueden resolverse en linea con los métodos de programa-
cién cuadratica habituales. No obstante, la solucién obtenida para cada uno de
ellos, serd el 6ptimo sujeto a que las acciones de control y/o estados futuros se
encuentren sucesivamente en las regiones indicadas por (c*,c”®, cf) . Si se quie-
re obtener el 6ptimo considerando todo el espacio de restricciones, el minimo
puede obtenerse comparando el valor de los indices de coste obtenidos.

De la expresién del valor méximo de v, Ymae = 74N ~1v¢, puede deducir-

se que, a medida que crecen tanto el nimero de regiones en las que se dividen
los diferentes espacios de restricciones, como especialmente los horizontes de
control y prediccién, M y N, el nimero de problemas de programacion cuadra-
tica a resolver se incrementa de manera muy rapida. Es lo que se conoce como
explosion combinatoria.

Por tanto, si se pretende aplicar algtin controlador de este tipo a procesos con
periodo de muestreo relativamente bajo, en general no serd viable la solucion de
resolver en linea todos los problemas de optimizacién que aparecen y comparar
los indices de coste. Por ello, es necesario buscar soluciones alternativas.

Ejemplo 3.1. Supdngase que se desea aplicar un control predictivo sobre un
proceso de una entrada y una salida que presenta las siguientes restricciones
sobre la accion de control:

U=1U;UlU,

donde:
U={ueR-1<u<0} Uy={ueR]l<u<2}

Las restricciones descritas forman un poliedro no convezo.
Si se toma un horizonte de control M = 1, es necesario formar dnicamen-
te dos listas ¢* (que corresponden con exigir o bien {—1 < wu, <0} o bien
{1 <u, <2}):

cf ={1}

¢y ={2}

Para este caso, M =1, se tiene T; = Uy y Ty = Us.
Si se aumenta el horizonte de control, por ejemplo a M = 3, las posibles listas
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c* son 2° = 8:

cy = {1,1,1}
cy = {17]-;2}
g ={1,2,1}
cy = {172a2}
cy = {2,1,1}
cg = {2,1,2}
cy = {2,2,1}

{2 2 2}

o
[oe]
I

A partir de dichas listas y de U;, se pueden formas las matrices correspondientes
a T;. A modo de ejemplo, se muestra T :

1 0 0 0
-1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 -1 1

E's decir, para un caso tan simple como el expuesto, en el que la zona de restric-
ciones no convezxa estd formada unicamente por 2 subconjuntos convexos, para
un horizonte de control bajo (M = 3) ya seria necesario resolver 8 problemas
de programacion cuadrdtica, con el consiguiente coste computacional que ello
supone. |

3.4. Solucién explicita

Vistas las dificultades en términos de coste computacional que supone re-
solver el problema de optimizacién (3.3) en linea, la alternativa que se plantea
es obtener una solucién explicita de dicho problema andloga a la mostrada en
la seccién 2.3 para el problema (2.4).

La idea para obtener dicha solucion es seguir la siguiente metodologia:

1. Obtener la solucién explicita de cada subproblema de (3.5). De esta forma,
se obtienen ~ divisiones del espacio de estados, cada una de ellas con N,;
regiones.

2. Superponer dichas divisiones del espacio de estados. Obtendremos cémo
maximo N, = HZ=1 N,; regiones, cada una de las cuales tiene v posibles
soluciones. No obstante, habitualmente muchas de esas regiones estaran
vacias y no serd necesario considerarlas.

3. Dividir en diferentes subregiones cada una de las NV, nuevas regiones, en
funcién de para cual de los subproblemas de (3.5) se obtiene el éptimo.
El niimero maximo de subregiones en las que habra que dividir cada una
de las N, regiones es el nimero de subproblemas de (3.5),7.
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La implementacién de una solucién explicita de esta forma resulta prometedora
frente a la resolucion de los diferentes QPs fundamentalmente en dos sentidos:

e Como se comentd en el capitulo 2, la implementacién en linea de la so-
lucién explicita de (2.4) es, al menos para algunos tamafios de problema,
mas eficiente que la resolucién de un problema de programaciéon cua-
dratica. Por tanto, la implementacion en linea de la expresion explicita
de v problemas de optimizacion serd también mas rapida que resolver -
problemas QP.

e La implementacion en linea de solucién explicita de (3.3), como se verd
en el capitulo 5, es mas eficiente que la implementacién en linea de las y
soluciones explicitas de los QPs, al menos si se emplean técnicas de arbol
binario como las vistas en el capitulo 2. La explicacién intuitiva de este
hecho es la siguiente: como se vio en dicho capitulo, el coste de los drboles
binarios es logaritmico con el nimero de regiones, por lo que es igual de
costoso recorrer un arbol binario de una particién de N, regiones que los
~ arboles de las N,;. Como en general el numero de regiones factibles
tras intersectar las regiones serd mucho menor que N,., el coste se vera
reducido. Ademads, si se obtienen 7 soluciones explicitas diferentes, sera
necesario comparar el coste cuadratico de todas ellas, mientras que con
la solucién explicita total, como se verd, el nimero de costes cuadraticos
a calcular puede ser mucho menor.

3.4.1. Caracterizacién de la solucién explicita

En esta seccidn, utilizando argumentos geométricos similares a los expuestos
en la seccién 2.3, se buscard obtener una solucion explicita al problema de
optimizacién (3.3), entendiendo como tal una ley de control de realimentacién
del estado definida a tramos. Para ello, se introduce la siguiente definicién y se
formula el lema 3.1, que se utilizaran para formular el resultado principal de
esta seccion, el teorema 3.2.

Definicion 3.2. Dado un conjunto de desigualdades lineales sobre una deter-
minada variable u :
S:={ueR"|Ru<r} (3.6)

Se define una cara activa de S cémo un subconjunto de S para el que parte de
esas desigualdades son igualdades y el resto desigualdades estrictas:

fo= {ueR”| Rru=r } (3.7)

Rsu < rg

O

Notese por tanto que la cara activa es el subconjunto del hiperplano Rju =
r; que satisface las desigualdades Rsu < 7.
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Lema 3.1. Considérense dos hiperplanos definidos como

f1 = {u S R"|R1u = 7"1}
f2 i ={u e R"Rou =12}

El subconjunto de u cuyos puntos tienen una distancia euclidea igual a ambos
hiperplanos estd definido por la forma cuadrdtica:

T
u? (RIR1 - R;Rg) w2 (R{m - R;rg) ut
+ T{(RlR?)717’1 — T’gw(RQRg)ilT’Q =0 (38)

donde MT = MT(MMT)~! representa la pseudoinversa de una matriz M™*"
de rango m. O

Prueba. Dado un hiperplano:
fi={ueR"Riu=r}
La proyeccién de un punto ug sobre f; viene dada por:
proy(ug, f1) = (I — R{R1)ug + R{r,

Por definicion, la distancia entre un punto y un hiperplano es igual a la distancia
entre el punto y su proyeccién sobre dicho hiperplano:

dist(u, f1) = dist (u, proy(u, f1)) = [[u— (I — R{Ri)u — R}r||
= IR} (Riu—r1) ||

Se desea obtener el conjunto de u para los que dist(u, f1) = dist(u, f2). Por
tanto, debe cumplirse:

IR (Riu = r1) || = || RY (Rou — 1) |

La igualdad de normas cuadraticas de ambos vectores, es equivalente a la igual-
dad de productos de los vectores transpuestos por si mismos:

T T
(RJ{ (Rlu — 7”1)) RJ{ (Rlu — 7”1) = (RE (Rgu — 7”2)) R% (Rgu — 7"2)
T T
(Rlu — 7”1)T (RI) RI (Rlu — 7"1) = (Rgu — T’Q)T (R;) R% (Rgu — 7’2)
Dicha expresiéon puede simplificarse teniendo en cuenta que:
\7 ot T T\—1\T pT T\—1 T\—1
(D) Rl = (BT (RiRD)™)" BT (RiR])™" = (R1RY)
Por tanto:

(Rlu — 7”1)T (RlR?)il (Rlu — 7"1) = (Rgu - T’Q)T (R2R§)71 (Rgu - 7’2)
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Desarrollando la transpuesta de la suma y agrupando términos, se obtiene:
"(RY(RiR])""Ri — Ry (RoR3) ™' Ro) u—2 (R (RiRY)"'ry
—RT(RyRT) 'ro) w4 rT(RyRT) 1y — v (RyRY) 'y = 0

Por 1ltimo, teniendo en cuenta de nuevo la definiciéon de pseudoinversa:

T
%ﬂ&—@&%ﬁ?@h—@@lﬂ
+ 7T (R RTY vy — rT(RyRT) 11y = 0
B

Teorema 3.2. Considérese el problema de optimizacion (3.3). Se puede expre-
sar la solucion como una funcion explicita afin a tramos

u?t(r) = Giz + hi, paraxreX;, i=0,...,N, (3.9)
donde X; es una particion del espacio de estados de la forma:

:L'TMijl‘+Nijl‘+Cij§0 ]1(’)’1)} (310)

O

Prueba. En primer lugar, se tratard el caso mas sencillo posible, en que el
espacio de restricciones no convexo T est4 formado por la unién de dos regiones
convexas T1 y Ty (v = 2).

Tal y como se vio en la seccién 3.3, es posible reformular el problema (3.3)
como (3.5), obteniendo dos problemas de programacién cuadritica, uno para
cada una de las dos regiones:

Pin(z): VT (x) :=min u” Hu+ u’ Fz,
sujeto a:
(w,z) €Ty

Pon(z): VRFT(x) := min u” Hu+u’ Fz,

sujeto a:
(ua Z) € T2

Realizando el mismo cambio de variable propuesto en la seccién 2.3, 1 = H'/?u,
los problemas de optimizacién pueden ser reformulados como:

Pin(z): VRFT(z) :=min 2a’a+u'H V2 Fx,

sujeto a:
(ﬁ I) cTy
Pon(z) 1 VRFT(2) :=min 1a’a+u"H1/?Fx,

sujeto a:
(ﬁ, CE) €Ty
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Operando como se describe en dicha seccién, es posible escribir la solucion
explicita de estos problemas como:

IClN($) =Gur+hy, parax e Xy, i=0,...,Nqq
Xq; = {l‘ € Rn|th‘ < Wh}

Kon(z) = Gojx + hej, parax € Xgj, j=0,...,Npo
ng = {l‘ € Rn|L2jl‘ < W2j}

Intersectando las particiones en las que son vélidas ambas soluciones, se obtiene
una nueva particiéon lineal del espacio de estados de, a lo sumo, N,; - N

regiones:
Ly; Wi B
|:L2j:|xg|:”72j:|}7 T—O...N,«l N7-2

donde r = (N1 + 1) - j + i es el indice que define la nueva particién.

En cada una de las regiones X, existen dos posibles soluciones al problema de
optimizacién, las soluciones a los problemas Py (z) y Pan(z). De las dos, el
optimo solucién al problema original es aquel que produce un menor indice de
coste V.QFT:

X, = {IGR"

K () = { Grix + hy; si VRPT (z) < VRFPT (z) para z € X,

Gojx + haj si VRET (z) < VRFT (2) r=0,...,Np - Ny
(3.11)
Por tanto, el éptimo solucién del problema puede expresarse como una funcién
de z afin a tramos. Queda por obtener de forma explicita una division de X,
en funcién de cudl de las dos soluciones dé un indice de coste menor.
Para ello, se recuerda la interpretacion geométrica de la solucién explicita del
problema de optimizacién Py (z) que se dio en la seccién 2.3: la funcién afin
de x que describe la soluciéon del problema en una determinada regién Xi;
corresponde con la proyeccién del éptimo sin restricciones, u%f(zx), sobre la

cara activa correspondiente del conjunto de restricciones 7T7:
fi={aeR"|®yu=A7Ay —Ayz =0y}

Por otra parte, debido al espacio de coordenadas que se obtiene tras realizar el
p 5 p q
cambio de variable propuesto, el valor del indice de coste para el 6ptimo corres-
ponde con la suma entre el valor de dicho indice para el éptimo sin restricciones
y la distancia euclidea entre dicho 6ptimo sin restricciones y la correspondiente
cara activa:
OPT (~opt\ _ Yy OPT ~opt : ~opt ~opt\ _ y,OPT ~opt : ~opt
VlN (u ) - ‘/IN (uuc ) + dlSt(u » Uy ) - VlN (uuc ) + dlSt(uuc afl)

Anélogamente, es posible analizar la solucién de Py (x) representando la cara

activa de Th asociada a una regién Xo; y el indice de coste para el éptimo
correspondiente a proyectar sobre dicha cara:

f2 = {ﬁ e R™ &)Qlﬁ = Ay — Agyx = @25}

VRPTePt) = Vit (@72 + dist (@, Wit) = ViRt (@) + dist (@2, f2)

uc
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Dado que la expresiéon del indice de coste cuadratico en funcién de =z y u
es la misma para ambos problemas, la tnica diferencia entre los dos proble-
mas de programacion cuadrética es el espacio de restricciones, y por tanto el
valor del indice de coste para el 6ptimo sin restricciones es igual en ambos
casos(VRFPT (wert) = VRFT(%%)). De esta forma, es posible escribir el lugar
geométrico en que el indice de coste asociado al 6ptimo solucién de Piy(x) es

menor que el asociado al éptimo solucién de Papy (x):

Qr1 = {m cR"

VQET (z) < VQ?VPT(.T)} = {z € R"|dist(W%, f1) < dist (W', 2)}
Teniendo presente el lema 3.1:

~ o~ ~ o~ ~ ~ T
Qri = {x eR™ |@PH” (‘I)L‘Pu - q>;lq>2l) a9 (qql@u - @;l@m) Wy

+O%(3,87) 01 — 0L (3ydh) 10y < 0}

Substituyendo ©1; y ©9; y haciendo uso de la expresion del 6ptimo sin res-
tricciones u%! (x) = —H~'/2Fx, es posible obtener la forma cuadratica Q,; de
forma explicita:

Q1= {z e R"|[¢" M1z + Nyyz + Cpy >0} (3.12)
donde:
My = FTH2 (8,80 — By d) H2F 2 (800 - lAn) B2 EE
+ AL (@1®T) Ay — AL (P2 ®3) M Ay
Npp =2 ((‘AI;LAU - ‘i)ZZAQl)TH_I/QF - Aﬁ(éu‘iﬁ)_lAu + Agz(:f)m‘fgl)_l/\m)
Cr1 = AL (D107 Ay — AL (P ®h) ' Ay

La forma cuadratica @,; divide la region X, en dos partes de forma que en
una de ellas el éptimo solucién al problema Py (z) ofrece un indice de coste
menor que la solucién al problema Py (x) y en la otra ocurre lo contrario.
Por tanto la solucién global al problema Py (z) en la regiéon X, se puede ex-
presar como:

Grix + hy; para x € X,
Kn(x) = { Gajx + hoj para x € X,o

donde:

2T [~My1]x — Nppx — Crp <0
xr €R" Ly; Wi
<
{L%‘ ]x_ [ Wa; }
I'TMTII' + erx + Crl S 0
rz e R" Ly, Wi
<
[L% }z_{W% ]

Trabajando de la manera descrita para todas las posibles regiones X,., o lo
que es lo mismo, para todas las posibles combinaciones de caras activas de

Xrl

XTQ
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los conjuntos de restricciones fl y Tg, se obtiene una particién del espacio de
estados en la que cada regién estara definida por restricciones lineales, obtenidas
de la interseccién de las regiones que formaban las particiones anteriores (X1,
y Xo;), y una tnica curva cuadrética, que divide las regiones definidas por las
restricciones lineales en dos. Por tanto, las regiones puede escribirse de la forma
(3.10) (con vy — 1 =1).

A continuacién, se estudia el caso de v = 3. Para ello, se realizard de nuevo
una division del problema de optimizaciéon no convexo en varios problemas de
optimizacién convexos:

Py (x): V@PT(2) = min {ViQPT(2), ViR (2), VT (@)}

donde:
V{FT(z) := min %ﬁTﬁ +ulHV2Fz,
sujeto a:
(W,z) €T,

El problema anterior, puede reescribirse con sélo dos subproblemas de optimi-
zacién de la siguiente forma:

Pu(x): V@ (2) = min {ViR""(2), V" (2)}

donde:
VP (z) := min 2uTu+a"H-V?Fz,
sujeto a:
(ﬁv l‘) € Tl

VN (@) »= min {VRFT (2), ViR ()}

VQFPT (z) := min tulu+al H-Y?Fz,
sujeto a:
(ﬁ, I) ey

VQFT(z) := min ulu+a’H-Y?Fa,
sujeto a:
(ﬁ, I) e T;

Las soluciones de estos dos nuevos problemas si puede ser expresada de forma
explicita. El primero de ellos es un problema con restricciones lineales, tal como
los descritos en la seccion 2.3 y el segundo es un problema con restricciones
descritas como la unién de dos regiones convexas, para el que se acaba de
demostrar la existencia de solucién explicita:

Kin(z) = Giiz + h1;, paraz € Xy;, i=0,...,Nn
Xy = {x € R"|Ly;x < Wh; }
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Kasn(x) = G2z + hozr, parax € Xoz., 7=0,...,Np-N;3

2T Mg,z + Nogpx + Cagyr <0 }

«.— n
Xaar = {I <R Lasrx < Was,

Se han obtenido por tanto dos particiones del espacio de estados que, nueva-
mente, es posible intersectar para obtener un maximo de Ny = Nyq - Nyo - Ny3
regiones:
2T Mas,x 4 Nogrx + Cogp <0
Xs =<{zxeR" Lli WM
x <
L3, Waz

Para la regién X, la ley de control 6ptima puede expresarse como:

G1ix + hy; si VOPT < VOPT

ICN(x)z{ Gogr + hagy 1 VAET <VOPT parax € X5, s=0,...,N;

Al igual que para el caso 7 = 2, se desea dividir de forma explicita cada region
X en dos, segin cual de los dos posibles 6ptimos tiene un indice de coste
asociado menor. El razonamiento a seguir es exactamente el mismo que el
desarrollado anteriormente: las dos posibles soluciones explicitas corresponden
con la proyeccién del 6ptimo sin restricciones sobre una de las caras activas de
los espacios de restricciones 11 o T> U T3. Nétese que, en el segundo caso, se
trata de la proyeccion sobre una de las caras activas de To o de las de T3, como
se ha descrito al resolver el problema para v = 2. Por tanto, dado que todos los
subconjuntos T; estan definidos por restricciones lineales, el lugar geométrico
en el que el indice de coste obtenido proyectando sobre T, es igual al obtenido
proyectando sobre T, UT5 es de nuevo una curva cuadrética de la forma (3.12).
La tunica diferencia con el caso anterior es que las restricciones que definen la
region que estamos tratando de dividir, X, ya no son todas lineales sino que
pueden estar definidas a su vez por otra forma cuadrética.

Anélogamente a como se operd para el caso v = 2, se puede obtener la solucién
a Pn(z) para v = 3 en la regién X;:

Ky (z) = G1ix + hy; para x € Xg
N7 Gogrx + hosy para 2 € X

donde:

IT[_Msl]x - Nslx - Csl <0
a" Mg, + Nogrt + Cogr <0
Ly, Whi
xr <
| Lasr |7 = | Wasy |
xTM31I + Ngx+Cs1 <0
&T Moz, a + Nagrx + Coz, <0
Ly; Whi
xr <
| Losr |7 = | Wasp |

Xsli Q’JERn

XSQZ I'E]Rn

De nuevo, analizando todas las posibles regiones X, se obtiene la caracteri-
zacién explicita del controlador para todo el espacio de estados. En este caso,
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cada regién estard definida por una serie de restricciones lineales y dos restric-
ciones cuadraticas (y — 1 = 2).

El caso general, para v > 3, se deduce de la observaciéon de que siempre es
posible dividir el problema de optimizacién en dos, uno con restricciones li-
neales y otro con restricciones descritas como la unién de varios espacios de
restricciones lineales. Este dltimo a su vez puede ser dividido en otros dos pro-
blemas y, operando asi sucesivamente, se llega a un ltimo caso en que todos
los subproblemas en que se ha dividido el problema original tienen restricciones
lineales:

Py(w) s V@I (2) == min {Vi3T (2), V2T () }

donde:
VQFT () := min iuTu+a’H-Y?Fa,
sujeto a:
(W,z) €T

VIR (@) o= min {VRPT (2), V2T ()}

VP (z) := min 2uTu+a"H-V?Fz,
sujeto a:
(ﬁa Z) € T2

V2 (@) := min V37T (), V2T (2)}

3.4.2. Propiedades de la solucién explicita

El teorema 3.2 muestra que, para el caso general, las regiones en las que
se divide el espacio de estados para obtener una solucién explicita al proble-
ma de optimizacién estan delimitadas por restricciones lineales y cuadraticas.
Dichas restricciones cuadraticas, para algunos casos particulares, cumplen cier-
tas propiedades que, como se vera en la seccion 4.2, permiten simplificar la
metodologia seguida para obtener la caracterizacién explicita buscada.

Como se muestra en la prueba del teorema 3.2, las restricciones cuadraticas
Qi; que aparecen son aquellas que dividen una determinada regién lineal en
funcién de cual de dos hiperplanos f1 y f2 es el mas cercano:

Qij = {LL‘ S R" |diSt(ﬁZ€t, fl) = diSt(ﬁZ{;t, fg) }
donde:
fii={@e R [y = Oy}

fg = {ﬁ e R"” ‘E)Qlﬁ = @21}
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En primer lugar, se enuncia la proposicién 3.3 que da una condicién suficiente
para que la curva Q;; sea un hiperplano, con la consiguiente mayor sencillez en
la definicién de las regiones que ello supone.

Proposicién 3.3. Si tanto fi1 como fa son hiperplanos, el subconjunto de la
curva Qi; que cumple simultdneamente {CIDUuO”t(:c) < Outy {<I>glu"”t( ) <
©q;} es un hiperplano.

Prueba. Volviendo a la definicién de @);; y recordando el lema 3.1 se tiene:
Qij = {u e R™ |dist(u, f1) = dist(u, f2) } =
{wern {8l (S - o) = [ (P - 0a)] }
Reemplazando la expresiéon de la pseudoinversa:

oo (B )| [#500500 (- 00|

Puesto que Cf)u y &)21 son vectores fila, tanto (Cf)u&)fl)’l como (&)uu — @11)

son escalares. Por tanto, por la propiedad homogénea de la norma se tiene:

I ql)li@ ) [(#um—0u)| = I ql)léle ) (P~ 021)|

La solucién a la igualdad anterior se corresponde con las ecuaciones de dos
hiperplanos:

ki@ — ko®o ) u = k1O — kyOy
k1®1; + ko®or ) u = k1O 4 k2Og

donde:
<I>
M 1
@t
(I)
b — 13
‘(‘I)2lq)21)‘

Para el primero de los dos hiperplanos, es posible obtener la expresion de Cf)uu:
ko
dyu=0y+— " (q’zzu - @21)
Si se desea que satisfaga Cf)uu < O1:
ko
O1 + & (‘1)2111 - @21) <Oy

& (52111 — @21) <0

Pyu < Oy
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donde se ha tenido en cuenta que kj y ko son siempre positivas. Por contra,
para el segundo hiperplano:

_ ks _
®yu =0y + & (@21 - %zu)

ko

2 —d <
O + " <@2z (1)2111) <0y
ko ~
— (B9 — Pyu) <0
) ( 2 2l ) <
Doyu > Oy

Por tanto, sélo el primer hiperplano cumple simultdaneamente ambos conjuntos
de restricciones. |

Restricciones sobre las acciones de control

Un caso particular, cuyo estudio resulta interesante, es el del problema de
control predictivo con restricciones tnicamente sobre las acciones de control.
Las restricciones sobre las salidas o variables de estado del proceso suelen repre-
sentar limites de seguridad y por tanto pueden aparecer o no en la formulacién
del controlador predictivo, pero las restricciones sobre las acciones de control
representan los limites fisicos de los actuadores, por lo que siempre estan pre-
sentes.

La ausencia de restricciones sobre las salidas o las variables de estado, im-
plica que la formulacién de las matrices que engloban todas las restricciones no
incluya el término funcién del espacio de estados:

T,={ueR"|dua<A;}

Es decir, para todos los espacios de restricciones T;, se cumple A; = 0.

El problema de optimizacion asociado al control predictivo en este caso, si-
gue estando descrito por (3.3) y la solucién cumple el teorema 3.2. No obstante,
al cumplirse A; = 0 las curvas cuadraticas que definen la particién del espacio
de estados tienen una expresiéon mas simple:

Qij = {x € R" [¢" Mz + Njjz+C >0}
donde:
My = FTH1/? (cﬂ@u _ 5;521) H\/2F
Ny =2 (B,a0 - BlAy) HE
Cij = AT (@107) 1Ay — AL (99,0]) 1Ay
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Para este tipo de problemas, en los que uUnicamente hay restricciones sobre
las acciones de control, se va a mostrar como para dos casos particulares la
curva @;; es semidefinida positiva en uno de ellos y un hiperplano en el otro.
De nuevo, como se vera en el capitulo 4 esto ofrece una mayor sencillez en la
obtencién el estudio y la caracterizacién de las regiones definidas por Q;;.

Definicién 3.3. Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente sise cumple
A-A=A O

Las matrices idempotentes cumplen las siguientes propiedades:

e Si A es idempotente, I — A también lo es.

e Todos los valores propios de A son 0 o 1. Por tanto, A es semidefinida
positiva (A = 0)

Proposicion 3.4. En ausencia de restricciones sobre salidas y variables de
estado (A; =0), si una curva Q;; estd definida como aquella en que es igual la
distancia a una hiperplano fa cualquiera y a otro hiperplano fi con una matriz
®y; cuadrada de rango completo , la matriz M;; que define Q;; es semidefinida

positiva (M;; > 0) O
Prueba. Si ;I;U es cuadrada de rango completo, se cumple ;I;L = ;I;fll y por
tanto:

B &y — Bl Doy = D1y — B Dy = 1 — BBy
Por otro lado se tiene que para cualquier matriz A, ATA es una matriz idem-
potente:

(ATA) (ATA) = (AT(AAT)TA) (AT(AAT)714) = AT(AAT) A= ATA

Dado que 5;1521 es idempotente, ;I;L&)U — 5;1521 =1 - 5;1525 también lo es,
y por tanto (<I>L<I>U - (I%l(I)gl) = 0 (puesto que todos sus valores propios son 0
o1l).
Se tiene por tanto:
ZT(&)L&)U — (T)J;l&)gl)z > 0 Vz

Si tomamos z = H /2 Fz:

:cTFTHfl/Q(CT)J{ﬁ)u — 5;&)21)H*1/2F:c >0 YV
Se deduce pues que M;; = 0. [ |

Proposicion 3.5. En ausencia de restricciones sobre salidas y variables de
estado (A; = 0), si una curva Q;; estd definida como aquella en que es igual

la distancia a dos hiperplanos f1 y fo con las matrices ;I;U Y 51325 cuadradas de
rango completo, la curva Q;j es a su vez un hiperplano (M;; =0) O

Prueba. Si ambas matrices son cuadradas, tenemos:
&)J{l&)ll — &);l;lv)gl = &);llzf)u - ;Iv);ll&)gl =1-1=0
Y, por tanto, M;; =0y Qi :={x € R" |[N;ja+C >0}. [ |
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3.5. Conclusiones

En este capitulo se ha planteado formalmente el problema del control pre-
dictivo con restricciones poliédricas no convexas, describiendo en primer lugar
la formacién de los conjuntos de restricciones para el problema definido sobre
el vector de acciones de control futuras. A continuacién, se han discutido las
dificultades que supone plantear la resolucion del problema mediante el calculo
en linea de varios problemas de programacion cuadratica.

El resultado principal del capitulo es la demostracién de la existencia, en
analogia al caso de sistemas con restricciones poliédricas convexas, de una solu-
cion explicita al problema planteado. Dicha solucién es afin a tramos definidos
mediante desigualdades lineales y cuadraticas.

Por tdltimo, se han mostrado algunos casos en los que las regiones de la so-
lucién tienen una caracterizacion particular, que sera de utilidad en el siguiente
capitulo.



Capitulo 4

Calculo de la solucion
explicita

4.1. Introduccidon

En el capitulo anterior, se ha planteado formalmente el problema del control
predictivo con restricciones poliédricas no convexas. Se ha demostrado que el
problema de optimizacién que es necesario resolver (3.3) admite una solucién
explicita afin a tramos. Se ha visto que dichos tramos pueden definirse mediante
desigualdades lineales y cuadréticas.

Aunque la prueba del teorema (3.2) es constructiva, existen motivos para
desarrollar en mayor medida la obtencién de la solucién explicita del problema
de optimizacién. La razén fundamental es que en la demostracién del teorema se
asume que, tras intersectar dos regiones de particiones solucién de problemas
diferentes, las dos posibles expresiones afines del éptimo son factibles (cada
una a un lado de una curva cuadratica). No obstante, en el caso general esto
no es cierto, puesto que en muchos casos una de las dos soluciones siempre
ofrecerd un coste menor que la otra para la totalidad de la regién (es decir, la
curva cuadritica realmente no pasa por la regién poliédrica). Es conveniente
identificar estos casos por simplicidad de la solucién explicita, tanto en cuanto
a los requerimientos de memoria como al coste computacional.

En las siguientes secciones, se desarrolla una metodologia que incorpora
un procedimiento para la eliminacién de las soluciones no 6ptimas. Ademaés,
dicha metodologia utiliza de manera adecuada la informacién existente de las
particiones solucion de los subproblemas convexos para realizar la interseccién
de regiones de manera eficiente.

Por ultimo, en la seccién 4.4, se introduce una metodologia diferente para
el célculo de la solucién explicita. El procedimiento esta basado en la definicion
de un problema simplificado cuyas restricciones son la envolvente convexa de
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las restricciones originales. Dicho problema admite una solucién explicita con
regiones poliédricas como las vistas en la seccién 2.3. A partir de esta solu-
cion, se vera como puede obtenerse la solucién explicita del problema original,
eliminando también las soluciones que no son 6ptimas en las diferentes regiones.

4.2. Metodologia de interseccién, division y unién
para v =2

En esta seccion y la siguiente se plantea un posible metodologia para la

obtencién de la solucién explicita al problema (3.3) que, como se ha visto en la
seccién 3.4, consiste en una solucion afin a tramos definida sobre una particion
cuadratica del espacio de estados.
Para obtener la solucién genérica, se partird inicialmente del caso en que las
restricciones no convexas pueden dividirse en dos regiones convexas (y = 2).
En ese caso, una metodologia para obtener la solucién explicita podria ser el
algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1 Obtencién de la solucién explicita para v = 2

1. Obtener la solucién explicita de los problemas de optimizacién con res-
tricciones convexas.

2. Intersectar las dos particiones del espacio de estados obtenidas.

3. Comprobar si es necesario dividir las regiones resultantes en funcion de
cual de las dos posibles soluciones es la éptima.
a) Si es necesario, obtener las dos subregiones.

b) Si no es necesario, comprobar si la regién puede unirse con alguna
de las contiguas (en el caso de que tenga la misma solucién afin).

A continuacién, se describen los procedimientos para llevar a cabo cada uno
de los pasos de dicho algoritmo.

4.2.1. Obtencién de la soluciéon explicita de los subproblemas

Se trata de resolver, de manera explicita, los dos problemas de programacion
cuadratica que nos dan el posible minimo a nuestro problema de optimizacién
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(3.5):
Pn(z): VZFPT(x) := min {‘/;]OVPT(I)}

donde:
VRFT (z) := min 2u”Hu + u’ Fu,

sujeto a:
ueclT;

Es decir, se busca la solucién explicita a los dos problemas de control predic-
tivo con restricciones lineales. La solucién a problemas de este tipo se describe
en la seccién 2.3, donde se muestra que es una funcién afin a tramos sobre una
particion lineal del espacio de estados (2.26) y (2.27):

ICZN(IL') = Gijl‘+hij, para x € Xij, 1=1,257=0,...,N;

donde:
X,L'j = {I e R" |LijI < Wij}

Dependiendo de las restricciones de cada uno de los problemas, el conjunto de
estados iniciales factibles, S;y, puede ser diferente. En ese caso, para algunos
valores de x, se tendra solucién para uno de los dos problemas, pero no para
el otro. Para poder realizar un tratamiento uniforme de todas las regiones se
anadirdn a cada solucion explicita nuevas regiones sin ninguna ley de control
asociada. Para ello, serd necesario calcular el complemento de cada uno de los
conjuntos S;n e intersectarlo con el otro conjunto. Esto, en general, resultara
en un poliedro no convexo no definido por un minimo de elementos, por lo que
sera conveniente aplicar los algoritmos introducidos en la seccién 2.6.2. De esta
forma, el nimero de nuevas regiones X;; que es necesario anadir, serd minimo.
Tras finalizar este procedimiento, la solucién explicita para cada una de los dos
problemas queda de la siguiente forma:

GijI—f—hij, para x € X, i=1,2; 7=0,...,N;
0, paraz € X;;, i=1,2; j=N;+1,..., Ny

/CzN(:E) = {
X,L'j = {I cR" |LijI < Wij}

4.2.2. Interseccion de las dos particiones del estado

Una vez obtenida la solucion explicita a los dos controladores predictivos
se tienen dos particiones del espacio de estados, cada una de ellas con una
solucién afin correspondiente a cada regién. Para obtener una particién tnica, se
deben intersectar todas las regiones poliédricas que describen ambas particiones

obteniéndose:
Ly; Wi
X.,-:Xlingj:{IERn |:L21]:|$§|:W;j:|}, r=0...Nq-Npo
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No obstante, puede ocurrir que muchas de las N1 - N2 regiones asi definidas
estén vacias. Ademds, para las que no lo estén, muchas de las desigualdades
que las definen pueden ser redundantes.

A continuacion, se detalla como comprobar si las regiones fruto de la intersec-
cién son factibles y, en caso afirmativo, un procedimiento eficiente para eliminar
las restricciones redundantes.

Factibilidad de las intersecciones

Comprobar si la intersecciéon de dos regiones no esta vacia, equivale a ana-
lizar la consistencia del sistema (4.1) es factible:
Lyjx —Wy; <0

— 4.1

{ ngl‘ — ng <0 ( )

Como se vio en la seccién 2.7.1 la factibilidad de sistemas lineales de este tipo
puede comprobarse mediante la resoluciéon de un LP.

De manera estricta, aunque la region factible solucion al problema anterior
no sea de dimensién completa, la interseccién de las dos regiones existe. No
obstante, a efectos préacticos en el resto del epigrafe interesa considerar que en
ese caso la interseccién de ambas regiones es inexistente. Por tanto, en un abuso
de notacién, cuando se hable de interseccién de regiones de distinta particion
vacia (X1; N Xy, = () nos estaremos refiriendo a que la interseccién no tiene
dimensién completa (dim(Xy; N Xo;) < n).

Eliminacion de redundancias en las intersecciones

Una vez se ha reducido el ntimero inicial de posibles regiones N, - N2 a las
que realmente son consistentes, X,., interesa comprobar si éstas estan definidas
por ecuaciones redundantes, puesto que hasta el momento se han incluido todas
las restricciones que definen a ambas regiones de origen.

A continuacioén, con objeto de eliminar las redundancias existentes en estas
regiones de manera eficiente, se introducen algunas definiciones y propiedades
geométricas de las dos particiones del espacio de estados.

Definiciéon 4.1. Dado un poliedro X € R" definido por las desigualdades
lineales Lz < W témese uno de los hiperplanos h := {x|L'z = W'}. Si se
cumple que F = X Nh es de dimension n — 1, se dice que F es una faceta del
poliedro. O

Definicién 4.2. Dos poliedros son contiguos si comparten una faceta comun.
O

Definicién 4.3. Dos poliedros X7 y X2 son adyacentes si dim(X;NX2) = n—1.
O
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Ejemplo 4.1. Supongamos que se tiene un conjunto de poliedros como el mos-
trado en la figura 4.1. De acuerdo a las definiciones anteriores, Xo y X3 serdn
contiguas puesto que Xo N X3 = Fo es una faceta comiun para ambas.

Sin embargo, X1 y Xo son adyacentes pero no contiguas puesto que a pesar de
que dim(X; N X3) = n — 1 = 1, dicha interseccidn es sélo una faceta para X
y no para X1 (cuya faceta para el hiperplano en cuestion es JFi ). |

15

Figura 4.1: Regiones contiguas y adyacentes

Observacién 4.1. Si dos poliedros X7 y X2 son contiguos con una faceta
comun F, X; serd el unico poliedro adyacente a X5 a través de la faceta F, y
viceversa. g

Observacién 4.2. Si una particiéon cumple la propiedad de faceta-a-faceta
(definicién 2.1), cualquier regién tiene como maximo una regién adyacente por
cada faceta. O

Teorema 4.1. Considérese un poliedro X; :== {x € R™ |L;x < W;} correspon-
diente a la region critica para la que la solucion al problema de optimizacion
(3.5) tiene activas un conjunto de restricciones | := {ly,...,lx}, y tdmese una
de las facetas de dicho poliedro (F). Si se satisfacen las siguientes condiciones:

o Las filas de la matriz que define las restricciones activas, ®;, son lineal-
mente independientes.

e FEnla definicion de la region (antes de eliminar las redundancias) ninguna
de las desigualdades que define F aparece mds de una vez.

e Para cualquier punto de la region, el optimo nunca presenta restricciones

activas débilmente (es decir, ningin dptimo satisface \; =0 para i € 1).

la particion cumple la propiedad de faceta-a-faceta y la region contigua a X; a
través de F puede obtenerse como:



78 4. Célculo de la solucién explicita

1.0V = {l1,.. ., gy Ik} st el hiperplano que define F corresponde a una
desigualdad del tipo (2.31a).

2.1 = {ly,...,lp—1} st el hiperplano que define F corresponde a una de-
sigualdad del tipo (2.31Db).

O
Prueba. Ver teorema 2 en [TJB03a]. |

Ejemplo 4.2. La figura 4.2 representa una zona de la solucion explicita de un
problema en la que se cumplen las condiciones del teorema 4.1. En la region
X1 no se encuentra activa ninguna de las restricciones. Una de sus regiones
contiguas, Xo, presenta una restriccion activa mds, la de la desigualdad co-
rrespondiente a la faceta F1. En cuanto a la region X3, tiene una restriccion
activa mds que la Xo por lo que es contigua a esta (tiene en comin con ella la
faceta Fa). Como tiene dos restricciones activas mds que la region X1, no es
contigua a ésta, como puede comprobarse (la interseccion entre ambas no es de

dimensién n —1). [ |
Arow
\
\
3.5 \
\
\
3 \F
\
\ X3
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Figura 4.2: Regiones contiguas en una particién

El teorema 4.1 es de utilidad para determinar qué regiones de una particion
lineal son contiguas. Esto es sencillo de realizar si para obtener las regiones de
dicha particién se hace uso del algoritmo propuesto en [TJB03a], puesto que en
el desarrollo del propio algoritmo se hace uso de la contigiiidad de las regiones,
por lo que basta con almacenar dicha informacion.

Cuando las condiciones del teorema no se cumplen, en general cualquier
region puede tener mas de una regiéon adyacente por cada faceta. Para encontrar
todas esas regiones, se puede aplicar el algoritmo 2.2, descrito en la seccién 2.3.
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Si se tienen en cuenta las definiciones y el teorema anteriores, se puede
enunciar la siguiente proposicién, 1til para la eliminacién de ecuaciones redun-
dantes:

Proposicion 4.2. Considérese una region X1; y el conjunto de todas las re-
giones de la misma particion adyacentes a X1; a través de una misma faceta
F:

y una region Xo; correspondiente a otra particion diferente. St se cumple:

X1 N Xo; # )
le N Xy = 1] Vj € ad;p

el hiperplano que define F serd redundante en Xq; N Xo;. O

Prueba. La proposicién puede deducirse de una propiedad que resulta evidente
de la definicién de regiones adyacentes: no hay ningin punto de F que no
pertenezca a alguna de las regiones Xi; para j € ad;r. Por tanto, si se tiene
que X1; N Xo; = 0 para todas las j € ad;p, F N Xa; = 0, y por tanto el
hiperplano que define F es redundante en Xj;. |

Ejemplo 4.3. Se tiene una region X1s con dos regiones de su misma particion
adyacentes a través de la faceta F, X11 y X135 (figura 4.3). Por otro lado, se tiene
una region correspondiente a otra particion, X1, que cumple X117 N Xoy = 0
y X13 N Xo1 = 0 . Por tanto, como se observa en la figura, la faceta F es
redundante en X150 N Xoq. [ |

Xo1

1

Figura 4.3: Redundancia de restriccién en regiones adyacentes

La proposicion 4.2 es de utilidad para la eliminacién de algunas de las ecua-
ciones redundantes en las regiones de interseccién si se ha comprobado previa-
mente la consistencia de todas las posibles intersecciones de regiones de las dos
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particiones, y conociendo cudles son las regiones adyacentes a cada regién de
las dos particiones, haciendo uso del algoritmo 2.2. De esta forma, sabemos qué
parejas de regiones (Xi;, Xo;) tienen interseccién vacia y cuales no. Haciendo
uso de la proposicién y buscando regiones adyacentes, es posible eliminar algu-
nos de los hiperplanos redundantes.

No obstante, con este procedimiento todavia pueden quedar ecuaciones redun-
dantes que no se hayan eliminado: aquellos hiperplanos correspondientes a fa-
cetas de una de las regiones intersectadas a través de las cuales hay regiones
adyacentes que tienen intersecciéon no vacia con la regiéon de la segunda par-
ticién intersectada. En este tipo de casos, como se aprecia en el ejemplo 4.4,
a pesar de tener informacién a priori de la consistencia de regiones no puede
decirse nada respecto a la redundancia de alguna de sus facetas.

Ejemplo 4.4. Se tiene una region X5 con dos regiones de su misma particion
adyacentes a través de una faceta F (X11 y X13) y una region de otra particion
X1 con interseccion no nula con las tres regiones anteriores. Dependiendo de
la disposicion de Xo1 la faceta F puede ser redundante en X2 N X217 0 no,
por lo que no puede sacarse ninguna conclusion con la informacion disponible

(figura 4.4). [ |

Figura 4.4: Indefinicién de redundancia.

Por lo tanto, para comprobar si una faceta es redundante en una determi-
nada interseccion cuando no se cumplen las premisas de la proposicion 4.2, es
necesario resolver un nuevo problema de factibilidad:

e Xq;
S Xgi (42)
r€h

donde
Xy = {I € R"™ |L1iI < Wh}
Xo; = {1’ cR"™ |L211' < WQz}
F=Xi;Nh

o= {w € B[] g 2 = (W o}
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El problema anterior es de nuevo un problema con restricciones lineales, que
puede resolverse mediante un problema LP, como se vio en la seccién 2.7.1.
En este caso, si el sistema es factible, hay algtin punto del hiperplano A que se
encuentra en la interseccion de las dos regiones, y por lo tanto no es redundante.

Aunque la resolucién del problema de factibilidad anterior sirve para todos
los casos en que no es de aplicacién la proposicion 4.2, con objeto de reducir
el nimero de optimizaciones que es necesario resolver para la eliminacién de
redundancias es interesante formular la siguiente proposicién:

Proposicion 4.3. Dadas dos regiones de una particion del espacio de estados
contiguas, X1; y X1, con una faceta comin F, y una region de otra particion
diferente, Xo;, si X1,NXo; # 0 y X1;NXo; # 0, F es redundante en X1, N Xo;
y en X1;NXo; siy sélo si dicha faceta no se encuentra dentro de la region Xo;.

|

Prueba. Si dicha faceta se encontrara dentro de X5;, estaria también en Xq;N
Xo; y en Xi; N Xy, y por tanto no serfa redundante en ellas. Por otro lado, si
se encuentra fuera, no puede ser uno de los hiperplanos que definen la regiéon
de la interseccion, por lo que sera redundante. |

Ejemplo 4.5. Se tienen dos regiones contiguas de una particion del espacio
de estados, X11 y X12, separadas por la faceta F (figura 4.5). Por otro lado, se
tiene una region correspondiente a otra particion, Xa1, que cumple X11NXo1 #
0y X12NXa1 # 0. Como Fi se encuentra fuera de la region Xo1, es redundante
tanto en X11 N X917 como en Xq19 N Xo1. [ ]

Figura 4.5: Redundancia de restriccién en regiones contiguas

La proposicién 4.3 supone un caso particular en el que, al compartir dos
regiones una misma faceta, no es necesario resolver (4.2) para cada una de ellas,
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sino que con la resolucién de un sélo problema de programacién lineal puede
eliminarse una faceta redundante en ambas regiones. En el caso general de
regiones adyacentes pero no contiguas, esto no puede hacerse porque aunque las
regiones compartan un mismo hiperplano, la faceta que las define es diferente.

Cuando se cumplen las condiciones de dicha proposicién, para comprobar la
redundancia de la faceta comtn a las dos regiones contiguas, F, basta con saber
cuando esta faceta se encuentra fuera de la regién Xs;, es decir comprobar la
factibilidad de:

(4.3)

z € Xo;
xeF

La faceta comun F puede definirse de diferentes maneras:
F=Xunh=X;Nh=X,;NXy
donde X; es la regién contigua a Xy; a través de F:
X1 ={r € R"|Lijo < Wy, }

Atendiendo a las tres diferentes formas de definir la faceta, el problema de
factibilidad puede resolverse mediante tres LPs diferentes (dos de ellos con
restricciones de igualdad y desigualdad y un tercero con tinicamente restriccio-
nes de desigualdad). Resolver un problema o el otro puede suponer pequefias
diferencias en términos de coste computacional, dependiendo del niimero de
restricciones que definan cada una de las regiones.

Para cualquiera de ellos, si el sistema es inconsistente F no se encuentra en
Xo;. Por lo tanto, el hiperplano h es redundante tanto en Xy; N X5; como en
le N XQ»L'.

Haciendo uso de las proposiciones enumeradas es posible establecer un al-
goritmo que, a partir de dos particiones lineales del espacio de estados, obtenga
de manera eficiente una tinica particién del espacio en la que las regiones estén
definidas sin redundancias (algoritmo 4.2).

4.2.3. Divisién de la regiones resultantes

Tras los pasos anteriores, se dispone de una particién del espacio de estados
con regiones lineales sin redundancias, con una o dos posibles soluciones al
problema de optimizacién, cada una de ellas con un indice de coste asociado
(3.11). Para las regiones en las que existen dos posibles soluciones, la ley de
control puede expresarse como:

G1ix + hy; si VI?VPT(:E) < ‘/'Q?VPT(QC) para x € X,
Kn(z) = : 17 OPT OPT (4.4)
Gajx + hoj si Vo' * (z) <V} ' () r=0,...,N,
donde X, := {z € R™|L,z < W, } son las regiones con dos soluciones diferentes
que se obtienen de intersectar las dos particiones del estado.
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Algoritmo 4.2 Interseccion de dos particiones del espacio de estados.

1. Para cada regién de la primer particion, Xi;:

e Para cada faceta, comprobar condiciones del teorema 4.1. Si se cum-
plen, aplicar teorema para buscar la regién contigua. Si no, aplicar
algoritmo 2.2 para encontrar regiones adyacentes.

2. Buscar de igual forma regiones contiguas y adyacentes de la segunda
particién.

3. Para cada regién de la primera particion, Xi;, determinar qué regiones
de la segunda particién, Xo;, tienen una interseccién (4.1) factible.

4. Eliminacién de redundancias para cada interseccién (X1; N Xo; # 0):

a) Para cada faceta F de X3; comprobar si hay una regién contigua o
varias adyacentes.
e Si hay una regién contigua, Xy, comprobar Xy N Xy;:
o Si (X1x N Xa; =0), F es redundante en (Xy; N Xa;) (pro-
posicion 4.2).
o Si(X1£NX2; # 0) comprobar si F se encuentra en el interior
de Xy, (problema de factibilidad (4.3)):
> Si no es factible, F es redundante en (X3; N ng) y en
(X1x N X2;) (proposicién 4.3).
e Si hay varias regiones adyacentes {Xix, Xi;,...}, comprobar
(Xlk n XQj),(XU n ng),etc...:
o Si todas las restricciones estan vacias, F es redundante en
(X1: N Xa;) (proposicién 4.2).
o Si alguna no estd vacia, comprobar la redundancia de F
resolviendo (4.2).

b) Para cada faceta F de Xsj, proceder andlogamente.

Una posible solucién al problema seria implementar el algoritmo en linea
del control predictivo explicito con las regiones lineales de forma que para cada
valor de x, se determine en qué region X, se encuentra el sistema y se comparen
los indices de coste V;]OVP T(z) que producen las dos posibles soluciones afines,
aplicando aquella que produce el menor. No obstante, esta solucién presenta
dos problemas que incrementan el coste del algoritmo en linea:

e A medida que crece el niimero de regiones 7 en las que se divide el espacio
no convexo, el coste computacional de calcular y comparar los indices de
coste crece de manera lineal.

e En la division lineal de espacio de estados de la que se dispone, puede
haber regiones que no sélo tengan la misma solucién afin en todo su
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interior, sino que ademds tengan la misma expresion de dicha solucién
que alguna de sus regiones contiguas, con lo que seria posible unirlas,
reduciendo significativamente el niimero de regiones finales, y por tanto el
coste de decidir en cual de ellas se encuentra el estado en un determinado
instante.

Por tanto, resulta interesante estudiar en el algoritmo fuera de linea si cada
una de las regiones lineales esta dividida en subregiones con diferente soluciéon
afin, o por el contrario la expresién de dicha solucién es la misma para toda la
region.

En la prueba del teorema 3.2 se vio que el lugar geométrico de puntos
del espacio de estado en que dos expresiones afines producen un mismo indice
de coste estd descrito por la ecuacién de una forma cuadratica (3.12). Dicha
expresion obtiene la curva cuadrdtica a partir de las matrices que definen las
caras activas correspondientes a las dos soluciones explicitas con las que se esta
trabajando.

No obstante, puede ocurrir que no se disponga explicitamente de dichas
matrices, porque las soluciones explicitas de cada uno de los dos subproblemas
se hayan obtenido, en lugar de con el enfoque geométrico, con cualquier otro de
los procedimientos descritos en la seccién 2.3. En ese caso, es necesario obtener
la curva a partir de unas soluciones explicitas dadas en la forma genérica de
(4.4).

Para ello, basta con obtener la diferencia entre los indices cuadraticos que se
obtienen aplicando cada una de las dos posibles soluciones afines:

Qij(x) = VI (x) = VT (2) = § ()" Hu? — (ug?*)" Hug™) +
+3 ((uipt - u;pt)TFx) = 2" Mz + Nyjz + Cyy (4.5)
donde

M;; = GLHGy; — G5, HG; + GL,F — GL.F
Nij =2 (h{;HG1; — h3;HGo; + hi;F — hl,F)
Cij = hi;Hhy; — ha; Hho,

En el caso general, la curva cuadratica no tiene porqué pasar por la interseccion
de las regiones cuyas soluciones afines la definen. Por tanto, en este punto es
necesario saber si el sistema de ecuaciones (4.6) tiene alguna posible solucién,
es decir, si es consistente.

I'TMijl’ + Nijl‘ + Cij =0 (46)

{ Lyx < W,
En el caso de que si sea consistente, es evidente que un subconjunto de los
puntos que satisfacen L,z < W,. cumple xTMijac—l—Nijx—i—Cij > 0 mientras que
para el resto 7 M;;x + N;jx + C;j < 0. Para cada uno de ambos subconjuntos,
la solucion afin que produce un menor indice de coste es diferente, por lo tanto
debemos dividir la regién lineal en dos.
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En el caso contrario, si (4.6) es inconsistente, para toda la regién lineal la
solucién afin que produce un menor indice de coste es la misma, y no sera
necesario dividirla.

Casos particulares

Antes de resolver el problema (4.6) para un caso general, se van a analizar
los casos particulares que se derivan cuando se cumplen las proposiciones 3.3,3.4
y 3.5. Es importante tratar estos casos de manera particular porque el coste
computacional de la resolucién del problema va a ser mucho menor:

e Caras activas de dimensién [1 x m]: En este caso es aplicable la
proposicién 3.3 y, por lo tanto, la curva cuadratica es en realidad un
hiperplano (M;; = 0). El problema (4.6) puede resolverse como un LP de
la siguiente formas:

min S
1
sujetoa: Loz —W, < | ¢ |s (4.7)
1
Nijx + Cij =0

Si el valor del 6ptimo obtenido es s > 0, el problema es no factible y, por lo
tanto, N;;x + C;; = 0 no pasa por la regién formada por las restricciones
lineales.

e Restricciones sobre acciones de control y una de las caras activas
de dimensién [m x m|: En este caso es aplicable la proposicién 3.4 y,
por lo tanto, la funcién que define la curva cuadratica, f(z) = 2 M;;z +
N;;x + C; es convexa, puesto que se cumple M;; = 0.

En este caso, para resolver (4.6) se representa el poliedro L,z < W,
mediante sus vertices, v;. Asi cualquier punto x que se encuentre en el
poliedro, se puede calcular como:

I:ZAZ’UZ
=1

Ai >0

A continuacién, se calcula el valor de la funcién f(z) en cada uno de
dichos vértices y dependiendo del signo que tome, se procede de diferentes
formas:

o Si hay vértices con diferentes signo, f(v;) > 0y f(v;) < 0, al ser
f(z) una funcién continua, existe algiin xy perteneciente al poliedro
para el que f(zo) = 0, por lo que el sistema (4.6) es consistente.
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o Si todos los vértices cumplen f(v;) < 0, el sistema es inconsistente,
puesto que por convexidad f(xz) < > . Xif(v;) vy, al ser Ay > 0, se
tiene f(z) <O0.

o Por dltimo, si todos los vértices cumplen f(v;) > 0, es necesario
buscar el minimo dentro de la regién lineal resolviendo el QP:

min f(x)
sujeto a: L,z < W,

Si en este caso el valor del minimo es f(z°P*) > 0, el sistema es
inconsistente (puesto que no hay ningiin « que cumpla f(z) = 0). Si
f(x°Pt) < 0, el sistema serd consistente, por argumentos andlogos a
los expuestos en el primer caso.

e Restricciones sobre acciones de control y las dos caras activas
de dimensioén [m x m]: Se trata de un caso particular del anterior en el
que se tiene M;; = 0 (proposicién 3.5), por lo que de nuevo el problema
puede formularse como un LP de la forma (4.7).

Caso general

Para el caso general la matriz M;; es indefinida, y por tanto para determinar
la factibilidad del sistema (4.6) no es posible aplicar ninguna de las simplifica-
ciones anteriormente descritas. No obstante, en algunos casos todavia es posible
decidir de una manera relativamente sencilla si una de las dos soluciones po-
sibles es mejor que la otra para toda la regién. Esto es posible si se tiene en
cuenta que la curva cuadréitica @Q;;(x) estd definida como la diferencia de dos
funciones cuadréticas convexas (4.5).

Para ello, en primer lugar es necesario obtener el maximo y el minimo

: i OPT OPT s
de ambas funciones cuadréticas (V37" (x) y Van' * (z)) en la regién lineal. Al
tratarse de curvas semidefinidas positivas, el minimo puede obtenerse mediante

la resolucién de un problema de programacién cuadratica estandar:

min - VR (x)
sujeto a:  Lyx < W,

En cuanto al méaximo, al tratarse de funciones convexas, puede demostrarse
que éste se encuentra en un vértice de la regién [BSS06] y por tanto puede
obtenerse evaluando la funciéon en cada uno de dichos vértices:

max(V:R™) = méx{V:{™ (v;)}

donde v; son los vértices del poliedro X,.. De esta forma, si se tiene max(V,QFT) <
min(V,3FT) evidentemente se cumple que V.QFT (x) < VQFT () para cualquier
punto de X, y por tanto, la segunda solucién puede descartarse. De manera

reciproca, podria descartarse la primera solucion.



4.2. Metodologia de interseccién, divisién y unién para v = 2 87

Cuando la condicién anterior no se cumple, no es posible afirmar que es
necesario mantener ambas soluciones, puesto que todavia es posible que una
de ellas tenga un coste menor que la otra para todos los puntos de la regién.
No obstante, el procedimiento es de utilidad, especialmente en regiones muy
pequenas.

Si el procedimiento anterior no es capaz de descartar una de las soluciones, y
teniendo en cuenta que M;; es indefinida, no basta con resolver un problema de
programacion cuadratica (o lineal). En su lugar, se empleard el método introdu-
cido en la seccién 2.7.2 para la resolucion general del problema de factibilidad
(4.8) con igualdades y desigualdades polinémicas:

{ fi(z)

gi(z)

(i=1,...,m)

0, .
0, (i=1,...,p) (4.8)

AVAN

En dicha secciéon, se enuncia el teorema 2.5 que proporciona alternativas ex-
cluyentes para la factibilidad de (4.8). Dicho teorema se basa en la bisqueda
de unos polinomios F(z) (perteneciente al ideal asociado a las ecuaciones f;)
y G(z) (perteneciente al cono asociado a las desigualdades g;) que cumplan
F(z) + G(x) = —1.

En la seccién 2.7.2 se vio que para garantizar la inconsistencia de (4.8) basta
con encontrar unos polinomios F(x) y G(z) concretos. Para ello, se introdujo
la metodologia de programacién de suma de cuadrados de [Par00] que, siempre
que se fije el orden de los polinomios, muestra cémo es posible formular el
problema en términos de programacién semidefinida (SDP).

En sentido contrario, y aunque el teorema 2.5 enuncia condiciones exclu-
yentes, demostrar la consistencia del sistema es mucho mas complicado en la
practica. Esto es debido a que, para un caso general, no existen cotas para
el orden de los polinomios F(x) y G(x). Es decir, serfa necesario comprobar
que no existe ninguna pareja de polinomios (de ningtin orden) que cumplan
F(z) + G(x) = —1. Garantizar esto implicarfa resolver problemas SDP de ta-
mano infinito.

No obstante, si se tiene presente el problema real (4.6) para el que se estd
comprobando la consistencia del sistema, queda claro que un condicién sufi-
ciente para la inconsistencia puede bastar: el problema a resolver consiste en
comprobar si una curva cuadratica pasa por una region definida por desigual-
dades lineales. Si al resolver (2.49) se obtiene solucién, la curva cuadrética no
cruza la region, y por lo tanto no serd necesario dividir ésta, puesto que la
expresion afin del 6ptimo solucién del problema sera la misma para toda ella.
Por otro lado, si para el orden escogido para los polinomios no se encuentra
solucién a (2.49), se supondré que la curva pasa por la region lineal, por lo que
habra que dividir ésta en dos con la curva cuadratica. En el caso de que real-
mente existieran polinomios F(z) y G(x) que cumplan F(z)+ G(z) = —1, pero
sean de un orden superior al supuesto al resolver el SDP, se estara dividiendo
una region lineal sin necesidad de hacerlo, pero el 6ptimo que se obtendra en
la implementacién en linea del algoritmo sera el correcto (puesto que cualquier
x que se encuentre dentro de la regién lineal estara siempre al mismo lado de
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la curva cuadrética).

No obstante, aunque no exista garantia de ello, en la practica si (4.8) es
inconsistente se suelen encontrar polinomios de orden bajo que lo refutan, por
lo que la problematica anteriormente descrita es poco habitual.

Tras resolver el problema (2.49) es posible decidir qué regiones X, es ne-
cesario dividir porque tiene dos soluciones afines diferentes, y cuales no. Para
estas ultimas, todavia es necesario averiguar a qué lado de la curva cuadratica
se encuentran, y por tanto qué solucién afin les corresponde. Como se acaba de
comprobar que la regién no estd dividida por la curva (4.5) correspondiente,
basta con comprobar a qué lado se encuentra un unico punto factible de la
region. En particular, se puede utilizar el punto z¢ que se obtiene al resolver el
problema de programacién lineal cuando se estd comprobando la factibilidad
de la interseccion de regiones.

El algoritmo 4.3 resume el procedimiento para llevar a cabo las divisiones
de las regiones lineales mediante curvas cuadraticas.

Algoritmo 4.3 Divisién de regiones lineales

1. Para cada regién X, obtener mediante (3.12) o (4.5) los indices de coste
de las dos posibles soluciones afines y la curva cuadratica en la que se
igualan.

2. Calcular los maximos y minimos de los dos indices de coste en la region,
OPT : OPT
max (Vi ), min(V;Z™).

3. Si max (V,YFT) < min (Vj?\,PT), descartar la solucién j.

4. Si no, resolver el problema de programacién SOS (2.49) siendo la tinica
fi(x) la curva (3.12) y las g;(x) las desigualdades L,z < W,

a) Si el optimizador encuentra solucién a (2.49), (2.46) es incompatible
y por tanto la curva no pasa por la regién y no es necesario dividirla.
La solucién afin correspondiente a X, sera tinica:

Knr(x) = Gra + h, (4.9)

donde G, = G1; y hy = hy; si para un punto xy cualquiera de
la regién I?Mijacf + Njjzg +Ci5 <0y G = G y hy = hoy si
Z?Mijl'f + Nijlﬂf + Cij > 0.

b) Si no la encuentra, la regién X, se divide en dos regiones por la
curva (4.5), cada una de ellas con una solucién afin diferente:

G1ix + hy; si xTMt-jx + N,L-jx + Cij <0

Kr(z) = { Gojx + hoj si ICTMz'jl' + Niyjz+Ci; >0 (4.10)
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4.2.4. Minimizacién del nimero de regiones finales

Tras ejecutar el algoritmo anterior, se dispone de una particién del esta-
do en la que las regiones que la forman, X,, han sido obtenidas mediante
la interseccién de las regiones correspondientes a dos particiones diferentes:
X, = X1; N Xy;. Con el procedimiento seguido, se ha supuesto que cada una
de dichas regiones tiene una soluciéon afin diferente, e incluso dos soluciones
diferentes en una misma region, divididas por una curva cuadratica.

No obstante, es posible que a diferentes regiones asi formadas les corresponda
la misma solucién. Esto es asi debido a que, como se ha visto, la solucién de una
determinada region X; = Xy; N Xy;, en el caso en que no haya sido necesario
dividirla, es o bien la correspondiente a X; o la correspondiente a Xo;. Si se
toma otra region Xo = Xj; N Xk, en la que una de las regiones de las que
es interseccion sea la misma que para X7, resulta obvio que la solucién puede
ser la misma (si en ambos casos es la correspondiente a Xi;), por lo que en
principio dichas regiones podrian unirse.

Cabe destacar que es muy importante unir dichas regiones cuando sea posi-
ble, puesto que la reduccién de regiones de la particién final reduce el coste
computacional del algoritmo en linea.

Por tanto, dado un poliedro no convexo formado por un conjunto X, de
poliedros con la misma solucién afin, es conveniente sustituirlo por un nuevo
poliedro no convexo definido por la unién del minimo ntimero de poliedros X
posible.

Para ello, se aplicaran los algoritmos de minimizaciéon del nimero de ele-
mentos de un poliedro no convexo introducidos en la seccién 2.6.2.
Para la aplicacién de éstos, se vio que es necesario obtener, por un lado, la
disposicién de hiperplanos A = {H;}i=1,...» que definen todas las regiones X,
y por otro las marcas de los diferentes poliedros. Para ello, se definié el vector
de signos simplificado como:

— siaTz <, .
SVi(x):{ N sia?ngi parai={l...n}

A partir de dicha definicién, es posible expresar cualquier poliedro como una
celda de la disposicién de planos:

P, = {z € RYSV (z) = m}

donde el vector m es la marca del poliedro P, en la disposicién de hiperplanos
A.

La disposicion de hiperplanos A y las marcas m pueden obtenerse en un
caso general mediante algoritmos propuestos en [GTMO08], asi como mediante
otros procedimientos como la bisqueda inversa, descrita en [AF96] y [FFLO1].
No obstante, todas estas propuestas requieren la resolucién de un determinado
nimero de problemas LP.

A continuacion se describe un procedimiento que, a partir de la informacion dis-
ponible del problema obtenida en las secciones anteriores, calcula la disposicién
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de hiperplanos y las marcas de los poliedros sin necesidad de resolver ningun
nuevo problema de optimizacién. Para ello, se parte de la siguiente proposicién:

Proposicion 4.4. Dadas dos particiones del espacio de estado en las que las
soluciones afines correspondientes a cada una de las regiones X1; y Xo; sean
diferentes, las unicas regiones de la particion X,., obtenida como interseccion de
las dos anteriores, cuya solucion afin puede ser la misma son aquellas formadas
mediante la interseccion de una misma region de una de las particiones de
origen. O

Prueba. Como acabamos de ver en la seccion 4.2.3, la funcién afin a tramos
solucién de nuestro problema de optimizacién en cualquier regién de la particion
de interseccién (X, = X3; N Xo;) es o bien una de las soluciones afines de las
regiones cuya interseccién las forma (X1; o Xs;), o bien ambas, divididas por
una curva cuadratica. Dado que suponemos que las soluciones de las regiones
de las particiones de origen son diferentes, la inica manera de que dos regiones
X, tengan una misma solucién es que estén formadas como interseccién de una
misma regién, X1; o Xp;, con otra region diferente, y que la curva cuadratica
correspondiente no la divida. |

Para disenar el procedimiento para la uniéon de regiones, teniendo presente
la proposicién 4.4, se partird de una region de una de las particiones de origen,
X1, v se buscaran todas las regiones X,. formadas como interseccion de dicha
regién con alguna de las regiones de la otra particién {X,|X, = X1, N Xy, j =
1,...Npa}.

Evidentemente, algunas de las regiones tendrén la misma solucién afin (la co-
rrespondiente a X1;), pero otras no. Ademds, la unién de todas las regiones X,
seleccionadas de esta manera forman un poliedro convexo, la regién X;;. Por
tanto, es posible aplicar los algoritmos de unién de regiones descritos.

Para formar la disposicién de hiperplanos A, se enumeran todas las desigualda-
des que definen cada una de las regiones X, consideradas, y se eliminan todas
aquellas desigualdades cA;x < oa;, donde A;z < «a; es una desigualdad ya
considerada. De esta manera se eliminar por un lado las desigualdades dupli-
cadas (con o > 0) y por otro uno de los hiperplanos que delimitan dos regiones
adyacentes, una por cada una de sus caras (con o < 0).

A={H;: Aiz<a«a; ,i=1...n} (4.11)

En cuanto a la obtencién de las marcas de las regiones X, ésta es sencilla puesto
que tenemos un punto factible de cada una de dichas regiones, xs,, obtenido
tras resolver el problema de factibilidad. Dado que, por definicién, todos los
puntos de cada regién tienen la misma marca (puesto que si hubiera puntos
con distinta marca la regién estaria dividida por otro hiperplano), basta con
comprobar el signo que toman cada una de las desigualdades de la disposicién
de hiperplanos para el punto conocido de cada region:

my = SV (zs,) (4.12)
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Una vez obtenidas la disposicion de planos y las marcas de cada region, es
posible aplicar alguno de los algoritmos de [GTMO08] para realizar la unién de
regiones.

El algoritmo 4.4 describe el procedimiento que une todas las regiones posi-
bles, minimizando el niimero de regiones finales obtenidas.

Algoritmo 4.4 Minimizacién del nimero de regiones lineales

1. Para cada regién Xi; buscar las regiones {X,|X, = Xi; N Xg;,j =
1,...Npa}.

2. Comprobar la solucién afin de cada X,.

e Si todas tienen la misma solucién, quedarse tinicamente con Xjy;.
e Si ninguna tiene la misma solucion, pasar a la siguiente regién Xi;.

e Si sélo algunas tienen la misma solucién, continuar con el algoritmo.

3. Obtener la disposicién de planos A como (4.11), eliminando desigualdades
innecesarias.

4. Obtener marcas de todas las X, segun (4.12).
5. Aplicar algoritmo de unién de regiones:

e Sino se desea solapamiento, aplicar algoritmo de ramificacién y poda
de [GTMOS].

e Si se permite solapamiento, aplicar algoritmo de minimizacién de
légica booleana de [GTMOS].

6. Repetir procedimiento para cada regién Xo;.

Evidentemente, la metodologia descrita es sdlo valida si se cumple la pro-
posicion 4.4 y por tanto no incluye la posibilidad de unir regiones X, formadas
mediante la interseccién de regiones diferentes de ambas particiones del espacio
de estado, pero cuya solucion afin sea igual porque lo es para regiones diferen-
tes de las particiones de origen. Estos casos podran en general evitarse con una
adecuada selecciéon de las regiones convexas de partida y, en caso contrario,
puede generalizarse el algoritmo descrito de una manera relativamente sencilla.

Ejemplo 4.6. Se desea obtener un controlador explicito para el sistema de dos
entradas y una salida descrito por la siguiente matriz de transferencia:
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y sujeto a unas restricciones sobre las acciones de control U =U; U Uy donde:

0o -1 1
-1 0 1
Uy :={ ueR? u <
0 1 1
1 1 2
-1 -1 -2
— 0 -1
Uy :={ u € R? u <
1 3
1 0 3

El espacio de restricciones asi definido es claramente no convexo, como se
muestra en la figura 4.6.

U,

Figura 4.6: Ejemplo 4.6. Restricciones sobre las acciones de
control.

Se supone que el sistema estd muestreado a un periodo Ts = 1s, obteniéndose
la representacion en espacio de estados:

0,6065 0 10
A= B=
0 1 0 1

Los pardmetros de diseno del controlador se escogen de la siguiente manera:

10
0 1

C=1[0789 1]

M=1, N=10, Q=1, R=
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La matriz de ponderacion del estado final, P, se obtiene resolviendo la ecuacion
algebraica de Ricatti (2.42):

0,7127  0,9620
| 0,9620 1,486

Inicialmente, es necesario escribir el problema de optimizacion a resolver de
la forma (3.5). Para ello, en primer lugar se obtienen las matrices H y F
mediante las expresiones (2.5) y (2.6) respectivamente:

1,980 1,988 0,5942 1,988
I{ = 17 =
1,988 11,49 1,206 10,49

En cuanto a las regiones de restricciones T;, dado que el horizonte de control
elegido es M =1 y que sdlo existen restricciones sobre las acciones de control,
se tiene T; = U; (y, por tanto, v = 2).

De esta forma, se tienen dos subproblemas de optimizacion con restricciones
lineales, sobre los que es posible aplicar cualquiera de las técnicas de mpQP y
obtener la solucion explicita. Las figuras 4.7y 4.8 representan las particiones del
estado, cada una de ellas de 9 regiones, correspondientes a ambos controladores
explicitos.

20,

20

15

10

5

X0

-5 -5

-10 -10

15 -15|

_20 -20
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X, X
Figura 4.7: MPC explicito, u € Uy Figura 4.8: MPC explicito, u € Uy

Intersectando estas dos particiones mediante el procedimiento descrito en
el algoritmo 4.2, se obtiene una nueva particion de 22 regiones no vacias y sin
redundancias (de las 81 regiones posibles)(figura 4.9).

Como se ha visto, cada una de estas 22 regiones tiene dos posibles solucio-
nes afines diferentes, cada una de ellas vdlida a un lado de la curva cuadrdtica
definida por (4.5). En este punto, es necesario decidir cudles de estas regiones
es necesario dividir resolviendo, para cada una de ellas, el problema (4.6). No-
tese que, con objeto de obtener una visualizacion sencilla, el ejemplo propuesto
es muy simple y todos los problemas a resolver son casos particulares, puesto



94

4. Célculo de la solucién explicita

Figura 4.9: Intersecciéon de particiones.

-15

-10 -5

20

Figura 4.10: Curvas divisoras.

que las caras activas son siempre de dimension [1 x 2] o [2 x 2]. Si hubiera
sido necesario sequir el procedimiento general descrito en el algoritmo 4.3, se
habrian tenido que resolver 22 problemas de programacion SOS.

De los 22 problemas resueltos, solo dos de ellos son factibles, los correspon-
dientes a X3 N Xa3 y X6 N Xas y por tanto es necesario dividir cada una de
dichas intersecciones en dos subregiones. La figura 4.10 muestra estas curvas
divisoras.

Por altimo, a la vista de que 20 de las regiones lineales no se han dividido,
es de esperar que muchas de ellas puedan volver a unirse, por tener la misma
solucion afin. Si se aplica el algoritmo 4.4, se obtiene una particion final del
estado de 17 regiones en total: 15 regiones lineales, con dos de ellas subdividi-
das por sus respectivas curvas (figura 4.11). Las ecuaciones (4.13a) y (4.13b)
muestran la expresion explicita del controlador obtenido.
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(4.13a)
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4.3.

K(z)
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~1,0 0,0 20,0 (4.13¢)
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1
Figura 4.11: Solucién final.Particién del estado.

Metodologia de interseccion, division y union
para v > 2

Cuando se tienen mas de dos regiones convexas cuya unién define el espacio

de restricciones no convexo, son necesarias nuevas consideraciones respecto a la
metodologia propuesta puesto que a priori existen diferentes opciones, depen-
diendo de en qué orden se realicen los diferentes pasos del algoritmo. Es decir,
cuando se tienen mas de dos particiones del estado, aunque la solucién explicita
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final sea unica puede ser calculada de diferentes formas, siendo los algoritmos
4.5 y 4.6 las dos opciones principales.

Algoritmo 4.5 Obtencién de la solucion explicita v > 2. Algoritmo simultaneo

1. Obtener la solucién explicita de los v problemas de optimizaciéon con
restricciones convexas.

2. Intersectar todas las regiones de todas las particiones.

3. Para cada interseccién no vacia, obtener las curvas correspondientes que
dividen en varias subregiones.

4. Comprobar si en la regién lineal hay méas de una solucién éptima y por
tanto es necesario dividirlas.

5. Comprobar si es posible unir regiones no divididas (con una dnica solu-
cién).

En el algoritmo 4.5 la idea es obtener todas las regiones lineales factibles,
comprobando la interseccién de todas las combinaciones de regiones de las
particiones y, para cada una de ellas, obtener las curvas que indican cuando
cada solucién es mejor que las restantes. A priori, para cada una de las regiones
lineales hay ~ posibles soluciones, pero puede que alguna de ellas se pueda
descartar porque siempre sea mejor alguna de las otras soluciones.

En el algoritmo 4.6 por contra, se parte de dos particiones y se aplica el
algoritmo 4.1, valido para v = 2. Como resultado de éste se obtiene una nueva
particién lineal del estado (T2) para la que algunas regiones (pertenecientes a
T3) tienen una tnica solucién afin, mientras que para otras (las de T3) existen
dos posibles soluciones, dependiendo de a qué lado de la correspondiente curva
se encuentre el vector de estados z. Sobre esta particion Ts, se anade una nueva
particiéon lineal, intersectando sus regiones. En este caso se obtendrdn regiones
con 1, 2 o hasta 3 posibles soluciones divididas por las correspondientes curvas.
Anadiendo de manera sucesiva las v particiones, se llega a la solucién explicita
final.

Siguiendo esta nomenclatura, se definen los conjuntos T; como las particiones
resultantes tras intersectar las particiones de i subproblemas, y los subconjuntos
T como las regiones de T; que tienen j soluciones diferentes.

Entre los dos algoritmos propuestos podrian disenarse muchos mas con una
filosoffa intermedia basada en formar subgrupos de particiones, obtener la so-
lucién explicita para cada uno de ellos e intersectarlos posteriormente.

Si bien todos los métodos van a dar con la misma solucién explicita final,
puesto que ésta es Unica, utilizar uno u otro va a suponer un coste del algo-
ritmo fuera de linea que puede ser significativamente diferente, por lo que, a
continuacion, se analiza dicho coste para cada uno de los algoritmos propuestos.



98 4. Célculo de la solucién explicita

Algoritmo 4.6 Obtencién de la solucién explicita v > 2. Algoritmo progresivo

1. Obtener la solucién explicita de los v problemas de optimizacion.

2. Tomar la particién con menor niimero de regiones e inicializar:

° le']f%.
e | =2

3. Tomar la siguiente particién con menor nimero de regiones, X;.

4. Intersectar con las regiones de cada una de las particiones anteriores:
Wz = {Xjk N X,-l|Xjk € Tf,l,Xu € XL}

5. Para cada regién de W{ ,comprobar cuéles de las j + 1 posibles soluciones
son aplicables a la region.

6. Actualizar las listas de regiones, T en funcién del ntimero de soluciones
aplicables.

7. Si es posible, unir las regiones de T/ con el mismo conjunto de soluciones.
8. 1=1+1.

9. Si i <, volver a 3.

4.3.1. Anadlisis del coste de los algoritmos fuera de linea

Dado que los algoritmos descritos son bastante complejos, resulta compli-
cado analizar su coste en términos de operaciones aritméticas elementales. En
lugar de ello, una opcién es cuantificar el nimero de problemas de optimizacién
de diferentes tipos que es necesario resolver. Aunque el tiempo que se tarda en
resolver cada problema de un mismo tipo no es constante (puesto que depende
de muchos factores como el nimero de variables, niimero de restricciones, etc...)
si que se mantiene dentro de un mismo orden de magnitud, y por lo tanto puede
ser suficiente para comparar los diferentes algoritmos.

En el anexo A se realiza una comparacién en estos términos entre el algoritmo
simultaneo 4.5 y el progresivo 4.6.

En dicho anexo, se muestra como a priori ninguno de los dos algoritmos es
menos costoso para todos los casos posibles, sino que depende en gran medida
de cuantas de las regiones de interseccion tienen méas de una solucién factible,
es decir, de los poliedros de restricciones. No obstante, si puede observarse que,
para diferentes hipdtesis planteadas, si el valor de 7 no es muy elevado, usual-
mente el algoritmo menos costoso sera el progresivo. Ante la resolucién de un
problema real, no es realista plantear un niimero de conjuntos de restricciones
v muy alto, por lo que se aplicara el algoritmo progresivo si no se dispone de
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ninguna informacién adicional.

4.3.2. Descripcion del procedimiento

En el apartado anterior se ha mostrado como, en general, la forma mas
conveniente de obtener la solucién explicita del controlador es la mostrada en
el algoritmo 4.6. Esencialmente, dicho algoritmo obtiene las v particiones del
espacio de estados y las va intersectando una a una. Cada vez que se anade
una particion, por tanto, se realizan una serie de pasos que son muy similares
a los que se llevan a cabo en el algoritmo presentado para dos regiones no
convexas: intersectar las regiones de las dos particiones, dividirlas con curvas
cuadraticas si es necesario y unir, cuando sea posible, las regiones que tienen
una misma solucién. No obstante, algunos de estos pasos presentan algunas
particularidades que se describen a continuacién.

Obtencion de la solucién explicita de los subproblemas

Al igual que en el caso de v = 2, la solucién explicita a cada uno de los
subproblemas de control predictivo con restricciones lineales puede obtenerse
con cualquiera de los métodos expuestos en la seccién 2.3.

Interseccion de las particiones de estado

En cada paso del algoritmo tendremos dos particiones lineales del espacio

de estados: T;_1, cuyas regiones pueden estar divididas por curvas cuadraticas,
proveniente de pasos anteriores del algoritmo, y X;, obtenida como solucién a
un problema con restricciones lineales y anadida en el paso actual.
Aunque para el desarrollo del algoritmo 4.6 se haya dividido la particion T;_;
en diferentes subconjuntos formados por las regiones con diferente niimero de
posibles soluciones afines, a efectos practicos en este paso hay que intersectar
todas las regiones de dos particiones lineales del espacio de estados. Por tanto, la
factibilidad de estas intersecciones puede determinarse resolviendo un problema
LP, de igual forma que para el caso de v = 2:

min s

sujeto a: L T — W, <| s
’ Lx; Wx; | —

En cuanto a la eliminacién de redundancias en la definicién de las regiones,
las proposiciones 4.2 y 4.3, aplicables a regiones adyacentes y contiguas, son
igualmente vélidas. No obstante, el procedimiento en este caso si difiere en el
modo de obtener qué regiones son adyacentes y contiguas. Para la particion
X, sigue siendo posible aplicar el teorema 4.1 o el algoritmo 2.2, que permiten
respectivamente decidir cuando una regién tiene una tnica regién contigua a
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través de una de sus facetas o en caso de no ser asi, obtener las adyacentes.
Sin embargo, para la particiéon T,;_; esto no es posible, puesto que las regiones
ya no se corresponden con regiones criticas asociadas a diferentes conjuntos
de restricciones activas de un mismo problema. Por tanto, es necesario disenar
otro método para detectar qué regiones son adyacentes y contiguas. Para ello,
se formulan las siguientes proposiciones.

Proposicion 4.5. Dadas dos regiones diferentes de una misma particion lineal
Xi; Xq = {I S Rn|L1$ < Wl} Y Xy = {$ (S Rn|L2I < WQ}
e dim(X1NXy)=n—1si Xy y X2 son adyacentes.

o dim(X1NXs) <n-—1siX; y Xy no son adyacentes.

O

Prueba. Al pertenecer ambas regiones a una misma particién, como se vio en
(2.28) int(X;)Nint(X,;) = 0 y por tanto dim(X; N X2) < n. Teniendo en cuenta
que, por definicién, dos regiones son adyacentes si dim(X; N Xs) = n —1, el
lema queda demostrado. |

Proposiciéon 4.6. Dos regiones de una particion T; = T;_1 N X;:
Ti=T/"'nX,
Ty =Ty 'NXo
serdn adyacentes si y solo si se cumple una de estas tres condiciones:
° Tf_l = Tgi_1 y X1 es adyacente a Xo con una interseccion S1 = X1 N Xo
que cumple dim(S; NT} ') =n—1.

e X1 =Xpy Tffl es adyacente a TQF1 con una interseccion So = Tf*l N
Ti™' que cumple dim(So N X)) =n — 1.

° Tf_l es adyacente a TQ"_1 a través de un hiperplano h, X es adyacente
a Xo por el mismo hiperplano y dim(S1 N S2) =n — 1.
O

Prueba. Si T} y T4 son adyacentes, por definicién su interseccién tiene dimen-
sién n — 1. Podemos reescribir dicha interseccién como:

TiNnTi= (T ' NnX)N (Tt nXy)=(X1NXo)N (T nTi )y =518,

Demostraremos en primer lugar la necesidad de las condiciones expuestas. Para
que TY NT5 sea de dimension n — 1, S; y Se tienen que ser, como minimo, de
dimension n — 1. Se pueden distinguir tres casos diferentes:

e dim(S;) = n — 1y dim(Ss) = n. Por la proposicién 4.5, T}~ ' y T ~*
tienen que ser la misma regién y X; y Xo adyacentes. Para que 77 N'T5
no esté vacia, se debe cumplir también S N Xy # 0.
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e dim(S;) = n y dim(Sy) = n — 1. Por la proposicién 4.5, T{ ' y To~*
tienen que ser adyacentes y X; = X = 57 la misma regién. En este caso,
para que T} N T4 no esté vacfa, se debe cumplir Sy N X7 # 0.

e dim(S;) = dim(S2) = n — 1. Como se ha visto en la proposicién 4.5,

esto implica que Tf_l y Tf_l son adyacentes y que X7 y Xo también lo
son. Ademas, la interseccion de las dos intersecciones S7 N Ss sélo serd de
dimension n — 1 si corresponde al mismo hiperplano.

e dim(S;) =n y dim(S2) = n. En este caso, por la proposicién 4.5 Tt =

Ti 'y X1 = Xo, por lo que T{ = T3 y se trata de un caso trivial.

En cuanto a la suficiencia, hay que probar que si se cumplen las condiciones de
cada uno de_ los tres supuestos, T} y 15 seran adyacentes, o lo que es lo mismo
que dim (T7 NT5) =n — 1.
e SiTi ' =Ty X; y X, son adyacentes y dim(S; N7}~ ') =n — 1:
TiNTi=8 NS =8NT "
Por tanto, dim(T{ NT4) =n — 1
e Si X; = Xo, /7! y Ti™! son adyacentes y dim(Se N X;) =n — 1:
TiNTy =5 N8 =8nNX,
Por tanto, dim(Tf NTE) =n —1

e Si dim(S1 N S2) =n—1, es trivial que las regiones son adyacentes.

Ejemplo 4.7. Las figuras 4.12 y 4.13 muestran respectivamente las regiones de
dos particiones lineales, X y T. Si se intersectan ambas particiones, se obtiene
la particion T? (figura 4.14). En ésta se pueden observar regiones adyacentes
de los tres tipos diferentes contemplados en la proposicion 4.6:

o T2 =X, NT} es adyacente a Tg = X1 NTy.
o T? es adyacente a T? = Xo NTY.

o T3 es adyacente a T? = X3 N T4 puesto que X1 es adyacente a X3 a
través del mismo hiperplano que Ty es adyacente a T3 .

Es importante notar que, para los dos primeros supuestos de la proposi-
cién 4.6, la comprobacién de si dos regiones T¢ y T4 son adyacentes se puede
realizar de manera sencilla en la iteracién anterior, cuando se han eliminado
las redundancias de dichas regiones. Supongamos que se tienen dos particiones,
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o o5 1 15 2 25 3 35 4
Figura 4.14: Regiones de la particién T2 = X N T!.

X1 y X5 y que se parte de las regiones X171 y X12 que son adyacentes, y de
una regién Xs1 que, tras resolver el problema de factibilidad, se comprueba
que tiene interseccién no nula con las anteriores. Si se sigue el procedimiento
que se ha descrito en el algoritmo 4.2, para eliminar las posibles redundancias
de X711 N X91 v de X125 N X5 es necesario comprobar el hiperplano h corres-
pondiente a la faceta comiin a ambas regiones. Es evidente que el supuesto de
la proposicién, dim(Xq1 N X712 N Xo21) = n — 1 es cierto si y sélo si h no es
redundante en las dos regiones.

Por tanto, cuando se comprueba la redundancia de un hiperplano en dos
regiones (X1 NT; 1) v (X2NT{™1), o bien se elimina de al menos una de ellas
(en cuyo caso no es posible que sean adyacentes a través del hiperplano en
cuestion), o bien las dos regiones son adyacentes.

En cuanto al tercer supuesto de la proposicion, representa un tipo de regio-



4.3. Metodologia de interseccién, divisién y unién para v > 2 103

nes adyacentes que solo se producird en casos muy particulares, cuando haya
hiperplanos coincidentes en la descripcion de las diferentes zonas de restriccio-
nes. Si esto se detecta, puede formularse un LP con las desigualdades de todas
las regiones que intervienen para obtener S; NSy y comprobar su dimension.

Proposicion 4.7. Dos regiones de una particion T; = T;—1 N X;:

L= T;fl N X,
Ty =Ty ' N X

seran contiguas si se cumple una de estas tres condiciones:

° Tf’l = TQF} y X1 es contigua a Xo con una faceta comun Fi que cumple
dim(FyNTI Y =n — 1.

e X1 =Xoy Tfl es contigua a TQF1 con una faceta comin Fo que cumple
dzm(]:g n Xl) =n-—1.

e X, es contigua a Xo con una faceta comun Fi, Tf_l es contigua a TQ’_1
con una faceta comin Fa y dim(F1 N Fa) =n — 1.

O

Prueba. Resulta trivial a partir de la demostracién de 4.6 y la definicion de
regién contigua. |

Notese que, a diferencia de la proposicién 4.6, la 4.7 introduce sélo una
condicion suficiente, pero no necesaria. Por tanto, puede haber mas regiones
contiguas de las que se encontraran con la proposiciéon. No obstante, esto no
es un problema demasiado grave puesto que, dado que regiones contiguas son
también adyacentes, estas regiones contiguas seran identificadas y tratadas co-
mo tal, y también serdn eliminadas sus redundancias (aunque puede que a un
coste un poco superior que si se supiera que son contiguas).

Una vez obtenidas que regiones son adyacentes y contiguas, es posible apli-
car el algoritmo 4.2 a partir del paso 3, lo que permite obtener todas las regiones
lineales sin redundancias.

Por ultimo, una vez se ha realizado la interseccion de regiones, es conveniente
aplicar de nuevo el algoritmo de unién 4.4 para las regiones con la misma
solucion, ya que si alguna se puede unir se reduce el niimero de problemas de
suma de cuadrados a realizar.

Eliminacién de las soluciones no éptimas

Tras obtener la interseccién de las regiones lineales y eliminar sus redun-
dancias, nos encontramos en el punto 5 del algoritmo 4.6, con una serie de
conjuntos de regiones W! = {X;, N X;;|X;, € T/, Xy € X;}. Las regiones
Xk, son aquellas que en la particién anterior tenfan j posibles soluciones por lo
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que, al intersectarlas con una regién de la nueva particién, X;;, a priori tienen
j + 1 posibles soluciones.

Al igual que se vio en la seccién 4.2.3, es importante, desde el punto de
vista del coste computacional del algoritmo en linea, decidir cuando la regién
de interseccion tiene efectivamente j+1 posibles soluciones o cuando son menos,
porque algunas de ellas quedan descartadas al ser peor que las deméds para todos
los puntos de la regién lineal.

Al igual que cuando se tienen Unicamente dos soluciones, la opcién mas
sencilla es obtener los minimos y maximos de cada uno de los indices de coste,
resolviendo un @ P para los primeros y evaluando la funcién en los vértices para
los segundos.

Dada una determinada regién lineal de W{ :
X, ={z eR"L,x <W,}
Se puede eliminar una de las soluciones afines k, si se cumple:
{k[Fe {1...(G + DI\{k} : min(V;OPT) > max(V;°FT)} (4.14)

puesto que al menos la solucion [ va a proporcionar un coste menor que la k.
Por tanto, la solucién k pasara a formar parte del conjunto de soluciones no
6ptimas, NO(X,) = NO(X,) Uk.

Una vez eliminadas de esta manera todas las soluciones posibles, para de-
cidir cuando una de las soluciones afines posibles, k, es una de las factibles en
X, es necesario comprobar si, en algin subconjunto de dicha region, el indice
de coste asociado a la solucién afin, VkOP T es menor que todos los indices de
coste asociados al resto de soluciones. Para ello, se ha de resolver un problema
de consistencia de la siguiente forma:

{ L.x < W,

VOFT S VOPT | = {1...(j + DINO(X,) Uk} (4.15)

Si el problema anterior es consistente, existe algin subconjunto de X, en los
que el menor indice de coste es el asociado a la solucién k, y por tanto dicha
solucion es una de las posibles.

El problema (4.15) es conceptualmente igual a (2.49), planteado para el caso
de v = 2, y por tanto puede resolverse como un problema de suma de cuadrados.
En este caso no existen restricciones de igualdad (f;(x)) las restricciones de
desigualdad g;(x) son de dos tipos:

e Desigualdades lineales que definen X, (tantas como filas tienen las ma-
trices L, y W,.).

e j curvas cuadrdticas de la forma V9T (z) — VOPT (z) > 0.
Una vez resuelto un problema SOS de la forma (4.15), se sabe si una deter-

minada solucion afin, k, es una de las factibles en la regién. Para comprobar
todas las soluciones sera por tanto necesario resolver j + 1 problemas.
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Es interesante tener en cuenta el caso particular de 7 = 1, puesto que
las regiones de W} se forman intersectando las regiones pertenecientes a T;}_;
con las pertenecientes a X;. Por definicién, las regiones pertenecientes a dichas
particiones tienen una unica solucién afin en cada una de ellas. Si se plantea el
problema de forma general, serd necesario resolver dos problemas SOS:

L.x <W, Ly.x < W,
VlOPT < V‘QOPT V*lOPT > V‘QOPT

No obstante, como ya se vio en la seccion 4.2.3, es menos costoso computacio-
nalmente resolver un dnico SOS con restriccién de igualdad (4.16) y, en el
caso de que el problema no sea consistente, comprobar después cual de las dos
soluciones es la éptima en la regién.

L.x <W,
{ VlOPT _ ‘/'20PT (416)

Otra consideracién a tener en cuenta que, si bien no reduce el nimero de
SOS a resolver, si hace que algunos de estos puedan ser mas sencillos, es ir
progresivamente eliminando de las comprobaciones aquellas soluciones que no
son factibles. Es decir, si se resuelve un primer problema (4.17) y se obtiene que
el problema no es factible, se tiene la certeza de que la primera solucién nunca
va a ser la mejor en la regiéon X,.. Por tanto, en el siguiente SOS a resolver
puede eliminarse una de las restricciones cuadréticas (4.18).

Ly.x <W,

{ V*lOPT § WOPT l:{2(j+1)} (417)
Ly.x < W,

{ V’QOPT § V}OPT l:{3(j+].)} (418)

En el problema (4.18) se ha eliminado la restriccion V2T < VOPT 1o que en
general hard que sea menos costoso, puesto que habra que definir un polinomio
SOS menos y por tanto el problema SDP a resolver tendra menos variables.

El algoritmo 4.7 resume el procedimiento para obtener qué soluciones son
factibles para j < 1 (para j = 1, como se ha visto, es aplicable el algoritmo
4.3).

Con este procedimiento se ha resuelto el punto 5 del algoritmo 4.6. El punto
6 es directo, puesto que consiste simplemente en reasignar las regiones en Wf

en los diferentes Tg en funcién de cuantas de las soluciones han resultado ser
factibles.

Minimizacién del nimero de regiones

Por tdltimo, el paso 7 del algoritmo 4.6 consiste en unir aquellas regiones
contiguas con una misma solucién afin (que por tanto debe ser tinica en cada
una de ellas). Para ello, se aplica el algoritmo 4.8 que es directamente analogo
al 4.4 descrito en la seccién 4.2.4.
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Algoritmo 4.7 Eliminacion de las soluciones no éptimas.

1. Para cada regién X, = T;_1 N X; obtener el conjunto de j + 1 soluciones
posibles como la unién de las soluciones factibles en T;_1 y Xj;.

2. Inicializar el conjunto de soluciones no ptimas: NO(X,.) = 0.

3. Obtener los méximos y minimos de cada fndice de coste, max(V,QF7),
min(VGFT).

4. Para k =1 hasta j + 1:

a) Si 3l € {1...(5 + D}I\{k} : min(V;OPT) > max(V,9FT), entonces
NO(X,) =NO(X,)UE.

5. Obtener el conjunto de soluciones éptimas:

O(X,) = {1...(j + DANO(X,)
6. Para k € O(X,):

a) Resolver el problema SOS:

LTCC § Wr
{ VOPT < VOPT | ={1...(j+1)N{NO(X,) Uk}

b) Si el problema no es factible, NO(X,) = NO(X,) Uk.

7. Actualizar el conjunto de soluciones 6ptimas:

O(X7) = O(X7)\NO(X7)

Algoritmo 4.8 Minimizacién del nimero de regiones lineales para y > 2

1. Agrupar las regiones de T} segin su solucién afin correspondiente.
2. Para cada grupo de regiones:
e Obtener la disposicién de planos A como (4.11), eliminando desigual-
dades innecesarias.
e Obtener marcas de todas las regiones segun (4.12).
e Aplicar algoritmo de unién de regiones:

o Si no se desea solapamiento, aplicar algoritmo de ramificacion y
poda de [GTMOS].

o Si se permite solapamiento, aplicar algoritmo de minimizacién
de légica booleana de [GTMOS].
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Ejemplo 4.8. Se desea obtener un controlador explicito para el sistema de
dos entradas y una salida del ejemplo 4.6 muestreado con un periodo Ts = 1s.
Dicho sistema puede ser descrito por su representacion en espacio de estados:

Tht1 = Az, + Buy,
yr = Cg,

0,6065 0 1 0
A= B =
0 1 0 1

El sistema ademds estd sujeto a unas restricciones sobre los estados {-15 <
x1 < 15;—10 < x5 < 10} y sobre las acciones de control U = Uy UUsy donde:

—1<u <3 L 2
1<u <1 } Uz.—{uGR

C=1[0789 1]

1§u1§3
1SUQ§3

U, = {u € R?

El espacio de restricciones asi definido es claramente no convexo, como se
muestra en la figura 4.15.

4 10
8
3
6
. ~ U, ‘
2
&1 S0 Xy
-2
0 Ul -4
-6
-1
-8
B -1 [} 1 2 3 4 = CR=T) 5 ) 5 10 15
X, X
Figura 4.15: Restricciones Figura 4.16: Espacio de restricciones
sobre acciones de control. terminal del estado.

Ademds, con objeto de garantizar la estabilidad del sistema en bucle cerrado,
se anade una restriccion terminal sobre el estado xn € Xy calculada siguiendo
el procedimiento descrito en el capitulo 6 (figura 4.16).

Los parametros de diseno del controlador se escogen de la siguiente manera:
M=N=5 @=01, R=1

La matriz de ponderacion del estado final, P, se obtiene resolviendo la corres-
pondiente ecuacion algebraica de Ricatti.

Inicialmente, es necesario escribir el problema de optimizacion a resolver de
la forma (3.5). Para ello, se forman las regiones de restricciones T;. Dado que
el horizonte elegido es M = N =5 y que sdlo existen restricciones no convexras
sobre las acciones de control, se tiene v = 25 = 32).

De esta forma, se tienen 32 subproblemas de optimizacion con restricciones
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lineales, sobre los que se resuelven los respectivos problemas mpQP obteniendo
particiones del espacio de estados definidas con un numero variable de regiones
entre 13 y 42.

Aplicando el algoritmo 4.6, se obtiene la particion que se muestra en la
figura 4.17. Dicha particion estd formada por 210 regiones, 128 de ellas con
una unica solucion, 70 con dos soluciones y 12 con tres.

Figura 4.17: Solucién final N = 5. Particién del estado.

Para la obtencion de esta solucion, ha sido necesaria la resolucion de 6668
problemas de suma de cuadrados, y el procedimiento en su totalidad ha empleado
1686 segundos en un Intel core i5 750 a 2.66 GHz. |

4.4. Metodologia de la envolvente convexa
En las secciones 4.2 y 4.3 se ha propuesto una metodologia para la obtencién
de la solucién explicita del problema de optimizacién (3.3):

Pno(z) VJQIX/IT(:E) :=min ju” Hu+u”Fuz,

sujeto a:
(u,z) €T

donde:
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Para ello, se intersectan, dividen y unen las soluciones de los diferentes subpro-
blemas (3.5):

Pya(x) : VT (2) == min {V,FT(x)}

donde:
VRFT (x) := min fu” Hu+ u’ Fz,
sujeto a:
(ua Z) € Ti

En la presente seccién, se va a proponer un enfoque diferente para la obten-
cion de la solucion explicita, basado en el concepto de la envolvente convexa
(definicién 2.11).

Dados los 7 conjuntos de restricciones de nuestro problema (3.3), como en
general éstas dependen del vector del espacio de estados, para poder calcular
su envolvente convexa serd necesario trabajar en el espacio de (u,z):

T, = {(u, x) € RMm+n

[@; A m <A } (4.19)

Definimos la envolvente convexa de la unién de todos los conjuntos T3, T, como:
u

[®c Ac] [x] < AC}

Imponiendo estas nuevas restricciones convexas, puede definirse un nuevo pro-
blema de optimizacion:

conv(T) = {(u7 r) € RMmtn

Prnoa(z) : VJQIJQT(:E) :=min su”Hu+ u”Fz,
sujeto a: (4.20)
(u,z) € conv(T)

En adelante, por comodidad en la notacién se nombran los problemas (3.3),
(3.5) y (4.20) como Pr,Pr, ¥ Peonv(t) respectivamente. Notese que los tres
problemas tienen el mismo indice de coste V, difiriendo tinicamente en el con-
junto de restricciones.

El problema Peony (T €s el correspondiente a un sistema lineal con restric-
ciones convexas y, como se vio en el capitulo 2, tiene una solucién explicita de
la forma:

u?! () = u(z) = GSz + 1§, paraz € XC (4.21)
donde X¢ = {z e R"|LYx < WF} (4.22)
En esta seccion, se detalla cémo puede utilizarse esta solucién para obtener

la solucién al problema Pr. Para ello, en primer lugar se formula la siguiente
proposicién:
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Proposicién 4.8. Sea XZ-C una region de la solucién explicita de Peonv(T) para
la que la expresion del optimo es uocﬁt(z). Este optimo es factible en T para todo
z € XE siy solo si

XZ-CCXJ‘

donde X; es una region de la solucion explicita de Pr con la misma expresion
L ¢ ¢
del dptimo, ui*" (z) = ug; (z). O
Prueba. En primer lugar, si Xic C Xj,z € Xic = x € X; y por tanto el
éptimo es también factible en T. Por otro lado, como T C conv(T), cualquier
solucién factible en Pr lo es también en Peony(t). Por tanto, si para un deter-
minado x € XZ-C el 6ptimo en Peonv(m) s factible en Pr, también debe ser el
6ptimo en Pr, x € X;. Por tanto, Xt c X;. |

A la vista del resultado anterior, se pueden clasificar las regiones de la
solucién explicita de Peonv () Xic , en tres grupos dependiendo de su relacién
con las regiones de la solucién explicita a Pr, X:

Regiones coincidentes: Regiones cuya expresion afin del éptimo es factible
en T para cualquier z € XZ-C y coinciden exactamente con alguna de las
regiones solucién de Pr, X;:

X =X;
Regiones subconjunto: Regiones cuya expresion afin del éptimo es factible

en T para cualquier x € X F pero no coinciden exactamente con ninguna
de las regiones X, sino que son un subconjunto estricto:

Xf c X,

Regiones no factibles: Regiones cuya expresion afin del 6ptimo no es facti-
ble en T para algunos x € X . Por aplicacién de la proposicién 4.8, estas
regiones cumplen:

3X;|1X7 C X;

Observacion 4.3. Por definicién, dado que T es un poliedro no convexo, exis-
ten algunos valores de (u,z) que estédn en el interior de conv(T) pero no de
T, y por tanto la regiéon correspondiente a un 6ptimo sin ninguna restriccién
activa (X§') es una regién no factible. O

A partir de la clasificacién anterior, se propone la metodologia alternativa para
la resolucién del problema Pr. La idea es obtener la envolvente convexa de la
unién de los diferentes conjuntos de restricciones T; (conv(T)) y obtener la
solucién explicita de Peonv(T)- A continuacion, se clasifican todas las regiones
de dicha solucién explicita en los tres grupos descritos anteriormente. Poste-
riormente, unicamente es necesario analizar en detalle las regiones no factibles,
cuya solucién no satisface ninguno de los 7;. El algoritmo 4.9 resume esta me-
todologia.
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Algoritmo 4.9 Metodologia de la envolvente convexa

1. Célculo de la envolvente convexa de todos los subconjuntos 7T;.
2. Obtencién de la solucién explicita del problema Peony(T)-
3. Clasificacién de las regiones de dicha solucion:

Regiones coincidentes: Regiones coincidentes con alguna regién de la
solucién explicita de Pr.

Regiones subconjunto: Regiones con solucién factible que son subcon-
junto de alguna region de la solucién de Pr.

Regiones no factibles: Regiones que contienen algunos x para los que
la solucién explicita no es factible en T.

4. Division de las regiones no incluidas.
5. Eliminacién de soluciones no 6ptimas en las regiones divididas.

6. Union de regiones no incluidas que no se han dividido y regiones subcon-
junto.

4.4.1. Calculo de la envolvente convexa

En primer lugar, es necesario el cdlculo de la envolvente convexa del poliedro
no convexo que define las restricciones del nuevo problema de optimizacién, T,
mediante alguno de los métodos enumerados en la seccién 2.6.1.

En este punto es interesante comentar que, aunque se ha formulado para la
envolvente convexa, la proposicién 4.8 es de aplicacién para cualquier conjunto
convexo que contenga a todos los conjuntos T;. Por tanto, en aquellos casos en
los que el calculo de la envolvente sea demasiado costoso, puede substituirse
por otro poliedro convexo.

Una primera opcién es utilizar la envoltura de los poliedros, env(T;) (defi-
nicién 2.12).

Otra posibilidad es definir el problema convezo, consistente en substituir los
poliedros no convexos en el problema de optimizacién (3.2) por sus envolventes
convexas, antes de formar los conjuntos T; definidos en (u, z):

P oa(z) : Vﬁff(:c) := min %uTHqu u’ Fuz,

sujeto a:

uy, € conv(U) parak =0,...,M — 1,

up =0parak=M,...,N —1,

(Qx 4+ Tpu) € conv(X) para k =0,..., N,

(Qnz +I'nu) € conv(Xy)
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Al ser todos los conjuntos de restricciones convexos, se tiene un tinico conjunto
de restricciones que también contendrd a todos los T;.

La ventaja de utilizar cualquiera de estas dos alternativas es que su céalculo
es considerablemente mas sencillo. En el caso de la envoltura porque, como
se vio en la seccion 2.6.2, su construccién consiste simplemente en eliminar
algunas de las restricciones que forman las regiones T; originales. En el caso
del problema convexo, porque las envolventes que es necesario calcular estan
definidas en una dimensién mucho menor (m y n en lugar de m - M +n - N).

No obstante, ambas alternativas presentan una desventaja: conv(T) es, por
definicién, el minimo poliedro convexo que contiene a todos los conjuntos 7;. Por
tanto, cuando las restricciones son definidas mediante cualquiera de las otras
dos alternativas, es probable que aparezcan en la solucion explicita un mayor
numero de regiones no factibles, aumentando el coste de las fases posteriores
del algoritmo.

4.4.2. Clasificacion de las regiones de la solucién explicita

El primer paso para la clasificacién de las regiones de la solucién de Peonv ()
serd comprobar cudles de ellas tienen una solucion factible en T, diferenciando
de esta forma las regiones no factibles de las coincidentes y subconjunto. Cémo
se ha visto anteriormente, la regién sin ninguna restriccién activa, XOC , es por
definicién no factible, por lo que sélo sera necesario comprobar el resto de
regiones.

Para ello, en el caso general, en primer lugar se obtiene el complemento de
T, es decir, las regiones cuya unién determina la diferencia entre T y conv(T):

T* = conv(T)\T = | T

. ., .z s . t .2 ’
A continuacién, se toma la solucién explicita ult; (z) para la regién que se estd
analizando y uno de los conjuntos de restricciones del complemento, T

ugh (z) = G{w + h
T = {(u,z) |<I>;7u +Ajx < A;‘}

Se puede realizar la comprobaciéon de para qué subconjunto del espacio de
estados la accién de control calculada satisface dichas restricciones:

* t * *
CIDjuocpi <A - Az
5 (GSw+h{) <A} — N
(21GY + A}) x < A — B3R (4.23)

Siempre que exista algin z € XZ-C , regién para la que es valida la expresién

de u(z), para el que el éptimo u@/(z) cumpla (4.23), éste no serd factible
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para las restricciones T, y por tanto la region Xf serd de tipo no factible. Esto
puede determinarse comprobando la factibilidad del siguiente sistema:

{ ( Loz < W (4.24)

% ~C' * * * 1 C
oMen +Aj):c§Aj—<I>jhi

Si el problema resulta ser consistente, la regién X IC sera no factible.

En caso de que el sistema no sea consistente, serd necesario resolver el mismo
problema para un nuevo conjunto 77 Si para ninguno de los conjuntos T]f" el
problema de factibilidad es consistente, y teniendo en cuenta que por definicion
el 6ptimo para la region es factible en conv(T), puede afirmarse que también
es factible en T, y por lo tanto la region es coincidente o subconjunto.

Una vez se han identificado las regiones no factibles, para completar la
clasificacién de regiones es necesario diferenciar entre las coincidentes y sub-
conjunto, averiguando cudles de ellas coinciden exactamente con alguna de las
regiones de la solucién a Pr. Para ello, se formula la siguiente proposicién:

Proposiciéon 4.9. Sea XiC una region de la solucion explicita de Peonv(t) cON
un optimo ugpit(ac) Y Xg sus regiones adyacentes excepto XOC. Si ninguna de
ellas es una region no factible, entonces
c
X, =X
donde X; es la region de la solucion explicita de Pr con la misma expresion
del dptimo, u?pt(ac) =ul(z). O

Prueba. De la proposicion 4.8 y la factibilidad en T del 6ptimo, se tiene
X C X;, por lo que sdlo es necesario probar X; C X

Para ello, considérese que la region X f esta delimitada por las facetas com-
partidas con sus regiones adyacentes, que son o bien coincidentes o subconjunto,
o la regién X§'. Por definicién, las regiones coincidentes y subconjunto tienen
un éptimo factible en T y por tanto X; no puede llegar mas alld que estas
facetas compartidas (el éptimo cambiarfa al valido en X&).

Por 1ltimo, si X es adyacente a X§', el argumento anterior no es valido,
puesto que es una region no factible. Sin embargo, el 6ptimo en esta region
es el mismo que para el problema sin restricciones u°?!(r) = —H 1 Fx. Este
6ptimo es valido para cualquier z € X§' vy, en particular, en la faceta f que
la regién comparte con X. Como ésta es una regién coincidente o subcon-
junto, u°?*(z) € T, es decir, existe algin T} para el que el éptimo es factible,
satisfaciendo

que es una de las regiones solucion a Pr,. De esta forma, se puede aplicar el
mismo argumento utilizado para las regiones coincidentes y subconjunto, y X
no puede pasar de f.

Como X estd delimitada por las facetas de X, se deduce X; C Xic. |

3
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La proposiciéon anterior puede utilizarse para elaborar un procedimiento
para distinguir las regiones XZ-C coincidentes y subconjunto. Para ello, basta
con identificar todas las regiones adyacentes y comprobar si alguna de ellas,
aparte de la region X§', es no factible. En caso afirmativo, la regién en cuestién
es subconjunto, X,L-C C Xj. Si no, es coincidente XiC = Xj.

El algoritmo 4.10 resume el procedimiento para la clasificaciéon de regiones.

Algoritmo 4.10 Clasificacién de regiones de la solucién explicita de Peonv(T)-

1. Obtener el complemento del conjunto de restricciones T en conv(T):
T* = conv(T)\T = LJT;F

2. Para cada region X,L-C , comprobar la factibilidad en T* de la solucién uOC’;t.

e Para cada conjunto 77

a) Comprobar factibilidad de (4.23).

b) Si el sistema es factible para algin T7, XE es una regién no
factible.

e Si ﬂTj* para el que (4.23) sea factible, X,L-C es coincidente o subcon-
junto.

3. Para cada X,L-C que no sea no factible:

e Identificar sus regiones adyacentes XS .
e Comprobar si las X¢ # X§ son no factibles:

a) Si alguna de ellas es no factible, X es una regién subconjunto
(X7 € X;).

b) En caso contrario, X es una regién coincidente (X = X

i j)-

4.4.3. Division de las regiones no factibles

Tras la clasificacion de regiones realizada se tiene que, para las regiones coin-
cidentes y subconjunto, se conoce la expresién del 6ptimo solucién al problema
Pr (porque es la misma que para el problema Pgony(t)), mientras que para
las no factibles es desconocido. En esta seccién, se introduce un procedimiento
para calcular este éptimo.

Para ello, la idea es seguir un razonamiento similar al llevado a cabo me-
diante el algoritmo de interseccion, divisién y unién, si bien en este caso sélo
sera necesario aplicarlo en el interior de las regiones no factibles, en lugar de
en todo el espacio de estados.
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Dada una regién X, el procedimiento se inicia tomando uno de los con-

juntos de restricciones T; y dividiendo X; en subregiones Xj;, en funcién de
la solucién al problema Pr,. De esta forma, se obtendran regiones con diferen-
te expresion explicita de dicha solucion, caracterizada por conjuntos diferentes
de restricciones activas'. Si esto se hace para todas las regiones no factibles,
puede ocurrir que para diferentes Xj;, se tenga una misma expresién afin de la
solucién explicita. Por tanto, puede comprobarse, mediante los procedimientos
introducidos en la seccién 2.6.2, si es posible sustituirlas por un ntimero menor
de regiones convexas.
Una vez se completa este primer paso, todas las regiones no factibles estan
divididas en subregiones con diferentes éptimos solucién del problema P, (o,
en su caso, sin ningn 6ptimo). En este punto, puede considerarse un nuevo
conjunto de restricciones, T;4 ;. Siguiendo la misma filosofia, las regiones X;,
se pueden dividir en subregiones dependiendo de la solucién éptima a Pr,,,
que presentan. De esta forma, se obtiene un nuevo conjunto de regiones, Xj;,4,,
para las que las soluciones a los problemas Pr, y Pr,_, tienen diferentes expre-
sién explicita. De nuevo, subregiones que vienen de dividir regiones Xj;, con la
misma solucién pero unién no convexa, pueden tener la misma pareja de solu-
ciones explicitas de los dos problemas. Si estas regiones tienen unién convexa,
pueden reemplazarse por un tnico poliedro.

Siguiendo este enfoque para los 7 conjuntos 7; diferentes, finalmente se
tendra todo espacio cubierto por las regiones no factibles dividido en un cierto
nimero de regiones Xj;, 4, i, cada una de ellas con v soluciones explicitas
posibles, una para cada conjunto de restricciones diferente.

Si se analiza la metodologia descrita, ésta se basa fundamentalmente en
resolver repetidas veces un mismo problema: dada una determinada regién,
obtener todas las regiones activas posibles en su interior para un determinado
conjunto de restricciones. La solucién a este problema, que también aparece
al plantear el control predictivo explicito de sistemas con restricciones lineales
y convexas, ya ha sido descrita en el capitulo 2, donde se vio la existencia de
diferentes algoritmos con una estructura comun (algoritmo 2.1). El algoritmo
4.11 se basa en dicha estructura para la obtencién de todas las divisiones en
regiones lineales necesarias.

Las tnicas operaciones del algoritmo 4.11 que conllevan cierta complejidad
son la busqueda de un punto factible y caracterizacién de la regién critica a
la que pertenece, la buisqueda de todas las regiones adyacentes a una dada a
través de una determinada faceta y la minimizacién del niimero de elementos
que definen un poliedro no convexo. El primer problema aparece igualmente
en la caracterizacién de la solucién explicita para sistemas con restricciones
convexas, y se resuelve mediante un LP (que busca el punto factible) y un
QP (que indica qué restricciones se encuentran activas para dicho punto). En
cuanto al segundo problema, se traté también en el capitulo 2 (algoritmo 2.2).
Por 1ltimo, la minimizacién del nimero de elementos de un poliedro no convexo

1Puede ocurrir que para algunos puntos de la regién X ; no exista solucién al problema
Pr;. Estos puntos también formaran regiones Xj;, , aunque sin ninguna solucién asociada.
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Algoritmo 4.11 Exploracién y division de regiones no factibles

1. Inicializar conjunto de restricciones no exploradas: T = {T1,...,T,},

2. Inicializar conjunto de regiones a dividir con todas las regiones no factibles
de la solucién a Peony(r): X = { X}

3. Mientras T # (), tomar T; € T:

a) Inicializar conjunto de nuevas regiones por dividir: Y = ().
b) Tomar X € X:
1) Buscar un punto x factible en X y caracterizar su regién critica
para el problema Pr;: X.
2) Inicializar el conjunto de regiones conocidas R := {X;} y el de
regiones inexploradas U := { X }.
3) Mientras U # ():
a’ Elegir un elemento U € U y hacer U =U\U.
b’ Buscar facetas f de U que pasen por X.
¢’ Para todas las facetas f:

e Aplicar algoritmo 2.2 para buscar las regiones de la solu-
cién a Pr, adyacentes a U a través de f: S;.

e U=UU{S\R}
e R=RUS;
4) Y=YUR.
5) X = X\ X.
¢) Si X # : volver a 3.b.
d) SiX = 0:

e Buscar regiones de Y con las mismas soluciones posibles, aplicar
algoritmo de unién de regiones 4.4 cuando sea posible y actua-
lizar Y.

e X =Y, T=T\T;, volver a 3.
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se discutié en la seccién 2.6.2.

4.4.4. Eliminacion de soluciones no 6ptimas

Una vez alcanzado este punto, se tiene un conjunto de regiones Xj;,i,.. 4,
(obtenidas de las sucesivas divisiones de las regiones no factibles) con v solu-
ciones afines diferentes posibles. Aunque seria posible finalizar el algoritmo en
este punto y comparar todos los costes en el algoritmo en linea, es convenien-
te comprobar fuera de linea cudles de las « posibles soluciones son realmente
factibles en estas regiones lineales.

Exactamente este mismo problema ha sido resuelto en secciones anteriores
para el algoritmo de interseccién, divisién y unién (algoritmo 4.7), eliminado
mediante maximos y minimos algunas de las soluciones y, para el resto, com-
probando mediante optimizacién SOS la factibilidad del siguiente sistema:

L.z <W,
{ VOPT <VOPT 1= {1...(j + 1)}\{k}

El algoritmo 4.12 resume ese mismo procedimiento para el problema actual.

Algoritmo 4.12 Eliminacién de las soluciones no éptimas.

1. Para cada regién Xj; 4,. 4
bles.

., obtener el conjunto de s < v soluciones posi-

2. Inicializar el conjunto de soluciones no éptimas: NO = ().
3. Obtener los maximos y minimos de cada indice de coste, max(V,3FT)
min(VZT).

Y

4. Para k = 1 hasta s:

a) Si Jl € {1...sP\{k} : min(V,2PT) > max(V,9FT), entonces
NO(X,) =NO(X,)Uk.

5. Obtener el conjunto de soluciones éptimas:

O(X,)={1...s}\WO(X,).
6. Para k € O(X,):

a) Resolver el problema SOS:

L.z < W,
VkOPTgX/}OPT I={1...s}]\{NOUEk}

b) Si el problema no es factible, NO = NO U k.

7. Actualizar el conjunto de soluciones éptimas: O = O\N O
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4.4.5. Uniodn de regiones con las mismas soluciones

Una vez la divisién de regiones no factibles se ha realizado, éstas son subs-
tituidas por un determinado niimero de regiones, cada una de ellas con un
conjunto de soluciones 6ptimas posibles diferentes. Posteriormente, para cada
una de estas nuevas regiones se realiza la eliminacién de soluciones no éptimas.
En este punto, puede ocurrir que para algunas regiones que fueron divididas
por diferir en algunas de sus soluciones posibles, éstas soluciones sean elimi-
nadas por ser no éptimas. Por ejemplo, supéngase una regién Xj;, con una
solucién éptima dada para el conjunto de restricciones T7 que se subdivide en
Xjirias Xjiris ¥ Xjiria, POrque el éptimo para el problema con restricciones 1%
es diferente. Si, tras resolver los problemas SOS correspondientes se comprue-
ba que en dos de las regiones, Xji i, v Xji i, la inica regién 6ptima es la
correspondiente al conjunto de restricciones 77, estas regiones pueden unirse.

Por otra parte, cuando la eliminacién de soluciones no 6ptimas en una region
deja una tnica solucién éptima posible, puede ocurrir que ésta coincida con
la solucién de una regién subconjunto adyacente, y por tanto también son
susceptibles de ser unidas.

En ambos casos, es posible aplicar los algoritmos de minimizacién del nu-
mero de elementos en un poliedro no convexo introducidos en la seccién 2.6.2.

Ejemplo 4.9. Se va a resolver, mediante la metodologia de la envolvente con-
vexa, el mismo problema resuelto mediante la metodologia de interseccion, di-
vision y union en el ejemplo 4.6. Como se vio en dicho ejemplo, el problema
de optimizacion a resolver, Pr, puede expresarse en la forma (3.5) con unas
matrices H y F:

1,988 11,49

1,980 1,988
1,206 10,49

[ 0,5942 1,988

Dicho problema tiene unas restricciones de la forma T = T U Ty con unas
T; = U; como las representadas en la figura 4.18.

El procedimiento para la resolucion del problema es el resumido en el al-
goritmo 4.9 y se inicia obteniendo la envolvente convera de la union de los
conjuntos de restricciones T (figura 4.19) y obteniendo la solucidn explicita del
problema Peonv(ry (figura 4.20).

A continuacion, se realiza la clasificacion de las regiones de la particion, tal
como se describe en el algoritmo 4.10. Para ello, en primer lugar se obtiene
T* = conv(T)\T y se comprueba, mediante 11 LPs (uno para cada region de
la solucion de Peonv(t)), que la tinicas regiones no factibles son X; y X3.

Buscando las que son adyacentes a éstas, y teniendo en cuenta que Xg =X3
puede finalizarse la clasificacion de las regiones:

Coincidentes: X5, Xy, Xj5, Xg, X7, Xg, Xq1.
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4 4
30 3
2 2
Ty
o4l 1 conv (T)
0 T 0
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
ul ul
Figura 4.18: Restricciones Pr. Figura 4.19: Restricciones Peonv(T)
20
15

Figura 4.20: Solucién Pcony(t)-Particién del estado.
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Subconjunto: Xy, Xj.

No factibles: X, Xj.

Una vez obtenida la clasificacion de regiones, se aplica al algoritmo 4.11 de
exploracion y division a las regiones X1 y Xs. Para ello, inicialmente se bus-
ca un punto dentro de Xi, y se caracteriza la region critica que lo contiene
para el problema Pr, (X11 en la figura 4.21). A partir de las facetas de ésta
que no se encuentran en la frontera de X1, se obtienen las otras tres regiones
que se observan en la figura. Del mismo modo, partiendo de X3 se encuentra
inicialmente X371 y a partir de la faceta correspondiente, las otras dos regiones.

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 4.21: Divisién de X; segin Pr, Figura 4.22: Divisién de X3 segtin Pr,

Dado que en X159 y X390 por un lado, y en X153 y X33 por el otro, se tienen
respectivamente las mismas soluciones afines a Pr,, se les aplica a cada pareja
de regiones el algoritmo 4.4 de union de regiones. El resultado en el primer caso
es una nueva region convera que puede reemplazar a las anteriores, pero en el
seqgundo caso la unidn formada no es convera (figura 4.23), por lo que habrd
que conservar ambas regiones para las iteraciones siguientes. La figura 4.23
muestras las subregiones finales de Xy y X3 con arreglo a la solucion explicita
de PTI .

Figura 4.23: Uniones tras Pr, Figura 4.24: Divisién segun Pr,
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A continuacion, se aplica el mismo procedimiento de exploracion en el in-
terior de todas las regiones de la figura 4.23 considerando la caracterizacion de
las regiones criticas de la solucion de Pr,. Con ello, se obtienen las regiones de
la figura 4.24. De todas ellas, solo serdn susceptibles de union aquellas en las
que todas las soluciones posibles coincidan. Esto sélo ocurre para las regiones
Xi32 y X331. Siendo la union de estas regiones convexa, pueden reemplazarse
por un unica (figura 4.25).

Puesto que no hay mds conjuntos de restricciones posibles T, la fase de
exploracion de regiones finaliza en este punto. Por tanto, de todas las regiones
en el espacio de estados, en este punto sélo se desconoce que posible solucion
es la mejor en las 11 regiones de la figura 4.25. Es en estas regiones en las que
serd necesario aplicar el algoritmo 4.12. Dado que en cada una de las regiones
solo hay dos posibles soluciones, basta con resolver un problema SOS para cada
una de ellas. Los resultados obtenidos muestran que para sélo dos de las 11
regiones las dos posibles soluciones son dptimas (estas regiones se muestran
divididas por la curva cuadrdtica correspondiente en la figura 4.26).

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
1 1

Figura 4.25: Unioén tras Pr, Figura 4.26: Eliminacién de soluciones

Para finalizar, se sustituyen todas las regiones de la figura 4.26 por X1 y
X3 en la particion solucion a Peonv(t) (figura 4.20) y se aplica el algoritmo de
union de regiones a las 9 regiones no divididas y todas las regiones subconjunto
(Xg y Xq0). El resultado final obtenido se muestra en la figura 4.27.

Puede comprobarse que, como era de esperar, el resultado coincide exacta-
mente con la figura 4.11, que muestra la particion del estado obtenida al aplicar
el método de interseccion, division y union al mismo problema. La expresion
del controlador también coincide con (4.13). [ |

Ejemplo 4.10. Se considera el mismo sistema lineal de los ejemplos 4.6 y 4.9:

Gls) = L +10,5 ﬂ

discretizado con un periodo de Ts = 1. El sistema estd sujeto a las mismas
restricciones sobre las acciones de control u(t) € U= Uy UUsy pero, ademds, se




122 4. Calculo de la solucién explicita

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.27: Solucién final. Particién del estado.

anaden restricciones sobre los estados, —40 < x(t) < 40.

-1 0 1 -1 -1 —2
0 1 1 -1 0 —1
Ul = 1 1 u S 9 Ug = 0 1 (3 S 3
0 -1 1 1 0 3

Los pardmetros de diseio del controlador predictivo son N =1, Q = CTC y
R = Izxo.

Con objeto de garantizar la estabilidad del sistema en bucle cerrado, se
aftade un conjunto de restricciones terminal X f2. Dicho conjunto terminal es un
poliedro no convexo formado por dos elementos, por lo que existen 4 conjuntos
diferentes de restricciones T;. Calculando la envolvente convexa y definiendo el
problema con las nuevas restricciones, se obtiene una solucion explicita definida
en 20 regiones (figura 4.28).

A continuacion, se aplican los algoritmos 4.10 y 4.11, obteniéndose la cla-
sificacion de regiones y la division de las no factibles. Tras estas operaciones,
se obtiene la particion del espacio de estados mostrada en la figura 4.29, con
141 regiones.

En este punto, se aplica el algoritmo 4.12. Para ello, es necesario resolver
212 problemas SOS de la forma (4.15), con los que se obtiene que un total de

2En el capitulo 6 se proponen algoritmos para la obtencién de este conjunto.
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Figura 4.28: Particién para Peonv(T)- Figura 4.29: Particién antes de
eliminacién de soluciones.

163 soluciones mo son dptimas, y por tanto pueden eliminarse. Esto deja una
particion de 10 regiones con 2 posibles soluciones y 131 regiones con una unica
solucion. Aplicando por ultima vez el algoritmo de union a las regiones con la
misma solucion, se obtiene la solucion explicita final. La particion del espacio
de estados para esta solucion se muestra en la figura 4.30, siendo el nimero
total de regiones de 53 (10 de ellas con 2 soluciones diferentes). |

Figura 4.30: Particién poliédrica final.

4.4.6. Analisis del coste computacional del algoritmo

Como se ha visto en la seccién anterior, el algoritmo de la envolvente con-
vexa para la obtencién de la solucién explicita del problema (3.3) obtiene la
misma solucién que el algoritmo de interseccién, divisién y unién. Por ello, el
criterio fundamental para decidir utilizar uno u otro algoritmo es el del coste
computacional de cada uno de ellos. El coste del algoritmo de interseccion, di-
visién y unién se analiza en el anexo A, con dos variantes diferentes (algoritmo
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simultdneo y progresivo). Para completar el andlisis, queda por tanto obtener
una estimacién del coste computacional del algoritmo de la envolvente convexa.

Al igual que ocurre con el otro algoritmo posible, el cdlculo detallado del
coste en términos de operaciones elementales resulta demasiado complejo. No
obstante, a efectos de comparacién entre algoritmos, es posible introducir una
serie de simplificaciones:

e Se medird el coste en términos de numero de los diferentes problemas de
optimizacion a resolver: Los problemas de optimizacién son las operacio-
nes mas abundantes y costosas en los diferentes algoritmos planteados.
Por ello, y aunque no tienen un coste constante, si en uno de los algo-
ritmos es necesario resolver muchos menos problemas de optimizacion
de los diferentes tipos éste sera con toda probabilidad el menos costoso
computacionalmente.

e Se obviard la union de regiones: Tal y como se ha visto, ésta no requiere
la resolucion de ningtin problema de optimizacion adicional a los resueltos
en pasos anteriores del algoritmo.

e Para el coste del cdlculo de la envolvente convexa, se supondrd que los
v conjuntos de restricciones se encuentran en posicion general: Como
se ha visto en 2.6.1, se desconoce cudl es en general el mejor algoritmo
para el calculo de la envolvente convexa de un determinado conjunto. No
obstante, cuando varios politopos se encuentran en posicién general, en
[FLLO1] se propone un algoritmo que calcula la envolvente convexa de
todos ellos y que da una expresion del coste que podemos utilizar como
aproximacion para la comparacion de algoritmos.

e Se supondrd que el algoritmo de exploracion y division de las regiones no
factibles es equivalente a la interseccion, division y union en esas regio-
nes: Aunque el procedimiento que se ha propuesto no es exactamente ese,
el problema también podria resolverse obteniendo las particiones corres-
pondientes a cada conjunto de restricciones, comprobando qué regiones
intersectan dentro de las regiones no factibles y aplicando la interseccién,
divisién y union de éstas.

Con estas consideraciones, vamos a analizar el coste de los diferentes pasos del
algoritmo 4.9.

Calculo de la envolvente convexa

Considerando los v politopos que describen los diferentes conjuntos de res-
tricciones en posicién general, el algoritmo propuesto en [FLLO01] tiene un coste:

O(f1drLP(F,d) + fa(rd® + LP(r 4 ~,~vd) + log(f1)))

donde:
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e f1y fa representan respectivamente el nimero de facetas y crestas (caras
de dimensién d-2) que tiene el politopo solucién.

e d = Mm + n es la dimension del espacio en el que se encuentra definida
la envolvente convexa.

o r=ri+...ry, 7 =mazx{ry,...,ry} siendo r; el nimero de desigualdades
que define cada uno de los politopos de restricciones T;.

e LP(i,7) es el coste de resolver un problema de programacion lineal con i
restricciones y j variables.

Despreciando el coste de las operaciones diferentes a los problemas de optimi-
zacién, y las diferencias en LPs con diferente niimero de variables y/o restric-
ciones, se tiene un coste del cdlculo de la envolvente convexa:

#(LPs) = fi(Mm+n)F + fo

Obtencioén de la solucion explicita

Como se vio en la seccién 2.3, existen varios algoritmos propuestos por di-
ferentes autores para la obtencién de la solucion explicita de un problema con
restricciones lineales tal como el (4.20), variando el coste computacional depen-
diendo de cudl de ellos se emplee. No obstante, teniendo en cuenta que como se
ha comentado sélo se considera como costoso la resolucion de problemas de op-
timizacién, podemos resumir las operaciones que tienen interés en el algoritmo
de la siguiente forma: para cada regién, resolver un LP que busque un punto
factible, a continuacién un QP para averiguar qué restricciones se encuentran
activas, y posteriormente varios LPs para comprobar cudles de las desigualda-
des provenientes de las condiciones KKT (2.31a) y (2.31b) son redundantes. El
nimero de LPs que hay que resolver para esta tiltima comprobacién dependera
de cuantas desigualdades haya, que dependera a su vez de cuantas desigualda-
des definan la envolvente convexa (f1). De esta forma, el ntimero de problemas
a resolver es:

#(LPs) = Neu(k+1) #(QPs) = Non

donde:

e Ney es el nimero de regiones en la particién solucién a (4.20).

e k es una constante dependiente de f;, y por tanto de cada problema en
cuestion.

Clasificacion de las regiones de la particion anterior

Una vez se tiene la solucién explicita anterior, se comprueba cudles de las
Nc g son no factibles, es decir, tienen una solucién no factible en T. Para ello,
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se sigue el algoritmo 4.10 para obtener el complemento de T en conv(T), obte-
niéndose v* conjuntos T;". Para cada regién, es necesario resolver un problema
de factibilidad (LP) con cada uno de los conjuntos T*. El nimero de problemas
LP a resolver es por tanto:

#(LPs) =~v*Ncon

Divisién de regiones no factibles y eliminaciéon de soluciones no éptimas

Como se ha comentado en la enumeracién de simplificaciones, para calcular
el coste de esta parte del algoritmo, supondremos que se ejecuta un proce-
dimiento diferente al propuesto en el algoritmo 4.11. En su lugar, se toma la
primera de las particiones del espacio de estado obtenida con uno de los conjun-
tos de restricciones originales (por ejemplo T3) y se intersecta con las regiones
no factibles existentes. Esto requiere la resolucién de Ny;3/N; problemas de pro-
gramacién lineal. De las N7 regiones de la particion, sélo tendrdn interseccién
con alguna de las regiones no factibles un subconjunto de regiones N7i:

N{ = 6N,

Dado que para las regiones coincidentes y subconjunto ya se conoce la solucién
6ptima del problema Pr, las (N7 — Ny) regiones de la solucién a Py, que no
intersectan con alguna de las no factibles, pueden ser ignoradas en el andlisis
posterior. A continuacién, se sustituye esa primera particién por las N] regiones
que s tienen interseccién no vacia (que no tienen por qué formar una particién).
Desde este punto, se aplica el algoritmo de interseccién, divisién y unién (en
su variante simultdnea o progresiva) tal y como se ha descrito en las secciones
anteriores. La expresién del coste de esta parte del algoritmo serd, por tanto,
la misma que se obtuvo ((A.1) LPs y (A.2) SOS en el caso simultdneo y (A.10)
LPsy (A.11) en el progresivo) pero teniendo en cuenta que no se trabaja con las
Nj regiones de la primera particién, sino con Nj. Si se observa las expresiones
anteriores de coste, y teniendo en cuenta que en todas ellas N7 puede sacarse
factor comun, se tiene:

N{ i ;
#(LPs) = Rty = ooty
1

Ny

#(505) = 3

div div
CSOS - 6CSOS

donde C#8 v Cdv. son respectivamente el niimero de LPs y SOS a re-
solver en el algoritmo de interseccién, divisién y unién (sea éste el algoritmo
simultdneo o progresivo).

Comparacién con el algoritmo de interseccién, divisién y unién

Teniendo en cuenta todas las operaciones anteriores, el algoritmo de envol-
vente convexa requiere resolver el siguiente niimero de problemas de optimiza-
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cién::
CCH = f(Mm+n)7F+ fo+ Nog (k+1+7%) + NgNy + 6C2
CgF = Ncn
Csos = 50?33

En primer lugar, se comparara la diferencia en el niimero de problemas SOS

a realizar. Es sencillo comprobar que ngs < 50510”5 puesto que, por defini-

cién, § < 1 (las Ny regiones que tienen interseccién no nula con alguna regién
no factible son un subconjunto de las N7 de la particién).

En cuanto al namero de QPs, para el algoritmo de la envolvente convexa siem-
pre habra que resolver Nop més que para el algoritmo de interseccion, division
y union.

Por 1ltimo, la diferencia en nimero de LPs dependera de diversos parametros:

CCH —cdiv = fi(Mm+n)F+ fo+ Nog (k+14~%) + N3Ny +
+ SCFE — Cfg = fu(Mm+n)T+ fo+ Neg (k+1+7%) +
+ NN —(1-6)Cip

La diferencia anterior siempre tiene un término fijo positivo independiente de
0 (correspondiente fundamentalmente al cdlculo de la envolvente convexa, la
obtencién de la particién de la solucion y la clasificacion de las regiones de
dicha particién) y un término negativo que es mayor cudnto mas pequeno es
6. Dependiendo del problema en cuestion, dicha diferencia puede ser positiva o
negativa.

Ante los resultados obtenidos, y siempre que no haya mas datos de inicio,
parece recomendable utilizar el algoritmo de la envolvente convexa. Esto es asi
porque la resolucién de los problemas SOS es bastante mas costosa que la de
los LPs o QPs (del orden de 10 veces mds lenta). Por ello, un algoritmo que
reduzca el nimero de problemas SOS, serda muy probablemente menos costoso.

Es interesante analizar también la influencia en los costes anteriores del
numero de regiones de restricciones T; posibles, . Si se revisan las expresiones
(A.1), (A.2), (A.10),(A.11), puede comprobarse que, tanto para el algoritmo
progresivo como el simultaneo, el niimero de problemas LP y SOS a resolver es
del orden O([]" NV;).

Esto significa que, a medida que crece 7, C’gigs crece de manera geométrica.
De igual manera, C&%y — CSH = (1—6)C4l crecerd geométricamente por lo
que, a medida que aumenta el ntimero de particiones, en términos de problemas
SOS es cada vez mas favorable el algoritmo de la envolvente convexa.

En cuanto a la diferencia de problemas QP, esta permanece constante con la
variacion de ~.

Por ultimo, la diferencia entre el nimero de problemas LP a resolver tiene
un tnico término que depende de : (1 — §)C¢%. Dicho término, que afecta
negativamente, crece de manera geométrica con ~. Por tanto, a medida que
crece v el nimero de problemas LP también es mas favorable al algoritmo de
la envolvente convexa.
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4.5. Conclusiones

En este capitulo se han introducido dos metodologias diferentes para la
obtencion de la solucién explicita al problema de optimizacién cuadréatica con
restricciones poliédricas no convexas.

La primera de estas metodologias se basa en formular subproblemas con
restricciones convexas (cuya unién forma las restricciones originales) y obtener
la solucién explicita de cada uno de ellos. A continuacién, se intersectan las
particiones y se analizan las posibles soluciones en cada regién resultante.

En la seccién 4.2 se ha obtenido la solucién para el caso de restricciones for-
madas por la unién de dos poliedros. Se han formulado diferentes propiedades
y proposiciones para simplificar la interseccion de las dos particiones. Ademas,
se han introducido procedimientos para la division de regiones en funcién de
cudl de las dos posibles soluciones en cada una de ellas es la 6ptima. En primer
lugar, se han propuesto métodos basados en programacién cuadratica y /o lineal
para los casos particulares que cumplen las propiedades vistas en el capitulo
3. En segundo lugar, se ha introducido un procedimiento general, basado en
programacién de suma de cuadrados, que permite la resolucion de la factibili-
dad de sistemas definidos mediante ecuaciones polinémicas. Por tltimo, se ha
introducido un algoritmo que permite, utilizando resultados de fases anterio-
res, definir la unién de regiones cuya solucién es la misma mediante un nimero
minimo de poliedros.

En la seccién siguiente, se ha extendido el procedimiento presentado para el
caso en que las restricciones no convexas estén formadas por la unién de un nti-
mero mayor de poliedros. Se ha utilizado una algoritmo progresivo, que obtiene
primero la solucién considerando solo dos regiones poliédricas de restricciones
y que posteriormente va anadiendo mas particiones del espacio de estados. Se
ha mostrado como cada paso del algoritmo es anédlogo al problema resuelto en
la seccién anterior, aunque las proposiciones que permiten la simplificacién del
proceso de interseccion de particiones son diferentes. Ademaés, se ha generali-
zado el algoritmo para la eliminacién de soluciones no éptimas para el caso de
un mayor nimero de soluciones.

En la seccion 4.4, se ha introducido una metodologia diferente, basada en
el célculo de la envolvente convexa de las restricciones. Se ha demostrado que,
dado un valor de las variables de estado z, el éptimo que se obtiene para
un nuevo problema sujeto a unas restricciones definidas como la envolvente
convexa de las restricciones originales tiene siempre un coste igual o menor
que el 6ptimo del problema real. Usando esta propiedad, se ha obtenido la
solucion explicita del problema simplificado y se han clasificado las regiones
en tres grupos diferentes: las que coinciden exactamente con regiones de la
solucién del problema real, las que estdn en el interior de alguna de dichas
regiones y el resto. Se ha demostrado que sélo las regiones del tltimo tipo
pueden tener mas de un 6ptimo, y por tanto puede ser necesario dividirlas.
Se ha planteado un algoritmo para ello, basado también en programacién de
suma de cuadrados. La metodologia, al igual que la otra alternativa planteada,
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finaliza con un procedimiento de unién de las regiones con una misma expresion
afin del éptimo.

Por 1ltimo, se han comparado los dos algoritmos planteados en términos
de coste computacional fuera de linea. Se ha demostrado que, aunque se trata
de un resultado dependiente del problema, para la mayoria de los casos es més
conveniente el algoritmo basado en la envolvente convexa.






Capitulo D

Algoritmo en linea

5.1. Introduccién

En el capitulo 3 se ha estudiado la forma que tiene la solucién explicita de
un problema de control predictivo con restricciones formadas por la unién no
convexa de varios poliedros, mostrandose que se trata de una solucién afin a
tramos, definida sobre una particién del espacio de estados con regiones descri-
tas mediante desigualdades lineales y cuadraticas. Por otra parte, en el capitulo
4 se han propuesto diferentes métodos para calcular dicha solucién explicita.

En el presente capitulo, se estudiard la forma ideal de implementar el algo-
ritmo en linea que, para un determinado vector de estados x, calcula la accién
de control éptima a partir de una particién calculada mediante alguno de los
procedimientos expuestos en el capitulo 4. La propuesta de algoritmo en linea se
basara en los métodos de arboles de buisqueda binarios utilizados para sistemas
con restricciones lineales (descritos en el capitulo 2) por ser éstos los que ofre-
cen un menor coste computacional para este tipo de sistemas. Es interesante
observar que, si ya en el caso de restricciones poliédricas convexas es importan-
te disenar algoritmos en linea adecuados para reducir el coste computacional,
en el caso de tener restricciones formadas por unién no convexa de poliedros
todavia lo es mas, especialmente si se desea trabajar con periodos de muestreo
bajos. Esto es asi porque, al estar definidas las regiones por curvas cuadraticas
ademads de desigualdades lineales, las comprobaciones a realizar requeriran un
mayor nimero de operaciones.

Con respecto al algoritmo en linea, en el capitulo se tratan las siguientes
cuestiones:

e En primer lugar, se describen los arboles binarios y un algoritmo para
recorrerlos, analizando el coste computacional que ello supone en el caso
de tener regiones lineales.

131
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e Posteriormente se describe la manera de obtener, para una solucién ex-
plicita dada, el arbol binario de profundidad minima, asi como el coste
en linea del algoritmo.

e A continuacidn, se estudian los problemas derivados de utilizar dicho &rbol
de profundidad minima: el coste computacional fuera de linea es elevado
y no existen garantias de que el coste en linea sea minimo, por el coste
superior de evaluar una desigualdad cuadrética respecto a una lineal. Por
tanto, se propone un nuevo algoritmo en linea que, con un coste fuera de
linea moderado, ofrece mayores garantias de reduccién del coste en linea.

Por ultimo, debido a que el coste en linea de los algoritmos puede ser una
restriccién importante para la aplicacién de las técnicas de control predictivo
que se proponen en la tesis, en la ultima seccién del capitulo se plantean algu-
nas simplificaciones que llevan a soluciones subdptimas. Se distinguiran dichas
simplificaciones en dos grupos: simplificacién del problema de optimizacion y
simplificacién de la solucién explicita.

5.2. Arboles de busqueda binarios

Los arboles de buisqueda binarios, descritos en la seccién 2.3, fueron intro-
ducidos en [TJB03b] para determinar en cudl de las regiones de una particién
lineal del espacio de estados se encuentra un determinado vector de estados
z. En el contexto del control predictivo con restricciones lineales, determinar
dicha regién supone conocer cudl es la accion de control a aplicar al sistema.

El arbol binario es una estructura de datos formada por varios nodos, cada
uno de los cuales, a excepcion de los nodos hoja, tiene asociada una determi-
nada desigualdad d(z) y dos nodos hijos. Cuando se recorre el arbol para un
valor dado de z, la desigualdad asociada a cada nodo tomara un signo, que
indica cudl de los dos nodos hijos debe tomarse. Procediendo de esta forma, se
recorre el d&rbol binario hasta llegar a un determinado nodo hoja. Estos, por su
parte, tienen asociada una ley de control a aplicar. El algoritmo 5.1 resume el
procedimiento para recorrer el arbol.

Algoritmo 5.1 Recorrido del arbol binario

1. Asignar al nudo actual, Ny, el nudo raiz.
2. Mientras Nj no sea un nudo hoja:

a) Evaluar la desigualdad d(z) correspondiente a Ny.

b) Dependiendo del signo de d(x) asignar a N el hijo del nudo actual
correspondiente.

3. Evaluar la ley de control u(z) correspondiente a Nj.
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En el caso de la particién lineal, las desigualdades que aparecen en cada
uno de los nodos se corresponden con alguno de los hiperplanos que definen las
regiones de la particién, de forma que cada uno de sus dos nodos hijos contiene
la informacion de qué regiones se encuentran a cada uno de los dos lados de
dicho hiperplano. Los nodos hoja corresponden a una tnica regién, por lo que
se conoce cudl es la ley de control afin que les corresponde.

A continuacién, y con objeto de comparar posteriormente los algoritmos en
linea que se plantean, se calcula el coste computacional del algoritmo anterior
para el caso de una particion lineal. Para ello, se tiene en cuenta que, en cada
nodo no-hoja, hay que comprobar el signo una desigualdad lineal d(z) = Lz —
W; lo que supone realizar n productos, n sumas y una comparacion, es decir,
2n + 1 operaciones elementales, siendo n el niimero de variables de estado.
En el nodo hoja, en el que se encuentra la ley de control a aplicar, hay que
calcular u(z) = G;x + h; lo que implica realizar, para cada elemento del vector
u, n productos y n sumas. Si se tienen m acciones de control, el nimero de
operaciones elementales a realizar en el nodo hoja son 2nm. Si se define la
profundidad del arbol D como la distancia entre los nodos hoja y el nodo raiz,
éste es el nimero de nodos no-hoja que hay que atravesar en cada recorrido del
arbol, por lo que el coste total del algoritmo de recorrido del arbol es:

C=2n+1)D+2nm

La profundidad del arbol D, para un caso ideal, puede calcularse suponiendo
que cada nodo tiene asociado un hiperplano que deja la mitad de regiones a un
lado y la mitad al otro. En ese caso, teniendo N regiones, D puede calcularse
como:

D = [loga(N)]

No obstante, dicho caso ideal sélo serd posible para particiones del espacio
de estados muy especificas, por lo que en [TJB03b] se introduce un pardmetro
a € [0,5,1) para representar el equilibrado del drbol (siendo « = 0,5 el caso
ideal en que en cada nodo se dividen exactamente todas las regiones restantes).
Con ello, la profundidad del drbol puede calcularse como:

o4
Ina

Uno de los aspectos que puede hacer inconveniente el uso de arboles binarios
frente a la optimizaciéon en linea es la mayor necesidad de memoria de los
primeros. Los elementos que serd necesario almacenar para poder ejecutar el
algoritmo de recorrido del arbol binario son:

e Las N diferentes leyes de control (almacenadas cada una de ellas mediante
una matriz de tamano [m x n] y un vector de tamano [m x 1]).

e Los L hiperplanos diferentes que definen las regiones de la particién (cada
uno de ellos almacenado mediante un vector de tamano [1 x n] y un
escalar)
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e Para cada nodo no-hoja, un puntero al hiperplano asociado y dos punteros
mas: a cada uno de los dos nodos hijos si éstos son también nodos no-hoja,
o a las dos leyes de control posibles, si el nodo el cuestion es el dltimo
no-hoja.

Por tanto, para conocer los requerimientos de memoria, serd necesario co-
nocer el nimero de nodos en el arbol. Es imposible conocer dicho nimero sin
construir el arbol, aunque puede estimarse una cota superior suponiendo que
el drbol es completo (es decir, que la profundidad es la misma para todos los
nodos hoja). En este caso, el ndmero de nodos aproximados es:

InN —in2
2D = 2(_ T | ~ N Tna

En el presente capitulo, se pretende seguir la misma filosofia para determinar en
qué regioén de la particion de regiones lineales y cuadréticas se encuentra una x
dada, obteniendo de esta forma la acciéon de control a aplicar para el problema
de control predictivo con restricciones no convexas (3.3). La principal dificultad
para ello estriba en que, si bien para los problemas con restricciones lineales
las desigualdades d(z) son lineales, para el caso de restricciones no convexas se
trata de funciones cuadréticas (que ademds en general pueden ser indefinidas).
Como se mostrard a continuacion, este hecho aumenta considerablemente el
coste computacional tanto del algoritmo 5.1 como de los procedimientos para
la construccién del arbol.

5.3. Arboles binarios de los subproblemas

Como se vio en la seccién 3.3, una primera opcién para la obtencion de la
solucién del problema de optimizacién (3.3), cuyas restricciones son la unién no
convexa de y regiones poliédricas, es formular los v subproblemas de optimi-
zacién (5.1), resolverlos en linea, y buscar aquél cuyo indice de coste V.07 ()
sea menor.

P(z): VOPT(z):=min {V;OPT(:E)}

donde:
VOPT(z) := min 2u” Hu +u’ Fu, (5.1)

sujeto a:
ucT;

No obstante, si se desea evitar la resolucién de los QPs en linea, una primera
posibilidad seria obtener la solucién explicita de cada subproblema fuera de
linea y, una vez se esté trabajando en linea, seguir el procedimiento 5.2 para la
obtencién de la accién de control a aplicar.

Para el algoritmo en linea de bisqueda de las regiones en las que se encuentra
el vector de estados x, dado que cada una de las particiones es lineal, como se
discutio en el capitulo 2 la opciéon menos costosa es la construccion de un
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Algoritmo 5.2 Algoritmo en linea con ~ arboles binarios

1. Para cada Tj, buscar en qué regién R;; de la particién se encuentra x y
obtener el valor del indice de coste en el 6ptimo V;OFT (x).

2. Buscar el indice ‘/;-OPT(J?) minimo.

3. Aplicar la ley de control u(z) correspondiente a la regién cuyo indice de
coste es minimo.

arbol binario y su recorrido mediante el algoritmo 5.1. En cuanto al célculo del
indice de coste para cada subproblema, éste requerira realizar la siguiente serie
de operaciones:

e n productos de vectores [1 X n| por [n x 1], uno por cada fila de la matriz
M.

e 1 producto de vector [1 x n] por [n x 1], correspondiente al producto de
los vectores 27 y M.

e 1 producto de vector [1 x n] por [n x 1], del producto Nz.

e 2 sumas, ' Mz + Nz y el resultado anterior mas C.

Teniendo en cuenta que el coste de cada producto de vectores [1 x n] por [n x 1]
es de 2n — 1 operaciones elementales (n productos y n — 1 sumas) el coste del
célculo de un indice de coste es de n(2n — 1) +2(2n — 1) + 2 = n(2n + 3).
Para simplificar las operaciones, definimos el coste de evaluar el signo de una
desigualdad lineal Lz + W < 0 como ¢y = 2n + 1. De esta forma, el coste de
cada una de las operaciones del algoritmo 5.2 es:

e Recorrer cada arbol binario: ¢oD;
e Calcular el valor de cada indice de coste: n(2n + 3) = n(co + 2).
e Buscar el minimo de los v indices de coste: v — 1

e Aplicar la ley de control correspondiente: 2nm.

De esta forma, el coste total del algoritmo en linea 5.2 puede expresarse como:
5l

Oy = co (ZD#WH 1)) +2nm — 1 (5.2)
i=1

En cuanto a los requerimientos de memoria del algoritmo, éstos son:

e > ) | N; leyes de control (requiriendo cada una de ellas una matriz F; de
tamano [m x n] y un vector G; de tamano [m x 1]).
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e > ) | N; indices de coste (requiriendo cada una de ellos una matriz M;
de tamano [n x n], un vector N; de tamano [n X 1] y una constante C;).

° 23:1 L; hiperplanos (requiriendo cada una de ellos un vector L; de ta-
mario [n X 1] y una constante W;)

e3>, 2Pi=1 punteros, 3 en cada nodo no-hoja de cada arbol.

5.4. Arbol binario de profundidad minima

Como se vio en la seccién 2.3, cuando todas las desigualdades que definen
una particién del espacio de estados son lineales, el criterio fundamental para
el diseno del drbol binario para el algoritmo en linea es aquel que minimiza la
profundidad D, puesto que este pardmetro afecta de manera lineal al coste del
algoritmo.

En esta seccién, a partir de la idea de [TJB03b], se va a plantear la obtencién
del arbol binario de profundidad minima para el caso de la particiéon del espacio
de estados que se obtiene como solucién del problema (3.3).

5.4.1. Obtencidn del arbol

Dado el problema de control predictivo con restricciones no convexas, se ha
visto que la solucién explicita consiste en un controlador afin a tramos (3.9)
definido sobre regiones caracterizadas por desigualdades lineales y cuadraticas
de la forma (3.10). Consideramos el conjunto de todas las desigualdades que
definen las diferentes regiones X;:

4 B Ljx —W; paraj=1,...,L
dj(x)_{:cTijJrNj:chCj paraj=L+1,...,L+q (5-3)

y definimos:

e La representacion de indices de un conjunto semialgebraico, 7, como una
combinacién de indices y signos de d;. Por ejemplo, J = {17,27,5"}
representaria al conjunto semialgebraico definido por d; > 0, ds < 0y
ds > 0.

e El conjunto de regiones correspondientes a J, Z. Se trata de todas las
regiones X; que satisfacen todas las restricciones definidas en 7.

e El conjunto de funciones afines correspondientes a un conjunto Z: F(Z) =
{k |K}, corresponde a X;,7 € Z}.

La idea fundamental para la construccién de un arbol de profundidad mi-
nima es la misma que para el caso de las regiones lineales: se pretende que
la desigualdad que se asigna a cada nodo Nj divida la parte del arbol que
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queda por debajo en dos partes lo mas iguales posibles. Es decir, idealmen-
te se pretende elegir una desigualdad ji tal que el niimero de funciones afi-
nes validas para regiones que satisfacen todas las restricciones de nodos an-
teriores, |F(Z(Jk))|, quede dividido en dos subconjuntos con el mismo nu-
mero de regiones: |F(Z(Jx U j;))| = |F(Z(Tk U j; )| = 31F(Z(Tk))|- Como
en un caso general no es posible dividir el conjunto |F(Z(Jk))| en dos sub-
conjuntos con exactamente el mismo ntimero de elementos, se intenta que el
mayor nimero de elementos de un subconjunto sea lo menor posible: j, =
arg min; max(1F(Z(Jk U ji ), IF Tk U i )).

Nétese en este punto que Z(Jy, U ji¥) € (Z(Jx) NZ(j+)), es decir, las regiones
X; que satisfacen simultdneamente todas las restricciones en 7, ademaés de jki,
son un subconjunto de las regiones que satisfacen por un lado Jj y por el otro
jff. Por tanto, una primera aproximacién de Z(Jj U jff), sencilla de calcular,
puede ser (Z(Jx) NZ(55)).

Aplicando el lema 1 en [TJBO03b], cuya demostracién es vélida aunque
las desigualdades que definen las regiones no sean lineales, se deduce que las
regiones X; que constituyen la diferencia entre los conjuntos Z(J U ],;t) e
(Z(J) NZ(j%)) siempre estan divididas por la restriccién jy, es decir pertene-
cen a (Z(Je) NZ(GT)NZ(GT)).

El algoritmo 5.3 detalla el procedimiento descrito para la construccién del
arbol binario. Dado que el principio para la construccion del arbol binario, con-
seguir que éste sea de profundidad minima, coincide con el planteado para el
caso de particiones con restricciones lineales, el algoritmo es exactamente igual
al que se expuso en la seccion 2.3. No obstante, existe una diferencia funda-
mental en el modo de resolver las operaciones necesarias para la construccién

del &rbol, esto es, el célculo de Z(5%) e (Z(Jx) NZ(5F)).

Para el caso de restricciones lineales, esos conjuntos de indices de regiones
se obtenian mediante la resoluciéon de LPs. En el caso que nos ocupa, dada una
desigualdad (lineal o cuadratica) d;(z) y una regién X; definida como:

Xi:{IGRn

2T Mz + Nygz + Ci, <0 parak=1,...,q

calcular los conjuntos Z(j¥) equivale a comprobar la factibilidad de los sistemas
de desigualdades:

2T Mz + Nz +Cie <0 k=1,...,qp
dj(z) =0

2T Mgz + Nigz +Cip <0 k=1,...,qx
dj(z) <0

Es decir, es necesario resolver, para cada pareja de desigualdad y region, dos
problemas SOS.
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Algoritmo 5.3 Construccion del arbol binario

oo W

. Calcular los conjuntos de indices Z(j7) e Z(j7) para cada j = {1,..., L}.

Inicializar el nodo rafz del arbol como Ny + ({1,...,n.},0)
Inicializar el conjunto de nodos inexplorados como U <— {Ny }.
Seleccionar cualquier nodo inexplorado Ny € U y hacer U < U \ Ny.

Calcular las aproximaciones Z(J;) NZ(j%) para cada j, y ordenar las de-
sigualdades por la cantidad maz(|F(Z(Tx) NZ(5))], | F(Z(Te)NZ(G))])-

Calcular exactamente l'ki = I(Jp Nj*) para cada uno de los n; primeros
elementos en la lista ordenada del paso anterior. Esto se hace resolviendo
los problemas SOS (5.4) y (5.5) para cada i € Z(Jx) N Z(57) NZ(57).
Seleccionar entre ellos j = argmin;maz(|F(ZH)|, |[F(Z;)]).

Completar el nodo como Ny < jg, y crear dos nodos hijos, N* <
(i, T U 575).

. Si |F(ZF)| > 1, anadir N* a U. Si no, N* es un nodo hoja, hacer

N* « F(T%).

. SilU # 0, volver al paso 4. Si no, finalizar.

En cuanto a la obtencién del conjunto Z(J; U j,j), como ocurria con las
restricciones lineales es conveniente hacer uso del lema 1 en [TJB03b]. Por la
aplicacién de éste, sabemos que para cualquier i € (Z(J;) NZ(j;)) que cumpla
i ¢ (Z(Je) NZ(G;) NZ(GE)), se tiene i € Z(J, U j;7). Por tanto, tnicamente
es necesario resolver un problema de optimizacién para saber si i € Z(J; U jlj)
para aquellas regiones X; que se encuentren simultdneamente en Z(Jy ), Z( j;—) e
Z(j, ). Dicho problema puede formularse como la comprobacién de factibilidad
del sistema de desigualdades (5.4), que de nuevo puede realizarse mediante la
resolucién de un problema SOS para cada regién X;:

:L'TMikCL'+Nik£L'+Cik§O k=1,...,qx
dj(z) 2 0 jeTf (5.4)
dj(x) <0 S/
djk (Z) >0

donde j,j y J, representan, respectivamente, los indices con signo positivo y
negativo de Jy.
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La obtencién del conjunto Z(J, Uj, ), también necesario en el algoritmo, se
realiza de manera andloga comprobando para cada X; la factibilidad de (5.5).

Li.ﬁ < Wi
2T Mygx + Ny +Ca, <0 k=1,...,q
dj(x) >0 je T (5.5)
dj(z) <0 JE T,
dj (z) <0

Como ya ocurre en el algoritmo para regiones lineales, pero con mayor
importancia en este caso por el elevado coste computacional de la resolucién
de un problema SOS en comparaciéon con un LP, se introduce en el paso 6
del algoritmo el pardmetro de disefio n;. Este pardmetro indica para cuantas
regiones de de la lista ordenada de Z(Jy) N Z(ji) se comprueba de manera
exacta si se encuentran en Z(Jj Ujff). Por tanto, se trata de un parametro que
muestra el compromiso entre el coste del algoritmo de construcciéon del drbol
binario (fuera de linea) y la profundidad de dicho &rbol.

Por 1ltimo, es necesario establecer un criterio para la selecciéon de una de-
sigualdad ji en el paso 6 cuando la soluciéon que minimiza el criterio descrito
no es unica. Para el caso de restricciones lineales, los autores de [TJB03b] pro-
ponen dos criterios diferentes, uno de ellos para reducir el ntimero de regiones
en cada nodo y otro para reducir el niimero de nodos en todo el arbol, con el
objetivo de reducir la memoria necesaria para el algoritmo. No obstante, para
el caso planteado en el que existen restricciones lineales y cuadraticas, se elegira
siempre que sea posible una desigualdad lineal antes que una cuadrdtica. Esto
es debido a que, como se justificarda a continuacién, el coste en linea puede ser
menor, puesto que éste no depende tnicamente de la profundidad del arbol.
En el caso de existir tinicamente desigualdades de un tipo (lineal o cuadratica),
puede aplicarse cualquiera de los otros dos criterios.

5.4.2. Coste computacional en linea

El ntimero de operaciones elementales que es necesario realizar para el calcu-
lo de la accion de control es el correspondiente a la comprobacién de una de-
sigualdad en cada nodo no-hoja del arbol y el célculo de la accién de control
optima al llegar al nodo hoja adecuado. No obstante, el coste en cada nodo
no-hoja sera diferente si la desigualdad a comprobar es cuadratica o lineal:

e Desigualdades lineales: Como se ha visto anteriormente, el coste es de
cop = 2n + 1 operaciones elementales.

e Desigualdades cuadraticas: El coste es el de evaluacién de una funcién
cuadratica n(co + 2) mds una comparacién, en total (n + 1)cg.

Por tanto, para la obtencion del coste en linea del algoritmo es necesario definir
dos profundidades distintas, la del niimero de desigualdades lineales, Dy, v el de
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cuadraticas en el peor caso Dy. El coste computacional total queda por tanto:
Cy =co((n+1)D, + D;) + 2nm (5.6)

A la vista de la expresion del coste, se justifica el criterio tomado en el diseno del
algoritmo consistente en elegir preferentemente restricciones lineales en lugar de
cuadraticas, por el coste mucho mas elevado de comprobacién de estas tltimas.

Es interesante observar también que, a diferencia del problema con res-
tricciones lineales, obtener una profundidad minima no garantiza un coste en
linea del algoritmo minimo. No obstante, si es el algoritmo que proporciona un
minimo de nodos en el arbol.

En cuanto a los requerimientos de memoria del algoritmo, éstos son:

e Un méximo de ZZ=1 N, leyes de control. En el caso de que, al obtener la
particién del estado final, la ley de control de alguna de las regiones de una
de las particiones originales resulte siempre en un indice de coste mayor
que el correspondiente a alguna de las leyes de control de las regiones del
resto de particiones, no es necesario almacenar dicha ley.

e ¢ curvas cuadraticas. En un caso general, ¢ < N, (g) Aunque en el peor
caso esto implica el almacenamiento de méas curvas cuadréticas que si se
guardaran los indices de coste, habitualmente muchas de las curvas seran
no factibles en las regiones, y por tanto ¢ serd mucho menor.

o [ < ZZ=1 L; hiperplanos. Debido a la unién de regiones que se produce al
obtener la solucién final, alguno de los hiperplanos puede ser redundante
en todas las regiones, con lo que no seria necesario almacenarlo.

e 3.2PFPa=1 punteros, 3 en cada nodo no-hoja de cada arbol.

5.5. Arboles binarios de profundidad no minima

En la seccién anterior se ha visto como, a diferencia del problema de control
predictivo con restricciones politépicas, cuando las restricciones no son conve-
xas una profundidad minima del arbol binario no garantiza un coste en linea
minimo. Teniendo en cuenta ademas, que el algoritmo fuera de linea para la
obtencion del arbol requiere la resolucion de un niimero elevado de problemas
de optimizacion, en esta seccidén se va a plantear una estrategia diferente.

La idea consiste en realizar el arbol binario, en lugar de sobre la particién fi-
nal de regiones solucién al problema planteado, sobre una particion lineal cuyas
regiones no definen todavia la expresién afin del controlador, sino que tienen
asociadas varias soluciones posibles. El ultimo paso del algoritmo consistira en
obtener cual de esas soluciones es la 6ptima.

La motivacién fundamental de un algoritmo de este tipo es que, como se
comprobard a continuacién, el coste de obtencién del drbol binario es muy
reducido en comparacion con el coste del arbol de profundidad minima.
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5.5.1. Algoritmo fuera de linea

Para la obtencion del algoritmo se tendra en cuenta que, tanto si para el
calculo de la solucién explicita se ha empleado la metodologia de interseccién,
divisién y unién de la seccién 4.3 como si se ha empleado la metodologia de la
envolvente convexa de la seccién 4.4, se han obtenido:

e Una particién lineal del espacio de estados.

e Para cada region lineal, las diferentes soluciones afines que son 6ptimas
en algin punto de la region.

Con esta informacion disponible, se plantea al algoritmo fuera de linea 5.4.
El tnico paso de dicho algoritmo que requiere operaciones costosas es el 1,
construccién del arbol binario de las regiones lineales. Para ello, se sigue el
algoritmo 2.5 que, como se vio, requiere la resolucién de un determinado ni-
mero de problemas LP. No obstante, es conveniente tener en cuenta que para
el calculo de muchos de los conjuntos Z(j*), los problemas LP necesarios ya
habran sido resueltos para el calculo de las marcas de las regiones necesarias
para la aplicacién de los algoritmos de minimizacién del niimero de regiones
4.8.

Algoritmo 5.4 Arbol de profundidad no minima. Algoritmo fuera de linea.

1. Construccion del arbol binario de las regiones lineales aplicando el algo-
ritmo 2.5.

2. Para cada region lineal, comprobar el ntmero de soluciones afines
posibles,n:
e Si ng = 1, almacenar inicamente esa solucion factible.

e Si ng =2, almacenar las dos soluciones afines y la curva cuadratica
resta de las dos funciones de coste ¢(z) = Jy(z) — J2(x).

e Sing > 2, almacenar cada solucién afin y cada indice de coste.

Es importante senalar que el algoritmo 5.4 no requiere la resoluciéon de
ningin problema SOS (adicional a los ya resueltos para la obtencién de la
solucién explicita). Por tanto, el coste computacional serd considerablemente
menor al que tiene el algoritmo para la obtencién del arbol de profundidad
minima.

5.5.2. Coste computacional en linea

El procedimiento en linea a seguir consiste en recorrer el arbol binario de
las regiones lineales y, en funcién del nimero de soluciones existentes en la
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region lineal obtener la solucién afin 6ptima. El algoritmo 5.5 resume dicho
procedimiento. Es interesante observar que, para ns > 2, seria posible obtener

Algoritmo 5.5 Arbol de profundidad no minima. Algoritmo en linea.

1. Recorrido del arbol binario de las regiones lineales aplicando el algoritmo
5.1.

2. Para cada region lineal, comprobar el nimero de soluciones afines
posibles,n:
e Sing =1, aplicar el controlador afin correspondiente.

e Sing = 2, comprobar a qué lado de la curva ¢(z) se estd y aplicar
el controlador afin correspondiente.

e Sing > 2, calcular todos los indices de coste, buscar el minimo y
aplicar el controlador afin correspondiente.

curvas ¢;; = J; — J; de manera andloga a la propuesta para el caso de n, = 2.
Hacerlo de esta forma permitiria, con un procedimiento anélogo al descrito para
la obtencién del arbol binario de profundidad minima, el cdlculo de un segundo
arbol binario dentro de la regién lineal que indicara el modo més conveniente de
comprobar las curvas cuadraticas. No obstante, como se ha visto esto supondria
la resolucién de problemas SOS costosos computacionalmente y, siempre que
el nimero 7 de poliedros que definen las restricciones no sea muy alto, no
supondra una disminucién significativa del coste computacional en linea.

Si no se realiza ese segundo arbol binario descrito, es mas conveniente al-
macenar los ng indices de coste J;(z) que las ("2) > ng curvas ¢;;(z). Aunque
comprobar las segundas requiere el cdlculo de una forma cuadratica menos,

requiere un espacio de almacenamiento considerablemente mayor.

Para analizar el coste del algoritmo, se enumeran todas las operaciones que

hay que realizar en el peor caso (recorrer el méximo nimero de nodos en el
ma;c).

arbol, D, y llegar a una regién con el maximo de soluciones posibles, n”

e Recorrido del arbol binario de regiones lineales: ¢y D.

max

e Calculo de los n}

indices de coste: n™%n(cq + 2).

e Comparaciones para busqueda del minimo: n*** — 1.

e Aplicacién del controlador afin 6ptimo: 2nm.

Con todo esto, el coste en linea del algoritmo es:

Cs=co(D+nT"(n+1))+2nm—1 (5.7)

En cuanto a los requerimientos de memoria del algoritmo, éstos son:
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e Un maximo de >, N; leyes de control.
e Un maximo de ) | N; indices de coste.
e L <)) | L; hiperplanos.

e 3% 2P~1 punteros, 3 en cada nodo no-hoja de cada arbol.

5.6. Comparacion de los algoritmos

En estd seccion se comparar los tres algoritmos propuestos en sus tres facetas
fundamentales: coste computacional en linea, necesidad de memoria para la
implementacién en linea y coste computacional fuera de linea.

5.6.1. Coste computacional en linea

Inicialmente, se comparard el algoritmo de arboles binarios independientes,
cuyo coste Cy viene dado por (5.2), con el de profundidad no minima, de coste
C5 dado por (5.7). Restando ambas expresiones se obtiene:

v
€1 —Cs=co (Z D; =D+ (y = n**)(n + 1))

i=1

De la definicién de n***, que expresa el nimero maximo de soluciones en una

misma region lineal, se deduce que éste siempre serd como maximo . Por tanto,
max
se cumple (y — nl"** > 0).

Por otra parte, en el peor caso, el nimero maximo de regiones lineales que
se tendra después de intersectar todas las particiones solucién de los problemas
convexos se obtiene si todas combinaciones posibles de regiones son factibles,
[T7 N;. Habitualmente, el niimero de regiones lineales serd mucho menor, pu-
diendo expresarse como N; = n[[” N;, con n < 1. Substituyendo en la expresién
de la profundidad del arbol binario, se tiene:

Do { lnNt-‘ N {lnnJrZZ:llnNi"

Ina —lna

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién techo,[z]+[y]—1 < [z+y]| <
[2] + [y], se puede escribir:

Inn *. [ InN; Inn * [ InN;
—v< DL
[lna-‘ * ; {lna-‘ == {lna-‘ + ; —lna

Considerando que 0,5 < « < 1 es un parametro desconocido porque depende
de cada particion en concreto, habitualmente se suele tomar una estimacién
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conservativa de & = 2/3, por lo que podemos considerarlo constante. De esta

forma, tenemos:
InN;
el
—lna

Substituyendo y operando a partir de la expresién anterior:

Inn 2 Inn 2
L _~N< D< | )
{lna-‘ +Z:Dz v=D< ’Vlna +;Dz

i=1
Inn ] Inn
— < D;,—D<-—
{—lna - ; - {—Zna—‘ 7
Considerando que [—z] = —|z]:

Inn i Inn
— | < D,—D<|—
Lna_ _Z ’ - Lna +7

Dadoquen <lya<1, V”—"J

Y

0, por lo que se cumple 23:1 D;,— D >0.

Ina

De esta forma, queda demostrado que C; — C3 > ¢g U%ZLJ > 0, es decir,

el algoritmo consistente en recorrer el arbol binario de las regiones lineales y
buscar a continuacién la funcién afin que produce un minimo indice de coste
tiene un coste computacional menor que el algoritmo consistente en recorrer
todos los arboles binarios por separado y comparar los indices de coste de las
diferentes soluciones.

Dado que el algoritmo del arbol binario de las regiones lineales ofrece un
menor coste computacional, es el que se comparard con el del arbol binario de
profundidad minima. Restando ambos indices de coste, se tiene:

C3—Cy=co(D—D;+ (n]"* —Dg)(n+1))—1
Se puede reescribir dicha diferencia como:

C3—Cy = ¢ ((D + n;’“” — Dq — Dl) + n(nmax — Dq)) —1

S
Teniendo en cuenta que el arbol obtenido con el segundo algoritmo es de pro-
fundidad minima, podemos asegurar que se cumple:

Do+ D <D+nl* -1

Si la desigualdad anterior no se cumpliera, el arbol de profundidad minima
seria el que comprueba primero D desigualdades lineales y, dentro de la region
lineal, n7'*” — 1 curvas, y por tanto se tendria D, =n*** —1y D; = D.

S

Por tanto, podemos afirmar que el arbol de profundidad minima tendra un
coste menor que el drbol obtenido con el algoritmo 5.4 siempre que se cumpla:

max
UM Z D q
Aunque la condicién anterior puede cumplirse en muchas ocasiones, no existen
garantias de que el algoritmo de profundidad minima tenga un coste compu-

tacional menor, y de hecho para algunos problemas éste serd mayor que para
el algoritmo de arbol binario de las regiones lineales.
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5.6.2. Requerimientos de memoria

Otra faceta de importancia para comparar los diferentes algoritmos es el
requerimiento de memoria para la implementacion en linea.

En estos términos, el algoritmo 5.2 es el mas desfavorable, puesto que re-
quiere almacenar todas las leyes de control, hiperplanos e indices de coste de
las regiones de cada uno de los subproblemas.

Los algoritmos 5.3 y 5.4 requieren el almacenamiento de las mismas leyes de
control e hiperplanos. Puede ser que éstos sean todos los de los subproblemas, al
igual que para el algoritmo de los arboles binarios por separado, pero también
puede ocurrir que algunas de las leyes de control no sean 6ptimas en ninguna
region y que algunos de los hiperplanos sean redundantes para todas las regiones
lineales tras la unién de regiones, por lo que el requerimiento de almacenamiento
serfa menor.

En cuanto al ntimero de curvas cuadréticas, el algoritmo 5.3 requiere alma-

cenar:
N,
>y
2

i=1
siendo ng; el nimero de soluciones posibles para cada region lineal.

Para este algoritmo, si el problema en cuestion tiene muchas de las regiones
lineales con una o dos soluciones posibles, serd necesario almacenar muy pocas
curvas cuadraticas. Por el contrario, si el problema tiene muchas regiones linea-
les con varias soluciones posibles, el nimero de curvas a almacenar puede ser
incluso mayor que para el algoritmo de todos los arboles binarios por separado.

. . N, (-
Para el algoritmo 5.4, se requieren ). ng curvas cuadraticas. En este

caso si que se puede asegurar que el numero de curvas cuadraticas a almacenar
es menor que para el algoritmo de los drboles binarios por separado (puesto
que como méaximo existen Y " N; indices de coste).

Por dltimo, es necesario considerar el niimero de nodos de los diferentes
arboles binarios, puesto que, como se ha visto, por cada uno de ellos es necesario
almacenar tres punteros. Para el algoritmo de los drboles binarios por separado
se tienen Y7 2P¢ nodos. Para el algoritmo del arbol binario de las regiones
lineales 2P y para el algoritmo de profundidad minima 2(P«+P1) Por tanto,
este es el Unico término que puede ser mas desfavorable para el algoritmo 5.4.
No obstante, para la mayoria de implementaciones la memoria necesaria para
almacenar un puntero es menor que la usada para almacenar un nimero real.

5.6.3. Coste fuera de linea

Como tltimo criterio para comparar los diferentes algoritmos, se tienen en
cuenta el niimero y tipo de problemas de optimizacion que es necesario resolver
fuera de linea.
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Bajo este criterio, el algoritmo de los arboles binarios por separado es cla-
ramente el més favorable, puesto que sélo requiere la resolucion de LPs para la
obtencion de dichos arboles por separado, ahorrandose todos los problemas de
optimizacién necesarios para la obtencién de la solucién explicita descritos en
el capitulo 4.

En cuanto a los otros dos algoritmos, ambos necesitan obtener la solucién
explicita, con todos los problemas de optimizacién que ello requiere resolver.
Aparte de éstos, el algoritmo del arbol binario de las regiones lineales requiere
tinicamente la resolucion de los LPs para la obtencién de dicho drbol, mientras
que el de profundidad minima requiere la resolucién de problemas SOS, como
se vio en la seccién correspondiente. Por tanto, éste algoritmo es el més costoso
fuera de linea.

5.6.4. Conclusiones

A la vista de los diferentes aspectos considerados, en un caso general en
el que no se disponga informacién adicional del problema, el algoritmo mas
adecuado es el 5.4 puesto que es el que garantiza un coste computacional en
linea y un requerimiento de memoria menor que el de los arboles binarios por
separado, con un coste del algoritmo fuera de linea moderado.

El algoritmo 5.3 serd el mas adecuado cuando se sepa que los conjuntos
de restricciones poliédricos tienen una disposicién tal que en la mayoria de las
regiones lineales habra pocas soluciones posibles. En ese caso, el coste en linea y
los requerimientos de memoria pueden ser menores que para el algoritmo 5.4 y
ademsés el coste fuera de linea no serd demasiado elevado (puesto que, al haber
pocas soluciones para cada region, el niumero de problemas SOS a resolver no
serd muy alto).

Ejemplo 5.1. Se desea desarrollar un algoritmo en linea para la solucion ex-
plicita obtenida en el ejemplo 4.10. Para ello, se plantean dos alternativas, el
algoritmo 5.2, que obtiene los 4 drboles binarios correspondientes a cada uno
de los problemas Pr,, y el drbol binario de profundidad no minima, algoritmo
5.5.

En el primer caso, se tienen 4 soluciones explicitas de 9,21, 11 y 20 regiones.
Se obtiene el drbol binario correspondiente a cada una de dichas soluciones con
un total de, respectivamente, 35, 85, 45 y 95 nodos totales (18, 43, 23 y 48
de ellos, nodos hoja). Lo drboles quedan definidos mediante, respectivamente,
11, 32, 16 y 33 hiperplanos y tienen unas profundidades de D1 = 6, Dy = 7,
Ds =5y Dy = 7. Aplicando (5.2), se obtiene un coste computacional de
C1 = 192 operaciones elementales. En cuanto al uso de memoria, se requieren
1008 numeros reales y 516 punteros.

En cuanto al algoritmo de profundidad no minima, como se vio en el ejemplo
4.10 se tiene una particion lineal con un total de 53 regiones. Al construirse el
drbol binario, se obtienen 191 nodos (96 de ellos, nodos hoja) definidos mediante
63 hiperplanos y con una profundidad de D = 9. Aplicando (5.7), y teniendo
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en cuenta que nJ** = 2, el coste computaciones en términos de operaciones
elementales es de C5 = 82. En cuanto a los requeremientos de memoria, es
necesario almacenar 38 leyes de control, 12 funciones de coste y 63 hiperplanos,
sumando un total de 489 numeros reales y 381 punteros.

Por tanto, el algoritmo 5.5 supone, respecto al algoritmo bdsico 5.2, una
reduccion del 57.2% en el coste computacional. En cuanto al uso de memoria,
suponiendo una itmplementacion en un microcontrolador de 16 bits en el que
los numeros reales necesitan el doble de memoria que los punteros, se consigue
una reduccion del 46.3 %. [ |

5.7. Soluciones subéptimas

Como se ha visto en las secciones anteriores, el coste del algoritmo en linea
para la obtencién de la accién de control 6ptima a aplicar es considerablemente
mas elevado que el derivado de obtener la accién de control 6ptima para un
problema de control predictivo con restricciones convexas. Este hecho, en el
contexto de procesos rapidos en los que es necesario un periodo de muestreo
relativamente bajo, puede ser problematico.

Por otro lado, los algoritmos fuera de linea para la obtencién de solucion
explicita, vistos en el capitulo 4, y para la obtencién de arboles binarios, también
puede requerir la resolucién de muchos problemas de optimizacion SOS lo que
puede ser, en determinados casos, demasiado costoso.

Para resolver ambos problemas se puede proceder a buscar una solucién del
problema que, a cambio de permitir un cierto grado de suboptimalidad, reduzca
los costes indicados. Para ello, se pueden seguir dos enfoques diferentes que se
analizardn a continuacion: simplificar el problema a resolver o simplificar la
solucién de dicho problema.

5.7.1. Simplificacién del problema

El problema de optimizacién a resolver asociado al control predictivo con
restricciones no convexas es, como se ha visto en el capitulo 3, el enunciado en
(3.2):

P () : VJQ’J;IT(:E) := min %uTHu +u’l Fuz,

sujeto a:

up € Uparak=0,...,M —1,

up =0parak=M,... N —1,
(Qpx +Tru) € X parak =0,..., N,
(Qnz +Dyu) € Xy
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Agrupando todas las acciones de control futuras en un vector, el problema se
puede reescribir de la forma (3.3):

Py m(): Vﬁjf(ac) ‘= min 1u”Hu +u’ Fz,

2

sujeto a:
(u,z) €T

donde:

T, = {(u,x)ERMm+"

o ffsa)

Como se vio en dicho capitulo, los distinto conjuntos T; son los formados con-
siderando todas las posibles combinaciones de restricciones formando un total
de v =2 "y

Si se analizan las expresiones del coste de los algoritmos propuestos, tan-
to para la obtencién de la accién de control en linea como para el calculo de
la solucién explicita del problema fuera de linea, se puede deducir que depen-
den de manera critica del pardmetro 7, y que disminuirian considerablemente
reduciendo dicho parametro.

Las dos posibilidades mas directas para disminuir ~ son:

e Reducir el ntimero de regiones convexas admisibles para los conjuntos de
restricciones X, U o Xy: esto implica modificar el enunciado del problema
o las garantias de estabilidad, por lo que en principio se descartara.

e Reducir los horizontes de control M o prediccién N: éstos si son parame-
tros de diseno sobre los que se puede actuar. No obstante, dependiendo de
la dindmica del sistema a controlar, reducirlos demasiado puede suponer
una disminucién no aceptable en la calidad de la respuesta que se puede
conseguir del sistema.

Si las posibilidades anteriores no son viables, otra opcién surge mediante una
combinacién de ambas, teniendo en cuenta la filosofia del horizonte movil del
control predictivo. La idea es, considerando que sélo se aplican las m primeras
acciones de control, aplicar las restricciones exactas a dichas acciones de control
pero sustituirlas por un nuevo espacio de restricciones convexo para las acciones
de control y/o los estados siguientes. De una manera mds general, se aplican las
restricciones de manera exacta a L < M < N acciones de control, y el nuevo
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conjunto de restricciones convexo al resto de acciones de control (5.8).

Py (@) o VP (2) == min u”Hu + u” Fu,
sujeto a:
up € Uparak=0,...,L,
up € Ugparak=L+1,...,M —1,
up =0parak=M,... N —1,
(Qx+Thu) €Xparak=1,...,L,
(Qx+Thu) €Xgparak=L+1,...,N -1,
(Qnz + T yu) GXfO

donde Uy, Xy y Xyg son poliedros convexos.

Con esta simplificacion, si se agrupan las acciones de control futuras en un
vector como se hizo con el problema original, se obtendrda un menor niimero -~y
de conjuntos T}, en concreto (v, - v )~.

La opciéon mas sencilla para la eleccién de estas restricciones convexas es
buscar poliedros que contengan el origen de sus respectivos espacios y estén, a
su vez, contenidos en U, X y X respectivamente.

Con esta seleccién, resulta obvio que tras resolver el problema (5.8) se va a
obtener una solucién igual o peor que la que se obtiene resolviendo el problema
original (3.2), por ser las restricciones del nuevo problema mds estrictas. No
obstante, siempre que el horizonte L al que se aplican las restricciones reales no
sea excesivamente inferior a los horizontes de control y prediccién, el comporta-
miento del sistema en bucle cerrado no tiene por qué verse afectado gravemente,
puesto que es de esperar que los tltimos elementos de la secuencia de control
optima y la trayectoria predicha asociada a ésta se encuentren en un entorno
cercano a los respectivos origenes de ambos espacios.

Si esta simplificacién se considera demasiado restrictiva, otra opcién es to-
mar como conjuntos convexos las envolventes convexas de los conjuntos de
restricciones originales:

Pay(@) s VP (z) := min u” Hu+u” Fz,
sujeto a:
up € Uparak=0,...,L,

ug € conv(U) parak=L+1,...,.M —1,
up =0parak=M,...,N—1,
(Qz +Tgu) e Xparak=1,...,L,

(Qrx 4+ Tru) € conv(X) parak=L+1,...,N —1,

(QNI + FNu) S COl’lV(Xf)

(5.9)

De esta forma, podran obtenerse acciones de control o trayectorias futuras no
factibles, pero las acciones de control que realmente deben aplicarse si lo seran.

Analizando la formulacién de los dos problemas de optimizacién, (3.2) y
(5.9), puede deducirse que V"), () < VHT () puesto que para el problema
aproximado siempre es posible la misma solucién que se tiene para el problema

original debido a que U € conv(U), X € conv(X) y Xy € conv(Xy). No
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obstante, si se obtiene un coste Vi) () # V]g PT(z) es porque alguna de las

acciones de control o variables de estado futuras uy para k = L+ 1,...M
solucién de P3P, ,(z) no es factible con las restricciones reales, y por tanto no
es valida. Por 7tanto, aplicar las L primeras acciones de control soluciéon de
’P;,p M(ac) supone realmente una estrategia subdptima, puesto que equivale a
resolver el problema (5.10).

Pabr(x) - Vi (z) == min fu” Hu +u” Fz,

sujeto a:
uk:yzp k=0...L
up, € Uparak=L+1,...,M —1, (5.10)

up =0parak=M,...,N—1,
(Qz +Tyu) € Xparak=L+1,...,N—1,
(QNx—l—FNu) EXf

donde u;” representa el elemento k de la solucién al problema Py, (z).

Comparando (5.10) con (3.2) queda claro que se cumple Vi*p, (z) > V@T (x)

puesto que el problema subdptimo tiene un menor nimero de grados de liber-
tad, al estar fijadas las L primeras acciones de control.

A continuacién, se va a plantear un procedimiento para analizar la subopti-
malidad de la solucién del problema (5.10) con respecto a la solucién ptima de
(3.2). Para ello, serd necesario calcular dicha solucién éptima, por lo que este
procedimiento carece de sentido si el objetivo de la simplificacién es reducir el
coste del algoritmo fuera de linea. No obstante, si el objetivo es la reduccién del
coste en linea, puede ser de utilidad para conocer el grado de suboptimalidad
que se estd permitiendo.

En primer lugar, se obtendréan, mediante alguno de los métodos expuestos
en el capitulo 4, las soluciones explicitas del problema original (3.2) y el apro-
ximado (5.9) . A continuacién, se obtendrd la solucién explicita de (5.10). Para
ello, en primer lugar, se divide el vector de acciones de control u de la siguiente

forma:
uj
u =
uz
donde:
Uy Ur+1
u; = Uz = .
ur, Upnr

Dado que uy es una variable fijada previamente a la resoluciéon del problema
(5.10), puede ser tratada como un pardmetro. De esta forma, el indice de coste
puede reescribirse como:

T T
luTHquuTF:c:l {ul} {Hu le} {lh} + [lh} Fo—

v
N, () 2 2 |uz Hy1  Has| |uz

1 1
§U2TH22112 +up [Hy F] {1;1} + §u1TH11111 +u Fa
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Por tanto, la solucién al problema de optimizacién (5.10), que fija una expresién
concreta de ug, es un caso particular de la solucién de (5.11).

; y . u
/P]‘S\;fl])w(.ﬁ) : V]f}?ﬁ[(x) (= min %U2TH22112 + u2T[H21 F] |:£L'1:| s

sujeto a:
up € Uparak=L+1,..., M,
(Qx+Thu) € Xparak=L+1,...,N —1,
(Qnz + T yu) GXf

(5.11)

El problema (5.11) es también del mismo tipo que el problema original, y por
tanto puede resolverse mediante los mismos métodos, obteniéndose una solucién
explicita expresada en el espacio ampliado de [u;

3. 3 u 2
= 5 ] £ 0t pann

[ulTxT]My |:l;1:| + Nij |:l;1:| + C,L'j <0 j7=1...q;
X; =z eR"
L; {‘;1] +W; <0

La solucién anterior es valida para cualquier u; pero, para el problema (5.10),
la expresién de uy es conocida y dada por la solucién de (5.9):

w? =Fx+ G’ parazeX,

2T Mz + Nz +Cry <0 l=1...q

,7 n
Xp:=z€R Loz + W, <0

A continuacién, se comprueba cudles de los conjuntos (X;, X, u1 *?) no estén
vacios resolviendo la factibilidad de:

ap

T u u
(3?2 "My [ . } + Ny { .

ap

W1 :

Li[z]““fo (5.12)
2T Mz + Nyz+Ciy <0 [ = 1...q%
Lyx+ W, <0
w? = F'Px + Gy

Como puede observarse, se trata de un problema de factibilidad del mis-
mo tipo que los que han ido resolviéndose anteriormente, y por tanto puede
formularse de la misma manera mediante problemas SOS.

Todos aquellas soluciones de los problemas (5.12) que efectivamente resulten
factibles, representan las regiones de la particién del espacio de estados solucién
del problema (5.10), Xsub,

Una vez calculada esta solucion, el objetivo es comparar el indice de coste
que se obtiene con ella con el indice de coste obtenido con la solucién 6ptima
del problema, que como se ha visto es inferior.
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El indice de coste que, como se ha visto en capitulos anteriores, es cuadratico
a tramos, tiene la siguiente expresion para cada una de las dos soluciones a
comparar:

V]?JP(/[T(.%) — ZL‘TQ,LOPTx + j—;-OPTZU + ‘/;_OPT para x € X?PT

' Mz + Nyjz+Ci; <0 j=1...q

OPT ,__ n
X; =rx R Loz + W, <0

V]ff?ll\j/l (z) = 27 Q" x + T2 4+ ViF**  para x € X0

T Mz + Nz +Cry <0 l=1...q

sub .__ n
X" =z eR Liz+ Wy <0

Como ya se ha razonado anteriormente, se sabe que para cualquier z se

cumplird Vvt (z) > VLT (z), pero lo que interesa ahora es estimar la dife-
; ;

rencia entre ambos costes para decidir si la simplificacién es adecuada. Para
ello, se va a buscar una cota superior sobre la diferencia relativa entre ambos
P Vo (@) -vOrT (x) . oo
indices de coste, —vorTEy Teniendo en cuenta que ambos indices de
coste estan definidos a tramos, la cota superior, A\, puede obtenerse resolviendo

el siguiente problema de optimizacion:

min A
sujeto a:

sub ) — OoPT T .
A> Bk

De nuevo, el problema anterior puede formularse como un problema de
tipo SOS. Una vez resuelto, se tendra una cota superior del error porcentual
méximo que se cometerd resolviendo el problema (5.10) en lugar del (3.2). Si
dicho valor se considera aceptable, podra utilizarse la solucién simplificada. En
caso contrario, puede repetirse el proceso aumentando el niimero de acciones
de control cuyas restricciones si son consideradas de manera exacta, L.

Ejemplo 5.2. Se desea obtener una solucion simplificada al problema propues-
to en el ejemplo 4.8, por considerar que la solucion obtenida todavia es dema-
siado compleja para su implementacion en linea. Para ello, se plantea aplicar
la simplificacion (5.8), consistente en sustituir las restricciones originales por
subconjuntos poliédricos convexos para los ultimos elementos de la secuencia
de control. En concreto, se toma una L = 2 y unas restricciones simplificadas
sobre la accion de control Uy = U;.

En este caso, se tiene un problema definido por 4 conjuntos T;. Tras la
aplicacion de la metodologia propuesta, se obtiene la particion mostrada en la
figura 5.1, definida por 86 regiones, 67 con una unica solucion, 12 con dos y 7
con tres.



5.7. Soluciones subéptimas 153

i i i i i i
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 5.1: Solucién final N = 5,L = 2. Particién del estado.

Para la obtencion de esta solucion, se han resuelto 425 problemas de suma
de cuadrados y se han empleado un total de 126 sequndos en un un Intel core
15 750 a 2.66 GHz.

Si se compara esta solucion con la obtenida para el caso de N =5 con su
resolucion exacta (figura 4.17) puede comprobarse como la solucidn es consi-
derablemente mds sencilla (para el caso exacto se tenian 210 regiones, de las
que 70 tenian dos soluciones y otras 12 tres) y que ademds se ha obtenido en
mucho menos tiempo en la misma plataforma (1686 segundos frente a 126).
A pesar de ello, con esta simplificacion la region de factibilidad en la que estd
definido el controlador no ha disminuido, como puede comprobarse comparando
ambas figuras.

A efectos de comparacion, es conveniente definir un tercer controlador con
N = 2. Para este caso, el problema tiene una complejidad similar a la del
problema con N =5 y L = 2, puesto que tiene el mismo numero de conjuntos
T;, 4. La solucion explicita para este controlador es la mostrada en la figura
5.2, y estd definida por 47 regiones (31 con una solucidn, 11 con dos y 4 con
tres) obtenidas mediante 196 problemas de suma de cuadrados con un tiempo
total de 52 sequndos.

Puede comprobarse como con este dltimo controlador, la region de factibili-
dad obtenida si es menor que la de los dos problemas anteriores.

Ademds, se compara el coste obtenido J = > (yFQyx + ul Ruy) para las
trayectorias con cada uno de los tres controladores desde varios estados iniciales
incluidos en las tres regiones de factibilidad hasta alcanzar el origen. La tabla
5.1 muestra el resultado obtenido. Puede comprobarse como, en el peor de los
casos, la trayectoria para el controlador con N = 2 es hasta un 26,8 % mds
desfavorable que para N = 5. Sin embargo, el controlador N =5, L = 2, que se
obtiene con un coste similar, es unicamente un 0,4 % mds desfavorable. |
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10

Figura 5.2: Solucién final N = 2. Particién del estado.

N=5 | N=2 | N=5,L=2
20 = [—15 7.6]T | 8.98 | 9.60 8.98
zo=[1551]T | 51.47 | 51.47 | 5147

zo=[15 —12,3]7 | 23.58 | 29.89 |  23.66

2o =[-15 —98]7 | 93.28 | 94.71 | 93.28

Tabla 5.1: Indice de coste J.

5.7.2. Simplificacién de la solucion

La segunda posibilidad de simplificacién planteada consiste en obtener la
solucién explicita de (3.2) mediante uno de los métodos propuestos en el capitu-
lo 4 y simplificar la particién obtenida. Obviamente, al partirse de la solucion
explicita exacta, este tipo de simplificacién sélo tiene sentido cuando lo que
se desea es reducir el coste del algoritmo en linea o el coste de la obtencién
de éste (obtencién del drbol binario) pero, a diferencia de la simplificacién del
problema propuesta, no es de utilidad cuando lo que es demasiado costoso es
la propia obtencién de la solucién explicita.

La idea fundamental consiste en sustituir curvas cuadraticas, cuyo coste
de evaluacién es de n(2n + 3) operaciones elementales, por hiperplanos, con
un coste de 2n + 1 operaciones elementales. Si el algoritmo en linea requiere
la evaluacion de muchas curvas, el coste en linea puede verse de esta forma
considerablemente reducido. No obstante, se pretende que al sustituir las curvas
el grado de suboptimalidad de la solucién simplificada sea minimo.

Se partird de una de las regiones de la solucién explicita definida por una
serie de desigualdades lineales y cuadraticas:
xTMijI—l—NijI—f—Cij <0 j=1...q

OPT ._ n
X; =rx€eR Loz + W, <0

Renombrando la curva que se desea aproximar como h(x) y el resto de desigual-
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dades que forman la regién como f(z) y cambiando el signo de las inecuaciones,
se puede reescribir la region como:

XOPT .— 2 e R" h(w) 20 ‘
file) >0 i=1...q

El criterio para realizar la aproximacién, como se ha dicho, es que sea lo méas
préxima posible a la 6ptima, en la que es necesario dividir la regién por la
curva cuadrética h(x). En su lugar, se buscara un hiperplano, t(x), con el que
sustituirla. Con esta simplificacién, siempre que h(z) y t(x) tengan el mismo
signo, la accién de control que se aplicard sera correcta, y por tanto el error serd
nulo. Sin embargo, cuando ambos signos difieran, en la solucién simplificada se
aplicara una accion de control diferente a la éptima, con lo que se cometera un
determinado error. Para cuantificarlo de manera adecuada, se define el error
relativo de la siguiente forma:

OPT \_1/OPT
Vi XE?PT‘&) (z) para VIOPT(I) >V20PT(x)

oprT _yOPT
Vs XEF))PT‘?Q:) (z) para VIOPT(:E) < V20PT(x)

er(x) =

Recordando que , como se vio en el capitulo 4, las curvas que definen las regiones
siempre son la resta de dos indices de coste, h(z) = V0T (z) — VPPT(z), se
puede reescribir el error relativo como:

er(z) = —h(z)

V10PT(‘,£)

} .
% para h(z) > 0
para h(z) <0

El objetivo es buscar un hiperplano ¢(z) que minimice el error relativo para
todos aquellos x pertenecientes a la region X; en los que se sabe que la accién
de control a aplicar va a ser subdptima, es decir, aquellos valores de = para los
que que el signo de t(z) difiere del de h(z). Esto ocurre en dos subconjuntos
diferentes:

h(z) >0 h(z) <0
t(x) <0 t(x) >0
filz) >0 Vi filz) >0 Vi

Una posible forma de plantear la solucién del problema, es mediante la apli-
cacién del Positivstellensatz. Se buscard el minimo A que haga no factibles
simultaneamente los dos siguientes conjuntos de desigualdades:

h(z) >0 h(z) <0
t(x) <0 t(x) >0
fi(z) >0 Vi filz) >0 Vi
er(x) > A er(x) > A

Dado que, de la obtencién de la solucién explicita, se sabe que h(x) pasa por la
region X, si ambos conjuntos anteriores no son factibles es porque se cumple
er(x) < A, que serfa una cota del error relativo.
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Substituyendo er(z) por su expresién correspondiente en cada caso:

h(z) >0 h(z) <0
t(x) <0 t(x) >0
h(x) > AVLPT () —h(z) > A\VPPT (z)

El problema de optimizacién a plantear es:

min A
sujeto a:
h(z) >0
t(z) <0 .
fi@) >0 Vi no factible
h(z) > )\VOPT( )
h

()
t(x) >
()>0 Vi

£ no factible
—h(z) > \VPFPT (2)

Como se vio en el capitulo 4, la no factibilidad de un conjunto de desigualda-
des puede expresarse como la busqueda de polinomios suma de cuadrados que
cumplan la condicién del Positivstellensatz:

min A

sujeto a:
—L=s0+ 2, sifi(x) + sx(h(x) - AVQOPT(JU)) — sit(x)+
+sph(x) + Z” Swfz( )fi(x) + -
—l=sp+2 ;s ( )+ S&( h(fv = AV (2)) = s h(@)+
+sit(x )+Z” i fi(x) fi(x) +.

siy s SOS

(5.13)
El problema (5.13), a diferencia de los problemas SOS enunciados en el capitulo
4, presenta un inconveniente que dificulta su resolucién como SDP. Esto es de-
bido a que el problema no es lineal en los pardmetros por los productos sjt(z) y
S\, set(x),sA . Este tipo de restricciones, son lo que se denomina desigualdades
bilinieales matriciales (bilinear matriz inequalities, BMIs) y requieren de solvers

especificos diferentes en general a los validos para la resolucién de SDPs.

Los problemas con BMIs son no convexos [VB00] y para su resolucién se
emplean métodos de branch and bound que suelen ser muy costosos compu-
tacionalmente [TO95].

Para el problema en cuestién, se intentard evitar la resolucién del problema
BMI haciendo todos los polinomios enumerados iguales a la unidad. El problema
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resultante a resolver en este caso es:

min A
sujeto a:
—1=s0+ X, sifix) + sph(a) — t(z) + (h(z) = AVFT (2))+
+2 0 Sz‘jfi(fﬂ)fj(x) +
—1 =+ Zl sifi(w) = sph(x) + t(x) + (=h(z) = AV (2))+
+ 25 sipfilx) fi(x) +
siy st SOS
(5.14)
Con esta simplificacién, el problema ya puede escribirse como un SDP; y por
tanto usar cualquiera de los solvers existentes. El principal inconveniente que
se tiene resolviendo el problema asi es que la cota A que se obtiene puede no
ser todo lo buena que podria ser, puesto que se estan perdiendo los grados de
libertad que dan los polinomios simplificados.

Una vez se tiene esta solucion, se puede plantear la resolucién iterativa del
problema BMI de forma sencilla formulando varios problemas SDP. La idea
consiste en tomar, igual que en el caso anterior, sy = sy, = 1 pero permitir
st # 1y s, # 1. Para obtener un problema que pueda resolverse, hay que
tomar un hiperplano con una valor dado ¢t = ty, por ejemplo el polinomio
obtenido resolviendo (5.14). Asi, habrd que resolver:

min A

sujeto a:
—1=s0+ 3, sifi(x) + sph(z) — sito(a) + sx(h(z) — AVPT (2))+
+Z'L]8'L]fl( )f]( )
—l=su+>;s ( + SA( h(x) AVOPT () = sj,h(z)+
+Stt0( ) Z 0,7 ’L] ( )f]( ) +.
s;, 8. SOS

3

Este problema ya es resoluble mediante SDPs. A continuacién, y con los po-
linomios s; = sy y s = s}, obtenidos, se puede resolver un nuevo SDP en el
que éstos pasen a ser fijados y el polinomio t libre:

min A

sujeto a:
—1 =380+, s:fi(x) + sph(x) — swt(z) + sx(h(x) — AVLET (2))+
+Z” Swfz( )f]( )+
—l=sp+2;s ( + SA( h(x) AV (@) = s}, h(x)+
+siot(z) + Z” i@ fi (@) + ..
si, st SOS

?

El procedimiento iterativo que se establece resolviendo estos dos problemas
SDP consecutivamente puede continuar hasta que el valor de la cota A no
decrezca significativamente.

Ejemplo 5.3. Como ejemplo de la aproximacion de la solucion, se tomard la
interseccion de regiones lineales X = Xyg N Xos del ejemplo 4.6, definida por
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las siguientes ecuaciones lineales:

—0,29 —0,96 0,0043
0,11 0,99 -1,3
X={zeR? z <
—0,11 —0,99 3,5
1,0 0,0 20,0

Como se vio en dicho ejemplo, en la solucion final la region se encuentra divi-
dida por la curva cuadrdtica:

0,13 1,1

h(z) = 27 [ 2+ [ 045 17,0 |2 +7,9

1,1 9,6
Resolviendo el problema aproximado (5.14), se obtiene el hiperplano:
t1(x) = —6,996x1 — 42,21x9 — 67,31
Con este hiperplano, se obtiene una cota superior del error relativo de v =
0,0098 (0,98 %).
Si, partiendo de este hiperplano, se aplica el procedimiento iterativo descrito,
se obtiene un nuevo valor del hiperplano:

ta(z) = —6,579x1 — 39,7625 — 63,57

La cota del error en este caso es de v = 0,0061 (0,61%).

La figura 5.3 representa la curva h(x) y las dos aprozimaciones en el poliedro
X. Como era de esperar a la vista de los resultados de ~y obtenidos, ambas
aprorimaciones son muy buenas.

5.8. Conclusiones

En este capitulo se han introducido algoritmos en linea eficientes para la
obtencion de la ley de control para el problema del control predictivo con res-
tricciones poliédricas no convexas a partir de una solucién explicita obtenida
mediante alguno de los métodos planteados en el capitulo 4.

Se han planteado tres algoritmos diferentes, todos ellos basados en la filo-
soffa de los arboles de buisqueda binarios:

e Arboles binarios de los subproblemas convexos y comparacién en linea
del indice de coste.

e Arbol binario de profundidad minima: la construccién del arbol requiere
la resolucién de problemas SOS.
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Figura 5.3: Solucién final.Particién del estado.

e Arbol binario de profundidad no minima: &rbol binario de una particién
lineal y comparacién de costes en las regiones en las que sea necesario.

Se ha realizado un estudio y comparacion de los tres métodos propuestos, con-
cluyendo que el arbol binario de profundidad no minima serd el mas adecuado
en la mayoria de ocasiones puesto que con un coste fuera de linea modera-
do (no requiere la resolucién de ningtin SOS) se ha demostrado que ofrece un
coste en linea menor que el obtenido con los arboles binarios de los subproble-
mas. En cuanto al arbol de profundidad minima, dependiendo de la cantidad
de desigualdades cuadraticas que sea necesario evaluar puede tener un coste
mayor.

El anélisis del coste de los algoritmos en linea permite deducir que, para
valores de « elevados, puede ser dificil su aplicacién para procesos con pe-
riodos bajos. Por esta razén, en la ultima seccion del capitulo se proponen
algunas simplificaciones que reducen dicho coste a cambio de permitir una cier-
ta suboptimalidad en la solucion obtenida. En primer lugar, se han propuesto
simplificaciones del problema de optimizacién, consistentes en reemplazar las
restricciones no convexas por su envolvente convexa para instantes posteriores
a un determinado horizonte. De esta forma, las primeras acciones de control,
que son las tnicas que se aplican por la filosofia del horizonte mdévil, son fac-
tibles, pero las tltimas pueden no serlo. A continuacién, se plantean también
simplificaciones de la solucién, consistentes en reemplazar curvas cuadraticas
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por hiperplanos, con la consiguiente reduccién del coste de evaluacién. Para
ambos tipos de simplificaciones, que ademas pueden utilizarse simultdneamen-
te si se desea, se han planteado métodos para el calculo de la suboptimalidad
en qué se incurre.



Capitulo 0

Estabilidad del control
predictivo con restricciones
poliédricas no convexas

6.1. Introduccién

En el capitulo 3 se ha introducido el problema del control predictivo con
restricciones poliédricas no convexas sobre acciones de control y variables de
estado. En los capitulos 4 y 5 se han desarrollado, respectivamente, algoritmos
para el cédlculo de la solucién explicita al problema y sobre su implementacién
en linea.

En el presente capitulo, se pretende estudiar la estabilidad del esquema de
control predictivo propuesto. Para ello, se particularizan las condiciones del
teorema 2.1, valido para cualquier esquema de control éptimo con horizonte
finito y estrategia de horizonte mévil.

Ademds, se propone un algoritmo eficiente para el cdlculo de la regién ter-
minal éptima para obtener las garantias de estabilidad y se comprueba la es-
tabilidad asintética del sistema en bucle cerrado.

6.2. Condiciones de estabilidad

El objetivo de esta seccion es establecer las condiciones suficientes de esta-
bilidad para el problema del control predictivo con restricciones no convexas,
definido por el problema de optimizacion (3.1) y un esquema de horizonte mévil.
Para ello, con objeto de simplificar el anélisis, se supondran horizontes de con-
trol y prediccién iguales (M = N). En este caso, el problema de optimizacién

161
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a resolver queda de la siguiente forma:
N—-1
Pn(z) VIFT (z) := min %x%PmN + % Z (¥ Qxy + ul Ruy,) (6.1)
k=0
sujeto a:
Tr1 = Az + Bug para k=0,...,N — 1,
Tro =2,
up € Uparak=0,...,N —1,
x, € X parak=0,..., N,
ry €XyCX
Puede observarse que dicho problema es una particularizacion de la estructura

general del problema de optimizacién (2.36) que aparece al analizar la estabi-
lidad del control 6ptimo con horizonte mévil, enunciado en la seccién 2.5:

Pn(z): VZFPT(x) :=min Vy({zk}, {ur}),

sujeto a:

Tr+1 :f(zkauk) parak:oa"'aNf]-a

Tro =2,

up € Uparak=0,...,N — 1,

rp € Xparak=0,...,N,

TN € Xf c X,

Vv ({zn}s {ur}) == Flan) + 35 Liak, ur)

Por lo tanto, son aplicables las condiciones suficientes de estabilidad y el teo-
rema 6.1, ya enunciados en dicha seccién:

C1 La ponderacién de cada estado L(x,u) en (2.36) satisface L(0,0
L(z,u) > v(||x||) para todo x € Sy, u € U, donde 7 : [0, 00) — |
continua, y(t) > 0 para todo t > 0 y lim;_,o y(t) = 0.

) =0y
0,00) es
C2 La ponderacién terminal del estado F(x) en (2.36) satisface F'(0) = 0,

F(x) > 0 para todo z € Xy y cumple la siguiente propiedad: existe una

ley de control terminal Ky : Xy — U tal que F(f(x,Ks(x))) — F(z) <
—L(z,Ky(z)) para todo x € Xy.

C3 El conjunto Xy es positivamente invariante para el sistema x; 41 = f(z;, u;)
bajo Kr(x), es decir, f(z,Ky(z)) € Xy para todo z € Xj.

C4 La ley de control terminal ICr(x) satisface las restricciones del control en
Xy, es decir, K¢ (z) € U para todo € Xy,

C5 Los conjuntos U y Xy contienen el origen de sus respectivos espacios.
Teorema 6.1. Considérese el sistema
Tip1 = f(ws,u;)  parai>0, f(0,0)=0,

controlado por el esquema de horizonte mdovil (2.36)-(2.38) y supdngase que
satisface las condiciones C1-C5 enunciadas anteriormente. Entonces:
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1. El conjunto Sy de estados iniciales factibles es positivamente invariante
para el sistema en bucle cerrado.

2. El origen es globalmente atractivo en Sy para el sistema en bucle cerrado.

3. Si, ademds de C1-C5, se cumple 0 € int Sy y la funcion de coste VZQPT
es continua en un entorno del origen, entonces el origen es asintotica-
mente estable en Sy para el sistema en bucle cerrado.

4. Si, ademds de C1-C5, se cumple 0 € int Xy, Sy es compacta, y(t) > at?
en C1, F(z) < bl|z||” para todo x € Xy en C2, donde a > 0,b >0y
o > 0 son constantes reales, y la funcién de coste VITT es continua en
Sn, entonces el origen es exponencialmente estable en Sy para el sistema
en bucle cerrado.

O

De igual forma que se realizé en la seccién 2.5 para sistemas lineales y res-

tricciones convexas, se analizan a continuacion las diferentes condiciones de
estabilidad:

C1: La ponderacién de los estados en la funcién de coste, L(z,u) = 27 Qx +
uT Ru, es la misma que para el caso de restricciones convexas, por lo que
el cumplimiento de esta condicién puede comprobarse también para una
funcion y(t) = A\nin(Q)t?, donde Apin(Q) es el minimo valor propio de
la matriz Q.

C2: La funcién de ponderacién terminal y ley de control terminal se escogen
en este caso de la misma forma que para el problema con restricciones
convexas:

F(zy) = 324 Py
Ky=—-Kzx

Donde las matrices P y K puede calcularse resolviendo la ecuacién alge-
braica de Riccati:

P=ATPA+Q - K'RK
K=R'BTPA
R=R+B"'PB

Por tanto, con esta eleccion, y teniendo en cuenta que P es definida
positiva, se tiene F'(0) =0y F(x) > 0 para cualquier x. Por otra parte:

F(f(x,l(:f(x))) — F(m) + L(‘TJCf (.T)) _
= % ((Ax + B/Cf(w))TP(Am + BK;(z)) — 2T Pt

a7 Qa + (Ky(2)" R(Ks (1))
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T

8

(A— BK)"P(A - BK) — P+Q+KTRK)17

2T (ATPA-P+Q+KT(B"PB+ R)K — 2ATPBK) z

8

8

(¢
(
T(ATPA P+Q+(R'B"PA)B"PA - 2ATPBR_1BTPA)9¢
(ATPA P+Q—A"PBR'B” PA)

(

2T (ATPA—P+Q— A"PBR'RR™ 1BTPA)

N = NN =N =N =N -
S

7 (ATPA7P+Q7KTRK)17:O

C3 y C4: Ambas condiciones se satisfacen si se elige como X¢ el méximo con-
junto positivamente invariante para el que se satisfacen todas las res-
tricciones en el sistema en bucle cerrado con el controlador terminal,
2g+1 = (A — BK)xy, es decir el mdzimo conjunto positivamente inva-
riante de entrada admisible en bucle cerrado. No obstante, a diferencia
del resto de condiciones, el cdlculo de este conjunto invariante difiere en el
caso que nos ocupa con el realizado en la seccién 2.5, debido a la no con-
vexidad de las regiones de restricciones. Por tanto, el calculo se analizara
en detalle en la seccién 6.3.

C5: Como en el caso de restricciones convexas, para el cumplimiento de es-
ta condicién se asume desde la propia definiciéon del problema que los
conjuntos U y Xy contienen el origen de sus respectivos espacios.

6.3. Obtencidn de la region terminal

En este seccién, se pretende buscar una regién terminal X, C X de forma
que las condiciones C3 y C4 se satisfagan, es decir, un conjunto invariante en
bucle cerrado bajo Ky para el que la ley de control sea factible en U.

Para ello, a continuacion se vuelven a enunciar algunas de las definiciones
de [Ker00] introducidas en la seccién 2.5 haciendo explicito en ellas el conjunto
de restricciones sobre las acciones de control considerado:

Definicién 6.1. Dada una ley de control uy = h(z), el conjunto de entrada
admisible de 2 C R" viene dado por

QM(U) = {z1, € Q|h(zx) € U}

Definicién 6.2. El conjunto a un paso en bucle cerrado de entrada admisible
O"(U,0) es el conjunto de estados en R™ desde los que el sistema xj,1 =

f(zp, ug) en bucle cerrado evoluciona hasta €2 con una entrada admisible uj =
h(z) € U, es decir

Q"(U,Q) = {ax € R"h(xx) € U; f(xr, har)) € U}
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Definicién 6.3. El conjunto controlable a i pasos K;(U, 2, T) es el maximo
conjunto de estados en €2 para el que existe una secuencia de entradas admisible
tal que un conjunto terminal arbitrario T C €2 sea alcanzado en exactamente
1 pasos, mientras que el estado se mantiene en €2 los i — 1 primeros pasos, es
decir )
Ki(U,Q,T) = {0 € R"3{ur € U}
{zp € Q) 2 €T}

Definicién 6.4. El conjunto KO(U,Q, T) para el sistema zj1 = f(zk, up)
en bucle cerrado con la ley de control uy = h(z) se define como K;(U, Q" T)
para el sistema xg41 = f(zk, h(xg)):

KOMNU,Q,T) = {xo € R"|{h(x) € U}; "
{zy, € Q}ffl, x; € T}

Tal y como se ha comentado anteriormente, cuanto mayor sea la region
terminal X¢, mayor serd el conjunto de estados iniciales factibles Sy para el
controlador predictivo. Por tanto, la regién terminal mas conveniente es el ma-
ximo conjunto positivamente invariante de entrada admisible en bucle cerrado
con el controlador terminal Ky = —Kux:

ng([[_J,X) = {2 € R"|K(A - BK)*2 € U,(A - BK)*z € X parak =0,1,...}

Para el calculo de ng (U, X), la primera opcién a considerar es seguir el pro-

cedimiento descrito en el capitulo 2, aprovechando la igualdad O&f (U,Q) =
Koo (U, Q%7 QFr) = ICng (U, Q, Q%) y aplicando el algoritmo 6.1:

Algoritmo 6.1 Célculo de conjunto controlable en N pasos Ky (U, 2, T)

1. Hacer i =0y Ko(U,Q,T) =T
2. Mientras i < N:

a) K'H—l([U; Q, T) = Q (U, Ki(U, Q, T)) NN

b) SiKi+1(U,Q,T) =K, (U, Q, T), finalizar el algoritmo y
Ky(U,Q,T) =Ko (U, Q,T) = K;(U,Q,T).

¢) i=it1

La principal dificultad para la ejecucion del algoritmo 6.1 estriba en el cdlcu-
lo de los conjuntos a un paso en bucle cerrado Q7 (U, X) puesto que éstos estan
definidos sobre conjuntos no convexos:

U=U"U; quy& (6.3)
Para realizar dicho cdlculo, serd de utilidad la siguiente propiedad [Ker00]:

Proposicion 6.2. Si Q) viene dado por la union

Q=[Jo,
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entonces

O

Por otra parte, puede formularse la siguiente proposicion analoga a la an-
terior:

Proposicion 6.3. Si U viene dado por la union
U=Ju,
i

entonces

Q(U,Q) = JoU;,0)

O

Prueba. Siz € Q(U,Q), por definicién, existe un uy € U tal que zp41 € Q.
Pero si up € U, se tiene que up € U; para uno o mas i, por lo que = €
Q(U;,9), lo que implica z;, € [J; Q(U;, ). Con esto queda probado Q(U, §2) C
U; Q(U;, Q). En sentido contrario, si xy € |J; Q(U;, ), para algin i se cumple
xr € Q(U;,Q). Aplicando la definicién del conjunto a un paso, existe algin
ur € U; tal que zp41 € €. Pero cualquier u; € U; cumple u; € U, por lo que
z € Q(U, Q). De esta forma, queda probado J, Q(U;, Q) € Q(U, Q) y por lo
tanto Q(U, Q) =, Q(U;, Q). [

Aplicando ambas proposiciones a nuestro problema particular, se tiene:

0% (0,%) = J|J 2% (U.. %)) (6.4)

Empleando la ecuacién (6.4) en el paso 2.a del algoritmo 6.1, se tiene un proce-
dimiento completo para la obtencién de (’)o’Cof (U, X). No obstante, este algoritmo
tiene un inconveniente importante. Esto es debido a que, en cada paso del al-
goritmo, es necesario calcular el conjunto a un paso que lleva a otro conjunto
a un paso, Q%7 (U, Q%/(U,X)). Como el conjunto a un paso (6.4) es en gene-
ral no convexo, el niimero de conjuntos no convexos puede crecer de manera
exponencial en cada paso. Este hecho, ademés de hacer el algoritmo compu-
tacionalmente més costoso, implica que la regiéon terminal Xy = ng ([[_J,X)
quedard definida como la unién de nimero innecesariamente alto de poliedros
convexos. Esto implicard o bien un incremento del coste del algoritmo en li-
nea, o bien la necesidad de utilizar algoritmos de unién de regiones como los
introducidos en el capitulo 4, y por tanto un mayor coste fuera de linea.

Con objeto de disenar un algoritmo mas eficiente, se introducen las siguien-
tes nuevas definiciones y la proposicién 6.4.
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Definicién 6.5. El conjunto a i pasos en bucle cerrado de entrada admisible
QM(U, Q, T) es el conjunto de estados para los que la trayectoria en bucle cerrado
dada por xp+1 = f(zk, h(zy)) lleva al estado al conjunto T en ¢ pasos o menos
manteniendo en todo momento la trayectoria de los estados y las acciones de
control uy = h(xy) dentro de, respectivamente,  y U:

oMU, T) = {zg € R"3N <i:
{uk - h(zk) € U}év_la {Zk S Q}év_l,ICN S T}

Este conjunto puede calcularse obteniendo los conjuntos que llevan al siste-
ma en bucle cerrado a T en exactamente j pasos, es decir, ICO? (U,Q,T):

oMU, T) = U KOMU,Q,T) (6.5)

j=1

Definicion 6.6. El conjunto a ¢ pasos en bucle cerrado de entrada admisi-
ble para i = oo es el mdzimo conjunto en bucle cerrado de entrada admisible
Q" (U, 0, T) y se dice que esta finitamente determinado si existe algin i* € N
para el que Q" (U,Q,T) = Q1 (U,Q,T) O

Nétese que en ningiin momento se asume que el conjunto objetivo T es
invariante, por tanto una condicién inicial zo € Q" (U, Q, T) llevar4 al sistema
en bucle cerrado a T en un determinado niimero de pasos, pero se desconoce si
la trayectoria del sistema permanecera en dicho conjunto. Si T se define como
un subconjunto del espacio de estados para el que no se satisfacen algunas de
las restricciones del problema, el conjunto Q" (U, ), T) representa los estados
que violan dichas restricciones en algin punto de su trayectoria futura.

Para disefiar un procedimiento para el calculo de Q" (U, €, T) se formula
la siguiente proposicién:

Proposicién 6.4. Si el sistema en bucle cerrado xp+1 = f(zk, h(zy)) es asin-
toticamente estable y 0 ¢ T, ewiste algin i* € N tal que ICO?(U,Q,T) =0
Vi > i*. O

Prueba. Si 0 ¢ T, existe algin ¢ > 0 tal que si ||z|| < ¢, entonces © ¢ T.
Por otro lado, si el sistema en bucle cerrado es asintéticamente estable, existe
algin ¢* € N tal que ||z;|] < € Vi > i*. Por tanto, para i > i* ||| ¢ Ty
KOMU,Q,T) = 0.

Observacion 6.1. Nétese que si el sistema en bucle cerrado es asintéticamente

estable y 0 ¢ T, de la proposicién 6.4 y (6.5), Q" (U,Q,T) estd finitamente
determinado. OJ

Observacion 6.2. Para el sistema lineal xp 1 = Axy+ Buyg, sila ley de control
se escoge segun (2.42) up = Ky(x) = —K, el sistema en bucle cerrado es por
definicién asintéticamente estable. O

La proposicién y definiciones anteriores pueden utilizarse para disenar un
algoritmo diferente para el cdlculo de oLy (U, X).
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El procedimiento comienza calculando las envolventes convexas de los conjuntos
de restricciones U = conv(U) y X = conv(X) y el maximo conjunto admisible
O&f (@, X) Dado que U y X son convexos, este conjunto se puede calcular de
manera sencilla mediante el algoritmo 6.1.

Puesto que las restricciones originales estan incluidas en sus respectivas envol-
ventes, por definicién se tiene O5/ (U,X) ¢ OK/ (U, X).

Por tanto, la idea para el algoritmo es partir de este conjunto e ir eliminando
todos los estados para los que la trayectoria en bucle cerrado viole en algiun
instante futuro alguna restriccién (sobre estados o entradas). Este conjunto de
estados que deben eliminarse se representa como X7%.

Para calcularlo, en primer lugar se obtienen los complementos de los conjuntos
de restricciones en sus respectivas envolventes:

no=Ju;y X\x=Jx;.
i J

En muchos casos, como los problemas de evitacién de obstaculos, no es nece-
sario calcular las envolventes y los conjuntos complementarios, puesto que las
propias restricciones del problema estan definidas como un conjunto convexo
con algunos subconjuntos prohibidos en su interior.

Notese que, como U y X por definicién contienen el origen de sus respectivos
espacios, éste no se encuentra en sus complementos:

0¢U;, Vi
0¢X;, Vj
Es evidente que, para todos los Uj, cualquier estado para el que se cumpla
up = Ky(zg) € UF debe ser eliminado. De las definiciones de conjuntos dadas
anteriormente, puede deducirse que estos estados se representan como 7; =
ors (Uz, ok (U, X)). Ademas, cualquier estado a partir del cual la trayectoria
del sistema en bucle cerrado lleve al conjunto anterior en cualquier niimero de
pasos, también debe ser eliminado. Estos estados pueden representarse como
N (U,X, 7).

Puesto que U} y Oéf (@, X) son convexos, 7; también lo es, y puede calcu-
larse de manera sencilla aplicando la definicién de conjunto a un paso en bucle
cerrado. Por otro lado, Qﬁf (@, X, 7:) también estd definido a partir de conjun-
tos convexos. Ademds, como se cumple 0 ¢ U, puede aplicarse la proposicién
6.4 y el conjunto esta finitamente determinado.

De manera andloga, cualquier estado en el interior de de algun X7 debe ser
eliminado: D; = oL’ (U,X) NXj. De nuevo, deben eliminarse también todos los
estados que lleven en su trayectoria futura al conjunto anterior: Qfof (U X, D;).

Como en el caso anterior, puesto que 0 ¢ X7, el conjunto estd finitamente

determinado por la aplicacién de la proposicién 6.4.

Por tanto, el conjunto de estados X;} que debe ser eliminado de O&f (@, X)
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es:
x Ki i < Ki o
X;=UJTued (0K ) uJD;uod (0.X,D;)  (66)
i J
Por 1ltimo, el maximo conjunto positivamente invariante de entrada admisible

puede calcularse como:

El algoritmo 6.2 resume el procedimiento descrito.

Algoritmo 6.2 Célculo de ng (U,X)

1. Inicializar el conjunto de estados a eliminar, X* = (.

2. Calcular la envolvente convexa de cada conjunto de restricciones: U =

conv(U), X = conv(X).

3. Calcular el médximo conjunto invariante de entrada admisible para esas
restricciones: O (U, X).
4. Calcular los complementos de U y X en sus envolventes respectivas:
O\U=U,U;, X\X = Uj X3,
5. Para cada Uj:
a) Obtener el subconjunto de o5/ (U,X) tal que up = Ks(zx) € U
T: = Q% (U}, OX! (U, X))
b) Calcular el maximo conjunto en bucle cerrado de entrada admisible:
X (0,X,T;)
¢) Afladir ambos conjuntos a X7}:
* * K T
X;=XjUT U O (U, X, T;)
6. Para cada X7:

a) Obtener el subconjunto de oxs (U,X) tal que z € X5 Dy =
% (0,%) nX:.
b) Calcular el maximo conjunto en bucle cerrado de entrada admisible:
5 (0,X, D))
¢) Anadir ambos conjunto a X%
X3 =X;UD; UQY (0,X,D;)

7. Calcular el conjunto final como:
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6.3.1. Eficiencia de los algoritmos

Como se ha comentado anteriormente, el algoritmo 6.1 tiene el inconveniente
fundamental del crecimiento exponencial del niimero de regiones que lo definen
en el peor caso. Este crecimiento depende del ntimero de iteraciones que el
algoritmo necesita para converger, i*, que a su vez depende de la dindmica del
sistema en bucle cerrado.

Si consideramos las restricciones no convexas sobre las entradas y los estados
(6.3), el algoritmo 6.1 comienza haciendo

Yo
K()(ﬁa X’Cfaxlcf) = X’Cf = U X,
k=0

A continuacién, para una iteracion dada, en el paso 2.a es necesario calcular el
conjunto:

Ki+1(U, X7, X5) = 9 (U, K, (U, X% X*)) n XK
Aplicando (6.4), se tiene:

Ki+1(®,XKf7X’Cf) = (U;Yu UZM Qle (Uj, Kik(ﬁ,XKf7XKf))) N (U?’z XZ)
= U;Yu UZKi U;YT (QICf (Uj’ Kik(@, X’Cf ’ chf)) n Xl)

donde 7k, representa el nimero de poliedros convexos cuya unién define
K; (U, XKr, XKr).
Para el peor caso, ningiin subconjunto de los poliedros que define K; 1

puede unirse entre si para formar un nuevo poliedro convexo y, por tanto, este
conjunto esta definido por v, - v, - Yk regiones.

Considerando el escenario en que esta situacién de peor caso se produce a
cada iteracion del algoritmo, en cada paso se tiene un conjunto definido por el
siguiente niimero de poliedros convexos:

ki = K0 * (YuYz)' = Yo (Yuyz)"

Por tanto, el nimero de conjuntos que define (’)o’Cof (U, X) en el peor caso viene
dado por _
VKi* = YV ('Yu%ﬂ)z

que es claramente exponencial en i* y polindmico en 7, vy .

Por otro lado, el algoritmo 6.2 requiere el cémputo del conjunto X} Por
tanto, la eficiencia del algoritmo se analizara en términos del coste de célculo
de dicho conjunto.

Tomando los complementos de los conjuntos de restricciones, U* = UZ” Uy
y X* = Uz’” X%, para cada uno de los poliedros convexos que los definen es
necesario obtener los conjuntos O/ (U,X,77) o oks (U, X, D;).
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Aplicando (6.5) dichos conjuntos pueden escribirse como (6.7) y la expresién
andloga para Dj:
Kf ity < ' oG K
~(0,X,T) = | JK;(0, X%, 77) (6.7)

j=1
donde i} depende de la dindmica del sistema en bucle cerrado.

Para el célculo de cada uno de estos K; es necesario aplicar el algoritmo
6.1. No obstante, a diferencia del caso anterior, como U, X y 7; (o D;) son
conjuntos convexos, K; es un tinico poliedro convexo. Por tanto, Qfof (@, X, Ti)

’C A~ A~ , .7 N
(9 (U, X, D;)) estd formado en el peor caso por la unién no convexa de ¢
(i5) poliedros convexos.

De esta forma, observando (6.6) y considerando que, como se ha dicho,
cada 7; y D; esta definido por un tnico poliedro convexo, el nimero total de
poliedros convexos que forma X% en el peor caso puede calcularse como:

Va Vo
Yop = (L)) + D (1 +45) < (v + 902 + i)
i=1 j=1
donde iy,,, es el maximo valor entre todos los i} y ;. Puede observarse que
Vs estd acotado por una expresion lineal en iy, .., v ¥ V5
El ntimero de poliedros cuya unién define (’)o’cof (U,X) cuando se calcula
mediante el algoritmo 6.2 no es v, sino un numero relacionado con éste pero
dependiente de cada problema particular. No obstante, en general es del mismo
orden que v, .

Por tanto, en un elevado nimero de problemas, el algoritmo 6.2 serd mas
eficiente que el 6.1, tanto en términos del nimero de conjuntos convexos que
definen la regién final como del tiempo de cémputo para obtenerlo.

Ademds, si el numero final de regiones convexas es minimizado para ambos
algoritmo aplicando la metodologia descrita en la seccion 2.6.2, el algoritmo
6.2 es todavia mas eficiente, puesto que en dicha metodologia se hace uso de la
envolvente y los complementos, conjuntos que ya han sido calculados para el
algoritmo mencionado, pero no para el algoritmo 2.6.

Ejemplo 6.1. Se desea obtener la region terminal que garantice estabilidad
para el sistema de dos entradas, dos salidas y tres estados que tieme como
matriz de transferencia

_5 0
G(s) = [ 82+% 2 }
s+2

discretizado con un periodo de muestreo de Ts = 0,2.
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Las restricciones a la entrada no convexas vienen dadas por la union de dos
conjuntos convexos, como muestra la figura 6.1:

= 05 Uy Uz

Figura 6.1: Restricciones sobre las acciones de control.

Como controlador terminal, se escoge el controlador dptimo LQR sin res-
tricciones obtenido para unas matrices de ponderacion de los estados Q = CTC
y de las entradas R =1: Ky(z) = —Kuz.

Las figuras 6.2 y 6.3 representan la region Oo’Cof (U, X) obtenida aplicando los
algoritmos 6.1 y 6.2. Puede comprobarse que la region total no convexa obtenida
es la misma mediante los dos métodos aunque las regiones converas cuya union
forma okt (U, X) son diferentes. |

Como muestra el ejemplo anterior, a pesar de que la regién ng (U, X)
obtenida con los dos métodos propuestos es la misma, las regiones convexas cuya
unién la define son diferentes en ambos. Este hecho cobra especial importancia
al recordar que la regién que se estd calculando va a ser utilizada como regién
terminal del control predictivo con objeto de garantizar su estabilidad.

Como se vio en el capitulo 3, el nimero de conjuntos de restricciones con-
vexos cuya unién define la regién terminal afecta directamente al ntimero de
conjuntos de restricciones T;, y por tanto a 7, parametro fundamental, como
se ha visto, para determinar el coste computacional de los algoritmos en linea
y fuera de linea. Por tanto, interesa reducir al maximo el nimero de regiones

convexas que forma X; = OoKof (U, X). Para ello, se aplicaran los algoritmos de
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Figura 6.2: 05/ (U,X) mediante algoritmo 6.1.

Figura 6.3: oxt (U, X) mediante algoritmo 6.2.

reduccién de la complejidad de particiones poliédricas de [GTMOS], ya tratados
en la seccién 4.2.4.

Ejemplo 6.2. Para el sistema del ejemplo 6.1 se calcula el conjunto (’)Zfof (U, X)
mediante los dos métodos expuestos para tres casos con diferentes conjuntos de

restricciones en cada uno de ellos:

_ 2w <1 f 1<w <3
Caso a: U1={1§u2§2}m2:{2§u2§3}
—2§U,1§4
—1§U,2§2

_ [ —2<wi < _ ) 25w <3
Caso c: U1={0,5§u2§0,5}m2:{2§u2§3}

Caso b: Uy
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Caso | Alg. | # regs. | # LPs | CPU(s)
a 1 28 3646 2.695
2 3 300 0.764
3 3 8157 109.334
b 1 115 53245 34.849
2 4 558 1.072
3 4 77702 53.872
c 1 1 1029 1.035
2 1 741 1.246
3 1 - -

Tabla 6.1: Comparacion de métodos de calculo de o5 (0, X).

donde el caso a corresponde a las restricciones utilizadas en el ejemplo 6.1
y representadas en la figura 6.1 y las restricciones para los casos b y ¢ estdn
representados en las figuras 6.4 y 6.5 respectivamente. Para cada uno de los tres

2.5 Uz 2.5

2 2

15 15

1 : 1

X 05 Uy & o Uz

° . . 0 LUy
0.5 -0.

-1 1

Figura 6.4: Caso b. Figura 6.5: Caso c.

casos se comparan, con ayuda de la MPT toolbox, diferentes implementaciones
en funcion de el nimero de regiones convexras cuya union forma la region final,
el numero de problemas de programacion lineal que es necesario resolver y el
tiempo de computo de CPU en sequndos en un Pentium D a 2.66 GHz y con 1
GB de memoria RAM. Los tres algoritmos comparados son:

1. Koo (U, Q% QK1) mediante el algoritmo 6.1.
2. Algoritmo 6.2 basado en oLy (U,X).

3. Algoritmo 6.1 y unidn de regiones de [GTMOS8].

Los resultados se muestran en la tabla 6.1. Para los casos a y b puede compro-
barse que el algoritmo 6.2 es mucho mas eficiente que el algoritmo 6.1 tanto en
términos de numero de LPs resueltos como en tiempo de CPU. Esto es cierto
considerando unicamente el algoritmo 6.1, pero la diferencia es aun mayor si
ademds se aplica posteriormente el algoritmo de union de regiones.
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El caso ¢ es especial en el sentido de que el conjunto de restricciones Us no es
de utilidad para aumentar OoKof (U,X). Es decir, no existe ningiin estado des-
de el cual el sistema en bucle cerrado evoluciones hacia ON! (U1,X) con una

secuencia de control ui, = Ky(x) en el interior de Uy y la region o5/ (U, X)
seria exactamente la misma si unicamente se considerara Uy. Esto significa que
un subconjunto grande de Oo’Cof (IEI, X) no estd incluido en ng (U, X), haciendo
menos adecuada la estrategia del algoritmo 6.2.

Desde el punto de vista del algoritmo 6.1, muchos de los conjuntos usados para
calcular cada Kiy1, Q7 (Ug, Kip (U, X5 XK1)), estdn vacios, con lo que estos
conjuntos estan definidos por un niumero de poliedros mucho menor al conside-
rado como peor caso.

Adn ast, este algoritmo sigue teniendo un coste similar al del algoritmo 6.2,
con un numero mayor de LPs resueltos aunque un tiempo de CPU ligeramente
inferior. |

6.4. Estabilidad asintética

Al haberse demostrado las condiciones de estabilidad C1-C5, la estabilidad
del control predictivo con restricciones no convexas en el sentido de Lyapunov
queda demostrada con la eleccién adecuada de Xy por el teorema 6.1. No obs-
tante, para que el sistema sea asintéticamente estable queda por probar la
condicién enunciada en el punto 3 de dicho teorema, es decir la continuidad de
la funcién de coste en algin entorno del origen. Para ello, se formula el siguiente
teorema.

Teorema 6.5. El dptimo de la funcion de coste VZQPT(:E) para el problema

(6.1) es continuo en un entorno del origen si éste no se encuentra en la frontera
de ninguno de los conjuntos T; cuya union forma el conjunto de restricciones
no converas. O

Prueba. Tal y como se muestra en (3.5), el 6ptimo de la funcién de coste
puede escribirse como

VP () == min {VRPT ()}

donde:
VRFT (x) := min 2u” Hu +u’ Fu,
sujeto a:
ucT;

Puede demostrarse que las funciones V;?VP T(z), que equivalen a la funcién de
coste 6ptimas para un problema de control predictivo con restricciones conve-
xas, son continuas [GS05].

Tomando los ¢ conjuntos T; que contienen el origen e intersectandolos,
como el origen no pertenece a la frontera de ningin T;, esta interseccién resulta
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en un conjunto convexo que contiene el origen. En este conjunto, el minimo
puede descomponerse de la siguiente forma:

VP (@) = min {VR ()} {i=1...7%}
VP! (@) = min {VF"(2), min {VR""(2)}} {i=2...7}

Por otro lado, dadas dos funciones cualesquiera, su minimo puede escribirse
como:

min {Vi(2), Va(@)} = 5 (Vi + V5 — Vi — Va)

Si Vi(z) y Va(z) son continuas, teniendo en cuenta que la funcién valor abso-
luto también lo es, min {Vi(x), Va(x)} es continua por ser una composicién de
funciones continuas definidas en el mismo espacio convexo.

Aplicando recursivamente la propiedad de continuidad del minimo de dos
funciones, queda probada la continuidad de VJQ P T(z) en un entorno del origen.
|

6.5. Calculo del conjunto de estados iniciales fac-
tibles

El conjunto Sy puede calcularse, por aplicacién del teorema 2.3, como:

Sy =Sn(X,Xy)

Para ello, seria necesario definir algoritmos sobre conjuntos de restricciones
no convexos analogos a los descritos para Xy. Esto, por causa de la explosién
combinatoria, supondria un coste computacional elevado.

Una posible alternativa consiste en aprovechar que el controlador predicti-
vo planteado se ha resuelto de manera explicita. Para ello, si se cumplen las
condiciones C1 — C5 y la solucién a (6.1) viene dada por

u?t(z) = Gyz + h;, paraze X;, i=0,...,N,
donde X; es una particion del espacio de estados de la forma:

T AL <0 =1 (y—
XZ-:{xeR”|$M‘Jx+N”x+C”_O j=1...(v 1)}

Lix +W; <0
se tiene

Ny
Sy =JXi

Teniendo en cuenta ademads, que las curvas cuadréticas que definen regiones
siempre lo hacen dividiendo una regién lineal, pueden obviarse para simplificar
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la union de regiones anteriores. De esta forma, Sy se calculard como unién de
poliedros, y por tanto podran aplicarse los algoritmos utilizados en secciones
anteriores.

A continuacion se introduce un procedimiento que puede utilizarse en caso
de querer obtener el conjunto de estados iniciales factibles sin necesidad de
obtener previamente la solucién explicita. Para ello, se parte del problema (6.2)

Py (x) VT (z) := min Vi (z,u)
sujeto a:
up € Uparak=0,...,N — 1,
x, € X parak=0,...,N,

TN € Xf cX
donde:
_ Yu _ Y _ Yf
U=UU X=UX; Xp=UZXy,
i=0 i=0 i=0

Dicho problema, como se ha visto, es equivalente a un problema en que el
optimo es el minimo de los diferentes subproblemas:

Py(x) . VR (2) :=min {VT(z)}

donde:
VRFT (z) := min 2u” Hu+ u’ Fz,
sujeto a:
(u,z) € T;

Como se ha visto, cada uno de estos subproblemas es equivalente a un problema
de control predictivo con restricciones convexas, y por tanto tendra una serie
de estados iniciales para los que se puede garantizar factiblidad y estabilidad,
S% . Dicho conjunto, puede calcularse como la unién de todas las regiones de la
solucién explicita o, por aplicacién del teorema 2.3.

Por tltimo, dado que U = JU;, X = UX; v Xy = [JXy, los conjuntos
iniciales factibles para el problema (6.2) pueden obtenerse como:

Sy =Jsk

6.6. Conclusiones

En este capitulo, se han analizado las condiciones de estabilidad a priori
para el control predictivo de sistemas lineales con restricciones poliédricas no
convexas. Se ha demostrado que, para este tipo de sistemas existen dos dife-
rencias fundamentales con respecto a los sistemas con restricciones poliédricas:
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e El conjunto de restricciones terminal 6ptimo, maximo conjunto invariante
en bucle cerrado, es un poliedro no convexo.

e El indice de coste es continuo en un entorno del origen.

La continuidad del indice de coste permite asegurar que, si se cumplen todas
las condiciones de estabilidad, el sistema en bucle cerrado no es tnicamente
estable en el sentido de Lyapunov, sino asintéticamente estable.

En cuanto al maximo conjunto invariante, se plantean dos algoritmos dife-
rentes para su calculo. Se muestra como el algoritmo més sencillo, basado en
una extension del algoritmo usado para restricciones convexas y unas propo-
siciones para el calculo del conjunto a un paso para poliedros no convexos, es
poco eficiente en cuanto al nimero de regiones que se obtienen. En su lugar,
se plantea un algoritmo alternativo, basado en el maximo conjunto invariante
para las envolventes convexas de las restricciones, y se muestra para diferentes
ejemplos que es en general mas eficiente.



Capitulo

Aplicaciones

7.1. Introduccién

En este capitulo se introducen algunos problemas de la ingenieria de control

para los que son aplicables las técnicas de control predictivo con restricciones
poliédricas no convexas desarrolladas. Las aplicaciones en los diferentes ambi-
tos se ilustran con ejemplos apropiados.
En la siguiente seccion, se proponen aquellas aplicaciones que, por su propia
naturaleza, presentan restricciones de la forma propuesta en capitulos anterio-
res. En la tercera seccion se presenta un problema maés general con restricciones
no lineales no convexas, desarrollando una solucién sub6ptima mediante la sus-
titucién de dichas restricciones por uniones no convexas de poliedros. Ademas,
se muestra como el problema con restricciones no lineales aparece en técnicas
de control no lineal muy extendidas, como el control por cancelacién de la no li-
nealidad de sistemas Hammerstein y Wiener y el control mediante linealizacién
por realimentacion.

7.2. Aplicaciones con restricciones poliédricas no
convexas puras

Las restricciones poliédricas no convexas aparecen de forma natural en pro-
blemas como el de la evitacion de obstdculos, inherentemente no convexo. En
[Kur05] puede comprobarse la importancia de este problema, que ademds apa-
rece de manera natural en multitud de problemas de la ingenierfa de control,
como la planificacién de trayectorias de robots [Kha86] o la planificacién de
trafico de vehiculos voladores, [KY00].

Se considera el sistema lineal invariante de tiempo discreto

Tht1 = Axy, + Buy,

179
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con z € R", u € R™ y sujeto a las restricciones:

zp € X
ur € U
xp ¢ 7
uk§éV

Dichas restricciones, pueden reescribirse de la formas:

T € Xy
up € Uy

donde:

Xz = X\Z
Uy = U\V

Resulta evidente que, atn si todos los conjuntos X, U, Z y V son convexos, Xz,
y Uy no tienen por qué serlo, y por tanto vendran definidos como la unién de
varios poliedros convexos

Xz = U Xz;

Uy = | JUv;

J

que pueden ser empleados como restricciones de un controlador predictivo como
los disenados en capitulos anteriores.

Para sistemas discretos, una forma de abordar el problema es la mostrada
en [RMO5], que calcula los conjuntos alcanzables, es decir, el conjunto de esta-
dos desde los que se puede alcanzar un conjunto de destino. También existen
enfoques de control predictivo para esta clase de problemas, como el mostrado
en [RMO7], pero se basan en la resolucién de un problema de programacién
cuadratica entera mixta en linea, lo que puede ser demasiado costoso compu-
tacionalmente.

7.2.1. Ejemplo de aplicacion: Robot cartesiano

Se considera el control de posicién de un robot cartesiano con dos motores
de corriente continua independientes como manipuladores. Para mayor simpli-
cidad, se supone un control de par sobre los motores, de forma que se consideran
como acciones de control las corrientes en cada uno de ellos. Por tanto, los esta-
dos del sistema son x1 = w1, T2 = wa, x3 = 01 v x4 = 05 y las entradas u; = iy
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V Uy = 13.
El modelo continuo del sistema es

B1 Ky
IR
= 0 =7 00 T+ 0 % u
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

1001 0 .
Y=o 0o 0 1
donde B;,J; y K; son, respectivamente, el coeficiente de friccién viscosa, la
inercia total y la constante de par de los motores, que toman los siguientes

valores: By = By = 0,02Nms, J; = 0,06kgm?, J, = 0,04kgm?, K| = 2Nm/A
y Ko =1,4Nm/A. El sistema se discretiza con un perfodo Ts = 0,2.

El proceso estd ademas sujeto a restricciones convexas sobre las corrientes,
li;] < 3A, y velocidades, |w;| < 200rad/s pero no convexas sobre la posicién,
que debe mantenerse en el interior de una regiéon X pero fuera de otra regién
correspondiente a un obstaculo que es necesario esquivar:

1 0 6

0 1 I3 6

($3,$4) € X:= 1 0 [$4] < 1
0 -1 1

1 0 5

L 0 1 I3 6

(1‘3,1‘4) ¢ Z = -1 0 |:I4:| < 1
0 -1 -1

Como se ha visto, las restricciones anteriores pueden escribirse como un conjun-
to poliédrico no convexo, en este caso de dos regiones, (z3,24) € Xz = X3 UXy
donde:

1 0 6 10 6
L 0 1 T3 1 o 0 1 I3 6
R B [14] = X2=0 101 [:cJ =5
0 -1 1 0 -1 1

Los parametros de disefio para el controlador MPC son N = 2, Q = CTC
vy R = [(1) 100]. Se calculan también el controlador y la regién terminal que
garantizan la estabilidad del sistema, estando ésta ultima formada por dos
poliedros. Para N = 2, hay por tanto 4 conjuntos de restricciones T; diferentes.
Calculando la envolvente convexa y resolviendo el mpQP correspondiente, se
obtiene una solucién explicita de 148 regiones.

Tras la clasificacién de regiones, division de las no factibles y unién de las que
tienen la misma solucién, se obtiene una particiéon de 387 regiones.

A continuacién, se aplica el algoritmo de eliminacién de soluciones no éptimas,
lo que permite eliminar 339 soluciones mediante la resolucién de 634 problemas
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de suma de cuadrados.

Por tltimo, para obtener la particién final, se realiza una vez més la unién de
regiones con una misma solucion. Tras ello, se tienen 246 regiones, una de ellas
con 4 soluciones, otra con 3, 68 con dos y el resto con s6lo una.

La figura 7.1 muestra la evolucion de la posicion del robot cartesiano, que
claramente satisface las restricciones. No obstante, al ser el proceso real conti-
nuo, debe prestarse atencion para seleccionar un periodo de muestreo suficien-
temente bajo, puesto que el controlador solo garantiza el cumplimiento de las
restricciones en los instantes de muestreo.

Cut through X, =0.00 x2=0.00

Figura 7.1: Seccién de la particién final poliédrica y trayecto-
ria.

En cuanto al algoritmo en linea, se obtiene un arbol binario y se compara
el coste con el de obtener un arbol para cada uno de los conjuntos T; y com-
parar los indices de coste. El arbol binario de la solucién obtenida tiene una
profundidad D = 12, frente a las de los otros cuatro, D1 =9, Dy =7, D3 =8
y D4 = 6. Siguiendo el andlisis del capitulo 6, el nimero total de operaciones
elementales es de C7 = 465 y Cs = 303, lo que supone una reduccién del coste
computacional de un 34.8 %. En cuanto a las necesidades de memoria, para
el algoritmo bésico se requiere almacenar 7440 ntimeros reales y 676 punteros,
mientras que para el arbol de la solucién completa son almacenados 3285 niime-
ros reales y 901 punteros. Suponiendo que el controlador se implementa en un
microcontrolador de 16 bits en el que los ntimeros reales requieren el doble de
memoria que los punteros, la reduccién de memoria a utilizar es de un 51.97 %.
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7.3. Aplicaciones con restricciones no lineales

Se desea formular un controlador predictivo con modelos lineales y restric-
ciones no lineales con el problema de optimizacién asociado (7.1)

1
Pn () :VZQ,IAD/IT(:U) = min iuTHu +u’ Fz (7.1)

sujeto a:

Tpt1 = Az + Buy para k =0,...,N — 1,
To =T,

fi(u,z) <Oparai=1,..., Ny

donde se han incluido Ny desigualdades que pueden ser funciones no lineales
cualesquiera dependientes del estado z, conocido en el momento de calcular la
accién de control y de las M acciones de control futuras. Dichas desigualdades,
de caracter muy general, pueden incluir restricciones anadidas con objeto de
garantizar la estabilidad del esquema de control predictivo.
Si se desea resolver el problema anterior de manera exacta, es necesario recurrir
a la programacion no lineal, con la complejidad computacional en linea que ello
conlleva.
Si dicho coste en linea no es aceptable, puede definirse, en su lugar un problema
de la forma (3.3):

Py m() : Vﬁjf(ac) ‘= min %uTHu +u’Fu,

sujeto a:
(u,z) €T

donde:
T = U;/:o T;

o nffsa]

Como se ha visto en capitulos anteriores, dicho problema admite el calculo de
una solucién explicita con un tiempo de coste en linea aceptable para problemas
de tamano no demasiado elevado.

La necesidad que se plantea en este punto es cémo definir un problema de la
forma (3.3) que sea una buena aproximacién para el problema (7.1). Dado que
para ambos problemas el indice de coste es el mismo, la decisiéon se reduce a
escoger el conjunto poliédrico no convexo T.

Para la obtencién de dicho conjunto, se pueden establecer dos grandes objetivos:

T, == {(u, x) € RMm+n

1. El sistema en bucle cerrado que se obtiene con las restricciones originales
(7.1) y la accién de control resultante de resolver el problema (3.3) debe
resultar estable.
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2. El conjunto de estados iniciales estabilizables de este modo debe ser lo
mas grande posible.

El primer objetivo puede satisfacerse mediante el diseno de un problema estable
con restricciones poliédricas no convexas, conforme se ha descrito en el capitulo
6 siempre y cuando las acciones de control que se obtengan para dicho problema
sean también factibles en el problema real. Es decir, el conjunto poliédrico no
convexo debe ser una aproximacion interior del conjunto factible definido por
las restricciones f;:

(u,z) € T= fi(u,z) <0 Vi (7.2)

En cuanto al segundo objetivo, el conjunto de estados estabilizables es mayor
cuanto mayor sea el conjunto de restricciones T, por tanto serd conveniente que
éste se aproxime lo mas posible al espacio definido por las restricciones f;.
Por 1dltimo, es importante recordar al disenar el conjunto T que la complejidad
de la solucién explicita del problema (7.1) depende enormemente del nimero
de conjuntos convexos T}, .

7.3.1. Aproximacion de no linealidades mediante unién de po-
liedros

En este punto, se parte de una serie de restricciones no lineales f; < 0
que se desea substituir por un poliedro no convexo lo més grande posible que
satisfaga las restricciones originales. Para ello, el problema se abordara en dos
fases, primero sustituir cada una de las funciones no lineales por una funciéon
afin a tramos y, una vez se disponga de todas ellas, formar los poliedros no
CONVEXOs.

Definiremos una funcién afin a tramos como

F(z) =ajz+0b; para Rjz <r;

Por tanto, nuestro primer problema consiste en buscar, para cada funcién f;(z),
la funcién F;(z) que mejor la aproxime en el espacio estudiado X cumpliendo:

Fi(z) < fi(z) VexeX (7.3)

Desafortunadamente, se trata de un problema abierto para el que no existe una
solucion definitiva para cualquier tipo de funciones. No obstante, para algunas
tipologias concretas, si existen soluciones propuestas en la bibliografia.

En particular, cuando la funcién es céncava (lo que implica que el espacio defi-
nido por f;(z) < 0 es convexo) una aproximacién sencilla puede obtenerse sim-
plemente evaluando la funcién en diferentes puntos y uniéndolos (obteniendo la
envolvente convexa). El cumplimiento de la condicién (7.3) queda garantizado
por la propia concavidad de la funcién.

Cuando la funcién es convexa (y por tanto el espacio céncavo), puede aproxi-
marse mediante los subgradientes [BY09]:

F(z) = max{f(xo) + yOT(:c —x0), ..., fzr) + y,?(:n —x)}
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donde y; es un subgradiente de la funcién en z;. Un vector y € R™ es un
subgradiente de la funcién f en un punto z si:

f(2) > fl2) +y (2 —2), VzeR"

Cuando la funcion es derivable, el subgradiente puede ser el gradiente.

Ninguna de las dos opciones anteriores (envolvente convexa o subgradientes)
es aplicable directamente si la funcién no es céncava ni convexa. No obstan-
te, en estos casos, y siempre que la funciéon pueda escribirse mediante suma
de términos algebraicos, ésta puede separarse en términos convexos, céncavos
univariables y bilineares [SP99]. Posteriormente, puede encontrarse una fun-

cién afin a tramos que acote cada uno de ellos. Este es el enfoque seguido por
[BAGO5).

Un caso de funcién no lineal particular que es interesante considerar es el
de las splines (curvas polinomiales a tramos) puesto que existen multitud de
métodos para aproximar mediante ellas otras funciones no lineales (con una
precisién creciente con el nimero de puntos que se toman). Para este tipo de
funciones, existen métodos eficientes que calculan su enclosure, que son curvas
afines a tramos que la encierran [LPO01].

Otra opcién existente es la propuesta en [CAF03], que resulta interesante
por su sencillez. En este trabajo los autores proponen definir previamente las
regiones (R;, rj) sobre las que se definird la funcién F(z) y garantizar, mediante
la resolucién de un problema de programacion lineal, que ésta acote a f(z) en
un conjunto discreto de puntos. Aunque presenta el inconveniente de que no
existen garantias fuera de dichos puntos, puede ser suficiente si la funcién no
es demasiado compleja y se toman suficientes puntos.

Una vez se tienen las no linealidades aproximadas mediante alguno de los
métodos citados anteriormente, el espacio de restricciones vendra determina-
do por una serie de desigualdades lineales cuya interseccién es un poliedro
(provenientes de restricciones originalmente lineales o aproximaciones lineales
a tramos de no linealidades convexas) y un determinado ntimero de funcio-
nes lineales a tramos provenientes de la aproximacién de no linealidades no

convexas:
Rex <r,
Fi(z)>0 i=1...my

donde
Fi(z) = maz{a;jx + b;; } j=1...n;

Con objeto de obtener el espacio de restricciones como un poliedro no convexo,
se pueden formar todos los poliedros que aparecen al tomar todas las combi-
naciones posibles de desigualdades lineales que definen cada una de las curvas
lineales a tramos. De esta forma, se tendran HZ“ n; posibles poliedros cuya
union forma el espacio de restricciones. No obstante, algunos de ellos pueden
ser no factibles y/o estar definidos por restricciones redundantes.

Dichos poliedros no factibles y restricciones redundantes pueden ser eliminados
mediante resolucion de problemas de programacion lineal siguiendo el procedi-
miento descrito para la interseccién de particiones poliédricas en la seccion 4.2.
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Una vez en este punto, con una serie de poliedros no vacios y sin restricciones
redundantes (aunque con posibles solapamientos) es posible aplicar uno de los
algoritmos de [GTMOS8] para obtener un niimero minimo, de manera andloga a
como se hizo para la minimizacién del nimero de regiones en una particién en
el algoritmo 4.8, obteniendo de esta forma una representaciéon de las restriccio-
nes como la del problema (3.3) con un niimero minimo de conjuntos convexos

5.

Ejemplo 7.1. Se tiene un espacio de restricciones definido por restricciones
poliédricas y dos funciones afines a tramos mno convexas, provenientes de la
aprozimacion de dos restricciones no lineales:

0 -1 0
-1 0 0
x <
0 1 2
1 0 2
max{—zs + 1,21 — 1,21 — 22+ 0,5} >0
max{—z1 + 1,20 — 0,5} >0

representado en la figura 7.2.
Si se obtienen por enumeracion de los tramos de las funciones no lineales todos

Figura 7.2: Espacio de restricciones no convexo.

los poliedros posibles, hay un mdximo de 6 diferentes (puesto que las funciones
son de 3 y 2 tramos respectivamente). No obstante, uno de ellos no es factible,
por lo que quedan 5 poliedros, representados en la figura 7.8 (tras eliminar para
cada uno de ellos las restricciones redundantes).

Con los poliedros formados, es posible aplicar uno de los algoritmos de [GTMO8]
para obtener el conjunto de restricciones formado por la union no convexa de
3 poliedros mostrado en la figura 7.4. |
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Figura 7.3: Espacio de restricciones con poliedros solapados.

Figura 7.4: Espacio de restricciones con niimero minimo de po-
liedros.

7.3.2. Control Predictivo de sistemas Hammerstein y Wiener

Existen muchos procesos no lineales cuya dindmica puede ser aproximada de
manera satisfactoria mediante sistemas lineales puesto que el comportamiento
no lineal se encuentra concentrado en la ganancia estatica del proceso. Este tipo
de sistemas pueden ser modelados mediante estructuras de tipo Hammerstein
y/o Wiener.

Un sistema Hammerstein estd formado por una linealidad estatica seguida de
un sistema dindmico lineal (representado, por ejemplo, en espacio de estados):

Vk = h(uk)
Tht1 Axy, + Buy,
yr = Cap+ Dy
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donde ux € R™, yr € RP, 1, € R™, v, € R™ son las entradas ficticias interme-
dias del sistema lineal y A : R™ — R es la funcién no lineal estética.
Andlogamente, un sistema Wiener estd formado por un sistema dindmico se-
guido de una funcion no lineal estatica:

Tp+1 = Axp + Buy
zr = Cuap+ Duy
ye = w(zk)

siendo en este caso z; € RP las salidas ficticias intermedias y w : R? — R? es
la funcién no lineal estética.

Ambas estructuras pueden combinarse de manera simultdnea para formar un
sistema Hammerstein-Wiener (figura 7.5), capaz de representar sistemas no
lineales mas complejos:

v = h(ug)

Tpr1 = Az + By
zr = Cxp+ Dky
ye = w(zk)

Uk h(") Uk Tpi1 = Axg + Bog | 7F w() | Y
zr = Cxp + Dy

Figura 7.5: Sistema Hammerstein-Wiener.

Si se desea plantear un control predictivo de un sistema de este tipo, la
opcion mas directa consiste en desarrollar un modelo de prediccion y aplicar
técnicas de programacion no lineal para resolver el problema de optimizacién
que aparece [PLS97], [MPJMMO09].

No obstante, existen otras propuestas que tratan de explotar la estructura
particular del sistema no lineal. Entre estas, muchas de las metodologias més
extendidas se basan en la cancelacién de las no linealidades estéticas [FPM97],
[PLS98|, INPR99], [ABBT00], [GJB04] . La idea fundamental consiste en obte-
ner inversas de las funciones h y w (bien porque éstas son conocidas e inverti-
bles, o bien identificando directamente la funcién inversa).

De esta forma, a partir de la medida de las salidas del sistema y; pueden ob-
tenerse las salidas ficticias zy:

2 =w"" (yx)

Con ellas, es posible disenar un control predictivo para la parte lineal del sis-
tema, que proporcionard las acciones de control ficticias futuras vy, a partir de
las cuales pueden calcularse las acciones de control reales a aplicar:

Up = h_l(Uk)
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Figura 7.6: Control por cancelacién de no linealidades de un
sistema Hammerstein-Wiener.

La ventaja obvia de las estrategias de cancelacion de las no linealidades es
su sencillez, puesto que practicamente permite tratar el sistema no lineal como
uno lineal, con todas las herramientas desarrolladas para éstos, lo que permite
su aplicacién a procesos rapidos.

No obstante, existen una serie de dificultades que en la préctica dificultan la
estrategia de cancelacion:

e Representacion invertible de la no linealidad. Si las funciones h y w no
son invertibles, es imposible construir la estructura de control propuesta.

e Aunque las funciones sean invertibles, en un caso real las no linealidades
nunca se cancelaran de una manera totalmente exacta.

e Identificacion. En general, la identificaciéon es mas compleja que en mo-
delos lineales, debido al mayor niimero de parametros que es necesario
identificar por la presencia de las no linealidades estéticas.

e No optimalidad del indice minimizado: Si se realizan las transformaciones
propuestas, en el indice no se incluyen las acciones de control y salidas
reales, sino las variables ficticias introducidas.

e Tratamiento de restricciones: Las restricciones existentes en el sistema
vienen dadas sobre las salidas y acciones de control reales. No obstante,
la estructura de control propuesta sélo es capaz de manejar de manera
explicita restricciones sobre las variables ficticias.

Aunque todos los problemas enumerados son tratados en mayor o menor medi-
da en las diferentes propuestas bibliograficas, cuando se plantea la introduccién
de un control predictivo para el diseno del controlador de la parte lineal del
sistema entre todas las dificultades cobra una especial importancia la relativa
al tratamiento de restricciones realizado. Esto es asi debido a que uno de los
puntos fuertes que justifica la utilizacién de controladores predictivos es preci-
samente la inclusién de las restricciones desde un principio en el propio diseno
del controlador. Por esta razén, a continuacién se describe brevemente cémo
abordan esta cuestion las referencias bibliograficas consultadas.

Es importante notar que, si se desea evitar la programacién no lineal, el
tratamiento de las restricciones en este tipo de problemas es considerablemente
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dificultoso, por lo que no existe ninguna referencia definitiva. De hecho algunas
propuestas, como [Jur06] o [PLS98], directamente las ignoran en la formulacién.
Otras, como [GJB04], sélo consideran sistemas de tipo Wiener y restricciones
sobre las acciones de control, pero no sobre las salidas, que son las que pre-
sentarfan dificultades. En [NPR99] también se trabaja con sistemas Wiener vy,
aunque si se consideran restricciones a la salida, éstas se incluyen en la formu-
lacién del problema mediante un procedimiento adhoc que no ofrece garantias
de satisfaccion.

Existen también varias referencias que permiten trabajar con restricciones de
saturacién sobre las acciones de control y/o salidas transforméndolas a su vez en
saturaciones sobre las variables ficticias. Este tipo de procedimientos es o bien
subdptimo, puesto que reduce el espacio de acciones de control a disposicién
del controlador, o bien de limitada aplicacion, puesto que sélo es valido para re-
presentaciones muy concretas de las funciones no lineales. Entre las referencias
con este enfoque, destacan [FPM97] y [ABBT00] para sistemas Hammerstein
y [CAF03] para sistemas Wiener.

Por ultimo existen algunos otros enfoques, como el de [BABV01] que no se basa
en una cancelacion de la no linealidad, pero si hace uso de la inversa de ésta.
Esta propuesta obtiene una representacién politépica de las no linealidades y
resuelve el problema como si se tratara de un sistema incierto (control pre-
dictivo robusto). No obstante, requiere la resolucién en linea de SDPs, lo que
dificulta su aplicabilidad a procesos rdapidos.

A la vista de la problemdtica existente para el tratamiento de las restric-
ciones con cancelacién de la no linealidad en estos sistemas, se va a plantear el
problema desde el enfoque del control predictivo con restricciones poliédricas
no convexas.

Se considera en primer lugar un sistema Hammerstein-Wiener como el de la
figura 7.5 para el que se tienen unas restricciones lineales sobre la acciéon de
control

Rup <r (7.4)

Conocida la no linealidad estética vy = h(ug), y suponiendo que puede inver-
tirse, la accién de control real puede calcularse a partir de la ficticia:

hit(or)

ho (Vi)
Sustituyendo (7.5) en (7.4), se tiene:

Rnhfl(vk) +...+ lehfnl(vk) <nr
5 (7.6)
Rllhfl(vk) +...+ lehr_nl(’uk) <mn

donde R;; representa el elemento (7,7) de la matriz R.
En el esquema de control predictivo se desea que toda la secuencia de control

satisfaga las restricciones (7.4) por lo que las desigualdades (7.6) deben cum-
plirse para k =0... M — 1.
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Por otra parte, si el sistema tiene restricciones sobre la salida (7.7), es necesario
hacer uso del modelo de prediccién para la parte lineal.

Ryyr <1y (7.7)
Dicho modelo, siguiendo la terminologia del capitulo 2, puede escribirse como
z=Qu+Tv (7.8)

donde z = [21...2x_1]T y v = [vo...var_1]7 representan respectivamente las
secuencias de salidas y acciones de control ficticias futuras.
Sustituyendo la no linealidad a la entrada en la ecuacién (7.8), se tiene

z = Qx+ vy .. .’uM,l]T

Para un sistema MIMO con m entradas, la accién de control ficticia en cada
instante puede escribirse como vy = [Vg1 - . . V|

z=Qx+T[vor... V0m - VM—1)1 - - V(M—1)m) "
Z:QZ+F[}L1(U())...hm(’lL())...hl(qul). (UM 1)] (79)

Por otra parte, conocida la no linealidad a la salida, yr = w(zy), se tiene:
y =y yn]" = [w(z) .. wzy)]”
por lo que (7.7) puede escribirse como
Ry[w(z1) ... w(zn)]t <7y (7.10)
Substituyendo (7.9) en (7.10), se tiene:

Ry [U} (le + Fl[hl (UO) .. .hm(uo) - hl(uM_l) .. hm(uM_l)]T) -
w (Qna + [ (uo) - hom (w0) - By (nr—1) - - B (unr—1)]7)] " < 7y (7.11)

donde Q; y T'; representan la fila i de las respectivas matrices.

Tanto las restricciones a la entrada (7.6) como las restricciones a la salida
(7.11) pueden representarse mediante una serie de funciones no lineales gené-
ricas de la forma

filu,z) <0

Por tanto, es aplicable la aproximacién mediante poliedros detallada en la sec-
cién 7.3.1 y el control predictivo mediante restricciones poliédricas no convexas.

7.3.3. Ejemplo de aplicaciéon: Control de un motor Diesel so-
brealimentado.

Los motores Diesel destinados a vehiculos de pasajeros son procesos muy
complejos que son continuamente modificados y desarrollados para la mejora
de una serie de objetivos. Por un lado se encuentran los requerimientos del
usuario del vehiculo:



192 7. Aplicaciones

e Alta potencia.
e Bajo consumo.

e Elasticidad en la conduccién.

Por otro lado, existen una serie de normativas que deben cumplirse. Entre éstas,
destacan los limites sobre la maxima emisién a lo largo de dos tipos de ciclo
de test (uno urbano y otro extra urbano) de diferentes tipos de contaminantes,
fundamentalmente éxidos de nitrégeno(NO,) y humos.

Proceso de renovacion de la carga

Para la mejora de la potencia desarrollada y la conduccién, la mayoria de
motores diesel actuales utilizan un turbocompresor (fig. 7.7). Este utiliza una
porcién de la energia de los gases de escape (producto de la combustién) para
incrementar la cantidad de aire que se introduce en los cilindros. Esta mayor
cantidad de aire permite quemar una mayor cantidad de combustible, consi-
guiendo mayores valores de potencia y par motor que un motor diesel atmosfé-
rico. Tipicamente, un turbocompresor consiste en una turbina y un compresor
acoplados por un eje comun, normalmente dimensionados para obtener una
respuesta rapida en la masa de aire cuando el conductor demanda aceleracién
a bajas velocidades. No obstante, un turbocompresor dimensionado de esta for-
ma podria danar el motor debido a las elevadas presiones que aparecerian en el
colector de admisién a velocidades mas altas. Una posible solucién es utilizar
una valvula wastegate que permite desviar parte de los gases de escape de for-
ma que no circulen a través de la turbina a altas velocidades. Otra posibilidad,
actualmente mds utilizada, es usar una turbina de geometria variable (TGV).
Esta puede ser dimensionada para cada velocidad del motor directamente du-
rante el funcionamiento, variando el area de flujo y el angulo con el que los
gases de escape se dirigen a los alabes de la turbina.

Por otro lado, para reducir la emisién de NO,, se recircula una parte de los
gases de escape de vuelta al colector de admision. Es lo que se conoce como re-
circulacidn de gases de escape (EGR) y tipicamente se consigue mediante una
valvula que conecta los colectores de admision y escape. Los gases recirculados,
de alto calor especifico, actiian como gases inertes, disminuyendo la tempera-
tura de la combustién, y por tanto la velocidad de la reaccién de formacion de
NO,.

En cuanto a los humos, en particular la cantidad de particulas, ésta depende
fundamentalmente del ratio aire-fuel (AF'R) en la combustién. Es decir, dada
una cantidad de combustible determinada, habra que garantizar una cierta
cantidad de aire fresco de entrada para que el nivel de humos se mantenga por
debajo de cierto limite.

De lo anterior se deduce que, en general, la necesidad de evitar la formacion
de humos limita la capacidad de reducir la emisién de NO,, por lo que habra
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Figura 7.7: Esquema de un motor diesel con turbocompresor.

que llegar a una solucién de compromiso. En efecto, si recirculamos gran canti-
dad de gases de escape al colector de admisién, entrard menor cantidad de aire
fresco lo cual, para una misma cantidad de combustible inyectada, disminuira
el ratio AF'R, con lo que aumentard la cantidad de humo.

Un motor para un vehiculo de pasajeros es, por definicién, un proceso en
el que se producen frecuentemente cambios en variables externas (perfil de la
carretera, demandas del conductor, etc... ). Por esta razén, cobra especial im-
portancia no solo elegir puntos de funcionamiento adecuados para las variables
que afectan a los contaminantes, sino también unos controladores que permitan
unos transitorios lo méas rapidos posible, puesto que durante éstos se producira
una parte importante de las emisiones.

Estrategia de control propuesta

Vistos los objetivos que se pretenden con el control del motor, pareceria
l6gico plantear el control multivariable, utilizando como actuadores EGR y
TGV, de las siguientes variables:

Ratio aire-fuel (AFR) Cuando esta magnitud estd por debajo de un de-
terminado valor, la combustién no se produce correctamente y aparecen
humos.

Fraccién de gas quemado (F}) Se define como el cociente entre densidad de
los productos de combustién y total en el colector de admisién. Cuanto
més elevado sea, menos NO, se producen.

No obstante, no se dispone de sensores capaces de medir dichas magnitudes. En
su lugar, la informacién del proceso se obtiene a partir de sensores convencio-
nales que miden la presion en el colector de admisién, P,, y el flujo masico de
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aire que circula por el compresor, m,,. Estas variables estan relacionadas con F}
v AFR, de forma que es posible obtener un mapa que relacione las referencias
de las tltimas con las primeras [vNMS*98].

Por otro lado, existen otras dos variables que afectan en gran medida al
comportamiento del motor:

Velocidad del motor (N) Depende del par motor generado, del par resis-
tente y de la inercia del vehiculo. El par resistente depende a su vez de
las condiciones de la carretera, el peso del vehiculo, etc...

Masa de fuel (1) Se trata de la cantidad de fuel inyectado. Se controla
con un sistema independiente al de renovacién de la carga, que es el que
nos ocupa. La referencia de masa de fuel deseada es obtenida por un
mapa estatico en funcién de N, y de la posicion del pedal de aceleracion.
Ademas, las unidades de control electrénico (ECU) de los motores suelen
incluir un dispositivo limitador de humos, que limita la cantidad de fuel
inyectado cuando el aire que entra en los cilindros no es suficiente, para
que no se produzcan humos.

Estas dos variables son las que definen el punto de funcionamiento desde el
punto de vista motoristico.

Aunque ninguna de las dos magnitudes es directamente manipulable por el
sistema de control de renovacién de la carga, ambas son medibles. Por tanto,
es conveniente incluirlas de algiin modo en el esquema de control.

Si se pretende disenar un controlador aplicable al proceso real, es importante
tener presente que éste se implementa en una unidad de control electrénica
(ECU) con unos recursos limitados. En este contexto, una posibilidad es ajustar
varios controladores para diferentes valores de N y 7y y cambiar entre ellos
mediante una estrategia de planificaciéon de ganancia.

Por tanto, en una primera fase, el objetivo es disenar cada uno de esos
controladores. Desde este punto de vista, el problema es controlar un sistema
no lineal con dos entradas manipulables (EGR y TGV), y dos variables a
controlar (P, y mhyg).

Control Predictivo

Para realizar el control de este sistema, una propuesta es el control pre-
dictivo mediante modelos Hammerstein-Wiener planteado en [PBGNS06]. En
dicho trabajo, se mostré que el control predictivo con modelos lineales no per-
mite un ajuste agresivo de los controladores por la baja calidad del modelo de
prediccién. Ademads, se descarté un control predictivo basado en programacién
no lineal en linea por las limitaciones en tiempo de computo que implica la
implementaciéon en una ECU, por lo que se opté por un modelado mediante
sistemas Hammerstein-Wiener como el descrito en la seccién 7.3.2.
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Para realizar este modelado, en primer lugar se obtuvieron las funciones
no lineales h(EGR,TGV) y w(EGR,TGV). En concreto, en dicho trabajo se
consideraron como dos alternativas diferentes un modelo de tipo Hammerstein
y otro de tipo Wiener. En ambos casos, la funciéon no lineal es obtenida expe-
rimentalmente. El experimento consiste en realizar varios ensayos que cubren
todo el rango de entradas a intervalos suficientemente bajos y para cada uno de
ellos, tomar los valores de P, y m, en los que el sistema se estabiliza. De esta
forma, la no linealidad representa por completo el comportamiento estatico del
sistema, siendo el sistema lineal identificado forzado a una ganancia unitaria.
Las figuras 7.8 y 7.9 representan la no linealidad asi identificada. Como se ha

40 50
60

80 80
100 100 100 100 0;
TGV(%) EGR(%) TGV(%) EGR(%)
Figura 7.8: No linealidad estatica P,. Figura 7.9: No linealidad estética 1.

visto en la seccién 7.3.2, para poder implementar el controlador mediante can-
celacion de la no linealidad, es necesario obtener la inversa de ésta y el modelo
lineal. En [PBGNS06] se detallan los procedimientos para calcular ambas. Ade-
mas, se muestra que, entre las dos propuestas analizadas, un modelo de tipo
Hammerstein es el que mejor se ajusta al comportamiento del motor.

Una vez obtenida la funcién no lineal inversa y un modelo lineal definido en
incrementos, es posible reescribir las restricciones existentes en el procesos de
saturacién de las valvulas de EGR y TGV en funcién de las nuevas variables
v1 y v2 mediante las ecuaciones (7.6). La figura 7.10 muestra el espacio de res-
tricciones sobre las nuevas variables que, como puede observarse es no convexo.

En [PBGNSO06] se planteé un tratamiento de dichas restricciones sustitu-
yéndolas por un rectdngulo de saturaciones exteriores a la regiéon y un clipping
posterior de las acciones de control reales calculadas, FGR y TGV. Aunque
los resultados obtenidos fueron bastante aceptables, se detectaron dos inconve-
nientes fundamentales:

e En algunos transitorios, el controlador daba acciones de control no fac-
tibles (antes de realizar el clipping), lo que se traducifa en respuestas
oscilatorias.

e FEl esquema propuesto no ofrecia ningin tipo de garantias de estabilidad.
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Figura 7.10: Restricciones no lineales.

En este contexto, es interesante reconsiderar el problema con una definicién de
un espacio de restricciones no convexo interior a la region representada en 7.12
y disenar un controlador explicito como los propuestos en capitulos anterio-
res. Con objeto de compararlo, se disenaran también otros dos controladores
predictivos, uno con una regién de restricciones interiores convexas como la
representada en 7.11 y otra con unas restricciones definidas como la envolvente

convexa del conjunto original.

Figura 7.11: Espacio de restricciones interior
convexo.

Figura 7.12: Espacio de restricciones
no convexo.

Con cada uno de estos conjuntos de restricciones, se definen tres controla-
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dores predictivos con los siguientes pardmetros:

1 0
n=lp ]
10 0
—_ T
Q=0 0 10}0
N =2

Para calcular la solucion explicita del controlador predictivo con restricciones
no convexas, definido sobre 4 posibles conjuntos 7;, se utiliza la metodologia
de interseccién, division y unién expuesta en la seccién 4.3. Tras aplicar el
algoritmo de interseccion y division, se obtienen 1313 regiones. Una vez se unen
las regiones con una misma solucién, quedan un total de 1143, sobre las que se
aplica el algoritmo de eliminacién de soluciones sub6ptimas. Tras realizar 3434
problemas de suma de cuadrados, se comprueba que pueden eliminarse 3400
soluciones. La aplicacién del algoritmo de unién por ultima vez, proporciona
una solucién explicita final de 410 regiones, 11 de ellas con 2 soluciones, 2 con
4 soluciones y el resto con una tnica solucién.

Por su parte, las soluciones explicitas con restriccién convexa interior y
exterior (envolvente convexa) estdn definidas, respectivamente, por 66 y 52
regiones.

A continuacién, se realiza una simulacién para comparar el controlador di-
senado con las dos alternativas méds sencillas propuestas. Para los tres contro-
ladores predictivos, dicha simulacién consiste en, partiendo de un punto inicial
P, = 1,07 bar y m, = 46,3 kg/h llevar al sistema hasta el punto de equili-
brio (P, = 1,127 bar y 1, = 73,8 kg/h). Las figuras 7.13 y 7.14 muestran los
resultados de la simulacién para los tres controladores.

Aunque las respuestas obtenidas para el sistema en los tres casos son bastan-
te similares, pueden observarse como el controlador basado en las restricciones
no convexas ofrece una mejor respuesta que las dos alternativas. En el caso del
controlador con restricciones convexas internas, puede apreciarse que durante
los instantes iniciales no alcanza la saturacién de una de las acciones de control
(TGV) y esto repercute en una respuesta mas lenta del sistema, en especial
en P,. En cuanto al controlador definido con la envolvente convexa de las res-
tricciones puede observarse que la respuesta es mucho mas préxima a la del
controlador con restricciones no convexas puesto que, tras realizar el clipping
de las acciones de control obtenidas, éstas son muy similares. No obstante, se
aprecia un error en la masa de aire que tarda cerca de dos segundos en corre-
girse. Debido a que, como se ha dicho, el sistema controlado es un proceso en el
que los transitorios son frecuentes, la ventaja obtenida con el controlador con
restricciones no convexas puede ser significativa.

Los resultados mostrados hasta el momento no han incluido en el diseno
de los controladores ninguna regién terminal de restricciones y, por lo tanto,
no garantizan la estabilidad del sistema en bucle cerrado. A continuacién, se
disenan dos nuevos controladores con garantias de estabilidad, uno con las
restricciones no convexas y otro con las restricciones convexas interiores. La
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Figura 7.13: Salidas del sistema.
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Figura 7.14: Acciones de control.



7.3. Aplicaciones con restricciones no lineales 199

envolvente convexa de las restricciones, al incluir puntos no factibles, no puede
usarse en un esquema en el que se busquen garantias de estabilidad.

Por tanto, para el controlador con restricciones no convexas se disena una re-
gién terminal siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo 6 obteniéndose
una regién definida mediante 4 poliedros convexos. De esta forma, el proble-
ma no convexo esta definido sobre 16 conjuntos 7;. En este caso, la aplicaciéon
de los algoritmos de interseccién y division, resulta en 4868 regiones. Tras la
union de las que tienen la misma solucién, se obtiene un total de 2378 poliedros.
Mediante el algoritmo de eliminacién de soluciones no éptimas se comprueba,
tras la realizacion de 13326 problemas de suma de cuadrados, que pueden eli-
minarse 10121 soluciones. Aplicando por ultima vez el algoritmo de unién, la
solucién explicita final queda definida mediante 1649 poliedros, 1186 con una
unica solucién y el resto con varias (hasta 12).

Por su parte, el controlador con garantias de estabilidad y restricciones
convexas interiores tiene una solucién explicita definida por 151 regiones.

En este caso, no se puede repetir la simulacién realizada para los controlado-
res anteriores puesto que desde ese punto inicial no hay garantias de estabilidad.
En su lugar, se realiza una simulaciéon desde el punto inicial P, = 1,09 bar y
e = 28,7 kg/h hasta el punto de equilibrio. La respuesta del sistema se com-
para con la obtenida con el controlador con garantias de estabilidad definido
con las restricciones convexas interiores. Las figuras 7.15 y 7.16 muestran los
resultados de dicha simulacién.

80
- -
— 60} 1
=
>
=
540 b
S
20 . . . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t(s) = = = Restriccion interna
114 Restricciones no convexas
s
E i
1.08 . . . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

Figura 7.15: Salidas del sistema con controlador estable.

Como en el caso anterior, se observa que la respuesta obtenida con el con-
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Figura 7.16: Acciones de control con controlador estable.

trolador con restricciones no convexas es mas rapida.

Con este diseno de controladores, es interesante también analizar la region
de atraccién, es decir, el conjunto de estados iniciales desde los que existen
garantias de que es posible estabilizar el sistema en bucle cerrado. La figura 7.17
muestra, para los dos controladores propuestos, una secciéon de dicho espacio
(definido en R*) para los puntos iniciales de 1, y P, en régimen estacionario,
escalada en unidades de las salidas del sistema.

Puede comprobarse que el espacio es mayor para el controlador con restric-
ciones no convexas, aunque la diferencia no es demasiado elevada (puesto que
la no convexidad de las restricciones originales no es muy acusada).

7.3.4. Control Predictivo de sistemas con restricciones me-
diante linealizacién por realimentaciéon

En esta seccién se estudiara como el control predictivo con restricciones
poliédricas no convexas pueden ser también una herramienta de utilidad para
el control predictivo mediante linealizacién entrada-salida por realimentacion.

Considérese inicialmente un sistema SISO no lineal descrito por la siguiente
ecuacién en espacio de estados

i o= @)+ g (7.12)
= h(z) (7.13)



201

7.3. Aplicaciones con restricciones no lineales
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Figura 7.17: Seccién del conjunto de estados iniciales factibles.

La idea basica del control mediante linealizacion entrada-salida por realimen-
tacion consiste en buscar una nueva acciéon de control equivalente v para la
que exista una relacién lineal con la salida y [SL91]. Para el nuevo sistema, es
posible implementar técnicas de control para procesos lineales, como el control

predictivo.
Para ello, es de utilidad introducir la siguiente definicién:

Definiciéon 7.1. Dada una funcion escalar suave h : R — R y un campo
vectorial suave f : R™ — R™, la derivada de Lie de h con respecto a f es la

funcién escalar definida por Lyh = Vh f.
Ademés, la derivada de Lie puede definirse de manera recursiva:
L?ch =h
Lih=Ly(L7'h) = V(L 'h)f para:i=1,2,...

El concepto de derivada de Lie Lsh representa la derivada direccional de h
en la direccién marcada por f y tiene importancia porque, a partir de (7.12),

puede escribirse:
y=Vhi=Vh(f+gu) = Lh(z)+ Ly(x)u
Puede observarse que, si existe alguna regién Q para la que Lyh(z) # 0, la

accién de control u afecta en dicha region a la derivada de la salida. Por tanto,

realizando el cambio de variable
1

- (L
U Lgh( rh+wv)
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se tiene un sistema lineal entre y y v, y = v.

Si, por el contrario, se tiene Lyh(z) = 0 para todo z, puede calcularse una
nueva derivada y comprobar si u aparece en §j = L}h(x) + LyLg(x)u. Si se
tiene LyL¢(z) = 0 Vz, es necesario seguir derivando hasta que se encuentra un
entero r, que se define como grado relativo, para el que se cumple

LghLy ™ h(z) #0
para alguna region €). Entonces, se define la ley de control

1

. (I'h+ 7.14
“ LghL’JZ_lh( fh+v) (7.14)

de forma que el sistema tiene la dindmica
Y = L'sh(z) + LgL;flh(x)u =

claramente lineal con respecto a la entrada equivalente v.

Una vez llegados a este punto, es posible en teoria realizar el diseno de
un controlador con cualquiera de las técnicas existentes para sistemas lineales.
No obstante, en la practica, existen diferentes inconvenientes que es necesario
subsanar.

El primero de dichos inconvenientes aparece debido a la necesidad de un
modelo exacto del sistema no lineal, dificil de obtener en la practica.

El segundo, tiene que ver con el grado relativo del sistema. Es posible demos-
trar que el nuevo sistema lineal puede escribirse en la llamada forma normal,
para la que los primeros r estados vienen dados por la salida y sus deriva-
das, p=[y7...y" D7 y el resto estan definidos por una dindmica no lineal,
QL = w(p, ¥). Aunque se disene un controlador que haga comportarse al sistema
linealizado de una manera adecuada, es necesario comprobar que la dindmica
interna, w = w(u,¥), no se hace inestable. Para realizarse este andlisis, se
estudia lo que se conoce como dindmica de los ceros, que se define como la
dindmica interna del sistema cuando la accién de control es tal que la salida y
y sus derivadas se mantienen nulas:

i =0

Esta doble problemdtica asociada al control por realimentacién entrada-
salida ha sido objeto de investigacién en el campo, siendo soluciones habituales
el control robusto y adaptativo y el andlisis sistematico de la dindmica de los
ceros.

El concepto de linealizacién introducido puede extenderse con relativa sen-
cillez al caso MIMO derivando las diferentes salidas y; hasta que alguna de las
entradas aparece. Para ello, se define el grado relativo ; como el menor entero
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para el que al menos una de las entradas aparece en ylm):

m
W = Lhi+ Y Ly, Ly hau,
j=1

con Ly, L;f*lhi(:ﬂ) # 0 en un entorno €2; para al menos una j.
Operando asi para todas las salidas se tiene:

i LY b ()
: = : + E(x)u
ylrm) L hm ()

Si la matriz E(xz) es invertible, puede definirse la siguiente transformacién de
la entrada
v, — L;l h1
u=FE""! : (7.15)
Uy — L;m B
para la que se tiene una dindmica del sistema

)

yf "=,

Puede observarse como la ley de control disenada, ademéas de proporcionar una
linealizacién, realiza un desacoplamiento del sistema, puesto que cada accién
de control equivalente afecta tinicamente a una salida.

A la problemaética existente para el caso SISO, es decir, modelo no exacto
y dindmica interna, es necesario anadir en el caso MIMO la invertibilidad de la
matriz F(x).

Es relativamente habitual que dicha matriz no pueda invertirse (porque,
por ejemplo, tiene una columna de ceros). Para estos casos en que E es singu-
lar, existen métodos que permiten generar una linealizacion de entrada-salida.
Destacan entre estos la extension dindmica, que anade como nuevas entradas
las derivadas de las originales, y una inversion del sistema, que deriva nuevas
salidas [SLI1].

Ademés de la problemética habitualmente tratada, existe una dificultad
adicional que no es considerada tan frecuentemente en la bibliografia, y es la
relativa al tratamiento de restricciones en este tipo de sistemas. Las restriccio-
nes a la salida no representan en general demasiada dificultad, puesto que la
salida del sistema linealizado es la misma. No obstante, restricciones lineales
sobre la entrada u, que ademds son las mas habituales por las limitaciones de
los actuadores, pasan a ser no lineales y dependientes de x sobre la entrada
equivalente v, dificultando su tratamiento.

Ante un problema con restricciones, una de las opciones a considerar es
siempre el control predictivo. La idea basica es aplicar una ley de control de
la forma (7.14) ((7.15) para el caso MIMO) y posteriormente disenar un con-
trolador predictivo para el sistema lineal de entrada v y salida y. El problema
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fundamental es que, suponiendo un caso SISO, si se tienen restricciones polié-
dricas sobre la accion de control de la forma:

Ru<r

éstas se transforman en restricciones no lineales sobre v que ademas dependen

del estado x 1

R (—L"h+v) < 7.16
Lgthrlh( hrv)sr (7.16)

Si bien la accién de control a aplicar v es dependiente de zy, que se considera
medible, cuando se tiene un horizonte mayor que 1 es necesario introducir el
modelo del sistema, por lo que el juego de restricciones sobre acciones de control
futuras es cada vez mas complejo.

Resolver el problema de manera exacta requeriria la resolucién en linea de

problemas SQP, costosos computacionalmente. Con objeto de evitarlos, existen
diferentes propuestas en la bibliografia que combinan el control predictivo con
la linealizacién por realimentacién y que difieren fundamentalmente en el modo
de tratar las restricciones. Por un lado, existen propuestas conservativas (que
realizan un tratamiento conservativo de las restricciones) como [Boo97] que
utiliza control predictivo robusto. Por otro, existen metodologias basadas en
obtener las restricciones sobre la accién de control a aplicar uy (aprovechando
que el primer estado xj, es medible) y extenderlas a lo largo de todo el horizonte
[KH97]. Este tipo de estrategias, no obstante, pueden llevar al incumplimiento
de las restricciones, aunque pueden funcionar para determinados tipos de sis-
temas no lineales, como las redes neuronales de [DBS09].
Una propuesta diferente es la introducida en [BBKC99], en la que se aproximan
las restricciones no lineales alrededor de un ug (mediante expansion en serie de
Taylor) y se resuelve el problema de optimizacién (mediante QP). Una vez se
obtiene una solucién, se comprueba si ésta es realmente factible y, en caso con-
trario, se aplica un procedimiento iterativo que va modificando las restricciones
lineales aproximadas hasta obtener una solucién que si lo sea.

Otra posibilidad para resolver el problema planteado, es aproximar las res-
tricciones no lineales mediante una unién de poliedros. Resulta evidente que
las restricciones (7.16) pueden escribirse como una serie de desigualdades no
lineales genéricas

Si se extienden a todo el horizonte de prediccién se obtiene
gi(u,2) <0

Por tanto, es aplicable la aproximacién mediante poliedros detallada en la sec-
cién 7.3.1 y el control predictivo mediante restricciones poliédricas no convexas.

En este punto es interesante notar que, aunque pueden obtenerse las funcio-
nes no lineales dependientes de todas las acciones de control futuras y a partir
de ellas los poliedros T}, los algoritmos para la obtencién de estos pueden ser
bastante complejos por el nimero elevado de variables. Una alternativa es en
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su lugar aproximar las funciones f; que dependen unicamente de la primera
accién de control y posteriormente extender dichas restricciones al futuro, tal
y como se plantea en el capitulo 3. Es decir, se trata de obtener los poliedros
S; que cumplan:

(u,r) €S = fi(u,z) <0 Vi

7.3.5. Ejemplo de aplicacion: Péndulo invertido

Se plantea el control de un péndulo invertido cuyo movimiento esté regido
por las ecuaciones [Can03]:

il = T2

. _ gsen(x1) — amla3sen(2xy)/2 —acos(z1)

2= fl@) gl = 41/3 — amlcos®(x1) 41/3 — amlcos®(x1) “
y = hz)=n1

donde x7 representa el angulo en radianes del péndulo desde la vertical, zo la
velocidad angular; g es la constante gravitatoria, m la masa del péndulo, 2[ la
longitud del péndulo, u la fuerza en Newtons aplicada al carroy a = 1/(m+M),
siendo M la masa del carro.

Para el ejemplo particular, las constantes anteriores toman los valores:

M =8kg
m=2kg
l=2m
g=198m/s?

Ademaés, se suponen unas restricciones sobre la accién de control
—300 < u < 300

Para aplicar la linealizacién entrada-salida por realimentacién, en primer lugar
se calculan las derivadas de Lie:

0
Lyh(z) =Vhg=[1 0 l —acos(x1) 1 =0
(z1)

41/3—amlcos?

€2
th(x) =Vh = []— O] lgsen(zl)amlzgsen(Qa:l)/2‘| = T2

41/3—amlcos?(z1)

Dado que Lgzh = 0 para cualquier z, es necesario calcular una derivada de orden
mayor:

© 41/3 — amlcos?(zy)

0 —acos(x
Lgth(l‘) = V(th) g = [0 1] l —acos(z1) ‘| ( 1)
41/3—amlcos?(z1)
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Como se ha obtenido una derivada de Lie no nula, se tiene que el grado relativo
r =mn = 2 y por tanto el sistema no presenta dindmica interna y la ley de
control que linealiza el sistema es:

_4l/3 — amlcos®(x1) ~ gsen(zq) — amlrsen(2x1)/2 n
B —acos(z1) 41/3 — amlcos?®(z1) !

y el nuevo sistema a controlar:

j=v
A continuacion, para implementar el control predictivo, es necesario trasladar
las restricciones sobre la accién de control u a la entrada equivalente v. Estas

restricciones son ahora no lineales y dependientes de x, como muestra la figura
7.18.

v

Figura 7.18: Espacio de restricciones no convexo.

Con objeto de aplicar la metodologia del control predictivo con restricciones
no convexas, se busca una aproximacién interior mediante poliedros de las
funciones no lineales anteriores, obteniéndose los siguientes poliedros:

S=S5,US,US;3
-1 0 0 ™
0 -1 0 T 2
Sl = 0 1 0 i) S 2T
0,9993 0 —0,0364 v —1,2132
0,9997 O 0,0250 —1,8156
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[—0,9997 0 —0,0250] [—1,8156

0 —1 0 T 2T

SQ = 0 1 0 D) S 2T
—0,9993 0 0,0364 v —1,2132

| 1 0 0 | | T

[0 -1 0 27
—-0,9993 0 —0,0364 . 1,9263

S5 = —0,9997 0 0,0250 x; < 1,325
0 1 0 - 2

0,9997 0 —0,0250 v 1,325

| 0,9993 0 0,0364 | 11,9263

Como puede apreciarse en la figura 7.19, estas restricciones poliédricas son
interiores a las funciones no lineales.

Figura 7.19: Aproximacién interior mediante poliedro no con-
vexo.

Para el diseno del controlador predictivo, se discretiza el sistema con un
periodo de Ts = 0,05 segundos y se escogen los siguientes parametros:

R=1
10 0
=V

N=T7

Con dichos parametros se disena un controlador y regién terminales, mediante
el procedimiento descrito en el capitulo 6. El controlador obtenido tiene una
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ganancia K = [2,9696 2,4371] y la regién terminal, de un sélo poliedro, es la
mostrada en la figura 7.20.

Figura 7.20: Region terminal.

En este punto, y para el horizonte escogido, pueden formarse las restricciones
T, definidas por la unién de 15 poliedros T;. Para la obtencion de la solucién
explicita, se aplica la metodologia de la envolvente convexa vista en la seccién
4.4.
Para ello, en primer lugar se obtiene la solucion explicita con las restricciones
definidas como la envolvente convexa de todos los T}, obteniéndose 67 regiones.
A continuacién, se aplican los algoritmos de clasificacién y divisién de regiones,
obteniéndose un total de 2010 regiones. Tras unir las que tienen una misma
solucién, este nimero se reduce a 1415.
En este punto, se aplica el algoritmo de eliminacién de soluciones posibles,
obteniéndose, tras la resolucion de 2457 problemas de suma de cuadrados, 1055
soluciones que es posible eliminar.
Por 1ltimo, se aplica de nuevo el algoritmo de unién de regiones hasta obtener
las 1084 de la particion final, mostrada en la figura 7.21. De éstas, 111 regiones
tienen dos posibles soluciones, 200 tres y 70 cuatro soluciones. El resto, tienen
una unica solucién.

De la figura 7.21, es interesante observar como, mediante el propio algorit-
mo, se han eliminado de los estados iniciales factibles el conjunto de posibles
estados desde los que, con las restricciones existentes, no es posible estabilizar
el sistema. Asi, por ejemplo para el punto (7/2,0) (péndulo en posicién hori-
zontal y con velocidad nula), no es posible llevar el sistema a la posicién de
equilibrio inestable (0, 0).

Por ultimo, se realiza una simulacién del sistema no lineal con el controla-
dor diseniado desde la posicién de equilibrio estable (, 0) hasta (0,0). La figura
7.22 muestra la evolucion temporal de las variables de estado y la accion de
control. Puede observarse como el sistema evoluciona hacia el origen sin violar
las restricciones, aunque la accién de control se encuentra muy cercana a la sa-
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_8 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 7.21: Particién final.

turacion en algunos instantes. No se produce la saturacién porque, como se ha
visto, las restricciones poliédricas no convexas utilizadas son una aproximacion
interior.

Las figuras 7.23 muestra la trayectoria de los estados del sistema y las regiones
del controlador explicito calculado que atraviesa.

Por ultimo, la figura 7.24 muestra la trayectoria en (z,v) junto a las restric-
ciones en el espacio de la variable equivalente. En esta figura es interesante
observar como el sistema evoluciona de tal forma que, cuando z; = 7/2, la ac-
cion de control equivalente se hace v = g, puesto que, debido a la no linealidad,
para cualquier otro valor de ésta la acciéon de control real u tiende a infinito.

7.4. Conclusiones

En este capitulo se han mostrado algunas aplicaciones del control predictivo
con restricciones poliédricas no convexas.

En primer lugar, se han introducido algunas de las aplicaciones puras, en
las que la propia definicién del problema exige el cumplimiento de restricciones
poliédricas no convexas. Entre ellas destacan las aplicaciones de evitacién de
obstéaculos y planificacién de trayectorias. Ademads, se ha resuelto el ejemplo de
un robot cartesiano que debe evitar una zona poliédrica en su trayectoria.

A continuacion, se ha propuesto como aplicacién de las técnicas planteadas
la aproximaciéon de sistemas con restricciones no lineales. Para ello, se han
dado algunas referencias que permiten sustituir restricciones no lineales por
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Figura 7.22: Respuesta temporal del sistema.

Figura 7.23: Trayectoria de los estados.
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gt

Figura 7.24: Trayectoria en (x,v).

poliedros no convexos interiores a ellas. Entre los sistemas de control para los
que aparecen restricciones no lineales, se ha propuesto la cancelacién de no
linealidades estaticas en sistemas Hammerstein-Wiener y la linealizaciéon por
realimentacién entrada-salida. Se ha resuelto también un ejemplo para cada
una de ellas, en concreto el control de la renovacion de la carga en un motor
Diesel sobrealimentado y el control de un péndulo invertido.






Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1. Conclusiones

En la presente tesis doctoral se ha planteado el problema del control predic-
tivo sujeto a restricciones poliédricas no convexas y se ha enfocado su utilizacién
en dos vertientes: como un problema con entidad propia, para problemas como
el de evitacién de obstaculos, y como una alternativa al control predictivo no
lineal cuando periodos de muestreo bajos no permiten la aplicacién de progra-
macién no lineal.

Las contribuciones de la tesis se pueden dividir en tres &mbitos: obtencién de
algoritmos en linea eficientes para el calculo de la solucién 6ptima del problema
propuesto, formulacién de condiciones suficientes para la estabilidad del sistema
en bucle cerrado y aplicacion a sistemas no lineales.

8.1.1. Algoritmos eficientes para el control predictivo con res-
tricciones poliédricas no convexas

En primer lugar, desde el punto de vista de la eficiencia computacional en
linea, se ha justificado la conveniencia de encontrar una solucién explicita del
problema de optimizacién frente a la programacién no lineal. En cuanto a la
existencia y obtencién de dicha solucion explicita, se han realizado las siguientes
aportaciones:

e En el capitulo 3 se ha demostrado la existencia de una solucién explicita al
problema del control predictivo con restricciones poliédricas no convexas.
Dicha solucion es afin a tramos definidos mediante desigualdades lineales
y cuadréticas.

e Ademas, se ha demostrado que, para algunos casos concretos, las regiones
de la solucién tienen una caracterizacién particular (bien porque estin

213
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definidas inicamente por desigualdades lineales, o bien porque las curvas
cuadréticas que las caracterizan son semidefinidas positivas).

En el capitulo 4 se han introducido dos metodologias diferentes para la
obtencién de la solucion explicita al problema de optimizacién cuadratica
con restricciones poliédricas no convexas: la metodologia de interseccion,
divisién y unién y la de la envolvente convexa.

La primera de estas metodologias se basa en formular subproblemas con
restricciones convexas (cuya unién forma las restricciones originales) y
obtener la solucién explicita de cada uno de ellos. A continuacién, se
intersectan las particiones y se analizan las posibles soluciones en cada
region resultante.

Para la interseccién de particiones, se han formulado diferentes propieda-
des y proposiciones para reducir el nimero de problemas de programacion
lineal que es necesario resolver.

Se han introducido procedimientos para determinar cuando es necesaria
la divisién de las regiones poliédricas en funcion de si mas de una de las
posibles soluciones es 6ptima. En primer lugar, se han propuesto métodos
basados en programacién cuadritica y/o lineal para los casos particula-
res anteriormente mencionados. En segundo lugar, se ha introducido un
procedimiento general, basado en programacién de suma de cuadrados,
que permite la resolucion de la factibilidad de sistemas definidos mediante
ecuaciones polinémicas.

Por 1ltimo, se han introducido algoritmos para comprobar de manera
eficiente si en aquellas regiones para las que se ha averiguado que hay
una Unica solucién éptima ésta coincide con la solucién de algunas de las
regiones contiguas y, en caso afirmativo, si pueden unirse en un nimero
menor de poliedros.

La segunda metodologia planteada se basa en el calculo de la envolvente
convexa de las restricciones. Se ha demostrado que, dado un valor de las
variables de estado x, el 6ptimo que se obtiene para un nuevo problema
sujeto a unas restricciones definidas como la envolvente convexa de las
restricciones originales tiene siempre un coste igual o menor que el éptimo
del problema real.

Usando la propiedad anterior, se ha obtenido la solucién explicita del
problema simplificado y se han clasificado las regiones en tres grupos
diferentes: las que coinciden exactamente con regiones de la solucion del
problema real, las que estan en el interior de alguna de dichas regiones y
el resto.

Se ha demostrado que sélo las regiones del ultimo tipo pueden tener
més de un 6ptimo, y por tanto puede ser necesario dividirlas. De ma-
nera analoga a la metodologia alternativa planteada, se ha planteado un
procedimiento de division, otro de eliminacién de soluciones no 6ptimas
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basado en programacién de suma de cuadrados y uno de unién para las
regiones con una misma expresion afin del 6ptimo.

e Por ultimo, se han comparado los dos algoritmos planteados en términos
de coste computacional fuera de linea. Se ha demostrado que, aunque se
trata de un resultado dependiente del problema, para la mayoria de los
casos es mas conveniente el algoritmo basado en la envolvente convexa.

Una vez conseguida una solucién explicita del problema, en el capitulo 5 se han
desarrollado algoritmos en linea eficientes para utilizarla. En este aspecto, se
han desarrollado las siguientes contribuciones:

e Se han planteado tres algoritmos diferentes, todos ellos basados en la
filosoffa de los arboles de btisqueda binarios:

o Arboles binarios de los subproblemas convexos y comparacién en
linea del indice de coste.

o Arbol binario de profundidad minima: la construcciéon del arbol re-
quiere la resolucion de problemas SOS.

o Arbol binario de profundidad no minima: arbol binario de una par-
ticién lineal y comparacion de costes en las regiones en las que sea
necesario.

e Se ha realizado un estudio y comparacion de los tres métodos propuestos,
concluyendo que el arbol binario de profundidad no minima sera el mas
adecuado en la mayoria de ocasiones puesto que con un coste fuera de linea
moderado (no requiere la resolucién de ningiin SOS) se ha demostrado
que ofrece un coste en linea menor que el obtenido con los drboles binarios
de los subproblemas. En cuanto al arbol de profundidad minima, se ha
probado que dependiendo de la cantidad de desigualdades cuadraticas
que sea necesario evaluar puede tener un coste mayor.

e Considerando el caso en el que un periodo de muestreo bajo impida la
aplicacién de estos algoritmos por su coste en linea, se han propuesto dos
simplificaciones subdéptimas:

o Simplificacién del problema de optimizacion de la solucion: consiste
en reemplazar las restricciones no convexas por un poliedro convexo
para instantes posteriores a un determinado horizonte. Dicho polie-
dro se escoge como un poliedro interior a las restricciones o como
la envolvente convexa de éstas. En este segundo caso las primeras
acciones de control, que son las tinicas que se aplican por la filosofia
del horizonte mévil, son factibles, pero las tltimas pueden no serlo.

o Simplificacién de la solucion explicita: consiste en reemplazar curvas
cuadraticas por hiperplanos, con la consiguiente reduccion del coste
de evaluacion.

e Para ambos tipos de simplificaciones, se han planteado métodos para el
céalculo de la suboptimalidad en que se incurre.



216 8. Conclusiones y trabajo futuro

8.1.2. Estabilidad del control predictivo con restricciones po-
liédricas no convexas

En el capitulo 6 se han analizado las condiciones de estabilidad a priori
para las técnicas de control planteadas y se han realizado fundamentalmente
las siguientes aportaciones:

e Se ha demostrado que el indice de coste es continuo en un entorno del
origen, lo que permite asegurar que, si se cumplen todas las condiciones
de estabilidad, el sistema en bucle cerrado no es inicamente estable en el
sentido de Lyapunov, sino asintéticamente estable.

e Se ha probado que el maximo conjunto invariante en bucle cerrado, que es
el conjunto de restricciones terminal 6ptimo, es un poliedro no convexo.

e Se ha introducido un algoritmo existente para el calculo de este conjunto
invariante usado para restricciones convexas, y se ha extendido para el
caso de restricciones poliédricas no convexas mediante el uso de propie-
dades conocidas para el calculo del conjunto a un paso para poliedros no
CONVeXOos.

e Se ha propuesto un algoritmo alternativo basado en obtener el maximo
conjunto invariante para las envolventes convexas de las restricciones y
eliminar convenientemente de éste algunos estados.

e Por ultimo, se ha analizado la eficiencia de los algoritmos en términos
de las regiones convexas cuya unién forma el conjunto final. Se ha de-
mostrado como dicho nimero de regiones es lineal en los parametros de
entrada para el algoritmo propuesto y polinémico y exponencial en dichos
parametros para el algoritmo genérico.

8.1.3. Aplicaciones

En el capitulo 7 se han mostrado algunas aplicaciones para el control pre-
dictivo con restricciones poliédricas no convexas:

e Se han introducido algunas de las aplicaciones puras, en las que la propia
definicién del problema exige el cumplimiento de restricciones poliédricas
no convexas. Entre ellas destacan las aplicaciones de evitacién de obs-
taculos y planificacion de trayectorias.

e Como ejemplo del tipo de aplicaciones anterior, se ha resuelto el control de
un robot cartesiano que debe evitar una zona poliédrica en su trayectoria.

e También se ha propuesto la aplicacién de las técnicas planteadas al pro-
blema del control predictivo con restricciones no lineales. Para ello, se han
dado algunas referencias que permiten sustituir restricciones no lineales
por poliedros no convexos interiores a ellas.
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e Se ha analizado la problemaética del control predictivo de sistemas Ham-
merstein-Wiener con restricciones lineales. Se ha mostrado como una de
las técnicas mas habituales para su control, la cancelacién de las no li-
nealidades estaticas, transforma el problema en el control predictivo de
un sistema lineal con restricciones no lineales (y, por tanto, aproximables
por poliedros no convexos).

e Mediante esta metodologia, se ha planteado y resuelto el control del sis-
tema de recirculacion de la carga en un motor Diesel sobrealimentado.

e Se ha introducido el control predictivo con linealizacién por realimenta-
cion de entrada-salida y comprobado como, de nuevo, aparece un sistema
con restricciones no lineales.

e Por iltimo, mediante esta técnica de control no lineal y con el tratamiento
de las restricciones planteado en la tesis, se ha resuelto el control de un
péndulo invertido.

8.2. Trabajo futuro

A la vista de los resultados obtenidos en la presente tesis, se concluye que
el principal inconveniente de las técnicas presentadas viene ocasionado por su
complejidad intrinseca, que crece de manera exponencial con los horizontes
de optimizacién. Este hecho puede limitar su aplicabilidad bien por la imple-
mentacién en linea (tanto el coste computacional como los requerimientos de
memoria), o bien por el coste computacional fuera de linea para la obtencién de
la solucién explicita. Por tanto, seria conveniente trabajar en diferentes lineas
que requieran la solucién de problemas menos costosos, aunque para ello sea ne-
cesario tolerar cierto grado de suboptimalidad. Con este objetivo fundamental,
se podria trabajar en los siguientes aspectos:

e En el capitulo 5 se han planteado ya dos propuestas subéptimas: reempla-
zar las restricciones no convexas por un poliedro convexo para horizontes
relativamente lejanos y sustituir las curvas cuadraticas que definen las
regiones de la solucién explicita por hiperplanos. Tanto para el caso en
que se sustituyen las restricciones por la envolvente convexa como para
la aproximacién de las curvas por hiperplanos, aunque se ha calculado
el grado de suboptimalidad en el que se incurre, no se ha garantizado
la estabilidad en bucle cerrado, por lo que seria conveniente analizarla o
proponer nuevas alternativas.

e En el capitulo 6, con objeto de disenar controladores estables, se ha busca-
do como region terminal el maximo conjunto positivamente invariante de
entrada admisible, que resulta ser también en el caso general una region
poliédrica no convexa, formada por la uniéon de varios poliedros. Cuanto
mayor sea dicho niimero de poliedros, mayor es el niimero de conjuntos
de restricciones que es necesario considerar y por tanto la complejidad



218 8. Conclusiones y trabajo futuro

del problema de optimizacién a resolver. Para reducir esta complejidad,
podria elegirse como regién terminal un subconjunto del méximo con-
junto invariante definido por la unién de un niimero menor de poliedros.
No obstante, esto reduciria el espacio de estados iniciales desde los que
el sistema en bucle cerrado es estable. Seria interesante desarrollar algin
procedimiento que permita buscar un compromiso entre la complejidad
del problema y el tamano de la regién de estados iniciales factibles.

e En el capitulo 7 se ha propuesto la utilizaciéon de las técnicas desarrolla-
das para el control de sistemas con restricciones no lineales. Para ello, se
ha visto que es necesaria la aproximacién interior de espacios no lineales
por poliedros no convexos. Seria conveniente poder enfocar esta aproxi-
macién de una manera maés sistemaética. En particular, el resultado ideal
seria conseguir calcular la regién poliédrica no convexa que cubre una
mayor cantidad del espacio de restricciones originales para un niimero de
poliedros fijo. De esta forma, se tendria una manera sencilla de reducir la
complejidad del problema (el nimero de poliedros) sacrificando presta-
ciones del controlador (puesto que se estarfan tomando restricciones cada
vez mas fuertes).

Aparte de la linea fundamental cuyo objetivo es la simplificacién de los pro-
blemas a resolver, otra posible mejora de las propuestas presentadas seria el
planteamiento de la robustez de los controladores propuestos, incluyendo de
alguna forma en el diseno el tratamiento de incertidumbres en los modelos y/o
perturbaciones.

Para ello, serfa interesante el planteamiento de controladores predictivos
min-mazx. La filosofia seguida en este tipo de controladores es la buisqueda de
las secuencia de acciones de control futuras que minimizan el indice de coste
(dependiente de unos pardmetros acotados) para el peor caso posible (obtenido
como la maximizacién del coste en funcién de dichos pardmetros).

La obtencién de solucién explicita para este tipo de controladores predicti-
vos ha sido abordada para el caso de sistemas sujetos a restricciones poliédricas
con un indice de coste lineal en [BBM03a]. Para el caso de controladores disena-
dos mediante un indice de coste cuadratico, como los propuestos en esta tesis,
en [RCO06] se demuestra la existencia de una solucién explicita, aunque no se
propone un algoritmo para su obtencién. No obstante, en [dIPnARCO7] se plan-
tea el problema en la forma de una programacion cuadratica multiparamétrica,
para la que existen solvers capaces de obtener la solucidn.

Para el planteamiento del control predictivo min-max con restricciones po-
liédricas no convexas podria resultar interesante abordar el problema como la
resolucién de varias optimizaciones mp@P como en [dIPnARCO7] y aplicar pos-
teriormente los algoritmos propuestos en esta tesis. La mayor dificultad que se
prevé con dicho enfoque es la complejidad de los algoritmos, puesto que el pro-
blema min-max se caracteriza por obtener particiones con un elevado niimero
de regiones (creciente con el nimero de vértices que definen el espacio de per-
turbaciones). Por ello, podria ser 1til también la inclusién de las propuestas
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de [ARCO5] en las que se simplifica la maximizacién a resolver mediante un
algoritmo de rechazo de vértices.






Apéndice A

Coste computacional de
algoritmos fuera de linea

A.1. Introduccidon

En el capitulo 4 se estudia la obtencion de la solucién explicita del problema
de optimizacién cuadrética con restricciones poliédricas no convexas y, para
ello, se plantean diferentes algoritmos. Para el primero de ellos, de interseccién,
divisién y unién, se plantean dos posibilidades, un algoritmo simultaneo, A.1,
y otro progresivo, A.2.

En el algoritmo A.1 la idea es obtener todas las regiones lineales factibles,
comprobando la interseccién de todas las combinaciones de regiones de las
particiones y, para cada una de ellas, obtener las curvas que indican cuando
cada solucién es mejor que las restantes. A priori, para cada una de las regiones
lineales hay v posibles soluciones, pero puede que alguna de ellas se pueda
descartar porque siempre sea mejor alguna de las otras soluciones.

En el algoritmo A.2 por contra, se parte de dos particiones y se aplica el
algoritmo 4.1, valido para v = 2. Como resultado de éste se obtiene una nueva
particién lineal del estado (T2) para la que algunas regiones (pertenecientes a
T3) tienen una tnica solucién afin, mientras que para otras (las de T%) existen
dos posibles soluciones, dependiendo de a qué lado de la correspondiente curva
se encuentre el vector de estados z. Sobre esta particion Ts, se anade una nueva
particién lineal, intersectando sus regiones. En este caso se obtendran regiones
con 1, 2 o hasta 3 posibles soluciones divididas por las correspondientes curvas.
Anadiendo de manera sucesiva las v particiones, se llega a la solucién explicita
final.

Si bien todos los métodos van a dar con la misma solucién explicita final,
puesto que ésta es tnica, utilizar uno u otro va a suponer un coste del algo-
ritmo fuera de linea que puede ser significativamente diferente, por lo que, a
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A. Coste computacional de algoritmos fuera de linea

Algoritmo A.1 Obtencién de la solucién explicita v > 2. Algoritmo simulta-

neo

1.

Obtener la solucién explicita de los v problemas de optimizacién con
restricciones convexas.

. Intersectar todas las regiones de todas las particiones.

. Para cada interseccion no vacia, obtener las curvas correspondientes que

dividen en varias subregiones.

Comprobar si en la regién lineal hay mas de una solucién éptima y por
tanto es necesario dividirlas.

. Comprobar si es posible unir regiones no divididas (con una tnica solu-

cidn).

Algoritmo A.2 Obtencidén de la soluciéon explicita v > 2. Algoritmo progresivo

. Obtener la solucién explicita de los vy problemas de optimizacién.

. Tomar la particion con menor niimero de regiones e inicializar:

° le']f%.
o | =2.

. Tomar la siguiente particion con menor niimero de regiones, X;.

Intersectar con las regiones de cada una de las particiones anteriores:
Wz = {Xjk N X,-l|Xjk € Tg,pXil € XL}

. Para cada regién de W{ ,comprobar cuéles de las j + 1 posibles soluciones

son aplicables a la region.

. Actualizar las listas de regiones, T7 en funcién del nimero de soluciones

aplicables.

Si es posible, unir las regiones de T/ con el mismo conjunto de soluciones.

=1+ 1.

. Sii <, volver a 3.
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continuacion, se analiza dicho coste para cada uno de los algoritmos propuestos.

Dado que los algoritmos descritos son bastante complejos, resulta compli-
cado analizar su coste en términos de operaciones aritméticas elementales. En
lugar de ello, se cuantificard el nimero de problemas de optimizacion de dife-
rentes tipos que es necesario resolver. Aunque el tiempo que se tarda en resolver
cada problema de un mismo tipo no es constante (puesto que depende de mu-
chos factores como el niimero de variables, nimero de restricciones, etc...) sf
que se mantiene dentro de un mismo orden de magnitud, y por lo tanto puede
ser suficiente para comparar los diferentes algoritmos.

A.2. Coste del algoritmo simultaneo

En el algoritmo A.1, los pasos que requieren resolver algiin problema de
optimizacion, y por tanto son méas costosos computacionalmente, son la inter-
seccion de las regiones lineales y la comprobacion de qué soluciones son posibles
en las regiones intersectadas resultantes.

El primero de ambos problemas puede resolverse con una serie de problemas
de programacion lineal, uno para cada posible regién lineal:

"
Cip =[] (A.1)
=1

donde N; es el niimero de regiones de cada particién.

En cuanto a la comprobacion de si una determinada solucién de las v posi-
bles es aplicable, como se ha visto ésta puede realizarse mediante la resolucién
de un problema SOS. Como en este caso en cada una de las regiones lineales
existen 7y posibles soluciones, es necesario resolver v problemas SOS.

Suponiendo que sélo una fracciéon n de los LPs resueltos tengan solucién, el
nimero total de problemas SOS a resolver sera:

,
Csos = ’YUHNi (A.2)

i=1

A.3. Coste del algoritmo progresivo

En cuanto al algoritmo progresivo A.2, éste es algo mas complejo de analizar,
puesto que el nimero de problemas de optimizacion a resolver no es conocido
a priori, sino que depende de cudntos de los problemas que se van resolviendo
a lo largo de la ejecucion del procedimiento tienen solucion. Por esta razoén,
como simplificacién inicial se ignorara el paso 7 del algoritmo, suponiendo que
la unién de regiones lineales no divididas por curvas no es posible. Mas adelante
se volverd sobre este aspecto.
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Supdngase que se tienen ~ particiones, cada una de ellas con N; regiones
lineales (#X; = N;).
Al inicio de cualquier iteracién i del algoritmo A.2 se dispone de dos parti-
ciones del espacio de estados: la que se arrastra de pasos anteriores, T;_1, y
la que se desea anadir en la iteracién actual, X;. Las regiones de la primera
de dichas particiones estdn agrupadas en subconjuntos de regiones, T/, cada
uno de ellos con j soluciones afines posibles. Obviamente, la unién de dichos
subconjuntos forma la particién original:

Ti=|JT (A.3)
j=1

El primer paso a realizar en cada iteracion es intersectar todas las regiones
de cada una de dichas particiones. Se define como W; al conjunto de regiones
factibles obtenidas de las intersecciones descritas, y W/ al conjunto de regiones
factibles obtenidas de intersectar la particién actual, X; con cada una de las
regiones de los distintos T7_,. Nétese que asi como T; y W, son particiones
del espacio de estados, ’JI‘{ y W{ no lo son, puesto que la unién de todas sus
regiones no forman el espacio completo.

Por definicién se tiene que:

i—1 i—1 i—1
W =TianX; = (T )nXi = J(TL,nXi) = W] (A.4)
j=1 j=1 j=1

Por otra parte, es evidente que #W,; = #T;. Eso es asi porque el conjunto
W, contiene todas las regiones que son factibles en la iteracién anterior, agru-
padas en diferentes subconjuntos dependiendo de cémo han sido obtenidas. Por
su parte, el conjunto T; contiene esas mismas regiones factibles, pero agrupadas
en diferentes subconjuntos dependiendo de el niimero de soluciones que tienen.

Se define el pardametro 7; como el cociente entre el nimero de regiones
factibles en W; y el niimero de regiones posibles en dicho conjunto:

o #W;
= (#Ti-1)(#X5)

Definido de esta forma, se tiene 0 < 7; < 1.

(A.5)

En la iteracion inicial, se parte de un T;_; equivalente a todo el espacio de
estados, puesto que no esta particionado todavia. Por tanto, Wy = Xy y m = 1.
Se tiene ademés que T} = T; puesto que todas las regiones de la particién T;
tienen una tnica solucién asociada, la correspondiente a X;. Obviamente en
esta iteracion inicial no es necesario resolver ninguna optimizacién.

En la segunda iteracién, sobre la particién existente Ty se anade otra (Xs)
cuyas Ny regiones se intersectan con las anteriores. Dado que en la iteracién
anterior habia un tinico subconjunto de Ty, en ésta tendremos también un tinico



A.3. Coste del algoritmo progresivo 225

subconjunto de regiones de intersecciéon: Wy = W1. Para calcularlo, es necesario
resolver pr =11 N1 Ny = N1 Ny LPs, de los cuales tienen solucién:

#W, = 771772N1N2

El siguiente paso del algoritmo, consiste en comprobar cudles de esas regiones
tienen dos soluciones afines y cudles s6lo una, resolviendo un problema SOS
para cada una de ellas. Por tanto, el nimero total de problemas SOS que es
necesario resolver es:

Nios = mnzN1 N2

Una vez resueltos los problemas SOS, es posible saber cuantas soluciones tienen
las regiones de Wy y por tanto a qué subconjunto de Ty deben ser asignadas.
Definimos €217 como la fracciéon de problemas SOS que no tienen solucién, y
€212 a las que si que la tienen. De esta forma, se tienen divididas todas las
regiones de la particién Ty en dos subconjuntos, dependiendo del nimero de
soluciones posibles:

#T3 = €a111m11m2 N1 No
#T3 = €a12m1m2 N1 N2

Definimos el factor (;;, que representa la fraccién de regiones en la iteracién 4
con j soluciones posibles:

_#T
#T

Evidentemente, teniendo en cuenta (A.3), para cualquier iteracién i se tiene:

Z Gij =1
i=1

Para esta segunda iteracion en concreto, se tiene:

Gij (A.6)

C21 = €211

G2 = e€12=1—¢€1

En la tercera iteracién del algoritmo se anade una nueva particiéon, Xs, con
N3 regiones. De nuevo, el primer paso necesario serd obtener los conjuntos
W, comprobando cudles de estas regiones tienen interseccion con las regiones
lineales existentes hasta el momento (las pertenecientes a T3 y T3). Esto implica
la resolucién de pr = mn2N1 N2 N3 LPs y se obtiene:

#W3 = mm2m3 N1 Na N3

Definimos en este punto el pardmetro 7;; a partir del ntimero de elementos
presentes en W:
#W;

AW (A7)
(F#T_ 1) (#X5)

Nij =
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Existe una relacién entre los factores 7;; y n; definido anteriormente. A
partir de (A.4) se tiene:

i—1
#W; =) W]
j=1

Substituyendo (A.5) y (A.7):

ni(#Ti1) (#Xi) = i Mg (HT_,) (#X)

Jj=1

i—1
i (#Ti-1) > i (HT)
j=1

Substituyendo ahora (A.6):
i—1
mi(#Tic) = > i) (#Tio1)
j=1

1—1
U Znij(j(iq)j (A-S)
j=1

Para esta tercera iteracion se tienen dos conjuntos de regiones: los correspon-
dientes a intersectar las regiones de la nueva particién X3 con las regiones
pertenecientes en la iteracién anterior a T} y a T3 (W3 y W% respectivamente).
El nimero de elementos en cada una de estas regiones sera:

#W3 = n31¢a1mn2 N1 Na N3 (A.9a)
#W3 = 130C20mn2 N1 Nao N3 (A.9b)

A continuacién es necesario comprobar, para las regiones de ambos subconjun-
tos, si tienen mas de una solucién posible:

e Las regiones de W3 pueden tener o bien una tinica solucién, perteneciendo
por tanto a T3, o dos, perteneciendo a T3. Para decidirlo, es necesario
resolver un problema SOS para cada regién.

e Las regiones de W3 pueden tener una, dos o tres, soluciones. Para com-
probarlo, para cada regién es necesario resolver 3 problemas SOS.

El nimero de problemas SOS totales en esta iteracién sera por tanto:
Nios = (#W3) + 3(#W3)

Teniendo en cuenta (A.9) tenemos:

Nios = (%71’521 +3773727§22) mn213N1 N2 N3
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Tras la resoluciéon de los problemas SOS, es posible decidir cémo dividir
las regiones de W} entre T3 y T3 y las de W3 entre T3, T3 y Tj. Para ello,
definimos el coeficiente €;j; como la fraccién de regiones de W/ con k posibles
soluciones. Nuevamente se cumple:

j+1

D> ik =1
k=1

Es decir, para la iteracién actual, tenemos que de W3 se obtendran ezq1(#W3)
regiones con una unica solucién y e312(#W32) con dos. Por otro lado, de W3 se
obtendran €32 (#W3) con una solucién, €zgo(#W?2) con dos y ez23(#W3) con
tres. Agrupando términos y substituyendo (A.9) se obtiene:

#T3 = (esn1m31ler + €321m32C22) M2 N1 No N3
#T2 = (ez12m31821 + €322m32C02) M2 N1 No N3
#T5 = e323m32C2mn2N1 N2 N3

De las ecuaciones anteriores, es posible deducir:

€311731621 + €3217)32(22

(31 =
3
€312731G21 + €3227)32(22
(32 =
3
€323132(22
(33 = —————
3

Si se analiza una cuarta iteracion, es sencillo comprobar que el nimero de

LPs a resolver sera:
3

Nip=[]0nN)Ns
Esto nos dara unos conjuntos de regiones de interseccién con los siguientes
elementos:
Na1Gar T
41631
w = "5 T v
N4
Ni2Gsa T
42(32
#Wi = i [T

4

3 _ M43C33 N,
#Wi == [T

Y, por tanto, un ntimero de SOS a resolver de:
Nsos = (#W3) +3#W]) +4(#W)) =

¢ ¢ 5Ca: 4
_ (7741 31 +37742 32 +47743 33) H(niNi)
T4 N4 N4
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La tabla A.1 resume el nimero de regiones en los diferentes subconjuntos
y de los problemas de optimizacion de diferente tipo a resolver para las cuatro
primeras iteraciones del algoritmo progresivo.

A la vista de los resultados obtenidos, se puede deducir el niimero de pro-
blemas LP y SOS a resolver en una iteracion cualquiera del algoritmo:

1—1 [
i Ni1Ci—1)1 M55 Cli—1)
Nsos = | ———+ Z(J + 1)7] ’ (n; N;)
i j=2 i Jj=1

Teniendo en cuenta (A.8):

~
|

—

~

i MijCi—1); :
Nsos = 1"‘223M (n; N;)

Por tanto, el coste total del algoritmo, en términos de problemas LP y SOS

es:
¥ i—1
=2 j=1
2 - ThJCu D)j
Cios = > 1+Z H (A.11)
=2 Jj=2 j=1

A.4. Comparacion de los algoritmos

Los costes obtenidos para los dos algoritmos dependen del nimero de re-
giones en las que estd dividida cada una de las particiones (IV;) asi como de
una serie de pardmetros (1;, 7i;, ¢;;) que han sido definidos para expresar qué
cantidad de una serie de problemas de optimizacién tienen solucién factible.
Por lo tanto, a priori no es posible comparar con absoluta certeza ambos cos-
tes, puesto que dependiendo de cada instancia particular del problema, puede
tener un menor coste un procedimiento o el otro. No obstante, como se vera a
continuacion si es posible obtener algunas conclusiones respecto a qué valores
limite de los parametros definidos haran mejor un algoritmo u otro.

En primer lugar, se procedera a comparar el niimero de problemas LP a re-
solver en cada caso analizando las expresiones (A.1) y (A.10). Por comparacién
directa de ambos indices es facil ver que ninguno de los dos va a ser mejor que
el otro en cualquier circunstancia. En un extremo, si los diferentes 7; son muy
préximos a 0 (a excepcién de ;= 1) C% 5 va a ser muy préximo a Ny N y por
tanto mucho menor a C}] p. En el otro extremo, si los valores de 7; son muy



#T; #T] #W] #T7 #W? #T; #W? #probs. de opt.

N - - - - - - 0 LPs

MmNy - MmNy - - - - 0 SOS

mNy mNy - - - Z N N

771N1 ﬁNQ - - - - - - 771N1N2 LPs

1112 N1 No - 1112 N1 No - - - - mn2 N1 Ny SOS

2 2

mneN1N2 | Gi[[(niNi) - Coa[ (i Vi) - - - -

2

[I(n:Ns)N - - - - - - mn2N1NaN3 LPs

N3

3 o .

[1(n: N:) - L 1(n: Vi) - L= [1(n: i) - - (#Wj + 3#W3) SOS

3 3 3 3

[1(niN:) | Gall(nN:) - G2l (i Vi) - Ga]1(niNi) - -

3 3

[T(n:N:)N - - - - - - [1(n:Ni)Ny LPs

Ny

1 ) ) 7 T v
N ) 1 T (1 N ) 04282 T (1 N ) 043C8 T (1 N (#Wj + 3# Wi+

[1(n:N3) m [1(n:N3) m [1(n:N3) m [1(n:N3) +4#W3)SOS

Tabla A.1: Num. de optimizaciones en el algoritmo progresivo.

sowLoS|e so| op uopesedwor) vy
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préximos a 1, sélo el tltimo sumando de C? ,, ya serd igual a C} . Por tanto,
es necesario establecer un criterio que indique qué valor intermedio de 7; hace
mejor uno u otro algoritmo.

Para ello, se propone un nuevo procedimiento, consistente en aplicar el algo-
ritmo A.1 con y — 1 particiones para anadir posteriormente la Ultima particion
siguiendo el algoritmo A.2. El nimero de LPs a resolver en este caso seria:

y—1 ~v—1
i=1 i=1

Comparando la expresién anterior con C} , podemos llegar a conclusiones res-
pecto a C? . Si se obtiene que C3 , < C} p, se tiene:

Cip < Clp
y—1 7—1 v
=1 =1 i=1

Es evidente que, si la expresion anterior es vélida para un « cualquiera, es
posible dar otro paso separando el primer sumando de (A.12) en otros dos:

y—2 v—2 y—1 y—1 y—1 Y
]:[Ni‘i’N'yfl HmNz‘JrNy Hm‘Ni < HNz'JrNA/ HTh'Ni < HNi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Procediendo de igual forma con todos los términos, se llega a C7 , < C} p.
Por tanto, en aquellos casos en que se demuestre que se cumple (A.13) se
probara que el algoritmo progresivo es mejor que el simultdneo. No obstante,
si se obtiene que la desigualdad es falsa, no sera posible extraer conclusiones
respecto al coste de ambos algoritmos. Operando desde (A.13) se obtiene:

-1 -1 vy
HNz' + N, HniNi < HNi
i=1 i=1 i=1

~—1

1+ Ny [[m <N,

=1

= N,-1
H s TN
i=1 v

Teniendo en cuenta que 77 = 1, se define 7, como la media geométrica del
resto de coeficientes 7;:

v—1
(nm)? % = H i
=2

Podemos obtener el valor limite de 7,, que hace que C? , < C} ,, como:

N, —1\77
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La figura A.1 representa dicho valor limite frente al niimero de particiones, 7,
para diferentes valores de N,. Puede comprobarse que, a medida que aumenta
el valor de 7, el 7, limite es cada vez mas cercano a 1. Andlogamente, a medida
que aumenta [V, las curvas se desplazan acercandose también a 1.

Valores de 7, limite cercanos a uno significan que, dadas dos particiones, el
numero de regiones factibles después de realizar todas las intersecciones es muy
cercano al producto del nimero de regiones de las dos particiones, es decir, que
casi todas las regiones de una y otra particién pueden intersectarse entre si.
Aunque este hecho podria producirse, en general es poco probable y experi-
mentalmente puede comprobarse que el valor de 7, suele encontrarse bastante
por debajo del valor minimo que se aprecia en la figura A.1, 0,75. Teniendo en
cuenta ademds que como ya se ha comentado no se estd comparando C} p con
C? , sino con C% 5, que puede estar bastante por encima del anterior, puede
afirmarse que, en términos del nimero de problemas de programacion lineal
a resolver, el algoritmo progresivo sera menos costoso que el simultdaneo en la
mayoria de las ocasiones.

0.95

09

M

0.85F

0.8}

0.75
2

Figura A.1: Valor limite de 7,.

A continuacién, se comparara el nimero de problemas SOS a resolver me-
diante ambos algoritmos. En primer lugar, reescribimos (A.2) teniendo en cuen-
ta que el coeficiente que indica las regiones lineales finales factibles, n puede
escribirse como el producto de los coeficientes que se van obteniendo al anadir
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cada particion, los 7; definidos para el algoritmo progresivo:

Y Y
Cos = [ Ni =~ (A.15)

i=1

Al igual que ocurre con el nimero de problemas LP a resolver, no existe un
mejor algoritmo para absolutamente todas las instancias del problema, como
puede deducirse de la observacién de los dos costes. En efecto, uno de los casos
limites se produce cuando, para todos los i se tiene:

Ni(i-1)CGi-1)(i-1)
i
77ij§(i71)j

i

=0 j=1...i—2

En este caso, se tiene:

v '
Cios = Z H Csos+z H niN;) > Csos

=2 j=1 1=2 j=1

En el otro extremo, se produce un caso limite cuando para todos los ¢ se
cumple:

Tl _
i

L L S S B
i

En este caso:

¥ [
Céos = Z H(WN

i=2 j=1

Para comparar la ecuacién anterior con Cé g es ttil tener en cuenta que, al
anadir una interseccién nueva, X;, e intersectar con la anterior,T;_1, el niimero
de regiones tras dicha interseccién siempre va a crecer. Esto es asi debido a
que cualquier particién abarca todo el espacio de estados. Por tanto, todas
las regiones existentes hasta el momento en T; ; intersectaran al menos con
una region de la nueva particion X;, cuando no con mas. Definimos un nuevo
parametro, k;, que representa cuanto crece el nimero de regiones al anadir
sobre el total una nueva particion:

#T; = i Ni#Tio1 = £ #Tia (A.16)
ki>1 Vi (A.17)

Volviendo a la expresién de coste anterior:

C%os:ZH(Uij):ZH“J‘ﬁZH ki = ( *1H < Cs0s

i=2 j=1 i=2 j=1 i=2 j
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Es evidente que ninguno de los dos algoritmos garantiza menos problemas
SOS a resolver para cualquier problema puesto que, dependiendo de las res-
tricciones en cuestion, habra diferentes ntimeros de regiones con una o varias
soluciones, y por tanto variara el niumero de problemas SOS a resolver. No obs-
tante, se pueden suponer diferentes hipdtesis y comparar ambos costes en esos
casos. Para ello, expresaremos la diferencia entre ambos costes en funcién del
namero de regiones de diferente tipo existentes, para facilitar simplificaciones
posteriores:

Y 1—1
C3os — Chos = Y | #Wi + ) j#W/ | — #T, (A.18)
i=2 j=2

Se define la funcién f(4, j):

=y #W{

[, ) = =

(6.4) ni #W;

Por definicion, se tiene:
i—1
S fg) =1 (A.19)
j=1

Sustituyendo en (A.18):

.
2 1
Csos = Csos = Z

>
(

1—1
HW, + Y G#W] | —#T,
j=2
L+ 5f(i,4) | #Wi —#T,

Por otro lado, de (A.16):

#W,; = [ [ xs#W:

j=2

Teniendo en cuenta ademas que #W; = #T;:

~

1—1
Cios — Chos =Y [ 1+ _if(i.j) | #W: — 14T,
j=2

I
. N
MQ I
[\

-
[
N

i—1 i 5
1+ 3fG0) | [T e#T =[] s#T
Jj=2 j=2 =2
(14 X553 5) t
= Z( 7 - >_7 [ ##T:

i=2 j=i+1 Kj j=2
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Dado que H] 5 K;#T1 > 0, podemos afirmar que C%,g > Clyg v por tanto
el algoritmo simultaneo es mejor que el progresivo siempre que se cumpla:

v (14X 0f(09))
; H;:iJrl Kj -

>0

Con objeto de simplificar méas las expresiones resultantes, se supondra un valor
de k; = K constante, con lo que:

v (L0 f g
Ch:§;( Z;ii@jo-—y>o (A.20)

Una primera hipotesis posible, consiste en asumir que el conjunto de regiones
Wi, se divide por igual en los diferentes subconjuntos W:

#W] _
#W;

1 . .
Substituyendo f(i,j) en (A.20):

Ch1i<1+§,:_fl )7>0

=2
(1+ (i— 2)(14g1)>

M- 1

Chlz —’)/>0

=2

N
Chl?Z(

>M7>0 (A.21)

La figura A.2 muestra, para diversos valores de «y, como varia Cp; con el
parametro k. Puede observarse como, para valores bajos de x, Cp,; > 0 y por
tanto es menos costoso el algoritmo simultaneo. Esto es razonable y va a ocurrir
en todas las hipdtesis que se han barajado puesto que, si al anadir una nueva
particién el nimero de regiones no crece mucho, es menos costoso resolver
primero los problemas LP y resolver después en cada una de ellas todos los
SOS necesarios.

La ecuacién (A.21) puede resolverse numéricamente para obtener el valor
critico de k (k.) que hace Cp; = 0. La figura A.3 representa dicho k. en
funcién de «. Para k < k., serd mejor el algoritmo simultaneo y para x > k. el
progresivo. Se observa como, a partir de un determinado ~, k. se estabiliza.

La primera hipdtesis supuesta (que hay el mismo nimero de regiones Wf
independientemente del valor de j), en muchos casos no es realista puesto que,
en general, lo mas habitual es que haya una mayoria de regiones con una tnica
solucién (tal y como ocurre, por ejemplo, en el ejemplo 4.6). Para reflejar esto,
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_3 1 1
15 2 25 3

Figura A.2: Comparacién de algoritmos. Hipdtesis 1.

25

KRe

v

Figura A.3: k critico. Hipdtesis 1.
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se introduce una hipétesis diferente en la que hay una fraccién de regiones W}
mayor que el resto de W/ (que se reparten equitativamente). Este escenario
puede modelarse como:

donde n es la fraccién de regiones con una tinica solucion.

Podemos comprobar que se satisface (A.19):

i—1 i—1
. 1—n

g f(z,])fnJrE i_2fn+1fn71

Jj=1 Jj=2

Substituyendo f(i,7) en (A.20):

v (14 252 45)

C}LQZZ i _,7>0

1=2

1< —Jj1-n)\ ,
Cra=—3 |1 S wi—y>0
h2 m; +; 9 K=y

En la figura A.4 se representan, para diferentes valores de n y v cémo varia
Cha con k. De nuevo, se calcula numéricamente el valor de k. (figura A.5) de
forma que para kK < k., es mejor el algoritmo simultéaneo.

Por tltimo, se analiza una tercera hipétesis, que considere que el nimero
de regiones #W? vaya disminuyendo de manera progresiva con j. Esto tiene
sentido puesto que a medida que aumenta el niimero de posibles soluciones,
es menos probable que se den todas en una misma regién lineal. Una posible
funcién f que satisface esta condicion es:

16.) = Q(Z—j;

i(i

De nuevo, podemos comprobar que se satisface (A.19):

S 2 (5 N 2 [ i(i—1
Zf(Z’J):m ;Z_;J :z‘(z‘—l) (z(z—l)—(Q )):1

j=1
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n=0.5

Cha

n=0.8

Figura A.j: Comparacién de

10

10

n=0.65

15 2 25 3 35 4

n=0.95

algoritmos. Hipodtesis 2.
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n = 0,95
5 10 15 20 25

Figura A.5: k critico. Hipdtesis 2.

Substituyendo f(i,5) en (A.20):

i—1 2j(i—j
7 (1 + 22 ij(gflj)))

Ch3=g — —7>0
%;<_1+ (zeiz)_(z'lﬂ) - z’(iil) ((z‘l)z‘éZil) 1))m7>0

1 .
— N (=72 K =y >0

MQ

K2

[
N

En las figuras A.4 y A.5 se representan, respectivamente, Cp3 frente a k para
diferentes v y k. frente a ~.

Tras el estudio de las diferentes hipdtesis, se llega a las siguientes conclu-
siones:

e Sise cumple la hipétesis 1, para valores de v bajos el algoritmo simultdneo
serda el mas adecuado sélo si el valor de x es también muy bajo. Para
valores de v altos serd mejor si k < 2,25 (figura A.3).

e Sise cumple la hipdtesis 2, para n moderadamente altas (n > 0,5) valores
relativamente bajos de k (k < 1,5) hacen mejor el algoritmo progresivo,
independiente de 7 (figura A.5).



A.4. Comparacién de los algoritmos 239

14

Figura A.6: Comparacién de algoritmos. Hipdtesis 3.

Re
a1
T

10 15 20 25 30
Y

Figura A.7: k critico. Hipdtesis 3.
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e Si se cumple la hipdtesis 3, para valores bajos de v (y < 8) siempre serd
mejor el algoritmo progresivo, pero a medida que crece vy, para que siga
siéndolo x también debe ser bastante elevado (figura A.7).

Ante la resolucion de un problema real, a priori ninguna de las hipétesis pro-
puestas se va a cumplir de manera exacta, puesto que se trata de simplificacio-
nes. No obstante, si se observa para todas ellas que si el valor de v no es muy
elevado, usualmente el algoritmo menos costoso sera el progresivo, por lo que
sera el que se aplique si no se dispone de ninguna informacién adicional.
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