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1 Resumen de las ideas clave

En este arficulo vamos a presentar de una manera razonada la transformada discreta de
Fourier, asi como una aplicacién importante: el filtrado de sefales. Para ello, revisaremos
algunas propiedades de esta fransformada usando herramientas del dlgebra matricial.

2 Objetivos

Cuando se hayan asimilado los contenidos de este documento, el alumno debe poder

e Explicar qué es la tfransformada discreta de Fourier y algunas propiedades suyas.

o Aplicar la tfransformada discreta de Fourier al filtrado de senales.

3 Senales periddicas y series de Fourier

Debido a la identidad de Euler,
ed*ib = eq(cosb + jsenb), a,beR,

una manera eficaz de manejar senales periddicas es usar la exponencial compleja. Recorde-
mos que el mddulo de un nimero complejo x + jy cumple |x + jy|%2 = x2 + y2. Por tanto
leiP| = 1 para cualquier b € R.

Para entender las sefales periddicas conviene comen-
zar con la mas basica de las oscilaciones: 6 — el para
0 € R (mira la Figura 1). Obviamente,si0 < 6 < 2w, en-
tonces el® da solo una vuelta a la circunferencia. Si
queremos recorrer la circunferencia a distintas veloci-
dades, es conveniente fijar w > 0 (la velocidad an-
gular) y hacer 8 = wt (es intuitivo pensar que t es el
tiempo). El periodo de la oscilacién es el menor T > 0
tal que 1 = el¥T (es el menor tiempo que tarda una
particula en pasar dos veces por el mismo sitio). Para
encontrar este periodo T, como 1 = el®T = cos(wT) +
jsen(wT). entonces cos(wT) = 1y sen(wT) =0. Y
como buscamos el menor T > 0, entonces wT = 2m;
es decir, T = 2m/w. Por lo que la oscilacion basica de  Figura 1: Una oscilacion basica
periodo T es

t— e2mt/T teR.

Si variomos la velocidad angular de forma que en T unidades de fiempo, se recorren n
vueltas a la circunferencia, entonces tenemos ofra oscilacion T-periddica:

t — 2mnit/T, teR. (Ecuacién 1)
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La frecuencia de esta oscilacion es n/T y se mide en Herzios (Hz). La frecuencia f vy la
velocidad angular w estan relacionados por medio de w = 2nf.

Hasta ahora, las vueltas a la circunferencia se dan en sentido positivo (en sentido contrario
al de las agujas del reloj). Si queremos que ademds haya oscilaciones que vayan en sentfido
negativo, entonces en la Ecuacion 1 tendremos que permitir que n € Z.

Observa que [e2™it/T| = 1. Luego, si queremos que las oscilaciones tengan amplitud dis-
tinta a uno, entonces tendremos que considerar

t — q e2™it/T, teR,

siendo a la amplitudy n € Z.

Por ditimo, las combinaciones lineales de la forma

ni
t— Z ape2m™itT teR, (Ecuacion 2)
n=—no
siendo ng, n1 € N, son T-peridédicas. Sin embargo, estas combinaciones lineales no abarcan
a todas las sefales periddicas, ya que hay senfales que no son continuas y cualquier funcién
de la forma expresada en la Ecuacién 2 es continua.

Para remediar esto, vamos a considerar ahora expresiones parecidas a la Ecuacién 2, pero
permitiendo que haya infinitos sumandos. Resulta que las senales T-periddicas que se suelen
encontrar en la prdctica son de la forma

h(t)= > a,e2™it/T, (Ecuacion 3)

nezZ

Transformada discreta de Fourier

En las aplicaciones no se conoce la senal completa, ya que solo se suele saber el valor
de esta en unos valores concretos. Mds precisamente, dada la sefal h : [0,T] — R, lo
que solo se suele saber son los valores hg = h(0), hy = h(T/n), h, = h(2T/n). ..., hp—1 =
h((n—1)T/n).

" .

A 2A (n=1)A T

O O
O \9 \9 \9

Figura 2: Discretizacion de una senal T-periddica en n muestras. Aqui, A = T/n.

Un situacién que hay que tener en cuenta es el aliasing. Consiste en tener dos senales T-
periddicas distintas, h y g, tales que h(kT/n) = g(kT/n) para k = 0,...,n— 1. Estas dos
senales son indistinguibles con esta discretizacion. Este fendbmeno causa gque las aspas de
un ventilador parezcan a veces girar en el sentido inverso del que en readlidad lo hacen
cuando se les filma o cuando se iluminan con luz parpadeante. Mira la figuras 3 y 4.
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Figura 3: La imagen simboliza las aspas de un ventilador (que se mueve en sentido a favor
de las agujas del reloj). Si solo vemos el ventiladoren t = 0,4, 8, ..., creeremos que esta
parado. Silovemosent=0,3,6,9,..., creeremos que las aspas van en sentido contrario
a las agujas del relo;j.

Una pregunta inferesante es la que sigue:

dada una sefal, ¢,cudl debe ser la frecuen- N /\ W

cia de muestreo para evitar el aliasing? Es 6

decir, para recuperar de forma inequivoca ‘ \/ W \_/ T \/

la senal. La respuesta nos la da el teorema

de Nyquist-Shannon: Una senal sin frecuen-

cias mayores que F Hz. se puede represen- Figura 4. Las dos senales son indistinguibles. El
far de forma exacta especificando los valo- cerebro supone que la imagen que percibe
res de la seAal en instantes de tiempo sepa- €s la de menor frecuencia.

rados por 1/(2F) segundos. Un error exten-

dido es creer que al aumentar la tasa de muestreo se mejora la calidad de la sehal recu-
perada: una vez cumplido el criterio del teorema de Nyquist-Shannon, la reconstruccion es
exacta. Si quieres ver una demostraciéon del teorema de Nyquist-Shannon, puedes consultar
la seccidn 3.5 del libro (1).

Problema 1

Una senal que representa la voz humana no suele tener informacion relevante mas alla
de los 10 kHz, y de hecho en telefonia fija se toman solo los primeros 3.8 kHz. Por tanto, si
deseamos grabar una conversacion telefénica, para no perder informacion, ;cuantas
muestras por segundo deberemos tomar?

NOTA: A partir de ahorq, los indices de los vectores y matrices empiezan desde 0. El su-
perindice t denota la traspuesta de una matriz. Se sobreentenderd que los vectores de R
son columnas.

Una vez discretizada la sefal h(t) en los valores h = [hg -+ hhp—1]! € R", aplicamos la
Ecuacion 3:
hk = h(kT/n) = Z ame2™mik/n, k=0,1,...,n—1. (Ecuacion 4)
meZ

Ahora bien, si dividimos cualquier entero m entre un natural n, obtenemos un cociente c y
un resto r. Estos nUmeros cumplenre€ {0,1,...,n—1}ym=c-n+r, porlo que

(anjk) (2n(cn+r)jl<) (anjk)
exp =exp| ———————— | =exp ,
n n n

ya que exp(2mjq) = 1 para cualquier entero q. Por tanto, el sumatorio infinito que aparece
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en la Ecuacioén 4 se convierte en un sumatorio finito:

n—1
he= Y be2™ikn, (Ecuacion 5)
r=0
Ahora el problema es, dados n valores hg, ..., hp—1. {cdmo encontrar by, ..., bp—1 para

gue se cumpla la Ecuaciéon 5?

En primer lugar, expresamos la Ecuacion 5 en forma matricial: Si llamamos w = e2™/7, en-
tonces la Ecuacion 5 se reescribe como hx = bg + b1wX + baw?K + -+ 4+ byp_1w"~ DK Juego

[ he 1 [1 1 1 1 |[ bo |
h1 1 w w? EPEA Lt b1
h2 =1 w? w* s @2 b2 . (Ecuacion 6)
Ap_1 1 w1 2(h-1) ... Hn-1)2 bn_1
En resumen, sih = [hg hy --- hp—1]1t, h = [bg b1 +-- bp—1]1t v F es la matriz cuadrada

de orden n cuya entrada (r, s) es w"™, entonces la Ecuacion 5 se escribe de forma mdas
compacta como

h = Fh. (Ecuaciéon 7)
Este vector h se llama la transformada discreta de Fourier de h. La matriz F que aparece en
la Ecuacion 7 se llama la matriz de Fourier (de orden n).

El vector h se llama la antitransformada discreta de Fourier de h.

En principio, esta dltima igualdad matricial permite recuperar el vector ha partir de h: basta
h=F"1h, siempre que exista lainversa de la matriz F, que veremos mds adelante que existe.
Si denotamos por F la conjugada de la matriz F, entonces se puede demostrar que FF = nlj,
porlo que F~1 = %F. Por tanto, de la Ecuacidn 7 se sigue que

- 1_
h = —Fh. (Ecuacion 8)
n
\
Problema 2

Prueba que FF = nl,. Ayudas: Recuerda que la entrada (r, s) del producto de las ma-

frices cuadradas de ordenn, A = (apq) ¥ B = (byv). €s Zz;é arkbgs. Usa esta expresion

para comprobar que la entrada (r, s) de FF es frs = Z;é (w" _S)k. Distingue ahora los

casosr=syr#s paraprobarque frs =n cuandor #s yfrs =0 cuandor #s.
\- J

4.1 Codigos de Octave

Para calcular de forma cémoda con Octave la matriz de Fourier (la matriz cuadrada que
aparece en la Ecuacidn 6), es Util el siguiente gjercicio.
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Problema 3
Siv es el vector columna [0 1 --- n—1]7, calcula wvt (observa que es una matriz
cuadrada de orden n) ;Qué relacion tiene vt con la matriz de Fourier?

Si has hecho el ejercicio anterior, puedes ver que si w = e2™/7, entonces la entrada (i, j)
de la matriz de Fourier es w™¥, siendo my; la entrada (i, j) de vvt, Por tanto, la matriz de
Fourier se puede implementar casi de golpe (sin usar un doble bucle). En la Figura 5 puedes
ver dos funciones de Octave que calculan la fransformada discreta de Fourier (fou.m) y la
antitfransformada discreta de Fourier (foui . m).

function gg = fou(g) function g = foui(gg)

% Calcula la TF finita % Calcula la TFI finita
% gg -> TF de g % g -> TFI de gg
g=g(:); 99=99(:)

[n m] = size(g); [n m]= size(gg);
omega=exp(2xpixj/n); omega=exp (2xpixj/n);
M=(0:n-1)"'%(0:n-1); M=(0:n-1)"'%(0:n-1);
F=omega.”M; F=omega.”M;

gg=(conj (F)*g)/n; 9=Fxgg;

Figura &: Funciones que calculan la transformada y anfitransformada discreta de Fourier.

4.2 Interpretacion fisica de la transformada discreta de Fourier
Seanh=[hg hy -+ hp_1]t€R"y h= [bo b1 --- bsr—1] su fransformada discreta de Fourier.

En primer lugar, debemos observar que h es un vector cuyas componentes pueden ser
complejas. Debido ala Ecuacién 5, cada bg muestra “el comportamiento” de la oscilacion

27k i 27k
cos(—r)+Jsen(—r), r=0,1,...,n—1.
n n

Por eso, se dice que el dominio de h es el temporal y el dominio de h es el de las frecuencias.

4.3 Propiedades de la transformada discreta de Fourier

Debido a la Ecuacidn 8, se obtiene que si h, g son dos vectores de C" y si A € C, entonces

—

h+g=h+g vy XAh=A\h. (Ecuacion 9)

La siguiente igualdad es importante:

Ilh|| = ¥/n|lh]|. (Ecuacion 10)

Como h es un vector complejo; para estudiar su norma, hay que repasar como se calcula
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la norma de un vector de €". Recuerda que lanormade z=[z; -+ zp]t € C" cumple

Z1
122 =121+ +1zalP=[ Z1 - Zp || ¢ | (Ecuacion 11)
Zn

Si A* denota la conjugada traspuesta de la matriz compleja A, entonces ||z||2 = z* z.

~
Problema 4

Comprueba la igualdad de la Ecuacion 10. Ayuda: Desarrolla ||h||2 = h*h usando la

Ecuacion 7, la propiedad (AB)* = B*A* y algunas propiedades de la matriz de Fourier.
J

~
Problema 5

Comprueba la igualdad de la Ecuacién 10 para el caso particular h = [1 2 3]7. Usa
Octave y los codigos de la Figura 5. Crea tu propia funcién para calcular la norma de
un vector complejo.

/

Vamos a ver ahora una propiedad interesante de la tfransformada discreta de Fourier, y para
ello vamos a hacer antes algunos experimentos con Octave.

Problema 6

El comando rand(n,m) de Octave crea una matrizn x m de ndmeros aleatorios entre
Oy 1y es muy uti cuando se hacen experimentos numéricos. Si fou es la funcion de
Octave de la Figura 5, ejecuta fou(rand (7, 1)) varias veces. ;Qué observas? Trata de
expresarlo usando una notacion matemdatica adecuada.

Por si no has logrado hacer el Gitimo ejercicio, aqui tienes su solucion. Después de ejecutar
fou(rand(7,1)) varias veces, es facil ver que la primera componente de la transformada
discreta de Fourier es siempre real, la segunda y la séptima componentes son conjugadas
una de la ofra, y un idéntico comportamiento tienen las parejas 39, 6% y 42, 59, Ahora viene
la formulacién matematica de estos hechos:

SeaheR'y h = [bo --+ bp—1]t su transformada discreta de Fourier. Entonces bg € R y
by =bp—xparak=1,...,n—1.

Problema 7
Prueba las dos afirmaciones del parrafo anterior. Ayuda: observa que de la Ecuacion 8
se deduce by = (ho+®@ h1+@* ha+---+@ "Y' h,_1)/nyrecuerda que w = exp(2mj/n).

También es cierta la propiedad reciproca: Si h= [bg +-+ bp—1] € C" vy h su antitransformada
discreta de Fourier, entonces

Si bpeR vy b_k= bpn_k para k=1,...,n—1, entonces h eR". (Ecuaciéon 12)
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Esta propiedad es cierta debido a gque si usamos la Ecuacién 7, entonces (también usamos
que w"=1)

hi = bo + Wkb1 + Wby + -+ + W=DKp 5 + W(=Dkp,
= bo + (w b1 + w*b1) + (Wb + wKb2) + -+
=bo + (wkbl + wkbl) + (Q)Zkbz + (A)Zkbz) +---€R,

puesto que siz € C, entonces z+ z € R.

Filtrado de senales

La idea bdsica es, dada una senal, pasar del dominio temporal al de frecuencias y eliminar
las frecuencias no deseadas. Este proceso se ve mejor con un ejemplo.

Consideremos una senal, de la cual se han tfomado 51 muestras equiespaciadas como
muestra la Figura 6.

Figura 6: Una senal con ruido.

Esta sefal discretizada es un vector h de R>1. Sea h su transformada discreta de Fourier
(obtenida usando la Ecuacion 8). Como las componentes de h son complejas, para repre-
sentar visualmente h = [bg --+ bso]t, representamos en la Figura 7 los valores |bg), .. ., |bsol.

Vemos en la Figura 7 que hay dos valores mds altos que los demdas: el tercero y el pendltimo.
Podemos pensar que estos dos valores son los “de verdad”, mientras que el resto correspon-
de al ruido de fondo. Vamos a conservar solo estos valores mds altos, es decir, definimos
g=[00b30 .- 0 bgg 0]L.

Por dltimo, volvemos al dominio temporal: Calculamos g = Fg. Cuidado: g podria tener
parte imaginaria no nula; pero en este caso, resulta que g es real, estando dibujada esta
senal en la Figura 8. Vemos en este caso que se frata de una sinusoidal casi perfecta.

Vamos a repetir el proceso anterior de forma numérica con Octave. En primer lugar gene-
ramos una onda:
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0 10 20 30 40 50

Figura 7: El valor absoluto de las componentes de la tfransformada de Fourier discreta de
una senhal con ruido.

>> T=5;
>> x=0:0.1:T;
>> yl=cos(4*xpixx/T);

Y ahora altferamos esta onda con un ruido por medio de h = yl+rand(1,51)-0.5; obte-
niendo la senal h. Si queremos dibujar la senal discretizada (como en la Figura 6), no te-
nemos mds que ejecutar plot(h, '*"). Si tenemos guardadas las funciones fou.m y foui.m
de la Figura 5, ejecutando hh=fou(h); calculamos la tfransformada discreta de Fourier de la
senal h. Para dibujar la Figura 7, ejecutamos plot (abs(hh), "x").

Problema 8
¢, Como se tendria que modificar h = yl+rand(1,51)-0.5; si se quiere que el ruido
tenga mas intensidad?

Ahora tenemos que eliminar las frecuencias indeseadas: para ello, definimos un vector g
(almacenado en gg) del mismo tamano que h y cOon sus componentes nulas, excepto la ter-
cera y pendltima, que son las correspondientes de h. Nos fijamos en la tercera y pendltima
debido simplemente a que en la grdfica creada con plot(abs(hh), ’+") son los valores
que destacan.

>> gg=zeros(size(hh));
>> gg(3)=hh(3);
>> gg(50)=hh(50);

Recuerda que el vector almacenado en gg estd en el dominio de las frecuencias. Para
volver al dominio temporal, fenemos que hallar la antitransformada discreta de Fourier de
g. Para este fin ejecutamos g=foui(gg).
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Figura 8: La senal limpiada.

Si fodo marcha bien, como el vector g cumple las condiciones de en la Ecuaciéon 12, en-
tonces g debe ser real. Lo podemos observar si “pedimos” a Octave que muestre el valor
de g. Sin embargo, debido a pequenos errores de redondeo, es posible que g tenga parte
imaginaria no nula (muy pequena). Esto se arregla si ejecutamos g=real(g). Por Ultimo,
ejecutamos plot(g, '. ") para mostrar la grafica de la senal “limpiada”.

Podemos intentar averiguar la expresion de esta sinusoidal. Para ello, en primer lugar tene-
mos que saber si es Mdas sencillo g 6 g. Desde luego, es mds sencillo g ya que g solo tiene
dos componentes no nulas (la tercera y la penditima). A la hora de preparar estas notas, he
obtenido by >~ 0.518+0.084jy bsg >~ 0.518—0.084j fras ejecutar [gg(3) g(50) ] (debido
al azar introducido al considerar un ruido aleatorio, lo més normal es que si reproduces estos
pasos en tu ordenador, obtengas otros valores). Liamemos ahora a = 0.518 y 8 = 0.084.
Después de usar la Ecuacion 5 tenemos, ya que n = 51, y si gx Y gk denotan la componente
k-ésima de los vectores g y g, respectivamente,

50
gk = Z/g\reZHer/Sl — §2€2n2jk/51+§4962n491k/51 — (O(+ﬁj)e47”k/51+ (a—ﬁj)egs’”k/“.
r=0

Ya que e98mik/51 = g—4mik/51 gntonces

gk = (O{+ﬁj)e4”jk/51+(O(—Bj)e_4njk/51 — a(e4‘ltjk/51+e—47tjk/51)+ﬁj(e4‘lrjk/5l_e—4‘lrjk/51)'

Ahora usamos las igualdades
el 4 19 elf —e—i0
cosf=————, senf = ———,
2 2j

para acabar de calcular los valores de gg:

gk = 2acos(4nk/51)— 2B sen(4nk/51) = 1.036 cos(4mk/51)— 0.168 sen(4mnk/51).
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5.1 Estimacion del error

Si h es una senal con ruido y g la senal limpiada mediante el proceso descrito anteriormente
(eliminar las frecuencias correspondientes al ruido), ¢,codmo podemos saber si g se le parece
ah?

La herramienta matemdatica mds usada para saber si dos vectores son parecidos o no es la
norma. Basta calcular ||h — g||: si esta cantidad es “pequena”, entonces g es una buena
aproximacién de h. Recuerda que la norma de los vectores de C" se calcula mediante la
Ecuaciéon 11. También es Util recordar que con Octave la norma de un vector v se calcula
connorm(v).

Otro método alternativo es aplicar la Ecuaciéon 9 y la Ecuacién 10. En nuestra situacion,
tenemos que

llg — hll = v/nllg—hl| = vnllg — h|l.

Esta Ultima igualdad, entre otras cosas, nos dice que si hacemos un pequeno cambio en el
dominio de las frecuencias, las senales cambian poco en el dominio tfemporal.

\
Problema 9
Repite todo el proceso descrito en esta seccion con Octave y calcula ||g — h|| de las
dos maneras mencionadas. Comprueba que ambas proporcionan el mismo valor.

J

\

Problema 10

El efemplo descrito en esta seccién usa una oscilacion bdsica, que estd implementada
con yl=cos (4xpi/T). Repite los cdlculos hechos en esta seccién, pero con una senal
(con ruido) que consta de una combinacién de dos sinusoidales de distinta frecuencia
y amplitud. Observa que el nimero de frecuencias que debemos mantener es mayor.
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