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Resumen de las ideas clave

En este articulo se va a presentar el calculo analitico de la Densidad Espectral de Potencia de
una sefial digital ASK (Amplitude Shift Keying o Modulacién por Variaciones de Amplitud),
con el fin de poder estimar el ancho de banda que ocupa.

Este calculo se hard considerando que la sefial es multinivel. Es decir, habra M simbolos
a transmitir, y cada uno de ellos tendra una amplitud distinta que representara informacion
digital correspondiente a logy M bits, lo cual determinara la velocidad de informacion (en bits
por segundo) que es capaz de transmitir.

Se particularizara para el caso de pulsos transmitidos con ventana rectangular temporal de
duracién igual al periodo de simbolo T, y se presentara la utilizacién de pulsos conformadores
con espectro en raiz de coseno alzado (RRC: Root Raised Cosine).

Para ambos casos, se obtendra, finalmente, la eficiencia espectral de este tipo de sefiales, medida
en bps/Hz.

Objetivos y conocimientos previos

Los objetivos de aprendizaje este articulo docente se presentan de forma esquematica en la
tabla 1.

Objetivos de aprendizaje

1. Se aprendera a calcular de forma analitica la densidad
espectral de potencia de de una sefial digital ASK multi-
nivel.

2. Se particularizara para el caso de pulsos rectangulares de
duracién Ty para pulsos con espectro en coseno alzado.

3. Se comprobara que el ancho de banda que ocupa depen-
dera del pulso conformador, pero serd independiente del
namero M de simbolos utilizados.

4. Se estimara la eficiencia espectral para el caso de pul-
sos rectangulares y pulsos conformadores con espectro en
coseno alzado.

5. Se propondra como tareas adicionales la simulacién de
los distintos casos para verificar los resultados analiticos
obtenidos.

Tabla 1: Objetivos de aprendizaje

Como conocimientos previos, el alumno debera tener nociones basicas de modulaciones analégi-
cas y de modulaciones digitales paso banda, concretamente de ASK (Amplitude Shift Keying),
asi como de la utilizacién de conformacién de pulsos en transmision.

También es interesante que conozca el método de calculo de las densidades espectrales de po-
tencia de modulaciones digitales banda base PAM (Pulse Amplitude Modulation o Modulacién
de Pulsos en Amplitud), aunque se hara referencia al método en la bibliografia.
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Introduccién

Una sefial digital ASK (Amplitude Shift Keying o Modulacién por variaciones de Amplitud) no
es mas que una sucesién de pulsos g(¢) modulados en DBL (Doble Banda Lateral) con una
portadora de frecuencia f,, enviados cada T segundos, y cada uno de ellos con una amplitud
de valor ay, que es donde realmente reside la informacién digital (Sklar 2001):

sask(t) = > arg(t — kT) cos(2m fot) (1)
k

Al no indicar los limites del sumatorio, queremos dar a entender que la sucesién es indefinida,
aunque, a efectos de calculo, se considerara que el indice k variara desde —oco hasta oo.

Cada amplitud ay representara informacién de un simbolo formado por uno o mas bits, y a T'
se le llamara periodo de simbolo.

Se considerara que las amplitudes aj podran tener los siguientes M posibles valores: 0, A, 24,
.., (M —1)A. Recordemos que M ha de ser potencia de 2 para que cada amplitud represente
un namero entero de bits igual a logy, M.

Al pulso g(t) se le llama pulso conformador y, aunque no sirve mas que de transporte de
la informacién contenida en ay, determinara en gran parte las caracteristicas espectrales de la
sefial digital.

Equivalente paso bajo

Teniendo en cuenta que la parte del coseno no se ve afectada por el indice k, podemos sacar
factor comiin en la ecuacién 1 y obtener:

sask (t) = cos(27 fot) Z arg(t — kT) (2)
k

Si nos fijamos en la ecuacién 2, vemos que se trata de una sefial modulada en DBL:
SASK(t) = COS(QFfOt)PBASK(t) (3)

A PBask(t) = >, arg(t—kT) le llamamos equivalente paso bajo de la sefial ASK, y podemos
comprobar que se trata de una sefial digital PAM (Pulse Amplitude Modulation o Modulacién
de Pulsos en Amplitud) banda base con codificacién de linea multinivel NRZ (por tratarse de
pulsos de duracién T') unipolar (al ser todas las amplitudes positivas o nula).

Densidad espectral de potencia utilizando pulsos
rectangulares

Teniendo en cuenta la ecuacién 3, es facil comprender que la densidad espectral de potencia
de una sefial ASK Sask(f) no es mas que la traslacién a f,, como en una modulacién DBL,
de la densidad espectral de su equivalente paso bajo Spg(f):

Sask () =  [Sps(f + Jo) + Sea(f — 1) @
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Por tanto, la densidad espectral de potencia que estamos buscando tendra la misma forma que
la de su equivalente paso bajo, pero trasladada a f = f,, y se deduce que el ancho de banda
que ocupara sera el doble, como bien corresponde a una modulacién DBL.

En (Flores 2017) se demostré que la densidad espectral de potencia de una sefial PAM multinivel
con codificacién unipolar, como es el caso de nuestra sefial equivalente paso bajo, tiene la
siguiente expresién:

mm=m%?+%;@@ﬁ%#ﬁ (5)

siendo G(f) el espectro del pulso conformador ¢(t), @ el valor medio de las amplitudes ag, y

0gq, SU varianza.

Observamos que aparecen multitud de deltas en frecuencia cada 1/7, incluyendo unaen f =0
que representa el término en continua que claramente tiene este tipo de sefiales digitales, salvo
que G(f) fuera nulo en f =0.

No es dificil obtener el valor medio y la varianza de las amplitudes para este caso de codificacién
unipolar con M simbolos:

M—-1

ar = 5 A (6)
2 _

2 o= A 7
k 12

Teniendo en cuenta la ecuacién 6 y la ecuacién 7, y que el espectro de un pulso rectangular de
duracion T es G(f) = Tsinc(fT), la densidad espectral de potencia del equivalente paso bajo
en este caso sera:

See(f) = EAQTSilflCQ(J"’T)

M —1)?
L (-
12

A%(f) (8)

Vemos que la mayor parte de las deltas desaparecen al coincidir con los nulos de la sinc,
permaneciendo el término de continua.

Sustituyendo en la ecuacion 4, se tiene finalmente la expresién de la densidad espectral de
potencia de una sefial ASK utilizando pulsos rectangulares de duracién T*:

2 2 _
Spk(f) = 2 T [sine® (7 4 fo)T) + sine? ((F ~ 1))
2 _1)\2
A5 (74 1)+ 807 - £o) ©

Comprobamos que el resultado final es una sinc trasladada a f = & f,, mas dos deltas en esas
mismas frecuencias. Cabe notar que, salvo factores de escala, la forma resultante es indepen-
diente del namero de simbolos empleado M.

Dejamos como ejercicio para el alumno que particularice para los casos mas sencillos: M = 2
y M = 4, asi como la implementacién de las simulaciones en Simulink® que comprueben los
resultados obtenidos. En la figura 1 se tiene la simulacién de la densidad espectral de potencia
(medida en dB respecto al maximo) de una sefial 4-ASK, con portadora a 20 kHz y velocidad
de transmisién de 1 kb/s. Compruebe que los ceros se ubican alla donde se espera que estén

(haga el calculo, no se desanime).
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Figura 1: Densidad espectral de potencia de una sefial 4-ASK simulada con Simulink®

Eficiencia espectral utilizando pulsos rectangulares

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la ecuacién 9, y considerando la medida del ancho
de banda entre ceros, se observa que, para el caso de una sefial ASK multinivel con pulsos
rectangulares de duracién T', su ancho de banda ocupado sera, con independencia del nimero
M de simbolos distintos utilizados:

2

Byrask = T (10)

ya que los dos ceros de la densidad espectral de potencia méas cercanos a f, se encuentran en
fo— %y fo+ 7. provocados por las sinc.

Hay autores que consideran, no sin razén, que medir el ancho de banda entre ceros es excesivo
para este caso y proponen tomar la mitad, es decir, Byj.ask = % que se acerca bastante al
ancho de banda a —3 dB. En este documento seguiremos lo deducido en la ecuacién 10.

Asi pues, como se transmiten simbolos a razén de 1 cada 1" segundos, tenemos que, por cada
hercio de ancho de banda consumido, podemos transmitir medio simbolo por segundo (o un
simbolo por segundo por cada 2 hercios, como se quiera ver).

Resulta mas conveniente expresar esta eficiencia espectral en términos de b/s/Hz, obteniendo:

Ry Rk Flogy M 1
= = = —log, M b/s/Hz 11
Buyask  Bu-ask 2 g 082 /! (11)

m =

donde R;, es la velocidad de transmision en b/s, Ry = % es la velocidad de sefializacion en
simbolos por segundo (o baudios), y k = logy M es el nimero de bits que puede transportar
cada uno de los M simbolos distintos utilizados.

Se puede ver que, aunque la eficiencia espectral en términos de simbolos por segundo por cada
hercio es constante, la eficiencia en términos de b/s por cada hercio crece con el orden de la
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modulacién M, lo cual es de esperar pues el ancho de banda no varia, como se ha visto en la
ecuacion 10.

Eficiencia espectral utilizando pulsos RRC

Si, en lugar de utilizar pulsos rectangulares, se utilizasen pulsos con espectro en raiz de coseno
alzado (RRC: Root Raised Cosine)(RRC), el espectro del equivalente paso bajo que se ob-
tendria seria el indicado en la ecuacién 5, sustituyendo G(f) por el espectro de un pulso RRC
banda base.

De acuerdo con lo visto en la ecuacién 4, se trasladaria dicho espectro (y también la delta que
no se anula) a +f,, quedando duplicado su ancho de banda.

Se sabe que el ancho de banda de los pulsos en coseno alzado RC en banda base (y también
el de los pulsos RRC) es Bpg.rrc = IQJF—TO‘ siendo « el factor de roll-off del pulso utilizado y T’
el periodo de simbolo (Wikipedia 2017). Por tanto, al doblarse el ancho de banda, la densidad

espectral de potencia de la sefial ASK resultante sera:

1+«
T

Bask-RRC = (12)

que también sera constante con el nimero de simbolos M utilizado.

Es altamente recomendable que el alumno intente modelar en Simulink® este tipo de modu-
lacién para comprobar que la densidad espectral de potencia resultante se corresponde con los
resultados analiticos obtenidos.

Finalmente, la eficiencia espectral resultante en este caso sera:

R, _ Rk _ glogyM logy M '
Bask-RRC  BASK-RRC Lo 1+a

/s/Hz (13)

"bRRC =

que también crece con M, como en el caso anterior.

Cierre

Se ha presentado en este articulo cémo calcular la densidad espectral de potencia de una
modulacién digital ASK multinivel utilizando pulsos rectangulares o pulsos con espectro en raiz
de coseno alzado. En ambos casos, se observan caracteristicas espectrales similares: su ancho
de banda es independiente del nimero de simbolos utilizado, y aparecen componentes discretas
en frecuencia (deltas) en +f, (frecuencia de la portadora).

Al utilizar pulsos rectangulares de duracién igual al periodo de simbolo T, se observan nulos
en la densidad espectral de potencia cada 1/T, salvo en f,, lo cual puede servir para dar una
estimacién del ancho de banda entre ceros de 2/T.

En el caso de pulsos con espectro en raiz de coseno alzado, se obtiene un ancho de banda igual
1+a
a T -

Con todo ello, resulta inmediato calcular las eficiencias espectrales en b/s/Hz, observandose que
en ambos casos son crecientes con M, ya que el ancho de banda no varia con este parametro
en ASK, independientemente del pulso conformador utilizado.
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En general, podemos inferir que, sea cual sea el tipo de pulsos conformadores utilizado, el
espectro de la sefial ASK resultante sera una traslacion a la frecuencia portadora de la densidad
espectral de potencia de una sefial equivalente paso bajo tipo PAM unipolar, que a su vez
tendra una forma similar a la del espectro del pulso utilizado. Por tanto, el ancho de banda
necesario para la sefial M-ASK sera siempre el doble del que ocupe dicho espectro banda base,
con independencia del nimero M de simbolos utilizados, por lo que la eficiencia en b/s/Hz
aumentara con M.

Se ha dejado al lector, como trabajo adicional, la particularizacién para valores de M sencillos
y la implementacién de simulaciones que corroboren todo lo calculado.
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