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Resumen

La Biomecánica desempeña un papel esencial como herramienta complementaria
para la prevención, el diagnóstico y la rehabilitación de los trastornos músculo
esqueléticos, además de reducir el impacto económico y social de estas patologías
del aparato locomotor, contribuyendo a la sostenibilidad de los sistemas de salud.

El objetivo principal de esta tesis es el desarrollo y puesta a punto de técnicas
de Análisis de Datos Funcionales (FDA, Functional Data Analysis) adaptadas
al tratamiento de los datos procedentes del análisis de movimientos humanos.
El FDA es una rama de la Estadística que amplía las técnicas de la Estadística
univariante y multivariante al caso funcional. De esta forma, se estudian las curvas
del movimiento sin extraer características previas, lo que facilita su análisis y
conserva la totalidad de la información.

Se realiza una revisión sobre los tres enfoques actuales del tratamiento de datos
biomecánicos (la estadística univariante y multivariante, las técnicas basadas en
Inteligencia Artificial y el Análisis de Datos Funcionales), detectando una serie de
limitaciones en estos enfoques y lagunas de conocimiento para la aplicación del
FDA en la biomecánica.

En primer lugar, se identifican importantes limitaciones en las técnicas habitua-
les de normalización del tiempo, primer paso necesario para ajustar la escala de
tiempos y poder comparar curvas de diferente duración, que pueden alterar la
dinámica del movimiento. A pesar de la existencia de diferentes métodos, fal-
ta una comparación sistemática que permita establecer criterios sólidos para su
aplicación.
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Después, se exploran diferentes descriptivos funcionales, como la media y desvia-
ción típica funcional, que presentan limitaciones para representar adecuadamente
la centralidad y variabilidad de las curvas biomecánicas. Por ello, se propone el
uso del concepto de curva profunda, equivalente funcional de la mediana, así co-
mo técnicas de estimación de regiones de confianza basadas en bootstrap, que
permiten definir regiones de confianza más realistas en el ámbito funcional.

En Biomecánica, la aplicación de la inferencia estadística funcional es escasa, pese
a su alto potencial clínico ya que permite una interpretación de los resultados,
analizando qué partes de la curva están más o menos relacionadas con una pa-
tología. Esto no puede lograrse mediante enfoques multivariantes ni mediante
modelos basados en Inteligencia Artificial.

Comenzando con los modelos de regresión lineal funcional, en esta tesis nos hemos
centrado en dos tipos: la regresión función sobre escalar y la regresión escalar sobre
función. En el primer caso, el enfoque habitual consiste en realizar modelos lineales
punto a punto, lo que genera múltiples contrastes que incrementan el riesgo de
cometer errores de tipo I si no se corrigen estos p-valores. Se propone además el uso
del modelo limma, que mejora el ajuste utilizando un método empírico bayesiano.
Por otro lado, la regresión escalar sobre función, pese a su gran potencial, ha sido
poco utilizada en Biomecánica.

En la misma línea, los modelos de regresión logística funcional que permiten clasi-
ficar sujetos en categorías binarias (sano vs. patológico) suponen una herramienta
potente para el apoyo al diagnóstico, en especial cuando la existencia o no de la
patología no es evidente. Sin embargo, su aplicación en Biomecánica todavía es
limitada.

Un aspecto destacable de este trabajo es la importancia de construir modelos
parsimoniosos y robustos, que no solo tengan buena capacidad predictiva, sino
que además permitan una interpretación de los resultados. Esto último es vital
en el ámbito clínico, ya que permite conocer al personal clínico qué variables o
fases del movimiento están más relacionados con la patología, a diferencia de mu-
chos modelos basados en Inteligencia Artificial que, a pesar de su alta capacidad
predictiva son “cajas negras”.

En definitiva, esta tesis propone la aplicación de un conjunto de técnicas esta-
dísticas del Análisis de Datos Funcionales en el ámbito de la Biomecánica, de-
mostrando su potencial y constituyendo una herramienta de ayuda al diagnóstico
clínico. Todos estos análisis se llevarán a cabo sobre bases de datos biomecánicos
experimentales en distintas patologías y segmentos anatómicos.
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Resum

La Biomecànica juga un paper essencial com a eina complementària per a la
prevenció, el diagnòstic i la rehabilitació dels trastorns múscul esquelètics, a més
de reduir l’impacte econòmic i social d’aquestes patologies de l’aparell locomotor,
contribuint a la sostenibilitat dels sistemes de salut.

L’objectiu principal d’aquesta tesi és el desenvolupament i la posada a punt de
tècniques d’Anàlisi de Dades Funcionals (FDA, Functional Data Analysis) adap-
tades al tractament de les dades procedents de l’anàlisi de moviments humans.
El FDA és una branca de l’Estadística que amplia les tècniques de l’Estadística
univariant i multivariant al cas funcional. D’aquesta forma, s’estudien les corbes
del moviment sense extreure característiques prèvies, cosa que facilita l’anàlisi i
conserva la totalitat de la informació.

Es fa una revisió sobre els tres enfocaments actuals del tractament de dades
biomecàniques (l’estadística univariant i multivariant, les tècniques basades en
Intel·ligència Artificial i l’Anàlisi de Dades Funcionals), detectant una sèrie de
limitacions en aquests enfocaments i llacunes de coneixement per a l’aplicació del
FDA a la biomecànica.

En primer lloc, s’identifiquen importants limitacions en les tècniques habituals
de normalització del temps, primer pas necessari per ajustar l’escala de temps i
poder comparar corbes de diferent durada, que poden alterar la dinàmica del mo-
viment. Tot i l’existència de diferents mètodes, falta una comparació sistemàtica
que permeta establir criteris sòlids per a la seva aplicació.
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Després, s’exploren diferents descriptius funcionals, com la mitjana i la desvia-
ció típica funcional, que presenten limitacions per representar adequadament la
centralitat i variabilitat de les corbes biomecàniques. Per això, es proposa l’ús
del concepte de corba profunda, equivalent funcional de la mitjana, així com a
tècniques d’estimació de regions de confiança basades en bootstrap, que permeten
definir regions de confiança més realistes a nivell funcional.

A Biomecànica, l’aplicació de la inferència estadística funcional és escassa, malgrat
el seu alt potencial clínic ja que permet una interpretació dels resultats, analitzant
quines parts de la corba estan més o menys relacionades amb una patologia. Això
no es pot aconseguir mitjançant enfocaments multivariants ni mitjançant models
basats en Intel·ligència Artificial.

Començant amb els models de regressió lineal funcional, en aquesta tesi ens hem
centrat en dos tipus: la regressió funció sobre escalar i la regressió escalar sobre
funció. En el primer cas, l’enfocament habitual consisteix a fer models lineals punt
a punt, cosa que genera múltiples contrastos que incrementen el risc de cometre
errors de tipus I si no es corregeixen aquests p-valors. Es proposa a més l’ús del
model limma, que millora l’ajust utilitzant un mètode empíric bayesià. D’altra
banda, la regressió escalar sobre funció, malgrat el seu gran potencial, ha estat
poc utilitzada a Biomecànica.

En la mateixa línia, els models de regressió logística funcional que permeten classi-
ficar subjectes en categories binàries (sa vs. patològic) suposen una eina potent
per al suport al diagnòstic, en especial quan l’existència o no de la patologia no
és evident. Tot i això, la seva aplicació a Biomecànica encara és limitada.

Un aspecte destacable d’aquest treball és la importància de construir models par-
simoniosos i robustos, que no només tinguen bona capacitat predictiva, sinó que
a més permeten una interpretació dels resultats. Això últim és vital en l’àmbit
clínic, ja que permet conèixer al personal clínic quines variables o fases del movi-
ment estan més relacionades amb la patologia, a diferència de models basats en
Intel·ligència Artificial que, malgrat la seva alta capacitat predictiva són “caixes
negres”.

En definitiva, aquesta tesi proposa l’aplicació d’un conjunt de tècniques esta-
dístiques de l’Anàlisi de Dades Funcionals en l’àmbit de la Biomecànica, mostrant-
ne el potencial i constituint una eina d’ajuda al diagnòstic clínic. Tots aquests
anàlisis es duran a terme sobre bases de dades biomecàniques experimentals en
diferents patologies i segments anatòmics.
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Abstract

Biomechanics plays an essential role as a complementary tool for the prevention,
diagnosis, and rehabilitation of musculoskeletal disorders, in addition to reducing
the economic and social impact of these musculoskeletal pathologies, contributing
to the sustainability of healthcare systems.

The main objective of this thesis is the development of Functional Data Analysis
(FDA) techniques adapted to processing data from human movement analysis.
FDA is a branch of Statistics that extends the techniques of univariate and multi-
variate Statistics to the functional case. In this way, movement curves are studied
without extracting prior characteristics, facilitating their analysis and preserving
all the information. A review of the three current approaches to biomechanical da-
ta processing (univariate and multivariate statistics, techniques based on Artificial
Intelligence, and Functional Data Analysis) is conducted. A series of limitations
in these approaches and knowledge gaps for applying FDA in biomechanics are
identified.

First, significant limitations are identified in standard time normalization techni-
ques, a necessary first step in adjusting the time scale and being able to compare
curves of different durations, which can alter movement dynamics. Despite diffe-
rent methods, a systematic comparison is lacking that would allow for establishing
solid criteria for their application.

Next, different functional descriptors are explored, such as the functional mean
and standard deviation, which present limitations in adequately representing the
centrality and variability of biomechanical curves. Therefore, we propose the use
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of the concept of a deep curve, the functional equivalent of the median, as well
as bootstrap-based confidence region estimation techniques, which allow for the
definition of more realistic confidence regions in the functional field.

In Biomechanics, the application of functional inference is limited despite its high
clinical potential, as it allows for the interpretation of results by analyzing which
parts of the curve are more or less related to pathology. This cannot be achieved
through multivariate approaches or models based on Artificial Intelligence.

Starting with functional linear regression models, in this thesis, we have focused
on two types: function-on-scalar regression and scalar-on-function regression. The
usual approach is to perform point-by-point linear models, which generate multi-
ple tests that increase the risk of type I errors if these p-values are not corrected.
The limma model is also proposed, which improves the fit using an empirical Ba-
yesian method. On the other hand, despite its great potential, scalar regression
on function has been little used in biomechanics.

Along the same lines, functional logistic regression models that allow subjects to
be classified into binary categories (healthy vs. pathological) are a powerful tool
to support diagnosis, especially when the presence or absence of the pathology is
not evident. However, their application in biomechanics is still limited.

A notable aspect of this work is the importance of building parsimonious and
robust models with good predictive capacity and allowing for the interpretation
of the results. The latter is vital in the clinical setting, as it allows clinical staff
to know which variables or movement phases are most closely related to the
pathology, unlike many models based on Artificial Intelligence, which, despite
their high predictive capacity, are ”black boxes.”

In conclusion, this thesis proposes applying statistical techniques from Functional
Data Analysis in Biomechanics, demonstrating their potential and constituting a
tool to aid clinical diagnosis. All these analyses will be performed on experimental
biomechanical databases in various pathologies and anatomical segments.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Importancia de la Biomecánica en la valoración del
aparato locomotor

La Biomecánica es una ciencia interdisciplinar que utiliza la leyes de la mecánica
para comprender cómo se mueve el cuerpo humano (cinemática) y de qué forma
interactúan diversas fuerzas durante un movimiento (dinámica). Así, analizando
los patrones de movimiento, cargas y fuerzas que se producen, se puede obte-
ner información valiosa para ayudar a detectar posibles disfunciones, lesiones o
patologías.

Más concretamente, el análisis biomecánico de los movimientos humanos tiene
importantes aplicaciones en campos tan diversos como:

• La valoración funcional del aparato locomotor.

• La prevención de lesiones por ejemplo por carga física en el trabajo, optimi-
zando la forma en la que deben realizarse los movimientos.

• La mejora de las técnicas de entrenamiento deportivo, mejorando el ren-
dimiento de los deportistas optimizando ciertos movimientos analizados a
través del estudio de la Biomecánica.
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• El análisis de la postura que pueden llevar a desequilibrios o sobrecargas en
ciertas áreas del cuerpo.

• La personalización de tratamientos de rehabilitación.

Existen numerosas técnicas de análisis biomecánico para registrar movimientos,
medir fuerzas aplicadas o ejercidas y estimar variables cinemáticas, cinéticas y
dinámicas. Estas variables individuales se pueden comparar con unos patrones
de referencia para establecer criterios objetivos y cuantitativos de valoración, lo
que permite analizar las diferencias entre personas sanas o afectadas por una
patología, las diferencias entre situaciones seguras o inseguras, o ver qué patrones
están asociados a mejores o peores rendimientos.

En el caso de la valoración funcional, el objetivo de la Biomecánica es ofrecer in-
formación complementaria a los criterios de valoración que se usan en la práctica
clínica, como son las exploraciones, las escalas clínicas, la valoración del dolor y
otras fuentes de información proporcionadas por los pacientes. Se asume que la
información asociada a las pruebas biomecánicas es más objetiva y cuantitativa
que otras fuentes de información. También se suele asumir que es posible identi-
ficar patrones de respuesta biomecánica más sensibles a pequeños cambios en el
estado funcional, lo que permitiría mejorar la valoración de la evolución de un pa-
ciente frente a un tratamiento, o detectar la aparición de alteraciones en las fases
tempranas de determinadas patologías. Esto es especialmente importante en las
enfermedades degenerativas y asociadas al envejecimiento, donde el diagnóstico
precoz puede ser crítico para iniciar tratamientos antes de que se alcance un daño
irreparable.

1.2 Interés económico y social

Según la Organización Mundial de la Salud, los trastornos musculoesqueléticos
abarcan más de 150 afecciones del sistema locomotor, que provocan dolor y limitan
la movilidad y la realización de actividades cotidianas de los pacientes. Estos
trastornos son la principal causa de discapacidad y la causa que origina una
mayor cantidad de tratamientos de rehabilitación.

En cuanto a su magnitud, aproximadamente 1710 millones de personas en todo el
mundo sufren algún trastorno musculo esquelético [20], siendo los países de ingre-
sos altos los más afectados en cuanto al número de personas. El dolor lumbar es la
principal afección de los trastornos musculoesqueléticos, seguido de fracturas (436
millones de personas), artrosis (343 millones), otros traumatismos (305 millones),
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cervicalgia (222 millones), amputaciones (175 millones) y artritis reumatoide (14
millones) [20].

Aunque algunos de estos trastornos están asociados al envejecimiento, otros mu-
chos afectan también a población más joven, en plena actividad productiva, lo que
implica el correspondiente impacto económico y social, por las bajas laborales y
jubilaciones anticipadas que origina.

Según un estudio realizado en 2007, el coste económico de los trastornos muscu-
loesqueléticos fue en torno al 2% del Producto Interior Bruto en Europa [168]. En
algunos países de la Unión Europea pueden suponer hasta el 40% de los costes
provocados por enfermedades y accidentes de trabajo [5].

Por tanto, la Biomecánica puede aportar conocimientos y herramientas de gran
utilidad en la evaluación funcional del aparato locomotor, con implicaciones di-
rectas sobre el coste asociado a los trastornos músculoesqueléticos:

• Mejora de la salud pública: las afecciones del aparato locomotor pueden
llegar a ser muy limitantes afectando a actividades de la vida diaria, supo-
niendo un gran coste al Sistema Sanitario.

• Eficiencia de los tratamientos médicos: a través de la Biomecánica se puede
evaluar su efectividad o ayudar al desarrollo de tratamientos personalizados,
mejorando así la gestión de los recursos disponibles.

• Evaluación y seguimiento de tratamientos: los tratamientos de rehabilitación
son costosos en dinero y en tiempo. El análisis biomecánico permite un
seguimiento más detallado de la evolución del paciente y realizar ajustes
más precisos del tratamiento.

• Prevención de lesiones: comprender cómo se realizan ciertos movimientos
puede ayudar a anticipar ciertas lesiones por movimientos o tareas repetiti-
vas.

• Mejora de la calidad de vida: el estudio de la Biomecánica permite detectar
problemas o patologías en fases iniciales, aportando información objetiva
que ayude a un diagnóstico temprano, anticipándose a que la patología se
agrave y tenga consecuencias, en algunos casos, irreversibles.

• Mejora del envejecimiento: el estudio de movimientos humanos permite ana-
lizar, entre otros, problemas en la marcha o equilibrio en personas mayores,
de forma que pueden prevenirse caídas que conlleven otro tipo de complica-
ciones.
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• Ergonomía y salud en el trabajo: el análisis de movimientos en tareas repe-
titivas ayuda a mejorar la salud en el trabajo, limitando las lesiones y las
bajas laborales asociadas a trastornos musculoesqueléticos.

En definitiva, la Biomecánica no sólo juega un papel importante como he-
rramienta complementaria para la prevención, diagnóstico y rehabilitación
de los trastornos músculoesqueléticos, sino que también puede tener un im-
pacto directo sobre su coste económico y social, pudiendo contribuir a la
reducción de costes y a la sostenibilidad de los sistemas de salud.
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Estado del arte

En este capítulo se realiza un revisión general sobre el planteamiento de las apli-
caciones de la Biomecánica en el campo de la valoración funcional, con la finalidad
de describir el contexto de los análisis estadísticos en este ámbito, clasificar los
diferentes enfoques, identificar sus ventajas e inconvenientes, detectar necesida-
des y proponer objetivos que pueden ser cubiertos por las técnicas de Análisis de
Datos Funcionales. Se trata de dar una visión de conjunto que, posteriormente,
será desarrollada con más detalle en cada una de las aplicaciones que se plantean
en los capítulos 6 al 8.

Para ello, se comenzará por clasificar los tipos de estudios en función de sus obje-
tivos generales (describir, comparar, valorar, clasificar, predecir) lo que determina
el tipo de diseño estadístico. A continuación se repasan los tres enfoques principa-
les del tratamiento de datos biomecánicos: a través de la estadística multivariante,
el basado en los sistemas de aprendizaje automático y por último, a través del
Análisis de Datos Funcionales. A partir de la revisión bibliográfica realizada, se
detectan una serie de limitaciones en los distintos enfoques, que consideramos
pueden ser solventadas con el uso del Análisis de Datos Funcionales y se plantean
las necesidades que dan lugar a los objetivos generales de esta tesis doctoral.
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2.1 Estudios biomecánicos para valoración funcional

La variedad de aplicaciones de la Biomecánica en el ámbito clínico es muy extensa
y los estudios asociados pueden ser descritos desde puntos de vista diferentes,
como son su finalidad (prevención, diagnóstico, pronóstico), el entorno en el que
se realizan (in vivo, in silico), la región corporal analizada, el tipo de variables
biomecánicas estudiado y las técnicas experimentales asociadas, o el contexto
poblacional (sanos, enfermos, estudios comparativos, longitudinales), entre otros.
Teniendo en cuenta la finalidad de esta tesis, vamos a clasificarlos en función
de sus objetivos desde el punto de vista estadístico, es decir, según se limiten
a describir variables biomecánicas, establezcan relaciones o comparaciones entre
ellas, se utilicen para clasificar sujetos bajo determinados criterios o permitan
realizar predicciones sobre resultados desconocidos o futuros.

2.1.1 Estudios descriptivos

Su objetivo es caracterizar variables biomecánicas en poblaciones específicas sin
realizar comparaciones ni establecer relaciones entre variables. Este tipo de estu-
dios se han usado para la descripción de bases de datos de referencia en diferentes
grupos, como sanos o enfermos que padecen una determinada patología. Como
ejemplos pueden citarse la descripción de rangos articulares en pacientes con dolor
inespecífico de cuello [81] o en análisis de la marcha [178].

La mayoría de estudios utiliza variables escalares y las descripciones se suelen
limitar a las técnicas de estadística descriptiva (media, desviación típica o per-
centiles) o a las pruebas de normalidad como la de Kolmogorov-Smirnov, por
comentar algunos. En el caso de la descripción de curvas del movimiento, en-
tonces se aplican técnicas de Análisis de Datos Funcionales (FDA), que permiten
extender dichas técnicas al caso funcional, analizando curvas medias, desviaciones
típicas o covarianzas funcionales.

2.1.2 Estudios comparativos

Están centrados en encontrar diferencias entre grupos de sujetos, generalmente
entre personas sanas y enfermas, o entre distintos niveles de una patología. Como
ejemplos podemos citar la revisión [185], que analiza las diferencias en el patrón
de marcha entre sujetos con Parkinson y un grupo control sano, la comparación de
la cinemática lumbo-pélvica en sujetos con y sin dolor de espalda [84] o la relación
entre la cinemática escapular y patologías de la articulación glenohumeral [99].
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Habitualmente se trabaja con variables escalares, empleándose pruebas como el
test de la t, análisis de la varianza (ANOVA) cuando tenemos más de dos grupos o
pruebas no paramétricas. En el caso de trabajar datos funcionales, la técnica más
extendida es el ANOVA funcional, que, como se revisará con detalle en la sección
7.3.1, se suele realizar punto a punto, es decir, como un conjunto de ANOVAs
repetidos para cada instante de tiempo.

2.1.3 Estudios de valoración de severidad de una patología

En estos estudios se trata de cuantificar el grado de deterioro funcional o daño
biomecánico dentro de una población con una determinada patología, a partir del
estudio de la cinemática o dinámica del movimiento analizado. Para ello se esta-
blecen relaciones entre una variable de severidad (escala de dolor, escalas clínicas
de valoración) y las variables biomecánicas que se asumen relacionadas con estos
indicadores clínicos. Así, se han empleado determinadas variables cinemáticas pa-
ra el estudio de la severidad de la artrosis de rodilla [47, 111] o la relación entre
rangos de movimiento y escalas de discapacidad en sujetos con dolor de cuello
[68], en lesiones en corredores [18], o entre factores clínicos de riesgo de fracturas
de cadera por osteoporosis y variables biomecánicas [100], por citar sólo algunos
ejemplos.

Para analizar estas relaciones, se suelen utilizar técnicas como modelos de regre-
sión lineal o de regresión ordinal. Más recientemente, empiezan a usarse sistemas
de aprendizaje automático, como las redes neuronales, para realizar una clasifica-
ción ordinal. En el caso de que las variables sean funciones (registros continuos
de fuerzas o movimientos), se podrían usar extensiones de los métodos multi-
variantes al caso funcional. Sin embargo, las técnicas de regresión escalar sobre
función o función sobre escalar no han sido apenas utilizados en el campo de la
Biomecánica.

2.1.4 Estudios de clasificación y diagnóstico

El objetivo de este tipo de estudios es establecer reglas de clasificación para dis-
tinguir entre sujetos sanos y con patologías, como complemento al diagnóstico
basado en otros criterios clínicos. Los estudios clásicos utilizan variables escalares
como predictores y técnicas de clasificación basadas en análisis discriminante o
regresión logística. Hay numerosos estudios centrados en la clasificación de sujetos
con osteoartritis de rodilla [1], identificación de patologías del cuello [13] y lum-
balgias [149]. Recientemente se ha extendido el uso de otro tipo de clasificadores
basados en aprendizaje automático, como la máquina de vectores soporte (SVM
por sus siglas en inglés, Support Vector Machine), árboles de decisión o redes
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neuronales. En [79] hay una revisión sistemática del uso de este tipo de técnicas
para diagnóstico de patologías de rodilla. Finalmente, el FDA permite utilizar
predictores funcionales en modelos de clasificación, mediante las técnicas de re-
gresión logística funcional. No obstante, su uso en el ámbito de la Biomecánica
clínica es bastante escaso [78].

2.1.5 Estudios de predicción, pronóstico y eficacia de tratamientos

Se trata de estudios longitudinales cuyo objetivo es analizar la evolución de una
lesión, o la eficacia de un tratamiento o programa de rehabilitación en función
de las variables biomecánicas medidas en diferentes instantes del tratamiento o
en distintas fases de la patología. Aportan información muy valiosa sobre las
relaciones individuales entre la patología y las variables biomecánicas aunque,
por su complejidad y coste, ha sido menos abordado en la literatura científica,
donde son más frecuentes los estudios transversales.

Como ejemplos podemos citar un artículo que utiliza la Biomecánica para evaluar
el avance de fibromialgía juvenil durante un programa de 8 semanas, en las que se
analizaba el estado funcional antes y después de un tratamiento [162]. Una tesis [6]
analiza la marcha en un estudio longitudinal de pacientes con reconstrucción del
ligamento anterior cruzado. Otro estudio emplea un ANOVA de medidas repetidas
para estudiar la eficacia del uso o no de una órtesis de tobillo-pie en niños con
parálisis cerebral [188]. Finalmente, en [27], se analiza la evolución del latigazo
cervical tras sucesivas sesiones de rehabilitación.

La técnica más habitual son los modelos mixtos lineales para encontrar diferen-
cias en las diferentes etapas del tratamiento. En el caso de variables funcionales,
se utiliza la versión funcional de los modelos de medidas repetidas, empleando
modelos funcionales de medidas repetidas [121]. También se han implementado
técnicas de aprendizaje automático en estudios longitudinales [138].

2.2 Enfoques en el tratamiento de datos

A la hora de analizar los datos biomecánicos podemos diferenciar tres tipos de
enfoques. La mayoría de estudios utilizan un enfoque tradicional, basado en la
estadística univariante o multivariante. Recientemente se ha extendido el uso
de técnicas de aprendizaje automático (o ML, Machine Learning), que permiten
manejar grandes cantidades de variables. Finalmente, hay una tercera línea que
utiliza datos funcionales y ha desarrollado extensiones de la estadística multiva-
riante adaptada a este tipo de datos, a través del denominado Análisis de Datos
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Funcionales (FDA). Cada uno de estos enfoques tiene sus fortalezas y debilidades,
que pasamos a discutir en los apartados siguientes.

2.2.1 Enfoque tradicional

El análisis tradicional de movimientos humanos en Biomecánica se ha basado
fundamentalmente en la aplicación de técnicas estadísticas univariantes, como el
análisis de la varianza (ANOVA), la regresión lineal, regresión logística o métodos
multivariantes como el análisis de componentes principales (PCA). Estas técnicas
permiten establecer relaciones entre distintas variables, comparar grupos o generar
modelos predictivos a partir de variables extraídas del movimiento.

Casi toda la información biomecánica relevante procede del movimiento humano,
caracterizado por variables que son funciones del tiempo. Por ello, para utilizar
el enfoque tradicional, es necesario un primer paso que consiste en extraer varia-
bles escalares de las curvas del movimiento. Estas variables incluyen, entre otras,
el rango de movimiento, la velocidad o aceleración máxima, tiempos de apoyo,
máximos o mínimos articulares, pasos por cero de estas curvas, etc. [180, 179].
Más concretamente, de algunas revisiones consultadas, el rango de movimiento
es ampliamente utilizado en patologías de espalda [127] o los rangos angulares,
momentos, fuerzas de reacción sobre el suelo, velocidad, longitud del paso o de
zancada, cadencia, etc. en la marcha [112, 77, 8].

Una vez extraídas estas variables, se aplican distintas técnicas estadísticas. A
continuación, se enumeran algunas de ellas:

• ANOVA: se emplea para comparar medias entre grupos. Por ejemplo, en [9]
analizan variables cinemáticas y cinéticas de cadera, rodilla y tobillo para
encontrar diferencias entre distintos niveles de gravedad de osteoartritis de
rodilla.

• Regresión lineal: ampliamente utilizada para estudiar relaciones entre varia-
bles, como valores máximos de la curva de movimiento medida en marcha a
partir de la velocidad [88] o diversas aplicaciones en el estudio del hombro
[54, 108].

• Regresión logística: se aplica para clasificar sujetos en sanos o patológicos
en función de variables biomecánicas, como en [111] donde se emplea la
regresión logística para predecir la presencia de osteoartritis de rodilla a
partir de momentos articulares medidos durante la marcha. Otro trabajo
[33] lo emplea para clasificar clases de riesgo asociadas con actividades de
levantamiento de cargas.
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• Análisis de Componentes Principales (PCA): reduce la dimensionalidad de
los datos al expresarlos en función de unas componentes principales, dando
una interpretación a estas componentes. Son muy utilizadas en el ámbito de
la Biomecánica, especialmente en el análisis de la marcha [44, 28]. En [16]
se muestran ejemplos de interpretación de las componentes principales en
varios ámbitos de la Biomecánica.

Este enfoque aplica técnicas estadísticas muy estudiadas y conocidas, por lo que su
implementación y análisis es relativamente sencillo, con un coste computacional
bajo. Además, permite la interpretación de los resultados, lo cual es de suma
importancia en el ámbito clínico, para poder conocer cómo cada variable está
relacionada con la patología.

Sin embargo, requiere un preprocesado de las curvas de movimiento para extraer
las variables escalares relevantes. Este es un proceso laborioso y puede ser es-
pecialmente complicado y subjetivo en el caso de patrones patológicos, donde la
variabilidad de los patrones de movimiento determina que ciertas características
de la curva sean difíciles de identificar o no estén presentes.

Por otra parte, al reducir las curvas de movimiento a un reducido número de
variables escalares se está perdiendo información valiosa. Así, es posible que se
omitan detalles potencialmente relevantes sobre la variabilidad y las característi-
cas temporales del movimiento, así como sobre las relaciones entre las variables
y sus derivadas, es decir, sobre la dinámica del movimiento.

Una de las posibles consecuencias de esta pérdida de información es la sorpren-
dentemente baja correlación que generalmente aparece entre muchas variables
biomecánicas y las escalas clínicas con las que deberían estar relacionadas, que
generalmente no supera el valor de 0.5 [27].

Por ejemplo, en [157] se usa el ANOVA funcional para estudiar asimetrías en
ciclistas, demostrando que utilizando como variable escalar el máximo no se en-
cuentran diferencias significativas, mientras que al realizar un ANOVA funcional
sí que se encuentran diferencias significativas, excepto en la zona del movimiento
correspondiente al máximo. Esto pone de manifiesto que en ocasiones se eligen
variables escalares que no están muy relacionadas con el problema analizado.

Además, reducir un movimiento continuo a variables escalares prescinde de mucha
información y de la propia dinámica del movimiento, por lo que esta podría ser
otra de las razones por las que esta correlación es tan baja.

En resumen, aunque el enfoque tradicional basado en la estadística univariante
o multivariante tiene ventajas importantes como la utilización de modelos esta-
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dísticos robustos ampliamente estudiados que permiten la interpretación de los
resultados, presenta como principal limitación la extracción de variables escalares
de las curvas de movimiento. Reducir toda la curva de movimiento a unas pocas
variables hace que se pierda información que podría ser relevante desde un punto
de vista clínico.

2.2.2 Enfoque basado en Inteligencia Artificial

La Inteligencia Artificial es un campo muy amplio que comprende numerosas
áreas. En el contexto de esta tesis, las técnicas de análisis están centradas en el
aprendizaje automático o Machine Learning (ML), que incluye distintos tipos de
algoritmos que se utilizan según el problema que se quiera resolver: máquinas
de soporte vectorial (SVM) o Random Forest para clasificación, redes neuronales
artificiales o Deep Learning, basado en redes neuronales profundas, entre otros.

La extensión de las técnicas de ML en el campo de las aplicaciones clínicas de la
Biomecánica ha sido realmente rápida en los últimos años. La tecnología actual de
análisis de movimientos humanos permite obtener cantidades ingentes de infor-
mación, y las técnicas de ML se han mostrado especialmente eficaces en el análisis
de muchos datos sin necesidad de un preprocesado costoso. Se han analizado tres
revisiones [58, 49, 137] sobre el uso de algoritmos de ML en Biomecánica.

La revisión realizada por [58] analiza 129 artículos publicados hasta 2017, donde
se aplica la Inteligencia Artificial en el campo de la Biomecánica del movimiento
humano. La mayoría de los estudios se centran en tareas predictivas, concretamen-
te en clasificación (80,6%) y regresión (11,6%), mientras que un 7,8% en tareas
de agrupamiento.

Los algoritmos más utilizados para el modelado predictivo son máquinas de sopor-
te vectorial (SVM), redes neuronales y modelos lineales generalizados, mientras
que el algoritmo del k-medias para el agrupamiento. La mayoría de estudios ana-
lizados en esta revisión se centran en la clasificación de patrones de movimiento
para distinguir la cinemática de sujetos patológicos de la de sujetos sanos. En
cuanto a las patologías más estudiadas, muchos trabajos se centran en la de Par-
kinson, parálisis cerebral, caracterización de patrones de movimiento en pacientes
que han sufrido un accidente cerebrovascular, así como el diagnóstico de osteoar-
tritis.

La revisión realizada por [49] analiza 88 artículos publicados desde el 2017 hasta
el 2024 sobre el uso de técnicas de Machine Learning en el estudio de movimientos
humanos. Las técnicas de conjunto que combinan varios algoritmos de aprendi-
zaje (principalmente árboles de decisión) fueron los más utilizados, junto con el
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Random Forest, así como el SVM. Aunque son menos numerosos, también hay
trabajos donde se emplean técnicas como el k-Vecinos más próximos, regresión
logística y redes neuronales. Los algoritmos de Deep Learning se emplearon en 35
publicaciones.

Finalmente, en otra revisión centrada en las técnicas de IA en la marcha humana
[137] destacan que las redes neuronales se usan más ampliamente en el análisis de
la marcha normal, la rehabilitación robótica, el monitoreo y las tácticas deportivas
o la vigilancia de la atención geriátrica. El algoritmo de SVM en cambio es más
utilizado para estudiar las diferencias entre la marcha normal y patológica.

A pesar de la popularidad actual de las técnicas de ML y de su gran capacidad
predictiva , sus aplicaciones en el ámbito clínico no están exentas de ciertos riesgos
y limitaciones, señaladas en el trabajo de Efron [37]. Para comprender las venta-
jas e inconvenientes de los modelos basados en ML, utilizaremos tres conceptos
señalados en dicho trabajo, que definen las posibles prestaciones deseables de un
modelo estadístico: predicción, estimación y atribución.

La predicción se refiere a la capacidad de un modelo para predecir resultados
desconocidos a partir de una base de datos. Este es el punto fuerte de las técnicas
de ML que se suelen utilizar como clasificadores muy eficientes. De hecho las
técnicas de ML son, en esencia, ”algoritmos de predicción pura”. Sin embargo,
como señala Efron, en muchas ocasiones, esta predicción se consigue a partir
de modelos simples sin comprender la estructura subyacente de los datos. Como
ejemplo, las redes neuronales proporcionan predicciones muy precisas, pero sin
dar una interpretación de estos resultados o cómo se llega a ellos.

La estimación implica la inferencia de parámetros específicos de un modelo que
describen la relación entre variables. Este proceso requiere una comprensión pro-
funda de la estructura del modelo y de los datos. La estimación es más compleja
que la predicción, ya que implica la determinación de valores precisos para pa-
rámetros desconocidos de un modelo, lo cual puede ser complejo en presencia de
ruido o si la muestra es limitada.

Finalmente, la atribución se refiere a la asignación de un nivel de significación a
cada uno de los predictores del modelo. Es decir, la atribución evalúa qué variables
tienen un impacto más significativo sobre la variable de interés. Efron indica que
la atribución se relaciona con las pruebas de hipótesis y la interpretación de los
resultados, y aunque la atribución puede ser de gran utilidad, su precisión depende
de la calidad y estructura del modelo implementado.
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A partir de estos conceptos, Efron compara los métodos clásicos de regresión con
lo que llama algoritmos de predicción pura (algoritmos basados en IA, como los
de ML), enumerando algunas diferencias entre ambos:

• Los modelos de superficie más ruido son clave en la metodología de regresión
tradicional. Sin embargo, ni la superficie ni el ruido son necesarios como
entrada para algunos algoritmos de ML. Pone como ejemplo, que un médico
que se ocupe de posibles casos de cáncer de próstata estará interesado en
que el modelo proporcione una predicción eficaz, pero en cambio, la etiología
de la enfermedad es de mayor interés para un investigador y es precisamente
ahí donde los modelos estadísticos tradicionales tienen mayor importancia.

• Aunque tanto los modelos tradicionales como los basados en ML utilizan
criterios de ajuste similares (por ejemplo mínimos cuadrados), lo hacen con
distintos enfoques. Los primeros se plantean como objetivo extraer la esencia
subyacente de datos ruidosos, de forma que esta se mantenga para cualquier
conjunto de datos. En cambio, este enfoque no es el mismo para los modelos
de predicción pura, donde se conforman con relaciones más débiles.

• El modelado paramétrico tiene un papel esencial en los métodos tradicio-
nales de inferencia, mientras que los algoritmos de predicción son no pará-
metricos. Sin embargo, estos últimos pueden involucrar una gran cantidad
de parámetros de ajuste, todos relacionados con el algoritmo. El enfoque de
la “caja negra” de los modelos de ML es contrario al pensamiento científi-
co, aunque esto puede ser irrelevante si el único objetivo es la predicción.
Además, la estadística tradicional implica un alto conocimiento de la teoría
de probabilidad. Sin embargo, esta pierde importancia en la predicción pu-
ra no paramétrica, donde las técnicas probabilísticamente simples, como la
validación cruzada o el bootstrap, asumen esa carga metodológica.

• El modelado parsimonioso es una de las características de la metodología
tradicional y es vital para la estimación y la atribución. En contraste, los
modelos de predicción pura son complejos y sobreajustados, donde se tiene
la creencia de que cuantas más variables predictoras, más información.

• Los métodos tradicionales habitualmente tienen matrices de datos donde el
número de sujetos n es sustancialmente mayor que el número de predictores
p, habitualmente n > 5p. En cambio, los algoritmos de predicción pura
permiten “datos amplios” con el número de predictores pmucho mayor que el
número de datos n. Los algoritmos de predicción deben evitar un sobreajuste
del modelo y para ello hacen una evaluación del error usando un conjunto
de prueba y por otro lado, utilizan técnicas de validación cruzada durante
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el entrenamiento. Sin embargo, la creciente popularidad de los algoritmos
de predicción pura, donde se pueden obtener resultados incluso para valores
enormes de n y p, ha llevado a una necesidad de conjuntos de entrenamiento
cada vez más grande. Esto tiene un impacto en la predicción, de forma
que los datos son más interpolables pero menos extrapolables, y dificulta la
atribución.

• La estadística tradicional está basada en un siglo de desarrollo teórico. Sin
embargo, en los modelos de predicción, la eficiencia teórica se sustituye por
métodos empíricos, habitualmente de estimación de errores de entrenamien-
to/prueba.

Con todo esto, los modelos basados en ML suelen proporcionar resultados con-
siderablemente mejores que los que se obtienen con el enfoque tradicional. Por
ejemplo, en los clasificadores, las métricas de evaluación del modelo, como el por-
centaje de exactitud, sensibilidad o especificidad, son más altos que los obtenidos
con técnicas como la regresión logística.

Pero aunque estos resultados sean mejores, los modelos basados en ML suelen
considerar muchos predictores en relación al tamaño muestral. En el ámbito de
la Biomecánica, la mayoría de estos estudios utilizan series de datos temporales
con un tamaño muestral relativamente pequeño (la mediana del tamaño muestral
de los artículos analizados en [58] es de 40 sujetos, o un número medio de partici-
pantes de 19 en [49]), lo que genera ciertos problemas a la hora de utilizar estos
algoritmos.

Por otro lado, a diferencia del enfoque tradicional, donde es necesario hacer un
preprocesado previo de las curvas, los métodos basados en IA permiten emplear
los registros brutos del movimiento. Esto es especialmente útil cuando se utilizan
dispositivos portátiles y sensores inerciales, ampliamente utilizados en el registro
de movimientos humanos debido a su bajo coste [70, 97, 131]. No obstante, esto
aumenta el problema de la dimensionalidad y la validación de los estudios, al
obtener un elevado volumen de datos.

Al tener numerosas variables de entrada, y en especial si la muestra es pequeña
como suele ocurrir en los estudios biomecánicos, se dificulta la evaluación de
estos modelos. Se utilizan técnicas como la validación cruzada k-fold, leave-one-
out o boostrap, aunque su uso puede generar modelos poco robustos. En las
revisiones consultadas recomiendan crear bancos de datos amplios para evitar
estos problemas, aunque las diferencias en los protocolos de medida dificultan
esta tarea.
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Finalmente, los algoritmos de ML tienen una baja interpretabilidad, como tam-
bién se destaca en varios artículos de revisión [58, 49]. Es crucial en Biomecánica
interpretar los resultados obtenidos, ya que estos se diseñan con el objetivo de
aportar información objetiva adicional para un diagnóstico o rehabilitación, de
forma que un médico o rehabilitador pueda conocer qué diferencia a un sujeto
sano de uno patológico. En [58] ponen de ejemplo un modelo que predice con un
alto nivel de confianza si un paciente desarrollará osteoartritis en función de su
patrón de marcha, pero como el modelo de IA es una “caja negra”, no aporta in-
formación sobre qué características de la marcha hacen que la patología progrese.

En definitiva, a pesar de las ventajas que presentan los modelos de ML (mayor
capacidad predictiva y posibilidad de usar los registros brutos o con poco trata-
miento previo), tienen algunas desventajas que limitan su aplicación en el ámbito
clínico. En primer lugar, la baja interpretabilidad de los modelos, habitualmente
denominados como “cajas negras”. En segundo lugar, el elevado número de varia-
bles de entrada que hace que sea un modelo poco robusto y con riesgo de sobre
ajuste. Por último, los modelos de ML son complejos de implementar y requieren
de personal experto para diseñarlos y analizar los resultados obtenidos.

2.2.3 Enfoque basado en Análisis de Datos Funcional

En el análisis de movimientos humanos, los datos registrados son variables que
dependen del tiempo. Sin embargo, en la mayoría de análisis biomecánicos se
prescinde de este carácter funcional y continuo del movimiento, reduciendo la
información registrada a unos pocos escalares como amplitudes, valores máximos
o mínimos, duraciones de eventos...

Como se ha señalado anteriormente, con este enfoque se puede perder informa-
ción valiosa no contenida en esos puntos elegidos. También se prescinde de las
relaciones dinámicas entre las variables y sus derivadas y de las relaciones de
coordinación entre las funciones asociadas a los diferentes grados de libertad del
cuerpo humano. Esta información es importante ya que representa la secuencia-
ción de la acción de los diferentes grupos musculares de los movimientos. De ahí
el interés de trabajar con las variables funcionales asociadas a las curvas cinemá-
ticas o dinámicas del movimiento humano. Esto es posible a través del Análisis
de Datos Funcionales (FDA por sus siglas en inglés).

El FDA es una rama de la Estadística donde se trabaja con funciones en vez
de con datos vectoriales, lo que permite extender muchas técnicas clásicas al
análisis de las funciones temporales que constituyen la esencia del análisis de
movimientos humanos [139]. El libro Functional Data Analysis de J. O. Ramsay
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y B. W. Silverman [139] es la referencia del Análisis de Datos Funcionales, ya
que ahí se detallan todos los aspectos teóricos de las distintas técnicas del FDA,
junto con ejemplos en varios campos. El potencial del FDA en sus aplicaciones
a la Biomecánica queda patente en las diferentes revisiones realizadas a partir
de la obra seminal de Ramsay [139]. Cabe citar la reciente obra de Gunning [56]
centrada en el área de la Biomecánica, donde aparte de describir las técnicas
funcionales más habituales en Biomecánica, cita algunos de los artículos más
relevantes en cada área de aplicación.

Hay varias revisiones sobre el uso del FDA en el ámbito clínico [167, 26, 22, 172,
119]. En [167] estudian artículos publicados sobre la aplicación clínica del FDA,
de los cuales 11 están centrados en Biomecánica. El trabajo divide los resultados
de los artículos en cuatro apartados, que son los que habitualmente se emplean en
FDA: 1) suavizado, expresando para ello los datos en una base de funciones; 2)
reducción de los datos, a través del Análisis de Componentes Principales Funcional
(FPCA) en la mayoría de los estudios biomecánicos; 3) clustering, a través de las
puntuaciones obtenidas en el FPCA, aunque no es muy utilizado en los artículos de
Biomecánica analizados en la revisión y 4) modelos funcionales lineales, aunque
esto no está del todo explotado en Biomecánica. La reciente revisión de [119]
centrada en el uso de FDA en medicina sigue una estructura similar, destacando
igualmente que los apartados anteriores son los más utilizados en el FDA.

La revisión de [26] está específicamente centrada en aplicaciones biomecánicas del
FDA, donde analiza 13 artículos. La mayoría emplea el Análisis de Componentes
Principales Funcional así como el ANOVA funcional (FANOVA) y, en algún caso
aislado, la regresión funcional.

En [172] se centran en la aplicación del FDA en la Biomecánica deportiva, desta-
cando el Análisis de Componentes Principales funcional como una de las herra-
mientas más empleadas. El FDA tiene un gran potencial al permitir analizar e
interpretar las curvas de forma visual, lo que puede ayudar al personal clínico en
la toma de decisiones.

En [22] hacen una introducción al FDA, comentando primero cómo transformar
los datos en funciones y posteriormente cómo realizar un suavizado de las fun-
ciones para reducir el ruido. Después, explican el registro de curvas y los análisis
estadísticos funcionales que se pueden realizar, como la regresión funcional.

Finalmente, el trabajo de Sørensen [159] expone algunos ejemplos de aplicación
del FDA, repasando las distintas fases que se utilizan en FDA (expresar los datos
en una base de funciones, alineación de las curvas a través de una normalización
del tiempo, análisis de componentes principales funcional, regresión funcional...)
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y lo aplica a dos bancos de datos: imágenes del cerebro y datos de aneurisma. Este
trabajo resulta de especial interés, sobre todo cuando se comienza en el campo
del FDA, ya que ilustra los conceptos básicos y los aplica a un conjunto de datos.
Para describir los distintos pasos y herramientas del FDA se va a dividir en tres
apartados:

• Preparación de datos, donde se explicarán las bases de funciones para ex-
presar los datos discretos y la normalización del tiempo.

• Descriptivos funcionales para representar un conjunto de curvas.

• Métodos de inferencia, como los modelos de regresión funcional y clasifica-
dores.

Preparación de datos

Bases de funciones Para expresar los datos continuos de un movimiento me-
didos en un intervalo de tiempo como una función, es necesario expresarlos
mediante una base de funciones.

Este proceso transforma las observaciones discretas a lo largo del tiempo
en un conjunto de componentes en las funciones de la base. Las componen-
tes se obtienen ajustando las observaciones realizadas a una combinación
lineal de las funciones de la base mediante algún proceso basado en mínimos
cuadrados o mínimos cuadrados penalizados. Además de reducir la dimen-
sionalidad del problema, generalmente una función con centenares o miles
de observaciones puede representarse como una combinación de decenas de
funciones de una base, este proceso permite suavizar los datos y calcular con
precisión las derivadas de las funciones.

Existen diferentes tipos de bases de funciones. En general, se utilizan bases
ortogonales como las bases de Fourier o las basadas en B-Splines. En Bio-
mecánica también es habitual el uso de bases obtenidas mediante Análisis
de Componentes Principales funcionales, que se comentará más adelante.

La base de Fourier [139, Cap. 3] es periódica y consiste en un término
constante y las funciones trigonométricas seno y coseno de frecuencia cre-
ciente. Al tratarse de una base periódica se suele utilizar en movimientos
humanos cíclicos como la marcha.

La base de B-Splines [139, Cap. 3] es una base de funciones splines, es
decir, funciones polinómicas por partes de un determinado grado, definidas
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sobre subintervalos del dominio. Es una base no periódica y es la más ha-
bitual en Biomecánica por su versatilidad y eficacia en los cálculos, ya que
derivar es inmediato.

Finalmente, si los datos tienen una alta variabilidad, como es el caso de
los datos de electromiografía (EMG), las bases de Fourier o B-Splines no
pueden modelar adecuadamente todos esos “picos”. Para este tipo de datos
se suele utilizar una representación wavelet. Sin embargo, en análisis de
movimientos humanos los datos son relativamente suaves, de forma que las
bases de Fourier y B-Splines se ajustan adecuadamente a estos datos.

De la revisión del uso de FDA [167] de los 11 artículos de Biomecánica, solo
uno utiliza la base de Fourier, mientras que los demás la base de B-Splines,
incluso para la marcha. De igual forma, en la revisión centrada en el uso
de FDA en Biomecánica [26], 4 artículos que analizan el movimiento del
salto utilizan la base de B-Splines, mientras que 3 artículos que estudian la
marcha usan la base de Fourier.

Aparte del suavizado que se obtiene al expresar los datos discretos en una
base de funciones, que puede controlarse utilizando más o menos funciones,
también hay otros métodos de suavizado. Por ejemplo, considerar un núme-
ro elevado de funciones y añadir un término de penalización al criterio de
mínimos cuadrados que penalice la rugosidad de la función ajustada. En la
mayoría de artículos revisados se utiliza la primera opción, sin necesidad de
tener que incluir ese parámetro de penalización.

Aparte de las bases de B-Splines o Fourier, también se puede elegir la base
de Componentes Principales. El Análisis de Componentes Principales Fun-
cional es una de las técnicas del FDA más utilizada en Biomecánica, aunque
en ocasiones no como una base para representar datos, sino para obtener
información para aplicar después otra técnica.

La base de Componentes Principales es una base ortogonal extraída de
las curvas de una muestra representativa, mediante un proceso de Análisis de
Componentes Principales Funcional, descrito en [139, Cap. 8]. Así, se obtiene
una base ortogonal cuyas componentes explican cada vez menos varianza,
de forma similar al análisis de componentes principales multivariante.

Son ampliamente utilizadas en Biomecánica. El FPCA se ha empleado en
marcha de sujetos que han sufrido un accidente cerebrovascular [95], en
marcha infantil [40], Biomecánica deportiva [59], en variables cinemáticas y
cinéticas del miembro inferior en el movimiento de levantamiento de pesas
[73], ángulo de tobillo en corredores [107], fuerzas de reacción sobre el sue-
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lo en salto de atletas [144], fuerzas de propulsión en remo [175] o control
postural [173], entre otros.

Hay versiones, en las que se hace un FPCA multivariante, empleando varias
curvas de forma conjunta. En [147] estudian la osteoartritis de cadera apli-
cando un análisis de componentes principales multivariante (MFPCA) para
caracterizar la varianza de los ángulos de cadera, rodilla y tobillo en sujetos
sanos y pacientes con osteoartritis de cadera. Como un caso más concreto
del caso multivariante, está el caso bivariante, aplicado en otro trabajo en
Biomecánica deportiva [174]. Aplican el análisis de componentes principales
funcional bivariante (bFPCA) en curvas de fuerza y ángulo en el movimiento
del remo.

Finalmente, como última aplicación del FPCA en Biomecánica, se ha en-
contrado un trabajo en el que aplican el análisis de componentes principales
funcional común [21], basado en el PCA pero que encuentra además unas
componentes principales que sean comunes. Esto se ha empleado en eco-
nomía, pero a fecha de publicación de su trabajo no se ha empleado en
Biomecánica.

La utilización de las componentes principales como base de funciones pre-
senta la ventaja de que son ortogonales y que explican más varianza con
menos funciones, a veces muchas menos que las necesarias con la base de
Fourier o de B-Splines. Esto es debido a que es una base que está adaptada
al tipo de datos a analizar.

Sin embargo, presentan la limitación de ser computacionalmente menos efi-
cientes que las de B-Splines, especialmente si hay que derivar, ya que es
inmediato en el caso de la base de B-Splines, o si se trabaja con las funcio-
nes y sus derivadas.

Otra desventaja que hay que destacar sobre el uso del FPCA es el uso
que se hace en Biomecánica, donde no se utiliza realmente como una base
de funciones, sino como una forma de transformar un conjunto de datos
funcionales en un problema de análisis multivariante. Por ejemplo, en [73,
107, 144] emplean el FPCA, pero después se utilizan las puntuaciones de
cada componente como variables de entrada para un modelo de regresión
clásico, prescindiendo por tanto del carácter funcional. En otras ocasiones,
se usan como variables dependientes, analizando si existen diferencias en
función de factores como el sexo o la patología [39].

Este planteamiento implica ciertas asunciones que, en nuestra opinión, no
tienen una base demostrada. En primer lugar, se asume que las componentes
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principales tienen, por sí mismas, un significado biomecánico y responden a
patrones o características “naturales del movimiento” [43, 16], lo que nunca
ha sido justificado. Las componentes se han obtenido de un proceso de análi-
sis matemático completamente mecánico (la diagonalización de una matriz)
y los resultados dependen de las características de la muestra utilizada. Se
trata únicamente de una base de funciones que debe ser usada en su totali-
dad para representar fidedignamente a cualquier curva.

Por otra parte, se asume que la separación en funciones es la mejor forma de
identificar los cambios en las curvas asociados al efecto buscado (existencia
de la enfermedad o nivel de severidad), lo que no tiene ninguna base. De
hecho, este planteamiento suele ir acompañado de un proceso de interpre-
tación del “significado” de cada componente que es ciertamente subjetivo y
discutible, especialmente en las componentes que explican menos varianza
y cuya forma es mucho más sensible a las características de la muestra.

El FPCA simplemente proporciona una base de funciones cuyas componen-
tes explican cada vez menos varianza y su uso en FDA implica usarlas todas
para representar cualquier curva en esa base. Es decir, sin seleccionar ciertas
componentes de forma aislada ni analizarlas por separado, dando por hecho
que unas componentes son más importantes que otras.

Al margen del tipo de base de funciones utilizadas para representar las va-
riables funcionales, hay un problema fundamental que afecta la parsimonia y
robustez de los modelos funcionales, que es el número de funciones adecuado
para representar dichos datos. Si se elige un número bajo de funciones en
la base puede perderse información al no poder ajustarse bien a los datos,
pero si el número es elevado se puede estar ajustando el ruido o variabilidad
que se quiere ignorar. Con las bases de B-Splines hay criterios de validación
cruzada para asegurar una buena representación y cálculo de derivadas. En
FPCA se suele usar el criterio de la varianza explicada. Sin embargo, este
criterio puede no ser suficiente. Además es preciso incorporar otros criterios
conjuntos de robustez, explicación de varianza y de parsimonia en los mo-
delos. Este aspecto es muy importante a la hora de evitar sobre ajustes en
los modelos, siendo una cuestión generalmente ignorada en las aplicaciones
biomecánicas y que debería ser tenida en cuenta.

Normalización del tiempo El análisis de movimientos humanos implica com-
parar curvas de movimientos de sujetos diferentes o repeticiones de mo-
vimientos del mismo sujeto. En todos los casos, las duraciones de dichos
movimientos son distintas, lo que implica la necesidad de ajustar una escala
de tiempos de manera que se puedan comparar curvas de diferente duración.
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A esto se le conoce como registro del tiempo y hay diferentes técnicas que
se comentan de forma resumida a continuación, ya que revisarán con más
detalle en el capítulo correspondiente. Hay varias alternativas de registro,
que se pueden clasificar en: métodos lineales, métodos basados en puntos
característicos o landmarks y métodos no lineales.

El método más simple y extendido es la normalización lineal, donde se esca-
lan las curvas de forma que se exprese en función del porcentaje del 0 al 100%
del movimiento. Sin embargo, este método presenta ciertas limitaciones y
altera la descripción de la dinámica del movimiento [123].

El registro basado en puntos característicos alinea las curvas eligiendo pun-
tos característicos de la curva, lo que elimina algunos de los problemas de la
normalización lineal [151, 113]. Esta técnica está considerada como la refe-
rencia por algunos autores [171]. Sin embargo, no está exenta de problemas
importantes, en especial las dificultades para definir de forma clara los pun-
tos de referencia, especialmente en poblaciones de sujetos enfermos donde
los patrones de movimiento pueden ser muy distintos a los de la población
sana [56]. Por otra parte, la elección de puntos característicos exige un pre-
procesado laborioso de las señales, proceso que, además, es específico para
cada tipo de variable.

Los métodos no lineales nacen para dar solución a las limitaciones del regis-
tro basado en puntos característicos. El registro continuo es todavía un tema
en investigación y se basa en alinear toda la curva encontrando funciones de
transformación del tiempo que maximicen o minimicen medidas de similitud
(o diferencia) entre funciones registradas. En estas técnicas el tiempo se va
deformando de forma continua, de manera que se reduce esa diferencia de
fase entre curvas. Las dos técnicas más empleadas son el método de Ramsay
[94, 122, 140, 189, 23] y el más reciente, basado en la métrica de Fisher-Rao
[160, 166, 103].

En conclusión, antes de aplicar cualquier técnica de FDA, las curvas deben
estar en el mismo dominio del tiempo. Aunque existen distintas técnicas,
todas presentan ciertas ventajas e inconvenientes que conviene analizar en
detalle. En cualquier caso, el registro debe aplicarse en Biomecánica con
precaución, realizando un análisis de las alteraciones que este hace en los
datos.
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Descriptivos funcionales

El FDA permite extender los conceptos de media y desviación típica al caso de
variables, mediante la media y la desviación típica funcionales, que se calculan
en las curvas registradas. Tanto la media como la desviación típica funcional son
los parámetros habitualmente usados como descriptivos en la gran mayoría de
trabajos revisados.

Sin embargo, esta media funcional presenta una serie de limitaciones importantes.
En primer lugar hay que considerar el efecto de cancelación de la media, asociado
al aplanamiento de los máximos y mínimos relativos de la media por los desfases
entre las curvas originales. Por otra parte, y al igual que sucede con cualquier
media, es un valor sensible al sesgo debido a valores extremos de algunas curvas.
Estos dos problemas pueden dar lugar a curvas promedio que no tienen la forma
ni las características de ninguna de las curvas originales. Es decir, con frecuencia,
la curva media no representa a ninguna curva real.

En cuanto a la descripción de la variabilidad, la desviación típica funcional se
suele calcular punto a punto sobre las curvas registradas, usando como referencia
una curva media y sin tener en cuenta que las observaciones consecutivas no son,
en absoluto independientes. Por ello, tampoco refleja correctamente la dispersión
de las curvas [19].

Teniendo en cuenta las limitaciones de la media y la desviación funcionales, es
evidente que no es posible obtener una región de confianza a partir de estos valores.
En numerosos trabajos se representan bandas de confianza a partir de la curva
media y la desviación típica calculada punto a punto. Sin embargo, tales bandas
no representan una región de confianza, ya que al discretizar la función y construir
un intervalo de confianza para cada punto, no se está asegurando realmente que
la curva esté dentro de la banda de confianza obtenida en todo su dominio. Este
problema se ha abordado mediante otras técnicas, como el bootstrap [34], aunque
realmente, en el ámbito de las aplicaciones biomecánicas se ha profundizado muy
poco en la comprensión del significado de las regiones de confianza cuando se
quieren extender a los datos funcionales.

Ante estas limitaciones, surge la necesidad de profundizar en otras alternativas
que respeten el carácter funcional de los datos, usando otros conceptos como las
curvas profundas, equivalente a las medianas en el ámbito funcional. Este concepto
está desarrollado de forma teórica en varios trabajos [48, 25, 98], sin embargo, en
el ámbito de la Biomecánica es poco utilizado. De hecho, solo se ha encontrado
un trabajo [142] que lo utiliza en curvas del índice de masa corporal en niños.
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También es necesario buscar otros tipos de representación de la variabilidad de las
curvas, a través del bootstrap y del equivalente funcional de rango intercuartílico,
empleando para ello el concepto de profundidad.

No obstante, todas estas cuestiones no están todavía tratadas en el campo de
la Biomecánica y conviene explorarlas, especialmente en aquellos casos donde
las curvas presentan mucha variabilidad, ya que es ahí donde la media funcional
presenta más limitaciones.

Métodos de inferencia

Modelos de regresión funcionales Desde un punto de vista funcional, los mo-
delos de regresión pueden clasificarse en tres categorías, según la naturaleza
de las variables predictoras y la variable respuesta: funcional sobre escalar,
escalar sobre funcional o funcional sobre funcional.

La regresión funcional sobre escalar considera predictores escalares y varia-
bles respuesta funcionales. Es el tipo de regresión más utilizada en el campo
de la Biomecánica, siendo el ANOVA funcional un caso particular de este
tipo de análisis.

Así, de la revisión realizada se han encontrado varios trabajos que utilizan
un ANOVA funcional [3, 7, 157, 52, 128, 177, 188]. En estos se proponen
como objetivo demostrar que el FANOVA es más potente y aporta más
información que el ANOVA. En efeco, a diferencia del ANOVA, que utiliza
sólo algunas variables escalares (máximos, minimos, rangos), el FANOVA
usa toda la curva, permitiendo identificar diferencias o relaciones en zonas
del movimiento no consideradas en los modelos clásicos.

Las principales aplicaciones son el estudio de la marcha en sujetos con ac-
cidente cerebrovascular [7], análisis de asimetrías en ciclistas [157], análisis
del movimiento de levantamiento de pesas en mujeres [52], curvas de ángulo
de rodilla, cadera o tobillo en marcha [128] o la cinemática al realizar un
salto triple [177].

Dos trabajos utilizan un FANOVA para medidas repetidas, uno de ellos [3]
aplicado a dos bancos de datos en Biomecánica y otro [188] aplicado a una
muestra de datos de marcha para ver el efecto de una órtesis de tobillo-pie
en niños con parálisis cerebral, utilizando un FANOVA de efectos mixtos.

En varios estudios, se encuentran diferencias significativas entre grupos con
el ANOVA funcional, mientras que con el ANOVA clásico no [7, 157]. Por
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ejemplo, en el estudio de la asimetría en ciclistas [157], al hacer el ANOVA
con los valores máximos de la curva no encuentran diferencias significativas.
En cambio, con el ANOVA funcional sí que hay zonas de la curva con un
p-valor inferior a 0.05. Es precisamente la zona correspondiente al máximo
donde este p-valor no es significativo. Esto demuestra la pérdida de infor-
mación del enfoque tradicional, que lleva en ocasiones a extraer conclusiones
erróneas al no considerar toda la información de la curva.

Una limitación de estos estudios que aplican el ANOVA funcional es que,
aunque se considera toda la curva del movimiento, realmente se están ha-
ciendo mútiples modelos, punto a punto. Por lo tanto, se están realizando
comparaciones múltiples que es necesario corregir. Este aspecto no está con-
siderado en la mayoría de trabajos. En [157] se aplica la corrección de Bon-
ferroni, lo que puede resultar excesivamente conservador cuando se realizan
centenares de ajustes.

Menos numerosos son los trabajos que utilizan la regresión escalar sobre fun-
cional. En este caso los predictores son variables funcionales y la respuesta
una variables escalar. Esta ha sido empleada para predecir la frecuencia car-
diaca máxima [105]. Sin embargo, no se han encontrado muchas aplicaciones
más sobre regresión escalar sobre funcional en Biomecánica, a pesar de su
interés clínico. Por ejemplo, esta técnica sería la adecuada para estudiar las
relaciones entre las variables biomecánicas y las escalas clínicas, es decir,
permitirían comprobar en qué medida un conjunto de variables biomecáni-
cas son capaces de predecir un determinado nivel de dolor o discapacidad.

Finalmente, la regresión función sobre función, no es muy utilizada en Bio-
mecánica, pudiendo emplearse para establecer relaciones entre diferentes
variables cinemáticas o cinéticas medidas durante un movimiento. Esta ade-
más puede utilizarse no solo para establecer relaciones entre variables, sino
también entre una variable y sus derivadas, para descubrir así relaciones
dinámicas [56, 86].

La principal ventaja de los modelos de regresión funcional es que utilizan
toda la información contenida en la curva, sin necesidad de identificar pun-
tos específicos ni tener que realizar un preprocesado complejo o específico
para cada variable. Además, los trabajos publicados muestran que los mo-
delos funcionales tienen una mayor capacidad predictiva que los escalares.
Finalmente, permiten realizar una interpretación de los resultados obteni-
dos. Sin embargo, no son muy utilizados, salvo los ANOVA’s funcionales,
que se realizan en la versión clásica discretizando la función.
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En cuanto a sus debilidades, en los modelos funcionales hay que elegir una
base de funciones para expresar los datos y por tanto un número de bases
para la función coeficiente del modelo. Debido a la alta dimensionalidad
de los datos funcionales, es necesario establecer algún criterio para elegir
ese óptimo de bases, para conseguir un equilibrio entre conservar la mayor
parte de la información y obtener modelos robustos y parsimoniosos, donde
se minimice el riesgo de sobre ajuste.

Clasificadores Los clasificadores son modelos donde se pretende asignar las ob-
servaciones a grupos predefinidos a partir de variables predictoras de na-
turaleza funcional y escalar. En esta tesis nos centramos en los modelos de
regresión logística, donde la clasificación es binaria, siendo su aplicación más
frecuente como ayuda al diagnóstico: tener o no una patología.

Aunque la regresión logística es una técnica ampliamente utilizada en el
ámbito de la Salud, su versión funcional apenas ha sido empleada. De hecho,
las aplicaciones en el campo de la Biomecánica son escasos. En [93] se emplea
la regresión logística funcional para clasificar pacientes con y sin dolor de
cuello midiendo variables biomecánicas al andar. Otro trabajo [114] aplica
tres enfoques de la regresión logística funcional para la detección de cojera en
caballos. En [92] emplean funciones de la EMG y cinemáticas para clasificar
sujetos con dolor lumbar de sujetos sanos. Finalmente, se ha publicado un
último artículo [78] que emplea la regresión logística funcional pero no como
técnica de clasificación, sino como un paso intermedio para después aplicar
otra técnica no funcional.

Al igual que ocurría con la regresión funcional, hay pocos trabajos que uti-
licen la regresión logística funcional en el ámbito de la Biomecánica. Esta
presenta ventajas e inconvenientes similares a los modelos de regresión fun-
cional. Por una parte, permiten usar toda la información de las variables
funcionales sin necesidad de preprocesados y suelen ser más potentes que
los métodos clásicos. Sin embargo, presentan riesgo de sobre ajuste, lo que
debe ser controlado mediante el dimensionado adecuado de la base de fun-
ciones y el uso de criterios para cuantificar la robustez y parsimonia de los
modelos.
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Otras técnicas

Aunque en esta tesis doctoral nos centraremos en el FDA, hay otros enfoques
posibles para trabajar con variables funcionales mediante técnicas diferentes. Se
ha encontrado un trabajo [104] que aplica los modelos multinivel funcionales a
datos biomecánicos, donde se compara el ángulo de rodilla en sujetos que entrenan
a una intensidad alta y baja. Se preguntan si las diferencias entre ambos grupos
son tales o son debidas a la propia variabilidad de los sujetos.

Finalmente, hay otras técnicas que también consideran toda la información de
la curva como el mapeo estadístico paramétrico (SPM, de sus siglas en inglés:
Statistical Parametric Mapping) o el mapeo estadístico no-paramétrico (SnPM).
En la revisión realizada se ha encontrado un artículo [176] donde comparan el
FDA, el SPM y el SnPM utilizando datos de Biomecánica del remo, para probar
la hipótesis de si hay diferencias en el remo por género y poder comparar las
tres técnicas. Para ello analizan las curvas de fuerza de propulsión al remar. Del
estudio concluyen que los tres métodos estudiados son similares y que los tres
muestran diferencias significativas por género. Destacan que los métodos paramé-
tricos (SPM) son computacionalmente más rápidos frente a los no paramétricos.
Por otro lado, que el SPM y SnPM son más útiles cuando los datos son muy
variables, ya que en esos casos resulta más complicado representarlos en una ba-
se de funciones para el FDA. Además, el SPM y SnPM tratan los datos como
vectores, por lo que indican que es más fácil encontrar regiones de importancia o
aplicar pruebas estadísticas a esas regiones. En cambio, el FDA es útil cuando se
quiere hacer un suavizado de datos o hacer un registro de las curvas. No obstante,
en nuestra opinión, las posibilidades que ofrece el FDA son mucho más amplias
que las del SPM, que se limita a las comparaciones, mientras que el enfoque fun-
cional permite extender las técnicas y modelos clásicos al tratamiento de datos
funcionales.

2.3 Necesidades detectadas

A partir de la revisión realizada en este capítulo se han detectado algunas lagunas
de conocimientos para la aplicación del Análisis de Datos Funcionales en el ámbito
de la Biomecánica. Dichas necesidades se pueden resumir en los siguientes puntos:

• Aunque se han publicado diferentes alternativas para la normalización del
tiempo, hay aspectos que no han sido estudiados, como el efecto de la norma-
lización sobre las relaciones entre derivadas o sobre la coordinación motora.
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Tampoco hemos encontrado estudios que hagan un análisis comparativo en-
tre las diferentes alternativas de registro.

• Los parámetros descriptivos funcionales como la media y desviación típica
funcional presentan limitaciones a la hora de representar curvas centrales,
de estimar la variabilidad entre curvas y de establecer regiones de confianza.
Por ello el concepto de curva profunda puede ser un indicador de centralidad
más idóneo que la media. Asimismo, se debería analizar las posibilidades
de la utilización de técnicas como el bootstrap, junto con un equivalente
funcional de rango intercuartílico, para representar la variabilidad de las
curvas respetando su carácter funcional.

• Centrándonos en los métodos de inferencia funcionales, su uso en Biomecá-
nica ha sido escaso y no ha aprovechado todas las ventajas y posibilidades
de un enfoque funcional. En particular, se han detectado las siguientes ne-
cesidades:

– Se debe controlar el riesgo de tipo I en las comparaciones múltiples
asociadas a los modelos de regresión función sobre escalar, como el
ANOVA funcional, que se realizan punto a punto. Es necesario definir
procesos de corrección de los p-valores adaptados a este tipo de análisis.
Por otra parte, es conveniente complementar estos análisis con métodos
de ANOVA realmente funcionales que consideren toda la información
de la curva en su conjunto y proporcione un p-valor único.

– Los modelos de regresión escalar sobre función son muy poco utilizados,
pese a su gran potencial para establecer relaciones relevantes desde el
punto de vista clínico entre las escalas clínicas y las variables biomecá-
nicas.

– Explorar el interés y utilidad de las técnicas de regresión logística fun-
cional, como clasificador binario de apoyo al diagnóstico. Una aplicación
muy poco utilizada en el campo de la Biomecánica.

– Finalmente, en casi todas las aplicaciones de inferencia, hay que ajustar
modelos de una elevada dimensionalidad. Dado que las muestras dispo-
nibles en muchos estudios no son muy numerosas, es preciso disponer
de criterios de evaluación y control de la calidad de los modelos, que no
sólo consideren su capacidad predictiva, sino que tengan en cuenta otros
aspectos como la simplicidad del modelo y su robustez, en definitiva,
su parsimonia.
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Estas carencias representan oportunidades para avanzar en la aplicación riguro-
sa y efectiva del Análisis de Datos Funcionales en el ámbito de la Biomecánica,
desde una perspectiva tanto metodológica como aplicada, y servirán de base pa-
ra plantear los objetivos de esta tesis doctoral, que se describen en el siguiente
capítulo.
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Capítulo 3

Objetivos e hipótesis

El objetivo principal de esta tesis es el desarrollo de mejoras en las aplicaciones del
FDA en la valoración biomecánica clínica del aparato locomotor, que resuelvan
algunos de los problemas señalados en la revisión anterior. En particular, se trata
de profundizar en el conocimiento de las ventajas e inconvenientes de los distintos
tipos de normalización del tiempo, estudiar alternativas para describir las curvas
centrales y la dispersión funcional, establecer criterios claros para controlar el
riesgo de sobre ajustes y el error de tipo I, y mostrar las posibilidades del FDA
en el desarrollo de modelos lineales y de clasificación.

Siendo natural la aplicación del FDA en biomecánica, es sorprendente la escasa
utilización de estas técnicas en aspectos tan importantes como son la descripción
de variables, los modelos descriptivos y de clasificación.

A continuación se detallan los objetivos específicos e hipótesis del trabajo:

Objetivos específicos

1. Comparar las distintas alternativas de normalización de la escala de
tiempos y evaluar algunas de sus propiedades más relevantes en el
análisis de movimientos humanos: efectividad de la reducción de las
diferencias de fase y efectos sobre el cálculo de derivadas, la coordi-
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nación motora y la coherencia en la alineación de las componentes de
magnitudes vectoriales.

2. Explorar otras formas de describir los datos funcionales más allá de la
media funcional a partir del concepto de profundidad. Comparar los
resultados obtenidos a partir de la media y desviación típica funcional
con los que se obtienen a partir de la mediana y rango intercuartílico
funcional.

3. Diseñar un procedimiento para la estimación de regiones de confianza
asociadas a curvas, estableciendo criterios que permitan definir el grado
de normalidad de una función respecto a una población dada.

4. Plantear las distintas versiones funcionales de los modelos de regresión
lineal: función sobre escalar y escalar sobre función, así como el ANOVA
funcional, comparándolo con los enfoques previos.

5. Desarrollar soluciones para el control del error tipo I y del riesgo de
sobre ajuste asociado a los modelos punto a punto o de alta dimen-
sionalidad que aparecen en el enfoque funcional. Definir criterios de
robustez y parsimonia.

6. Adaptar los modelos lineales generalizados funcionales (regresión logís-
tica) para la clasificación de sujetos a partir de variables funcionales del
movimiento, incorporando también otras características complementa-
rias escalares.

Estos objetivos previos se concretarán con mayor detalle a partir de la re-
visión en el estado del arte de cada capítulo de esta tesis, en los que se
mostrarán las necesidades y lagunas específicas.

30



Hipótesis principales

1. Los enfoques habituales de tratamiento de datos en movimientos huma-
nos basados en la Estadística multivariante y en la Inteligencia Artificial
presentan ciertas limitaciones que pueden ser solucionadas por el uso
de los procedimientos estadísticos conocidos como Análisis de Datos
Funcionales (Functional Data Analysis, FDA), estudiando la curva del
movimiento completa.

2. Los modelos de FDA presentan ventajas frente al enfoque multivariante,
al permitir usar la información completa de las curvas, sin la necesidad
de extraer variables escalares asociadas a puntos característicos. Ello
permite identificar relaciones entre variables que no aparecen en los
enfoques tradicionales.

3. Los modelos de FDA son más parsimoniosos y robustos que los basados
en Inteligencia Artificial, a la vez que permiten una interpretación de
los resultados, aspecto clave en el ámbito clínico como complemento y
ayuda al diagnóstico.

Hipótesis secundarias

1. El FDA ofrece varias posibilidades de normalización no lineal del tiem-
po que todavía están por explorar, en especial en lo que se refiere a
la alteración de la dinámica del movimiento y a las relaciones entre
variables asociadas a diferentes grados de libertad, base de los análisis
de coordinación motora.

2. La curva más profunda es un concepto complementario al de media
funcional que no ha sido apenas utilizado en biomecánica y puede ser
muy adecuado para una correcta representación de los valores centrales.

3. Las técnicas basadas en bootstrap son útiles para definir regiones de
confianza para medias y medianas funcionales, ofreciendo una idea mu-
cho más realista de la variabilidad real de las variables funcionales.

4. Los modelos de regresión funcionales permiten relacionar escalas clíni-
cas y variables biomecánicas funcionales, estableciendo relaciones más
claras que las obtenidas mediante la regresión multivariante. Además,
pueden ofrecer información sobre qué partes de las curvas tienen mayor
interés clínico.

5. Los modelos lineales generalizados funcionales para clasificación de su-
jetos en base a variables biomecánicas utilizan toda la información de
la curva, permitiendo establecer una relación más clara entre variables.
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Capítulo 4

Datos experimentales

En este capítulo se describen los estudios experimentales que han dado lugar a
las bases de datos utilizadas en esta tesis doctoral para ilustrar la aplicación de
los métodos funcionales, evaluar su efectividad y validar las hipótesis planteadas.
En todos los casos se han usado datos reales obtenidos en estudios experimenta-
les sobre valoración biomecánica. Se trata de bases de datos públicas o estudios
de investigación cuyos datos han sido facilitados por sus autores. Les agradece-
mos desde aquí su amabilidad al permitir el acceso a datos experimentales muy
valiosos.

En cada apartado se describen los objetivos del estudio, los criterios de inclusión y
exclusión, características de los participantes, técnicas experimentales y variables
registradas.

4.1 Datos de cinemática cervical en pacientes con cervicalgia
inespecífica

Los datos cinemáticos sobre el movimiento del cuello corresponden a un estudio
previo cuyo objetivo era examinar el impacto de una sesión de manipulación en
pacientes con dolor inespecífico de cuello [156]. En este estudio, solo se utilizaron
variables numéricas habituales, como los rangos de movimiento o velocidad. Sin
embargo, dichas variables se extrajeron de las curvas del movimiento en ejercicios
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con varios ciclos de movimiento continuo. Son estos datos brutos los que hemos
usado para analizar los registros bajo un enfoque funcional.

El estudio incluyó a 28 participantes. Como criterio de inclusión, los participantes
debían tener principalmente dolor de cuello de origen no traumático y caracte-
rísticas mecánicas (es decir, dolor que empeora por factores mecánicos y se alivia
en ciertas posiciones). Además, los síntomas debían ser identificables mediante
pruebas de provocación clínica local. Se excluyó a los participantes si tenían an-
tecedentes de cirugía de cuello, hallazgos radiológicos como fracturas vertebrales
o tumores, dolor de cuello irradiado o dolor acompañado de vértigo, trastornos
psicológicos diagnosticados y señales de alerta como dolor nocturno, espasmos
musculares severos y pérdida de peso inexplicable. La discordancia de síntomas,
definida como síntomas que no se podían explicar dentro del contexto clínico,
también formó parte de los criterios de exclusión.

Se midieron el movimiento y el estado funcional de cada participante antes y
después del tratamiento, lo que resultó en un total de 56 observaciones. Se en-
contraron diferencias significativas en los valores del NDI antes y después del
tratamiento.

Todos los participantes dieron su consentimiento informado y los protocolos del
estudio recibieron la aprobación del Comité de Ética de la Universidad de Valencia
(H1450106985729). Todos los procedimientos se adhirieron a la última revisión de
la Declaración de Helsinki.

Las pruebas experimentales consistieron en movimientos cíclicos y continuos en
los tres planos de movimiento: flexión-extensión, flexión lateral y rotación axial
de cuello. Se utilizó el protocolo descrito en Venegas et al. [169], cuyos pasos se
detallan a continuación.

Los participantes se sentaban en una silla especialmente diseñada que aseguraba
el tronco y las piernas, permitiendo solo el movimiento del cuello y la cabeza.

El movimiento se capturó utilizando un sistema de videofotogrametría (Kinescan-
IBV) con ocho marcadores reflectantes colocados en una diadema que el sujeto
llevaba rígidamente fija a la cabeza. Para minimizar la variabilidad en la posición
de referencia, se indicó a los participantes que miraran su reflejo en un pequeño
espejo (3x8 cm) colocado a 2,5 metros frente a ellos a la altura de los ojos. Se reali-
zó una medición de calibración adicional para establecer un sistema de referencia
anatómico en esta posición. Este sistema se definió por un conjunto adicional de
cinco marcadores ubicados en el trago izquierdo y derecho de la oreja, el hue-
so nasal y los huesos infraorbitales izquierdo y derecho; estos tres marcadores
se montaron en un marco de gafas. Después de la calibración, se retiraron estos
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marcadores anatómicos. Durante cada sesión de medición (antes y después del
tratamiento), los participantes realizaron movimientos cíclicos y continuos en los
tres planos a la velocidad máxima que les resultó cómoda. A partir de las coor-
denadas del marcador, se calcularon los ángulos desde la posición de referencia
y las velocidad mediante el método descrito en Page et al. [125]. Se obtuvo un
registro continuo en cada sesión, dividido en ciclos completos (7 por participante),
descartando el primero y el último ciclo, por lo que se tenían 5 ciclos por sujeto.
La escala de tiempo se normalizó linealmente para que todos los movimientos se
representaran como porcentajes de la duración del ciclo.

Tabla 4.1: Valores de media (desviación típica) del NDI (Neck Disability Index), edad
(años), longitud de cuello (cm), masa de cabeza y cuello (kg) para la muestra de datos de
cuello, por género y total.

Mujer Hombre Total
NDI 11.53 (5.46) 8.35 (3.96) 10.39 (5.18)

Edad (años) 35.78 (12.19) 33.3 (13.06) 34.89 (12.45)
Longitud cuello (cm) 14.47 (1.76) 16.15 (0.97) 15.07 (1.72)

Masa cabeza (kg) 3.7 (0.4) 4.44 (0.49) 3.97 (0.56)
Masa cuello (kg) 1.4 (0.17) 1.78 (0.15) 1.54 (0.24)

Tabla 4.2: Valores medios (desviación típica) del rango de movimiento (RoM), rango de
velocidad (RoV) y rango de aceleración (RoA) de los tres movimientos medidos.

Movimiento RoM (◦) RoV (◦/s) RoA (◦/s2)
Flexo-extension 102.72 (22.05) 171.08 (69.49) 401.83 (236.77)
Flexión lateral 72.03 (16.63) 121.01 (41.51) 325.42 (149.44)
Rotación axial 126.49 (14.65) 243.72 (97.98) 690.77 (414.77)

Como indicador del estado funcional del paciente se usó la versión en español del
Índice de Discapacidad del Cuello (NDI) [120], que se utilizó como variable depen-
diente. Dicho cuestionario evalúa la capacidad de las personas para realizar tareas
funcionales diarias. El NDI consta de diez preguntas categorizadas en dominios
como intensidad del dolor, cuidado personal, levantar objetos, lectura, dolores de
cabeza, concentración, trabajo, conducción, sueño y ocio. Para cada pregunta, los
encuestados seleccionan entre seis posibles respuestas, con puntuaciones que van
de 0 (sin discapacidad) a 5 (con discapacidad total). Las puntuaciones de cada
sección se suman, de forma que la puntuación general es una escala de 0 a 50,
donde 0 representa la ausencia de discapacidad y 50 el nivel más alto de disca-
pacidad. Este cuestionario se completó antes de cada sesión de medición (antes
y después del tratamiento) para obtener una medición numérica de la variable
dependiente para cada observación de las variables independientes funcionales.
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Figura 4.1: Curvas de ángulo (arriba), velocidad angular (medio) y aceleración angular
(abajo) para los movimientos de flexo-extensión (izquierda), flexión lateral (medio) y rotación
axial (derecha). Se representa en línea sólida negra la media y en discontinuo la media más
y menos una desviación típica.

En la tabla 4.1 se muestran los valores de ciertas características de la muestra, por
género y para el total. La tabla 4.2 muestra los rangos de movimiento, velocidad
y aceleración para los tres movimientos. Finalmente, la Figura 4.1 muestra las
curvas de posición, velocidad y aceleración angular para los tres movimientos.

Para representar los datos en una base de funciones se han utilizado 40 B-Splines
de orden 4.
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4.2 Datos de fuerzas en marcha de pacientes con dolor de
rodilla

Estos datos corresponden a un proyecto de investigación llevado a cabo por el
Departamento de Medicina Física y Rehabilitación del Hospital La Fe de Va-
lencia, como parte del proyecto OACTIVE H2020 [63]. Uno de los objetivos de
este estudio fue verificar la pertinencia y exactitud del diagnóstico de artrosis de
rodilla en estadio temprano (EKOA) de acuerdo con los criterios clínicos existen-
tes. Para ello, se llevó a cabo un estudio piloto de diseño longitudinal transversal.
Tras el reclutamiento de los pacientes, estos fueron clasificados como sujetos sanos
(HS) o pacientes con EKOA mediante criterios diagnósticos, con el fin de mejorar
la detección precoz y fiable de la enfermedad. Los criterios utilizados fueron los
propuestos por Mahmoudian et al. [102] que incluyen medidas autorreportadas,
hallazgos radiológicos según la clasificación de Kellgren y Lawrence (KL), y re-
sultados de la exploración clínica. Además, como objetivo secundario, se planteó
evaluar la progresión clínica tanto de los sujetos sanos en riesgo de desarrollar
artrosis como de los pacientes con EKOA.

El diseño del estudio siguió las recomendaciones internacionales para el fortaleci-
miento de la presentación de estudios observacionales en epidemiología (STRO-
BE). Todos los participantes fueron informados adecuadamente sobre los proce-
dimientos del estudio, los cuales se planificaron conforme a las normas éticas de
la Declaración de Helsinki, y contaron con la aprobación del Comité de Ética de
Investigación con Medicamentos del hospital (CEIm 2017/0147). Cada partici-
pante otorgó su consentimiento informado por escrito, tras una explicación clara
del objetivo del estudio y de las pruebas específicas a las que sería sometido.

Los criterios de exclusión fueron idénticos para ambos grupos e incluyeron la pre-
sencia de patologías autoinmunes, reumáticas o infecciosas, así como alteraciones
cognitivas que dificultaran la visualización del material audiovisual, analfabetis-
mo, dificultades de comprensión o comunicación, y un conocimiento insuficiente
del idioma español para seguir las instrucciones de medición.

El reclutamiento de participantes se inició en verano de 2018 y el seguimiento se
extendió hasta finales de febrero de 2021. En total, se incluyeron 105 participantes,
si bien no todos realizaron el estudio biomecánico que, debido a la pandemia de
COVID, se limitó a 56 pacientes (31 pacientes sanos y 25 con EKOA).

El estudio biomecánico consistió en pruebas de marcha sobre plataforma de fuer-
zas para registrar las fuerzas de reacción con el suelo. También se recopilaron
datos antropométricos como la altura, el peso y la altura de cadera. Para cuanti-
ficar la intensidad del dolor se utilizó la Escala Visual Analógica (EVA). La EVA
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consiste en una línea horizontal de 100 mm de longitud, con descriptores verbales
en cada extremo que representan los extremos de la sensación dolorosa (desde
“ausencia de dolor” hasta “el mayor dolor imaginable”). Los pacientes debían
marcar el punto de la línea que mejor reflejara la gravedad de sus síntomas. La
escala EVA ha demostrado una buena fiabilidad test-retest (r = 0,94, p < 0,001)
y un cambio mínimo detectable de 15,0 mm [65].

Figura 4.2: Curvas de fuerzas de reacción sobre el suelo normalizadas por el peso y norma-
lizadas linealmente en el tiempo: anteroposterior Fx (arriba), vertical Fy (mitad) y medio-
lateral Fz (abajo) para la pierna izquierda y derecha, representadas ambas a la izquierda y
derecha, respectivamente. En linea negra sólida la media y en discontinua más y menos una
desviación estándar.

Las pruebas biomecánicas se llevaron a cabo en el Instituto de Biomecánica de
Valencia (IBV) utilizando plataformas de fuerza (Dinascan/IBV [153]) para cap-
turar las fuerzas de reacción sobre el suelo y los parámetros espaciotemporales.
Los participantes caminaron cinco pasos a un ritmo cómodo, subiéndose a la pla-
taforma, con seis ensayos realizados para cada pierna. Las fuerzas anteroposterior
(Fx), vertical (Fy) y mediolateral (Fz) se registraron a 100 Hz. Estas fuerzas se
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normalizaron en el tiempo del 0 al 100% de la fase de apoyo. La Figura 4.2 mues-
tra todas las curvas medidas para cada una de las piernas, junto con la media
(línea negra sólida) y más y menos una desviación estándar (en discontinuo). Se
ha realizado una normalización lineal del tiempo. Para representar los datos en
una base de funciones se han utilizado 40 B-Splines de orden 4.

Los valores medios de ciertas características de la muestra como edad, masa (kg),
altura (mm), altura de cadera (mm) y EVA figuran en la Tabla 4.3, divididos por
grupo de sanos, patológicos y para la muestra total y a su vez por género.

Tabla 4.3: Valores medios y desviación típica (entre paréntesis) de la edad, masa (kg),
altura (mm), altura de cadera (mm) y EVA de la muestra.

Grupo Edad (años) Masa (kg) Altura (mm) Altura cadera (mm) VAS
Sanos Mujeres (N=20) 52.5 (5.9) 73.7 (12.6) 1605 (56.1) 828.5 (40.2) 1.1 (1.8)
(N=31) Hombres (N=11) 50.1 (4.5) 83.3 (10.8) 1720.5 (48.6) 890.2 (34.7) 0.7 (2.1)
Patológicos Mujeres (N=15) 54.5 (7.1) 69.3 (13.1) 1613.3 (57.2) 839.7 (43) 3.6 (2.5)
(N=25) Hombres (N=10) 54.1 (5.1) 78.9 (10.9) 1741 (54.9) 904 (41.4) 3 (2.6)
Total Mujeres (N=35) 53.4 (6.4) 71.8 (12.8) 1608.6 (55.9) 833.3 (41.2) 2.2 (2.4)
(N=56) Hombres (N=21) 52 (5.1) 81.2 (10.8) 1730.2 (51.5) 896.8 (37.8) 1.8 (2.6)

Los datos sobre estas medidas biomecánicas no habían sido procesados ni publi-
cados previamente, por lo que los análisis desarrollados en esta tesis doctoral son
originales e inéditos.

4.3 Datos cinemáticos sobre carrera

Esta base de datos corresponde a los datos tomados en la tesis doctoral ”Estudio
del estado de fatiga en corredores de fondo a partir de patrones biomecánicos.
Monitorización mediante sistemas integrados en el calzado”, realizada por E. Me-
dina Ripoll [106]. Uno de los objetivos de esta tesis era el desarrollo de un sistema
basado en sensores inerciales ubicado en el calzado para obtener los patrones ci-
nemáticos de la carrera y detectar los cambios asociados la fatiga en corredores
de fondo. Para ello, se desarrolló un estudio experimental destinado a comprobar
si era posible identificar los patrones de las articulaciones de la cadera, rodilla y
tobillo a partir de las medidas tomadas en el pie.

Se realizó un estudio de laboratorio para obtener las relaciones funcionales entre
la orientación del pie y el resto de variables cinemáticas del miembro inferior. La
carrera se realizó sobre un cicloergómetro (modelo h/p/cosmos: Pulsar -p), espe-
cialmente adecuado para simular condiciones de carrera. Los corredores fueron
instrumentados con marcadores anatómicos en las espinas ilíacas, trocánter ma-
yor y cóndilos de la pierna derecha, así como otros juegos de marcadores técnicos
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(3 en muslo, en la pierna y el pie) que permitían definir la posición de cada seg-
mento corporal y expresar los movimientos en sistemas de referencia anatómicos
estándar.

El movimiento durante la carrera fue medido con un sistema Kinescan-IBV, con
una frecuencia de 200 Hz. El protocolo de medida consistió en varias etapas: pri-
mero se preparaban los equipos y se calibraban las cámaras. Luego, se recibía al
sujeto, se le informaba del estudio, firmaba el consentimiento informado y se veri-
ficaban los criterios de inclusión. Si era apto, se le proporcionaba ropa adecuada y
se le colocaban los marcadores en puntos anatómicos específicos. Después, se to-
maba una medida de referencia con el sujeto en posición estática. Posteriormente,
el sujeto se adaptaba al cicloergómetro durante 10 minutos de calentamiento. La
toma de datos se realizaba mediante nueve grabaciones de 30 segundos sin previo
aviso para no alterar el movimiento natural. Al finalizar, se reducía la velocidad
gradualmente, se retiraban los marcadores y se almacenaban los datos.

La muestra estuvo compuesta de 16 corredores voluntarios (10 hombres y 6 mu-
jeres). Todos los participantes cumplían con criterios específicos de inclusión: no
haber tenido lesiones en los últimos seis meses, no presentar alteraciones en la
marcha, ser corredores habituales (mínimo 5 km semanales), no usar plantillas
correctoras y estar familiarizados con cintas andadoras. En la Tabla 4.4 se mues-
tran las características de los sujetos del estudio.

Tabla 4.4: Características de la muestra: edad (años), altura (metros), peso (kg) y talla
de calzado (europea) para el grupo de hombres, mujeres y muestra total. Se muestran los
valores medios y entre paréntesis la desviación típica.

Hombres Mujeres Total
Número de sujetos 10 6 16
Edad (años) 26.4 (7.5) 24.3 (4.2) 25.4 (6.2)
Altura (m) 1.77 (0.05) 1.61 (0.05) 1.70 (0.10)
Peso (kg) 70.1 (6.4) 54.0 (4.5) 62.9 (9.9)
Talla de calzado (europea) 43.7 (1.3) 37.6 (1.4) 25.4 (6.2)

Para cada instante de tiempo del registro se calcularon las rotaciones de cada
segmento respecto de la posición de referencia mediante los vectores de Rodrigues.
Se realizó un suavizado de ajuste local basado en regresión polinómica, ya que
las curvas presentaban ruido aleatorio y su presencia provoca que las curvas no
sean derivables. Cada uno de los pasos de cada registro se segmentó a la duración
del ciclo de carrera. Como la duración de cada ciclo es diferente para cada sujeto,
todas las curvas tienen una longitud variable. Para realizar un análisis conjunto
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de las curvas todas deben tener la misma longitud, por lo que cada curva se ajustó
a 100 puntos mediante un algoritmo de interpolación de Spline cúbico.

El número total de registros medidos fue de 144, ya que se obtuvieron 9 para cada
uno de los participantes. En cada registro se obtuvieron las curvas de los ángulos
de tobillo, rodilla y cadera, y las curvas angulares de la orientación del pie en
el plano sagital. Sin embargo, debido a errores en la medida de algunas curvas,
solo se tienen 136 curvas para la pierna izquierda y 133 para la derecha. En las
Figuras 4.3 y 4.4 se representan las curvas de ángulo obtenidas para la cadera,
rodilla, tobillo y pie para la pierna derecha e izquierda, respectivamente. Se han
centrado las curvas respecto del eje horizontal.

En la citada tesis, estas curvas se usaron para establecer las relaciones funcionales
entre la orientación del pie y los ángulos de tobillo, rodilla y cadera a partir de
un modelo de regresión de mínimos cuadrados parciales (PLS).

En esta tesis se han usado los registros temporales para analizar el efecto de la
normalización no lineal de la base de tiempos sobre la coordinación del movimien-
to.
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Figura 4.3: Curvas del ángulo de cadera (arriba izquierda), rodilla (arriba derecha), tobillo
(abajo izquierda) y pie (abajo derecha) medidas durante la carrera para la pierna derecha.
Se representa con una línea sólida negra la media y en discontinuo la media más y menos
una desviación típica.
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Figura 4.4: Curvas del ángulo de cadera (arriba izquierda), rodilla (arriba derecha), tobillo
(abajo izquierda) y pie (abajo derecha) medidas durante la carrera para la pierna izquierda.
Se representa con una línea sólida negra la media y en discontinuo la media más y menos
una desviación típica.

4.4 Base de datos de marcha GaitRec

Esta base de datos contiene las fuerzas de reacción sobre el suelo de 211 controles
sanos y 2085 pacientes con diferentes discapacidades musculoesqueléticas. De estos
últimos, 450 tienen afectada la cadera, 625 la rodilla, 627 el tobillo y 382 el
calcáneo. Se trata de una base de datos pública, publicada y detallada en el
artículo de Horsak et al. [66].

El conjunto de datos proviene de una base de datos clínica de marcha gestionada
por un centro de rehabilitación en Austria que atiende a pacientes en todo el país.
La recopilación de datos se realizó durante la práctica clínica de 2007 a 2018. Se
midieron las fuerzas de reacción sobre el suelo de ambas piernas, haciendo que
los sujetos caminaran sin ayuda a un ritmo elegido por ellos por una pasarela
de aproximadamente 10 metros equipada con dos plataformas de fuerza. Durante
cada sesión, los participantes caminaron hasta obtener, al menos, diez registros
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válidos. Los sujetos patológicos caminaron a la velocidad que ellos mismos eligie-
ron, mientras que los sanos a tres velocidades distintas (lenta, autoseleccionada
y rápida).

Las tres señales de fuerza se digitalizaron usando una frecuencia de muestreo
de 2000 Hz. La base de datos incluye metadatos adicionales como edad, sexo,
velocidad de la marcha, condiciones de calzado (para los controles sanos), etc.
que puede consultarse en más detalle en [66]. Las gráficas de las tres componentes
de fuerzas de reacción sobre el suelo para los distintos grupos se corresponden con
las Figuras 4.5 y 4.6.
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Figura 4.5: Curvas de fuerzas de reacción sobre el suelo de la base de datos de GaitRec
normalizadas por el peso y normalizadas linealmente en el tiempo: anteroposterior Fx (iz-
quierda), vertical Fy (mitad) y mediolateral Fz (derecha) para el grupo de sanos (arriba),
patológicos de cadera (medio) y de rodilla (abajo). En linea negra sólida la media y en dis-
continua más y menos una desviación típica.
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Figura 4.6: Curvas de fuerzas de reacción sobre el suelo de la base de datos de GaitRec
normalizadas por el peso y normalizadas linealmente en el tiempo: anteroposterior Fx (iz-
quierda), vertical Fy (mitad) y mediolateral Fz (derecha) para el grupo patológicos de tobillo
(arriba) y calcáneo (abajo). En linea negra sólida la media y en discontinua más y menos
una desviación típica.
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Capítulo 5

Normalización de la escala
temporal

En este capítulo se estudia el problema de la normalización de la escala de tiempos
en el FDA. La normalización de la escala de tiempos es un paso previo necesario
para poder comparar curvas de duraciones diferentes. En este capítulo se revisan
las diferentes alternativas de normalización utilizadas, discutiendo sus ventajas e
inconvenientes. A partir de las necesidades detectadas se plantea un estudio com-
parativo con el objetivo de evaluar algunas propiedades relevantes en el análisis
de movimientos humanos: efectividad de los diferentes métodos en la alineación
de curvas, coherencia en el cálculo de derivadas, coherencia con la coordinación
motora y coherencia en la alineación de fuerzas. En base a los los resultados ob-
tenidos se elegirá el método que se usará a lo largo de la tesis y se plantearán
nuevas líneas de investigación para trabajos futuros. En este capítulo se trata el
objetivo específico 1.
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5.1 Introducción

5.1.1 Estado del arte

A la hora de aplicar técnicas estadísticas del Análisis de Datos Funcionales se
plantea el problema de que las curvas no están medidas en el mismo intervalo de
tiempo, ya que no todos los sujetos tardan el mismo tiempo en realizar un movi-
miento determinado. La normalización del tiempo es un primer paso necesario en
el FDA, ya que se tienen que comparar curvas con principios y finales en instantes
diferentes. Esto implica tener que elegir una base de tiempos común a todas las
curvas para que todas empiecen y terminen en los mismos instantes.

En la inmensa mayoría de trabajos sobre análisis de movimientos humanos, abor-
dados o no con FDA, se usa una normalización lineal, donde se eligen como puntos
característicos el comienzo y final del movimiento. Así, se sustituye el tiempo por
una nueva variable que es el porcentaje sobre la duración total del gesto. Además,
se han desarrollado otros métodos alternativos que intentan mejorar el ajuste li-
neal, como los basados en landmarks o puntos característicos; el registro no lineal
o los basados en la fase del movimiento. En lo que sigue comentamos los distintos
métodos.

Independientemente del tipo de normalización elegida, cualquier alteración de la
escala de tiempos para representar las curvas asociadas a un movimiento produce
los siguientes efectos:

• Se modifican los desfases entre curvas, lo que afecta a los cálculos de las
medias y varianzas funcionales.

• Se alteran las duraciones de las diferentes fases del movimiento.

• Modificar la base de tiempos altera las relaciones entre las variables de
posición y sus derivadas, de manera que las velocidades en la nueva escala
no son las derivadas de las funciones respecto a la nueva variable.

• Se modifican los desfases entre curvas de posición asociadas a diferentes
grados de libertad, lo que modifica la descripción de la coordinación entre
articulaciones.

A continuación se describen estos problemas y, posteriormente, se discute cómo
se han abordado desde diferentes enfoques.
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Desfase entre curvas y efecto sobre los descriptivos funcionales

Las diferencias entre curvas de una misma variable funcional están asociadas a
dos tipos de variabilidad: las diferencias de amplitud y las diferencias de fase. La
variación de amplitud afecta al eje vertical, presentando diferencias en los valores
que la función toma en instantes específicos, como variaciones en la velocidad
máxima, rango angular, etc. Esto puede considerarse como una diferencia de in-
tensidad. En cambio, la variación de fase está relacionada con diferencias en el
tiempo de ejecución de las distintas etapas del movimiento [139, Capítulo 7].

La normalización en el tiempo no afecta a esa variación de amplitud, sino que
actúa únicamente sobre los desfases entre curvas. En particular, la normalización
lineal no tiene por qué eliminar dichos desfases, ya que, aunque se puede hacer
que todas las curvas empiecen y terminen en los mismos puntos, es posible que
determinadas características relevantes del movimiento (máximos, mínimos, pasos
por cero...) correspondan a instantes diferentes después de la normalización.

Estos desfases pueden plantear dos problemas para obtener descriptivos funcio-
nales. El primero afecta al cálculo de las medias funcionales, debido al efecto de
cancelación en los máximos y mínimos relativos, lo que produce medias demasiado
suavizadas. Este exceso de suavizado puede producir una alteración en la forma
de las curvas medias, perdiéndose características relevantes o dando lugar a una
media que no se parece a las curvas originales, por lo que no es representativa
del conjunto [12]. En segundo lugar, se produce un aumento de la dispersión en
las zonas de mayor pendiente y una mala estimación de las varianzas funcionales
[122].

Este problema ha sido el origen del desarrollo de alternativas a la normalización
lineal del tiempo que se describen más adelante.

Alteración de las duraciones de las etapas de un movimiento

Es una consecuencia del problema anterior. En general, las etapas del movimiento
se definen a partir de hitos que se identifican por determinadas características de
las curvas del movimiento. La posición temporal de estas características, como
máximos o mínimos relativos, pasos por cero, puntos de inflexión, etc., dependen
del tipo de normalización de la escala de tiempos y, por tanto, la duración de
estas etapas también.

A pesar de la idea generalizada de que la normalización lineal reduce la variabili-
dad en la duración de las fases o etapas de un movimiento, la realidad es que esto
no tiene por qué ser así. Es decir, el hecho de que se hagan coincidir el principio
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y final de un movimiento no tiene por qué llevar asociada una sincronización de
cada una de sus partes. En [123] se analiza cómo la normalización lineal afecta a
la variabilidad en la duración de las fases de un movimiento, tanto absolutas como
relativas a la duración total. En el artículo se demuestra cómo la normalización li-
neal sólo es adecuada en aquellos movimientos en los que la duración de las etapas
tengan una correlación positiva y elevada con la duración total del movimiento.
En el caso de bajas correlaciones entre la duración total y la de sus partes, se
incrementan las varianzas y la normalización lineal no funciona correctamente.

En los movimientos más o menos armónicos [13] las duraciones de las fases son
proporcionales a la duración total y la normalización lineal puede ser adecuada,
aspecto confirmado en [23]. En otros tipos de movimientos estas relaciones son
claramente no lineales y es preferible utilizar otro tipo de normalización del tiempo
[122].

Alteración de las derivadas. Coherencia dinámica

En el análisis de movimientos humanos es habitual considerar, aparte de las varia-
bles de posición, otras que dependen de derivadas de funciones como velocidades,
aceleraciones, fuerzas y momentos, potencias, etc.

Estas funciones son derivadas de la función que nos da la posición respecto del
tiempo. El uso de una normalización del tiempo altera la escala de tiempos,
de manera que en la nueva escala las derivadas de las posiciones no coinciden
con las velocidades representadas, y por tanto, tampoco las aceleraciones con
las derivadas de la velocidad. Esto es especialmente relevante cuando se aplican
métodos de registro no lineal, donde el tiempo se ajusta localmente y se está
alterando la forma de las curvas de velocidad, aceleración y fuerzas de manera
incompatible con la dinámica real del movimiento.

En el caso de la normalización lineal del 0 al 100%, el problema no es relevante,
siempre y cuando no se tome esa escala como un tiempo, sino como un simple
escalado para comparar curvas.
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Coherencia en la descripción de la coordinación motora

La normalización de la base de tiempos afecta a los desfases entre curvas, pero no
solo entre sujetos, sino que también puede afectar de manera distinta a las dife-
rentes variables articulares implicadas en un movimiento. Es decir, la descripción
entre desfases relativos de curvas de diferentes ángulos articulares se ve también
afectada por el tipo de normalización de la escala de tiempos. Esto puede llevar a
interpretaciones erróneas de la coordinación entre articulaciones si no se considera
adecuadamente.

Este es un tema poco estudiado en la literatura, donde se prefiere el uso de dia-
gramas ángulo-ángulo, que no requieren normalización temporal. Estos diagramas
permiten visualizar la relación entre dos variables articulares sin depender de una
escala de tiempo común. Se han encontrado algunos artículos que lo utilicen en
análisis de la marcha [135] o en análisis de movimientos del hombro [116].

El problema es especialmente relevante en los sistemas de registro no lineal, donde
las funciones de transformación del tiempo pueden ser diferentes para cada grado
de libertad, lo que da lugar a diferentes interpretaciones según la variable elegida
como referencia para el ajuste.

En la normalización lineal se utiliza un único criterio (inicio o final del movimien-
to), pero incluso en este método se elige una variable como referencia para definir
el movimiento. Si se cambia la variable, las duraciones pueden ser ligeramente
distintas y por tanto, también los desfases entre curvas.

De todos los problemas señalados anteriormente, los más estudiados en la litera-
tura son los dos primeros: desfase entre curvas y alteración de las duraciones de
las fases de un movimiento, dando lugar a otras alternativas a la normalización
lineal, revisados en [103].

El método más simple y el primero en plantearse es el uso de la alineación de
curvas basado en puntos característicos o landmarks, estudiado en detalle por
Kneipp y Gasser [76, 51]. Este método se basa en identificar una serie de puntos
característicos de la curva, para alinearlos a través de unas funciones de trans-
formación del tiempo. Como ejemplo de puntos característicos se suelen utilizar
los máximos o mínimos, por lo que resulta más cómodo identificarlos a través de
las funciones derivadas. Se pueden encontrar varios trabajos del registro basado
en landmarks aplicados a biomecánica, así como del desarrollo teórico del método
[151, 35, 32, 113, 67, 15, 177].

Se evalúa la capacidad de alineamiento de estos métodos [151, 35]. A partir de
esta evaluación se comprueba que presenta ventajas sobre la normalización lineal
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ya que controla mejor los desfases y mejora la estimación de medias y varianzas
funcionales [151, 189] y elimina el problema de las diferencias en las duraciones
de las fases. Sin embargo, la alineación de curvas basada en landmarks tiene una
serie de inconvenientes.

• En primer lugar, la dificultad de extraer esos puntos característicos, elegidos
en algunos casos arbitrariamente por ser fácilmente identificables, como lo
son los extremos de una función o los pasos por cero. Si se eligen otros puntos
característicos se obtiene un registro diferente [151].

• La alineación depende de la variable utilizada para definir los puntos ca-
racterísticos, presentando problemas de coherencia en la descripción de la
coordinación motora [113].

• Surgen problemas prácticos a la hora de identificar automáticamente estos
puntos característicos en el caso de personas con patrones alterados, como
sujetos patológicos, o en variables con mucha variabilidad, como por ejemplo
las fuerzas mediolaterales medidas en marcha [151].

• El ajuste depende del número de puntos característicos elegidos. Si se eligen
pocos puntos, puede que se estén ignorando las variaciones en otras regiones
de la curva [103], habiendo un sub-registro. En cambio, si se eligen muchos
landmarks, o estos no son adecuados, se produce un sobre-registro [113].

Aunque se han sugerido posibles mejoras a estos problemas [151], realmente es un
método complejo y poco efectivo, en general [103]. De hecho, el ajuste por puntos
característicos no es más que una versión de los métodos de registro no lineal que
se describen a continuación, ya que se divide la función en intervalos definidos
por esos puntos característicos y se ajusta el tiempo en dichos intervalos.

Los métodos de registro no lineal tratan de obtener una función de transformación
del tiempo h(t) minimizando una cierta cantidad previamente definida relaciona-
da con los desfases entre curvas. Se han definido diferentes alternativas de registro,
que se diferencian por el tipo de métrica utilizada para evaluar el alineamiento
entre curvas. Dichos métodos se pueden clasificaren dos grupos: los que usan la
distancia L2 y el que usa la métrica de Fisher-Rao [165].

Existen varios métodos de registro del tiempo que emplean la distancia L2, des-
critos en [103]. Nos centramos en el propuesto en [139], que obtiene la función
de transformación del tiempo minimizando el segundo valor propio de la matriz
de covarianzas entre cada curva que se quiere registrar y una curva patrón que
habitualmente es la media. Puesto que inicialmente las curvas están sin alinear,
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esa media puede sufrir el efecto de cancelación, por lo que es necesario seguir un
proceso Procrustes iterativo. Se han encontrado varios artículos que lo utilicen en
el ámbito de la Biomecánica [94, 122, 189, 124, 150, 23].

Se quiere prestar especial atención a algunos de estos trabajos por el interés de sus
resultados y conclusiones. Un estudio [23] lo aplica a datos cinemáticos cíclicos,
concretamente a movimientos de mandíbula durante la masticación. Comparan
este método de registro no lineal con la normalización lineal, a través de la com-
paración de curvas medias, valores RMS y evaluación de las funciones de trans-
formación del tiempo. Concluyen que, aunque el registro disminuyó ligeramente
los valores RMS, éste no afectó significativamente las curvas medias, obteniendo
funciones de transformación del tiempo prácticamente lineales. Esto sugiere la
importancia de evaluar los efectos del registro y que este puede no ser necesario
en ciertos movimientos cíclicos. En cambio, el estudio realizado en [122] sobre
el movimiento de sentarse-levantarse demostró que el proceso de registro redu-
jo eficazmente la variabilidad intra-sujeto, permitiendo extraer patrones medios
más consistentes sin alterar la variabilidad de amplitud. Las funciones de trans-
formación del tiempo obtenidas, generalmente eran no lineales, lo que pone de
manifiesto que había diferencias de fase en las distintas curvas.

La diferencia obtenida en los dos estudios anteriores [23, 122] puede explicarse
a partir del criterio establecido en [123]. En los movimientos cíclicos y muy ar-
mónicos, la relación entre la duración de las fases y la total es casi lineal, lo que
hace innecesario un registro no lineal. En cambio, en el movimiento de levantarse
los cambios en la duración total afectan de manera muy distinta a las fases del
movimiento y el registro lineal ofrece resultados muy limitados.

El otro método de registro continuo del tiempo es el basado en la métrica de
Fisher-Rao. Se propone otra métrica conocida como de Fisher-Rao, definiendo
una función SRVF, denominada función raíz cuadrada de la velocidad, que cumple
una serie de propiedades que facilitan la aplicación de este método. De esta forma,
la distancia de Fisher-Rao entre dos funciones se puede calcular como la distancia
L2 entre sus SRVFs. Este enfoque proporciona una base matemática sólida para
separar la variación de fase y amplitud en datos funcionales, superando algunas
limitaciones de los métodos tradicionales, sin embargo, es relativamente reciente y
poco utilizado en biomecánica hasta la fecha. Este método de registro se encuentra
descrito en [160, 165, 166, 103]. Solo se han encontrado dos trabajos [86, 129] que
empleen este método de registro a datos biomecánicos.

Las ventajas e inconvenientes del registro no lineal respecto a los métodos ante-
riores se resumen en las siguientes:
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• Son mucho más efectivos que el método lineal o el basado en landmarks en
la obtención de curvas medias y disminución de la varianza [122, 189]. Su
efectividad es mejor en movimientos no periódicos o periódicos pero no muy
armónicos. En los movimientos armónicos, el resultado es similar al ajuste
lineal [23].

• Sin embargo, no ofrecen las mismas funciones de transformación del tiempo
si se registran las curvas de posición o de velocidad, lo que indica que no se
mantiene la coherencia dinámica [94, 62].

• No se han encontrado estudios que evalúen las diferencias entre las funciones
de transformación del tiempo obtenidas al usar distintas variables asociadas
al mismo movimiento, por lo que se no se ha evaluado hasta la fecha su
coherencia en la descripción de la coordinación motora

• Es necesario una curva patrón para alinear el resto de curvas. En el método
de Ramsay es habitual utilizar la curva media, mientras que en el de Fisher-
Rao utilizan la Karcher mean. Puesto que en el método de Ramsay se utiliza
la curva media, antes de alinear las curvas esta media presenta el problema
de cancelación. Esto hace que sean necesarias varias iteraciones, por lo que
este método es computacionalmente más costoso.

• En ocasiones las funciones de transformación del tiempo presentan el efecto
“pellizco”, que se trata de cambios bruscos en estas funciones [103], que
deben ser suaves, ya que desde el punto de vista físico no se puede producir
un cambio brusco en el tiempo en un determinado movimiento.

• Hay pocos estudios que comparen estos métodos de registro en datos biome-
cánicos con el objetivo de conocer cuál puede ser más adecuado [35, 94, 177,
189] según el tipo de datos, en especial que involucren el método basado en
la métrica de Fisher-Rao.

Finalmente, existen otros métodos basados en la fase relativa del movimiento
[12]. A diferencia de los anteriores, lo que se hace no es modificar la base de
tiempos, sino sustituir el tiempo por otra variable que represente el avance en la
ejecución de la maniobra. Esta variable sería la fase, definida a partir del diagrama
velocidad-posición de la variable, en términos análogos a la fase en un diagrama
de fases en un movimiento armónico. De esta manera, los ciclos del movimiento
se normalizarían en fases de 0 a 360◦. En [85] hay una revisión sobre diferentes
formas de calcular las fases del movimiento y sus aplicaciones al estudio de la
coordinación motora. En [94] se usa la transformada de Hilbert y se compara
este método con la normalización lineal y el registro no lineal de Ramsay. Este
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método ofrece resultados mejores que la normalización lineal y similares a los del
registro, con la ventaja de mantener mejor la coherencia dinámica, ya que en la
fase intervienen la variable de posición y su derivada. No se valora la coherencia
entre variables. Sin embargo, presenta el inconveniente de que solo se puede aplicar
bien en movimiento periódicos regulares, y no tiene sentido en el caso de medidas
de fuerzas. Aun teniendo potencial para la descripción de coordinación motora, a
partir de las fases relativas entre grados de libertad [62], no es una herramienta
de uso general por lo que no será utilizada en el resto de esta tesis.

5.1.2 Necesidades detectadas. Objetivos.

A la vista de la revisión realizada, cabe extraer algunas conclusiones relacionadas
con lagunas de conocimientos que darán lugar a los objetivos de este capítulo:

• Aunque la normalización lineal es el procedimiento estándar para alinear
curvas como paso previo al FDA, su uso puede afectar a los desfases en
las curvas y ofrecer una descripción inadecuada de las medias y varianzas
funcionales. Estos aspectos pueden resolverse con métodos de registro no
lineal.

• Sin embargo, no se dispone de suficiente información comparativa entre los
métodos de Ramsay y Fisher-Rao en aplicaciones a la Biomecánica.

• Tampoco se ha comparado la coherencia dinámica entre ambos métodos.
No se han analizado las diferencias entre las funciones warping h(t) al usar
posiciones o velocidades y cómo se podría realizar un ajuste que proporcione
un conjunto único de funciones h(t) que registren a la vez posiciones y
velocidades.

• No se ha cuantificado el efecto del registro sobre la coordinación entre va-
riables asociadas a diferentes grados de libertad.

• Finalmente, tampoco se ha estudiado el registro sobre distintas componentes
de una magnitud física como por ejemplo la fuerza, descompuesta en los tres
ejes de coordenadas.

Este capítulo tiene por objetivo la comparación de los métodos de registro no
lineal entre sí con la normalización lineal, con la finalidad de responder a las
siguientes preguntas:

• ¿Qué método proporciona una mejor estimación de las curvas medias y una
mayor reducción del desfase entre curvas?

55



Capítulo 5. Normalización de la escala temporal

• ¿Qué método ofrece mejores resultados desde el punto de vista de coherencia
dinámica?

• ¿Es posible obtener un conjunto de funciones h(t) que permitan registrar a
la vez una variable y sus derivadas?

• ¿Cómo afecta el registro a la coherencia en la coordinación entre variables?
¿Existe una función de transformación del tiempo h(t) común a todos los
grados de libertad de un movimiento?

• ¿Cómo afecta el registro a la coherencia mecánica? ¿Existe una única función
h(t) que permita alinear las tres componentes de una fuerza?

Para ello, se aplicará el método de normalización lineal y los dos métodos de
registro no lineal a tres bases de datos de movimientos, una de cuello, otra de
marcha y por último una de carrera, de acuerdo con la metodología que se explica
en el apartado siguiente.

5.2 Métodos de normalización del tiempo

En esta sección se describen brevemente los métodos de normalización del tiempo
que se van a utilizar en esta tesis: la normalización lineal y los dos métodos de
registro continuo del tiempo. No se utilizará el método basado en landmarks por
las limitaciones comentadas en la revisión realizada. Tampoco el basado en la
transformada de Hilbert [94], ya que funciona muy bien en movimientos perió-
dicos más o menos armónicos, pero no está comprobada su viabilidad en otras
aplicaciones, como por ejemplo en fuerzas medidas en marcha, etc.

A continuación, se describen las bases matemáticas de los tres métodos a compa-
rar.

5.2.1 Normalización lineal

Consideremos un conjunto de N curvas xi(t) que representa un cierto movimiento
medido para cada uno de los N sujetos. Puesto que estas curvas dependen del
tiempo, cada curva i se puede expresar como un conjunto de valores xij(t), en
los tiempos tij medidos en el intervalo de duración del movimiento [0, Ti]: xij =
xi(tij) con i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , k, siendo k el número de datos del sujeto
i.
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La normalización lineal del tiempo se realiza escalando el tiempo del 0 al 100%,
expresado como tanto por uno, del tiempo de ejecución del movimiento, dividiendo
para ello cada instante entre el tiempo total Ti que el sujeto i ha empleado en
realizarlo. Es decir, el tiempo normalizado se obtiene como tn,ij = tij

Ti
, tn,ij ∈ [0, 1].

5.2.2 Registro continuo: método de Ramsay

En los métodos de registro no lineales el objetivo es reducir la variabilidad de
fase a través de unas funciones de transformación del tiempo hi(t), también de-
nominadas funciones warping que transforman el tiempo t de la curva i. Estas
funciones de transformación del tiempo cumplen una serie de características:

• Son estrictamente crecientes, ya que el tiempo no puede retroceder. Es decir,
si s < t implica que hi(s) < hi(t).

• Si se trabaja en el intervalo de tiempo [0, T ], las funciones h(t) deben satis-
facer que h(0) = 0 y h(T ) = T . Como se trabaja ya con curvas normalizadas
linealmente, el intervalo es [0, 1], por lo que se debe cumplir que h(0) = 0
y h(1) = 1.

• Estas funciones deben tener una segunda derivada integrable.

De esta forma, cada función registrada x∗
i (t) se obtiene a través de la composición

de funciones como:

x∗
i (t) = xi ◦ hi(t) = xi[hi(t)] (5.1)

El objetivo es encontrar esa función de transformación del tiempo que permite ali-
near la curva de cada sujeto. Según la estrategia seguida para hallar las funciones
de transformación del tiempo se tiene un método de registro no lineal.

La idea detrás del método de Ramsay, más detalladamente explicado en [122, 139,
140], está en que una curva ya registrada x∗

i (t) debe diferir solo en términos de
amplitud con una curva objetivo x0(t), que es la media funcional de todas las
curvas. Es decir,

x0(t) = x̄(t) =
1

N

N∑
i=1

xi(t). (5.2)

Se emplea una idea parecida a la del análisis de componentes principales (PCA),
encontrando la función hi(t) que minimiza el segundo autovalor de la matriz de
productos cruzados:

57



Capítulo 5. Normalización de la escala temporal

Σ =

( ∫
x2
0(t)dt

∫
x0(t)xi[hi(t)]dt∫

x0(t)xi[hi(t)]dt
∫
x2
i (t)dt

)
. (5.3)

Esta matriz es simétrica, por lo que tiene dos autovalores reales. El más grande
(µ1) corresponde a la varianza asociada a las diferencias de amplitud, mientras
que el segundo autovalor (µ2) a las variaciones de fase. Por tanto, la función
hi(t) será aquella que minimice el segundo autovalor µ2 de la matriz Σ. En la
práctica, la función que se minimiza es la del logaritmo del autovalor más pequeño
F (hi) = log(µ2).

Las funciones h(t) deben tener una derivada segunda integrable y además ser
estrictamente crecientes, por lo que cada función se puede describir por la ecuación
diferencial homogénea:

D2h = wDh (5.4)

donde D y D2 son la primera y segunda derivada, respectivamente, y w(t) es
una función de pesos. Puesto que además las funciones warping deben cumplir
la restricción de h(0) = 0 y h(T ) = T , la ecuación diferencial anterior tiene la
solución general:

h(t) = C1

∫ T

0

exp

(∫ u

0

w(v)dv

)
du (5.5)

donde C1 = T/
∫ T

0
exp

(∫ u

0
w(v)dv

)
du. La función w se expresa como una com-

binación lineal de una base de funciones.

El método de registro se realiza comparando cada función xi(t) con la media
funcional x0(t) = x̄(t). Puesto que inicialmente las funciones no están alineadas,
esta media funcional está afectada por el efecto de cancelación de la media. Para
evitar este problema se utiliza un método Procrustes iterativo, donde el proceso
de registro de las curvas se repite varias veces, de forma que en cada iteración se
calcula la curva x0(t), que sirve de patrón para la siguiente iteración. Este proceso
se repite hasta que el método converge.

Así se obtienen las funciones hi(t) que contienen información temporal de cada
sujeto, de forma que si la función de transformación del tiempo se encuentra por
debajo de la función identidad (tiempo transformado menor que tiempo) se tiene
un sujeto que se mueve más rápido que la media.
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5.2.3 Registro continuo: método basado en la métrica de Fisher-Rao

Un enfoque común para cuantificar la distancia entre dos curvas x1 y x2 es me-
diante la norma L2. Una forma diferente de estudiar la variación de amplitud
y fase es a través de las clases de equivalencia. Este concepto no es nuevo en
estadística, pues es ampliamente usado en análisis de formas. Así, las clases de
equivalencia se definen agrupando curvas que pueden ser transformadas entre sí
mediante transformaciones temporales a través de las funciones de transformación
del tiempo. Este enfoque es innovador porque proporciona una forma natural de
definir y separar la variación de amplitud y fase, permitiendo desarrollar métricas
que comparen estas clases de equivalencia en lugar de funciones individuales, lo
que es más robusto.

La principal idea de este método de registro es elegir una métrica que permi-
ta comparar clases de equivalencia, y no solo funciones independientes. Esto se
consigue definiendo una métrica invariante a deformaciones idénticas de sus dos
argumentos:

d(x1, x2) = d(x1 ◦ h, x2 ◦ h) (5.6)

La distancia de Fisher-Rao dFR satisface la ecuación anterior. Un aspecto clave en
este método de registro es la definición de la función raíz cuadrada de la velocidad
(SRVF):

SRV F (x) = sgn(Dx)
√
|Dx| (5.7)

donde sgn(x) = 1 si x ≥ 0 y -1 en caso contrario; y Dx es la primera derivada
de x. La razón por la que se define esta función SRVF es porque la distancia de
Fisher-Rao entre dos funciones cualesquiera viene dada por la distancia L2 entre
sus SRVF:

dFR(x1, x2) = ∥SRV F (x1)− SRV F (x2)∥. (5.8)

Esta función SRVF está bien definida y cumple una serie de propiedades, entre
las que destacamos que si transformamos una función x en el tiempo a través
de h, el SRVF de x ◦ h viene dado por SRV F (x ◦ h) = (q ◦ h)

√
Dh donde por

simplicidad se ha designado q = SRV F (x) [160, 166]. Con esta expresión, para
dos curvas x1 y x2: ∥q1 − q2∥ = ∥(q1, h)− (q2, h)∥ (5.9)

donde q1, q2 son las SRVFs de x1 y x2, respectivamente. Esto lo denominan la
propiedad de isometría y sugiere un nuevo término de coste, de forma que el
problema del registro viene dado por:

inf
h
∥SRV F (x1)−SRV F (x2 ◦h)∥ = inf

h
∥SRV F (x1 ◦h)−SRV F (x2)∥ (5.10)

59



Capítulo 5. Normalización de la escala temporal

La ecuación (5.10) sugiere que podemos registrar los SRVFs de dos funciones
cualquiera y después devolver la transformación para obtener las funciones regis-
tradas.

Por último, al igual que en el método de Ramsay se utilizaba como curva patrón
la media funcional, en este método de registro hay que definir una curva patrón
similar y consistente a la distancia que se está empleando. Se puede calcular el
promedio de las clases de equivalencia [x1], . . . , [xn] utilizando el concepto de
Karcher mean o Fréchet mean [160]. El patrón se considera entonces como el
centro de la clase de equivalencia de la Karcher mean, elegida de forma que el
promedio de las fases de x1, . . . , xn con respecto a ese centro, sea la identidad hid.
Se puede encontrar más detalles sobre los desarrollos matemáticos de este método
en el trabajo de [160].

5.3 Aplicaciones

En este apartado se plantean una serie de aplicaciones de los dos métodos de
registro continuo:

• Comparación de métodos de registro: se quieren comparar los distintos mé-
todos de registro del tiempo comentados, con el objetivo de determinar las
diferencias entre ambos y analizar la conveniencia de utilizar uno u otro en
base a un mejor alineamiento de las curvas.

• Coherencia dinámica: se estudia si se mantiene una coherencia dinámica en
el proceso de registro del tiempo. Es decir, si es posible que la función de
transformación del tiempo que registra una curva, como la posición, también
registre sus derivadas, como la velocidad o aceleración.

• Coordinación motora: se analiza si las funciones de transformación del tiem-
po obtenidas para un grado de libertad son las mismas que las obtenidas
para el resto de grados de libertad del mismo movimiento. Es decir, si las
h(t) que registran por ejemplo las curvas de la cadera en la marcha, permiten
también alinear las curvas de rodilla o tobillo.

• Coherencia mecánica: por último, se quiere comprobar si existe una cohe-
rencia mecánica en el registro de la descomposición en los tres ejes de una
magnitud física vectorial. Así, se realiza el registro de las tres componentes
de fuerza de reacción sobre el suelo Fx, Fy y Fz y se comparan las funciones
de transformación del tiempo.
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5.3.1 Comparación de métodos de registro

El primer objetivo de este capítulo es comparar los métodos de registro continuos
entre sí y con la normalización lineal. Para ello, partiendo de un conjunto de
curvas normalizadas linealmente en el tiempo se van a aplicar los dos métodos de
registro no lineal: el de Ramsay y el de Fisher-Rao.

Material y métodos

Se realizará el registro de las curvas de posición del movimiento de flexo-extensión
del cuello (Apartado 4.1, [156]). Se han tomado 100 curvas elegidas aleatoriamente
de toda la base de datos. Se eligen 5 bases de B-Splines para expresar funcional-
mente las funciones de transformación del tiempo.

Para comparar los métodos de registro hay que definir una serie de cantidades
que permitan evaluarlos y compararlos entre sí:

• Desfase θ entre curvas: cuanto menor sea el desfase entre curvas mayor
capacidad de alinear tiene el método. Este desfase θ, entre cada curva y la
de referencia, se calcula como [94]:

cos θ = < x, y >

∥x∥∥y∥
(5.11)

donde x e y son dos vectores correspondientes a los valores que toma la
función en cada uno de los puntos, < x, y > es el producto escalar de
ambos vectores y ∥x∥ es la norma o módulo del vector, obtenido como
∥x∥ =

√
< x, x >. Para comparar los métodos de registro, uno de los vec-

tores corresponde a la media de las curvas registradas, mientras que el otro
vector es cada una de las curvas de la muestra, ambas evaluadas en una
partición del intervalo [0, 1]. Se obtiene así un desfase para cada una de las
funciones, a partir de los cuales podemos calcular su valor medio, desviación
típica y rango, en grados.

• Amplitud de las curvas promedio: para evaluar el efecto de cancelación
asociado a los desfases entre curvas, se usará el valor cuadrático medio de
las medias, como indicador del efecto del registro sobre las amplitudes de
los máximos y mínimos relativos. El RMS de la curva promedio x̄ es:

RMS =

√√√√1

k

k∑
i=1

x̄i
2 (5.12)
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donde se ha discretizado la función promedio x̄ en k valores.

De esta forma mayores RMS indican una mejor capacidad de alineación de
curvas del método, al mitigar el efecto de cancelación de la media. Esta can-
tidad ha sido empleada previamente por varios investigadores con el mismo
propósito [23, 35, 94, 151].

• Suavidad de las funciones de transformación del tiempo h(t): se uti-
liza la primera derivada de la función de transformación del tiempo, Dh(t),
para cuantificar la suavidad, ya que cambios bruscos en la función h(t) se
pueden apreciar muy evidentemente en su primera derivada. Así, se calcula
la longitud de curva de esta derivada Dh(t) como:

L =

∫ 1

0

√
1 + [D2h(t)]2dt (5.13)

donde D2h(t) es la segunda derivada de la función h(t). Menores valores de
esa longitud de curva L indican que la función h(t) es más suave.

• Coherencia dinámica: el método de registro empleado debe garantizar
cierta coherencia dinámica, es decir, las funciones de transformación del
tiempo que alinean las funciones de posición deben alinear igualmente las
de velocidad angular. Por tanto, se aplican las funciones de transformación
del tiempo obtenidas en el registro del ángulo hα(t) a las curvas de velocidad
angular ω(t) para analizar si estas también las alinean. Así, a partir de las
curvas de velocidad normalizadas linealmente, se evalúan en los tiempos
transformados obtenidos del registro de las curvas de posición, por lo que la
velocidad angular registrada se obtiene como ω∗(t) = ω ◦ hα(t) = ω[hα(t)].

Resultados

La Figura 5.1 muestra las curvas de ángulo (arriba) registradas con los tres mé-
todos mencionados, junto con la media (línea sólida negra) más y menos una
desviación (línea negra discontinua). En la parte de abajo se muestran las fun-
ciones de velocidad registradas a partir de las funciones de transformación del
tiempo obtenidas en el proceso de registro del ángulo.

Las funciones h(t) se muestran en la Figura 5.2 tanto para el método de Ramsay
(izquierda) como para el método basado en la métrica de Fisher-Rao (derecha).
En el eje horizontal se muestra el tiempo normalizado, mientras que en el eje
vertical el tiempo transformado. Para poder comparar mejor las funciones de
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Figura 5.1: Arriba: curvas de ángulo normalizadas linealmente en el tiempo (izquierda),
con el método de registro continuo de Ramsay (medio) y con el método basado en la métrica
de Fisher-Rao (derecha). La línea sólida negra marca la media funcional de las curvas y
la discontinua la media más y menos una desviación típica. Abajo aparecen las gráficas de
velocidad normalizadas linealmente en el tiempo (izquierda) y registradas con las funciones
de transformación del tiempo obtenidas para el ángulo, con el método de Ramsay (medio)
y el de Fisher-Rao (derecha). 63
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transformación del tiempo obtenidas por ambos métodos, se han elegido cuatro
repeticiones aleatorias y se han representado de forma conjunta las funciones h(t)
obtenidas en cada método, como se muestra en la Figura 5.3, en negro para el
método de Ramsay y en rojo para el de Fisher-Rao.

Tabla 5.1: Valores RMS de la función media del ángulo y velocidad obtenida con los tres
métodos de registro del tiempo: normalización lineal, método de Ramsay y método de Fisher-
Rao.

Método RMS del ángulo RMS de la velocidad
Normalización lineal 45.65 89.50
Ramsay 45.50 92.46
Fisher-Rao 46.20 92.49

Tabla 5.2: Valor medio y desviación típica (entre paréntesis) en grados del desfase entre la
curva media y cada curva registrada obtenida con cada uno de los tres métodos de registro
del tiempo: normalización lineal, método de Ramsay y método de Fisher-Rao.

Método Desfase (◦) del ángulo Desfase (◦) de velocidad
Normalización lineal 10.95 (5.91) 11.29 (5.21)
Ramsay 4.22 (3.08) 8.37 (3.43)
Fisher-Rao 6.42 (5.03) 6.69 (2.5)

En la Tabla 5.1 se muestran los valores RMS de las medias funcionales de las
curvas tras la normalización. El método de Fisher-Rao presenta los valores más
altos, tanto para el ángulo (46.20) como para la velocidad (92.49).

Se calcula también el desfase, en grados, entre la curva media y cada curva re-
gistrada, obteniendo los valores medios, junto con la desviación típica, que se
muestran en la Tabla 5.2. El mayor desfase entre curvas se da para la normali-
zación lineal, tanto para el ángulo (10,95◦) como para la velocidad (11,29◦). El
método de Ramsay proporciona el menor valor medio de desfase en el ángulo
(4,22◦), mientras que es el método basado en la métrica de Fisher-Rao el que
da menor valor medio en la velocidad (6,69◦). Para evaluar si esta reducción del
desfase en los métodos de registro continuo respecto del método de normaliza-
ción lineal son significativos se ha realizado un ANOVA. En todos los casos la
diferencia entre las medias de los desfases es significativa (p-valor<0.001).

64



5.3 Aplicaciones

Figura 5.2: Funciones de transformación del tiempo obtenidas con el método de Ramsay
(izquierda) y el de Fisher-Rao (derecha), obtenidas al registrar el ángulo.

Figura 5.3: Comparación de las funciones h(t) obtenidas con el método de Ramsay (negro)
y el de Fisher-Rao (rojo) para cuatro repeticiones elegidas aleatoriamente.

65



Capítulo 5. Normalización de la escala temporal

Figura 5.4: Funciones h(t) de las 10 primeras repeticiones (arriba) junto con sus derivadas
(abajo) para el método de Ramsay (izquierda) y el de Fisher-Rao (derecha).

Para evaluar la suavidad de las funciones de transformación del tiempo se calcula
su primera derivada y se calcula la longitud de la curva. Así, el valor medio para
el método de Ramsay es 2,03 con una desviación típica de 1,03 y de 2,23 para
la media y 0,73 de desviación típica para el de Fisher-Rao. Para visualizar mejor
la suavidad de estas h(t) y sus derivadas, se representan en la Figura 5.4 estas
funciones para las 10 primeras repeticiones, de ambos métodos, junto con sus
derivadas (abajo).

Discusión

A partir de los resultados anteriores, se comparan entre sí los de registro continuo
y con el de la normalización lineal.

En la Figura 5.1 se muestra cómo los métodos de registro no lineal permiten
alinear las curvas angulares mejor que la normalización lineal, reduciendo la va-
riabilidad. El método de Ramsay alinea mejor las curvas en los pasos por cero,
mientras que el método de Fisher-Rao es más eficiente en los extremos de la cur-
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va. Estas diferencias se aprecian mejor al analizar las curvas de velocidad (Figura
5.1 abajo), donde de nuevo los métodos de registro no lineales alinean mejor que
la normalización lineal. En este caso, el método de Fisher-Rao proporciona un
mejor alineamiento de las funciones velocidad que el método de Ramsay. Estos
resultados son similares a los obtenidos en los trabajos de [94, 23] en lo referente
a la comparación entre el método de Ramsay y la normalización lineal. Sin em-
bargo, no se ha encontrado ningún trabajo que utilice el método de Fisher-Rao
en el análisis de movimientos humanos.

Es importante destacar que el paso por el cero en las curvas registradas por el
método de Fisher-Rao coincide en todas las curvas en el mismo punto, de ahí que
el máximo del ángulo esté perfectamente alineado. En cambio, en las curvas de
velocidad obtenidas con el método de Ramsay, en ese paso por cero hay mayor
variabilidad entre las curvas. Además, los extremos de la velocidad en el método
de Fisher-Rao están mejor alineados que con el método de Ramsay. Así, el método
de Fisher-Rao parece proporcionar mejor alineamiento de las curvas de velocidad,
mientras que el de Ramsay funciona muy bien con la curvas angulares.

Para analizar la amplitud de las curvas promedio se ha calculado el valor cuadrá-
tico medio (RMS) de las funciones medias después de aplicar los tres métodos.
Mayores valores de RMS indican mayor capacidad del método para alinear las
curvas, ya que se reduce el efecto de cancelación de la media. Para el ángulo, el
método de Fisher-Rao es el que obtiene mayor valor de RMS (46,20), aunque la
diferencia en el RMS entre los tres métodos es bastante reducida.

Aunque el método de Ramsay alinee mejor las curvas angulares que el método de
normalización lineal, el valor RMS es ligeramente inferior. Esto puede deberse a
que, aunque el valor máximo de la media en el ángulo es más alto con el método
de Ramsay, la pendiente con la que se alcanza ese máximo es mayor, haciendo que
la curva media sea más “apuntada” o estrecha. Como resultado, en los intervalos
de crecimiento y decrecimiento, los valores de la media obtenida con el método
de Ramsay son ligeramente inferiores a los de la media de la normalización lineal.
Esto indica que se ha mitigado el efecto de cancelación de la media. En cuanto a
la velocidad, los dos métodos no lineales proporcionan mejores valores RMS que
la normalización lineal.

Respecto al desfase entre curvas, los dos métodos de registro continuo mejoran el
desfase entre las curvas respecto a la normalización lineal. En el caso de las curvas
angulares, la reducción del desfase es mayor para el método de Ramsay (desfase de
4,22◦ vs. 6,42◦), mientras que para la velocidad es el de Fisher-Rao el que reduce
más este desfase (desfase de 6,69◦ vs. 8,37◦). Es coherente que los resultados en la
velocidad angular sean ligeramente mejores en el método de Fisher-Rao, puesto
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que utilizan la función SRVF donde está implicada la primera derivada de las
funciones que se quieren alinear, en este caso, la velocidad angular.

En cuanto a las funciones de transformación del tiempo, en la Figura 5.2 se observa
que las funciones obtenidas con el método de Ramsay son ligeramente más suaves
que las de Fisher-Rao. Estas últimas presentan algunas cambios bruscos en el
tiempo en especial al final del movimiento, donde se exige a la función que cumpla
que h(1) = 1 lo que parece originar un cambio brusco en la pendiente. Los cambios
bruscos de h(t) implican contracciones o dilataciones temporales muy acusadas,
lo que no tiene sentido desde un punto de vista físico, y son comportamientos
indeseables en el proceso de registro.

Para contrastar los dos métodos no lineales se comparan las funciones de trans-
formación de algunos sujetos elegidos al azar (Figura 5.3). En algunos sujetos
las diferencias son bastante notables, concretamente el mostrado en la esquina
superior derecha, donde en la primera mitad del movimiento los dos métodos
transforman el tiempo de forma opuesta, adelantando el método de Fisher-Rao y
retrasando el método de Ramsay, la curva del ángulo respecto de la original.

Estas curvas de transformación del tiempo son más suaves para el método de
Ramsay que para el de Fisher-Rao, con una longitud media de la primera derivada
de 2,03 frente a 2,23, respectivamente. Por lo que las h(t) del método de Fisher-
Rao son menos suaves, en especial en los extremos. No obstante, como se puede
observar en la Figura 5.4, ambos métodos presentan valores altos en su derivada
en los extremos, lo que indica cambios bruscos en el tiempo.

Las funciones de transformación del tiempo tienen como objetivo alinear las fun-
ciones, adelantando o retrasando ciertos eventos en los distintos intervalos de
tiempo. Pero se puede apreciar que las funciones registradas con el método de
Fisher-Rao tienen una forma distinta respecto de las curvas originales antes del
registro. Es decir, parece que aparte de alinear las curvas está aplicando un le-
ve suavizado, eliminando en algunos casos algunos extremos relativos. Este es
un inconveniente del método, ya que el objetivo del registro es únicamente ali-
near las funciones reduciendo esa variabilidad de fase, sin alterar la forma ni las
características principales de la curva.

Finalmente hay que señalar que, en este caso, el registro se ha realizado a partir
de las curvas de posición. Por lo tanto, el alineamiento de las curvas de velocidad
nos puede dar información sobre la coherencia dinámica del registro. Así, los dos
métodos de registro continuo son mejores que el lineal, proporcionando una mejor
coherencia dinámica. El método de Fisher-Rao es el que alinea mejor las curvas de
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velocidad. Esto tiene sentido, como se comentaba anteriormente, ya que utiliza la
primera derivada de las funciones que se quieren alinear para realizar el registro.

En definitiva, se puede concluir que los métodos de registro continuo, como el
método de Ramsay o el basado en la métrica de Fisher-Rao, permiten un buen
alineamiento de curvas biomecánicas, mejorando los resultados de la normaliza-
ción lineal.

En cuanto a cuál de los dos métodos es más adecuado para reducir esa variabilidad
de fase, el de Ramsay reduce más el desfase entre ángulos, mientras que ocurre al
revés para la velocidad. El método de Fisher-Rao proporciona una media regis-
trada con mayor amplitud, lo que indicaría un mejor alineamiento del método. Si
bien este método da buenos resultados en especial para la derivada, por la pro-
pia definición del método, presenta unas funciones de transformación del tiempo
menos suaves que las del método de Ramsay. Esto no tiene mucho sentido físico,
ya que el movimiento original es continuo y suave, sin cambios bruscos en una
determinada fase del mismo. Además, altera ligeramente las formas de las curvas
registradas, aplicando un leve suavizado, alterando por tanto características de
las funciones que pueden ser importantes para un estudio posterior.

En conclusión, en conjunto, el método de Ramsay proporciona buenos resultados,
presentando más ventajas, en especial al ofrecer un buen comportamiento tanto
en las funciones originales como en sus derivadas, sin alterar la forma de las curvas
ni presentar saltos bruscos en el tiempo.

5.3.2 Coherencia dinámica

En este apartado se estudia si las funciones warping obtenidas en el registro de
las funciones de posición son capaces de alinear también las curvas correspon-
dientes a sus derivadas. Para ello se plantea, en primer lugar, cómo deberían
transformarse las velocidades para que sus transformadas sean las derivadas de
las posiciones después del registro. Posteriormente, se comprueba si al aplicar esta
transformación se produce un correcto alineado de las velocidades y se analiza el
comportamiento de esta transformación para los dos métodos de registro no lineal
descritos anteriormente.
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Material y métodos

Para explicar el procedimiento seguido para derivar funciones registradas, se ilus-
tra primero con un caso particular. Dadas dos curvas x1(t) y x2(t) cuyas respecti-
vas derivadas son v1(t) y v2(t), el objetivo es alinearlas, transformando el tiempo
de x2(t) para hacerla coincidir con x1(t), aplicando una función h(t) de forma
que x∗

2(t) = x2 ◦ h(t) = x2[h(t)].

Tomemos como ejemplo las funciones x1(t) = sen(2πt) y x2(t) = sen(2πt2), de
forma que h = t2. Las velocidades se obtienen derivando v1(t) = 2πcos(2πt) y
v2(t) = 4πtcos(2πt2).

Sin embargo, si partimos de la función x∗
2(h) = sen(2πh) con h = t2 y la deriva-

mos obtenemos v∗2(h) = 2πcos(2πh) que vemos que no coincide con la expresión
v2(t) = 4πtcos(2πt2) = 4π

√
hcos(2πh).

Las velocidades difieren en el término
√
h, por lo que las curvas tienen distinta

amplitud. Esto significa que, al efectuar un registro que modifica la escala de
tiempos, la derivada de la función registrada no coincide con el registro de la de-
rivada. Para mantener la coherencia dinámica es necesario corregir las derivadas,
teniendo en cuenta que el tiempo nuevo no es t, sino h(t). Por ello, la velocidad
registrada debería calcularse como:

v2 =
dx∗

2(h)

dh
= v1(t) (5.14)

De donde

dx∗
2(h)

dt

dt

dh
= v1 (5.15)

Por lo que

v∗2(h) = v1(t)
dh

dt
= v1(t)Dh(t) (5.16)

O bien:

v∗2(h) =
v2(t)

Dh(t)
= v1(t) (5.17)
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Aparte de esta consideración, hay que tener en cuenta también que las curvas de
posición están normalizadas linealmente en el tiempo, es decir, cada curva está
dividida entre la duración total Ti del movimiento:

xn(t) =
xi(t)

Ti

(5.18)

De forma que su derivada será:

vn(t) = Dxn(t) =
Dxi(t)

Ti

(5.19)

Las curvas de velocidad obtenidas a partir de la derivada de la posición regis-
trada se obtendrán teniendo en cuenta los dos aspectos mencionados, según las
ecuaciones (5.17) y (5.19):

v∗(t) = Dx∗(t)
1

Dh(t)

1

Ti

=
Dx∗(t)

Dh(t)Ti

. (5.20)

La transformación anterior permitiría registrar a la vez las curvas de posición y
sus derivadsa. Para comprobar esta coordinación dinámica se han registrado con
los dos métodos no lineales las 100 curvas de posición del movimiento de flexo-
extensión del cuello (4.1) y posteriormente se han derivado según la ecuación 5.20,
obteniendo unas curvas de velocidad angular registradas. Estas se han comparado
con las curvas de velocidad obtenidas al realizar la composición de las curvas de
velocidad normalizadas linealmente con la función de transformación del tiempo
obtenida en el registro del ángulo, es decir, ω∗(t) = ω ◦ hα(t) = ω[hα(t)].

Se han aplicado ambos métodos de registro no lineales y se han comparado las
curvas de velocidad obtenidas a partir de la derivación y a partir de la composición
con la hα(t) obtenida del ángulo.

Resultados

La Figura 5.5 muestra la función media de la velocidad obtenida cuando las
velocidades se han registrado a partir de las h(t) del registro del ángulo (en
negro) y se han corregido, además, con la regla de la cadena. En rojo se muestra
la media obtenida derivando las funciones del ángulo registradas (rojo), tanto
para el método de Ramsay como para el de Fisher-Rao. Se ha representado esta
última en discontinuo para una mejor visualización. La coincidencia es perfecta
en el método de Ramsay, mientras que en el de Fisher-Rao hay ligeras diferencias
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entre ambas medias. Esto se aprecia mejor en la Figura 5.6, donde se representan
estas mismas curvas pero para dos repeticiones específicas de la muestra, elegidas
al azar. En el método de Ramsay ambas curvas son idénticas, mientras que en el
de Fisher-Rao, aunque son similares, se aprecian ciertas variaciones en algunas
zonas de la curva, especialmente en el mínimo de velocidad.

Figura 5.5: En negro, la curva media obtenida alineando las funciones de velocidad eva-
luando en cada punto los valores de tiempo obtenidos con la función de transformación del
tiempo h(t) obtenida en el proceso de registro de las curvas de ángulo. En rojo, la curva
media obtenida derivando las funciones de ángulo registradas. A la izquierda para el método
de Ramsay y a la derecha para el método de Fisher-Rao.

En la Figura 5.7 se muestran las diferencias de las velocidades obtenidas entre las
curvas registradas de dos sujetos elegidos al azar. En rojo se muestra el registro
lineal de la velocidad. En negro, las velocidades registradas a partir de la función
warping h(t) del registro de las correspondientes funciones angulares. Finalmente,
en azul se muestran las curvas registradas directamente a partir de la velocidad.
Los registros continuos se han realizado con el método de Ramsay, puesto que
para el de Fisher-Rao los resultados son similares.
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Figura 5.6: En negro la curva de velocidad obtenida aplicando las funciones h(t) obtenidas
del registro del ángulo y en rojo la velocidad obtenida derivando el ángulo registrado. Arriba
para el método de Ramsay y abajo para el de Fisher-Rao. Las gráficas de la izquierda
corresponden a una repetición y las de la derecha a otra distinta, elegidas aleatoriamente.

Aunque para la gráfica de la izquierda ambas curvas registradas son similares en
algunas zonas de la curva, estas no coinciden, como puede verse más claramente
para el sujeto representado en la derecha. En la parte inferior de la Figura 5.7
se han representado las funciones de transformación del tiempo obtenidas con
el registro del ángulo (negro) y de la velocidad (azul), donde puede verse cómo
estas funciones son distintas en ambos métodos, llegando incluso a registrar de
forma contraria las curvas de velocidad en el sujeto representado en la derecha.
La función registrada a partir de las funciones del ángulo se retrasa en la primera
mitad del movimiento, mientras que en la segunda mitad se adelanta, al contrario
de lo que sucede con la curva registrada a partir de las propias curvas de la
velocidad.
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Figura 5.7: Funciones de velocidad obtenidas a partir de las curvas registradas del ángulo
(negro), registradas directamente a partir de todas las curvas de velocidad (azul) y las curvas
aplicando simplemente una normalización lineal (rojo). Abajo las funciones de transforma-
ción del tiempo correspondientes, en negro la obtenida para el ángulo y en azul la de la
velocidad. A la izquierda, para una repetición y a la derecha para otra.

Discusión

Los resultados anteriores muestran que el registro de funciones derivadas no debe-
ría hacerse sin tener en cuenta que el cambio de la escala de tiempos afecta a las
derivadas, y ese cambio es diferente para los métodos de Ramsay y de Fisher-Rao,
como se aprecia en las Figuras 5.5 y 5.6.

Por el contrario, cuando se aplica la regla de la cadena al obtener las velocida-
des registradas, la función warping obtenida del registro angular alinea también
las funciones de velocidad. Esto significa que el método de Ramsay mantiene la
coherencia dinámica (la misma función warping alinea a la vez posiciones y ve-
locidades), siempre que el cálculo de las derivadas tenga en cuenta los cambios
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asociados al reescalado no lineal del tiempo. El método de Fisher-Rao da resul-
tados ligeramente peores, posiblemente porque en éste aparece la velocidad y es,
además, más sensible al error.

De estos resultados se pueden deducir dos conclusiones importantes. La primera
es que basta con registrar la función de posición para conseguir a la vez el alineado
de ángulos y de velocidades corregidas a partir de la regla de la cadena.

La segunda es que registrar las velocidades como si fuesen curvas primitivas no
tiene demasiado sentido físico, ya que modificar la escala de tiempos implica
cambios en las derivadas que deben incorporarse en el propio proceso de registro,
algo que habitualmente no se hace. Esa es la razón por la cual los registros de
posiciones y velocidades dan lugar a diferentes funciones warping. Esto supone
un problema desde el punto de vista físico, ya que parece lógico que se utilice la
misma escala de tiempos en un mismo movimiento para las posiciones y todas sus
derivadas.

Si las derivadas se calculan adecuadamente, el método de Ramsay proporciona
una función warping por observación, que ya contiene la información sobre el pa-
trón temporal. Por ello, parece recomendable hacer el registro sobre las curvas de
posición que suelen ser, por otra parte, más suaves y menos sensibles al ruido.
El registro de curvas de velocidad o aceleración puede ser más problemático por
dos motivos. El primero porque las funciones warping obtenidas no mantendrán
la coherencia dinámica, salvo que se vayan corrigiendo las curvas en el proceso
de registro, lo que es innecesario si se registran las posiciones. Por otra parte, a
medida que se calculan derivadas numéricas de un orden mayor pueden aparecer
problemas de ruido o cambios de morfología que hagan más ineficiente el proceso
de registro. Nuestros resultados muestran que, con el método de Ramsay, la in-
formación sobre el patrón temporal ya se puede extraer de la curva de posición y
no tiene ninguna ventaja realizar el registro usando las derivadas.

No podemos comparar estos resultados con trabajos previos ya que no hemos
encontrado ningún artículo sobre análisis de movimientos humanos que se plantee
la coherencia dinámica en el proceso de registro del tiempo.
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5.3.3 Coordinación motora

En este apartado se estudia si existe una única función de transformación del
tiempo que permita alinear distintos grados de libertad de un mismo movimiento.
Por ejemplo, si en un análisis de la marcha, la función h(t) obtenida para las curvas
de flexión de cadera alinea las curvas del resto de articulaciones como rodilla o
tobillo.

Material y métodos

Para evaluar la coordinación motora entre las variables asociadas a diferentes
grados de libertad se van a emplear las curvas de ángulo flexión de cadera, rodilla,
tobillo y pie medidas en carrera (Apartado 4.3, [106]). Se analizan dos aspectos:

• En primer lugar, se van a registrar por separado las curvas de ángulo de
flexión de cada articulación y se comparan las funciones de transformación
del tiempo obtenidas para estudiar si estas son las mismas o parecidas.

• Por otro lado, de las funciones h(t) obtenidas para una determinada articu-
lación se aplica al resto para ver si reduce la variación de fase. Esto se va a
realizar para dos casos: se aplican las funciones h(t) obtenidas del registro
de cadera al resto de articulaciones. Se repite este procedimiento pero para
las funciones de transformación del tiempo obtenidas del registro de rodilla.

Como las curvas presentan variabilidad en amplitud y no están centradas, para
optimizar el proceso de registro y evitar el efecto pellizco de las funciones h(t),
siguiendo las recomendaciones de Ramsay [139], se han normalizado en amplitud
todas las curvas y se han centrado.

Se ha usado la base de B-Splines para las funciones de transformación del tiempo,
tomando 8 funciones de orden 5.
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Resultados

Las Figuras 5.8 y 5.9 muestran las curvas normalizadas linealmente en el tiempo
(izquierda) y las registradas por el método de Ramsay (derecha), para la cadera,
rodilla, tobillo y pie. En rojo se marca la media funcional.

Figura 5.8: Curvas de cadera y rodilla normalizadas linealmente y registradas con el método
de Ramsay.

En la Figura 5.10 se muestran las funciones de transformación del tiempo obteni-
das para estas articulaciones. Se aprecian bastantes diferencias en estas curvas, en
especial en las de la cadera. Para poder visualizarlo mejor, se han representado de
forma conjunta las funciones de transformación del tiempo obtenidas del registro
de cada articulación (Figura 5.11) para dos sujetos elegidos aleatoriamente. Como
puede observarse a simple vista, estas funciones h(t) son completamente distintas
entre articulaciones para un mismo sujeto.
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Figura 5.9: Curvas de tobillo y pie normalizadas linealmente y registradas con el método
de Ramsay.

Figura 5.10: Funciones de transformación del tiempo obtenidas del registro de cada arti-
culación: cadera, rodilla, tobillo y pie.
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Para comprobar mejor la coordinación motora, a partir de las funciones de trans-
formación del tiempo obtenidas del registro de las curvas de cadera, se evalúan
en estos tiempos transformados las curvas de rodilla, tobillo y pie. Los resultados
se muestran en la Figura 5.12: a la izquierda las curvas normalizadas linealmente,
en medio las obtenidas del registro de la curva de esa articulación y a la derecha
las obtenidas al aplicar la función h(t) de la cadera. En rojo está la curva media.

Figura 5.11: Comparación de las curvas de transformación del tiempo de una determinada
repetición, elegida al azar, obtenidas para las cuatro articulaciones. Cada gráfica corresponde
a una repetición distinta elegida de forma aleatoria.

El registro no lineal de cada articulación reduce la variabilidad respecto de la
normalización lineal. En cambio, si se aplican las funciones h(t) de la cadera a
las curvas de las otras articulaciones, no se produce mayor alineamiento sino que
están más desfasadas que en la normalización lineal.

Algo parecido ocurre si se registran las curvas con la h(t) obtenida del regis-
tro de rodilla (Figura 5.13). Sin embargo, en este caso las curvas no están tan
desalineadas como en el caso anterior.
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Figura 5.12: Curvas de rodilla, tobillo y pie normalizadas linealmente (izquierda), registra-
das con el método de Ramsay a partir de las curvas de cada articulación (medio) y alineadas
a partir de las funciones h(t) obtenidas del registro de la cadera.

En la parte superior de la Figura 5.14 se comparan las medias de la normalización
lineal (azul), el registro de las curvas de cada articulación (rojo) y el registro a
partir de las h(t) de la cadera (negro), junto con la banda de la media más y
menos una desviación estándar. La media de las curvas registradas a partir de la
cadera tienen menor amplitud. Además, también presentan mayor variabilidad,
ya que la banda es más ancha que la obtenida en el registro de las curvas de cada
articulación por separado. En la parte inferior se muestra lo análogo para cadera,
tobillo y pie empleando las h(t) de la rodilla.
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Figura 5.13: Curvas de rodilla, tobillo y pie normalizadas linealmente (izquierda), registra-
das con el método de Ramsay a partir de las curvas de cada articulación (medio) y alineadas
a partir de las funciones h(t) obtenidas del registro de la rodilla.
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Figura 5.14: Comparación de las curvas medias de la normalización lineal (azul), del registro
de las propias curvas de la articulación (rojo) y registradas a partir de las h(t) de la cadera
(negro), para las articulaciones de rodilla, tobillo y pie en la parte superior. De forma análoga,
en la parte inferior, las articulaciones de cadera, tobillo y pie, obtenidas aplicando la h(t)
de la rodilla. La zona sombreada marca la banda de la media más y menos una desviación
típica, en rojo para las curvas registradas para la propia articulación y en negro para las
curvas obtenidas al aplicar la h(t) de la cadera (arriba) y la rodilla (abajo).

Discusión

El proceso de registro continuo de curvas correspondientes a los grados de libertad
de un mismo movimiento altera la descripción de la coordinación entre variables.
Por un lado, las funciones warping, h(t), calculadas por separado para cada ar-
ticulación son bastante diferentes entre sí (Figura 5.10). Asimismo, en la Figura
5.11 se puede comprobar que esas diferencias apreciables en el conjunto de curvas
se mantienen en individuos concretos.

Por otra parte, se ha comprobado si las funciones h(t) obtenidas en el registro de
una articulación, la cadera por ejemplo, permite alinear a las de los otros grados de
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libertad (rodilla, tobillo y pie). Como puede apreciarse en la Figura 5.12 (derecha),
lejos de reducir el desfase, este aumenta respecto de la normalización lineal. El
aumento respecto del registro de las curvas de forma independiente es todavía
mayor, como se observa en la parte superior de la Figura 5.13. Esto se produce no
solo para el registro del resto de articulaciones a partir del de la cadera, sino que
también si se aplican las funciones h(t) de la rodilla a las demás articulaciones. La
peor alineación se traduce en un claro efecto de cancelación, con valores inferiores
en los extremos relativos, así como un incremento de la variabilidad entre curvas
(Figura 5.14).

Esto mismo se observa en el ángulo de tobillo, tanto para las curvas registradas
con las funciones de la cadera como de rodilla. El máximo tiene mayor amplitud
en la media de las curvas de tobillo registradas, mientras que tanto para la media
de la normalización lineal como la obtenida del registro de cadera o rodilla, ambos
son menores y similares.

En algunos casos, registrar las curvas con las h(t) de otra articulación empeora la
variabilidad de fase incluso comparada con la normalización lineal. Esto se puede
ver en las curvas del pie registradas a partir de la cadera (gráfica superior derecha
de la Figura 5.14), donde el máximo de la media registrada a partir de la cadera
es inferior al máximo de la media de la normalización lineal. Es decir, las curvas
están más desfasadas entre sí y es por lo que ese máximo se ve mitigado.

Todo esto demuestra que no existe un “tiempo del sistema” [103] como plantean
algunos autores, de forma que no existe un tiempo biológico único de cada su-
jeto que permita alinear las curvas de forma conjunta. El proceso de registro no
lineal del tiempo altera la coordinación entre distintos grados de libertad en un
mismo movimiento, por lo que deben registrarse por separado cada una de las
articulaciones.

En nuestro conocimiento no se han publicado artículos que analicen el registro
coordinado de los diferentes grados de libertad asociados al movimiento humano.

5.3.4 Coherencia mecánica

Para terminar con el análisis de los efectos del registro no lineal sobre las curvas
asociadas a un movimiento, analizaremos su efecto sobre las tres componentes de
una magnitud vectorial. En concreto, estudiaremos el caso particular de la fuerza
de reacción sobre el suelo medida en marcha, donde se registran las componentes
vertical, mediolateral y anteroposterior. Así, de forma similar al análisis realizado
en el apartado anterior, se van a comprobar dos aspectos:
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• Similitud entre las funciones warping. Se registran por separado las curvas
de fuerza Fx, Fy y Fz y se comparan las funciones de transformación del
tiempo obtenidas.

• A partir de las funciones h(t) obtenidas para una determinada componente
se evalúan las demás en esos tiempos transformados para analizar si se reduce
la variación de fase.

Material y métodos

Se ha utilizado la base de datos de fuerzas de reacción sobre el suelo de OActive
(Apartado 4.2). Dicha base consta de 56 sujetos, con 6 repeticiones para cada uno
de los sujetos. Puesto que solo se quiere comprobar esta coherencia mecánica, se
eligió como curva representativa de cada sujeto la más profunda, concepto definido
más adelante en el apartado 6.2. Se normalizan todas las curvas en amplitud
dividiendo por el rango, ya que de lo contrario el proceso no converge en la fuerza
mediolateral Fz.

Se registran por separado cada una de las componentes de fuerza Fx, Fy y Fz.
Después, a partir de las funciones de transformación del tiempo obtenidas para
cada una de las componentes de fuerza, se evalúan las otras dos componentes de
fuerza para comprobar si estas h(t) permiten alinear las demás componentes.

Se emplea el método de registro no lineal de Ramsay. Para la base de funciones
de las h(t) se emplean 5 funciones de B-Splines de orden 4.

Resultados

En primer lugar se realiza un registro de cada conjunto de curvas correspondientes
a las distintas componentes de fuerza. Estas curvas registradas son las mostradas
en la Figura 5.15 (arriba y centro) junto con las funciones de transformación del
tiempo h(t) obtenidas (Fig. 5.15 abajo).
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Figura 5.15: Curvas de fuerza de reacción sobre el suelo (anteroposterior Fx, izquierda,
vertical Fy en el centro y mediolateral Fz, derecha) normalizadas linealmente en el tiempo
(arriba) y registradas con el método de Ramsay (centro), junto con las funciones de transfor-
mación del tiempo h(t) (abajo). Se representa en rojo la curva media del conjunto de curvas
de cada gráfico.
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El registro funciona correctamente en la fuerza anteroposterior Fx y vertical Fy,
alineando las curvas. Sin embargo, el método no funciona adecuadamente en la
fuerza mediolateral Fz, ya que no se aprecia un alineamiento de las curvas. Esto
se puede ver también en las funciones de transformación del tiempo de la fuerza
Fz, que presentan efecto pellizco y hay cambios bruscos en estos tiempos trans-
formados. Esto puede ser debido a la gran variabilidad que tienen estas curvas
y los numerosos extremos relativos que presentan. En cambio, la fuerza antero-
posterior y vertical tienen patrones más claros, por lo que el método funciona
correctamente. Debido a esto, no se van a usar las funciones de transformación
del tiempo h(t) obtenidas para la fuerza Fz para alinear las curvas Fx y Fy. En
cambio, las h(t) obtenidas del registro de Fx y Fy sí que se aplican a la Fz para
estudiar la coherencia mecánica.

Figura 5.16: Curvas normalizadas linealmente en el tiempo (izquierda), registradas a partir
de las propias curvas (centro) y registradas aplicando los tiempos transformados del
registro de la fuerza Fx (derecha), para la fuerza vertical Fy (arriba) y mediolateral Fz

(abajo). Se marca en rojo la curva media del conjunto de curvas.

Visualmente ya se puede apreciar que las funciones de transformación del tiempo
obtenidas (Figura 5.15 abajo) del registro de la fuerza Fx y Fy son distintas.

En la Figura 5.16 se muestran las curvas después de aplicar las funciones h(t)
obtenidas del registro de las fuerzas Fx. En la fuerza vertical (arriba), aplicar
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la función h(t) obtenida de la fuerza Fx no alinea las curvas, incluso se aprecia
más desfase en el último máximo respecto de la normalización lineal. En la fuerza
mediolateral Fz no se aprecia ni un mejor ni peor alineamiento respecto de la
normalización lineal o la del registro de Fz debido a la elevada variabilidad de
estas curvas.

En la Figura 5.17 (derecha) se muestran los resultados del registro de las fuerzas
anteroposterior Fx y mediolateral Fz al aplicar los tiempos transformados de la
fuerza vertical Fy. En la fuerza anteroposterior Fx, alinea ligeramente el máximo
respecto de la normalización lineal, pero claramente no alinea tan bien como si
se realiza el registro de las propias curvas. En general, introduce más desfase en
la zona donde la función crece, desde el mínimo al máximo. Además, hay que
destacar que el primer mínimo local que presenta la función antes del mínimo
absoluto se suaviza prácticamente al aplicar la h(t) de la fuerza vertical. En la
fuerza mediolateral Fz ocurre lo mismo que lo comentado para la Figura 5.16.

Figura 5.17: Curvas normalizadas linealmente en el tiempo (izquierda), registradas a partir
de las propias curvas (centro) y registradas aplicando los tiempos transformados del
registro de la fuerza Fy (derecha), para la fuerza anteroposterior Fx (arriba) y mediolateral
Fz (abajo). Se marca en rojo la curva media del conjunto de curvas.
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Figura 5.18: Comparación de las curvas medias obtenidas en cada registro: en negro la
media de la normalización lineal, en rojo la media de las curvas registradas a partir de las
curvas de la fuerza considerada, en verde la media de las curvas registradas a partir de los
tiempos transformados de la función Fx y en azul la obtenida del registro de la Fy.

Finalmente, se comparan las medias obtenidas a partir del registro de las propias
curvas y tras aplicar a estas la h(t) del registro de otras funciones (Figura 5.18).
Así, en la fuerza anteroposterior Fx, la media registrada a partir de la fuerza
vertical (azul) da una media con menor amplitud que la obtenida con la normali-
zación lineal (negro) o la del registro propio (rojo), siendo estas dos últimas muy
similares. En la fuerza vertical, la media registrada de las curvas originales tiene
mayor amplitud ya que se ha reducido el desfase entre curvas. La media registrada
a partir de la fuerza Fx (verde) es similar a la de la normalización lineal, salvo
que el primer máximo es ligeramente superior en esta primera. Finalmente, en
la fuerza mediolateral Fz la media obtenida del registro de las propias funciones
tiene mayores extremos, concretamente el primer mínimo y ambos máximos son
considerablemente superiores a los de las demás medias. Salvo pequeñas rugosi-
dades de las funciones medias, la media obtenida de aplicar la h(t) de la Fx y de
la Fy son prácticamente similares entre sí y a la de la normalización lineal, por
lo que no se está reduciendo el desfase entre curvas.
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Discusión

Se ha realizado un análisis similar al de la coordinación motora, extrayendo con-
clusiones similares. En la Figura 5.15 se muestran las curvas de fuerza Fx, Fy

y Fz registradas, donde se puede ver la reducción del desfase entre curvas en la
fuerza anteroposterior Fx y mediolateral Fy. No obstante, ya se aprecia que las
funciones h(t) no son iguales en ambas fuerzas, por lo que ya se concluye que no
existe esa coherencia mecánica. Es importante la conclusión extraída de la fuerza
mediolateral Fz donde pese a realizar una normalización en amplitud el método
de registro no reduce esa diferencia de fase y se obtienen funciones de transfor-
mación del tiempo poco suaves y con efecto pellizco. Esto puede ser debido a que
las curvas Fz presentan mucha variabilidad y tienen numerosos extremos locales.
Es decir, el método no puede alinear correctamente estos extremos porque son
distintos entre curvas. Por tanto, en curvas con mucha variabilidad el método de
registro no funciona correctamente.

Por otro lado, en las Figuras 5.16 y 5.17 se muestran las curvas registradas con
las h(t) de la fuerza anteroposterior Fx (Fig. 5.16) y de la fuerza vertcial Fy

(Fig. 5.17). En general se puede concluir que las funciones de transformación
del tiempo obtenidas con una componente de la fuerza no permiten alinear las
otras componentes de fuerza. En algunos casos, mantiene las curvas como en la
normalización lineal, pero en otros incluso aumenta más el desfase entre curvas,
como ocurre para el segundo máximo de la fuerza vertical Fy (gráfica superior
derecha de la Figura 5.16).

Esto se corrobora con la comparación de las medias de las curvas registradas con
los distintos procedimientos (Figura 5.18). En todos los casos, la media del registro
de las propias funciones analizadas proporciona extremos de mayor amplitud, lo
que indica que se está reduciendo esa variabilidad de fase al reducirse el efecto de
cancelación de la media. En cambio, las medias obtenidas del registro tras aplicar
la h(t) de otra fuerza producen medias similares a la de la normalización lineal o
incluso de menor amplitud, como ocurre en la fuerza anteroposterior Fx (gráfica
izquierda de la Fig. 5.18).

Por lo que sabemos es el primer trabajo en el que se estudia el efecto del registro
de la base de tiempo sobre la alineación de las distintas componentes de una
magnitud vectorial.
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5.4 Conclusiones

En base a todos los resultados planteados en este capítulo se pueden extraer
algunas conclusiones clave del proceso de registro del tiempo:

• Los métodos de registro no lineal permiten alinear las curvas reduciendo
considerablemente su variabilidad.

• Sin embargo, presentan algunos inconvenientes, como el efecto pellizco, en
especial el de Fisher-Rao al final del movimiento. Esto lleva a plantearse
si realmente estos métodos tienen en cuenta los aspectos físicos del movi-
miento o simplemente se trata de métodos de optimización que alinean las
curvas en base a ello. Quizá este efecto pellizco en el método de Fisher-Rao
se evite ajustado bien las amplitudes antes del proceso de normalización,
como sugiere Ramsay en las recomendaciones finales de su Capítulo 7 [139].
Quedaría por investigar cómo afecta esta normalización al propio proceso
de registro.

• Hay que tener una serie de consideraciones a la hora de registrar curvas y sus
derivadas. Se mantiene la coordinación dinámica en el método de Ramsay
si se deriva correctamente, teniendo en cuenta la regla de la cadena.

• El método de Ramsay presenta más ventajas que el de Fisher-Rao, como
se ha podido observar de la comparación de métodos y de la coordinación
dinámica.

• El proceso de registro no mantiene la coordinación motora entre diferentes
grados de libertad implicados en un movimiento. No existe ese tiempo del
sistema, o lo que es lo mismo, una coordinación temporal entre articulaciones
que permita alinear de igual forma varios grados de libertad.

• Tampoco se mantiene una coherencia mecánica. Es decir, las curvas de trans-
formación del tiempo que registran una componente de la fuerza en un eje
no son las mismas que las que alinean al resto de componentes.

• Cuando la curva presenta mucha variabilidad y se trata de una función con
muchos extremos locales, como el caso de la fuerza mediolateral Fz analizada
de las fuerzas de reacción sobre el suelo en marcha, el proceso de registro del
tiempo no funciona correctamente. Esto puede ser debido a que el método
no identifica claramente los puntos que debe alinear.
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Con todo esto, cabe plantearse si merece la pena emplear métodos de registro no
lineal, en especial si después se van a emplear otros métodos estadísticos, como
por ejemplo modelos de regresión. Por ello, quizá la normalización lineal que se ha
empleado hasta ahora puede ser la mejor opción, ya que no altera la información
contenida en las curvas.

En cualquier caso, no debe perderse de vista que la normalización lineal de la
escala de tiempos afecta a la duración relativa de las fases del movimiento, a
los desfases reales entre articulaciones y al cálculo de derivadas, alterando la
dinámica del movimiento. Por tanto, el tiempo normalizado no debe entenderse
como una escala común de tiempos, que no son comparables, sino como una
forma de representar los movimientos en una escala en la que se hace coincidir el
principio y el final de las funciones objeto de análisis.

De hecho, no es la única posibilidad para realizar este ajuste. Por ejemplo, se
podría trabajar en el dominio de la posición, en lugar de utilizar el dominio
del tiempo. En este caso, los estudios dinámicos se realizarían con diagramas en
el espacio de fases, donde el tiempo no aparece como variable explícita, y los
de coordinación en función de la variable principal del movimiento, como por
ejemplo, el ángulo de flexo-extensión de cadera en la marcha. En este caso, la
normalización se haría respecto de los rangos y no del tiempo, lo que arrojaría
una visión complementaria y diferente de los actuales análisis. Se deja este enfoque
como futura línea de investigación.
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Capítulo 6

Descriptivos funcionales

Este capítulo se cubren los objetivos específicos 2 y 3. Se analiza qué descrip-
tivos funcionales son más adecuados como medidas de centralidad y dispersión
de un conjunto de curvas en unas aplicaciones dadas. Se detectan una serie de
limitaciones de la media funcional y del estudio de la variabilidad, que pueden ser
mejoradas con el concepto de curva más profunda, el equivalente de mediana en
el caso de datos numéricos. Se estudian las diferencias entre la curva más profun-
da y media funcional de un conjunto de curvas, así como el cálculo de regiones
de confianza. Se analiza la variabilidad a través de la desviación típica punto a
punto y un rango intercuartílico funcional, obtenido a partir de la envolvente del
50% de las curvas más profundas. Finalmente, puesto que la media no siempre es
adecuada y en ocasiones no representa una curva real de un sujeto, se investiga si
el uso de la curva profunda como curva patrón en el registro del tiempo propor-
ciona resultados similares al caso de considerar como curva de referencia la media
funcional.

93



Capítulo 6. Descriptivos funcionales

6.1 Introducción

6.1.1 Estado del arte

Al igual que en la estadística univariante es fundamental describir un conjunto
de datos numéricos utilizando medidas numéricas de localización como la media
o la mediana y de variación como la desviación típica o el rango intercuartíli-
co, en el contexto funcional surge la necesidad de utilizar descriptivos funcionales
análogos. Estos descriptivos funcionales permiten tener una visión global del com-
portamiento promedio del movimiento analizado y de su variabilidad.

Las medidas de resumen habituales en variables numéricas tienen su análogo fun-
cional ([139], págs. 22-26) como son la media funcional o la varianza y desviación
típica funcional. Son ampliamente usadas en aplicaciones en Biomecánica donde
se emplea la media funcional y se construyen regiones de confianza calculadas
punto a punto.

Sin embargo, aunque su uso sea habitual, la media funcional presenta limitaciones
similares a la media muestral:

• Efecto de cancelación de la media: si las curvas presentan variabilidad de
fase, se puede producir un suavizado de los máximos y mínimos, e incluso
que se produzcan pequeñas mesetas si esa variabilidad de fase es elevada.

• La media funcional puede presentar un sesgo debido a que algunas curvas
presenten valores extremos.

• La media puede ser una curva que no se asemeja a ninguna de las curvas
originales, por lo que no sería representativa. Esto ocurre especialmente
cuando las curvas presentan mucha variabilidad.

• Construir regiones de confianza basadas en la media punto a punto no es
del todo correcto, al realizar comparaciones múltiples. Son válidas en cada
punto pero no en total de la curva estudiada.

Se describen más en detalle algunos de estos problemas.
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Efecto de cancelación de la media

Este problema ya ha sido descrito en el Capítulo 5 de esta tesis. Debido a los des-
fases en el tiempo se produce un efecto de cancelación de la media especialmente
en los máximos y mínimos relativos, con un suavizado de la media. Por tanto,
esta media puede no ser representativa [12] al no parecerse a ninguna de las cur-
vas originales, presentando incluso características distintas. Esto lleva asociado
también que aumente la dispersión en las zonas de mayor pendiente y que no se
haga una correcta estimación de las varianzas funcionales [122].

Regiones de confianza punto a punto

Es habitual en análisis de datos funcionales discretizar la función, por ejemplo
en 100 puntos, y construir los intervalos de confianza de la media en cada punto.
Sin embargo, se están construyendo regiones de confianza simultáneamente. Esto
es porque al discretizar la función y construir un intervalo de confianza en cada
uno de esos puntos, no se está asegurando que la curva real esté dentro de la
banda de confianza obtenida en todo su dominio, sino solo que en cada punto
individualmente haya un determinado nivel de confianza.

Existen otros enfoques donde se calculan esas regiones de confianza a través de
técnicas como el bootstrap [34, 29].

Ante estas limitaciones de la media, cabe preguntarse si existe un equivalente
funcional al concepto de mediana de datos numéricos y su medida de variabilidad,
el rango intercuartílico, que es una medida robusta en especial cuando tenemos
datos anómalos. En análisis de datos funcionales, el concepto de curva profunda
sería este equivalente funcional. La curva profunda sería aquella que representa
el centro del conjunto de funciones, considerando su posición global respecto a
todas las demás curvas. Para ello, se utiliza una medida de profundidad funcional,
que evalúa cómo de central se encuentra una curva respecto del conjunto. Existen
diferentes definiciones de profundidad funcional, por lo que cada una lleva a una
curva profunda, aunque el concepto es similar. Esto ayudaría a definir percentiles
funcionales, ya que no existe el equivalente funcional de los percentiles de datos
numéricos. Así, se puede estudiar y analizar cuándo una curva no sigue el mismo
patrón que el resto de curvas, ya que hasta ahora se hace de forma más bien
cualitativa.

No se han encontrado trabajos en Biomecánica que utilicen el concepto de curva
profunda como descriptivo funcional de un conjunto de curvas. Sí que hay trabajos
donde se define de forma teórica este concepto y se aplican a otros conjuntos de
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datos o incluso datos simulados [25, 48, 98]. En la literatura revisada, no se han
encontrado estudios en el ámbito de la Biomecánica que utilicen la curva más
profunda en lugar de la media funcional. Solo se ha encontrado un trabajo que
utiliza las curvas más profundas del índice de masa corporal medido en niños de
2 a 18 años [142]. Concluyen que el concepto de curva más profunda ayuda a
ordenar las curvas y detectar valores atípicos. Sin embargo, se ha utilizado más
como herramienta para detectar curvas atípicas que como descriptivo funcional
de un conjunto de curvas, que es lo que se está discutiendo en este capítulo. En el
Capítulo 3 de [56] sí que utilizan el concepto de curva profunda y el equivalente
funcional del diagrama de cajas y bigotes aplicado a la base de datos de marcha
de GaitRec, para mostrar una aplicación de esta representación gráfica.

6.1.2 Necesidades detectadas y objetivos

De la revisión realizada, se detectan una serie de necesidades en los descriptivos
funcionales:

• La media funcional presenta una serie de limitaciones, siendo el principal
problema que en ocasiones puede ser una curva ficticia que no se corresponde
con ninguna de las características individuales de las curvas originales. Así, la
curva profunda, como equivalente funcional de la mediana, puede solucionar
algunas de estas limitaciones. Sin embargo, el concepto de curva profunda
no está todavía explorado en Biomecánica.

• Habitualmente se obtienen regiones de confianza punto a punto, aunque al-
gunos trabajos utilizan el bootstrap para obtenerla. Si se va a emplear la
curva más profunda surge la necesidad de obtener unas regiones de confian-
za apropiadas a este descriptivo funcional, que permitan también estudiar
correctamente la variabilidad de las curvas.

• En muchas aplicaciones se utiliza la media como curva representativa. Por
ejemplo, en el registro del tiempo se utiliza como curva patrón. Sin embargo,
si esta curva no es una curva real que tenga las características de ninguna de
las curvas originales, puede que se esté eligiendo una referencia que altera
el tiempo. Por ello, se plantea la necesidad de considerar otro tipo de curva
de referencia, como la mediana funcional, que sí que es una curva real.

Se establecen los siguientes objetivos en este capítulo:
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• Explorar el concepto de curva más profunda y compararla con la media de
un conjunto de curvas para estudiar cuándo esta puede ser más adecuada
que una media funcional.

• Comparar los intervalos de confianza punto a punto de la media con las
regiones de confianza obtenidas para la curva más profunda por bootstrap.

• Comparar las medidas de análisis de dispersión basadas en la desviación tí-
pica calculada punto a punto con un rango intercuartílico funcional obtenido
a través del concepto de profundidad.

• Realizar el registro del tiempo utilizando como curva de referencia la cur-
va más profunda y comparar los resultados con lo obtenido con la media
funcional, que es el procedimiento habitual.

6.2 Descriptivos funcionales

6.2.1 Media y varianza funcional

Dado un conjunto de N datos funcionales x1(t), x2(t), . . . , xN(t) en el intervalo
[0, T ], la media funcional viene dada por la expresión:

x̄(t) =
1

N

N∑
i=1

xi(t), (6.1)

que es la media funcional calculada punto a punto a lo largo de todas las repeti-
ciones de la muestra, con t ∈ [0, T ]. De forma análoga, la varianza funcional se
obtiene como:

varX(t) =
1

N − 1

N∑
i=1

[xi(t)− x̄(t)]2. (6.2)

La desviación típica funcional se calcula como la raíz cuadrada de la varianza
funcional. Se puede encontrar más información sobre estos descriptivos funcionales
y ejemplos de aplicación en las págs. 22-26 de [139] y págs. 25-27 de [56].

97



Capítulo 6. Descriptivos funcionales

6.2.2 Curva profunda

Existen varias definiciones de profundidad que dan lugar a distintas curvas pro-
fundas. Se puede encontrar más información sobre estas definiciones en [25]. Se
va a utilizar la h-moda. Así, la profundidad h de un dato z en una población se
define a través de la expresión:

fh(z) = E[Kh(∥z −X∥)] (6.3)

donde X es una variable aleatoria funcional que representa a la población, ∥·∥ es
una norma adecuada, por ejemplo la L2 y Kh(t) es un kernel o núcleo reescalado
del tipo Kh(t) =

1
h
K( t

h
), siendo K la función kernel. Se usa el núcleo gaussiano

K(t) = 1√
(2π)

e−t2/2. Finalmente, h es un parámetro fijo de ajuste.

Se define la h-moda de X como el valor más profundo de z maximizando z en
la ecuación (6.3). En la práctica, dada una muestra X1, . . . , Xn, el estimador lo
obtenemos considerando el valor medio respecto de la distribución empírica.

f̂h(z) =
1

n

n∑
i=1

Kh(∥z −Xi∥) (6.4)

Cuando se trabaja con datos funcionales, este concepto recuerda a los de pro-
fundidad multivariante. Sin embargo, la analogía con el caso de dimensión finita
presenta ciertas limitaciones, ya que en este contexto no existe una densidad
subyacente propiamente dicha que pueda estimarse mediante la ecuación (6.4),
haciendo que h tienda a 0 de manera suficientemente lenta conforme n→ ∞. Es-
to se relaciona con la ausencia de una medida de referencia estándar e invariante
por traslación, como es la medida de Lebesgue en el espacio euclidiano Rd.

No obstante, dentro del marco funcional es posible conservar ciertos aspectos de
esta idea, manteniendo h constante y considerando la ecuación (6.3) como una
función auxiliar que refleja cómo de “rodeada” está la función z en el espacio
muestral.

El objetivo de este método es medir la profundidad o centralidad de un dato z
dentro de una muestra de datos funcionales. Un dato es más profundo cuanto más
rodeado esté por otros. Para ello:

• Primero calcula las distancias ∥z−Xi∥ entre el punto de interés y todos los
datos de la muestra.
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• Aplica una función núcleo (por ejemplo la gaussiana) a cada distancia, pon-
derando más a los puntos cercanos.

• Suma esos valores y los promedia obteniendo f̂h(z).

• Finalmente el punto con mayor f̂h(z) es considerado el más profundo (la
h-moda).

Puede encontrarse más información en [25].

6.3 Aplicaciones

En este subapartado se analizan una serie de aplicaciones de estos descriptivos
funcionales, haciendo una comparación entre ellos.

• Comparativa entre media funcional y curva profunda: se quiere comparar la
media funcional con la curva más profunda de un conjunto de curvas.

• Regiones de confianza: se comparan las regiones de confianza obtenida para
la media punto a punto y su análoga para el concepto de curva más profun-
da obtenida a través de la envolvente de un conjunto de curvas profundas
obtenidas por bootstrap.

• Estudio de la variabilidad: se analizan distintas formas de estudiar la va-
riabilidad, a través de la desviación típica punto a punto y de un rango
intercuartílico funcional a partir del concepto de curva profunda.

• Uso de curvas profundas para el registro de funciones: puesto que hay dife-
rencias considerables entre la curva media y la más profunda, se realiza el
registro de funciones tomando como curva de referencia la media y la más
profunda, analizando las diferencias obtenidas.

6.3.1 Comparativa entre media funcional y curva profunda

Puesto que la media presenta algunas limitaciones como el efecto de cancelación
debido a un desfase temporal entre las curvas, se explora el concepto de curva
profunda como curva representativa de un conjunto de funciones. Esta curva sí
que se corresponde con una curva real de un determinado sujeto, a diferencia
de la media. Así, se compara la media funcional obtenida punto a punto con la
curva más profunda. El objetivo es determinar si existen diferencias entre ambos
descriptivos funcionales y en qué condiciones el uso de una u otra es determinante.
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Material y métodos

Se van a utilizar las curvas de fuerza de reacción sobre el suelo de un conjunto
de 56 sujetos con osteoartritis temprana de rodilla (Cap. 4.2). Se toman solo las
curvas de la pierna izquierda.

Como cada sujeto realiza 6 repeticiones, se va a obtener una única curva que
represente a cada sujeto. Por un lado, se va a calcular esta curva individual como
la media de las 6 repeticiones y por otro lado, se obtiene la curva más profunda
de las 6 repeticiones de cada sujeto, que sí corresponde a una curva real.

Para no comparar solo estas curvas visualmente a través de las gráficas, se compa-
ran valores característicos específicos de las fuerzas para las curvas más profundas
y medias. Así, se obtienen los valores mínimos y máximos mostrados en la Figura
6.1. Se extraen estos valores extremos de cada fuerza para las 56 curvas medias y
las 56 curvas más profundas de cada sujeto y se realiza un t-test pareado para de-
terminar si existen diferencias significativas entre estos valores extremos. De esta
forma, se puede determinar si el hecho de considerar una curva media o profunda
presenta diferencias o bajo qué condiciones existen diferencias significativas entre
estos valores.

Se utiliza la función fda.usc::depth.mode() [42] para calcular la curva más
profunda.

Resultados

La curva de cada sujeto se obtiene haciendo la media de las 6 repeticiones y, con
el otro enfoque, la curva más profunda de esas 6 curvas. Se calcula el máximo y
mínimo de cada fuerza (marcados en la Figura 6.1) y después los valores medios
y la desviación. Estos se muestran en la Tabla 6.1 para los máximos y en la Tabla
6.2 para los mínimos.

Comenzando con los máximos (Tabla 6.1) para la fuerza anteroposterior toman el
mismo valor medio, aunque los de la curva más profunda tienen más dispersión,
con una desviación de 3,6 frente a 3,4 de la media funcional. En la fuerza vertical,
el valor medio obtenido en las curvas profundas es ligeramente superior al de las
medias (113,1 vs. 112,6), con una dispersión de nuevo mayor en el caso de la
curva más profunda (8,8 vs. 8,6). En la fuerza mediolateral este máximo es mayor
en la curva profunda (5,8 vs. 5,6) con el mismo valor de desviación. Se muestra
en la tabla los p-valores del test de la t pareado realizado, donde únicamente se
encuentran diferencias significativas entre los máximos de la media funcional y de
la curva más profunda en la fuerza mediolateral (p-valor = 0,02).
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Figura 6.1: Curvas de fuerza de reacción sobre el suelo anteroposterior Fx, vertical Fy y
mediolateral Fz, junto con la media (negro) más y menos una desviación (discontinua). Se
marcan los puntos que se han seleccionado como máximos y mínimos para comparar la curva
media y profunda.

Algo similar ocurre para los mínimos (Tabla 6.2), alcanzando mayor valor absolu-
to en la curva más profunda para la fuerza anteroposterior (-18,1 vs. -18) y en la
fuerza mediolateral (-3,5 vs. -3,3). En la curvas profundas estos valores mínimos
presentan una ligera dispersión mayor que las curvas medias en la fuerza vertical
(7,2 vs. 7,1) y mediolateral (1,9 vs. 1,7). En cuanto a los p-valores del test de la
t pareado, ni la fuerza anteroposterior ni la vertical presentan diferencias signifi-
cativas. En la fuerza mediolateral este p-valor es 0,08, por lo que atendiendo al
tamaño de la muestra (N=56) podría considerarse significativo.

La Figura 6.2 muestra la función media (negro) y la más profunda (en rojo)
para las tres fuerzas. En la fuerza anteroposterior la curva media presenta mayor
amplitud, mientras que en la fuerza vertical ocurre al revés. Es decir, en la Fy se
produce un efecto de cancelación de la media debido a las distintas amplitudes
de las curvas. En la fuerza mediolateral la curva media y la más profunda son
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Tabla 6.1: Valores medios y desviación típica (entre paréntesis) del máximo considerado
para cada fuerza (Fig. 6.1) junto con la desviación entre paréntesis, para las curvas medias
funcionales y para las más profundas de cada sujeto. Se muestra el p-valor del t-test pareado.

Fuerza Media funcional Curva más profunda p-valor
Anteroposterior Fx 20,8 (3,4) 20,8 (3,6) 0,866
Vertical Fy 112,6 (8,6) 113,1 (8,8) 0,224
Mediolateral Fz 5,6 (1,5) 5,8 (1,5) 0,02

Tabla 6.2: Valores medios y desviación típica (entre paréntesis) del mínimo considerado
para cada fuerza (Fig. 6.2) junto con la desviación entre paréntesis, para las curvas medias
funcionales y para las más profundas de cada sujeto. Se muestra el p-valor del t-test pareado.

Fuerza Media funcional Curva más profunda p-valor
Anteroposterior Fx -18 (3,6) -18,1 (3,5) 0,473
Vertical Fy 74,3 (7,1) 74 (7,2) 0,197
Mediolateral Fz -3,3 (1,7) -3,5 (1,9) 0,08

muy diferentes, ya no solo difiriendo en los extremos sino en la propia forma de
la curva.

Esto puede verse más en detalle para dos sujetos seleccionados al azar (Figura
6.3), donde se observan estas diferencias comentadas para la muestra total. En la
fuerza mediolateral estas diferencias entre la curva media de las 6 repeticiones del
sujeto o la profunda son más evidentes. La curva media es más suave, al promediar
los valores del conjunto de curvas, mientras que la profunda representa una curva
real.

Discusión

De las Tablas 6.1 y 6.2 se observa cómo la diferencia entre los máximos y mí-
nimos de la curva de cada sujeto considerando la media de las 6 repeticiones o
la más profunda es pequeña. En todos los casos, excepto para el mínimo de la
fuerza vertical Fy (Tabla 6.2), el valor es ligeramente superior para la curva más
profunda. Esto es debido a que la media presenta el efecto de cancelación y estos
extremos se ven suavizados al hacer el promedio por la propia amplitud de las
distintas curvas y posibles desfases entre las curvas. En cambio, como la curva
más profunda es una curva real de un sujeto, mantiene todas las características.
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Figura 6.2: Función media (negro) y más profunda de la profunda de cada sujeto (rojo)
para la fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y medio lateral Fz.

Se ha realizado un test de la t pareado para ver si estas diferencias entre máximos
y mínimos entre curvas medias y curvas más profundas eran estadísticamente
significativas. Solo en los máximos de la fuerza mediolateral estas diferencias son
significativas (p-valor = 0,02), aunque en base al tamaño muestral (N=56), tam-
bién podrían considerarse diferencias significativas en los mínimos de esta misma
fuerza (p-valor = 0,08). Esto tiene especial sentido en esta fuerza, ya que es una
fuerza que presenta mucha variabilidad, por lo que considerar una media suaviza
los puntos característicos de esta.

Esto se aprecia visualmente muy claramente en la Figura 6.2 donde se compara
la media de toda la muestra y la curva profunda de las 56 curvas profundas de
cada sujeto. La fuerza anteroposterior tiene una media con mayor amplitud que
la profunda. Aunque se ha comentado el efecto de cancelación de la media, en
este caso no ocurre. Sin embargo, esto se puede explicar por el hecho de que hay
curvas que presentan un rango más amplio que las demás, lo que hace que esta
media tenga mayores extremos.
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Figura 6.3: Función media (negro) y profunda (rojo) de las 6 repeticiones de un determinado
sujeto para las tres fuerzas Fx, Fy y Fz. Las gráficas de arriba corresponden a un sujeto y
las de abajo a otro diferente, elegidos ambos al azar.

En la fuerza vertical sí que se produce el efecto de cancelación de la media.
Puede verse no solo en que la media funcional tiene menores valores extremos
que la profunda, sino porque además presenta un ligero desfase. En la fuerza
mediolateral estas diferencias son muy evidentes. Esto es debido a que es una
fuerza con mucha variabilidad. En la Figura 6.3 se comprueba mejor este efecto
en la fuerza Fz, donde incluso la media funcional y la curva más profunda tienen
amplitudes distintas (figura izquierda abajo).

De los valores de máximos y mínimos de las Tablas 6.1 y 6.2 y las figuras an-
teriores, se puede concluir que no hay diferencias entre máximos y mínimos en
las fuerzas anteroposterior y vertical entre las curvas medias y más profundas,
por lo que si se va a hacer un estudio estadístico posterior considerando valores
escalares, resulta indiferente considerar un enfoque o el otro. En cambio, estas di-
ferencias sí que son significativas en la fuerza mediolateral Fz, y no solo en estos
extremos, sino en la propia forma de la curva. En casos como este, donde las cur-
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vas presenten mucha variabilidad, es más recomendable utilizar curvas profundas
que curvas medias. En especial si se está utilizando análisis de datos funcionales,
donde se analiza toda la curva.

Si se quiere realizar un análisis estadístico basado en máximos, mínimos o rangos,
la curva media es robusta, en especial para la fuerza Fx y Fy. Sin embargo, si el
objetivo es utilizar análisis de datos funcionales, donde toda la información está
contenida en la curva, entonces el uso de la la curva mediana o más profunda
puede ser un aspecto decisivo.

Los resultados obtenidos no pueden compararse con otros trabajos ya que no
hemos encontrado ningún estudio que utilice la mediana funcional y la compare
con la media.

6.3.2 Regiones de confianza

Según la revisión realizada, lo habitual es construir regiones de confianza para la
media punto a punto, pero este enfoque no es correcto para el caso funcional. Así,
se compararán en este apartado las bandas de confianza de la media construida
punto a punto con la región obtenida a partir de la envolvente de un determina-
do porcentaje de curvas más profundas calculadas a partir de un bootstrap. El
objetivo es comparar ambas regiones y demostrar que las regiones de confianza
de la media obtenida punto a punto no contienen a curvas de la muestra.

Material y métodos

Para este subapartado se utiliza la base de datos de las fuerzas de reacción sobre
el suelo de 56 sujetos con osteoartritis temprana de rodilla (Cap. 4.2). Por simpli-
cidad se toman solo las curvas de la pierna izquierda. Como cada sujeto realiza 6
repeticiones, se va a obtener una única curva que represente a cada sujeto. Por un
lado, se va a calcular esta curva individual como la media de las 6 repeticiones.
Después, se va a obtener la media funcional de cada componente de fuerza (an-
teroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral Fz) junto con su banda de confianza
al 90% calculada punto a punto.

Por otro lado, se obtiene la curva más profunda de las 6 repeticiones de cada
sujeto. Después, de las 56 curvas profundas obtenidas, se calcula la más profunda
de ese conjunto. Para obtener una región equivalente a la de confianza para la
curva más profunda, se realiza un bootstrap con 500 replicaciones, para obtener
en cada una de esas repeticiones una curva profunda. Se obtienen así 500 curvas
profundas de las que nos quedamos solo con el 90% que tengan mayor profundidad
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y sobre estas se calcula su envolvente. Puesto que no se trata del cálculo de
intervalos de confianza, lo llamaremos intervalos de tolerancia.

Se compararán por un lado la curva media y la más profunda y por otro lado
estas regiones, estudiando si la curva profunda se encuentra dentro de la región
de confianza de la media.

Se utiliza la función fda.usc::depth.mode() [42] para calcular la curva más
profunda. Para el boostrap no se utiliza una función ya previamente programada
por un paquete específico de bootstrap, sino que se ha programado para cumplir
con las necesidades de lo que se quiere probar.

Resultados

La Figura 6.4 muestra la curva media (negro) y la curva más profunda (rojo) de
las 56 curvas de fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral Fz, junto con
la banda de confianza de la media para un nivel de confianza del 90% sombreado
en gris. El equivalente para la curva profunda es la región sombreada en amarillo
que corresponde a la envolvente del 90% de las curvas más profundas obtenidas
tras realizar un bootstrap con 500 replicaciones. Para cada repetición, se obtiene
la curva más profunda de las 56 curvas elegidas. Como resultado, se obtienen
500 curvas profundas, de las que se descarta el 10% de las menos profundas y
se calcula su envolvente. De la comparación de las curvas media y la profunda,
en la fuerza anteroposterior Fx se observa cómo la curva profunda tiene menor
amplitud que la media. La forma es similar. En cuanto a la fuerza vertical Fy

ambas curvas son similares, aunque la profunda presenta picos de mayor valor
que la media, probablemente por un efecto de cancelación de la media. También
se observa que hay un desfase temporal entre la curva media y profunda. En
la fuerza anteroposterior Fz es donde se observan más diferencias entre ambas
curvas. La curva más profunda presenta mucha más variabilidad que la curva
media, que es mucho más suave y con unos extremos bien definidos.

En cuanto a las regiones de confianza, la banda de confianza de la media para las
tres fuerzas es bastante estrecha, en especial para la fuerza Fx y Fy. En la fuerza
Fz es algo mayor debido a que es una fuerza que presenta más variabilidad. En
cambio, la envolvente de la curva profunda es mucho más ancha, concretamente
para la fuerza Fz. Es importante destacar que en las tres fuerzas, la curva más
profunda se encuentra fuera de la región de confianza de la media.
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Figura 6.4: Curva media (negro) y curva profunda (rojo), junto con el intervalo de confianza
de la media del 90% (sombreado gris) y la envolvente del 90% de las curvas más profundas
(sombreado amarillo) obtenido por bootstrap.

Discusión

En la Figura 6.4 se muestran la media y curva más profunda para las 56 curvas
estudiadas. Como primera conclusión, se puede ver que la media está sesgada. En
la fuerza anteroposterior Fx la amplitud de la curva media es mayor que la de la
más profunda. Esto puede ser debido a que hay algunas curvas que presentan de
forma aislada extremos de mayor valor que el resto de curvas. Esto hace que la
media presente mayor valor ahí que la curva más profunda, que sí que es una curva
real de un determinado sujeto. Para la fuerza vertical Fy este sesgo se puede ver
en el efecto de cancelación de la media. Esto se aprecia en dos aspectos: primero
que la curva media presenta extremos de menor valor que la curva más profunda
y segundo por el desfase temporal que hay entre ambas curvas, en especial en el
primer máximo del apoyo del talón y en el mínimo posterior. Finalmente, en la
fuerza mediolateral Fz es donde más diferencias se aprecian entre ambas curvas.
La curva media es una curva suave, mientras que la más profunda tiene más
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rugosidad. En este caso, se está produciendo un suavizado de la media obteniendo
una curva que no es representativa realmente de ningún sujeto.

Así, la media funcional no es una medida que represente adecuadamente a un
conjunto de curvas, porque está sesgada por efectos de cancelación de la media,
suavizados y desfases entre las curvas.

En lo que respecta a las regiones de confianza, para la media se obtiene la banda
de confianza calculada punto a punto para un nivel de confianza del 90%, que
es la práctica habitual. Por otro lado, se ha calculado la envolvente del 90% de
las curvas más profundas obtenidas por bootstrap. En la Figura 6.4 se observa
cómo ninguna de las curvas profundas está dentro de la banda de confianza de la
media. Además, esta región es considerablemente más estrecha que la envolvente
de la curva profunda. Esto demuestra que la banda de confianza de la media
obtenida punto a punto no es adecuada en el caso funcional y que además al
hacer comparaciones punto a punto debería corregirse.

El planteamiento seguido en este capítulo es original en cuanto a las aplicaciones
al análisis de movimientos humanos, no habiéndose encontrado ningún artículo
en la revisión bibliográfica realizada.

6.3.3 Estudio de la variabilidad

Se estudia la variabilidad a través de la desviación típica calculada punto a punto,
obteniendo así una región a partir de la media funcional sumando y restando 0,674
veces la desviación típica, para obtener una banda donde se encuentre el 50% de
las curvas. Se compara esta región con la envolvente del 50% de las curvas más
profundas, lo que sería equivalente a un rango intercuartílico en el caso funcional.

Material y métodos

Para analizar distintas formas de estudiar la variabilidad, se utiliza la base de
datos de fuerzas de reacción sobre el suelo de GaitRec (Apartado 4.4) tomando el
grupo de sanos y el grupo de patológicos de rodilla que tienen fractura de fémur o
tibia cerca de la articulación de rodilla. Se va a realizar el estudio de la variabilidad
en los dos grupos para poder analizar cómo afecta el estudio de la variabilidad
según sean patrones de sujetos sanos o patológicos, donde presuntamente hay más
variabilidad. Cada sujeto realiza un número de repeticiones que puede ser hasta
de 10. Se va a calcular la media de estas repeticiones como representativo de
ese sujeto y por otro lado, la más profunda de esas repeticiones para el enfoque
basado en la mediana funcional.
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Así, por un lado se va a comparar los resultados de un descriptivo representativo
de promedio o centralidad de datos y por otro lado, de dispersión. Comenzando
con el promedio, para cada grupo se va a calcular la curva media de las curvas
medias obtenidas de cada sujeto y en base a esto, una región de confianza al 90%.
Por otro lado, se obtiene la curva profunda de cada curva profunda obtenida para
cada sujeto. Para encontrar un intervalo de tolerancia de esta curva profunda, se
descartan el 10% de las curvas menos profundas y con las restantes se calcula la
envolvente. Se compararán estas regiones para cada componente de la fuerza y
cada grupo (sano y patológico).

Para estudiar la variabilidad, se calcula la región donde se encuentra el 50% de las
curvas medias de cada sujeto, sumando y restando a la media funcional total 0,674
veces la desviación típica de la muestra en cada punto. Se está asumiendo que
los datos numéricos en cada instante de tiempo siguen una distribución normal,
lo cual puede asumirse según el Teorema Central del Límite, ya que el tamaño
muestral de la base de datos considerada es elevado. Para el enfoque basado en
la mediana funcional, se calcula una región similar a la del rango intercuartílico,
considerando el 50% de las curvas más profundas. Sobre estas, se calcula la en-
volvente. Estas regiones se calculan tanto para la muestra de sanos como la de
patológicos para estudiar a su vez el comportamiento de esta variabilidad según
los dos enfoques planteados.

Resultados

Los resultados del estudio de la variabilidad se han realizado con la base de datos
de las fuerzas de reacción sobre el suelo de GaitRec (Cap. 4.4). Se ha realizado el
análisis sobre el conjunto de curvas de sanos y patológicos de rodilla que tienen
fractura de fémur o tibia cerca de la articulación de rodilla. Cada sujeto realiza
varias repeticiones, por lo que se considera como representativa de cada sujeto la
curva media y la más profunda para el enfoque de la mediana funcional. Después
de elegir esa curva representativa para cada sujeto, el tamaño muestral para el
grupo de sanos es de N = 219 y para los patológicos de rodilla de N = 938.

Para cada muestra, se calcula la media del conjunto de curvas medias (negro) y
la curva más profunda del conjunto de las profundas (rojo) para la muestra de
sanos (Figura 6.5 arriba) y la de patológicos (Figura 6.5 abajo). En la muestra
de sanos (Fig. 6.5 arriba) los resultados son similares a los obtenidos para la base
de datos de pacientes con osteoartritis estudiado en el apartado 6.3.2. Es decir,
en la fuerza anteroposterior Fx el máximo de la curva media es superior al de
la curva más profunda y existe un ligero desfase entre las curvas en el paso por
cero. En este caso, además, el mínimo también tiene menor amplitud en la curva
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media que en la más profunda. En la fuerza vertical Fy los máximos de ambas
son similares, aunque se aprecian grandes diferencias en el mínimo del valle entre
ambas curvas. Hay también un ligero desfase entre la curva media y la profunda
en la zona del primer máximo. En la fuerza mediolateral Fz la curva más profunda
presenta más variabilidad que la curva media. El segundo máximo de esta fuerza
es notablemente superior al de la función media. Además, esta curva profunda no
presenta un patrón tan claro de extremos como sí que lo tiene la curva media.

En cuanto a la muestra de patológicos (Figura 6.5 abajo), en la fuerza anteropos-
terior Fx no hay diferencias tan evidentes como sí que las había en la muestra de
sanos, presentando la curva más profunda una amplitud ligeramente mayor a la
de la curva media. En la fuerza vertical Fy tampoco hay mucha diferencia entre
los extremos de ambas funciones, aunque sí que se aprecia un desfase temporal.
Finalmente, en la curva mediolateral Fz se observan diferencias en la forma de
ambas curvas, con mínimos en el inicio y final del movimiento más pronunciados
en el caso de la más profunda. A su vez, en el primer máximo, la curva profunda
presenta más variabilidad y extremos locales que la curva media.
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Figura 6.5: Media (negro) y curva más profunda (rojo), junto con el intervalo de confianza
del 90% de la media (sombreado gris) y la envolvente del 90% de las curvas más profundas
(sombreado naranja) para el grupo de sanos (arriba) y patológicos (abajo) para la fuerza
anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral Fz.
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Se calcula también la banda de confianza para la media punto a punto a un
nivel de confianza del 90%, que es la región sombreada en gris. En las gráficas
de sanos se observa cómo esta región es bastante estrecha, aunque algo menos
para la fuerza mediolateral Fz, ya que es la que presenta más variabilidad. En
las gráficas equivalentes de patológico (Fig. 6.5 abajo) esta banda es mucho más
reducida todavía, debido al número elevado de muestras (N = 938). Se representa
en naranja la envolvente del 90% de las curvas más profundas de la muestra. En
ambos grupos la fuerza mediolateral Fz es la que presenta una región más amplia.
Esta es mayor para la muestra de patológicos (Fig. 6.5 abajo) que para la de sanos
(Fig. 6.5 arriba). En todos los casos la curva más profunda se encuentra fuera de
la banda de confianza de la media.

Para estudiar la variabilidad del conjunto de curvas, se calcula la desviación punto
a punto para representar la banda en la que se encuentra el 50% de las curvas.
Para ello se representa la media más y menos 0,674 veces la desviación típica. Se
obtienen las bandas sombreadas en gris de la Figura 6.6 para el grupo de sanos
(arriba) y patológicos (abajo), respectivamente. En negro se marca la media. De
forma análoga, para la curva más profunda (azul) se obtiene la envolvente del
50% de las curvas más profundas, sombreada en azul claro. Esta región sería el
equivalente funcional del rango intercuartílico de los datos numéricos.

Estas envolventes tienen mayor anchura que el equivalente de la media, tanto
para el grupo de sanos como el de patológicos. Las curvas de patológicos (Fig. 6.6
abajo) presentan más variabilidad que las del grupo de sanos (Fig. 6.6 arriba).
Por último, en el grupo de sanos, en la fuerza anteroposterior Fx en la zona del
paso por cero y el máximo, la curva profunda se encuentra fuera de la banda de
variabilidad obtenida con la desviación típica. Esto mismo ocurre con la curva
vertical Fy y mediolateral Fz (Figura 6.6 arriba). En el grupo de patológicos
esto solo ocurre en el último mínimo de la fuerza mediolateral (Fig. 6.6 abajo) y
ligeramente entre el valle y el segundo máximo de la fuerza vertical.
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Figura 6.6: Media (negro) y curva más profunda (azul), junto con la banda de la media
más y menos 0,674 × sd (sombreado en gris) donde se encuentra el 50% de las curvas y la
envolvente del 50% de las curvas más profundas (sombreado en azul) para el grupo de sanos
(arriba) y patológicos (abajo) para la fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral
Fz.

113



Capítulo 6. Descriptivos funcionales

Discusión

En la Figura 6.5 se muestra la media y curva más profunda, junto con la banda de
confianza al 90% de la media y la envolvente del 90% de las curvas más profundas,
para el grupo de sanos (arriba) y patológicos (abajo), respectivamente. Aunque
se ha utilizado una base de datos diferente a la del apartado 6.3.2 las conclusiones
extraídas son similares. No obstante, en este caso la envolvente corresponde a la del
90% de las curvas más profundas de la muestra. En el apartado 6.3.2 correspondía
al 90% de las curvas más profundas obtenidas al realizar un bootstrap.

Para esta base de datos ocurre algo similar en la fuerza anteroposterior Fx, donde
los extremos son menores en la curva profunda y hay un desfase entre ambas curvas
en el paso por el cero. En la vertical, las diferencias son más sutiles, presentando
solo diferencias en la amplitud del mínimo en el valle. Por último, en la fuerza
mediolateral Fz la curva profunda es completamente distinta a la curva media.
Para el grupo de patológicos, en la fuerza anteroposterior Fx, solo hay ligeras
diferencias en la amplitud de la curva, siendo la más profunda la que tiene mayor
amplitud. En la fuerza vertical se presentan algunos desfases temporales entre
ambas curvas. En la mediolateral la forma de la curva profunda es completamente
distinta a la de la curva media en la primera mitad del movimiento.

De nuevo se demuestra que la media funcional no es buen estimador para el
conjunto de curvas de una muestra, en especial cuando estas presentan mucha
variabilidad como en el caso de la fuerza mediolateral Fz. Además, ninguna curva
profunda se encuentra dentro de la banda de confianza de la media.

De igual forma hay que preguntarse sobre el estudio de la variabilidad en el caso
funcional y si el cálculo de la desviación punto a punto proporciona información
adecuada sobre la variabilidad del conjunto de curvas. En la Figura 6.6 se repre-
senta sombreado en gris la región donde se encontrarían el 50% de las curvas,
mientras que sombreado en azul la envolvente del 50% de las curvas más pro-
fundas. Esta última es mucho más ancha, lo que indicaría que la variabilidad del
conjunto de curvas es mayor que la mostrada a través de la desviación típica.
Además, hay algunas zonas de la curva anteroposterior Fx y vertical Fy del grupo
de sanos y de la curva mediolateral Fz de ambos grupos donde la curva profunda
se encuentra fuera de la banda del 50% de las curvas obtenido a través de la
desviación típica punto a punto. Esto demuestra que estimar la variabilidad fun-
cional a través de la desviación punto a punto no aporta información adecuada
sobre la dispersión de la muestra.

Finalmente, la muestra de patológicos presenta mucha más dispersión que la del
grupo de sanos. Esto se puede ver a través de las curvas envolventes, que son
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mucho más amplias. Sin embargo, este aumento no se aprecia tan notablemente
en la región de la desviación típica, ya que si bien aumenta ligeramente, no en la
misma proporción a la que lo hace la envolvente de las profundas.

De este apartado se puede concluir que la desviación funcional obtenida como una
desviación típica punto a punto no es un buen estimador de la dispersión de un
conjunto de curvas, ya que no capta correctamente la variabilidad de la muestra.
Esto se ha podido ver al comparar las regiones obtenidas con la desviación típica
(gris) y con la envolvente del 50% de las curvas más profundas (azul). Además,
en algunas zonas del movimiento, la curva más profunda de la muestra se en-
cuentra fuera de la banda sombreada en gris. Esto demuestra que una banda de
confianza de la media es una visión muy optimista para representar los datos y
que las curvas profundas muestran mejor esa variabilidad. Es importante mostrar
esta variabilidad y no solo una media, ya que puede dar información sobre la
variabilidad del conjunto de curvas y así poder determinar qué variables son más
o menos fiables que otras.

Aunque se han publicado algunos artículos orientados a definir rangos intercuar-
tílicos funcionales, revisados en [56], en dichos trabajos no se utiliza el concepto
de mediana funcional. Por ello es difícil hacer comparaciones entre los resultados
y los mostrados en la citada revisión.

6.3.4 Uso de curvas profundas para el registro de funciones

Una de las cuestiones planteadas en este capítulo es que la curva media puede no
ser representativa del conjunto de curvas, en especial cuando estas tienen mucha
variabilidad, y por tanto no coincidir con ninguna curva original de la muestra.
En procesos como el del registro del tiempo, donde se utiliza como curva patrón
la media, cabe preguntarse qué resultados se obtendrían si se utilizase la curva
más profunda. Se va a realizar este análisis con el método de registro no lineal de
Ramsay ([139, Cap. 7]). Se compararán así las medias de las curvas registradas
habiendo tomado como curva patrón la media de las curvas originales o la curva
más profunda.
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Material y métodos

Se utiliza la base de datos de sujetos con osteoartritis temprana de rodilla a los
que se les miden las fuerzas de reacción sobre el suelo en marcha (Cap. 4.2). Se
toman solo las fuerzas de la pierna izquierda por simplicidad. La muestra está
compuesta por 56 sujetos, los cuales realizan 6 repeticiones, por lo que en total
se tienen 336 curvas. Se va a realizar el registro de las 336 curvas utilizando dos
curvas patrón: por un lado la media de las 336 repeticiones y por otro lado la curva
profunda de la curva profunda de cada sujeto. Es decir, como cada sujeto realiza
6 repeticiones, se calcula su curva profunda obteniendo así 56 curvas profundas.
De estas 56, se vuelve a calcular la curva profunda y es la que se utiliza como
patrón para hacer el registro de las 336 curvas.

Se normalizan todas las curvas de fuerza por el rango para optimizar el método
de registro, ya que en especial en la fuerza mediolateral Fz este no funciona del
todo bien si no se normaliza.

Se compararán después las medias de las curvas registradas con ambos métodos.
Para las funciones de transformación del tiempo se utilizan 5 funciones de la base
de B-Splines. Se utiliza la función fda.usc::depth.mode() [42] para el cálculo de
la curva más profunda y fda::register.fd() [141] para el registro de funciones.

Resultados

Se realiza el registro de las 336 curvas de fuerza de reacción sobre el suelo para las
tres componentes Fx, Fy y Fz utilizando como curva patrón la media funcional
de toda la muestra y la curva más profunda de la curva más profunda de las 6
repeticiones de cada sujeto. Las curvas originales y las registradas con estas dos
curvas patrones se muestran en la Figura 6.7, junto con la media de todas las
curvas (negro). En estas gráficas no se aprecian grandes diferencias en las curvas
registradas, si bien en la gráfica de la fuerza mediolateral Fz registrada con la
curva profunda se aprecian curvas registradas con más extremos locales que las
obtenidas con el registro de la media.

Para visualizar mejor estas diferencias se representa la media de las curvas re-
gistradas con ambos métodos junto con las curvas patrones (Figura 6.8). En la
fuerza anteroposterior Fx no hay grandes diferencias entre los extremos de ambas
medias, pero sí que hay un ligero desfase entre estas entre el mínimo y máximo,
estando la media registrada con las profundas más adelantada. Los resultados
para la fuerza vertical Fy son similares. No hay diferencias en los valores extre-
mos, pero sí un desfase entre las dos curvas entre ambos extremos. En la fuerza
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mediolateral Fz aparte del desfase que hay en prácticamente toda la curva entre
ambas medias, sí que la media de las registradas con la profunda presenta un
segundo máximo de mayor valor que la registrada con la media. Sin embargo,
también presenta un mínimo menos pronunciado.

Figura 6.7: Curvas de fuerza de reacción sobre el suelo anteroposterior Fx (arriba), vertical
Fy (medio) y mediolateral Fz (abajo) para la normalización lineal (izquierda) representando
en esta la curva media (negro) y más profunda (rojo). En la columna central se muestra el
registro realizado tomando como curva patrón la media funcional de la muestra, se marca
en negro la media de las curvas registradas. En la columna derecha se muestran las curvas
registradas tomando como curva patrón la curva profunda. En negro se marca la curva media
de las registradas.
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Figura 6.8: Comparación de las curvas medias obtenidas con ambos registros para la fuerza
anteroposterior Fx (izquierda), vertical Fy (medio) y mediolateral Fz (derecha). En línea
discontinua se marca la media (gris) y la curva profunda (naranja) de las curvas originales.
Las medias de las curvas registradas empleando como curva patrón la media se muestra en
negro, mientras que la media usando la curva más profunda en rojo.

Discusión

Se ha realizado el registro del tiempo utilizando el método de Ramsay de las curvas
de reacción sobre el suelo de la base de datos del Capítulo 4.3. Por un lado se
ha registrado utilizando como curva patrón la media de las 336 curvas y por otro
lado, la curva más profunda de la curva más profunda de las repeticiones de cada
sujeto. No se aprecian diferencias en términos de amplitud de las curvas medias
registradas en las fuerzas anteroposterior Fx y vertical Fy, aunque sí desfases
entre ambas medias (Fig. 6.8). Por tanto, en estos casos, registrar con la curva
media o la más profunda no supone grandes diferencias.
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En cambio, en la fuerza mediolateral Fz aparte de estos desfases también hay
una diferencia en amplitud del último máximo y el mínimo de la zona central del
movimiento. El máximo se explica por la posición de este extremo en la curva más
profunda (naranja discontinuo) respecto del de la media (gris discontinuo). Puesto
que estas curvas presentan más variabilidad, hay un efecto de cancelación de la
media y es por ello que este máximo se encuentra ligeramente desplazado hacia la
derecha en el caso de la media. El hecho de que la amplitud de este máximo sea
considerablemente mayor en la profunda que en la media no afecta al registro, ya
que alinea en posición, pero no en amplitud. El mínimo de las curvas registradas
con la curva patrón es menos pronunciado que el que se obtiene para el caso de
registrar con la media. Observando las curvas patrón, esto podría explicarse en
el sentido de que este mínimo en la profunda está desplazado respecto al de la
media. Las curvas mediolaterales presentan mucha variabilidad y estos extremos
no están muy definidos en muchas de las curvas.

En resumen, registrar en el tiempo un conjunto de funciones utilizando la curva
media o la curva más profunda solo produce diferencias cuando hay mucha va-
riabilidad entre las curvas originales, como es el caso de la fuerza mediolateral.
Esto es debido a que la curva media antes de registrar está muy suavizada al
haber más desfase entre las funciones. En cambio, la curva profunda es una curva
real de un sujeto determinado, por lo que alinea el resto de curvas a esta y a sus
puntos característicos que no están suavizados.

Este es el primer trabajo en el que se utiliza la mediana funcional como curva
patrón para el proceso del registro del tiempo.

6.4 Conclusiones

Las principales conclusiones que se extraen de este trabajo son las siguientes:

• Cuando las curvas presentan mucha variabilidad la media funcional no es un
buen descriptivo del conjunto, ya que se produce el efecto de cancelación de
la media y se obtiene una curva que no presenta características similares a las
de ningún sujeto. En estos casos, la curva más profunda, como el equivalente
funcional de la mediana, es más adecuada, ya que se corresponde con una
curva real de un determinado sujeto.

• En curvas con poca variabilidad la media funcional es robusta y puede em-
plearse tanto esta como la curva más profunda. Si posteriormente se va a
realizar un estudio estadístico basado en valores extremos, el hecho de consi-
derar la media o profunda no plantea grandes diferencias. En cambio, si se va
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a utilizar la curva completa como en análisis de datos funcionales, entonces
sí que es importante reflexionar sobre el uso de la curva profunda en lugar
de la media funcional, en especial si estas presentan mucha variabilidad.

• Calcular los intervalos de confianza de la media punto a punto no es correcto.
Estas bandas de confianza no representan al conjunto. Esto se puede ver
porque la curva más profunda se sale de esta banda. Como alternativa se
propone el uso de unos intervalos de tolerancia obtenidos a partir de la
envolvente de un porcentaje determinado de curvas más profundas obtenido
por bootstrap.

• Estudiar la variabilidad en términos de la media y desviación típica punto a
punto no tiene en cuenta toda la variabilidad de la muestra. Curvas repre-
sentativas como la curva más profunda incluso se salen de la banda donde se
encuentra el 50% de las curvas obtenido a partir de la media. Se plantea la
alternativa de representar el equivalente funcional del rango intercuartílico,
que sería la envolvente del 50% de las curvas más profundas. Esta banda
es considerablemente más ancha que la obtenida con la desviación típica y
capta correctamente toda la variabilidad de la muestra.

• En el registro del tiempo se usa como curva patrón la media funcional,
pero si esta a veces no se corresponde con la de ningún sujeto, puede estar
produciendo alteraciones temporales. Se ha comprobado esto realizando el
registro con la media y con la más profunda y en todos los casos hay desfases
entre las medias de las curvas registradas por ambos métodos. Si además las
curvas presentan mucha variabilidad, también hay diferencia en los extremos
de estas medias. Por tanto, en estos casos sería más conveniente considerar
la curva profunda en lugar de la media funcional.

De forma general en este capítulo se ha reflexionado sobre el uso de descriptores
funcionales, encontrando ciertas limitaciones en las versiones clásicas realizadas
punto a punto. En cambio, el concepto de curva más profunda permite solucionar
gran parte de estas limitaciones, obteniendo bandas de tolerancia y de variabilidad
que representan mejor al conjunto de curvas que los obtenidos punto a punto a
través de la media, demasiado optimistas y favorables para el caso funcional.

Como trabajos futuros se plantea explorar otras definiciones de curva profunda
y estudiar las diferencias entre estas y a su vez con los descriptivos de media y
desviación típica funcional.
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Capítulo 7

Modelos lineales funcionales

En este capítulo se plantean y desarrollan diferentes aplicaciones de los modelos
lineales funcionales en la valoración biomecánica clínica. Corresponden con los
objetivos específicos 4 y 5. Se comienza por una revisión de las aplicaciones de
las técnicas de regresión utilizadas en los estudios biomecánicos, discutiendo sus
logros y limitaciones. A partir de dichas limitaciones se plantean los objetivos a
cubrir mediante un enfoque funcional, que abarca dos planteamientos: la regresión
de función sobre escalar y los modelos de regresión de escalar sobre función. En
cada caso se plantean soluciones para resolver algunas cuestiones asociadas al
enfoque funcional, como son el riesgo de error tipo I y el riesgo de sobre ajuste.
Se aplican a estudios sobre valoraciones funcional de la marcha y el cuello y se
comparan los enfoques clásicos, discutiendo sus ventajas, limitaciones y posibles
aplicaciones futuras.

7.1 Introducción

7.1.1 Estado del arte

Los modelos de regresión lineal múltiple son modelos estadísticos ampliamente
utilizados en Biomecánica para establecer relaciones cuantitativas entre variables
independientes (predictores) y dependiente (respuesta).
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Se emplean en diversas aplicaciones, desde la comparación de parámetros bio-
mecánicos entre grupos (sanos vs. patológicos), hasta la evaluación del efecto de
determinados factores, como la edad o el sexo. Una de las aplicaciones más rele-
vantes de los modelos de regresión es la de establecer una relación entre niveles
de severidad de una patología y variables biomecánicas. Esto tiene implicaciones
directas en el diagnóstico y tratamiento de lesiones.

A continuación, se describen algunas de las aplicaciones de los modelos lineales
en el campo de la biomecánica y se discuten sus limitaciones.

Los modelos de regresión lineal múltiple se emplean en Biomecánica para esta-
blecer relaciones entre variables. Algunos ejemplos incluyen la predicción de la
torsión humeral en lanzadores de béisbol profesionales [17], la relación entre la
torsión del hombro y el esfuerzo muscular percibido en tareas de transferencia
de carga [31] y la predicción del ritmo del hombro [54, 182]. En el análisis de la
marcha, estos modelos se han empleado para predecir la mejoría de la marcha
agachada [64], analizar la marcha en pacientes con artroplastia total de rodilla
[87] y predecir la velocidad de marcha en pacientes con hemiplejia [117], entre
otros.

Una característica común en estos estudios es la gran cantidad de variables bio-
mecánicas extraídas del movimiento que se consideran como posibles predictores.
Por ejemplo, en un estudio de marcha [64] parten de 26 variables, en otro [87] de
22 o incluso de hasta 29 variables [117]. Este número elevado de posibles predic-
tores del modelo requiere de un proceso de selección de variables para identificar
cuáles son más relevantes para el modelo.

Para solucionar este problema, la mayoría de los estudios emplean el método de
selección por pasos. Este método permite reducir el número de predictores, selec-
cionando solo aquellos más relacionados con la variable respuesta. Por ejemplo,
en uno de los estudios [117] redujeron las 29 variables iniciales a solo 4 para el
modelo final.

Esta fase de selección de variables es vital para evitar el sobre ajuste del modelo
y mejorar su interpretabilidad. Sin embargo, estas variables escalares en muchas
ocasiones se eligen arbitrariamente por ser puntos característicos de la curva del
movimiento, perdiendo información valiosa de la curva como por ejemplo pen-
dientes de la función. Además, la elección del método de selección de variables
puede influir en los resultados del modelo. Por tanto, el empleo de toda la curva
a través del Análisis de Datos Funcionales podría solucionar este problema al no
tener que seleccionar variables escalares.
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Por otro lado, de más interés clínico son los estudios que relacionan las variables
biomecánicas y escalas clínicas. Centrándonos primero en estudios de marcha,
un estudio [155] analiza parámetros de aceleración de la marcha con algunas
escalas clínicas, obteniendo valores de correlación de 0,24 con el EVA (Escala
Visual Analógica), de 0,09 con el WOMAC (cuestionario utilizado para evaluar el
dolor en pacientes con osteoartritis) o de 0,41 con el KSS (escala funcional para
cirugía de rodilla) en pacientes con artroplastia total de rodilla. Otro estudio [74]
investiga la relación entre parámetros normalizados en comparación con un grupo
de control sano del análisis de la marcha y medidas de resultados informados por
el paciente tras una artroplastia total de rodilla, obteniendo algunas correlaciones
de 0,708 en el caso de algunas escalas clínicas. Otro estudio similar [90] analiza
sujetos a la espera de una artoplastia de rodilla para encontrar relación entre dos
escalas clínicas y parámetros de la marcha. Encontraron correlaciones moderadas
(menores a 0,6) con estas escalas clínicas y variables biomecánicas.

En análisis de movimiento de hombro, un trabajo [89] estudia la relación entre
la biomecánica del hombro con 5 escalas clínicas en pacientes a las que se les ha
realizado una mastectomía y reconstrucción mamaria. Se encontraron relaciones
entre medidas de rigidez del hombro y algunas de estas escalas clínicas con R2

no superiores en el mejor de los casos a 0,299, lo que equivale a un coeficiente de
correlación múltiple r de 0,546.

En el caso del movimiento de cuello, hay numerosos estudios que relacionan las
puntuaciones de escalas clínicas y variables cinemáticas. La mayoría de estos estu-
dios utilizan el rango de movimiento cervical como variable de referencia. Aunque
la mayoría afirman que el rango de movimiento cervical disminuye a medida que
aumenta la puntuación de la escala de dolor o el índice de discapacidad, la co-
rrelación entre estas variables es baja, con valores absolutos entre 0,1 y 0,4 en la
mayoría de estudios [68].

Hay menos trabajos que evalúen la relación entre variables cinemáticas del cuello
obtenidas a partir de movimientos continuos y cuestionarios [163, 101, 133, 152,
30, 164]. Los resultados de estos estudios de cuello son más dispersos, debido a
la variabilidad del tipo de ensayos realizados y las diferencias en las patologías
analizadas. Sin embargo, existe evidencia de que a medida que aumenta el dolor o
el nivel de discapacidad, los movimientos son más lentos, aunque las correlaciones
no son muy altas, por debajo de 0,4. Hay algunos estudios con un tamaño muestral
pequeño y sujetos con dolor agudo o altos niveles de discapacidad donde esta
correlación es superior.

Resulta difícil comparar todos los estudios entre sí, porque utilizan distintas téc-
nicas de medición y se aplican a pacientes con distintas lesiones y, sobre todo,
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diferentes niveles de gravedad. Se observa que en general la relación entre las
variables biomecánicas y las escalas clínicas de dolor o discapacidad no son altas,
salvo cuando se analizan muestras que cubren todos los rangos de severidad, desde
los leves hasta los muy severos. Cuando se estudian las variaciones en muestras
de pacientes con niveles leves o moderados de severidad, la relación entre las va-
riables biomecánicas y las clínicas decae [68, 163, 101, 133, 30, 164], lo que pone
en duda la sensibilidad real de algunas variables biomecánicas para evaluar la
evolución del estado de los pacientes. Por el contrario, las escalas clínicas tienen
elevados niveles de fiabilidad y son ampliamente usadas en el ámbito clínico. Por
tanto, quizá los predictores utilizados no son del todo adecuados. Además, estos
modelos de regresión utilizan en muchas ocasiones numerosas variables escalares
que deben extraerse previamente de la curva de movimiento.

La simplicidad y facilidad de interpretación de los modelos de regresión lineal
hace que sean una herramienta muy útil en el campo de la Biomecánica. Ade-
más, no solo permiten identificar y cuantificar relaciones entre variables sino que
también realizan una estimación de coeficientes y atribución de los predictores,
esto es, determinar aquellos que son significativos. Esto tiene especial relevancia
en el ámbito clínico, ya que permite comprender cómo las variables biomecánicas
afectan a una determinada patología, ayudando en la toma de decisiones y en el
diseño de programas de rehabilitación.

En Biomecánica se utilizan los modelos de regresión lineal múltiple, donde se
relacionan diversas variables escalares (predictores) extraídas de las curvas de
movimiento con la variable respuesta, también escalar. Estos modelos presentan
una serie de limitaciones.

• Los niveles de correlación entre las variables biomecánicas y las escalas clí-
nicas son bajos, inferiores a 0,5 en la mayoría de estudios. Esto sugiere que
los modelos pueden no estar capturando correctamente la información del
movimiento.

• Por otra parte, los predictores escalares se extraen de las curvas del movi-
miento, como máximos, mínimos, pasos por cero, duración de determinados
eventos, rangos, etc. Por tanto, se utilizan numerosos predictores para mues-
tras que en muchas ocasiones son reducidas. Esto incrementa el riesgo de
sobre ajuste, lo que compromete la generalización de los resultados.

• Finalmente, la selección de estas variables escalares en ocasiones es arbitraria
y quizá por esta razón los coeficientes de correlación sean tan bajos. Además,
estas variables a veces están correlacionadas, por lo que puede distorsionar
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las estimaciones de los coeficientes del modelo, dificultando la interpretación
del modelo.

Frente a estas limitaciones, se plantea un enfoque que permita utilizar toda la
información contenida en la curva a través de los modelos de regresión funciona-
les. Estos son modelos en los que la respuesta, predictores o ambos son funciones.
Se estudian más en detalle dos de estos modelos: uno en los que las funciones
pueden ser la variable dependiente y otro en los que esa función es la variable
independiente. La primera es la habitual en Biomecánica, donde se hacen mu-
chas regresiones punto a punto, cayendo en el problema de error tipo I, al hacer
comparaciones múltiples. La segunda, es mucho menos empleada en Biomecánica
aunque presenta numerosas ventajas.

Estos problemas pueden solucionarse al menos parcialmente utilizando un enfoque
funcional, donde se emplee toda la curva del movimiento a través de modelos de
regresión funcional. A diferencia de los modelos lineales clásicos, en los funcionales
se pueden utilizar tres enfoques, según el papel de las variables funcionales ([139,
Cap. 12]). Así, los modelos de regresión función sobre escalar son aquellos en los
que la respuesta es funcional y los predictores son escalares. Al contrario, en los
modelos de regresión escalar sobre función los predictores son funcionales y la
respuesta escalar. Finalmente, los modelos función sobre función emplean tanto
para la respuesta como los predictores funciones.

Modelos de regresión función sobre escalar

En estos modelos la variable dependiente es una curva y los predictores son esca-
lares o categóricos. Se ha usado para analizar el efecto de determinadas variables
sobre curvas de fuerza o movimiento [36, 57, 53].

Sin embargo, la aplicación más extendida en el campo de la Biomecánica es la
versión funcional del ANOVA o FANOVA, donde esos predictores escalares se
pueden codificar para representar un factor o grupo. La mayoría de estudios que
emplean el FANOVA en Biomecánica plantean como objetivo demostrar que este
aporta más información que el ANOVA a la vez que puede interpretarse la curva
de movimiento.

El FANOVA se ha utilizado en diversas áreas de la Biomecánica, como en marcha
[148, 188, 132, 7], en aplicaciones de salto en sujetos con patologías del ligamento
anterior cruzado [177, 61, 2] o para el estudio de asimetría en ciclistas [157]. Hay
muchas aplicaciones de FANOVA en el miembro inferior, aunque también se han
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encontrado trabajos que lo utilizan para el análisis de la fatiga en extremidades
superiores [71] o para analizar la carga lumbar empleando exoesqueletos [181].

Una de las ventajas que presenta el ANOVA funcional es que al emplear toda la
información contenida en la curva, se pueden encontrar diferencias entre grupos
que con el ANOVA clásico no aparecen. Esto se pone de manifiesto en algunos
de los trabajos revisados [7, 157, 177]. Concretamente, en el estudio de asimetría
en ciclistas [157] realizan un ANOVA considerando el máximo de la curva, no
habiendo diferencias significativas. Sin embargo, al realizar el FANOVA sí que
encuentran zonas de la curva donde el p-valor es significativo, excepto en la zona
del máximo. Es decir, en ocasiones se eligen variables escalares que no están
relacionadas con la variable de estudio, pudiendo extraer conclusiones erróneas.
En cambio, con el enfoque funcional se analiza toda la información de la curva.

Sin embargo, a pesar de estas ventajas, la forma de plantear estos análisis de la
varianza funcionales no están exentos de problemas. En efecto, aunque en estos
modelos la variable pronosticada es una función, en el análisis dicha función se
suele discretizar, realizando un análisis punto a punto. Esto supone, por una parte,
que se hacen contrastes múltiples, típicamente 100 o más, lo que aumenta el riesgo
de cometer errores de tipo I si no se corrigen los p-valores de los análisis. Además,
se obvia que los ajustes se realizan sobre observaciones que no son independientes.
Es decir, al comparar curvas se hace una inferencia local, esto es, se prueba una
hipótesis nula para cada uno de los puntos de la curva, lo que implica muchos
contrastes de hipótesis y produce un gran número de falsos positivos [130]. Los
métodos clásicos, como la corrección de Bonferroni, son muy conservadores para
muchos tests, por lo que no son muy adecuados en FDA, aunque algunos trabajos
revisados la utilicen [157]. Por lo que se tienen que emplear otras correcciones,
como la de Benjamini-Hochberg [118].

Una alternativa al análisis punto a punto es representar las funciones originales
por sus componentes en una base de funciones con menos dimensionalidad, habi-
tualmente una base de componentes principales funcionales. Este enfoque se ha
empleado en varios trabajos para representar patrones de movimientos y fuerzas
[95, 40, 173, 59, 73, 107]. Sin embargo, algunos estudios extraen las componentes
principales funcionales y después comparan las puntuaciones obtenidas para ca-
racterizar patrones de movimiento [95, 107] o comparar distintas articulaciones
[73]. También se usan estas puntuaciones como predictores de un modelo de re-
gresión no funcional [144, 147]. Es decir, realmente no se está usando el enfoque
funcional y el potencial de este.

A pesar de lo atractivo que resulta este planteamiento, no está exento de al-
gunas limitaciones. En primer lugar, no es infrecuente que las componentes que

126



7.1 Introducción

muestran relaciones significativas con los predictores no sean las que explican más
varianza, lo que plantea dudas acerca de su robustez frente a sujetos anómalos o
modificaciones en la muestra de donde ha salido la base.

Por otra parte, la interpretación de los resultados está ligada a la del significado
de las funciones de la base, que dependen también de la muestra elegida (ya que
a veces se usan mezclas de sujetos sanos y patológicos y en otras ocasiones solo
sanos o patológicos), sin discutir su representatividad. Esta interpretación no está
exenta de un elevado grado de subjetividad.

Finalmente, se obvia el carácter funcional del problema, que simplemente se re-
duce a un problema de análisis escalar sobre escalar. Se asume que las funciones
obtenidas en un FPCA tienen algún tipo de propiedad que las hace especialmente
indicadas para identificar diferencias entre sanos y enfermos o especialmente sensi-
bles a determinadas variaciones de las variables independientes. Sin embargo, son
simplemente un tipo de base de funciones cuyas componentes deben considerarse
en su conjunto para representar a las funciones originales.

Modelos de regresión escalar sobre función

Es sorprendente que no se haya usado más este enfoque, ya que es el que permite
establecer en qué medida una variable biomecánica es capaz de predecir cambios
en el estado funcional medido mediante escalas clínicas. Esta información es pre-
cisamente la que se obtiene con la regresión escalar sobre función, por ejemplo al
relacionar una escala clínica con variables de fuerzas o de movimientos, lo que es
útil para evaluar el interés clínico de las variables biomecánicas.

Sin embargo, los estudios en esta línea son escasísimos. Así, en la revisión realizada
solo se ha encontrado un trabajo que utiliza este modelo en la predicción de la
frecuencia cardíaca máxima [104].

Modelos de regresión función sobre función

Finalmente, la regresión función sobre función, no es muy utilizada en Biome-
cánica, pudiendo emplearse para establecer relaciones entre diferentes variables
cinemáticas o cinéticas medidas durante un movimiento. Esta además puede uti-
lizarse no solo para establecer relaciones entre variables, sino también entre una
variable y sus derivadas, para descubrir así relaciones dinámicas [56, 86].
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7.1.2 Necesidades detectadas. Objetivos

De la revisión realizada sobre los modelos de regresión en Biomecánica, se plantean
las siguientes limitaciones de estos modelos:

• Los modelos de regresión emplean numerosas variables extraídas de las cur-
vas de movimiento, por lo que hay que establecer criterios de selección de
variables, habitualmente una regresión por pasos. Además, las correlaciones
entre escalas clínicas y variables biomecánicas son bajas, inferior a 0,5 en la
mayoría de casos.

• Los modelos de regresión funcional podrían solucionar estos problemas al
considerar toda la información contenida en la curva.

• Se han encontrado trabajos que utilicen el ANOVA funcional en Biomecá-
nica. Sin embargo, todavía está por explorar el modelo de regresión escalar
sobre función, que puede ser de gran ayuda para relacionar curvas biomecá-
nicas con escalas clínicas o niveles de dolor, que son datos escalares.

• Es muy importante poder realizar una interpretación de los resultados sobre
la propia curva de movimiento, lo cual es posible con el FDA. Esto no es
tan fácil o evidente con el enfoque clásico.

• El uso del FDA introduce el problema de la alta dimensionalidad al conside-
rar curvas y la necesidad de resolver dos problemas: por un lado, controlar el
número de variables para evitar sobre ajustes; y por otro lado, evitar falsos
positivos en los contrastes.

El objetivo principal de este capítulo es explorar los modelos de regresión funcio-
nal, en especial los modelos escalar sobre función, muy poco utilizados en Biome-
cánica. Así, los objetivos que se plantean son:

• Aplicar correcciones de p-valores en modelos de respuesta funcional para
controlar los falsos positivos cuando se realizan ajustes punto a punto.

• Comparar los modelos de ANOVA funcional punto a punto con un ANOVA
funcional que considere toda la curva en su conjunto.

• Establecer un criterio para encontrar el número óptimo de funciones de la
base de la función coeficiente, controlando así el número de parámetros del
modelo, evitando sobre ajustes y controlando la robustez del modelo.
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• Aplicar modelos de regresión escalar sobre función a distintas bases de datos,
para relacionar escalas clínicas con variables biomecánicas, comparando con
el modelo de regresión sin predictores funcionales.

• Interpretar los resultados obtenidos de los modelos de regresión funcionales
a partir de la curva de movimiento, para extraer conclusiones sobre qué
zonas de la función están más o menos relacionadas con la patología. Esto
aporta gran valor al personal clínico en la toma de decisiones.

7.2 Modelos de regresión

En este apartado se describen los dos modelos de regresión funcional que se van
a implementar: escalar sobre función y función sobre escalar.

7.2.1 Modelo de regresión escalar sobre función

Para comprender el planteamiento de los modelos de regresión funcional, comen-
zaremos por repasar los modelos de regresión con variables escalares. Sea una
variable respuesta yi que depende de un predictor escalar xi, entonces el conjun-
to de datos consta de parejas (xi, yi) con i = 1, . . . , n donde un xi dado puede
corresponder a diferentes respuestas. El objetivo es modelar la distribución de
probabilidad de la respuesta Yi dado el predictor xi. El modelo de regresión más
simple es:

Yi = β0 + β1xi + εi (7.1)

donde los errores aleatorios ε′is se asume que son independientes y distribuidos
normalmente con media nula y varianza σ2, es decir, εi son i.i.d. (independientes
e idénticamente distribuidos) con εi ∼ N(0, σ2). Si se usan varios predictores
escalares, xi ∈ Rp, el modelo de regresión múltiple viene dado por:

Yi =
p∑

j=1

xijβj + εi = xT
i β + εi, (7.2)

donde xT
i es la traspuesta del vector columna xi = (xi1, . . . , xip)

T y β =
(β1, . . . , βp) con εi’s i.i.d. con xi ∈ Rp. Es decir, se asume que Yi ∼ N(xT

i β, σ
2).

Vamos ahora a extenderlo al caso funcional. Si se tiene un predictor funcional, xi,
y una respuesta escalar, Yi, entonces la extensión natural del modelo de regresión
simple es:

Yi = β0 +

∫
T

β1(t)xi(t)dt+ εi, (7.3)
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con los errores aleatorios εi’s i.i.d. con εi ∼ N(0, σ2). Se asume que x ∈ L2, es
decir,

∫
T
x2(t)dt <∞, esto es, el cuadrado de la función es integrable. Recordando

que para dos funciones definidas en un dominio T , f, g ∈ L2(T ), el producto
interior se define como < f, g >=

∫
T
f(t)g(t)dt. El modelo 7.3 se puede reescribir

como:

Yi = β0+ < xi, β1 > +εi para i = 1, . . . , n. (7.4)

Así, el coeficiente numérico correspondiente al predictor escalar se sustituye por
un coeficiente funcional correspondiente al predictor funcional en el modelo de
regresión simple dado por la ecuación (7.1). Las funciones xi y β1 se pueden
expresar en diferentes bases: xi(t) =

∑Kx1
r=1 cirψr(t) y β1(t) =

∑Kβ

s=1 bsθs(t) de
forma que:∫

β1(t)xi(t)dt =

∫
T

Kβ1∑
r=1

brθr(t)
Kx∑

k2=1

cik2
ψk2

(t)dt =

Kβ1∑
k1=1

Kx∑
k2=1

bk1
cik2

∫
T

θk1
(t)ψk2

(t)dt =

Kβ1∑
k1=1

Kx∑
k2=1

cik2
Jk1k2

bk1
=

Kβ1∑
k1=1

vk1
bk1
, (7.5)

donde vk1
=

∑Kx

k2=1 cik2
Jk1k2

es conocido.

El modelo de regresión lineal múltiple viene dado por:

Yi = β0 +

Kβ1∑
j=1

vjbj + εi, (7.6)

donde bj ’s son los coeficientes. Los coeficientes cik se estiman utilizando mínimos
cuadrados. La base elegida y el número de funciones de la base es fundamental
para la forma de la función coeficiente.

Si se consideran varios predictores funcionales x(s)
i con s = 1, . . . , S junto con

predictores escalares ui ∈ Rq, entonces el modelo de regresión funcional se puede
escribir como:

Yi = β0 +
S∑

s=1

< x
(s)
i , βs > +

q∑
r=1

β(u)
r uir + εi. (7.7)

Se pueden elegir distintas bases de funciones para las distintas funciones coefi-
ciente βs.

Se puede encontrar más información en [139, Cap. 15] y en [80, Cap. 4].
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7.2.2 Modelo de regresión función sobre escalar

Habiendo extendido en el apartado anterior el modelo de regresión lineal con
escalares al caso funcional, el razonamiento seguido para el modelo de regresión
función sobre escalar es similar. Por tanto, se expresa directamente ya con la
notación funcional.

Así, para una muestra de funciones y1(t), . . . , yn(t) con predictores escalares xij ,
i = 1, . . . , n y j = 1, . . . , p, el modelo de regresión función sobre escalar viene
dado por:

yi(t) = β0(t) +
p∑

j=1

xijβj(t) + εi(t) (7.8)

donde β0 es la función constante del modelo y β1(t), . . . , βp(t) son las funciones
coeficiente de los predictores escalares x1, . . . , xp, y εi son i.i.d. con εi ∼ N(0, σ2).

Se puede encontrar más información sobre estos modelos en [80, Cap. 5].

Cuando los predictores escalares del modelo (7.8) se codifican para expresar un
factor o grupo, entonces se trata de un ANOVA funcional o FANOVA. En ellos, se
obtiene un p-valor global para toda la curva que permite saber si hay diferencias
significativas entre las curvas medias de los grupos [24].

Sin embargo, en la mayoría de trabajos consultados en Biomecánica se realizan
modelos punto a punto. Es decir, el efecto de los predictores se analiza en cada
uno de los instantes de tiempo que definen las curvas. Este planteamiento parece
eficaz, y es frecuente que las variables funcionales sean más sensibles a los pre-
dictores que muchas de las variables escalares obtenidas de ellas. Sin embargo, se
trata de un procedimiento que no tiene en cuenta un aspecto fundamental. En
efecto, al hacer muchos análisis (habitualmente 101, si se consideran instantes de
movimiento entre el 0% y el 100% del ciclo de movimiento), se está incrementan-
do notablemente la probabilidad de cometer error de tipo I. Es decir, es posible
que muchas de las aparentes ventajas del enfoque “funcional” de estos análisis
sea una consecuencia de no corregir adecuadamente los p-valores, para adaptar-
los a un número tan grande de análisis. Esto podría resolverse mediante algún
tipo de corrección de los p-valores obtenidos por comparaciones múltiples. Una
opción frecuente es el método de Bonferroni. Sin embargo, este enfoque es dema-
siado conservador en el caso de cientos de contrastes, que harían difícil obtener
p-valores significativos.

Por ello, se propone la utilización de un modelo del campo de estadística de datos
ómicos, el modelo Limma (modelos lineales para datos de microarrays), para
abordar los problemas asociados con la alta dimensionalidad de los contrastes
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en datos funcionales. Este modelo trata datos de alta dimensionalidad y baja
replicación, como ocurre con los datos funcionales. A diferencia del modelo lineal
clásico, basado en el ajuste por mínimos cuadrados, el modelo Limma emplea un
modelo empírico bayesiano que ayuda a estabilizar las estimaciones del modelo e
incorpora una corrección para pruebas múltiples, lo que se complementa después
con la corrección de Benjamini-Hochberg de un modo habitual aunque se puede
utilizar alguna otra técnica de corrección de p-valores.

7.2.3 Modelo limma

El conjunto de datos consiste en unos predictores escalares y una respuesta fun-
cional (xi, yi) con i = 1, . . . , n donde xi ∈ Rp y yi es una función definida en el
intervalo [0, T ]. Vamos a considerar un modelo lineal para el conjunto de datos
(xi, yi(t)) con i = 1, . . . , n. Suponemos que la respuesta aleatoria Yi(t) se puede
modelar como:

Yi(t) = xT
i β(t) + εi(t), (7.9)

donde los errores aleatorios εi(t) (para diferentes i’s) son independientes e idén-
ticamente distribuidos, con una distribución normal de media cero y varianza
σ2(t).

Se considera un conjunto discreto de tiempos, {t1, . . . , tK}, dentro del intervalo
[0, T ]. Para hacer hincapié en su naturaleza discreta, usaremos tk en lugar de t.
Es importante que las observaciones de diferentes tiempos no son independientes
y que el número de tiempos es mucho mayor que el número de observaciones.
Además, las respuestas no son independientes. Se utiliza un método conocido en
la literatura de estadística ómica: el método limma, propuesto en [158] e imple-
mentado en el paquete de R [146, limma].

Para cada tiempo tk, denotamos β̂(tk) = (β̂1(tk), . . . , β̂p(tk))
T como los estimado-

res de máxima verosimilitud del vector de coeficientes β(tk) = (β1(tk), . . . , βp(tk))
T .

El estimador insesgado de σ2(tk) es: S2(tk) =
∑n

i=1(Yi(tk)−xT
i β̂j(tk))

2/(n−p).

El método empírico bayesiano limma toma información de distintos tiempos para
mejorar la estimación de la varianza σ2(tk), en lugar de estimar la varianza en
cada tiempo por separado. Se asume una distribución chi-cuadrado para σ2(tk)
que denotamos por σ2

k: 1
σ2
k

∼ 1
d0s20

χ2
d0

.

También se asume una distribución previa para los coeficientes β. Para el coefi-
ciente j-ésimo en el tiempo tk, se asume que es distinto de cero con una pro-
babilidad pj . Esta probabilidad no depende de tk, es decir, P (βj(tk) ̸= 0) =
qj . Además, se asume una distribución normal para los coeficientes no nulos,
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βj(tk)|σ2(tk), βj(tk) ̸= 0 ∼ N(0, v0jσ
2(tk)). En [158] se demuestra que la media

a posteriori de 1/σ2(tk) viene dada por

E

[
1

σ2(tk)

∣∣∣∣ s2(tk)] =
1

s̃2(tk)
,

con
s̃2(tk) =

d0s
2
0 + d(tk)s

2(tk)

d0 + d(tk)
.

Se define el estadístico t moderado como:

T̃j(tk) =
β̂j(tk)

S̃2(tk)
√
v
(tk)
jj

. (7.10)

Se demuestra que T̃j(tk) y S2(tk) son independientes y, bajo la hipótesis nula de
coeficiente nulo (Hk : βj(tk) = 0), el estadístico t moderado T̃j(tk) sigue una
distribución t de Student, con d(tk) + d0 grados de libertad ([158, sección 4]),

T̃j(tk) ∼ td(tk)+d0
. (7.11)

Los hiperparámetros d0 y s0 se estiman a partir de los datos (se puede encontrar
más información en [158]) y por ello estamos usando lo que se conoce como un
método empírico Bayes. Se realiza el test de hipótesis: Hk : βj(tk) = 0 vs Kk :
βj(tk) ̸= 0. El p-valor correspondiente se evalúa bajo la distribución nula, esto
es, asumiendo cierta la hipótesis nula,

pj(tk) = P
(∣∣∣T̃j(t)

∣∣∣ > t̃j(tk)
∣∣∣Hk

)
, (7.12)

donde t̃j(tk) es el valor observado de T̃j(tk).

Empleando la ecuación (7.12) se tiene una función pj observada en tiempos dis-
cretos tk’s. De hecho, se puede describir como un objeto funcional utilizando el
análisis de datos funcionales. El número de tiempos utilizado es un criterio a elec-
ción del usuario y se puede elegir un gran número de puntos si así se considera.

Dado que se realizan múltiples pruebas (una por cada tiempo y cada coeficiente)
se presenta el problema de pruebas múltiples. El p-valor obtenido en la ecuación
(7.12) lo denominamos p-valor crudo. Si usamos directamente este p-valor sin
aplicar ningún tipo de corrección, la posibilidad de cometer un error de tipo I es
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elevada. Por lo que hay que controlar un índice global de error. Se utiliza la tasa
de falsamente rechazados (False Discovery Rate, FDR), que busca controlar la
proporción de falsos positivos entre los resultados significativos.

La FDR se propuso en [14]. De alguna manera se vió que la tasa FWER (family
wise error rate) que cuantifica la probabilidad de cometer al menos un error tipo I
era demasiado exigente y se trataba de conseguir procedimientos más potentes sin
que por ello se dejase de tener una tasa de error razonable controlada. Definimos
la variable aleatoria Q = V /R si R > 0 y Q = 0 en otro caso. Esta variable da
la proporción de test que rechazamos erróneamente. Rechazamos R de los cuales
V no debieran de ser rechazados, por tanto, la proporción de hipótesis nulas
falsamente rechazadas es Q. Se tiene el problema de si no se rechaza ninguna
hipótesis. En este caso se tiene que 0/0, por lo que se define el cociente como
cero. De nuevo, Q es una proporción aleatoria. Lo que se quiere controlar de este
valor aleatorio es la conocida como tasa de falsamente rechazados o false discovery
rate denotada como FDR y que se define como

FDR = E(Q) =

E

(
V

R

∣∣∣∣R > 0

)
P (R > 0) + 0× P (R = 0) =

E

(
V

R

∣∣∣∣R > 0

)
P (R > 0), (7.13)

que nos da la proporción esperada de hipótesis erróneamente rechazadas entre
aquellas hipótesis que se han rechazado. A la tasa FDR se le denomina tasa de
falsamente rechazados que no hay que confundir con la tasa de falsos positivos.

Así, los p-valores crudos se ajustan para controlar la tasa de error (el FDR en
este caso). Se pueden utilizar distintos métodos de corrección de los p-valores, en
este caso se va a utilizar la corrección de Benjamini-Hochberg [14].

7.2.4 Medidas de calidad del modelo

Una de las necesidades detectadas en este capítulo es que debido a la alta dimen-
sionalidad del FDA hay que controlar el número de variables para evitar sobre
ajustes. Es decir, hay que elegir un número óptimo de bases de funciones para
la función coeficiente que permita expresar correctamente la función β sin que
este número sea excesivo, para tener así un modelo robusto. Está claro que si solo
nos fijamos en cantidades como el coeficiente de correlación múltiple r, a más
funciones mayor será este valor, pero también implica un modelo menos robusto.
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Por ello, hay que considerar otras cantidades que controlen el número de bases
empleado.

Se definen una serie de medidas de calidad del modelo que permitan elegir este
número óptimo de bases de funciones. Se utilizan cuatro criterios:

Coeficiente de correlación múltiple r: se busca un modelo con un valor alto.

Estadístico F y p-valor del modelo : Se comprueba si todos los coeficientes
del modelo pueden considerarse simultáneamente nulos, es decir, se compa-
ra el modelo anidado con todos los predictores con el modelo solo con la
constante. Para ello se puede utilizar el estadístico F habitual o el p-valor
correspondiente.

Criterio de Información de Akaike (AIC) [4]: definido como menos el do-
ble de la máxima log-verosimilitud del modelo más el doble del número de
parámetros del modelo:

AIC = −2max logverosimilitud+ 2p.

Criterio de Información Bayesiano (BIC) [154]: definido como menos el do-
ble de la máxima log-verosimilitud más el producto del número de paráme-
tros del modelo por el tamaño muestral,

BIC = −2max logverosimilitud+ p lnn.

Tanto el AIC como el BIC son cantidades que tienen en cuenta el número de
variables utilizadas, penalizando su uso. Así, un mejor modelo corresponde con
un menor valor de AIC, por su propia definición. La otra cantidad, el BIC, es
más restrictiva que el AIC, al penalizar el número de variables con p lnn, ya
que lnn > 2 para valores no muy pequeños del tamaño muestral n. La medida
AIC atiende más a la predicción, buscando modelos con mejores predicciones. En
cambio, el BIC exige que, para incorporar variables al modelo, estas realmente
lo mejoren. Es decir, busca modelos más simples aunque con una capacidad más
limitada de proporcionar buenas predicciones. Por tanto, se busca minimizar tanto
el AIC como el BIC, siendo este último más restrictivo.

Así, un número óptimo de funciones para la base de la función coeficiente será
aquel que proporcione valores altos del coeficiente de correlación múltiple r, junto
con un AIC y BIC bajo y un valor razonable del estadístico F . En ocasiones no
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pueden darse los cuatro criterios a la vez, por lo que se trata de una solución de
compromiso.

7.2.5 Aplicaciones y modelos implementados

Se describen varios modelos implementados como aplicación de los modelos de
regresión funcional. Dos aplicaciones corresponden a modelos función sobre escalar
y tres a modelos de regresión escalar sobre función.

• ANOVA funcional. Se compara el enfoque de realizar un modelo lineal
punto a punto con un ANOVA funcional para encontrar diferencias sig-
nificativas en las fuerzas de reacción sobre el suelo entre sujetos sanos y
patológicos. En el modelo punto a punto se utiliza también el modelo lim-
ma, corrigiendo los p-valores con la corrección de Benjamini-Hochberg. Se
comparan los resultados obtenidos con ambos enfoques.

• Regresión función sobre escalar: relación entre curvas de movi-
miento de flexo-extensión del cuello y variables clínicas e indivi-
duales. Se diseña un modelo lineal con predictores escalares y respuesta
funcional (curvas del movimiento de flexo-extensión del cuello) aplicando el
modelo limma.

• Regresión escalar sobre función: relación entre el NDI y el movi-
miento de flexo-extensión del cuello. En esta aplicación se realiza un
modelo de regresión escalar sobre función para relacionar el NDI (respuesta)
con las curvas del movimiento de flexo-extensión del cuello.

• Regresión escalar sobre función: relación entre el EVA y las fuerzas
de reacción sobre el suelo en sujetos con osteoartritis temprana de
rodilla. Se plantea otra aplicación similar a la anterior, pero para los datos
de EKOA, donde se quiere relacionar el EVA (respuesta) con las curvas de
fuerza de reacción sobre el suelo.

• Regresión escalar sobre función: relación entre el NDI y movi-
mientos del cuello. Selección de variables. La última aplicación está
más centrada en la selección de variables del modelo de regresión. Así, pri-
mero se comparan los modelos funcionales obtenidos en tres movimientos
analizados del cuello y sobre el que tiene mayor capacidad predictiva se hace
una selección de variables escalares.

Para realizar los modelos de regresión escalar sobre función no se ha utilizado
ninguno de los paquetes de R sobre FDA, sino que se ha programado la matriz
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del modelo y se han usado las funciones de R de modelos lineales habitualmente
empleadas para realizar este tipo de análisis. El código de esta matriz de modelo
está desarrollado en el Anexo A.1.

7.3 Aplicaciones

7.3.1 ANOVA funcional

Uno de los objetivos planteados en este capítulo es el de comparar los modelos
lineales punto a punto cuyo predictor sea categórico con un ANOVA funcional
que considere toda la curva en su conjunto. Además, al realizar un modelo punto
a punto es necesario corregir los p-valores para controlar los falsos positivos. La
aplicación que se propone en este subapartado trata de alcanzar esos objetivos,
aplicando un modelo lineal sobre los datos de fuerza de reacción sobre el suelo
medidos en pacientes con EKOA. Así, se quieren encontrar diferencias significati-
vas entre el grupo de sanos y enfermos utilizando las curvas de fuerza de reacción
sobre el suelo.

Material y métodos

Partiendo de la base de datos de marcha en sujetos con osteoartritis temprana de
rodilla (Cap. 4.2) se realiza primero un modelo lineal punto a punto, discretizando
la función y evaluándola en 100 puntos. Se realiza el ajuste utilizando también el
modelo limma, corrigiendo posteriormente los p-valores a través de la corrección
de Benjamini-Hochberg. Para el modelo limma se usa la función de R limma::
↪→ lmFit() y limma::eBayes() del paquete [146].

Después, se hace el ANOVA funcional planteado en [24], para comparar los re-
sultados obtenidos. El objetivo es analizar si hay diferencias significativas en las
fuerzas de reacción sobre el suelo entre sujetos sanos y patológicos. Para ello, se
usa la función fda.usc::fanova.onefactor() [42].

Resultados

La Figura 7.1 muestra las curvas de las fuerzas de reacción sobre el suelo para el
grupo de sanos (verde) y patológicos (rojo), junto con sus respectivas medias y la
media de toda la muestra (negro). Visualmente no se observan diferencias entre
las medias de ambos grupos ni en la fuerza anteroposterior ni en la fuerza vertical.
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En la fuerza mediolateral sí que se observan diferencias entre ambas medias en
algunas zonas de la curva.

Figura 7.1: Curvas de los sujetos sanos (discontinua verde) y patológicos (rojo) junto con
la media del grupo de sanos (línea sólida verde), de patológicos (línea sólida roja) y de la
muestra total (línea sólida negra) para la fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral
Fz.

Se ajusta el modelo y se contrasta si el correspondiente coeficiente es nulo, obte-
niendo la función de p-valores que se muestra en la Figura 7.2 (negro). Se marca
con una línea horizontal gris el valor de 0,05 para poder identificar mejor qué
zonas serían significativas. En la gráfica de la fuerza mediolateral se ha marcado
también con una línea gris discontinua el valor de 0,10. Como se están haciendo
comparaciones múltiples es necesario corregir estos p-valores crudos, en este caso
a través de la corrección de Benjamini-Hochberg, obteniendo las funciones de p-
valores marcadas en rojo. Por último, las funciones en azul muestran los p-valores
obtenidos del modelo limma tras aplicar la corrección de Benjamini-Hochberg.
La corrección hace que los p-valores crudos aumenten notablemente su valor, en
especial en la fuerza anteroposterior y vertical. También en la mediolateral, pero
en menor medida.
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Ni en la fuerza anteroposterior ni en la mediolateral se encuentran diferencias
significativas entre el grupo de sanos y patológicos, puesto que ningún p-valor es
inferior a 0,05, ni siquiera en la función de p-valores crudos. En cambio, en la
fuerza mediolateral Fz sí que hay ciertas zonas de la curva donde esta función de
p-valor cruda p(t) toma valores inferiores a 0,05. Sin embargo, después de aplicar
la corrección la función p̃(t) toma valores superiores a 0,05. No obstante, podrían
considerarse algunas zonas de la curva significativas, con p-valores inferiores a
0,10, ya que se trata de una muestra pequeña (N=56).

Figura 7.2: Funciones de p-valor al hacer el ANOVA punto a punto. En negro la función
p(t) para el ANOVA clásico, en rojo el corregido con la corrección de Benjamini-Hochberg y
en azul el obtenido con el modelo limma tras aplicar la corrección de Benjamini-Hochberg. Se
muestran las funciones de p-valores para las tres fuerzas de reacción sobre el suelo. Se marca
con una línea horizontal continua gris el p-valor=0,05. Solo para la fuerza mediolateral se
marca también el valor de 0,10 con una línea discontinua gris.

Por último, se ha realizado un ANOVA funcional de forma conjunta para todas
las funciones de fuerza de reacción sobre el suelo [24]. Así, se obtiene un p-valor
único para cada una de las fuerzas que permite determinar si hay diferencias
significativas entre ambos grupos para ese conjunto de curvas dado. En la fuerza
anteroposterior Fx el p-valor obtenido es 0,88, mientras que para la fuerza vertical
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Fy de 0,78 y para la mediolateral Fz de 0,09. Por tanto, ni la fuerzas Fx ni la Fy

presentarían diferencias significativas entre grupos. Para la fuerza Fz aunque el p-
valor es superior a 0,05, es inferior a 0,1 y se trata de un tamaño muestral pequeño,
por lo que podría considerarse que habría ligeras diferencias significativas entre
las medias de ambos grupos.

Discusión

Se ha realizado un modelo lineal punto a punto sobre las funciones de fuerza de
reacción sobre el suelo en sujetos sanos con dolor de rodilla y sujetos patológi-
cos, para determinar si hay diferencias significativas entre las medias de ambos
grupos. Se ha discretizado la función utilizando 100 puntos. Visualmente se ob-
serva que hay diferencias entre las medias del grupo de sanos y patológicos en la
fuerza mediolateral (Figura 7.1). Al realizar el modelo lineal punto a punto, se
obtiene un p-valor en cada tiempo ajustado, que son los mostrados en la Figura
7.2. Se hace notable la importancia de corregir estos p-valores, ya que aumenta
considerablemente su valor. El modelo limma disminuye ligeramente el valor de
la función de p-valores respecto de los obtenidos al aplicar el modelo lineal punto
a punto y la corrección de Benjamini-Hochberg.

Ni la fuerza anteroposterior ni la mediolateral presentan p-valores significativos.
En cambio, en la fuerza mediolateral sí que hay zonas de la curva significati-
vas antes de aplicar la corrección. Sin embargo, tras aplicar la corrección de
Benjamini-Hochberg, tanto en el modelo lineal como en el modelo limma, estos
valores aumentan y solo pequeñas zonas de la función tienen un p-valor inferior a
0,1. Sin embargo, como es una muestra pequeña, podría considerarse significativo.
Estas zonas coinciden con las diferencias que se observan entre la media de sanos
y patológicos de la Figura 7.2.

Estos resultados guardan relación con los p-valores obtenidos al aplicar el ANOVA
funcional propuesto en [24], ya que tanto para la fuerza anteroposterior Fx como
vertical Fy no son significativos (0,88 y 0,78 respectivamente), mientras que para
la fuerza mediolatereal Fz podría considerarse significativo (0,09) de acuerdo al
tamaño muestral.

Por tanto, con esto se ha podido comprobar que realizar un modelo funcional
punto a punto proporciona información valiosa sobre qué zonas de la curva pre-
sentan diferencias significativas entre ambos grupos. Sin embargo, es de suma
importancia corregir estos p-valores al estar haciendo comparaciones múltiples
para evitar el error de tipo I. Esto se puede observar en especial en la fuerza me-
diolateral, donde las zonas donde la función presentaba diferencias significativas
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se ve notablemente reducida tras aplicar la corrección de Benjamini-Hochberg.
Esta corrección resulta más adecuada cuando se tiene una alta dimensionalidad,
ya que la corrección de Bonferroni resulta demasiado conservadora. Por último, la
utilización del modelo limma reduce ligeramente estos p-valores en algunas zonas
de la curva.

No obstante, en ocasiones también conviene saber si de forma general las funciones
de un determinado grupo presentan diferencias significativas respecto de las de
otro grupo. Un modelo lineal punto a punto no proporciona esta información, ya
que da una función de p-valores en cada punto en el que se ha hecho el ajuste.
Es más conveniente en este caso el ANOVA funcional propuesto por [24] donde
se obtiene un p-valor global. Sin embargo, la totalidad de trabajos publicados en
aplicaciones biomecánicas utilizan modelos punto a punto [148, 188, 132, 7].

7.3.2 Regresión función sobre escalar: relación entre curvas del
movimiento de flexo-extensión del cuello y variables clínicas e
individuales

En esta aplicación se aplica de nuevo un modelo de regresión función sobre escalar,
con la diferencia de que en este caso hay también predictores escalares numéricos.
Se realizan modelos lineales punto a punto para obtener las curvas del movimiento
de flexo-extensión del cuello a partir del nivel de discapacidad, edad, género y lon-
gitud de cuello. Se utiliza el modelo limma y la corrección de Benjamini-Hochberg
para corregir los p-valores al realizar comparaciones múltiples.

Material y métodos

Se implementa un modelo lineal donde se tienen predictores escalares y cuya
respuesta son las funciones del movimiento de flexo-extensión del cuello (Cap. 4.1).
La muestra está compuesta por 56 repeticiones, de las cuales solo se consideran
55 porque una presenta errores en la medición de las curvas del movimiento.

Se ajustan tres modelos diferentes de regresión funcional sobre escalar, punto
a punto, utilizando 100 puntos. La respuesta funcional es el ángulo, velocidad
y aceleración angular, respectivamente. Los predictores escalares son el nivel de
discapacidad (NDI), edad, longitud de cuello y género.

Se realiza un modelo de regresión punto a punto para cada tiempo tk de las cur-
vas. Para cada tiempo tk, se tiene un vector de coeficientes correspondiente a los
predictores, β(tk). La estimación del error estándar de estos coeficientes se hace
a través de dos procedimientos: por el método habitual (sin utilizar información
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entre distintos tiempos) y el modelo limma (los diferentes ajustes se usan para
estimar la varianza del error aleatorio). De acuerdo a estos dos enfoques, se obten-
drán los estadísticos t habituales y los estadísticos t moderados, y dos p-valores,
uno por estadístico, para contrastar el coeficiente j-ésimo nulo en el tiempo tk.
Es decir, para el j-ésimo predictor escalar, se tienen dos p-valores que podemos
denotar por puj y plj cuando se utiliza el estadístico t habitual y moderado para
el j-ésimo coeficiente.

Para el j-ésimo coeficiente, los p-valores puj(tk) para los diferentes tiempos tk
deben corregirse debido al problema de los múltiples contrastes con una fuerte
correlación entre tiempos cercanos. Se utiliza para ello la corrección de Benjamini-
Hochberg.

Se usa la función de R limma::lmFit() y limma::eBayes() del paquete [146].

Resultados

Se ajustan tres modelos en cada tiempo tk para cada una de las respuestas funcio-
nales: ángulo, velocidad y aceleración angular del movimiento de flexo-extensión
del cuello. Los predictores escalares son el nivel de discapacidad (NDI), longitud
de cuello, género y edad.

Las Figuras 7.3 y 7.4 muestran los p-valores para los diferentes modelos y predic-
tores. En cada gráfica se muestra el p-valor crudo, es decir, sin ajustar obtenido
del modelo clásico (gris) para compararlo con el que se obtiene al corregirlo con la
corrección de Benjamini-Hochberg (negro) y el corregido por el modelo limma y
posteriormente con Benjamini-Hochberg (rojo). Se muestra una línea discontinua
negra correspondiente a un p-valor de 0,05 para poder identificar mejor qué zonas
de la curva son significativas en cada predictor.

La corrección de Benjamini-Hochberg tiene un impacto notable en los p-valores,
aumentando su valor y haciendo que predictores que antes de la corrección eran
significativos, después de aplicarlo no lo sean. Esto ocurre por ejemplo para la
longitud del cuello en el modelo de velocidad angular (Figura 7.3 abajo) o en el
de aceleración angular (Figura 7.4).

Ningún predictor sería estadísticamente significativo en el modelo angular (Figura
7.3 arriba) y solo el NDI y la edad serían significativos en los modelos de velocidad
(Figura 7.3 abajo) y aceleración angular (Figura 7.4) en ciertas partes de la curva.
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Figura 7.3: Funciones de los p-valores, p(t), para los cuatro predictores: NDI, longitud
de cuello, género y edad para el modelo angular (arriba) y de velocidad (abajo). En cada
gráfica hay tres funciones p(t): el p-valor crudo p(t) con el modelo de regresión punto a punto
habitual (gris), estos p-valores ajustados p̃(t) (negro) y los p-valores de limma ajustados p̃(t)
(rojo). Se muestra el umbral del p-valor de 0,05 con una línea discontinua.
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Figura 7.4: Funciones de los p-valores, p(t), para los cuatro predictores: NDI, longitud de
cuello, género y edad para el modelo de aceleración. En cada gráfica hay tres funciones p(t):
el p-valor crudo p(t) con el modelo de regresión punto a punto habitual (gris), estos p-valores
ajustados p̃(t) (negro) y los p-valores de limma ajustados p̃(t) (rojo). Se muestra el umbral
del p-valor de 0,05 con una línea discontinua.

En la Figura 7.5 se muestra el gráfico de efectos para los modelos de velocidad y
aceleración angular para distintos valores de NDI y edad, puesto que solo estos
dos predictores son significativos en estos dos modelos. No se muestra el gráfico
de efectos para el modelo angular ya que ningún predictor es significativo.

En estas figuras se puede observar que conforme aumenta el NDI disminuye el
rango de velocidad angular, ya que disminuyen los máximos y mínimos. La edad
tiene un efecto similar sobre la velocidad. El modelo predice movimientos más
lentos para sujetos mayores.

Estos efectos son similares en la aceleración, donde incrementos en el NDI y
edad están asociados con una disminución en la amplitud de la aceleración. Sin
embargo, en este caso, la zona donde estos predictores son significativos es más
estrecha que en la velocidad.
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Figura 7.5: Gráfico de efectos para la velocidad (arriba) y aceleración (abajo). A la izquierda
el gráfico de efectos para diferentes valores de NDI, manteniendo constante la edad, longitud
de cuello y género con su valor medio. A la derecha se muestra el gráfico de efectos para
diferentes valores de la edad, manteniendo constante el NDI, longitud de cuello y género en
su valor medio. Las áreas que han salido significativas en el modelo se sombrean en azul.

Para comprobar la robustez del modelo, se ha estudiado el efecto de considerar
distintos puntos de ajuste: 100, 1.000 y 10.000. En la Figura 7.6 se muestran los p-
valores corregidos con limma y Benjamini-Hochberg para el modelo de velocidad
para 100 (negro), 1.000 (rojo) y 10.000 puntos (azul). Como se puede observar,
no hay prácticamente diferencia entre los p-valores según el número de puntos
elegido.
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Figura 7.6: Comparación de los p-valores corregidos obtenidos con el modelo limma según
el número de puntos considerado (100 en negro, 1.000 en rojo o 10.000 en azul) para el
modelo de velocidad.

Discusión

Se ha utilizado un modelo de regresión lineal para estudiar el efecto del nivel
de discapacidad (NDI) en curvas de movimiento en pacientes con dolor inespe-
cífico de cuello. El NDI se ha utilizado como variable predictora y de control
para características individuales como el género, la edad o longitud de cuello.
Como variables dependientes se han utilizado las curvas de posición, velocidad y
aceleración angular del movimiento de flexo-extensión.

Cada curva se ha representado mediante 100 puntos en una escala de tiempo
normalizada y se ha ajustado punto a punto al modelo en cada tiempo tk, ge-
nerando curvas de p-valores, p(t), que se corrigen a través de la corrección de
Benjamini-Hochberg para reducir el riesgo de errores tipo I debido a las com-
paraciones múltiples. Además, se ha utilizado la regresión limma junto con la
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regresión clásica, ya que mejora el ajuste del modelo mediante la regularización
bayesiana empírica, que mejora la estimación de la varianza del error y estabiliza
las correcciones del modelo.

Los resultados tras aplicar la corrección de Benjamini-Hochberg muestran el drás-
tico aumento de los p-valores brutos. Esto provoca que los predictores que ini-
cialmente eran significativos en ciertas áreas de la curva, ya no lo sean tras la
corrección (Figuras 7.3 y 7.4). Esto pone de manifiesto la importancia de corregir
el p-valor cuando se analizan curvas de movimiento, subrayando el riesgo de erro-
res tipo I. Las diferencias entre los p-valores corregidos del modelo de regresión
lineal y los corregidos del modelo limma son menores. En la mayoría de casos,
la corrección del modelo de limma es ligeramente menos conservadora que la del
modelo de regresión lineal.

En el caso de las curvas del modelo angular, ninguna de las variables predictoras
es significativa después de la corrección, mientras que el NDI y la edad sí que lo
son para los modelos de velocidad y aceleración. Estos resultados son coherentes
con estudios previos, donde se han encontrado correlaciones muy débiles entre el
NDI y el rango de movimiento [68, 163].

Las funciones p(t) correspondientes a las curvas de velocidad y aceleración mues-
tran una relación significativa con el NDI y la edad, tanto en los valores brutos sin
corregir, como en menor medida en los corregidos. La longitud del cuello afecta
a las velocidades y aceleraciones cuando se utilizan los p-valores brutos, pero no
en cambio tras la corrección. El género no es significativo ni antes ni después de
la corrección. El efecto del NDI y la edad en la velocidad y aceleración mues-
tra una disminución de estos conforme aumenta el NDI y la edad de los sujetos.
Así, según la Figura 7.5, a mayor nivel de discapacidad, menor velocidad y ace-
leración. Asimismo, a medida que aumenta la edad, los máximos y mínimos de
ambas variables también disminuyen. Estos resultados guardan relación con los
obtenidos en otros estudios previos donde se utilizan rangos o valores máximos
de velocidades o aceleraciones [11, 13, 30, 101, 133].

El efecto de la edad y NDI en las curvas cinemáticas se muestra en la Figura
7.5, donde se puede ver cómo cambia la velocidad y aceleración en función de la
edad del paciente y la puntuación en el NDI. Estas curvas representan el ajuste del
modelo, que es independiente del método de corrección de los p-valores. El método
de corrección solo afecta a la estimación del error sin influir en los coeficientes
del modelo ni en el efecto del tamaño estimado. Respecto al efecto de la edad
en la velocidad, el modelo predice movimientos más lentos conforme aumenta la
edad del paciente. Ocurre algo similar para la aceleración, donde la aceleración
es menor para mayores edades, con una reducción especialmente pronunciada en
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los extremos del movimiento (flexión y extensión máximas), donde la aceleración
alcanza sus valores máximos. Estos resultados coinciden con estudios previos [11,
13], donde estudiaron los valores máximos en lugar de las curvas cinemáticas
completas.

Se observa un comportamiento similar en el efecto del NDI sobre las curvas cine-
máticas. Así, una puntuación más alta en el NDI se asocia con movimientos más
lentos, lo que implica una menor velocidad y aceleración en todo el rango de mo-
vimiento, especialmente en los máximos y mínimos locales. Estos resultados son
coherentes con otros estudios previos que reportan una correlación negativa entre
el NDI y las velocidades pico en diversas patologías [30, 101, 133, 163], aunque
ninguno ha analizado el efecto del NDI sobre la curva completa. Ningún trabajo
estudió la correlación entre el NDI y la aceleración, aunque en [13] reportaron una
reducción significativa en la aceleración pico en pacientes con latigazo cervical en
comparación con sujetos controles sanos.

El uso de variables continuas en lugar de valores discretos como máximos o mí-
nimos permite identificar qué zonas de la curva un predictor tiene una influencia
más significativa, como se muestra en las zonas sombreadas de la Figura 7.5. En
el caso del NDI, hay dos zonas que afectan significativamente tanto a las curvas
de velocidad como las de aceleración (gráficas de la izquierda de la Fig. 7.5). Es-
tas serían en la fase de frenado de los movimientos de extensión y flexión. En
el caso de la aceleración, el NDI afecta significativamente en los extremos del
rango de movimiento. Finalmente, no se encontraron relaciones significativas en
ninguna zona de la curva del ángulo para el NDI. Esto sugiere que las curvas de
velocidad y aceleración proporcionan información más relevante para evaluar la
discapacidad cervical. Esto además coincide con estudios previos que han demos-
trado que las velocidades angulares están más estrechamente relacionadas con las
discapacidades funcionales y el dolor cervical que el rango de movimiento [101,
133].

Finalmente, se ha estudiado la influencia en los p-valores al considerar un número
determinado de puntos de la curva. Se muestra en la Figura 7.6 donde están
representados los p-valores para el modelo de velocidad angular. Las funciones
p(t) son muy similares aunque el número de puntos cambie de 100 a 10.000. Esto
demuestra la robustez del método y de la corrección empleada, pese a que al
aumentar el número de puntos se aumente el número de comparaciones.
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7.3.3 Regresión escalar sobre función: relación entre NDI y
movimiento de flexo-extensión del cuello.

En esta aplicación se implementa un modelo de regresión escalar sobre función
para relacionar el nivel de discapacidad con las curvas del movimiento de flexo-
extensión del cuello. Se aplican como criterios para elegir el número óptimo de
funciones de la base las medidas de calidad del modelo descritas en el apartado
7.2.4. Estas medidas también sirven para comparar modelos y determinar qué
modelos funcionales tienen mayor capacidad predictiva. Finalmente, se hace una
interpretación de la función de coeficientes que permite extraer conclusiones sobre
qué zonas del movimiento están más relacionadas con el nivel de discapacidad.

Material y métodos

Se van a implementar dos modelos de regresión funcional, considerando en uno
las curvas de ángulo y en el otro las de velocidad angular, con el NDI como
respuesta escalar. Se usa la base de datos de cuello descrita en el apartado 4.1
considerando el movimiento de flexo-extensión. De nuevo, en vez de considerar
las 56 repeticiones, se consideran solo 55 porque una presenta errores de medición
en la curva de movimiento.

Primero se obtiene el número óptimo de funciones de la base para la función de
coeficiente. De los dos enfoques empleados para elegir este óptimo, se elige el de
usar una base de baja dimensión en lugar de usar el enfoque de la penalización
de rugosidad. Se prefiere esta opción porque permite una mejor interpretación de
la función coeficiente. Se utilizan los criterios definidos en el apartado anterior
para obtener este número de funciones. La base utilizada es la de Fourier. Así,
como esta base está formada por una constante más parejas de senos y cosenos,
el número de bases debe ser un número impar.

Se implementan también modelos no funcionales para comparar los resultados
respecto de los modelos funcionales. Todos los modelos implementados están des-
critos en la Tabla 7.1.

Por otro lado, se ha ajustado un modelo anidado para evaluar la mejora de los
modelos funcionales en comparación con los no funcionales. Se realizará solo para
el modelo funcional de velocidad angular. Así, en un primer análisis se analiza la
mejora del NDI añadiendo al modelo de velocidad ω(t) las dos variables escalares
RoM y RoV. Después, se realiza la comprobación contraria. Es decir, partiendo
del modelo no funcional de RoM y RoV, si añadir la variable funcional mejora el
modelo previo. Para ello, se realiza un contraste de hipótesis donde la hipótesis
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Tabla 7.1: La tabla muestra los distintos modelos implementados según la naturaleza de
los predictores. En primer lugar, cuatro modelos de regresión escalar sobre escalar utilizando
el rango angular (RoM) y la velocidad angular (RoV); dos modelos escalar sobre función
considerando las curvas de ángulo φ(t) y de velocidad ω(t); y por último dos modelos donde
se utiliza un predictor funcional (velocidad) y predictores escalares (RoM y RoV). Se usa la
notación de las formulas de R, por ejemplo ndi ∼ RoM corresponde a ndii = β0+β1RoMi+
ϵi. La interacción entre predictores se representa con los dos puntos, por ejemplo RoM : RoV .

Tipo de predictor Modelo
Escalar ndi ∼ RoM

ndi ∼ RoV
ndi ∼ RoM +RoV
ndi ∼ RoM +RoV +RoM : RoV

Funcional ndi ∼ ϕ(t)
ndi ∼ ω(t)

Escalar y funcional ndi ∼ ω(t) +RoV
ndi ∼ ω(t) +RoV +RoM

nula H0 corresponde a que ambos modelos no son diferentes. Es decir, que los
coeficientes de las variables introducidas en el modelo más complejo M1 son nulos.
Si el p-valor es alto, no hay evidencia para rechazar la hipótesis nula, por lo que
las variables añadidas no mejoran el modelo previo. Al contrario, si este p-valor
es bajo, hay evidencia para rechazar la H0, por lo que las variables añadidas al
modelo más simple M0 mejoran significativamente los resultados.

Resultados

• Número de funciones de la base. En la Tabla 7.2 y 7.3 se muestran los
resultados de los criterios de selección del número de funciones de la base de
Fourier (AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y el
p-valor del modelo), para el modelo funcional del ángulo y de la velocidad,
respectivamente.

Se trata de encontrar una solución de compromiso entre las diferentes canti-
dades. Por ejemplo, aunque para la velocidad (Tabla 7.3) considerar 5 bases
proporciona el valor más alto del estadístico F y más bajo de AIC y BIC, el
coeficiente de correlación también es el más bajo. En cambio, considerando
9 bases, se llega a un óptimo de coeficiente de correlación (0,64), con un AIC
similar (320), aunque el BIC haya aumentado ligeramente y el estadístico F
sea menor. Para el ángulo, este óptimo de número de bases se alcanza para
9 funciones también.
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En conclusión, se consideran 9 funciones de la base de Fourier para la función
coeficiente, tanto para el modelo angular como para el de velocidad. Es decir,
la constante y cuatro pares de senos y cosenos.

Tabla 7.2: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor
del modelo para distintos números de base para el modelo funcional del ángulo.

Número bases AIC BIC r F p-valor
5 324 339 0.51 3.38 0.011
7 327 345 0.52 2.55 0.026
9 328 350 0.56 2.32 0.031
11 331 357 0.58 1.94 0.061

Tabla 7.3: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor
del modelo para distintos números de base para el modelo funcional de la velocidad.

Número bases AIC BIC r F p-valor
5 319 333 0.58 4.88 0.001
7 320 338 0.61 3.88 0.002
9 320 342 0.64 3.48 0.002
11 323 350 0.64 2.75 0.009

• Comparación de modelos. La Tabla 7.4 muestra diferentes cantidades
de bondad del ajuste de los modelos no funcionales, funcionales y los que
mezclan predictores funcionales con escalares. Los modelos no funcionales
son los que presentan peores valores de correlación múltiple, con r < 0, 349
para el caso del modelo más completo. El ajuste considerando el RoV es
considerablemente mejor que el que considera el RoM (r = 0.298 vs. r =
0.017), siendo además un modelo con un p-valor no significativo (p = 0.902).
Si se añade la interacción de ambos predictores escalares el coeficiente de
correlación mejora ligeramente (r = 0.352), pero a costa de empeorar los
valores del estadístico F y del p-valor.

Los modelos funcionales mejoran la correlación con el NDI, con un estadís-
tico F significativo. Así, el modelo que usa las curvas de ángulo ϕ(t) tiene
una correlación múltiple de r = 0.563, en comparación al no funcional que
considera el RoM, con un r = 0.017. En el caso de la velocidad angular, la
mejora en el coeficiente de correlación múltiple del modelo funcional respecto
del no funcional es también evidente (r = 0.64 vs. r = 0.298).

El modelo de velocidad angular ω(t) es mejor que el angular ϕ(t) en todas
las cantidades analizadas: presenta un coeficiente de correlación múltiple
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mayor (r = 0.64 vs. r = 0, 563), un estadístico F mayor (3,475 vs. 2,322),
y un p-valor menor (0.002 vs. 0.031). Además de que el modelo angular
tiene menor capacidad predictiva, hay que mencionar que las funciones ϕ(t)
son variables geométricas que dependen de la referencia considerada como
posición neutra. En cambio, la velocidad angular ω(t) es una variable
física que toma valores asociados al movimiento y no dependen de
ninguna posición neutra considerada. Por estas razones, se considera la
velocidad angular ω(t) como el único predictor funcional al que se le añaden
los predictores escalares RoV y RoM. También será el predictor considerado
para el resto de análisis.

Añadir variables escalares como el RoV o el RoM al modelo funcional de
velocidad no mejora sustancialmente el modelo más simple funcional. Así,
el modelo que añade el RoV presenta el mismo coeficiente de correlación,
pero peores valores del estadístico F (3,06 frente a 3,475) y p-valor (0.005
frente a 0.002). El modelo que usa como predictores las curvas de velocidad
ω(t) y los escalares RoV y RoM apenas mejora el coeficiente de correlación
(0.643 vs. 0.64), disminuyendo considerablemente el estadístico F , pasando
de 3,475 a 2,755 y aumentando el p-valor (0.009 vs. 0.002).

Tabla 7.4: Valores de coeficiente de correlación r, coeficiente de determinación R2, estadís-
tico F y p-valor para los distintos modelos implementados: cuatro modelos de regresión no
funcionales con diferentes predictores (rango angular RoM y rango de velocidad RoV), dos
modelos funcionales considerando las curvas de ángulo φ(t) y velocidad angular ω(t), y dos
modelos funcionales junto con variables escalares (curvas de velocidad angular ω(t), rango
angular RoM y rango de velocidad RoV).

Tipo Modelo r R2 F p-valor
No funcional ndi ∼ RoM 0.017 <0.001 0.015 0.902

ndi ∼ RoV 0.298 0.089 5.174 0.027
ndi ∼ RoM +RoV 0.349 0.122 3.597 0.034
ndi ∼ RoM +RoV +RoM : RoV 0.352 0.124 2.401 0.078

Funcional sin escalares ndii ∼ ϕi(t) 0.563 0.317 2.322 0.031
ndii ∼ ωi(t) 0.640 0.410 3.475 0.002

Funcional con escalares ndii ∼ ωi(t) +RoV 0.640 0.410 3.060 0.005
ndii ∼ ωi(t) +RoV +RoM 0.643 0.413 2.755 0.009

Para comprobar la hipótesis de que el modelo funcional que considera la
velocidad es mejor que los modelos escalares, se analiza el modelo completo
que considera las funciones de velocidad ω(t) y los dos predictores escalares
RoM y RoV. A este modelo lo llamamos M1 y se compara con los modelos
más simples (Tabla 7.5). El primer modelo, M01, es el modelo que solo
considera las funciones de velocidad ω(t). El segundo modelo, M02, es el
modelo con los dos predictores escalares.
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Los resultados de la Tabla 7.5 muestran que las mejoras que se producen
en el modelo al añadir los dos predictores escalares no es significativa (p-
valor = 0.884), lo que implica que no se puede rechazar la hipótesis de que
los coeficientes correspondientes a los predictores escalares sean nulos. En
cambio, la mejora del modelo escalar al añadir el predictor funcional sí que
es significativa (p-valor = 0.028).

Tabla 7.5: Valores del estadístico F y el p-valor para comparar los modelos anidados y
evaluar cuándo añadir predictores al modelo más simple M0 lo mejora. Se comparan dos
casos de modelos anidados: el primero donde las variables escalares RoV y RoM se añaden
al modelo de velocidad funcional M01. El segundo se parte de un modelo escalar M02 y se
añade el predictor funcional de velcoidad.

Modelos anidados Modelos F p valor
M01: Funcional sin escalares ndii ∼ ωi(t) 0.124 0.884
M1: Funcional con escalares ndii ∼ ωi(t) +RoV +RoM
M02: Escalar ndi ∼ RoM +RoV 2.378 0.028
M1: Funcional con escalares ndii ∼ ωi(t) +RoV +RoM

• Interpretación de la función coeficiente. Aparte de mejorar la capaci-
dad predictiva del modelo, una de las ventajas del FDA es la interpretación
de los resultados sobre las curvas de movimiento. Así, la regresión funcional
puede ayudar a interpretar la relación entre la curva predictora y la respues-
ta escalar. Para ello, analizamos la contribución de cada parte de la curva
ω(t) al valor del NDI basado en el valor del producto β1(t)ω(t) a lo largo
de todo el ciclo de movimiento.

La Figura 7.7 muestra las curvas correspondientes a tres NDIs (4, 9 y 14, res-
pectivamente). Cada gráfica muestra la velocidad angular ω(t) en línea negra
discontinua, la función coeficiente β1(t) en azul, y el producto β1(t)ω(t) en
línea negra continua.

El valor estimado de NDI se obtiene a partir de la constante del modelo
β0 = 14, 95 más el término de la integral

∫
β1(t)ω(t)dt que viene dada

por las áreas sombreadas en verde (correspondiente a valores positivos) y
naranjas (valores negativos) de la Figura 7.7. De los tres casos analizados,
hay tres zonas con área positiva y otras tres con una contribución negativa.
Aunque se muestra solo para estos tres casos, el patrón es similar para
los demás. Si las áreas positivas (verdes) son mayores que las negativas
(naranjas), el NDI será mayor que la media. En caso contrario, sería menor.

La principial contribución al aumento del NDI es en la región positiva desde
el principio del ciclo (máxima extensión, hasta alcanzar la máxima veloci-
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Figura 7.7: Resultados para sujetos con distintos niveles de discapacidad: NDI = 4 para la
izquierda, NDI = 9 en el centro y NDI = 14 derecha. La línea discontinua marca la velocidad
angular, la continua azul la función coeficiente escalada por 20 para visualizarla mejor y la
línea continua negra es el producto de la velocidad por la función coeficiente. Se rellena en
verde el área positiva y en naranja la negativa que produce la función producto con el eje de
abscisas.

dad de extensión). Después, hay otras dos zonas que contribuyen en menor
medida, una aproximadamente en la mitad del ciclo (correspondiente a la
máxima extensión) y otra después de pasar la posición neutra después de la
velocidad de flexión máxima. Las áreas negativas que contribuyen a dismi-
nuir el NDI predicho son también tres: la primera se da después de alcanzar
el máximo de extensión, la segunda en la fase de aceleración hasta alcanzar
el máximo de flexión y la última, al final del movimiento.

El RoV está relacionado con las velocidades máximas de flexión y extensión,
que son variables correladas. Pero su contribución al NDI estimado es con-
traria. Esta es una razón por la que la correlación entre el RoV y el NDI es
tan baja. De hecho, es relativamente común encontrar sujetos con un RoV
similar pero con diferentes NDI, ya que presentan curvas de velocidad dis-
tintas. En la Figura 7.8 se muestran dos sujetos con estas características. Se
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usan estos ejemplos para explicar mejor la contribución de cada parte de la
curva al aumento o disminución del NDI.

La línea negra corresponde con el sujeto con el NDI más bajo (5 para la
figura de la izquierda y 4 para la derecha). La roja es para el sujeto con el
NDI más alto (14 y 15, respectivamente). La línea discontinua representa la
velocidad de cada sujeto. En línea continua se representa la función producto
β1(t)ω(t), escalada para el sujeto con mayor NDI con la ratio del RoV. Se
han sombreado tres zonas de la gráfica, denotadas por las letras A, B y C
para poder explicar mejor los resultados. Se han incluido también figuras
esquemáticas de la cabeza para entender mejor la fase del movimiento a la
que corresponde cada zona.

Figura 7.8: Función producto de la velocidad y la función de coeficiente para dos sujetos
con NDI muy distintos pero con un rango de velocidad similar. Para el sujeto con mayor
NDI se ha escalado su función producto por la ratio de velocidad. En cambio, las velocidades
de ambos sujetos están sin escalar, para poder ver las diferencias entre ambas.

Como se muestra en la Figura 7.8 en ambas gráficas, el máximo y mínimo
de la función producto escalada presentan valores similares en cada par de
sujetos, aunque tengan un NDI muy diferente. Por tanto, la contribución del
RoV a las diferencias en el NDI no puede ser muy notable. Las diferencias
entre las curvas producto se observan básicamente en las áreas sombreadas
A, B y C. Las zonas A y C corresponden a la fase de frenado de los mo-
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vimientos de extensión y flexión, respectivamente. En este caso, el extremo
para los sujetos con un NDI más bajo es más prominente, por lo que el área
bajo la curva es mayor y, por tanto, el valor total del NDI disminuye. El
área sombreada B corresponde al inicio de la flexión, y los sujetos con un
NDI menor tienen mayor velocidad angular que aquellos con un NDI alto,
por lo que tienen mayor área en esta zona. Estas áreas negativas explicarían
más las diferencias en el NDI que los extremos de las velocidades angulares.

Discusión

La correlación entre variables biomecánicas y escalas clínicas de cuello general-
mente es baja, con valores inferiores a 0,4 [134, 145, 184, 163, 133]. Una de las
posibles razones es la pérdida de información al reducir toda la curva de movi-
miento a unos valores escalares como rango o extremos. Los modelos funcionales
se presentan como una posible solución a este problema, analizando toda la in-
formación contenida en la curva.

Los modelos funcionales presentan un problema de dimensionalidad, ya que la
curva de movimiento puede contener cientos de observaciones asociadas a instan-
tes de muestreo. Este problema se resuelve representando estas curvas mediante
bases de funciones. En este caso se ha elegido la base de Fourier, desarrollando
un procedimiento para identificar el número óptimo de funciones de la función
coeficiente que conserva toda la información de la curva, consigue un buen ajuste
del modelo a la vez que es robusto.

Se han comparado los resultados de distintos modelos de regresión utilizando pre-
dictores numéricos (RoM, RoV y RoM + RoV) con modelos funcionales basados
en ángulos, velocidad angular y modelos que usan tanto predictores funcionales
como escalares. Los resultados muestran que los modelos funcionales tienen mayor
relación con el NDI que los escalares. Así, las correlaciones con el NDI son mucho
mayores cuando las variables funcionales sustituyen a los rangos, obteniendo una
correlación de r = 0.64 frente a r = 0.298 y r = 0.017 de los modelos que usan
el RoV y RoM, respectivamente.

También el ajuste es considerablemente mejor, como se desprende del estadístico
F y el nivel de significancia. Además, la comparación de los modelos anidados
confirma que el modelo funcional basado en la curva de velocidad es mejor que
cualquier modelo numérico basado en rangos. Añadir variables de rango al modelo
funcional no proporciona una mejora significativa, mientras que añadir la curva de
velocidad al modelo de rango supone una mejora considerable en el ajuste (Tabla
7.5).
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Esto demuestra que considerar variables escalares como máximos o rangos de
movimiento o velocidad no tiene por qué estar relacionado con un nivel de disca-
pacidad. En cambio, si se considera toda la curva, se conserva toda la información
por lo que se refuerza la relación. El valor de correlación obtenido con el modelo
funcional es superior a todos los obtenidos en otros estudios donde se analizan
pacientes con un rango mayor de NDI [134, 145, 184, 163, 133].

Por otro lado, el Análsis de Datos Funcionales tiene el potencial de poder in-
terpretar los resultados según las zonas de la curva. Así, el modelo de regresión
funcional permite interpretar qué partes de la curva de movimiento están más
relacionadas con la variación del NDI. Aunque generalmente los sujetos con un
mayor nivel de discapacidad presentan menores valores pico de flexión y exten-
sión, no explica por qué los pacientes con valores de RoV similares tienen valores
de NDI muy diferentes. Estas diferencias se pueden interpretar desde un punto
de vista funcional. Las zonas donde se encuentran diferencias entre sujetos están
justo después del máximo de velocidad de extensión (zona A de la Figura 7.8), en
el inicio del movimiento de flexión (zona B de la Fig. 7.8) y en el frenado al final
del ciclo de flexión (zona C).

Los individuos con un NDI más alto presentan menor velocidad angular tras el
máximo de velocidad de extensión (zona A, Fig. 7.8), comienzan con una velocidad
angular más baja en el movimiento de flexión (zona B, Fig. 7.8), y se paran antes
al final del movimiento de flexión (zona C). En el modelo funcional se observa que
las velocidades máximas de extensión y flexión contribuyen de manera opuesta
al aumento del NDI, lo que podría explicar la baja correlación entre el RoV y el
NDI.

7.3.4 Regresión escalar sobre función: relación entre el EVA y
fuerzas de reacción sobre el suelo en sujetos con osteoartritis
temprana de rodilla.

Esta aplicación es similar a la anterior, utilizando otro tipo de datos, concretamen-
te los de fuerza de reacción sobre el suelo en sujetos con osteoartritis temprana de
rodilla para relacionar estas fuerzas con el EVA a través de un modelo de regresión
escalar sobre función.

157



Capítulo 7. Modelos lineales funcionales

Material y métodos

Se plantea otro ejemplo de modelo de regresión escalar sobre función utilizando
la base de datos de fuerzas de reacción sobre el suelo de marcha (Cap. 4.3).
Se eligen solo los sujetos con un EVA distinto de cero, por lo que se tienen 31
sujetos. Como cada sujeto realiza 6 repeticiones, se calcula la curva profunda de
las 6 repeticiones. Se consideran solo las curvas de la pierna izquierda.

Se diseñan tres modelos de regresión funcional utilizando como predictores las tres
fuerzas de reacción sobre el suelo (anteroposterior Fx, vertical Fy y medio-lateral
Fz), con el EVA como respuesta.

En este caso se usa la base de funciones de B-Splines, tomando 40 funciones para
la base de las fuerzas. Para elegir el óptimo de las funciones de la base de la
función coeficiente se utilizan los criterios mencionados anteriormente.

En el Anexo A.2 se encuentra el código que reproduce el modelo implementado
para la fuerza más relacionada con el EVA, utilizando la matriz de modelo, cuyo
código está detallado en el Anexo A.1.

Resultados

Antes de comparar las componentes de fuerza y analizar cuál está más relacionada
con el EVA, hay que seleccionar el número óptimo de bases de B-SPlines para la
función coeficiente. Las Tablas 7.6, 7.7 y 7.8 muestran los valores de AIC, BIC,
r, estadístico F y p-valor para los modelos de fuerza antero posterior Fx, vertical
Fy y mediolateral Fz, respectivamente.

En la fuerza anteroposterior Fx el número óptimo de bases es 9. En la Tabla
7.6 se observa cómo para este número de bases se produce el mínimo del AIC y
BIC (148 y 164, respectivamente), con la mayor correlación (0,53). En la fuerza
vertical Fy se toman 12 bases, pues minimizan las cantidades anteriores, con un
AIC de 136, un BIC de 156 y una correlación de 0,773. Finalmente, en la fuerza
mediolateral Fz, este óptimo se da para 7 bases, ya que considerar más bases
mejora ligeramente el r pero empeora el AIC y BIC.

En la Tabla 7.9 se comparan los tres modelos funcionales para el número óptimo
de bases elegido. El modelo que considera la fuerza vertical Fy es el que propor-
ciona mayor correlación múltiple con un valor de 0,773 frente al anteroposterior
con 0,534 y el mediolateral con 0,419. También es el modelo con menores valo-
res de AIC (136 vs. 148 y 149 para Fx y Fz respectivamente) y de BIC (156
vs. 164 para Fx y 162 para Fz). Ninguno de los modelos de fuerza anteropos-
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Tabla 7.6: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor
según el número de bases de B-Splines consideradas para el modelo de fuerza anteroposterior
Fx. Se marca en negrita el número elegido de bases.

Número de bases AIC BIC r F p-valor
5 148 158 0.270 0.407 0.840
6 150 161 0.290 0.380 0.884
7 151 164 0.310 0.346 0.924
8 154 168 0.300 0.269 0.969
9 148 164 0.530 0.931 0.519
10 151 168 0.520 0.757 0.667
11 150 169 0.580 0.855 0.594

Tabla 7.7: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor
según el número de bases de B-Splines consideradas para el modelo de fuerza vertical Fy. Se
marca en negrita el número elegido de bases.

Número de bases AIC BIC r F p-valor
5 141 151 0.510 1.755 0.159
6 143 154 0.524 1.516 0.215
7 143 156 0.549 1.418 0.246
8 144 158 0.586 1.440 0.235
9 146 162 0.574 1.146 0.376
10 143 160 0.656 1.507 0.208
11 139 157 0.732 1.996 0.090
12 136 156 0.773 2.232 0.060
13 141 162 0.751 1.697 0.152

terior ni mediolateral son estadísticamente significativos, con p-valores de 0,519
y 0,673, respectivamente. El modelo de fuerza vertical tiene un valor que puede
considerarse significativo (0,06) en base al tamaño muestral (31 sujetos).

Finalmente, como el modelo de fuerza vertical es el más relacionado con el EVA,
se ha implementado también un modelo de regresión no funcional, considerando
como predictores escalares los siguientes tres: fuerza vertical en el apoyo del talón
(primer máximo), fuerza vertical en el valle (mínimo) y fuerza vertical en el des-
pegue (segundo máximo). El coeficiente de correlación de este modelo es de 0,42
con un p-valor del modelo de 0,149.

En la Figura 7.9 se muestran las EVAs estimadas por cada modelo frente al EVA
medido para los tres modelos funcionales implementados. Se marca en rojo la
función identidad que marcaría un ajuste perfecto entre ambos valores. Se puede
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Tabla 7.8: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor
según el número de bases de B-Splines consideradas para el modelo de fuerza mediolateral
Fz. Se marca en negrita el número elegido de bases.

Número de bases AIC BIC r F p-valor
5 145 155 0.394 0.916 0.487
6 147 158 0.408 0.798 0.581
7 149 162 0.419 0.699 0.673
8 149 164 0.459 0.735 0.660
9 151 167 0.458 0.620 0.767
10 153 171 0.458 0.530 0.849
11 155 173 0.478 0.513 0.871

Tabla 7.9: Valores de AIC, BIC, coeficiente de correlación r, estadístico F y p-valor para
comparar los modelos funcionales de fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral
Fz para el número óptimo de bases seleccionado.

Modelo Número bases AIC BIC r F p-valor
Anteroposterior (Fx) 9 148 164 0.534 0.931 0.519

Vertical (Fy) 12 136 156 0.773 2.232 0.060
Mediolateral (Fz) 7 149 162 0.419 0.699 0.673

observar cómo el modelo de fuerza vertical Fy es el que da unos valores de EVA
estimados más parecidos a los medidos, puesto que los puntos están más próximos
a la función identidad.
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Figura 7.9: EVA estimado frente a EVA medido para cada uno de los tres modelos de
regresión funcional implementados: Fx, Fy y Fz. Se marca en negrita el número elegido de
bases.

Discusión

No se han encontrado trabajos en la literatura revisada que utilicen modelos
de regresión para relacionar escalas de dolor con fuerzas de reacción sobre el
suelo en sujetos con osteoartritis de rodilla. Sí que se han encontrado estudios
que relacionan estas escalas con el momento de abducción de rodilla utilizando
modelos basados en Inteligencia Artificial [41] o que empleen modelos de regresión
lineal clásicos [143].

Se han diseñado modelos de regresión funcional para relacionar el nivel de dolor
usando la escala EVA con las fuerzas de reacción sobre el suelo. Para ello, primero
se ha seleccionado el número óptimo de funciones de la base de B-Splines para
la función coeficiente que permita expresar toda la información contenida en la
curva evitando caer en el problema del sobreajuste. Después, se comparan los tres
modelos funcionales.
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El modelo basado en la fuerza vertical Fy es el más relacionado con la EVA, con
un coeficiente de correlación lineal múltiple de 0,773, seguido del modelo que usa
las fuerzas anteroposteriores Fx (r=0,534) y finalmente el mediolateral Fz con un
r de 0,419. Además, solo el modelo que usa la fuerza vertical puede considerarse
estadísticamente significativo (p-valor = 0,06). Esto puede verse también gráfica-
mente en la Figura 7.9, donde la EVA estimada por cada modelo es más cercana
al EVA medido en el modelo de fuerza vertical.

Como el modelo que usa la fuerza vertical es el que tiene mayor capacidad pre-
dictiva, se implementa un modelo de regresión no funcional para comparar la
diferencia entre ambos modelos. Se diseña un modelo donde se consideran como
predictores escalares la fuerza vertical en el apoyo del talón (primer máximo),
fuerza vertical en el valle (mínimo) y fuerza vertical en el despegue (segundo
máximo). El coeficiente de correlación múltiple es de 0,42, casi la mitad que el
obtenido en el modelo funcional (0,773) con un p-valor = 0,149. Es decir, el mo-
delo funcional proporciona resultados considerablemente mejores que los del no
funcional.

Esto puede ser debido a que en el modelo funcional se está considerando toda la in-
formación contenida en la curva, no solo extremos como en el modelo de regresión
habitual. Además, puede que los predictores escalares que se están considerando
no estén tan relacionados con el nivel de dolor como otras partes de la curva. De
ahí el potencial de los modelos de regresión funcionales, donde se considera toda
la curva y evita el problema de tener que extraer puntos característicos de las
curvas.

7.3.5 Regresión escalar sobre función: relación entre el NDI y
movimientos de cuello. Selección de variables.

La última aplicación de este capítulo está centrada en analizar los modelos en base
a distintas medidas de calidad para determinar qué movimiento del cuello está
más relacionado con el NDI. Posteriormente, se hace una selección de variables
escalares. Se emplea la base de Componentes Principales, haciendo uso además
de un FPCA bivariante, ya que dos movimientos resultan estar muy relacionados
con el NDI.
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Material y métodos

Los modelos de regresión funcional se pueden utilizar para seleccionar variables
funcionales relevantes en una determinada patología. Se va a utilizar para identi-
ficar qué movimiento del cuello (rotación axial, flexo-extensión y flexión lateral)
está más relacionado con el nivel de discapacidad NDI. Se utiliza la base de datos
descrita en el Capítulo 4.1, donde de las 56 repeticiones se consideran solo 55
porque una de las curvas de movimiento presentaba errores de medida.

Se emplea el Análisis de Componentes Principales Funcional (FPCA). Tomamos
40 B-Splines como base de funciones para los datos y las componentes principales
funcionales.

Cuando se quiere estudiar la variabilidad simultánea de dos o más funciones, las
componentes principales bivariantes son una buena opción. Puesto que dos curvas
del movimiento del cuello resultan relevantes para la patología estudiada, se usa
el FPCA bivariante (bPCA).

Para elegir el número óptimo de componentes principales se siguen los mismos
criterios ya comentados: AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadís-
tico F y p-valor. Pero como además se está utilizando un análisis de componentes
principales, se fija también el criterio de elegir un número mínimo de componentes
de forma que se explique al menos el 95% de la variabilidad.

En definitiva, el método para elegir el número óptimo de componentes principales
es el que sigue:

• Se implementan diversos modelos de regresión aumentando el número de
componentes principales hasta que la variabilidad explicada sea al menos
del 95%.

• Para ese número mínimo de componentes principales, se buscan modelos
con coeficientes de correlación múltiple r altos, a la vez que el estadístico F
es significativo

• De forma simultánea se tiene que controlar que el número de componentes
principales es bajo para evitar sobre ajustes. Por tanto, se busca minimizar
el valor de AIC y BIC.

Así, se implementan 17 modelos de regresión para cada predictor funcional, ha-
ciendo variar el número de componentes principales de 4 a 20, teniendo en cuenta
los criterios anteriores.
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Este criterio no solo es válido para elegir el número óptimo de componentes princi-
pales, sino que además permite comparar los modelos de regresión para determinar
qué movimiento tiene mayor capacidad predictiva.

Así, atendiendo a los diferentes predictores funcionales disponibles, se implemen-
tan 6 tipos de modelos de regresión: 3 usan las curvas de ángulo como predictores
y los otros 3 las curvas de velocidad angular. En ambos casos, las 3 curvas co-
rresponden a los 3 movimientos medidos en el cuello: rotación axial (RA), flexión
lateral (FL) y flexo-extensión (FE).

Las componentes principales bivariantes se utilizan con las curvas de los movi-
mientos de flexión lateral y flexo-extensión, ya que ambas tienen buena capacidad
predictiva.

Así, en primer lugar se determina el número óptimo de componentes principa-
les para cada modelo y después estos modelos se comparan para analizar qué
movimiento de los 3 analizados es el más discriminante.

Una vez que se selecciona el modelo con la mayor capacidad predictiva, se estudia
el problema de la selección de variables. Se consideran las variables escalares de
sexo, edad, longitud de cuello, masa de cabeza y masa de cuello. Es evidente que
a mayor número de predictores, mayor coeficiente de correlación múltiple, pero a
su vez mayor riesgo de sobre ajuste.

Por tanto, hay que analizar si introducir estos predictores escalares mejora el
modelo base original (solo funcional). Para ello, se usan de nuevo las cantidades
anteriores: AIC, BIC y coeficiente de correlación múltiple. Se realiza también un
contraste de hipótesis, donde se comprueba si el coeficiente del predictor escalar
añadido es nulo.

Se implementan 5 modelos más, donde partiendo del modelo base funcional se
añaden los predictores escalares: género, edad, longitud de cuello, masa de cabeza
y masa de cuello. Se analiza el AIC, BIC, r, estadístico F y p-valor.

Resultados

• Modelos no funcionales. Se muestran en primer lugar los resultados para
los modelos no funcionales tomando como predictores el rango de movimien-
to (RoM), rango de velocidad (RoV) y la interacción entre ambos en los tres
movimientos. Los resultados de coeficiente de correlación múltiple, estadís-
tico F y p-valor se muestran en la Tabla 7.10. El mayor r se obtiene en el
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movimiento de flexión lateral (0,391), seguido de la flexo-extensión (0,356)
y por último el de rotación axial (0,296).

Solo los modelos de flexión lateral y rotación axial presentan un estadístico
F significativo (0,036 en ambos casos), mientras que para el movimiento de
flexo-extensión es de 0,073.

Tabla 7.10: Valores del coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F , p-valor de los
modelos de regresión para los tres movimientos: flexo-extensión, flexión lateral y rotación
axial. En todos los modelos se ha usado el rango de movimiento (RoM), el rango de velocidad
(RoV) y la interacción entre ellos.

Movimiento r F p-valor
Flexo-extension 0.356 2.460 0.073
Flexión lateral 0.391 3.072 0.036
Rotación axial 0.296 1.634 0.036

• Número óptimo de componentes principales. Según los criterios de
selección del número óptimo de componentes principales descrito, para cada
uno de los 6 predictores funcionales disponibles, se implementan 17 modelos,
variando el número de componentes desde 4 hasta 20.

La Figura 7.10 muestra los valores de AIC (negro) y BIC (azul) frente al
coeficiente de correlación múltiple r para los distintos números de componen-
tes principales considerados. Así, se elige el número óptimo de componentes
principales que proporcione el mínimo AIC, BIC a la vez que el r sea lo
mayor posible. Aplicando el criterio del codo (Figura 7.10) serían 11 compo-
nentes principales las que proporcionan el mínimo valor de AIC y BIC para
el modelo representado en la gráfica de la izquierda.

No en todos los modelos este número óptimo de componentes principales se
da tan claramente. En ocasiones hay que buscar una solución de compromiso
entre estas cantidades. Esto se puede ver en la gráfica derecha de la Figura
7.10, que corresponde al modelo de componentes principales que concatena
las velocidades de flexo-extensión y flexión lateral. Se considera como óptimo
11 bases, aunque para 16 se vuelve a producir otro mínimo en el AIC. Sin
embargo, considerar 5 componentes más apenas reduce el AIC y el valor
de r es similar, pero sí que aumenta considerablemente el BIC. Por ello, es
preferible considerar 11 componentes.

En base a estos criterios se ha elegido el número óptimo de componentes
principales para cada predictor y movimiento. La Tabla 7.11 muestra el
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porcentaje de variabilidad explicada por ese número de componentes, el
AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple, estadístico F y el p-valor.
En todos ellos, la variabilidad explicada es aproximadamente del 99%. Para
todos los modelos angulares y el modelo que considera la velocidad de flexo-
extensión el óptimo de componentes principales es 9, mientras que los que
consideran la velocidad de flexión lateral o rotación axial es de 11.

En cuanto a los valores de AIC y BIC, los menores valores se obtienen para
los modelos de velocidad de flexo-extensión y flexión lateral, siendo a su vez
los que obtienen mayor coeficiente de correlación lineal múltiple (0,603 y
0,652, respectivamente).

Puesto que estos dos predictores son los que proporcionan mejores modelos,
se implementa otro modelo utilizando componentes principales bivariantes,
concatenando las funciones de velocidad de ambos movimientos. El óptimo
de componentes principales también es de 11. Este modelo proporciona el
menor valor de AIC (319) y BIC (345), a la vez que el mayor coeficiente de
correlación múltiple (0,677), junto con el menor p-valor de todos los modelos.
Por ello, este será el modelo que se considera para el resto de análisis.

Los modelos angulares tienen menor capacidad predictiva que los modelos
basados en velocidad, como se puede observar de los valores de AIC, BIC y
r mostrados en la Tabla 7.11.

En cuanto al análisis de los tres movimientos, la rotación axial es la que
tiene menor capacidad predictiva, ya que tanto para el ángulo como pa-
ra la velocidad, el coeficiente de correlación múltiple es considerablemente
menor al obtenido en los modelos de los otros dos movimientos (0,274 vs.
0,535 y 0,555 para los modelos angulares de rotación axial frente a los de
flexo-extensión y flexión lateral, respectivamente; y 0,463 frente a 0,603 y
0,652 para el equivalente en los modelos de velocidad). Aunque los modelos
de flexo-extensión y flexión lateral proporcionen valores de correlación al-
tos, en el modelo de flexión lateral es ligeramente superior (0,652 frente a
0,603 para el modelo de velocidad). Es por ello que se ha decidido combi-
nar la información de ambos movimientos utilizando para ello componentes
principales funcionales bivariantes.

• Selección de variables escalares. Como modelo base se considera el mo-
delo funcional de 11 bPCA de las curvas de velocidad de flexo-extensión y
flexión lateral concatenadas. Sobre este, se estudia si introducir las variables
escalares género, edad, longitud de cuello, masa de cabeza y masa de cuello
de forma individual mejoran el modelo previo.
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Figura 7.10: El gráfico muestra el coeficiente de correlación múltiple r (eje x) frente al
AIC y BIC (eje y) según el número de componentes principales elegido, desde 4 (primer
punto) hasta 20 (último punto). La línea negra representa los valores para el AIC y la azul
para el BIC. El punto rojo marca el número óptimo de componentes principales elegido. El
gráfico de la izquierda corresponde al modelo de regresión funcional que considera las curvas
de velocidad de flexión lateral como predictor, mientras que el de la derecha el modelo
concatenando las curvas de velocidad de flexo-extensión y flexión lateral.

La Tabla 7.12 muestra los valores de AIC, BIC, r, estadístico F y p-valor
correspondiente a la hipótesis nula de que el coeficiente del predictor escalar
es nulo. La primera fila muestra el modelo base sobre el que se añaden los
demás predictores escalares.

En todos ellos, el valor de AIC y BIC aumenta. De igual forma el r aumenta,
pero muy ligeramente. Ningún p-valor es significativo, por lo que añadir estos
predictores escalares no mejoran significativamente el modelo previo.

• Modelo de bFPCA para la velocidad de flexo-extensión y flexión
lateral. Puesto que ningún predictor escalar mejora el modelo funcional, se
analiza el modelo de 11 componentes principales concatenando las curvas de
velocidad de flexo-extensión y flexión lateral.
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Tabla 7.11: Variabilidad explicada (%), AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r,
estadístico F y p-valor para el número óptimo de componentes principales en los modelos
funcionales implementados para los movimientos de flexo-extensión (FE), flexión lateral (FL)
y rotación axial (RA). Se marcan en negrita los modelos con mayor capacidad predictiva.

Modelo Óptimo de CP Variabilidad % AIC BIC r F p-value
Ángulo FE 9 99.9 330 352 0.535 2.002 0.061
Ángulo FL 9 99.9 329 351 0.555 2.222 0.038
Ángulo RA 9 99.8 344 367 0.275 0.409 0.924
Velocidad FE 9 99.7 324 346 0.603 2.851 0.010
Velocidad FL 11 99.7 322 348 0.652 2.897 0.006
Velocidad RA 11 99.6 340 366 0.463 1.065 0.410
Velocidad FE+FL 11 98.7 319 345 0.677 3.300 0.002

Tabla 7.12: AIC, BIC, coeficiente de correlación múltiple r, estadístico F y p-valor de
los modelos de regresión. Se añaden distintos predictores escalares al modelo base (solo
funcional que considera las curvas de flexo-extensión, FE, y flexión lateral, FL) para analizar
si introducir estos predictores escalares mejoran el modelo funcional.

Modelo AIC BIC r F p-valor
bPCA (FE+FL) 319 345 0.677 - -
bPCA (FE+FL) + sexo 319 347 0.693 1.840 0.182
bPCA (FE+FL) + edad 321 349 0.679 0.223 0.639
bPCA (FE+FL) + longitud cuello 321 349 0.677 0.017 0.896
bPCA (FE+FL) + masa cabeza 320 349 0.682 0.554 0.461
bPCA (FE+FL) + masa cuello 320 348 0.682 0.587 0.448

Aunque la función coeficiente β obtenida es única, se ha dividido en dos
partes, correspondientes al intervalo de flexo-extensión y al de flexión lateral
para poder interpretar mejor los resultados. La Figura 7.11 muestra esta
función para la velocidad de flexo-extensión (arriba) y flexión lateral (abajo)
para dos sujetos con NDI extremos cuyo residuo es bajo. El sujeto con NDI
bajo (4) está representado a la izquierda, mientras que a la derecha el sujeto
con NDI alto (15).

El NDI predicho se obtiene sumando a la constante del modelo el área bajo
la curva de la función producto. De esta forma, más áreas positivas y menos
negativas se traducen en un incremento del NDI.

168



7.3 Aplicaciones

Figura 7.11: Funciones coeficiente y funciones producto para el modelo de 11 componen-
tes bivariantes de flexo-extensión (arriba) y flexión lateral (abajo) para un sujeto con un
NDI de 4 (izquierda) y de 15 (derecha). Aunque la función coeficiente es única, para una
mejor representación se ha separado para cada movimiento. En discontinuo se representa la
velocidad, en línea continua azul la función de coeficiente escalada y en continua negra la
función producto de ambas. Las áreas bajo la curva positivas y negativas se marcan en verde
y naranja, respectivamente. Se escala la función de coeficiente y la función producto para
una mejor visualización.

Discusión

Se ha establecido un criterio para elegir el número óptimo de componentes prin-
cipales, añadiendo al criterio ya mencionado el estudio del porcentaje de variabi-
lidad explicada. Esto permite obtener un modelo robusto minimizando el riesgo
de sobre ajustes.

Se aplican estos criterios para seleccionar primero el número óptimo de compo-
nentes principales. En la Figura 7.10 se muestra cómo se aplican estos criterios,
donde al aumentar el número de componentes principales aumenta la correlación
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múltiple, pero a su vez empeoran los valores de AIC y BIC, que controlan el
número de variables del modelo. Aunque tanto el AIC como el BIC penalizan el
número de parámetros del modelo, el BIC es más restrictivo. Por lo que esta can-
tidad puede utilizarse como un criterio más restrictivo a la hora de seleccionar el
número óptimo de funciones de la base. En los modelos analizados se han elegido
9 y 11 componentes como óptimas 7.11.

Basado en este número óptimo de componentes principales, se observa que los
modelos funcionales tienen mayor capacidad predictiva que los no funcionales,
obteniendo valores de correlación múltiple superiores a 0,677 (7.11) frente a r que
no superan el valor de 0,4 en los modelos no funcionales (7.10).

Por otro lado, el ángulo tiene menor relación con el NDI que la velocidad en cada
uno de los tres movimientos analizados. De hecho, de estos tres movimientos, solo
el ángulo es significativo en el movimiento de flexión lateral. Esto guarda relación
con los resultados obtenidos en otros estudios que emplean variables numéricas
[30, 133, 164, 68, 163, 50], donde las velocidades angular tienen mayor capacidad
predictiva que los ángulos.

De los tres movimientos analizados, la flexión lateral y la flexo-extensión tienen
mayor relación con el NDI que la rotación axial, tanto para el modelo angular
como para el que emplea la velocidad, obteniendo un coeficiente de correlación más
bajo y una relación estadísticamente no significativa. Respecto a la flexión lateral
y flexo-extensión, es la flexión lateral la que proporciona resultados ligeramente
mejores, tanto para el ángulo como para la velocidad. No se han encontrado
estudios que empleen estas variables funcionales, por lo que no se puede comparar
o corroborar con otros trabajos previos.

Se estudia el efecto de variables escalares como el género, edad, longitud de cuello,
masa de cabeza o masa de cuello al añadirlas sobre el modelo funcional. Ninguna
de estas variables produce mejoras significativas sobre el modelo funcional basado
en velocidades. Esto puede llamar la atención puesto que hay estudios que relacio-
nan la edad con la movilidad cervical [126]. Sin embargo, la información sobre la
edad y la movilidad cervical ya está incluída dentro de las curvas de movimiento
y por tanto esta variable escalar por separado no tiene por qué afectar al NDI.

Por último, los modelos de regresión funcionales permiten analizar qué partes
de la curva están más relacionadas con la patología. Esto se puede estudiar a
partir de las funciones de coeficientes, más concretamente a través de las funciones
producto de la velocidad, en este caso, por la función de coeficiente. Así, la Figura
7.11 muestra la función producto β(t)ω(t), sombreando las áreas positivas que
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contribuyen a un aumento del NDI en verde y en naranja las negativas, que
harían disminuir este NDI.

Aunque esta función coeficiente es única, para poder interpretar mejor los resul-
tados de cada movimiento, se ha dividido en dos: una para el movimiento de
flexo-extensión y otra para el de flexión lateral. En la Figura 7.11 se observa de
los gráficos superiores correspondeintes a la flexo-extensión, que las diferencias
entre sujetos con NDI extremos se dan en las zonas de frenado, donde el área
negativa se reduce en el sujeto con mayor NDI. Esto es lo mismo que se obtenía
en el modelo funcional donde solo se usaba como predictor funcional la velocidad
de flexo-extensión utilizando la base de Fourier en lugar de componentes princi-
pales. Esto demuestra la robustez del método, siendo independiente de la base de
funciones empleada.

Para la flexión lateral (abajo en la Figura 7.11) las diferencias entre sujetos con
NDI extremos no son tan evidentes como en la flexo-extensión. Esto es debido a
que esta parte de la función coeficiente depende de la anterior, correspondiente
a la flexo-extensión. Así, la contribución de las áreas positivas y negativas del
movimiento de flexión lateral aporta ligeros matices a la contribución previa del
movimiento de flexo-extensión, modificando levemente su valor y, por tanto, el
del NDI.

7.4 Conclusiones

De los resultados obtenidos en este capítulo, se pueden extraer varias conclusio-
nes sobre los modelos de regresión funcional. Comenzando con los modelos de
regresión función sobre escalar:

• En la literatura revisada es frecuente utilizar el ANOVA punto a punto,
lo cual es adecuado porque proporciona información a lo largo de la curva.
Sin embargo, en este capítulo se ha demostrado la importancia de corregir
los p-valores obtenidos al realizar comparaciones múltiples para evitar falsos
positivos. Así, zonas de la curva que antes de la corrección eran significati-
vas, después no lo son. Se puede aplicar también un ANOVA funcional que
analiza las funciones de forma global [24], dando un único p-valor.

• Cuando los predictores son escalares (pero no codificados para expresar un
grupo o factor como en el ANOVA), ocurre algo similar. Es necesario ajustar
los p-valores para evitar errores de tipo I.
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• Se propone la utilización del modelo limma, que aunque es habitualmente
empleado en el ámbito de la genómica, debido a la gran dimensionalidad de
los datos, se puede emplear también en el caso funcional por el gran número
de datos disponibles. Este modelo mejora el ajuste a través de regularización
bayesiana empírica, que mejora la estimación de la varianza del error y
estabiliza las correcciones del modelo.

En cuanto a las conclusiones de los modelos de regresión escalar sobre función:

• Es necesario establecer un criterio para controlar el número de parámetros
del modelo para evitar sobre ajustes. Se han fijado criterios para encontrar
el número óptimo de funciones de la base de la función coeficiente como
un bajo AIC y BIC, alto coeficiente de correlación múltiple r y p-valor del
modelo significativo. En el caso de usar componentes principales, se añade
también un porcentaje mínimo de variabilidad explicada.

• Los modelos de regresión clásicos que relacionan variables clínicas con bio-
mecánicas proporcionan coeficientes de correlación muy bajos. En cambio,
se ha podido comprobar que con los modelos de regresión funcionales, estos
valores son más que aceptables, superiores a 0,6 y doblando incluso a los
que se obtienen con el modelo equivalente no funcional.

• Los modelos funcionales permiten una interpretación de los resultados, ana-
lizando qué zonas de la curva están más relacionadas con la patología. Ade-
más, se demuestra la robustez de estos modelos ya que tras la interpretación
de las curvas en las aplicaciones analizadas en este capítulo, las conclusiones
extraídas del modelo que relaciona las curvas de movimiento del cuello con
variables clínicas (apartado 7.3.2) y las obtenidas del modelo de regresión
escalar sobre función (apartado 7.3.3) son similares. Concretamente, se llega
desde el modelo de regresión escalar sobre función que las zonas que dife-
rencian a los sujetos con distintos niveles de la patología son las zonas de
frenado. A su vez, del modelo de regresión función sobre escalar, son esas
mismas zonas de la curva de velocidad las que resultan significativas en el
predictor del nivel de discapacidad (NDI).

• Estos modelos de regresión funcional no se han utilizado en Biomecánica has-
ta la fecha de redacción de esta tesis. Consideramos que son de gran utilidad
ya que proporcionan coeficientes de correlación elevados al estar analizando
toda la información de la curva, a la vez que permiten una interpretación
de los resultados, lo que es clave para el personal clínico.

Es importante destacar que los modelos implementados en este capítulo se han
realizado utilizando muestras con sujetos con dolor inespecífico de cuello o sujetos
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con osteoartritis temprana de rodilla, empleando como grupo de sanos un gru-
po de sujetos que no tienen osteoartritis pero sí dolor de rodilla. Estas muestras
difieren de las empleadas en muchos estudios previos, donde el grupo de control
está compuesto por individuos completamente sanos y el grupo de patológicos
presenta patologías en ocasiones avanzadas y con signos evidentes. La sutileza en
las diferencias entre los grupos de las muestras empleadas en este capítulo desta-
can la robustez y capacidad predictiva de los modelos funcionales. Este aspecto es
especialmente relevante para el personal clínico, ya que precisamente en los casos
donde la presencia de una patología no es evidente es cuando más se requiere
información complementaria para ayudar en el diagnóstico.

Como trabajos futuros de los modelos de regresión funcional se plantea aplicarlos
a otro tipo de patologías y regiones anatómicas, como hombro o espalda. No
obstante, en este capítulo se han analizado patologías cervicales y de rodilla,
dando resultados satisfactorios en ambos casos.
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Capítulo 8

Clasificadores

En este capítulo se trata de cubrir el objetivo específico 6. Se hace una breve
revisión de los dos enfoques habituales en los modelos de clasificación binaria: uso
de modelos de regresión logística (enfoque de la estadística clásica) y el enfoque
basado en Inteligencia Artificial. Se detectan una serie de limitaciones, que pue-
den ser solucionadas por el análisis de datos funcional, a través de un modelo de
regresión logística funcional. Se establece un criterio de selección del número ópti-
mo de funciones de la base de coeficiente, para evitar el sobre ajuste, un problema
que puede surgir debido a la alta dimensionalidad del FDA. Se aplica el modelo
de regresión logística funcional a dos bases de datos, por un lado para comparar
con el equivalente no funcional y analizar las diferencias entre el caso funcional
y no funcional. Por otro lado, se aplica el modelo de regresión logística funcional
para clasificar sujetos con EKOA, empleando información biomecánica y clínica
de forma conjunta, demostrando la importancia de utilizar ambos tipos de infor-
mación. De este capítulo se desprende la utilidad de los modelos funcionales de
regresión logística, que obtienen métricas de evaluación del modelo superiores a
las obtenidas por el modelo clásico y similares a las que se obtienen con la IA,
con la gran ventaja de que se evita el sobre ajuste y permite una interpretación
de los resultados obtenidos, aspecto esencial en el ámbito clínico.
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8.1 Introducción

8.1.1 Estado del arte

Los clasificadores son modelos matemáticos que permiten clasificar una muestra
en clases o grupos (sano vs. patológico o dentro de una misma patología, distintos
niveles de severidad). Estos modelos pueden estar basados en varios enfoques: en
la estadística univariante o los más recientes, basados en Inteligencia Artificial.

Dentro de los clasificadores, nos centramos en los de respuesta binaria, es decir,
donde solo existen dos grupos: éxito o fracaso. Este tipo de clasificación es muy
útil en el ámbito clínico, donde el objetivo del estudio puede ser clasificar a un
grupo de sujetos en función de si tienen o no una determinada patología.

En el enfoque estadístico, un modelo muy utilizado que permite clasificar cuando
la respuesta es binaria es el modelo de regresión logística. Modela la probabilidad
de que una determinada observación pertenezca a un grupo, utilizando la función
logística. Es un modelo simple que ofrece interpretaciones claras de los coeficien-
tes, por lo que es una herramienta útil cuando se busca conocer la aportación que
cada predictor tiene sobre la clasificación.

Un enfoque más moderno es el basado en Inteligencia Artificial (IA). Hay nu-
merosas técnicas que se emplean como clasificadores: las redes neuronales; las
máquinas de soporte vectorial (SVM), que buscan el hiperplano que mejor separa
las clases; los k-vecinos más próximos (K-NN), un clasificador que asigna la clase
observando las clases mayoritarias entre sus “k” vecinos más próximos en el es-
pacio de características; o los árboles de decisión (Random Forest por ejemplo),
que se basan en una estructura de árbol donde las decisiones se toman según
condiciones lógicas sobre las variables, por citar algunos ejemplos.

Tanto los modelos de regresión logística como los basados en IA se emplean en
Biomecánica. Ambos presentan una serie de ventajas y limitaciones. Comenzando
con los modelos de regresión logística, presentan las siguientes ventajas:

• Son modelos simples y efectivos, ya que son fáciles de implementar y de
interpretar. Permiten modelar la relación entre variables dependientes y
predictores, lo que los hace especialmente útiles en el ámbito clínico.

• Permiten una interpretación de los resultados obtenidos, a través de los
coeficientes del modelo, lo que es especialmente relevante para el personal
clínico, ya que permite conocer cómo las variables biomecánicas afectan a
la probabilidad de tener o no la patología.
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• Permiten realizar predicciones sobre la probabilidad de que un sujeto desa-
rrolle o no una patología.

• Son modelos parsimoniosos, buscando la menor cantidad posible de paráme-
tros, lo que se traduce en modelos más simples, interpretables y con menor
riesgo de sobre ajuste.

Las limitaciones más importantes serían las siguientes:

• Algunas medidas de calidad del modelo como la exactitud (porcentaje de
sujetos correctamente clasificados), sensibilidad, especificidad o área bajo la
curva ROC (AUC) no son muy elevadas.

• Estos modelos utilizan numerosas variables escalares extraídas previamente
del movimiento, por lo que necesitan un procesado de las curvas previo, que
en la mayoría de veces es costoso.

• La regresión logística asume una relación entre las variables independientes
y el logaritmo de las probabilidades, lo que limita la capacidad del modelo
si estas relaciones no son lineales.

En cuanto a los modelos basados en Inteligencia Artificial, las principales ven-
tajas:

• Son modelos con alta capacidad predictiva, con mejores métricas de evalua-
ción, como exactitud o AUC que los modelos de regresión logística.

• Aunque emplean numerosas variables escalares extraídas de las curvas de
movimiento, no requieren un preprocesado tan costoso como en la regresión
logística, ya que incorporan métodos propios de detección de estas caracte-
rísticas.

• Capturan relaciones no lineales e interacciones complejas entre variables.

Sin embargo, presentan las siguientes limitaciones:

• Son modelos de “caja negra”, por lo que son difíciles de explicar y conocer
por qué el modelo clasifica de una forma u otra. Esto supone una limitación
importante en el ámbito clínico, ya que no solo se quiere una clasificación,
sino conocer qué predictores influyen más en la patología.
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• Necesitan numerosas variables, incluso a veces mayor que el tamaño mues-
tral, lo que supone un problema de sobre ajuste.

• Presentan problemas de validación al no usar estimadores estadísticos ni
p-valores.

• Son modelos complejos de implementar y analizar, lo que requiere de per-
sonal cualificado y experto. Esto dificulta su uso en el ámbito clínico.

En resumen, la principal ventaja de los métodos basados en IA es su mayor pre-
cisión en comparación con la regresión logística y su menor preprocesamiento, ya
que la IA puede utilizar directamente los datos de movimiento. Sin embargo, es-
tos métodos presentan inconvenientes, principalmente su baja interpretabilidad,
a menudo descrita como una “caja negra” donde los resultados se basan en nume-
rosas variables de entrada. Además, los modelos de IA pueden producir resultados
de menor calidad que los métodos estadísticos clásicos, ya que no tienen en cuenta
factores críticos como la estimación y la atribución [37]. El sobre ajuste es otro
de los problemas, ya que los modelos de IA requieren de más variables de entrada
que en ocasiones el tamaño muestral, lo que dificulta la validación y compromete
la robustez del modelo.

Como alternativa a los problemas detectados por ambos enfoques, se plantea el
uso de la regresión logística funcional, que presenta las ventajas de la regresión
logística, obteniendo mejores métricas de evaluación del modelo, pero sin caer en
los excesos de la Inteligencia Artificial.

A continuación se justifican cada una de estas limitaciones a través de la literatura
revisada en ciertas patologías del aparato locomotor. La revisión se realiza más
en detalle en la patología de osteoartritis temprana de rodilla (EKOA) ya que es
el caso estudiado en este capítulo.

Modelos de clasificación en EKOA de rodilla

Se han identificado tres revisiones relevantes sobre clasificación en OA de rodilla.
En una [83] destacan que la técnica más empleada en la SVM, otra [79] está
centrada en el uso de técnicas de Machine Learning (ML), mientras que en [1]
presentan una revisión más general sobre clasificadores en patologías de rodilla.
En esta, señalan que de nuevo, las técnicas de ML son las más empleadas, con
porcentajes de clasificación que varían entre el 77% y el 98,5%, para el caso de
las redes neuronales. En estas revisiones se hace notable la escasa utilización de
la regresión logística en esta patología.
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La mayoría de trabajos revisados emplean técnicas de ML basadas en variables
derivadas de las fuerzas de reacción sobre el suelo medidas durante la marcha. Se
emplean distintas técnicas, como el Random Forest [82], con exactitudes que no
superan el 65,22%, aunque aumenta hasta el 77,78% cuando se limita la muestra
a pacientes con OA unilateral, por lo que se reduce el tamaño muestral. Otros
estudios emplean el clasificador del vecino más cercano (NNC) [110, 109], donde
los pacientes patológicos presentan grados de severidad según la escala Kellgren-
Lawrence (KL) entre 1 (el más bajo) y 4 (el más alto). Ambos estudios alcanzan un
91% de exactitud, obteniendo que la fuerza más discriminante es la mediolateral
[109]. El enfoque basado en árboles de decisión difusos con SVM [115] proporciona
porcentajes de clasificación del 89% en sujetos con patología moderada (KL 1-
2) y del 91,5% en severos (KL 3-4), donde esa clasificación es más evidente. El
rendimiento del modelo disminuye al clasificar pacientes con OA moderada. En
contraste con lo obtenido en [109], la fuerza mediolateral resulta ser la menos
discriminante.

También se emplean redes neuronales [186, 187] empleando medidas de cinemá-
tica de rodilla para clasificar sujetos con y sin OA, alcanzando porcentajes de
clasificación superiores al 95%, aunque no especifican la severidad de la OA.

Como ya se desprendía de las revisiones estudiadas, el uso de modelos de regresión
logística es más escaso. Así, hay estudios [10] que emplean técnicas de ML para
seleccionar variables cinemáticas para después aplicar una regresión logística. Sin
embargo, no se usa para clasificar entre sujetos sanos y patológicos, sino entre
pacientes con y sin dolor. Otro trabajo [38] desarrolla tres modelos de regresión
logística con distintos tipos de predictores, obteniendo para el modelo basado en
las fuerzas de reacción sobre el suelo un 83,3% de exactitud y un AUC de 0,894.
No obstante, la muestra es reducida, con 31 sujetos, de los cuales 12 son sanos y
19 tienen una OA grave (KL 3-4), en espera de cirugía. Un tercer estudio [183]
aplica la regresión logística empleando componentes principales para clasificar
sujetos con reemplazo total de rodilla de aquellos sin ella, obteniendo un 74,1%
de exactitud.

Finalmente, otro estudio [183] compara el SVM con la regresión logística utilizan-
do datos cinemáticos de cadera, rodilla y tobillo, alcanzando porcentajes correctos
de clasificación del 85,6% y 83,9%, respectivamente. Destacan, que aunque con
el SVM se obtienen resultados ligeramente superiores, la regresión logística debe
considerarse por su menor complejidad y necesidad de menos variables de entrada.
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Modelos de clasificación en cervicalgia inespecífica

Un estudio [91] compara métodos de aprendizaje automático con la regresión
logística en pacientes con dolor inespecífico de cuello, incluyendo 26 predictores.
Emplearon el AUC como medida del rendimiento del modelo, obteniendo el valor
más bajo para la regresión logística. Sugieren que la mejora en el rendimiento de
la predicción entre los modelos de aprendizaje automático y la regresión logística
puede deberse a una posible no linealidad entre los predictores y los resultados
clínicos.

El trabajo de [161] usa varios modelos predictivos, entre ellos la regresión logísti-
ca, para predecir la presencia de dolor en latigazo cervical. En regresión logística
obtienen una exactitud del 86,6%, que aunque es aceptable, es inferior a la obte-
nida por otros modelos de predicción automática como el SVM, Random Forest,
redes neuronales, etc.

Finalmente, en [69] emplean varios modelos de clasificación de aprendizaje au-
tomático para clasificar sujetos con dolor inespecífico de cuello. En la regresión
logística, tanto el AUC como la exactitud son inferiores a 0,6.

Modelos de clasificación en patología de hombro

Un estudio sobre la predicción del dolor de hombro en nadadores [45] emplea un
modelo de regresión logística para identificar los factores de riesgo de desarrollar
dolor de hombro. Solo proporcionan el valor de AUC (0,71). Al usar la regresión
logística, hacen una interpretación de los resultados para saber cuáles son los
riesgos de desarrollar dolor en esta articulación al nadar.

Otro trabajo [96] aplica de nuevo distintos métodos de aprendizaje automático,
junto con la regresión logística, para evaluar la validez de ciertas escalas clíni-
cas para predecirlas después de haber realizado una operación artroscópica en
pacientes con la patología del manguito rotador. En este estudio no se emplea in-
formación biomecánica. La precisión media del modelo de regresión logística fue
del 46,5%, que aunque es inferior a la obtenida con otras técnicas de aprendizaje
automático, fue superior a la obtenida con el Random Forest.
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Modelos de clasificación en patología de dolor lumbar

El estudio de [46] desarrolla un modelo de regresión logística para clasificar sujetos
con y sin pérdida del rendimiento funcional lumbar a partir de factores de riesgo
biomecánicos, individuales y psicosociales. El modelo proporciona una sensibilidad
del 68,5% y especificidad del 71,9%. En cambio, en otro trabajo [33] emplean
de nuevo la regresión logística utilizando variables obtenidas con unidades de
medida inercial (IMU) para clasificar clases de riesgo asociadas con actividades
de levantamiento de cargas. La exactitud obtenida es del 82,8%, sensibilidad del
84,8% y especificidad del 80,9%.

Finalmente, en [170] usan modelos de aprendizaje automático, entre ellos la regre-
sión logística, para clasificar sujetos sanos de sujetos con dolor lumbar midiendo
para ello ejercicios de rango de movimiento. La regresión logística proporciona
una exactitud del 86,67%, superior a la obtenida con un árbol de decisión o al k-
vecinos más cercanos, pero inferior a las del Random Forest (92%), SVM (95,3%)
o redes neuronales (93%).

Como se observa de esta revisión realizada en distintas patologías, muchos de los
estudios se centran en comparar los métodos basados en Inteligencia Artificial
con la regresión logística, obteniendo mejores métricas de evaluación del modelo
como exactitud o AUC, excepto en algunos casos [96, 170]. Sin embargo, aunque
estos valores sean superiores, requieren de numerosas variables de entrada [183],
cayendo en el problema del sobre ajuste del modelo. Esto se ve agravado cuando
además son muestras pequeñas, lo que es habitual en el ámbito de la biomecánica
y de la salud en general.

Asimismo, los modelos basados en IA no permiten una interpretación de los resul-
tados, lo cual sí es posible en los modelos de regresión logística [45]. Esto dificulta
posteriormente su aplicación en la definición de intervenciones terapéuticas.

También llama la atención que solo un estudio [55] de los analizados en la pato-
logía de EKOA considere de forma conjunta información clínica y biomecánica
para clasificar sujetos, ya que ambos predictores pueden proporcionar información
adicional y complementaria para la clasificación.

Ante estas limitaciones, se plantea el uso de modelos de regresión logística funcio-
nal. Sin embargo, estos no son muy usados en biomecánica. Solo se han encontrado
tres artículos que lo utilicen como técnica para clasificar. Por un lado, en [93] em-
plean la regresión logística funcional para clasificar pacientes con y sin dolor de
cuello en una muestra de 47 sujetos donde miden variables biomecánicas al andar.
Después de realizar una selección de variables, utilizan dos predictores funcionales
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y uno escalar obteniendo un AUC de 80,8%. Si bien es un valor de AUC aceptable,
no proporcionan porcentajes de clasificación.

Otro estudio [114] describe y aplica tres enfoques de la regresión logística fun-
cional: wavelets y penalización LASSO, utilización de componentes principales y
regresión logística funcional penalizada. Aplica estos tres enfoques para la detec-
ción de cojera en caballos, utilizando las funciones de aceleración vertical. Aunque
la exactitud llega hasta el 95%, la muestra es pequeña y se trata de caballos sanos
a los que se les simula la cojera a través de una herradura.

En [92] usan funciones cinemáticas y de la EMG para clasificar sujetos con dis-
tintos tipos de dolor lumbar de sujetos sanos. Analizan el movimiento de levan-
tamiento de cargas bajas. Utilizan un total de 40 predictores de los que después
de hacer una selección de variables se quedan con 9. Solo proporcionan valores
de AUC, que es de hasta el 96,7%, un valor más que aceptable. Por último, se
ha encontrado otro trabajo que emplea regresión logística funcional, pero no co-
mo técnica de clasificación, sino como un paso intermedio después de aplicar una
técnica no funcional [78].

8.1.2 Necesidades detectadas. Objetivos

Ante la revisión realizada se detectan las siguientes necesidades:

• La regresión logística clásica presenta limitaciones para clasificar grupos
en base a variables biomecánicas, presentando métricas de evaluación del
modelo bajas como la exactitud, sensibilidad, especificidad o área bajo la
curva ROC.

• Los modelos basados en Inteligencia Artificial proporcionan exactitudes más
altas, pero son modelos de “caja negra” que no permiten interpretar los re-
sultados. Además, estos presentan también el inconveniente del sobre ajuste
al utilizar muchas variables de entrada, así como problemas de validación
en muestras pequeñas al no usar estimadores estadísticos ni p-valores.

• Surge la necesidad de implementar modelos de regresión funcional, no muy
usados en el ámbito de la biomecánica, que proporcionen mayores porcen-
tajes de clasificación al analizar toda la información contenida en la curva,
a la vez que permiten una interpretación de los resultados.

• Debido a la alta dimensionalidad de los datos funcionales es necesario esta-
blecer algún criterio para elegir el número óptimo de bases de funciones.
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• En los modelos de clasificación revisados se emplea información biomecánica
o información clínica, pero no es habitual considerarla de forma conjunta.
Utilizarlas a la vez puede aportar información complementaria que ayude a
una mejor clasificación.

Así, los objetivos que se plantean en este capítulo son los siguientes:

• Diseñar un procedimiento para elegir el número óptimo de bases de funciones
que asegure un modelo de regresión logística funcional robusto.

• Implementar modelos de regresión logística funcional en el ámbito de la
Biomecánica. Concretamente:

– Un modelo de regresión que permita clasificar sujetos sanos de aquellos
que tienen patología de cadera, empleando exclusivamente información
biomecánica y compararlo con el modelo de regresión logística clásico.

– Un modelo de regresión que clasifique sujetos sanos de aquellos con
EKOA, empleando información biomecánica y clínica, estudiando la
importancia de considerarlas de forma conjunta.

8.2 Modelos lineales generalizados

Hay problemas donde la variable respuesta no sigue una distribución normal,
como por ejemplo cuando se tiene un conteo o una respuesta binaria. En estos
casos, los modelos de regresión lineal con respuesta normal no son adecuados. Los
modelos lineales generalizados (GLM) extienden los modelos de regresión lineal
con respuesta normal permitiendo además relaciones no lineales entre la media
de la respuesta y el predictor lineal.

Un modelo lineal generalizado está formado por tres componentes:

Componente aleatoria: es la respuesta Y y su distribución de probabilidad.
Se supone que tenemos n observaciones (Y1, Y2, . . . , Yn) independientes.

Predictor lineal o componente sistemática: especifica las variables explica-
tivas: β0 + β1x1 + . . .+ βpxp siendo p el número de predictores.

Función de enlace: es una función g que relaciona el valor esperado µ = E[Y ]
con la componente sistemática: g(µ) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp.
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Los parámetros de un modelo lineal generalizado se estiman maximizando la log-
verosimilitud. Para el caso binario, donde la respuesta puede ser “tener una pato-
logía” o “no tener esa patología”, solo se tienen las opciones de “éxito” o “fracaso”,
codificadas como Yi = 1 si el sujeto tiene la patología o Yi = 0 si no la tiene.

Así, la distribución de probabilidad de Yi viene dada por las probabilidades de
éxito P (Yi = 1|xi) = πi(xi) = πi y fracaso P (Yi = 0) = 1 − πi, donde i =
1, ..., n son las observaciones del experimento. La distribución de probabilidad Yi

es por tanto una distribución binomial Yi ∼ (ni, πi), donde el valor esperado es
µi = E(Yi) = πi. Como πi es una probabilidad, su valor está comprendido entre
0 y 1.

La función logística g(µ) = ln(µ/(1 − µ)) como función de enlace es apropiada
cuando 0 < µ < 1, como en el caso de una probabilidad. El modelo lineal genera-
lizado que usa la función logística como función de enlace se denomina modelo de
regresión logística, y se emplea cuando la variable respuesta es binaria. Así, para
la respuesta binaria Yi el modelo es:

logit(πi) = ln
(

πi

1− πi

)
= β0 + β1xi1 + . . .+ βpxip i = 1, . . . , n (8.1)

y la probabilidad πi es
πi = P (Yi = 1) =

eβ0+β1xi1+...+βpxip

1 + eβ0+β1xi1+...+βpxip
. (8.2)

En las ecuaciones anteriores, tanto la respuesta como los predictores son escala-
res. Sin embargo, cuando los predictores son funciones, es necesario emplear un
enfoque funcional. Por simplicidad en la transición al modelo funcional, se va a
considerar un modelo donde la componente sistemática solo tiene un único pre-
dictor. Así, cuando el predictor x se sustituye por una función x(t), la función de
enlace es: g(µ) = β0 +

∫ T

0
β(t)x(t)dt donde x ∈ L2, es decir,

∫
T
x2(t)dt < ∞, o

lo que es lo mismo, que el cuadrado de la función es integrable.

Las funciones x(t) y β(t) se pueden expresar en distintas bases: x(t) =
∑Kx1

r=1 cirψr(t)

y β(t) =
∑Kβ

s=1 bsθs(t) de forma que∫
β(t)xi(t)dt =

∫
T

Kβ∑
r=1

brθr(t)
Kx∑

k2=1

cik2
ψk2

(t)dt =

Kβ∑
k1=1

Kx∑
k2=1

bk1
cik2

∫
T

θk1
(t)ψk2

(t)dt =

Kβ∑
k1=1

Kx∑
k2=1

cik2
Jk1k2

bk1
=

Kβ∑
k1=1

vk1
bk1
, (8.3)
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donde vk1
=

∑Kx

k2=1 cik2
Jk1k2

es conocido. Así la función de enlace es

g(µ) = β0 +

Kβ∑
j=1

vjbj, (8.4)

donde los distintos bj son los coeficientes. Los coeficientes cik se estiman utilizando
mínimos cuadrados. Por tanto, el problema se ha reducido a un modelo lineal
generalizado.

El modelo de regresión logística funcional para un único predictor se puede escribir
de la siguiente forma:

πi = P (Yi = 1) =
eβ0+

∫
β(t)xi(t)dt

1 + eβ0+
∫

β(t)xi(t)dt
. (8.5)

Si se emplean varios predictores funcionales x(s)
i con s = 1, . . . , S junto con

predictores escalares ui ∈ Rq, es decir xi = (x
(1)
i , . . . , x

(S)
i , u1, . . . , uq), entonces

el modelo de regresión logística funcional se puede escribir como

πi = P (Yi = 1) =
eβ0+

∑S
s=1

∫
x
(s)
i (t)βs(t)dt+

∑q
r=1 β(u)

r uir

1 + eβ0+
∑S

s=1

∫
x
(s)
i (t)βs(t)dt+

∑q
r=1 β

(u)
r uir

. (8.6)

Sin embargo, el modelo de regresión logística proporciona una probabilidad π̂i

comprendida entre 0 y 1. Así, para estimar ŷi es necesario establecer una proba-
bilidad de corte π0 para la cual si π̂i > π0 se corresponde con ŷi = 1, y si π̂i ≤ π0,
ŷi = 0.

Es habitual considerar π0 = 0.5, pero a veces este valor no es el óptimo. Por
tanto, hay que establecer un criterio para elegir π0, como por ejemplo que sea el
que proporcione el óptimo de sensibilidad y especificidad, ambas definidas como:

Sensibilidad = P (Ŷi = 1|Yi = 1) (8.7)

Especificidad = P (Ŷi = 0|Yi = 0) (8.8)

Se puede encontrar más información sobre modelos de regresión logística funcio-
nales en [80, Cap. 6].
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8.2.1 Medidas de calidad del ajuste

Para medir la capacidad predictiva de un modelo y poder compararlos entre sí,
se van a utilizar una serie de medidas de calidad del ajuste:

• AIC (Criterio de Información de Akaike) [4] y BIC (Criterio de Información
Bayesiano) [154]: ya definidos en la sección 7.2 de esta tesis, ambos tienen en
cuenta el ajuste del modelo penalizando el número de parámetros empleado.
Por lo que se busca que estos valores sean bajos.

• Exactitud del modelo: es el porcentaje correcto de clasificación, que se ob-
tiene dividiendo el número de sujetos correctamente clasificados entre el
tamaño muestral.

• Área bajo la curva ROC (AUC): la curva ROC (Receiving Operating Cha-
racteristic) es un gráfico donde se representa la sensibilidad y especificidad
para diferentes valores de probabilidad de corte π0. En el eje vertical se re-
presenta la sensiblidad y en el eje horizontal, 1 menos la especificidad. El
área bajo la curva ROC (AUC) se suele utilizar para comparar modelos, ya
que valores más altos de este área se corresponden con modelos con una
mayor capacidad predictiva.

• Sensibilidad y especificidad: se quieren modelos en los que ambas cantidades
sean lo más altas posibles.

• Se busca un modelo estadísticamente significativo, controlando para ello el
p-valor del modelo que contrasta la hipótesis de que todos los coeficientes
del modelo son nulos.

El objetivo es encontrar un modelo con exactitud, AUC, sensibilidad y especifidad
altas, pero sin caer en el riesgo del sobre ajuste al considerar muchos predictores.
Esto se tiene en cuenta a través del AIC y BIC, que controlan el número de
parámetros del modelo. Así, las primeras cantidades deben ser máximas pero el
AIC y BIC mínimos.

Estos mismos criterios son los usados para elegir el número óptimo de bases de
funciones de la función coeficiente para evitar el sobre ajuste. Para el caso de
considerar además componentes principales, se añade el criterio del porcentaje de
variabilidad total explicado.
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8.3 Aplicaciones

Se describen dos aplicaciones de los modelos de regresión logística. La primera
en la que se compara la versión funcional con la no funcional empleando la base
de datos de fuerza de reacción sobre el suelo de GaitRec (apartado 4.4). En
la segunda aplicación, se aplica exclusivamente el modelo de regresión logística
funcional empleando las GRF de sujetos con y sin EKOA (apartado 4.2).

8.3.1 Comparación entre modelo de regresión logística funcional y
no funcional

El objetivo de este apartado es aplicar el modelo de regresión logística funcional
eligiendo el número óptimo de bases de la función coeficiente para evitar el proble-
ma del sobre ajuste, para después compararlo con el equivalente no funcional. Con
esto se quiere probar que efectivamente los modelos de regresión logística funcio-
nal son modelos con mayor capacidad predictiva al considerar toda la información
contenida en la curva.

Material y métodos

Se implementa un modelo de regresión logística funcional para clasificar sujetos
sanos de los que tienen patología de cadera, utilizando las curvas de fuerza de
reacción sobre el suelo normalizadas por el peso. Se usa la base de datos ex-
perimental de GaitRec, descrita en el Capítulo 4.4. Se seleccionan las medidas
correspondientes a la prueba realizada con un zapato normal y sin plantilla. Para
los patológicos, se seleccionan los que tienen patología de cadera a nivel de pelvis
y se considera solo la medida en la primera sesión. En los patológicos, se toman las
curvas de GRF de la pierna afectada. En los sanos, puesto que no hay diferencia
entre una pierna u otra, se considera la de la izquierda. Los patológicos realizan
la prueba a una velocidad autoseleccionada, por lo que en los sanos se eligen las
medidas correspondientes también a esa velocidad autoseleccionada.

Cada sujeto puede tener hasta un total de 10 repeticiones, por lo que solo se
considera una de ellas, la más profunda, según lo definido en el Capítulo 6.2 de
esta tesis. Así, la muestra está formada por 214 curvas de sujetos sanos y 37 para
los patológicos, para cada una de las componentes de fuerza (anteroposterior Fx,
vertical Fy y mediolateral Fz). Puesto que los grupos están muy descompensados,
se eligen aleatoriamente a 40 sujetos sanos, de forma que la muestra ahora está
equilibrada, formada por 40 curvas de fuerza de sanos y 37 de sanos (en total 77).
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Se utiliza la base de B-Splines para las fuerzas de reacción sobre el suelo y la
función de coeficiente del modelo de regresión logística. En primer lugar, debido
a la alta dimensionalidad de los datos funcionales, se elige el número óptimo de
funciones de la base de la función coeficiente β(t) según los criterios ya definidos
en el apartado 8.2.1. Una vez elegido el número óptimo de funciones para cada
una de las componentes de fuerza Fx, Fy y Fz, se comparan los modelos obtenidos
para analizar qué componente es la más relacionada con la probabilidad de tener
o no la patología. En todos los modelos se considera una probabilidad de corte
para clasificar a los sujetos en sanos y patológicos de 0,5.

Con ese modelo, se estudia si añadir variables escalares como el género, edad
o peso mejora el modelo funcional previo. Para ello, se comparan las mismas
medidas de calidad del modelo ya comentadas en el apartado 8.2.1.

El código programado en R para realizar este modelo funcional, así como añadirle
a este las variables escalares se encuentra detallado en el Anexo A.3. Se utiliza la
matriz del modelo programada (Anexo A.1) para poder utilizar la función glm()
de R.

Después de realizar todo este análisis para elegir el mejor modelo funcional, se
compara con el equivalente no funcional. Los predictores escalares que se van
a emplear son el género, edad, peso y los dos máximos y dos mínimos de la
fuerza mediolateral Fz, que resulta ser la que proporciona un modelo con mayor
capacidad predictiva. Es decir:

ln oddsi = β0+β1generoi+β2edadi+β3pesoi+β4M1,i+β5M2,i+β6m1,i+β7m2,i,

donde M1, M2, m1 y m2 son los dos máximos y dos mínimos, respectivamente,
de la fuerza mediolateral Fz, marcados en la Figura 8.1.
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Figura 8.1: Mínimos y máximos considerados en el modelo de regresión logística no fun-
cional de la fuerza mediolateral Fz para cada sujeto.

Resultados

Antes de comenzar a implementar el modelo de regresión logística funcional, se
ha realizado un ANOVA funcional para cada componente de la fuerza para de-
terminar si existen diferencias significativas entre el grupo de sanos y el grupo de
patológicos. En las tres componentes de fuerza el p-valor es inferior a 0,001 por
lo que sí que habría diferencias significativas entre ambos grupos.

• Elección del número óptimo de bases de la función coeficiente. En
primer lugar, para cada una de las componentes de fuerza Fx, Fy y Fz, se
realizan distintos modelos de regresión logística cambiando el número de
bases para la función coeficiente para elegir el óptimo en base a los criterios
mencionados en el apartado 8.2.1. Estos se muestran en las Tablas 8.1, 8.2 y
8.3, para la fuerza anteroposterior, vertical y mediolateral, respectivamente.

En la fuerza anteroposterior Fx (Tabla 8.1) este número óptimo se daría para
6 bases, donde el AIC es mínimo (100) así como el BIC (116), alcanzando
una exactitud de 73,08%. El AUC es de 0,80, el mismo que se obtiene si se
considerasen más bases. La sensibilidad es de 0,680 y la especificidad toma
uno de los mayores valores (0,78). El p-valor es inferior a 0.001, por lo que
sería significativo.
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Tabla 8.1: AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para
distintos números de bases de B-Splines para la función coeficiente en el modelo de fuerza
anteroposterior Fx. Se marca en negrita el número elegido de bases.

Número bases AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
5 107 122 67.95 0.73 0.660 0.700 0.030
6 100 116 73.08 0.80 0.680 0.780 <0.001
7 102 121 73.08 0.80 0.660 0.800 <0.001
8 103 124 71.79 0.80 0.710 0.720 <0.001
9 104 128 69.23 0.80 0.680 0.700 <0.001
10 105 131 75.64 0.81 0.710 0.800 0.010
11 107 135 76.92 0.81 0.740 0.800 0.010

La Tabla 8.2 muestra todas estas medidas de calidad del ajuste para la fuer-
za vertical Fy. En este caso, el óptimo de bases se alcanza para 8 B-Splines,
con un AIC y BIC de 92 y 113, respectivamente. La exactitud es de 73,08%,
con un AUC de 0,84, una sensibilidad de 0,740 y especificidad de 0,720.
Igualmente el p-valor es inferior a 0,001. Aunque la exactitud, sensibilidad y
especificidad aumentan si se consideran más bases (10), manteniendo cons-
tante el valor de AIC, el BIC aumenta. Por esta razón se ha considerado
como óptimo 8 bases.

Tabla 8.2: AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para
distintos números de bases de B-Splines para la función coeficiente en el modelo de fuerza
vertical Fy. Se marca en negrita el número elegido de bases.

Número bases AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
5 98 112 74.36 0.78 0.740 0.750 <0.001
6 95 111 69.23 0.81 0.680 0.700 <0.001
7 92 110 70.51 0.83 0.660 0.750 <0.001
8 92 113 73.08 0.84 0.740 0.720 <0.001
9 93 116 71.79 0.84 0.710 0.720 <0.001
10 92 118 76.92 0.86 0.790 0.750 <0.001
11 92 121 74.36 0.87 0.760 0.720 <0.001

En la Tabla 8.3 se muestran estas cantidades para el modelo de fuerza me-
diolateral Fz, siendo 9 bases el óptimo para este modelo. Así, el AIC y BIC
son 76 y 100, respectivamente, con una de las mayores precisiones (89,74%),
un AUC de 0,93 y sensibilidad de 0,890. La especificidad (0,9) es la ma-
yor de todos los modelos. Son modelos estadísticamente significativos, con
p-valores inferiores a 0,001.

• Comparación de modelos funcionales de fuerza. Una vez elegido el
número óptimo de bases para cada uno de los modelos según la componente
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Tabla 8.3: AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para
distintos números de bases de B-Splines para la función coeficiente en el modelo de fuerza
mediolateral Fz. Se marca en negrita el número elegido de bases.

Número bases AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
5 81 95 78.21 0.88 0.840 0.720 <0.001
6 74 91 83.33 0.91 0.840 0.820 <0.001
7 75 93 84.62 0.92 0.870 0.820 <0.001
8 76 97 87.18 0.93 0.890 0.850 <0.001
9 76 100 89.74 0.93 0.890 0.900 <0.001
10 75 101 89.74 0.94 0.920 0.880 <0.001
11 75 103 91.03 0.95 0.950 0.880 <0.001

de fuerza considerada, en la Tabla 8.4 se muestran las medidas de calidad del
ajuste de cada modelo para compararlas y elegir qué fuerza clasifica mejor
sujetos sanos de patológicos.

El modelo de fuerza mediolateral Fz es el que proporcionaría un modelo
con mayor capacidad predictiva. Si bien considera una y dos bases más que
los modelos de Fx y Fy, respectivamente, no supone ningún problema de
sobreajuste ya que es un número aceptable y así como el tamaño muestral
(N=77). En el modelo de Fz, el valor de AIC es el menor respecto del modelo
de Fx y Fy (76 vs. 100 y 92, respectivamente), al igual que para el BIC (100
vs. 116 y 113). La exactitud es del 89,74%, superior a la obtenida en el mo-
delo de fuerza vertical y anteroposterior (73,08% en ambos casos). El AUC
es de 0,93 en el modelo Fz, mientras que para el Fy es de 0,84 y de 0,80 para
el Fx. En cuanto a la sensibilidad, el modelo de fuerza mediolateral alcanza
el mayor valor (0,89), mientras que para el de fuerza vertical es 0,74 y por
último, para el de fuerza anteroposterior 0,68. La especificidad es la máxi-
ma en el modelo de Fz (0,9), seguida del modelo de fuerza anteroposterior
(0,78) y finalmente, de 0,72 para la fuerza vertical. Todos los modelos son
estadísticamente significativos (p-valor<0,001).

Ante estos resultados, se considera seguir el resto de análisis con el modelo
de fuerza mediolateral, ya que proporciona los mejores valores en todos los
criterios considerados.

• Modelo funcional junto con predictores escalares. Al modelo con-
siderado de fuerza mediolateral Fz se añaden los predictores escalares de
género, edad y peso. En la Tabla 8.5 se muestran las medidas de calidad
del modelo para el caso solo funcional y el modelo en el que a partir del
funcional se añaden los escalares mencionados. Ninguna medida mejora en
el modelo que considera los predictores escalares. Tanto el AIC como el BIC
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Tabla 8.4: AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para el
número óptimo de funciones de la base de la función coeficiente para los modelos de fuerza
anteroposterior Fx, vertical Fy y mediolateral Fz.

Modelo Número bases AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
Fx 6 100 116 73.08 0.80 0.680 0.780 <0.001
Fy 8 92 113 73.08 0.84 0.740 0.720 <0.001
Fz 9 76 100 89.74 0.93 0.890 0.900 <0.001

empeoran respecto del modelo solo funcional, pasando de 76 a 78 para el
AIC y de 100 a 109 en el BIC. Es decir, el modelo más completo es menos
robusto que el que considera solo las curvas de fuerza Fz. La exactitud dis-
minuye (89,74% en el solo funcional frente a 87,18% con los escalares). El
área bajo la curva se mantiene constante (0,93) y tanto la sensibilidad como
la especificidad disminuyen (de 0,890 a 0,868 en la sensibilidad y 0,9 a 0,875
en la especificidad). Ambos modelos presentan un p-valor inferior a 0,001.

Tabla 8.5: Comparación del modelo funcional de fuerza mediolateral Fz con este mismo
modelo al que se le añaden los predictores escalares: género, edad y peso. Se emplea la
notación de fórmulas del lenguaje de programación R. Así, Fz(t) + genero + edad + peso
corresponde con el modelo ln oddsi = β0 +

∫
β1Fzi(t) + β2generoi + β3edadi + β4pesoi.

Cuando el predictor es funcional, se indica su dependencia respecto del tiempo como Fz(t).

Modelo AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
Fz(t) 76 100 89.74 0.93 0.890 0.900 <0.001

Fz(t) + genero+ edad+ peso 78 109 87.18 0.93 0.868 0.875 <0.001

La matriz de confusión del modelo solo funcional se muestra en la Tabla 8.6,
mientras que para el modelo que incorpora los predictores escalares se mues-
tra en la Tabla 8.7. En el modelo funcional se predicen correctamente a 36
sujetos sanos y 34 patológicos, mientras que en el modelo que añade los esca-
lares a 35 sujetos sanos y 33 patológicos. Es decir, clasifica incorrectamente
a 2 sujetos más respecto del modelo solo funcional.

Tabla 8.6: Matriz de confusión del modelo funcional de fuerza mediolateral Fz.

Predicho: sano Predicho: patológico
Real: sano 36 4

Real: patológico 4 34

Las curvas ROC de estos dos modelos se muestran en la Figura 8.2. En la
izquierda la curva ROC del modelo solo funcional y en la derecha añadien-
do los predictores escalares. Ambas curvas ROC son similares, aunque la
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Tabla 8.7: Matriz de confusión del modelo funcional de fuerza mediolateral Fz junto con
los predictores escalares: género, edad y peso.

Predicho: sano Predicho: patológico
Real: sano 35 5

Real: patológico 5 33

que considera solo las funciones sin los escalares tiene un crecimiento más
pronunciado. No obstante, el AUC es el mismo en ambos modelos (0,93).

Figura 8.2: Curva ROC para el modelo de regresión logística que considera como único
predictor las funciones de fuerza mediolateral Fz a la izquierda. A la derecha para el modelo
que además del predictor funcional de fuerza Fz considera los predictores escalares de género,
edad y peso. Se marca en la curva el punto donde la probabilidad de corte da el óptimo de
sensibilidad y especificidad.

Se ha realizado un contraste de hipótesis del modelo anidado para comprobar
si introducir las variables escalares realmente mejora el modelo, obteniendo
un p-valor inferior de 0,256, por lo que añadir estos predictores no mejora
significativamente el modelo previo solo funcional. Por ello, en base a esto
y a que ninguna de las medidas consideradas se mejoran añadiendo los pre-
dictores escalares, se continua el análisis con el modelo que emplea solo las
curvas de fuerzas anteroposterior Fz.

• Comparación del modelo de regresión logística funcional con el
modelo de regresión logística no funcional. En la Tabla 8.8 se compara
el modelo de regresión funcional Fz con el equivalente no funcional que
considera el género, edad, peso y los dos mínimos y dos máximos de la
función de fuerza mediolateral Fz descritos en el apartado 8.2.
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El modelo no funcional empeora en todas las medidas respecto del funcional.
El AIC (95 vs. 76) y BIC (114 vs. 100) aumentan considerablemente su valor
en el no funcional. La exactitud, en el no funcional es de 78,21% mientras
que en el funcional 89,74%. El área bajo la curva ROC pasa de 0,82 a 0,93
para el funcional. Igualmente los valores de sensibilidad (0,7 vs. 0,89) y
especificidad (0,868 vs. 0,9) disminuyen en el no funcional. Además, el p-
valor del modelo no funcional no es significativo (0,211), mientras que sí lo
es para el funcional.

Tabla 8.8: Comparación del modelo funcional de fuerza mediolateral Fz que incluye pre-
dictores escalares con el equivalente no funcional que considera los valores extremos de la
función Fz (dos máximos y dos mínimos) junto con el género, edad y peso. Para ello se mues-
tran los valores de AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), área bajo la curva ROC (AUC),
sensibilidad, especificidad y p-valor del modelo.

Modelo AIC BIC Exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
Funcional 76 100 89.74 0.93 0.890 0.900 <0.001

No funcional 95 114 78.21 0.82 0.700 0.868 0.211

Discusión

A diferencia del otro caso estudiado en este capítulo (clasificación de sujetos con
EKOA) donde la patología está bien definida, en este caso, se trata de sujetos
con fractura de cadera a nivel de la pelvis, sin que esto esté asociado a ninguna
patología específica. Por ello, no se ha realizado una revisión específica como sí que
se ha realizado para la de EKOA. Se trata únicamente de un ejemplo de aplicación
de modelos de regresión logística funcional para compararlo con lo obtenido en el
modelo de regresión logística clásico.

En primer lugar, para solucionar el problema de un sobre ajuste debido a la alta
dimensionalidad de los datos funcionales, se elige el número óptimo de funciones de
la base para cada componente de la fuerza. Después, se comparan estos modelos,
siendo la fuerza mediolateral Fz la que proporciona mejores medidas de calidad
del ajuste (Tabla 8.4) con una exactitud de 89,74% y un área bajo la curva de
0,93. De este análisis se puede observar que no solo hay que fijar el criterio de
la exactitud, AUC, sensibilidad o especificidad altos, ya que eso puede llevar a
un problema de sobreajuste. Para ello, hay que controlar el número de variables
a través de cantidades como el AIC o el BIC, ya que conforme se aumenta el
número de bases, aunque la exactitud aumente, el AIC y BIC empeoran. En
algunos casos no se puede obtener el óptimo de todas estas cantidades, sino que
se trata de encontrar un equilibrio entre todas ellas.
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Se estudia si añadir predictores escalares mejora el modelo previo, comparando
las medidas de calidad del modelo descritas en el apartado 8.2.1, junto con el
análisis de modelos anidados. El modelo añadiendo los tres predictores escalares
de género, edad y peso no mejora estas cantidades, y de los modelos anidados
se obtiene un p-valor no significativo (0,256), por lo que se decide no considerar
estos predictores escalares junto con el funcional.

Finalmente, uno de los aspectos más importantes de este análisis es el de la
comparación del modelo funcional con el equivalente no funcional (Tabla 8.8).
El modelo funcional obtiene mejores valores en todas las cantidades consideradas
(AIC, BIC, exactitud, AUC, sensibilidad y especificidad). La exactitud aumenta
considerablemente, pasando del 78,21% del no funcional, a un 89,74% en el caso
funcional. Además, el modelo no funcional no es estadísticamente significativo,
con un p-valor de 0,211.

De este análisis se desprende que los modelos funcionales proporcionan modelos
con mayor capacidad predictiva y robustos, al considerar toda la información
contenida en la curva. Además, no requieren un preprocesado previo, como sí que
se ha tenido que hacer en el caso del modelo no funcional para obtener los puntos
máximos y mínimos. Esto se ve agravado en curvas con mucha variabilidad como
la fuerza mediolateral, donde estos extremos no son evidentes en todos los sujetos.

8.3.2 Modelo de regresión logística funcional: sujetos con EKOA

Este apartado se plantea en base a una de las necesidades detectadas en este capí-
tulo acerca de no considerar de forma conjunta información biomecánica y clínica.
El objetivo es demostrar que considerar tanto variables clínicas como biomecáni-
cas aportan información complementaria, de forma que se comparará el modelo
clínico no funcional con el modelo de regresión logística funcional considerando
solo las curvas de GRF, al que después se le añadirá información clínica.

Material y métodos

Para este análisis se utilizan las curvas de fuerza de reacción sobre el suelo de
la base de datos descrita en el Capítulo 4.2. Las curvas están normalizadas por
el peso de cada sujeto. Cada sujeto realiza 6 repeticiones, por lo que en lugar
de calcular la media de estas curvas, se obtiene la curva más profunda según lo
descrito en el Capítulo 6.2. Se tienen así 56 curvas de sujetos, de los cuales 31 son
sanos y 25 patológicos (osteoartritis temprana de rodilla, EKOA).
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Se implementa un modelo de regresión logística funcional para clasificar a los
sujetos. En el ANOVA funcional realizado sobre esta base de datos en el apartado
7.3.1 se encontraron diferencias significativas entre el grupo de sanos y enfermos
en la fuerza mediolateral Fz. No obstante, se va a realizar el modelo de regresión
para cada fuerza y se compararán los resultados.

En primer lugar, se diseñan tres modelos de regresión logística funcional, cada
uno para cada una de las fuerzas de reacción sobre el suelo: anteroposterior Fx,
vertical Fy y mediolateral Fz. Se utiliza la base de componentes principales para
expresar estas funciones de fuerza y la función coeficiente. Para determinar el
número óptimo de funciones de la base se usan las medidas de calidad del ajuste
antes mencionadas, junto con un porcentaje de variabilidad explicado de al menos
el 90%. Se tienen las fuerzas de reacción sobre el suelo de las dos piernas, por lo que
para no introducir demasiados parámetros al modelo considerándolas como dos
predictores, se va a utilizar un Análisis de Componentes Principales bivariante.
De esta forma se consideran ambas curvas sin aumentar el número de variables
del modelo.

Según qué fuerza de las tres analizadas sea más discriminante, se diseñan tres
modelos más:

M1 Lo designaremos como modelo clínico. No incluye variables biomecánicas,
solo los siguientes predictores escalares: EVA, peso y altura de cadera. La
función logística del modelo es

ln oddsi = β0 + β1EV Ai + β2pesoi + β3alturacadera,i.

M2 Es el modelo biomecánico e incluye las curvas de fuerza de reacción sobre
el suelo de la fuerza más discriminante. Se añaden también características
individuales como el peso y altura de cadera (pero no el EVA). Su función
logit es

ln oddsi = β0 +

∫
β1(t)F (t)idt+ β2pesoi + β3alturacadera,i.

M3 El tercer modelo lo denominamos modelo biomecánico y clínico porque usa
los dos tipos de variables. Este modelo se implementa para demostrar la
mejora que los predictores biomecánicos tienen sobre el modelo respecto
del que solo usa información clínica como el EVA. Así, en este modelo se
usa la fuerza de reacción sobre el suelo más discriminante y los predictores
escalares: EVA, peso y altura de cadera.
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ln oddsi = β0 +

∫
β1(t)F (t)idt+ β2pesoi + β3alturacadera,i + β4EV Ai

El peso y altura de cadera se incluyen dentro de todos los modelos como variables
de control debido a su influencia en los patrones de marcha [75, 72].

Por tanto, en primer lugar el modelo M2 se analiza para cada una de las com-
ponentes de fuerza de reacción sobre el suelo (anteroposterior Fx, vertical Fy y
mediolateral Fz), determinando cuál de las tres tiene mayor capacidad de cla-
sificación. Con esta fuerza se realizan el resto de análisis en los modelos M1 y
M3.

Se compararán estos tres modelos según las medidas de calidad del ajuste ya
mencionadas (apartado 8.2.1). Además, el modelo completo M3 se compara con
el modelo M2 que contiene solo predictores biomecánicos, para comprobar la hi-
pótesis de que incorporar variables clínicas, como el nivel de dolor, mejora la
predicción obtenida por el modelo basado solo en información biomecánica. Fi-
nalmente, se realiza un gráfico similar a un gráfico de efectos para analizar el
impacto que las variables biomecánicas tienen en el modelo. En este gráfico se
comparan las probabilidades predichas por el modelo clínico (M1) con las obteni-
das en el modelo que además añade a estas las variables biomecánicas (M3), para
distintos valores de nivel de dolor EVA.

Resultados

• Elección del número óptimo de componentes principales. Las Tablas
8.9, 8.10 y 8.11 muestran para distintos números de componentes principales
el porcentaje de variabilidad explicado, AIC, BIC, porcentaje de exactitud
(número de sujetos clasificados correctamente entre el total de la muestra),
área bajo la curva ROC (AUC), sensibilidad, especificidad y p-valor del
modelo, para los modelos de fuerza anteroposterior Fx, vertical Fy y medio-
lateral Fz, respectivamente. Se marca en negrita el valor óptimo de número
de componentes principales para cada fuerza.

En la fuerza anteroposterior Fx y vertical Fy (Tabla 8.9 y 8.10) ese óptimo se
da para 8 componentes principales en ambos casos. Para las dos fuerzas ese
porcentaje de variabilidad explicado es superior al 90% (91,78% y 90,40%,
respectivamente).

En el caso de la fuerza anteroposterior Fx, aunque para 9 componentes la
exactitud (73,21% vs. 69,64%), sensibilidad (0,64 vs. 0,60) y especificidad

197



Capítulo 8. Clasificadores

Tabla 8.9: Porcentaje de variabilidad explicado según el número de componentes principa-
les, AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para distintos
números de componentes principales de la fuerza anteroposterior Fx. Se han concatenado
las curvas de ambas piernas, por lo que son componentes principales bivariantes. Se marca
en negrita el número de componentes principales elegido.

Número CP % variabilidad AIC BIC exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
6 86.30 89 107 67.86 0.69 0.56 0.77 0.610
7 89.24 91 111 67.86 0.69 0.60 0.74 0.697
8 91.78 93 115 69.64 0.69 0.60 0.77 0.776
9 93.49 94 118 73.21 0.69 0.64 0.81 0.800
10 94.94 95 121 69.64 0.71 0.60 0.77 0.774

(0,81 vs. 0,77) es superior que para 8 componentes, también los valores de
AIC (94 vs. 93) y BIC (118 vs. 115), siendo el área bajo la curva constante
(0,69). Así, como solución de compromiso se consideran 8 componentes,
teniendo también en cuenta que el tamaño muestral no es muy elevado. En
la fuerza vertical Fy, considerar 8 componentes da el óptimo de exactitud
(71,43%), sensibilidad (0,64) y especificidad (0,77), con un AUC de 0,71, sin
que el AIC (91) y BIC (113) sean muy elevados. En cualquier caso, ni en
la fuerza Fx ni en la Fy son modelos significativos, con p-valores de 0,776 y
0,611 respectivamente.

Tabla 8.10: Porcentaje de variabilidad explicado según el número de componentes principa-
les, AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para distintos
números de componentes principales de la fuerza vertical Fy. Se han concatenado las curvas
de ambas piernas, por lo que son componentes principales bivariantes. Se marca en negrita
el número de componentes principales elegido.

Número CP % variabilidad AIC BIC exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
6 85.16 88 107 66.07 0.71 0.56 0.74 0.575
7 88.24 90 110 69.64 0.70 0.56 0.81 0.643
8 90.40 91 113 71.43 0.71 0.64 0.77 0.611
9 92.48 93 117 69.64 0.71 0.60 0.77 0.685
10 93.91 94 121 66.07 0.72 0.52 0.77 0.730

En la Tabla 8.11 se muestran las cantidades análogas para el modelo de
fuerza mediolateral Fz. El óptimo de componentes principales es 7, con las
que se explica prácticamente un 90% de variabilidad (89,05%). La exactitud
es del 80,36%, el valor más alto de todas las componentes, al igual que la
sensibilidad (0,80) y especificidad (0,81). El área bajo la curva ROC es 0,83.
El AIC (78) y BIC (98) son los segundos más bajos de los modelos analizados
en esta fuerza. Es un modelo estadísticamente significativo, con un p-valor
de 0,023.
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Tabla 8.11: Porcentaje de variabilidad explicado según el número de componentes principa-
les, AIC, BIC, exactitud (en porcentaje), sensibilidad, especificidad y p-valor para distintos
números de componentes principales de la fuerza mediolateral Fz. Se han concatenado
las curvas de ambas piernas, por lo que son componentes principales bivariantes. Se marca
en negrita el número de componentes principales elegido.

Número CP % variabilidad AIC BIC exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
6 86.57 76 94 75.00 0.82 0.76 0.74 0.015
7 89.05 78 98 80.36 0.83 0.80 0.81 0.023
8 91.15 79 101 78.57 0.83 0.76 0.81 0.030
9 92.82 81 105 80.36 0.83 0.76 0.84 0.043
10 94.21 82 109 76.79 0.84 0.68 0.84 0.058

• Comparación de modelos de fuerza. Una vez elegido este número ópti-
mo de componentes principales para cada modelo, se comparan en la Tabla
8.12. El modelo de fuerza mediolateral Fz es el que con menos componentes
(7) proporciona mejores medidas de calidad del ajuste. El AIC y BIC son
menores que en los modelos de la fuerza Fx y Fy (78 vs. 93 y 91 para el
AIC y 98 vs. 115 y 113 para el BIC, respectivamente para el modelo de
Fz, Fx y Fy). La exactitud del modelo de Fz también es superior (80,36%)
a la obtenida en el modelo de Fx (69,64%) y de Fy (71,43%). El área ba-
jo la curva toma un valor de 0,83 en el modelo de la fuerza mediolateral,
mientras que es de 0,69 y 0,71 para el de fuerza anteroposterior y vertical,
respectivamente. En cuanto a la sensibilidad y especificidad, estas también
alcanzan el máximo valor en el modelo Fz (0,80 y 0,81). Finalmente, solo el
modelo de fuerza mediolateral es significativo (p-valor = 0,023). Por ello, se
considera el modelo de fuerza mediolateral Fz para el resto de análisis.

Tabla 8.12: Número de componentes principales consideradas en el modelo, valores de AIC,
BIC, exactitud (porcentaje de sujetos correctamente clasificados), AUC (área bajo la curva
ROC), sensibilidad, especificidad y p-valor de los modelos implementados para cada fuerza:
anteroposterior (Fx), vertical (Fy) y mediolateral (Fz). Se marca en negrita el modelo de
fuerza mediolateral Fz ya que es el que presenta mejores medidas de calidad del modelo.

Fuerza Número CP AIC BIC exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
Anteroposterior Fx 8 93 115 69.64 0.69 0.60 0.77 0.776

Vertical Fy 8 91 113 71.43 0.71 0.64 0.77 0.611
Mediolateral Fz 7 78 98 80.36 0.83 0.80 0.81 0.023

• Comparación de los modelos clínicos y biomecánicos. Se implemen-
tan los modelos clínico (M1), biomecánico (M2) y biomecánico y clínico
(M3) con las medidas de calidad del ajuste mostradas en la Tabla 8.13. El
modelo más robusto es el clínico M1, con el menor valor de AIC (61) y BIC
(69). El menos robusto sería el M2, con los valores más altos de AIC (78) y
BIC (98). El modelo M3 que combina variables biomecánicas y clínicas, está

199



Capítulo 8. Clasificadores

en una posición intermedia, con mejores valores de AIC (66) y BIC (88) que
el modelo M2, pese a considerar más predictores.

Respecto a la capacidad predictiva, el modelo M3 es el que presenta can-
tidades más altas en todos los indicadores (exactitud del 83,93%, AUC de
0,92, sensibilidad de 0,88 y especificidad de 0,81). Estos valores son mejores
que los obtenidos en cualquiera de los otros dos modelos.

Tabla 8.13: Valores de AIC, BIC, exactitud (porcentaje de sujetos correctamente clasi-
ficados), AUC (área bajo la curva ROC), sensibilidad, especificidad y p-valor para cada
uno de los tres modelos implementados: modelo clínico (M1), biomecánico (M2) y mo-
delo biomecánico y clínico (M3). Se ha empleado la notación de fórmulas del lengua-
je de programación R. Por ejemplo, EV A + peso + hcadera corresponde con un mode-
lo donde la media está relacionada con la componente sistemática de la siguiente forma
ln oddsi = β0 + β1EV Ai + β2pesoi + β3hcadera,i. Cuando hay un predictor funcional, se in-
dica su dependencia respecto del tiempo como Fz(t).

Modelo AIC BIC exactitud (%) AUC Sensibilidad Especificidad p-valor
M1 : EV A+ peso+ hcadera 61 69 78.57 0.85 0.80 0.81 < 0.001
M2 : Fz(t) + peso+ hcadera 78 98 80.36 0.83 0.76 0.81 0.023

M3 : Fz(t) + peso+ hcadera + EV A 66 88 83.93 0.92 0.88 0.81 < 0.001

En la Figura 8.3 se muestran las curvas ROC del modelo clínico (rojo), bio-
mecánico (verde) y biomecánico y clínico (azul). Se representa en la gráfica
el punto de la curva ROC que proporciona el máximo de sensibilidad y es-
pecificidad, indicando el umbral de probabilidad que proporciona ese valor
óptimo. Hay que destacar que tanto para el modelo M1 como para el M2

ese umbral de probabilidad se ha fijado en 0,5, mientras que para el modelo
M3 se ha establecido en 0,4 ya que es la probabilidad de corte que da mejor
porcentaje de clasificación, sensibilidad y especificidad.

El modelo M3, que incluye las fuerzas de reacción sobre el suelo, peso, altura
de cadera y EVA, no solo es mejor que los modelos M1 y M2 en términos
de robustez y capacidad predictiva, sino que también representa una mejora
significativa. La comparación entre los modelos M3 y M2 muestra un efecto
significativo de la variable clínica EVA (p-valor < 0,001), lo que implica que
su coeficiente es no nulo y que debería incluirse en el modelo de clasificación
junto con la fuerza mediolateral.

El efecto de añadir las variables biomecánicas y clínicas se puede describir
con más detalle en el gráfico de la Figura 8.4. En este gráfico se representa,
en función de varios valores de EVA, las probabilidades predichas (siendo
0 sanos y 1 sujeto con EKOA) por el modelo M1 que considera el peso,
altura de cadera y EVA (rojo) y el M3, modelo que añade al anterior las
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Figura 8.3: Curvas ROC correspondientes a los distintos modelos evaluados: el modelo clí-
nico (M1) en verde, el modelo biomecánico (M2) en rojo y el modelo combinado biomecánico
y clínico (M3) en azul. En cada curva se señala el punto que maximiza simultáneamente la
sensibilidad y la especificidad, junto con el umbral de probabilidad asociado a dicha optimi-
zación.

curvas de fuerza mediolateral (azul). Para ello, se mantienen constantes los
demás predictores, excepto la EVA, por lo que se ha considerado la curva
más profunda de todas las usadas en el modelo (mediana funcional) con
las características de peso y altura de cadera correspondientes al sujeto
seleccionado. El modelo M3 predice probabilidades más altas que el modelo
M1 para un mismo nivel de EVA. Sin embargo, esta diferencia no es la misma
en todos los niveles de EVA, siendo mayor en la zona central (con diferencias
del orden de 0,1) que en los extremos, donde ambos modelos proporcionan
prácticamente la misma probabilidad.
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Figura 8.4: La figura presenta la probabilidad predicha para distintos valores de EVA según
los modelos clínico (en rojo) y combinado biomecánico-clínico (en azul). La probabilidad
estimada por cada modelo se representa en función del valor de la EVA, mientras que el
resto de los predictores se han mantenido constantes. Para la curva de fuerza mediolateral,
se ha utilizado la más profunda del grupo patológico, y tanto el peso como la altura de la
cadera corresponden al sujeto con dicha curva. La línea negra indica la diferencia entre las
probabilidades predichas por ambos modelos.

Discusión

Con este modelo se pretende clasificar sujetos con osteoartritis temprana de rodilla
(EKOA) utilizando variables cinemáticas (curvas de fuerza de reacción sobre el
suelo) así como variables clínicas como la escala de dolor EVA como predictores.
La novedad de este enfoque por un lado es la utilización de un modelo funcional, y
por otro el uso de variables biomecánicas y clínicas, ya que pocos trabajos emplean
de forma conjunta este tipo de información. Además, esos trabajos desarrollan
modelos basados en la estadística univariante o multivariante, como la regresión
logística, o métodos basados en Inteligencia Artificial.

La capacidad predictiva de estos modelos normalmente se realiza a través de la
exactitud en las predicciones (porcentaje de sujetos correctamente clasificados).
En este sentido, los modelos basados en Inteligencia Artificial son razonablemente
buenos. En un trabajo [82], se alcanza un porcentaje de 77,8% utilizando un
Random Forest. Estos resultados incluso son mejores con otras técnicas, como el
clasificador de vecinos más próximos [110, 109].
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Hay que destacar que en el estudio del clasificador del vecino más próximo, los
sujetos patológicos tienen un KL que puede variar entre 1 y 4, el más severo. Esto
es fundamental a la hora de comparar resultados en modelos de clasificación,
ya que esa exactitud depende del nivel de severidad de la patología. Este hecho
se confirma en el trabajo de [115], donde utilizan una máquina de vectores de
soporte basada en árboles de decisión difusos, obteniendo distintos porcentajes de
clasificación según el nivel de severidad de la patología. Así, clasifica correctamente
al 89% de los sujetos con una severidad leve (KL 1 ó 2), mientras que para los que
presentan una patología severa (KL 3 ó 4) es del 91,5%. Por tanto, si queremos
comparar los resultados obtenidos con el modelo de regresión funcional, tiene que
ser con trabajos donde se estudie la patología de osteoartritis temprana de rodilla.
Es decir, estudios donde se compare un grupo de sujetos sanos y los patológicos
tengan síntomas leves. Sin embargo, solo se ha encontrado un trabajo donde los
sujetos patológicos tengan un KL de 1 ó 2 [136], donde utilizando distintas técnicas
de Machine Learning obtiene porcentajes de clasificación del 91%. Sin embargo,
no analiza fuerzas de reacción sobre el suelo sino datos de equilibrio. Por último,
trabajos basados en redes neuronales [186, 187] arrojan porcentajes correctos de
clasificación superiores al 95%, aunque no especifican el nivel de gravedad de los
pacientes.

Aunque muchas de estas técnicas basadas en Inteligencia Artificial proporcionen
porcentajes altos de clasificación, no es el único criterio que hay que considerar
cuando se evalúan modelos de clasificación. Hay que tener en cuenta otros crite-
rios, como la robustez del modelo o la posibilidad de interpretar los resultados
obtenidos. Es decir, analizar qué variables predictoras influyen más en la pato-
logía, ya que este es un aspecto clave para ayudar al personal clínico. Así, los
modelos basados en IA tienen el principal inconveniente de ser “cajas negras”,
por lo que se dificulta la interpretación de los resultados. Además, como se utili-
zan numerosas variables predictoras, suelen tener asociado el problema del sobre
ajuste [37]. Por ello, la utilización de modelos de regresión logística gana interés
[10, 38, 60, 183], ya que solucionan parte de estos problemas.

La mayoría de estudios que utilizan regresión logística presentan peores porcenta-
jes de clasificación respecto de los que se obtienen con IA. Por ejemplo, trabajos
que usan modelos de regresión en sujetos con osteoartritis de rodilla obtienen
porcentajes de clasificación entre el 74% [60] y el 83% [38]. Sin embargo, en este
último trabajo [38], el grupo de patológicos presentaba a través de diagnóstico
radiológico una enfermedad avanzada (KL 3 ó 4), en algunos casos incluso estaban
esperando una operación de rodilla. Otros estudios comparan técnicas de Machine
Learning como la máquina de vectores de soporte (SVM) con regresión logísti-
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ca, obteniendo porcentajes del 85,6% para el SVM y de 83,9% para la regresión
logística [183].

Dados todos estos resultados, hay que preguntarse si las mejoras en la exactitud
de los modelos de IA compensan las limitaciones de este. Modelos que combinen
las ventajas de los dos enfoques (el de la estadística tradicional y el de IA) pueden
reducir las limitaciones de ambos. Así, los modelos de regresión logística funcional
permiten estudiar las curvas completas, sin tener que extraer características de las
mismas. Además, permiten identificar la contribución de cada variable predictora
al modelo de clasificación. Finalmente, tienen también la ventaja de que permiten
establecer pruebas de significancia y criterios de robustez para evaluar la calidad
y la verosimilitud de los modelos.

Es por ello, que en este apartado se ha implementado un modelo de regresión
logística funcional usando las funciones de fuerza de reacción sobre el suelo junto
con variables clínicas como la EVA. No es habitual emplear variables biomecánicas
y clínicas de forma conjunta. Solo se ha encontrado un trabajo que las combine,
aunque en ese caso utilizan el WOMAC [55] no en la patología de EKOA sino en
estabilidad de rodilla.

De los modelos de regresión logística implementados, la fuerza mediolateral Fz es
la componente que contribuye más significativamente al modelo. Este resultado
es consistente con lo obtenido en otro trabajo [109] donde se usa un clasificador
basado en IA. Además, del FANOVA realizado en el apartado 7.3.1 solo había
diferencias significativas en la fuerza mediolateral.

Por otro lado, los modelos de clasificación basados en IA no permiten obtener
niveles de significancia para los predictores. Solo comparan la exactitud de los
modelos de clasificación cuando se usa una variable u otras. Identificar variables
significativas es un aspecto crítico para interpretar clínicamente los modelos y
elegir aquellas variables que realmente tengan una contribución en el modelo.
Uno de los problemas de los modelos de IA es que aunque obtengan porcentajes
de clasificación altos, emplean numerosas variables, a veces incluso más que el
tamaño muestral.

Comparando los tres modelos implementados una vez seleccionada la fuerza más
discriminante, el modelo basado solo en información biomecánica M2 es ligera-
mente más preciso que el que solo usa información clínica como la EVA (modelo
M1), con porcentajes de clasificación del 80,36% frente al 78,57%. Sin embargo,
esta mejora se obtiene a costa de empeorar los valores de AIC y BIC con un
ligero empeoramiento de la sensibilidad (0,76 vs. 0,80). Esto demuestra el efecto
que acaba de mencionarse, donde el incremento del número de variables (3 para
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el modelo de M1 y 10 para el M2), mejora el porcentaje de clasificación pero
compromete la robustez del modelo. De ahí la importancia de incluir criterios de
robustez en los modelos de IA donde se emplean numerosos predictores.

Las ligeras diferencias encontradas en los modelos M1 y M2 sugiere el hecho de
reconsiderar la utilidad de emplear solo variables biomecánicas o clínicas por se-
parado. Si las variables biomecánicas aportan información adicional a las clínicas,
entonces es lógico considerarlas ambas en un mismo modelo. Así, realmente la me-
jora se produce con el modelo M3 que combina las curvas de fuerza mediolateral
Fz con la información clínica proporcionada por la EVA. Este modelo presenta
la exactitud más alta (83,93%) y los valores más altos de sensibilidad (0,88) y
área bajo la curva (0,92). Además, es mucho más robusto (valores bajos de AIC
y BIC) que el modelo biomecánico M2 aunque solo tenga una variable más. Ade-
más, la comparación entre los modelos M2 y M3 utilizando modelos anidados
muestra que el efecto del EVA mejora el modelo previo que solo considera las
curvas de fuerza (p-valor < 0,001). Sin embargo, los modelos de clasificación en
patologías de rodilla usan por separado las variables clínicas y las biomecánicas.
Solo en un estudio, pero de estabilidad de rodilla, emplean de forma conjunta
variables clínicas (WOMAC) [55]. Por último, en la Figura 8.4 se muestra cómo
varían las probabilidades predichas por el modelo para distintos valores de EVA
para el modelo clínico M1 y el biomecánico y clínico (M3). Estas diferencias son
más pequeñas para valores extremos del EVA, pero se hacen más evidentes en
valores centrales, precisamente donde hay más dudas sobre la existencia o no de
la patología.

La exactitud del modelo de regresión logística funcional implementado es menor
que la obtenida por la mayoría de técnicas de Machine Learning, excepto para
el Random Forest [82] y es superior a la obtenida por otros estudios donde usan
modelos de regresión logística clásicos [38, 60, 183]. Sin embargo, estas compa-
raciones entre porcentajes de clasificación debe hacerse con cautela, por varias
razones. En primer lugar, el numero de predictores empleado es diferente según
los distintos trabajos y no es comparable al usado en el modelo implementado
en esta tesis, que son mucho menores al tamaño muestral y al empleado en otros
trabajos. Por ejemplo, en un trabajo [109] la exactitud es del 91%, pero a costa
de utilizar 31 variables para cada fuerza; cuando un modelo más simple se usa,
entonces la exactitud cae al 67%. En contraste, la exactitud de nuestro modelo
es mayor que la obtenida en otros trabajos [82] (78%), donde se usan más de 20
variables predictores.

La segunda razón, la mayoría de estudios revisados aplican diferentes técnicas de
clasificación a una muestra de sanos y sujetos con patología severa (KL entre 1
y 4). Cuando la clasificación se hace entre grupos extremos, es mucho más efec-
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tiva. Sin embargo, no presenta mucho interés realizar estudios biomecánicos muy
costosos para clasificar sujetos con diferencias clínicas evidentes. Sin embargo, un
clasificador que diferencia entre sujetos sanos y sujetos con una patología en un
estadio inicial donde todavía apenas presenta síntomas, es mucho más valioso.
Esto tiene gran interés clínico, ya que puede ayudar a clínicos a tomar decisiones
terapéuticas o preventivas. Este es el caso de la muestra analizada en el modelo
implementado en este capítulo, donde toda la muestra presenta dolor de rodilla
y se quiere clasificar a los sujetos sanos (aunque tengan dolor de rodilla) con
aquellos con EKOA (KL 1).

8.4 Conclusiones

Según el análisis realizado en este capítulo, se extraen las siguientes conclusiones
sobre los clasificadores binarios:

• El enfoque basado en la estadística univariante, a través de los modelos
de regresión logística, presentan métricas de evaluación del modelo bajas
(exactitud, AUC, sensibilidad o especificidad). Aunque presentan la ventaja
de que estos modelos permiten realizar una interpretación de los resultados
obtenidos, analizando qué predictores están más o menos relacionados con
una probabilidad mayor de tener o no una patología. Estos modelos además
requieren un preprocesado previo de las curvas para extraer características
que serán los predictores del modelo. Esto se dificulta especialmente en los
patrones patológicos, como se ha comentado en el apartado 8.3.1.

• La alternativa actual son los modelos de clasificación basados en Inteligencia
Artificial, que si bien proporcionan métricas de evaluación mucho más ele-
vadas, presentan grandes inconvenientes. Por un lado, son modelos de “caja
negra” [37], esto quiere decir que no se conoce la forma de clasificación del
modelo y por qué una probabilidad es más o menos alta que otra. Es decir,
no se puede hacer una interpretación de los resultados, lo cual es esencial
en el ámbito clínico. Por otro lado, presentan el grave problema del sobre
ajuste, al utilizar numerosas variables de entrada, en ocasiones superior al
tamaño muestral. Además, no se puede hacer una validación del modelo al
no emplear estimadores estadísticos ni p-valores, a diferencia del modelo de
regresión logística.

• Como alternativa a estos problemas y solución intermedia se plantea el uso
del FDA, a través de modelos de regresión logística funcional que propor-
cionen valores superiores de exactitud a los que se obtienen en la regresión
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logística habitual, similares a los de la IA, sin tener los inconvenientes de
esta. Es decir, en los modelos funcionales se puede hacer una interpretación
de los resultados y una validación del modelo.

• Se establecen criterios para la elección del número óptimo de funciones de
la base de la función coeficiente, para reducir el problema del sobre ajuste.
Estos mismos criterios sirven para comparar modelos funcionales entre sí.

• Se ha comparado el modelo de regresión logística funcional con el equivalente
no funcional, demostrando que el enfoque funcional proporciona mejores
resultados, evitando el problema de tener que extraer características de la
función al emplear la curva completa.

• Finalmente, se ha empleado un modelo de regresión logística funcional pa-
ra clasificar sujetos sanos con dolor de rodilla de aquellos con EKOA. Este
estudio resulta innovador por dos cuestiones. La primera, se trata de una
muestra con pacientes con una fase inicial de la patología donde se ha podido
clasificar la muestra con unos valores de exactitud aceptables. Esto es nove-
doso ya que la mayoría de estudios analizados emplean muestras donde los
sujetos patológicos están en una fase avanzada, por lo que esa clasificación
es más evidente. El otro aspecto innovador, es la utilización de información
biomecánica y clínica de forma conjunta, ya que no se suelen emplear ambas
fuentes de información simultáneamente.

Como trabajos futuros quedaría analizar los modelos de regresión funcional mul-
tinomiales y ordinales. Los modelos de regresión funcional multinomial podrían
usarse cuando por ejemplo, se tengan curvas biomecánicas y se quiera clasificar
según distintas patologías (cadera, rodilla y tobillo). En cambio, los modelos de
regresión ordinales funcionales permitirían clasificar cuando esa variable categó-
rica sí que tiene un orden, cuando la valoración se realiza en una escala ordinal y
no simplemente en presencia o ausencia de una patología.
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Conclusiones

En esta tesis doctoral se propuso identificar y abordar diversas lagunas metodo-
lógicas en la aplicación del Análisis de Datos Funcionales (FDA) en la evaluación
biomecánica del aparato locomotor. Se han explorado áreas como la normaliza-
ción del tiempo, los descriptores funcionales y la inferencia estadística a través de
modelos de regresión lineal y de regresión logística funcional. A continuación se
enumeran las principales conclusiones extraídas en cada una de estas áreas.

9.1 Normalización del tiempo (objetivo específico 1)

Del análisis del proceso de normalización del tiempo se extrae que:

• Los métodos de registro no lineales, como el de Ramsay o de Fisher-Rao,
permiten reducir la variabilidad de fase, pero introducen algunos problemas
como el efecto “pellizco”, en especial el basado en la métrica de Fisher-Rao.

• El método de Ramsay mantiene la coordinación dinámica entre curvas cuan-
do se aplica correctamente la derivación. Sin embargo, ningún método con-
serva simultáneamente la coordinación motora entre diferentes grados de
libertad ni tampoco la coherencia mecánica entre componentes de una mis-
ma magnitud física como la fuerza.
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• En casos con alta variabilidad entre curvas se detectan fallos en el registro
no lineal, al no haber puntos característicos evidentes como extremos.

• Aunque estos métodos de normalización no lineal reduzcan la variabilidad
de fase, se altera la duración relativa de las fases del movimiento, los desfases
entre articulaciones y el cálculo de derivadas, por lo que se altera la dinámica
del movimiento. Así, estos métodos serían más adecuados cuando se quieran
calcular curvas medias. En cambio, si después se van a emplear otras técnicas
estadísticas, quizá la normalización lineal puede ser la mejor opción, ya que
no altera la información contenida en las curvas.

9.2 Descriptivos funcionales (objetivos específicos 2 y 3)

Del capítulo de descriptivos funcionales se obtienen las siguientes conclusiones:

• Se ha demostrado que la media funcional no es un estimador representativo
en muestras con alta variabilidad. En estos casos, la curva más profunda da
una representación más robusta de la centralidad. En casos de baja varia-
bilidad, ambos descriptivos son similares si el objetivo es extraer variables
escalares como extremos o pasos por cero. En cambio, la curva más profun-
da es más adecuada si se va a hacer un análisis donde se considere la curva
completa.

• Las bandas de confianza punto a punto no reflejan adecuadamente la estruc-
tura de los datos funcionales. En su lugar, son preferibles técnicas basadas
en bootstrap obteniendo envolventes de curvas profundas.

• En cuanto a la variabilidad, la desviación típica funcional punto a punto no
describe correctamente la variabilidad de los datos funcionales. Se propone el
empleo de un rango intercuartílico funcional obtenido a partir del concepto
de curva profunda.

• El uso de la media como curva de referencia para el registro temporal puede
llevar a un peor alineamiento de las curvas, en especial cuando estas presen-
tan mucha variabilidad. En estos casos es más adecuado el uso de la curva
más profunda como curva patrón, ya que se corresponde con una curva real.
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9.3 Inferencia estadística (objetivos específicos 4, 5 y 6)

En esta tesis se han estudiado los modelos de regresión lineal funcional, tanto
la regresión función sobre escalar como la de escalar sobre función; así como los
modelos de regresión logística funcional como clasificaciones binarios.

Las principales conclusiones extraídas de los modelos de regresión lineal son:

• Se ha demostrado la importancia de corregir los p-valores obtenidos al reali-
zar una regresión lineal función sobre escalar, ya que se realizan comparacio-
nes múltiples, controlando así los errores de tipo I. Además, se ha propuesto
la utilización del modelo limma, que mejora la estimación de la varianza
del error aleatorio con un método bayesiano empírico. Esto proporciona p-
valores crudos más fiables a los que aplicar correcciones por comparaciones
múltiples.

• Se ha establecido un criterio para controlar el número de parámetros del
modelo para evitar sobre ajustes, eligiendo así el número óptimo de bases
de la función coeficiente del modelo.

• Los modelos de regresión escalar sobre función obtienen valores de correla-
ción lineal múltiple que son prácticamente el doble de los obtenidos para el
equivalente no funcional.

• Los modelos funcionales permiten una interpretación de los resultados, pu-
diendo analizar qué partes de la curva están más relacionadas con una de-
terminada patología.

En cuanto a las conclusiones de los modelos de regresión logística:

• Ofrecen un equilibrio entre los modelos de regresión logística no funcional,
al obtener mayores precisiones, y los modelos basados en IA, permitiendo
realizar una interpretabilidad y controlando el sobre ajuste.

• De forma análoga a los modelos de regresión lineal, se ha establecido un
criterio para seleccionar el número óptimo de funciones de la base de coefi-
cientes para garantizar la robustez del modelo.

• En los modelos de regresión logística funcional se obtienen también mejores
medidas de calidad del ajuste que las obtenidas con el equivalente no fun-
cional, evitando el problema de tener que seleccionar características de la
curva para el análisis.
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Capítulo 9. Conclusiones

9.4 Líneas futuras

Se plantean las siguientes líneas futuras:

• Dada la limitación de la normalización del tiempo, se plantea considerar un
cambio de dominio, analizando las curvas en función de la posición en lugar
del tiempo, lo que podría ofrecer una visión complementaria y diferente de
los análisis actuales.

• En los descriptivos funcionales se ha empleado la curva profunda a través de
la definición de la h-moda. Sin embargo, hay otras definiciones de profundi-
dad, por lo que quedaría explorarlas, estudiando las diferencias entre estas
y con los descriptivos habituales de media y desviación típica funcional.

• En bases de datos donde se dispongan de varias repeticiones por un mismo
sujeto, faltaría analizar cómo afecta el considerar la curva profunda o la
curva media de esas repeticiones en un modelo de regresión lineal o de re-
gresión logística funcional, comparando los resultados obtenidos con ambos
enfoques.

• Aplicar modelos de regresión lineal funcional a otras patologías y regiones
anatómicas, aparte de las estudiadas en esta tesis (patologías cervicales y
de rodilla).

• En Biomecánica la mayoría de escalas clínicas utilizadas son escalas ordi-
nales, por lo que se plantea como trabajo futuro implementar modelos de
regresión funcional ordinales.

• De forma análoga, los modelos de regresión multinomial funcional son ade-
cuados cuando se tienen varias categorías y se quiere hacer una clasificación.
En Biomecánica se pueden aplicar cuando se tengan por ejemplo varias pato-
logías, clasificando los sujetos en base a curvas obtenidas a través del análisis
de movimientos.

• Por último, quedaría por explorar el caso en que se tenga dato funcional
repetido, como ocurre en estudios longitudinales o cuando se ha medido
antes y después de un tratamiento.
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Apéndice A

Código

A.1 Matriz de modelo

En esta sección se detalla el código para la construcción de la matriz del modelo
construída para el caso funcional de forma que se puedan utilizar las funciones
habituales de R para modelos de regresión.

do.model.matrix = function(x,tx,tbasis.x,nb.x,tbasis.b,nb.b,u=NULL)
↪→ {
if(!is.list(x)) return("x␣must␣be␣a␣list")
if(!is.list(tx)) return("tx␣must␣be␣a␣list")
if(length(x)!=length(tx)) return("x␣and␣tx␣have␣different␣

↪→ lengths")
if(length(tbasis.x) == 1) tbasis.x = rep(tbasis.x,length(x))
if(length(tbasis.b) == 1) tbasis.b = rep(tbasis.b,length(x))
if(length(nb.x) == 1) nb.x = rep(nb.x,length(x))
if(length(nb.b) == 1) nb.b = rep(nb.b,length(x))

## Creating functional data
fd = vector("list",length(x))
names(fd) = paste0("fd",1:length(x))
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for(i in 1:length(x)) fd[[i]] = fda.usc::fdata(x[[i]], argvals
↪→ = tx[[i]])

rtt = sapply(fd,function(i) i$rangeval) ## Ranges

basis.x = vector("list",length(x))
basis.b = vector("list",length(x))
for(i in 1:length(x)){

if(tbasis.x[i] == "bspline")
basis.x[[i]] = fda::create.bspline.basis(rangeval = rtt

↪→ [,i], nbasis=nb.x[i])
if(tbasis.b[i] == "bspline")

basis.b[[i]] = fda::create.bspline.basis(rangeval = rtt
↪→ [,i], nbasis=nb.b[i])

if(tbasis.x[i] == "fourier")
basis.x[[i]] = fda::create.fourier.basis(rangeval = rtt[,i

↪→ ], nbasis=nb.x[i])
if(tbasis.b[i] == "fourier")

basis.b[[i]] = fda::create.fourier.basis(rangeval = rtt[,i
↪→ ], nbasis=nb.b[i])

}

## Creating model matrix
J = vector("list",length(x))
for(i in 1:length(x)){

J0 = fda::inprod(basis.x[[i]],basis.b[[i]])
xaux = fda.usc::fdata2basis(fd[[i]], basis.x[[i]])
J[[i]] = xaux$coefs %*% J0

}
Z = NULL
for(i in 1:length(x)) Z = cbind(Z,J[[i]])
Z = data.frame(Z)
names0 = NULL
for(i in 1:length(x))

names0 = c(names0,paste0("basis_",i,"_",1:nb.b[i]))
names(Z) = names0
## Is there scalar predictors?
if(!is.null(u)){

if(! (nrow(u) == nrow(Z)))
return("Different␣number␣of␣rows␣in␣functional␣and␣

↪→ scalar␣model␣matrices")
Z = data.frame(Z,u)
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}
Z

}

A.2 Regresión lineal funcional

En el siguiente código se muestra cómo se ha implementado un modelo de regre-
sión lineal funcional construyendo la matriz de modelo (Anexo A.1) y utilizando
la función lm(). Se muestra para la aplicación descrita en el apartado 7.3.4.

# Construcción de la matriz de modelo
y = VAS # Variable respuesta
x = list(Fy) # Variable predictora funcional
names(x) = paste0("x",1:length(x))
tx = list(seq(0,1,length.out=101))
names(tx) = paste0("t",1:length(x))
tbasis.tx = "bspline"
tbasis.b = "bspline"
nb.x = 40
nb.b = 12
Z = do.model.matrix(x,tx,tbasis.tx,nb.x,tbasis.b,nb.b)

# Ajuste del modelo
fit.y = lm(y ~ ., data = data.frame(y,Z))

# Medidas de calidad del modelo
r.y = sqrt(summary(fit.y)$r.squared) # Coeficiente correlación
AIC.y = AIC(fit.y)
BIC.y = BIC(fit.y)
F.y = summary(fit.y)$fstatistic[1]
p.y = 1-pf(summary(fit.y)$fstatistic[1],summary(fit.y)$fstatistic

↪→ [2], summary(fit.y)$fstatistic[3])
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A.3 Regresión logística funcional

El siguiente código corresponde a la aplicación descrita en el apartado 8.3.1. En
primer lugar se construye la matriz del modelo para implementar un modelo
de regresión logística funcional usando la función glm(). La segunda parte del
código añade al modelo anterior predictores escalares. En ambos casos se fija la
probabilidad de corte en 0,5. Se obtienen en los dos modelos medidas de calidad
del ajuste, como la exactitud, sensibilidad, especificidad o área bajo la curva ROC.

# Regresión logística funcional con fuerza Fz
x = list(Fz)
y = c(rep(0, each = 40), rep(1, each = 37))
names(x) = paste0("x",1:length(x))
tx = list(seq(0,1,length.out=101))
names(tx) = paste0("t",1:length(x))
tbasis.tx = "bspline"
tbasis.b = "bspline"
nb.x = 40
nb.b = 9
Z1 = do.model.matrix(x,tx,tbasis.tx,nb.x,tbasis.b,nb.b)

fit1 = glm(y ~ ., data=Z1, family = binomial)

haty1=predict(fit1, type="response")
matriz_confusion1=table(y,ifelse(haty1 > 0.5, 1, 0),dnn = c("

↪→ observaciones", "predicciones"))
clasificacion1 = 100*(matriz_confusion1[1,1]+matriz_confusion1

↪→ [2,2])/length(y)

roc1=roc(y, haty1, auc=T,ci=T)
plot.roc(roc1,print.auc=T,print.thres = "best",col="blue",xlab="1-

↪→ Especificidad",ylab="Sensibilidad")

# sensibilidad y especificidad
TN1 = matriz_confusion1[1,1]
FP1 = matriz_confusion1[1,2]
FN1 = matriz_confusion1[2,1]
TP1 = matriz_confusion1[2,2]
# Sensibilidad
sensib1 = TP1 / (TP1 + FN1)
# Especificidad

238



A.3 Regresión logística funcional

especif1 = TN1 / (TN1 + FP1)

## Añadir predictores escalares al modelo de Fz
escalares = c(sexo, edad, peso)
df.scalar = data.frame(y, Z1, escalares)
fit2 = glm(y ~ ., data=df.scalar, family = binomial)

haty2=predict(fit2, type="response")
matriz_confusion2=table(y,ifelse(haty2 > 0.5, 1, 0),dnn = c("

↪→ observaciones", "predicciones"))
clasificacion2 = 100*(matriz_confusion2[1,1]+matriz_confusion2

↪→ [2,2])/length(y)

roc2=roc(y, haty2, auc=T,ci=T)
plot.roc(roc2,print.auc=T,print.thres = "best",col="blue",xlab="1-

↪→ Especificidad",ylab="Sensibilidad")

# sensibilidad y especificidad
TN2 = matriz_confusion2[1,1]
FP2 = matriz_confusion2[1,2]
FN2 = matriz_confusion2[2,1]
TP2 = matriz_confusion2[2,2]
# Sensibilidad
sensib2 = TP2 / (TP2 + FN2)
# Especificidad
especif2 = TN2 / (TN2 + FP2)
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Apéndice B

Publicaciones derivadas de la
tesis doctoral

Como resultado de esta tesis doctoral se han publicado los siguientes trabajos:

B.1 Publicaciones en revistas

1. Elisa Aragón-Basanta, William Venegas, Guillermo Ayala, Alvaro Page y Pi-
lar Serra-Añó. «Relationship between neck kinematics and neck dissability
index. An approach based on functional regression». En: Scientific Reports
14.1 (2024). issn: 2045-2322. doi: 10.1038/s41598-023-50562-x.

B.2 Comunicaciones en congresos internacionales

1. Elisa Aragón Basanta, William Ricardo Venegas Toro, Guillermo Ayala Ga-
llego y Álvaro F. Page del Pozo. «Normalización de la escala de tiempos en
el análisis de movimientos humanos. Efectividad del registro no lineal». En:
Congreso Iberoamericano de Ingeniería Mecánica-CIBIM 2022. Universidad
Nacional de Educación a Distancia (España), 2022. doi: 10.5944/bicim2022.
189.
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B.3 Trabajos aceptados

1. Elisa Aragón-Basanta, Guillermo Ayala, Álvaro Page y Pilar Serra-Añó.
«Non-specific neck pain evaluation using functional linear models with the
limma correction.» Medical & Biological Engineering & Computing.

2. Elisa Aragón-Basanta, Álvaro Page, Guillermo Ayala, Enrique Viosca-Herrero
y Luz Herrero-Manley. «Comparison between the functional mean and the
deepest curve in biomechanical curves». International Conference on Bio-
medical Engineering and Systems. Paris, France, 2025.

3. Elisa Aragón-Basanta, Álvaro Page, Guillermo Ayala, Enrique Viosca-Herrero
y Luz Herrero-Manley. «Functional relationship between pain and ground
reaction forces in early knee osteoarthritis». Congress of the European So-
ciety of Biomechanics. Zurich, Switzerland, 2025.

B.4 Trabajos en proceso de revisión

1. Elisa Aragón-Basanta, Álvaro Page, Guillermo Ayala, Enrique Viosca-Herrero,
Ana Alabajos-Cea y Luz Herrero-Manley. «Integrating Biomechanical and
Clinical Data for Early Knee Osteoarthritis Detection: A Functional Data
Analysis Approach.» Sometido a Scientific Reports.
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