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C. Lazaro, Andlisis Avanzado de Estructuras II. Andlisis lineal de estructuras de barras

TEMA 2

Analisis de estructuras por el método de rigidez

En este capitulo desarrollamos el método de andlisis lineal de estructuras en rigidez,
también llamado método de los desplazamientos, para el andlisis de estructuras formadas por
barras. Laidea fundamental es que la estructura es un sistema eldstico cuya respuesta mecanica
se puede describir mediante un conjunto de grados de libertad (traslaciones y rotaciones de los
nudos). Nos limitamos a estructuras compuestas por elementos lineales (denominados barras o
vigas). Admitimos que los desplazamientos y rotaciones son pequefios y pueden considerarse
infinitesimales. Incluimos las expresiones correspondientes al caso plano, para insistir en el
significado del método.

2.1. Introduccidon

El punto de partida comtin a cualquier método de anélisis de estructuras es la idealizacion de
la estructura como un sistema estructural formado por elementos estructurales unidos entre
si en los nudos, vinculado al exterior mediante apoyos. El comportamiento de los elementos
responde a un modelo mecénico simplificado, resultado de asumir una determinada cinemaética
de la seccién transversal en el caso de los elementos viga, o de la normal a la superficie media
en el caso de elementos tipo placa o ldmina. Generalmente, los elementos barra se modelaran
como viga de Navier-Bernoulli, o bien como viga de Timoshenko. (En el caso tridimensional,
se debera considerar también el modelo apropiado para la torsién.) La solucién al problema
de obtener la deformacién y los esfuerzos en cada barra como elemento aislado, es, por tanto,
conocida. Las acciones exteriores que actian sobre la estructura idealizada pueden ser fuerzas y
momentos aplicados sobre los nudos, y/o fuerzas y momentos distribuidos sobre las barras.

Idealizacion

3

|| TR

Sistema estructural
+
cargas exteriores

Figura 2.1: Idealizacién de la estructura
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Las incégnitas fundamentales del método de rigidez son los desplazamientos generali-
zados (traslaciones y rotaciones), o grados de libertad, de los nudos de la estructura. En los
nudos que representan las uniones a la cimentacién o algtin tipo de restriccién externa, algunos
o todos los grados de libertad estan coaccionados. Su valor serd conocido: nulo, o algtin valor
impuesto.

El concepto fundamental es que la estructura en conjunto es un sistema elastico cuya res-
puesta se puede describir mediante una conjunto finito de grados de libertad (traslaciones y
giros en nudos). En este sentido, es similar a un resorte en el que la relacion entre la fuerza y el
desplazamiento del extremo depende linealmente de la rigidez k del resorte (Figura 2.2):

F=ku. (2.1)

Figura 2.2: La estructura como sistema eldstico

El método de rigidez (o método de los desplazamientos) consiste en formular una ecuacién
andloga a la del muelle aplicable al sistema estructural completo. En esa ecuacién intervienen
las componentes de fuerza y momento aplicadas sobre los nudos de la estructura (que se
agrupan en el vector f’), y las componentes desconocidas de desplazamiento y giro de los
nudos (agrupadas en el vector d’):

f=K'd, (2.2)

K’ es la matriz de rigidez de la estructura. Se puede demostrar que, en problemas lineales, si
la estructura no es un mecanismo, la matriz de rigidez es simétrica y definida positiva, y por lo
tanto es invertible [Liv78]. De este modo, a partir de la matriz de rigidez de la estructura, es
posible calcular los desplazamientos generalizados de los nudos debidos a un cierto sistema
de fuerzas exteriores resolviendo el sistema de ecuaciones (2.2).

NoTACION

Denotamos matrices y vectores mediante negrita. Por regla general emplearemos mayts-
culas para las matrices (K), y mintsculas para los vectores (d). En este tema, la notacién
mediante primas hace referencia a que las componentes de los vectores y las matrices que
intervienen en la ecuacién estan referidas al sistema de referencia global (jno confundir
con la notacién de la derivada!), y cuando no usamos la prima, las componentes estaran
referidas al sistema de referencia local del elemento.

J

El hecho de que el comportamiento completo de la estructura se pueda formular como
muestra la ecuacién (2.2) se fundamenta en que siempre es posible formular una ecuaciéon
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similar a la anterior para cada uno de los elementos que forman la estructura. Esta ecuacién de
rigidez del elemento relaciona las fuerzas generalizadas aplicadas en los extremos con los
desplazamientos generalizados que éstos experimentan:

f¢ = K°d°, (2.3)
donde el superindice hace referencia al elemento de indice e.

Lamatriz de rigidez de la estructura se obtiene ensamblando las matrices de rigidez de barra
(expresadas en componentes del sistema de referencia global) para forma la matriz global de la
estructura. La conectividad de las barras y las ecuaciones de equilibrio de los nudos determinan
las reglas de ensamblaje de la matriz de rigidez global, como veremos a continuacién. Para
llegar a la forma final de la ecuacién de rigidez (2.2) es necesario (a) aplicar las condiciones de
contorno cinemaéticas, lo que reduce el tamafio de la matriz de rigidez y el nimero de incégnitas
y ecuaciones, y (b) obtener las fuerzas nodales equivalentes a las cargas distribuidas sobre las
barras, que se afiadirdn a las fuerzas exteriores directamente aplicadas sobre las barras.

2.2. Proceso de anilisis

El proceso parte de la estructura y de las acciones idealizadas y se puede sintetizar del
siguiente modo:

Preproceso — Estructura. En esta fase se determina la rigidez de cada elemento estructural
y, en funcién de la conectividad entre elementos, se procede a ensamblar la matriz
de rigidez completa de la estructura, antes de imponer condiciones de contorno.

Discretizacion de la estructura (elementos y nudos)
Evaluacién de la matriz de rigidez local de cada elemento
Cambio de base de las matrices a ejes globales
Ensamblaje de la matriz de rigidez completa

Preproceso — Acciones. Las fuerzas generalizadas sobre los elementos y las acciones pun-
tuales directamente aplicadas sobre los nudos del modelo se ensamblan para formar
el vector de fuerzas del término independiente de la ecuacion de rigidez.

¢ Evaluacién de reacciones de empotramiento perfecto en barras con cargas
distribuidas (ejes locales)

¢ Cambio debase y evaluacion de fuerzas equivalentes a las cargas distribuidas
(ejes globales)

¢ Ensamblaje del vector de fuerzas

Solucién. La imposicién de condiciones de contorno reduce el tamafio de la matriz de
rigidez. La matriz resultante es cuadrada e invertible, lo que permite resolver el
sistema y obtener las componentes incégnita de desplazamiento y rotacién en los
nudos de la estructura.

¢ Imposicién de condiciones de contorno cineméticas

* Solucién del sistema para obtener desplazamientos generalizados nodales

Postproceso. Conocidos los desplazamientos se pueden calcular las reacciones y también
los esfuerzos en cada barra.
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e (alculo de las reacciones
¢ Calculo de esfuerzos en las barras (ejes locales)

2.3. Discretizacion

El punto de partida del método de rigidez es el modelo de la estructura, formado por los
distintos elementos estructurales unidos en los nudos y vinculados al exterior mediante apoyos.
El proceso de formacién del modelo se denomina discretizacién, e involucra los siguientes

pasos:

1.

@ ya\\xa @ yub @ yl\xC @ yud @
‘ A

Figura 2.3: Discretizacion

Divisién de la estructura en elementos unidos en los nudos. Los criterios orientativos de
divisién son los siguientes:

¢ Las uniones en las que confluyen varias barras seran nudos del modelo.

* Los cambios de direcciéon de una barra serdn nudos del modelo a los que se unen
dos elementos.

* Los cambios de seccién de las barras serdn nudos del modelo a los que se unen
dos elementos de distinta seccion.

¢ En aquellas secciones en las que se desea obtener resultados de desplazamientos
generalizados se dividird la barra introduciendo un nudo al que se unen dos
elementos.

En general, una misma barra puede subdividirse en varios elementos, por ejemplo para
obtener més datos de desplazamientos, o en modelos no lineales para aumentar la
precisién del resultado. Las barras de seccién variable se pueden modelar como una
sucesion de elementos de distinta seccién, o bien se puede deducir la matriz de rigidez
apropiada (ver [Liv78]). Lo mismo es aplicable a barras curvas.

Numeracién de nudos y elementos (Fig. 2.3).

Definicién de un sistema de referencia local para cada elemento , que se denota x¢, y¢, z¢
para un elemento genérico e. En adelante prescindiremos del superindice e por como-
didad, siempre que no haya lugar a confusién. En estructuras planas consideramos que
los ejes x e y estan contenidos en el plano de la estructura, y el eje z es, por tanto,
perpendicular a éste. (Ver comentarios relativos al sistema local de referencia en la Sec-
cién 2.4.) La orientacion del eje x¢ del elemento se escoge con independencia del orden
de numeracién de los nudos a los que se une. (Por tanto, el eje x¢ puede orientarse de
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modo que vaya del eje de mayor al de menor numeracién.). La posicién del origen del
sistema local inicamente influye en la deduccién de la matriz de rigidez del elemento,
y no tiene repercusion en célculos posteriores. Por este motivo, a veces representamos el
sistema local con su origen en la seccién inicial de la barra, y otras veces en otra posicién
a lo largo del elemento.

4. Las coordenadas de los nudos se referirdn al sistema de referencia global, que denota-
mos x’,y’, z’. Las longitudes de los elementos y la orientacién de su eje x¢ relativa a los
ejes globales se calculan a partir de las coordenadas de los nudos.

2.4. Matriz de rigidez del elemento en ejes locales

La respuesta elastica de un elemento estructural se define mediante una ecuacién matricial
que relaciona las componentes de las fuerzas generalizadas f° y de los desplazamientos gene-
ralizados d° en extremos el elemento mediante la matriz de rigidez K* —ver Ec. (2.3)—. Las
matrices de rigidez de los elementos del sistema constituyen los bloques de informacién que
componen la matriz de rigidez del sistema. Por su importancia, desarrollamos en esta seccién
el concepto de matriz de rigidez del elemento ya que facilita la comprensién del método de
rigidez.

SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL DEL ELEMENTO

Para obtener las expresiones que definen la matriz de rigidez del elemento en ejes locales
definimos un sistema de referencia local que denotamos {x¢, y¢,z°}. Cuando no hay
lugar a confusién, prescindimos del superindice que denota el elemento para aligerar
la notacién: {x,y,z}. El eje x coincide con la directriz del elemento (lugar geométrico
de los centros de gravedad de las secciones transversales). En problemas planos en los
que las directrices de todas las barras flectan dentro del plano medio de la estructura,
supondremos que el eje z es perpendicular al papel y apunta hacia nosotros, salvo que
se indique lo contrario. En general, el origen del sistema local se hace coincidir con el
centroide de la seccion transversal y los ejes x e y con los ejes principales de inercia
de la seccién. Las matrices de rigidez que se deducen en esta seccioén se obtienen con
esta hipétesis’. En problemas tridimensionales, la orientacién de los ejes v,z se debe
especificar en cada barra.

?Cuando el sistema de referencia local no es central ni principal las matrices de rigidez contienen los
momentos estaticos y el producto de inercia correspondientes. La matriz correspondiente a la viga recta 3D
se puede consultar en [Mon99].

Denominando genéricamente 1y 2 a los nudos inicial y final del elemento ¢, y suponiendo
que no hay cargas aplicadas a lo largo de la directriz y que solo actdan fuerzas y momentos
en los extremos del elemento, la ecuacién de rigidez en ejes locales (2.3) se expande en bloques
de este modo:

AR A o4
f Ky Ky || 4

Los vectores f7, 5 contienen las componentes de fuerza y momento aplicadas sobre las secciones
extremas 1y 2 del elemento e expresadas en el sistema de referencia local, y los vectores df, dj
contienen las componentes de traslacién y rotaciéon de los nudos 1y 2 en dicho sistema.
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Las componentes de los vectores de fuerza y desplazamiento y la composicién de la matriz
de rigidez dependeran de los grados de libertad asociados al problema (son diferentes, por
ejemplo, en una estructura articulada plana que en un entramado plano, un emparrillado
0 una estructura espacial) y del modelo de viga asociado al elemento (una viga de Navier-
Bernoulli o una de Timoshenko). Por ejemplo, en un elemento viga en flexién en el plano xy,

0:, —

y b me y d
xe,l ‘ @ |Z| Y2 ‘\ z,2 N Y, .
—_ y,1 — [

@ fox & z,

Figura 2.4: Fuerzas y desplazamientos generalizados en extremos de un elemento plano en componentes
del sistema local de referencia. (La escala de los desplazamientos se ha exagerado deliberadamente.)

las componentes de fuerzas y desplazamientos en extremos son' —Figura 2.4—:
1| [ ey ]
fi=1| fya di=| 4, (2.5a)
| M, | 021 ]
2 | [ 4, ]
5= fy» ;=1 4, (2.5b)
| My ] | 02, |

Hay varias formas de obtener la matriz de rigidez en ejes locales de un elemento. Sefialamos
a continuacion tres procedimientos:

1. A partir de la solucién homogénea sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna la
respuesta de la viga. Conocida la solucioén, la matriz se obtiene mediante un proceso sis-
temédtico. La mayor desventaja es que requiere obtener de antemano la solucién analitica
del problema. En el Apéndice B se emplea este procedimiento para obtener la matriz de
rigidez de la viga de Timoshenko plana.

2. Empleando el concepto de matriz de flexibilidad y de matriz de equilibrio. Es aplicable
a elementos curvos o de seccién variable en los que previamente se han obtenido los
desplazamientos generalizados en el extremo final suponiendo el elemento empotrado
en su seccién inicial. El desarrollo del método se puede consultar en [Liv78, Capitulo 5].

3. Mediante el método de flexibilidad, se obtienen las reacciones en los extremos del ele-
mento viga biempotrado debidas a valores unitarios impuestos a cada uno de los grado
de libertad en los extremos. Cada valor impuesto proporcionara un conjunto de reac-
ciones que, expresadas en el sistema local de la barra y ordenadas adecuadamente,

1Las ecuaciones (2.5), y en general, la distincién mediante primas (o sin ellas) entre expresiones en componentes
globales o locales supone un abuso de la notacién, ya que un vector es un tnico objeto, con independencia del
sistema de referencia que se use para representarlo en componentes. Sacrificamos el rigor a cambio de eliminar
ambigiiedad en las expresiones que manejamos.
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proporciona la columna de la matriz de rigidez correspondiente a la componente de
desplazamiento (o giro) impuesto.

2.4.1. Matriz de rigidez de la viga plana de Navier-Bernoulli

Empleamos el tercer método para obtener la matriz de rigidez de la viga plana de Navier-
Bernoulli. La viga tiene una longitud L y es de seccién constante (drea A y momento de inercia de
eje perpendicular al plano de flexién I,,). El material es eléstico lineal, con médulo de elasticidad
E.

Una primera observacién que resulta muy ttil es que el comportamiento frente a esfuerzos
de traccién/compresion estd desacoplado del comportamiento a flexién/cortante en el caso
lineal.

El método consiste en analizar la respuesta del elemento completamente coaccionado en
ambos extremos al imponer un valor unitario a cada uno de los grados de libertad. Las com-
ponentes de las reacciones que aparecen en los extremos componen la columna de la matriz de
rigidez correspondiente al grado de libertad cuyo valor imponemos.

Rigidez frente a fuerzas axiales

Partimos de un elemento en el que los desplazamientos estdn coaccionados en el extremo 1
(d;, ; = 0). Aplicando una fuerza axial f;, en el extremo final, el desplazamiento del extremo

final® es: !

e —_ e
x,2 m x,2° (26)
Por lo tanto, si imponemos un valor unitario del desplazamiento dfc , =1, la fuerza necesaria

para producirlo es

EA
2= (2.7)
y la reaccién en el extremo 1 es
. EA
1T T (2.8)
Estas reacciones forman la segunda columna de la matriz de rigidez:
-l e &
e e : ‘
2 - EA/L ||d3,

Dado que el comportamiento del elemento debe ser simétrico, es inmediato completar la matriz,

que queda asi’:
e _ de
[ x,l] _ [EA/ L —E4/ L] [ dg/l] . (2.10)
x,2

<] T |-EA/L EA/L

2Se puede obtener, por ejemplo, empleando teoremas de Mohr, o bien mediante el teorema de las fuerzas
virtuales.

3En general omitiremos el superindice ¢ en la longitud del elemento y las caracteristicas de su seccién para no
sobrecargar la notacion.



8 Tema 2. Andlisis de estructuras por el método de rigidez

CUESTION 2.1.

Calcula el determinante de la matriz de rigidez de la ecuacién (2.10). El resultado indica que la
matriz es singular, o lo que es lo mismo, no se puede invertir. (Esto sucede en cualquier ecuaciéon
de rigidez de un elemento aislado.) ;Qué implicacién tiene este hecho en cuanto a la solucién
del sistema de ecuaciones (2.10)? (Sugerencia: Sup6n que conoces las fuerzas en los extremos
de la barra —y que estas estdn en equilibrio—. ;Puedes calcular los desplazamientos de los
extremos resolviendo (2.10)?;,Qué hay que hacer para obtener una solucién?)

Rigidez frente a fuerzas transversales y momentos

El siguiente ejercicio proporciona los resultados que necesitamos para determinar la matriz
de rigidez.

CUESTION 2.2.

Determina los desplazamientos en el extremo de un elemento viga de Navier-Bernoulli em-
potrado - libre, de longitud L, inercia de flexién I, y médulo de elasticidad E sometido a una
fuerza transversal fyg2 y a un momento m_ , aplicados en el extremo libre. (Sugerencia: Emplea
el teorema de las fuerzas virtuales, o bien los teoremas de Mohr.)

Resultado:
L 2,
dy2 = 3EL7v2 T 2L M2 (2.11a)
LZ
02 (2.11b)

— = fe 4 = e
2= 2Er/v2 T EL M2

En primer lugar calculamos el desplazamiento transversal debido a una fuerza transversal
sobre el extremo 2, suponiendo coaccionados el resto de los desplazamientos. Se trata de un
problema hiperestatico de grado 1 (el comportamiento axil estd desacoplado y se ha resuelto
independientemente.) Empleamos el método de flexibilidad, escogiendo el momento reacciéon
my , como incognita hiperestatica. Imponemos la condicién de compatibilidad 6z,» = 0 para
despejar la incégnita. De la ecuacién (2.11b) se deduce:

L
m; o === fy2- (212)
Conocida la reaccion hiperestatica en funcién de la fuerza transversal aplicada podemos susti-

tuir en (2.11a) para obtener el desplazamiento en funcién de la fuerza:

L,
= . 2.1
Ay2 12E1,7¥2 2.13)

Por lo tanto, las reacciones en el extremo 2 debidas a un desplazamiento u; )= 1 resultan

12E1 6EI
o= me, = —25 (214)
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Las reacciones en el extremo 1 son antimétricas y valen:
e

12E1, _ 6EI
y,l__ 13 mz,l__ 12 :

e

(2.15)

CUESTION 2.3.

Operando de forma analoga, obtén las reacciones en el extremo 2 de la viga biempotrada debidas
a una rotaciéon impuesta 6; , = 1.

Resultado:

6EI
;]2 = __LZZ m;rz = I . (216)

Las reacciones en el extremo 1 debidas a la rotacién unitaria en el extremo 2 se obtienen por
equilibrio a partir del resultado inmediatamente anterior:
e

. _ 6EIL _ 2EIL
y1= 13 M. = 12

. (2.17)

Conocidas las reacciones podemos escribir dos de las columnas de la matriz de rigidez que
relaciona fuerzas transversales y momentos con desplazamientos transversales y rotaciones:

. 12EL.  6EL
e ] I R R A
vl . 6EL.  2FL vl
| TE T | .
e T C2EL 6EL || 4 | (2.18)
' T T2 v
m;  6EL  4EI 0: 2
L 2. : z z L e
T2 L

Las dos columnas restantes se completan considerando la simetria del problema.

Juntando este tiltimo resultado con las ecuaciones (2.10) correspondientes a la rigidez frente
a fuerzas axiales, y teniendo en cuenta el desacoplamiento entre el comportamiento axil y el
comportamiento a flexion, se obtiene finalmente la ecuacién de rigidez en el sistema local de la
viga plana de Navier-Bernoulli:

EA EA
- 0 o -z 0 0
1 0 12EI,  6EL o _12EL  6EL dl
e . L3 LZ L3 LZ de .
ye' 0 6EI, 4EI, 0 6EI,  2EI, Y
m —_ - —_ 0¢
z1 | _ L? L L2 L z,1
e £ et (2.19)
e T 0 o T 0 0 e
2 o _12EL  6EL 12EL.  6EL dy
me, L3 12 13 12 ¢,
- 0 6EL, 2FI, 0 _6EL.  4EL |- 7
12 L 12 L
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En las siguientes secciones incluimos las matrices de rigidez de elemento en sistemas tipicos.

2.4.2. Matriz de rigidez de la viga plana de Timoshenko

La matriz de rigidez de la viga de Timoshenko se deduce en el anexo B a partir de la solucién
analitica de las ecuaciones que rigen el problema. Depende del factor de cortante

12E1,

- 2B 2.20
“ T GAy, 12 (220

que determina la relacién entre la rigidez a flexién y a cortante de la seccién transversal.
Reproducimos a continuacioén el resultado:

EA EA
== == 0 0
- L 0 0 L -
e 12EI, 6EI, 12EI, 6EI, de
v 0 3 2 0 - 3 2 x
. 1+a)L (1+a)L 1+a)L 1+a)L e
yA 0 6EI, 4+aElL o __GEL 2-aEL vl
moy | 1+a)[2 1+a L 1+a)[2 1+a L 0:
x€,2 —% 0 0 % 0 0 d;,z
e L L dﬂ
y2 0 3 12EI, 3 6EI, 0 12EI, 3 6EI, y.2
m; , 1+a)L3 1+a)l? (1+a)l3 (1+a)l? _ 0,
) ’ 6EI, 2—0(& 0 3 6EI, 4+(x&
(1+a)L? 1+a L 1+a)l2 1+a L
2.21)

2.4.3. Matriz de rigidez de una barra en una estructura intraslacional

El anélisis de estructuras intraslacionales es un procedimiento fundamental del célculo de
estructuras clasico. Suponiendo que la deformacién axil de las barras es despreciable, el tinico
grado de libertad en los nudos es la rotacién 0, y la ecuacién de rigidez se reduce a esta
expresion:

mé o°
jl = jl (2.22)
mz,Z 62,2

2.4.4. Matriz de rigidez de una barra de estructura articulada plana

Los nudos de las estructuras articuladas planas tienen tinicamente dos grados de libertad:
las componentes de traslacién en el plano. Por ello, a partir de (2.10), la ecuacién de rigidez (en
componentes locales) es:

EA . EA 1. }
X1 R A A
1 ~ o 0 0 0 dy | 223
e || EA _ EA e (2.23)
x,2 S — J— 0 x,2
e L L de
y2 | 0 0 0 0]l w2l




2.5. Ensamblaje del sistema completo 1

CUESTION 2.4.

La matriz de rigidez en ejes locales de una barra de estructura articulada plana tiene la compo-
sicién dada por la ecuacién (2.23).

1. Explica el significado fisico de las columnas de ceros.

2. Explica el significado fisico de las filas de ceros.

2.4.5. Matriz de rigidez de una viga de un emparrillado plano

Supongamos un emparrillado formado por vigas cuyas directrices se sitian en un mismo
plano. Escogemos un sistema de referencia local para la viga del emparrillado de modo que la
directriz de la barra se alinea con el eje x, 1a viga flecta en el plano xz y por tanto el eje de flexiéon
de la viga es el y. Si las vigas estdn conectadas rigidamente, la deformacién de la estructura
fuera de su plano produce flexién y torsién en las vigas que componen el sistema. Suponiendo
que no hay deformacién dentro del plano de la estructura, los tinicos grados de libertad en los
extremos de la viga serdn la traslacién de eje perpendicular al plano del emparrillado d; y las
rotaciones 03 y 6.

Despreciando la deformacién por cortante (hipétesis de Navier-Bernoulli) y suponiendo
que el comportamiento a torsioén responde a la teorfa de Saint-Venant [CC18], la ecuacién de
rigidez se puede deducir por cualquiera de los procedimientos mencionados. El resultado es:

12E1, 0 _6EL,  12EI, 0 _6EI, ]
] L3 12 L3 L2 ] ]
1 0 o 0 0 Sy T
me L L o°¢
x,1 6EI 4E1 6EI 2EI %1
e __y 0 _y _y 0 _y e
e - 12EI 6EI 12E1 6EI i | :
z,2 _ y 0 _y y 0 _y z,2
e 13 12 L3 L2 0
mx,Z G] G] x,2
m;,z 0 - 0 0 T 0 _ 6;,2 _
_6E1y 0 2EI, 6EI, 0 4EI,
i 12 L 12 L

Donde EI, es la rigidez a flexién de la seccién, y G es la rigidez a torsion (de Saint-Venant).

2.5. Ensamblaje del sistema completo

2.5.1. Matriz de rigidez del elemento en ejes globales

La ecuacién (2.4) representa la relacion lineal entre fuerzas generalizadas y desplazamientos
generalizados en extremos de barra, expresada en el sistema de referencia local asociado a la
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barra, {x, y, z}. El objetivo de esta seccién es deducir una expresién anédloga a (2.4) expresada en
el sistema de referencia global, para poder operar con ella a nivel del conjunto de la estructura.

Denotamos el sistema de referencia global mediante primas: {x’, y’, z’}. Denominamos
T¢ a la matriz (ortogonal) de cambio del sistema de referencia local al sistema global corres-
pondiente al elemento e. Los elementos de la matriz dependen del dngulo ¢° que forma el eje
x local del elemento e con el eje x” global.

fuz\mzz / "Z[Dm(’;’/

/

v
o

Y \
| me 1 fj !
x

Figura 2.5: Fuerzas generalizadas en extremos de viga en componentes locales y globales

En el caso plano, la matriz de cambio de base es:

cosp® —sing® 0
T¢ = [sinp® cosp® O0]. (2.25)
0 0 1

Por lo tanto, la relacién entre componentes de las fuerzas y los desplazamientos en el sistema
local y global es (Figura 2.5):

i’ = T°f] d{’ = T°d] (2.26a)
£ =T°f; df’ =T°d] (2.26b)
La matriz de cambio de base es una matriz ortogonal, luego cumple (T¢)™' = (T¢)". Por lo tanto,

para cada extremo de barra i = 1, 2, 1a relacién (inversa) entre componentes del desplazamiento
en ejes locales en funcién de las componentes globales es:

dy,i cosp® sing® 0 dfcfl-
dy,i|=|-sing® cosp® 0||d); i=1,2 (2.27)
0, 0 0 1|16

Y la relaciéon andloga entre fuerzas en extremo de barra en ejes locales en funcién de las
componentes globales es andloga:

ff,i cosp® sing® 0 ,f'l
yi| =|-sing® cose® 0| |f,) i=1,2 (2.28)
mg 0 0 1j|mZ,

Se observa que en el caso plano las rotaciones y los momentos no se ven afectados por el cambio
de sistema de referencia.
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Sustituyendo las transformaciones inversas en la ecuacién de rigidez del elemento en ejes
locales (2.4) resulta

e e
Kll K12

e e
K21 K22

(Te)Tdil
(T*)TdY

(2.29)

(T)TE |
(T8 |

Desarrollando los productos y despejando las fuerzas en componentes globales se obtiene la
ecuacion de rigidez del elemento ¢ en componentes globales, que relaciona fuerzas generali-
zadas y desplazamientos en extremos del elemento expresados en el sistema global (Fig. 2.6):

£ ] | TR ()T TKG ()T ||y
£/ | TKS, (T)T T°KS, (T || Y
[ Ko K¢ 4’
-l o
L K21 K22 d2

Figura 2.6: Fuerzas generalizadas en extremos de viga y desplazamientos en componentes del sistema
global
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Ejercicio 2.1.

Evalta la matriz de rigidez de la barra b de la estructura articulada plana de la figura en
componentes globales. Todas las barras son de madera, de seccién rectangular 0,1 m X 0,2m,
con médulo de elasticidad E = 10 x 10> MPa.

% ﬁ@

3m

2.5.2. Ensamblaje de la matriz de rigidez global

Suponemos ahora que la estructura es un sistema formado por elementos viga unidos

entre si mediante nudos rigidos, que transmiten por tanto fuerzas y momentos. Los extremos
de las barras adyacentes a cada uno de los nudos experimentan los mismos desplazamientos y
rotaciones. En una seccién posterior, trataremos el caso de elementos que se unen al nudo sin
compatibilizar alguno de los grados de libertad (por ejemplo, un elemento con una articulaciéon
en el extremo final supone una desconexion de la rotacion del elemento respecto de la del nudo
al que se une mediante la articulacién).

Considerando pues elementos unidos entre si mediante nudos rigidos, estudiamos el caso

en el que las barras e y /i se unen al nudo j (Fig. 2.7) —cuando en un nudo confluyen maés
barras el tratamiento es analogo—. Debemos imponer dos condiciones:

Compatibilidad de desplazamientos en el nudo j: En una estructura de nudos rigidos los
desplazamientos y las rotaciones de los extremos de las barras que se unen al nudo
deben ser necesariamente iguales entre si, e iguales a los desplazamientos y rotacio-
nes del nudo:

—dv =
dy =d)" = d; (2.31)

Equilibrio del nudo j: Sobre el nudo acttan las fuerzas ejercidas por los elementos e y #,
asi como las acciones exteriores aplicadas directamente sobre él, que denotamos

’ _ ’ ’ 7 1T
fj = [fx,]' ’ fy,]' ’ mZ,j] . (2.32)

Por el principio de accién y reaccién, las fuerzas y momentos que los elementos e
y h ejercen sobre el nudo j son iguales en magnitud y tienen sentido opuesto a las
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fuerzas que acttan sobre los extremos de los elementos adyacentes al nudo j. Este es
el motivo por el que entran con signo negativo en la ecuacién de equilibrio (Fig. 2.7),
que queda asi:

—£ — £ + f; =0 (2.33)

1 i
’

@ l hr 4’”12,]'

y @

Figura 2.7: Equilibrio del nudo j.

Teniendo en cuenta ambas condiciones, suponiendo que el extremo 1 de la barra e se une
al nudo i y el extremo 2 de la barra / al nudo k, y sustituyendo la expresién de las fuerzas en
funcién de los desplazamientos —Ec. (2.30)— tendremos:

er 37 er 3/ hr g7 hr g7 ’ _
Ky di - Ky di - Kyjd; - K dy + £ = 0. (2.34)
Agrupando los términos que multiplican a los desplazamientos, obtenemos que las fuerzas
generalizadas exteriores aplicadas sobre el nudo j estdn relacionadas con los desplazamientos
generalizados de los nudos i, j, k (en general, con todos los nudos unidos al extremo opuesto
de las barras que confluyen en el nudo j):

£, = K§ d/ + [KS) + K{f | &/ + K{j . (2.35)

Si repetimos el proceso para cada uno de los nudos de la estructura y organizamos el resultado
en forma matricial, obtenemos la ecuacién de rigidez de la estructura (previa a considerar las
condiciones de contorno cinematicas). La organizacién matricial de las ecuaciones de equilibrio
de nudo se denomina ensamblaje. El ensamblaje comienza con una matriz nula cuyo tamarfio es
3N x 3N (en problemas planos —tres grados de libertad por nudo—), 0 6N X 6N (en problemas
espaciales —seis grados de libertad por nudo—). Cada conjunto de 3N (o 6N) filas y columnas
corresponde a los grados de libertad de cada uno de los nudos de la estructura, de acuerdo con
la numeracién escogida en el primer paso del método (discretizacion).

El proceso de ensamblaje de la matriz consiste en sumar los bloques de la matriz de rigidez
de cada elemento (en ejes generales) en las posiciones correspondientes a las filas y columnas
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de los nudos a los que se unen los extremos del elemento:

/ ’
f; o KL K% o0 ||
/ — ’ ’ h h ’
fl=]... K ... Kg+Kly 0 Kby || d | (2.36)
hr hr
£ .0 .. Ky Ky || aq

EjERCICIO 2.2.

Define el esquema de ensamblaje de la estructura del Ejercicio 2.1.

2.5.3. Fuerzas equivalentes a las cargas distribuidas

Ademads de fuerzas y momentos actuando sobre los nudos, puede haber cargas distribuidas
actuando sobre los elementos de la estructura, como en el caso de la estructura de la Figura 2.8.
El objetivo es calcular las fuerzas generalizadas sobre los nudos estdticamente equivalentes a

’
fl/,/'

’
. @ m~
\mz,j \ 2,k

Y 4 A V4 f,\{,k

Figura 2.8: Estructura con cargas en los nudos y cargas distribuidas sobre los elementos.

las cargas distribuidas que acttian sobre los elementos.

Para ello, consideramos un Estado 0 en el que (a) blogueamos todos los grados de libertad de
los nudos, y (b) aplicamos #inicamente las cargas distribuidas sobre los elementos. Para lograr
que los desplazamientos y giros de los nudos sean nulos en este estado, debemos aplicar sobre
los extremos de cada elemento fuerzas iguales a las reacciones de empotramiento perfecto
que aparecen cuando los elementos se analizan como vigas biempotradas (Figura 2.9). Las
reacciones de empotramiento perfecto son precisamente las fuerzas en los extremos del
elemento en el Estado 0. En un elemento e genérico las denominamos fJ° y £2°.
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Estado 0

RO

Figura 2.9: Estado 0: desplazamientos bloqueados. Carga distribuida y reacciones de empotramiento

perfecto.

Figura 2.10: Reacciones de empotramiento perfecto en ejes locales debidas a una carga uniforme 4.

Por ejemplo, en el elemento e (Figura 2.10), las reacciones de empotramiento perfecto expre-
sadas en ejes locales tienen los valores siguientes:

0
—qL/2
£0° —qL?/12
LR
—qL/2
qL?/12

El efecto de las cargas distribuidas sobre la estructura es equivalente al de las reacciones de
empotramiento perfecto actuando en sentido opuesto. Denominaremos fuerzas nodales equiva-
lentes a las cargas distribuidas a estas fuerzas y momentos, iguales en magnitud y de sentido
opuesto (y por tanto de signo opuesto) a las reacciones de empotramiento perfecto (Figura 2.11). Las
fuerzas nodales equivalentes a las cargas distribuidas sobre el elemento genérico e expresadas
en componentes del sistema global se obtienen a partir de las componentes locales utilizando
la matriz de cambio de base del elemento:

_f(l)e/ — TE(_f(lJe) — f(z)e’ = Te(—fge)‘ (2.37)

A continuacién consideramos el Estado 1 sobre el que acttian las fuerzas nodales equiva-
lentes a las cargas distribuidas sobre cada elemento muds las fuerzas exteriores sobre los nudos
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5O

Figura 2.11: Fuerzas nodales equivalentes a la carga uniforme g, opuestas a las reacciones de empotra-
miento perfecto.

de la estructura. La clave para resolver el problema con cargas distribuidas sobre las barras, es
que la superposicién del Estado 0 y el Estado 1 conduce precisamente al problema original de
la Figura 2.8.

Como se aprecia en la Figura 2.12, al superponer ambos estados:

1. Lasreacciones de empotramiento perfecto y las fuerzas nodales equivalentes se cancelan.

2. Los desplazamientos nodales del Estado 1 son los buscados en el problema original, ya
que en el Estado 0 son nulos por hipétesis.

+

Qe Qer 7
m;y ‘ 4 ~fy2 fu

]
¥ ' ,
m .
f\0€2’ \ z,]

7

@D

m ’
- xO’c;f @
Figura 2.12: La superposicion del Estado 0 y el Estado 1 es equivalente al problema original.

Para resolver el Estado 1 es necesario ensamblar las fuerzas nodales equivalentes en los
bloques adecuados del vector de fuerzas en el lado izquierdo de la ecuacién (2.36). El ensamblaje
de las fuerzas sigue la misma légica que el de las matrices. Recordando que las fuerzas y
momentos aplicados directamente sobre un nudo genérico j se denotan f;. y suponiendo que
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sobre los elementos e y I acttian cargas distribuidas, el resultado del ensamblaje es el siguiente:

0
£ — £ o K K¢, N N I
r _ g0er _ Ohr | _ hr hr ’
£ |=| ... K ... KL+Kj] ..o Ko || 4. (2.38)
h hr hr
f, — £01 N K Lo KY o] A

El vector de fuerzas (lado izquierdo de la igualdad) contiene la suma de las fuerzas exteriores y
las fuerzas nodales equivalentes a las cargas distribuidas. Las fuerzas equivalentes a las cargas
distribuidas sobre el elemento e se ensamblan en los bloques de filas correspondientes a los
nudos 7 y j a los que se une el elemento, y las fuerzas equivalentes sobre el elemento h se
ensamblan en los bloques correspondientes a los nudos j y k (ver Fig. 2.7). Con el resto de
elementos se procede del mismo modo

La ecuacién (2.38) atin no se puede resolver, ya que el vector de desplazamientos generali-
zados contiene datos (las componentes de desplazamiento impuestas en el contorno) y el vector
de fuerzas contiene incégnitas (las reacciones). En la siguiente seccién explicamos cémo tratar
la informacion para poder resolver el sistema.

2.6. Solucién del Estado 1: Desplazamientos generalizados

2.6.1. Imposicién de condiciones de contorno cinematicas

El siguiente paso consiste en reordenar el sistema (2.38) agrupando componentes de des-
plazamiento (y giro) incégnitas (los grados de libertad), y componentes cuyo valor es impuesto
por las condiciones de contorno. Por ejemplo, en un empotramiento (problema plano), las tres
componentes del desplazamiento generalizado serdn, en principio, nulas, aunque en general,
alguna de las componentes puede tener un valor conocido diferente de 0 (traslacién o giro im-
puesto). Denominaremos dy, al vector que agrupa los grados de libertad desconocidos (que son
las incégnitas del problema de rigidez), y dj al vector que agrupa aquellos grados de libertad
con valores conocidos (nulos en general, o valores impuestos a determinados g. de 1. en casos
particulares). Los subindices escogidos hacen referencia a grados de libertad incégnita, o libres
= free (F) y grados de libertad dato, o coaccionados = restrained (R). Agrupamos las fuerzas del
mismo modo: f}, son las componentes de fuerza (0 momento) que acttan sobre los grados de
libertad incognita, y son conocidas. f; son las componentes de fuerza (0 momento) que acttian
sobre componentes de desplazamiento impuestas; estas componentes son las reacciones, cuyo
valor puede calcularse después de obtener los desplazamientos incégnita.

Reordenando el sistema global de acuerdo con el criterio que acabamos de exponer, obtene-
mos:
f ] | K K
fr

’ ’
KRF KRR

di
dy

(2.39)
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f/ _ £0er
vi Jy2

Oer

_ g0er ’o_
s t\mZJ m,%
g

0, d.

x,k

o4
|2

Figura 2.13: Fuerzas sobre la estructura completa (en rojo las reacciones), coacciones y desplazamientos
incégnita (tembién en rojo).

Desarrollando por el primer bloque de filas y agrupando a la izquierda de la igualdad los datos
obtenemos la ecuacién de rigidez de la estructura:

£, — K dfy = Kip dJ. (2.40)

La matriz Ki; es la matriz de rigidez de la estructura. Se puede demostrar [Liv78] que, con
las hipétesis de linealidad asumidas, y en el supuesto de que la estructura sea estable (o lo que
es lo mismo, que no sea un mecanismo parcial o total), la matriz de rigidez:

1. Es simétrica y definida positiva.

2. Esregular: sudeterminante es distinto de 0, y es invertible. Por tanto, el sistema tendra so-
lucién para cualquier sistema de cargas f}, dado, y cualquier sistema de desplazamientos
impuestos df.

2.6.2. Solucién del sistema: desplazamientos generalizados

La solucién del sistema (2.40) proporciona las componentes de los desplazamientos gene-
ralizados (traslaciones y rotaciones de los nudos) en el sistema de referencia global:

’ ’ -1 / 4 ’
d = (Kgp)  (ff — K df)- (2.41)

Recordamos que los desplazamientos nodales calculados, que son los del Estado 1, también son
los desplazamientos nodales de la estructura original, ya que los del Estado 0 son nulos®.

2.7. DPostproceso: Reacciones y esfuerzos

2.7.1. Calculo de reacciones

Las reacciones del Estado 1 se calculan desarrollando el bloque de filas correspondiente del
sistema (2.39):
fr = Kipdp + K di. (2.42)

4Esto no es asi en secciones intermedias de los elementos, en las que los desplazamientos del Estado 0 no son
nulos y se deben sumar a los del Estado 1.
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Las reacciones en la estructura original son el resultado de la suma de las componentes de
las reacciones de empotramiento correspondientes al Estado 0 que acttian sobre grados de
libertad coaccionados, y de las reacciones obtenidas en el Estado 1°. Por ejemplo: si s es un nudo
completamente coaccionado unido a la barra e por el extremo 1 entonces las reacciones en s en
la estructura original valen

£, = £ + £/, (2.43)

donde f!’ se extrae de las reacciones f, del Estado 1.

2.7.2. Calculo de esfuerzos

Para obtener los esfuerzos en los extremos del elemento viga, deshacemos el proceso. Re-
cordamos que las componentes del vector dj, que acabamos de obtener como solucién, son
precisamente los desplazamientos generalizados expresados en ejes globales en todos los nu-
dos. Seleccionamos los valores de los desplazamientos en los nudos 1y 2 del elemento ¢, y
a continuacién calculamos sus componentes en el sistema local del elemento invirtiendo las
transformaciones (2.26):

d¢ = (T°)"d¢ ds = (T°)"dY. (2.44)

Una vez obtenidos los desplazamientos en los extremos, la ecuacion de rigidez en ejes locales
del elemento e (2.4) proporciona las fuerzas en extremos del elemento correspondientes al
Estado 1, que denotamos f%e y 3%

1

B 1_| Ku Ky || 4
Lol=

£’ Ky Ky || 4

(2.45)

Las fuerzas en extremos de elemento correspondientes al problema original se obtienen su-
mando las reacciones de empotramiento perfecto del Estado 0 a las fuerzas correspondientes al
Estado 1 (Fig. 2.14):

£e fOe fle
1 _ 1 1

e | = e || (2.46)
2 2 2

e L
i me
N

Y \®
fo o 18

Figura 2.14: Superposicién de los Estados 0 y 1 para obtener las fuerzas en extremos y los esfuerzos
correspondientes al problema original en cada elemento.

SEsto es coherente con el hecho de que las componentes de f incluyen las fuerzas equivalentes a las cargas
repartidas sobre los grados de libertad coaccionados (en el caso en que haya barras que llegan a nudos coaccionados)
—ver Ec. (2.38)—.
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Un comentario final sobre los esfuerzos: debemos tener en cuenta que la orientacién de los
esfuerzos depende de la cara de la rebanada sobre la que acttian, por lo que responden a un
criterio de signos diferente del que hemos empleado para representar las fuerzas generalizadas
en los extremos. Por ello, en las secciones extremas del elemento tendremos:

N¢(0) ~fin N¢(L) 2
veo | =|-£, vew) | = | £5, |- (2.47)
M;(O) _m;l M;(L) m;z

El motivo del cambio de signo en los valores correspondientes a la seccién inicial x = 0 es que
las fuerzas en la seccién inicial actdan en la cara dorsal del elemento, mientras que en la
seccion final x = L las fuerzas acttian en la cara frontal.

Los mismos razonamientos, en cuanto a la superposicion de estados y al criterio de signos,
son aplicables a la obtenciéon de diagramas de esfuerzos a lo largo de cada uno de los elementos.

EjErcicio 2.3.

Sobre la estructura del Ejercicio 2.1 actia una fuerza puntual sobre el nudo 2. Despreciando el
efecto del peso propio, (a) Calcula los desplazamientos del nudo 2 y representa la deformada.
(b) Calcula y representa las reacciones. (c) Calcula y representa los esfuerzos en las barras.

\130 kN
30° [
-

Ejercicio 2.4.

Enla estructura del Ejercicio 2.1 queremos analizar (inicamente) el efecto de un asiento impuesto
de 25 mm en el apoyo 1. Calcula los desplazamientos del nudo 2.
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Ejercicio 2.5.

La estructura de la figura es de hormigén pretensado. Las barras a y b estan rigidamente unidas
en el nudo 2. La seccién de ambas es rectangular, maciza, de 0,25 m de ancho y 0,40 m de canto.
La orientacién de las secciones es tal que el eje fuerte es perpendicular al plano de la estructura.
Despreciando la deformacién por cortante, analiza la respuesta de la estructura debida a las
cargas indicadas. El médulo de elasticidad del hormigén es igual a 33 GPa.

25kN/m
o @ N @ _
A 4] 150 kN

3m lﬂ

4m |

2.8. Desconexiones

En muchos casos, el modelo de la estructura incluye elementos en cuyas secciones inicial
y /o final uno o varios grados de libertad no estdn conectados al nudo al que se une el elemento
(Fig. 2.15). Decimos que la barra posee una desconexién (frontal o dorsal) del grado de libertad
en cuestion. La matriz de rigidez de esta clase de elementos es diferente de la matriz de la barra
rigidamente unida al nudo en sus extremos. Planteamos dos formas de deducir la matriz de un
elemento con desconexiones:

1. Utilizar el método de flexibilidad, mediante un desarrollo andlogo al de la seccién 2.4.1.
Lo planteamos como ejercicio al final de esta seccién.

2. Partiendo de la matriz de rigidez de la barra rigidamente unida a la estructura, condensar
los grados de libertad desconectados. Por condensar, entendemos eliminar, o lo que es lo
mismo, no calcular esos grados de libertad al solucionar el problema. Lo desarrollaremos
a continuacion.

Describimos a continuacién el proceso de condensacién de grados de libertad desconecta-
dos. Denominamos df, a los grados de libertad que queremos condensar (desconectar), y f}; a
las componentes del vector de fuerzas en extremos correspondientes a esos grados de libertad,
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Figura 2.15: Desconexién de la rotacion en el extremo de una barra

y df, f}. a las restantes componentes de desplazamientos y fuerzas generalizadas en extremos.
La ecuacién de rigidez del elemento se puede reordenar en bloques:

fr

fo

e e
Kir Kip

e e
Kpr Kbp

dy
dp

(2.48)

Las fuerzas generalizadas asociadas a las componentes de desplazamiento que deseamos con-
densar son nulas: ff) = 0. Por ejemplo: en la barra con desconexién frontal del giro, el momento
en el extremo frontal es nulo debido a la desconexién. Por lo tanto, el segundo bloque de
ecuaciones es:

0 = K )pd} + K{pdy, (2.49)
Despejamos los grados de libertad a condensar,
df) = — (K&)' KEpde, (2.50)
y los sustituimos en la primera ecuacién. El resultado es:
fr. = [Kir — Kip(Kpp) ' K di- (2.51)

La matriz de rigidez en esta ecuacion tiene tantas filas y columnas menos que la original como
grados de libertad hemos condensado. Para poder ensamblarla con el resto de matrices es
necesario afadir filas y columnas de ceros en las posiciones correspondientes a los grados de
libertad condensados.

CUESTION 2.5.

Empleando el procedimiento de condensacién, deduce la ecuacion de rigidez en ejes locales de
una viga plana de Navier-Bernoulli con desconexién frontal (en el extremo 2) de la rotacion.
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Solucion:
] EA 0 o 0 ol
e L L de
%1 0 SEL,  3EL . 3EL x1
v L3 2 I3 d |
3EI 3EL, 3EI
me z z ; _ z 66
oo I L2 L . ; z 0L =11, (2.52)
e dé’
x2 B 0o E4 0 0 x2
e L L de
' o S9EL  BEL o 3EL || V7
mz,Z ] L3 L2 E L3 ’
0 0 0 0 0 0

CUESTION 2.6.

Empleando el método de flexibilidad, deduce la ecuacién de rigidez en ejes locales de una viga
plana de Navier-Bernoulli con desconexién dorsal (en el extremo 1) de la rotacién.

Solucién:
. EA
T o0 0o N

e e

x1 0 3EI, 0 3EI, 3EI, dxrl

e H - e

1 13 13 12 dy,l

e 0 0 0: 0 0 0 .
S AT (2.53)
er —T 0 0 T 0 0 dig

e e
Y2 0 _% 0 0 % _izlz dy,2
22 , L , , _3EL BEL 22

L2 L2 L

Dos comentarios relativos a las matrices:

1. La fila de ceros que hemos afiadido en cada matriz tiene una interpretacién evidente:
sean cuales sean los desplazamientos generalizados en los extremos, la componente de
fuerza generalizada asociada al grado de libertad desconectado (en este caso el momento
en el extremo desconectado) es nula.

2. Las columnas de ceros se pueden interpretar como un recordatorio de que el grado de
libertad desconectado (en este caso la rotacién en el extremo) no va a tener influencia
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en la respuesta de la estructura ya que, al multiplicarlo por 0, no va a participar en el
ensamblaje y por lo tanto no se obtiene al solucionar el sistema de ecuaciones de la
estructura. Por este motivo lo hemos sustituido en cada ecuacién por una posicién vacia.
Para llevar a cabo el cambio de sistema de referencia y el ensamblaje trataremos la matriz
del mismo modo que la de una barra sin desconexién.

CUESTION 2.7.

Una vez resuelta la estructura y obtenidos los desplazamientos nodales, ;cémo se calcula el valor
del grado de libertad desconectado? (Sugerencia: revisa la explicacién de la condensacion.)

Finalizamos esta seccion incluyendo la matriz de rigidez en ejes locales de una barra plana
biarticulada, es decir, con desconexién de la rotacién en ambos extremos:

7 [ EA _

1 A 01 ae,

y1 0 0 0
m¢ 0 0

z,1

A = (2.54)
2 _E4 0 o || 92

. L

y.2 0 0
ms ] 0 0

La diferencia entre esta matriz y la matriz correspondiente a la barra de una estructura articulada
plana —Ec. (2.23)— se debe a que en la estructura formada por barras convencionales y barras
biarticuladas necesitamos manejar los tres grados de libertad en cada nudo (incluida la rotacién)
y no solo las traslaciones como en la estructura articulada.

2.9. Apoyos eldsticos

Consideramos un dispositivo de apoyo en el que alguno(s) de los grados de libertad esta
coaccionado eldsticamente. Para ilustrar cémo tratar este tipo de apoyo, estudiamos el caso
particular de un apoyo en el que existe un resorte que coacciona eldsticamente el desplazamiento
vertical del nudo j.

@ @

(}—

\ N\

' _k}/ d;/,]’
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La ecuacién que relaciona la reaccion vertical que acttia sobre el nudo j y el desplazamiento
vertical nudo es:

£y =—kydy; (2.55)

donde ky es la rigidez del muelle, y el signo negativo indica que la reaccién vertical se opone al
desplazamiento del nudo, cosa que sucede sea cual sea el sentido de éste.

Al ensamblar el sistema de ecuaciones completo, la reaccién vertical en el nudo j se sustituye
por su valor en funcién del desplazamiento vertical, por lo que en el término independiente de
la ecuacién aparece una incégnita que impide resolver directamente el sistema:

“kydy =) K] | (2.56)

En esta ecuacion K;]. es el término de la diagonal de la matriz de rigidez (que resulta del
ensamblaje) correspondiente a la columna del grado de libertad d'y i Para resolver el sistema,
sumamos k d’y ja ambos lados de la ecuacién del momento reaccién en el nudo j, resultando

0 =] . Kj+k, ... || d | (2.57)

Ademads del caso del muelle vertical, este procedimiento es de aplicacién directa para apoyos
elasticos orientados en la direccién de los grados de libertad considerados en el anélisis global
(muelles horizontales y resortes al giro, por ejemplo). Simplemente se suma la rigidez del apoyo
elastico al término de la diagonal de la matriz de rigidez que multiplica al grado de libertad
coaccionado eldsticamente, y se anula la posicion del vector de cargas correspondiente a la
reaccién. Una vez resuelto el sistema y obtenido el valor del grado de libertad (el desplazamiento
d;,]. en el caso desarrollado) la reaccién se calcula mediante la ecuacion (2.55).

2.10. Apoyos no concordantes

En determinados apoyos como los carritos y las deslizaderas, es posible que los movimientos
permitidos tengan lugar en direcciones no concordantes con el sistema de referencia global. Sera
necesario entonces establecer un sistema de referencia propio para el nudo del apoyo, orientado
de acuerdo con las direccién de los movimientos permitidos, que denominamos {x", y", z"}.

De modo anélogo a la barra, la matriz de cambio de base para un nudo no concordante j es:

cos " —sing” 0
T}1 = |singp" cos¢e" 0]. (2.58)
0 0 1

Por lo tanto, la relacién entre componentes de las fuerzas y los desplazamientos en el sistema
global y el local del nudo:

f, = T/f! dj = T!d (2.59)



28 Tema 2. Andlisis de estructuras por el método de rigidez

Para entender cémo tratar un apoyo no concordante, supondremos que en el nudo j conflu-
yen las barras e y /i (no representada en la figura), y que sobre estas no actian cargas repartidas.
La ecuacion de equilibrio del nudo j en componentes globales es:

£ = K§ d; + [K$) + K{j] ) + K] d}. (2.60)

Expresamos ahora las fuerzas y los desplazamientos en el nudo j en componentes del sistema
local del nudo:

T/f) = K d; + [K3, + K| T/d} + K d;. (2.61)
Y premultiplicando por la matriz de cambio traspuesta, resulta:
£ = (T))'KS; d + (T))T [K;, + K7 | T/d} + (T)) 'K} d;. (2.62)
Por lo que, tras el ensamblaje, obtenemos:
flol=] ... OKy ... @'[KH+KG] T ... (THKY ... || df
’ hr h ’
£, 0 K K, d,

(2.63)
Debido a que en la misma ecuacién coexisten distintos sistemas de referencia, la matriz de
rigidez pierde su simetria. Esto puede suponer una pérdida de eficiencia de la solucién numérica
en modelos con muchos grados de libertad. Existen técnicas para paliar esta desventaja, que
quedan fuera del alcance de este texto.

Al resolver el sistema se obtienen las componentes de los desplazamientos y reacciones en
el apoyo no concordante en componentes del sistema local.

CUESTION 2.8.

Modificar la ecuacién (2.63) suponiendo que sobre el elemento e actia una carga repartida que
produce reacciones de empotramiento perfecto f(l)e y £
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APENDICE A

Modelos de la teoria de vigas

Un modelo matemético de viga es un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones
describen con precisién suficiente el comportamiento mecénico de una viga, entendida como
s6lido deformable en el que una dimensién (longitudinal) es considerablemente mayor que las
otras dos (las asociadas a las secciones transversales). Habitualmente se emplea la expresién
Teoria de Vigas para referirse a un cierto modelo de viga.

Los modelos de viga se introducen para reducir la complejidad desproporcionada asociada
a obtener la respuesta mecénica de una viga a partir, directamente, de las ecuaciones de la
elasticidad tridimensional. Para ello se introduce un conjunto de funciones incégnita depen-
dientes de una tnica variable (la posicién a lo largo de la directriz). El problema matematico se
reduce a la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en lugar de un siste-
ma de ecuaciones en derivadas parciales. La disciplina tradicionalmente llamada Resistencia de
Materiales, ademas de la formulacién de la teoria de vigas (basada generalmente en el modelo
de Bernoulli-Euler), incluye la formulacién de métodos de determinacién de soluciones de las
ecuaciones del modelo en todo el dominio (la longitud de la viga) —la integracién de la ecua-
cidon de la eldstica o el método de Miiller-Breslau—, o en secciones concretas —los Teoremas de
Mohr o el método de Castigliano—, por nombrar algunos de ellos.

La clasificacién de modelos de viga en ingenieria se basa en la cinemadtica de la seccién
transversal. El modelo habitualmente usado en cdlculos manuales es el modelo de viga Navier-
Bernoulli, también llamado modelo de Bernoulli-Euler, que asume que las secciones inicial-
mente planas y perpendiculares a la directriz de la viga no deformada permanecen planas y
perpendiculares a la directriz deformada. Cuando se admite que las secciones pueden girar
sin permanecer perpendiculares a la directriz deformada, se obtiene el modelo de viga de
Timoshenko. En vigas sometidas a torsién se emplea, o bien la teorfa de Saint-Venant (torsién
uniforme), o bien la de Umanski-Vlasov (torsién no uniforme). La referencia [Mon17] contiene
un estudio sistemético y detallado de los modelos mencionados.

En esta seccién, nos limitamos a revisar la formulacién de los modelos planos més habituales
(Navier-Bernoulli y Timoshenko) que servird de base para introducir los correspondientes
modelos no lineales de viga.

Antes de entrar en el detalle de la teoria conviene mencionar el campo de aplicacién
habitual de cada modelo. El modelo de Navier-Bernoulli proporciona buenos resultados en
vigas cuya relacion canto - luz es inferior a 1/10. (Si la viga es muy esbelta —por ejemplo para
relaciones inferiores a 1/30— la hipétesis de desplazamientos infinitesimales deja de de ser
valida y es necesario recurrir a modelos geométricamente no lineales que pueden estar basados
en la hipétesis misma cinemaética.) El modelo de Timoshenko se considera apropiado para vigas
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con una relacién canto-luz comprendida entre 1/10 y 1/5. Para relaciones canto-luz mayores la
teoria de vigas no es una herramienta apropiada.

En la mayoria de los textos introductorios de Resistencia de Materiales se presenta la Teoria
de Vigas basada en el modelo de Navier-Bernoulli. El desarrollo suele ser el siguiente:

1. Deducir las ecuaciones (diferenciales) de equilibrio interno planteando el equilibrio de
una rebanada infinitesimal de viga; estas ecuaciones relacionan los esfuerzos (fuerzas
internas) con las cargas exteriores (fuerzas generalizadas).

2. Estudiar la deformacién de la rebanada mediante las ecuaciones cinemiticas y obtener
el momento flector como resultante de tensiones normales sobre la seccién transversal
empleando las ecuaciones constitutivas, que relacionan los esfuerzos con las deformaciones
del modelo.

3. Desarrollar la ecuacion diferencial de la eldstica (la forma de la directriz deformada) a partir

de (1) y (2.

En este texto, presentaremos en primer lugar el resultado de este desarrollo, pero sin incluir los
detalles del mismo, que pueden consultarse en cualquier referencia basica (v.g. [Ger02]). A con-
tinuacion, deduciremos las ecuaciones que describen el comportamiento de la viga aplicando
el PDV a un sélido con la cinemética asociada al modelo. Este procedimiento es, sin duda, me-
nos intuitivo y mds abstracto que el desarrollo clésico, y en ese sentido es, aparentemente, menos
didéctico. Sin embargo, tiene varias ventajas que hacen de él una herramienta imprescindible
en cursos avanzados de analisis de estructuras. Las citamos a continuacion:

* Los esfuerzos (fuerzas internas) y las deformaciones generalizadas consistentes con el
modelo no se introducen a priori, sino que se deducen. Esto garantiza la consistencia de
los mismos.

¢ La misma afirmacién es aplicable a las cargas generalizadas o fuerzas exteriores consis-
tentes con el modelo.

¢ El procedimiento proporciona la totalidad de las ecuaciones que describen el problema,
incluyendo las ecuaciones cineméticas, constitutivas y de equilibrio interno y en el
contorno.

¢ Este mismo proceder es el que se emplea para desarrollar el método de elementos finitos.

Tanto en el desarrollo del modelo de Timoshenko, como en el de Navier-Bernoulli, se
consideran las siguientes hip6tesis generales:
1. El material es eléstico, lineal, homogéneo e isétropo (material de Hooke).

2. Los desplazamientos y las rotaciones de las secciones debidos a la actuacién de las cargas
son muy pequefios y pueden considerarse infinitesimales.

3. Las deformaciones se pueden considerar infinitesimales.
Una consecuencia de la hipétesis 2 es que el equilibrio de fuerzas y momentos en la estructura

se establece, a efectos del andlisis, en la geometria inicial (libre de cargas) de la viga. Esta
afirmacién es una consecuencia de la hipétesis anterior.
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A.1. Modelo de viga de Timoshenko

Las secciones transversales de la viga son indeformables en su plano, y permanecen planas en la
viga deformada (aunque, en general, no permanecen perpendiculares a la directriz deformada).

Elmodelo de Timoshenko reproduce el comportamiento de vigas deformables a cortante. Es
el modelo implementado por defecto en los elementos viga en programas comerciales de anélisis
por elementos finitos en el &mbito de la ingenierfa civil, completado con el comportamiento
torsional de Saint-Venant. En esta seccién lo desarrollamos para una viga recta de seccién
constante simétrica respecto del eje y, formada por un material de Hooke homogéneo y
solicitada por acciones que producen una deformacién simétrica respecto del plano x, y.
(De forma poco rigurosa, diremos que la viga se deforma dentro del plano x, y.) El considerar
tnicamente el comportamiento plano permite manejar expresiones mas simples y presentar
una versién simple del modelo sin restar generalidad al método empleado.

Consideramos un sistema de referencia central y principal: el eje x une los centroides (centros
geométricos) de las secciones transversales, y en cada seccion, los ejes y, z son ejes principales
de inercia. Las secciones transversales se consideran indeformables en su plano. Las cargas
aplicadas no producen desplazamientos en la direccién z. Admitimos que los desplazamientos,
las rotaciones y sus derivadas, son infinitesimales.

A.1.1. Sintesis del modelo de Timoshenko

La Figura A.l representa la rotacién y la traslacion de una seccién transversal de la viga
en el modelo de Timoshenko. Los desplazamientos generalizados u(x), v(x), 0,(x) describen
la traslacién del centro de gravedad y la rotacion debida a la flexion de la seccién transversal
situada en la coordenada x, y son las incégnitas del problema de flexiéon. Es importante fijarse
en que la rotacion de la seccion es, en general, diferente de la derivada del desplazamiento
transversal, v’(x), ya que la seccién no permanece perpendicular a la directriz deformada.

Tl

—
¥ s 9500

_‘ i)
U (x)

Figura A.1: Cinemadtica del modelo de Timoshenko.

N v

El diagrama de la figura A.2 muestra todas las funciones involucradas en el modelo, y
las relaciones entre ellas, dadas por las ecuaciones cinemaéticas, constitutivas y de equilibrio
interno. Todas las funciones incluidas en el diagrama dependen de la variable independiente
x; la dependencia se ha omitido por claridad.
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u, v, 0, Gx, Gy, Mz
Ecuaciones Ecuaciones
cinemdticas de equilibrio

€, Vxy, Kz - M, Vy, M,
Ecuaciones
constitutivas

Figura A.2: Variables y ecuaciones del modelo de Timoshenko.

Los esfuerzos en una rebanada de la viga (fuerzas internas consistentes con el modelo) en
el caso plano se representan en la Figura A.3. Son el esfuerzo axil N(x), el esfuerzo cortante
Vy(x), y el momento flector M. (x). El criterio de signos con el que se ha desarrollado la teoria
es facil de recordar: cada uno de los esfuerzos es positivo si acttia en el sentido positivo del eje
correspondiente sobre la cara frontal de la rebanada.

(SN

Figura A.3: Esfuerzos en una rebanada de viga (caso plano).

Las deformaciones generalizadas del modelo de Timoshenko (medidas de la deformacién
consistentes con el modelo) guardan una correspondencia directa con los esfuerzos enumerados
en el apartado anterior. Son: el alargamiento unitario de la directriz ¢(x), la distorsién angular
de la seccién y,,(x), y la rotacién unitaria de la seccién «.(x). (En este contexto, el adjetivo
unitario/a es equivalente a la expresion por unidad de longitud.) El significado fisico de estas
variables se representa en la Figura A .4.

dx r—du dx | dx

Figura A.4: Interpretacién de las deformaciones generalizadas tomando como referencia la cara dorsal
de una rebanada de viga de espesor diferencial (caso plano).

Las ecuaciones que relacionan las distintas variables son las siguientes:
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Ecuaciones cinemaéticas

du
=—, Al
€ P (A.la)
do
Vxy = dx 0z, (A.1b)
de
Ky = dxz . (A.lo)
Ecuaciones constitutivas
N =EAe, (A.2a)
Vy = GAvy Vxy, (A.2b)
M, = EIL, x,. (A.20)
Ecuaciones de equilibrio interno
dN
E +4x = 0, (A3a)
all 0 A.3b
—_— + = .
dx ‘7y ’ ( )
dM
dxz +V, +m; =0. (A.3¢)

En la ecuacién (A.2b), el drea de cortante en direccion y es Ay, = kA, donde k es el factor de
cortante de la seccién transversal, que vale 5/6 en el caso de una secciéon rectangular. En la
referencia [Ger02] se pueden consultar los valores de k para otros tipos de seccién.

Observando las ecuaciones anteriores, salta a la vista que en la viga recta el comportamien-
to a traccién/compresién esta desacoplado del comportamiento a flexién: en ninguna de las
ecuaciones (A.la), (A.28a), (A.3a) intervienen variables incluidas en las otras dos ecuaciones
de su grupo. Esto quiere decir que en una viga recta, en teoria lineal (también llamada de
primer orden), cada problema (traccién/compresién por una parte, y flexién por la otra) se pue-
de resolver de manera independiente. Asi pues, reordenando y eliminando las deformaciones
generalizadas de las ecuaciones, tenemos los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden:

Traccién/compresion:

[;] - [8 1/5 A] m B m : (A4)

Es interesante sefialar que sustituyendo la segunda ecuacién en la derivada de la
primera, obtenemos una tnica ecuacion diferencial de segundo orden:

dfu __4x

dx2 =~ EA’ (A-5)

que puede integrarse directamente para obtener la solucién de los desplazamientos
longitudinales.
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Flexién (viga de Timoshenko):

] [0 1 1/GAvy, 0 ][w 0
6. oo o 1/EL||e, 0
| = - . (A.6)
Vil oo 0 o [|{vy| |4y
M| o0 -1 0 | [M.] [m

En el problema de flexién, también se puede reescribir el sistema como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden eliminando los esfuerzos.
Sin embargo, este formato no aporta ningtn beneficio para su resolucién, y por lo
tanto lo omitimos.

En ambos casos la solucién al problema se obtiene como suma de la solucién del sistema
homogéneo (aquel en el que el término independiente —las cargas en este caso— es nulo) mas
una solucién particular del sistema completo. Incluimos aqui la solucién del sistema homogéneo
en cada problema, puesto que sera ttil para obtener la matriz de rigidez de la viga. Para definir
las condiciones de contorno, denominamos 1y 2 a los extremos inicial y final de la viga.

1. Solucién del problema homogéneo de traccién/compresién Suponemos que las condi-
ciones de contorno en la seccién x = 0 son:

u(0) = dx N(0) = —fx1 (A7)

El signo negativo en la fuerza se debe a que ésta acttia sobre la cara dorsal de la rebanada.
Por tanto, una fuerza positiva actuando sobre el extremo inicial de la viga equivale a
un axil negativo (de compresién) en ese mismo extremo. Integrando el sistema (A.4)
se obtiene la solucién de los desplazamientos longitudinales y los esfuerzos axiles en
funcién de las condiciones de contorno en la seccién inicial:

u(x) 1 —x/EA] [dx 1]
= 1. A8
[N(x)] [0 1 e (A9)
Como cabia esperar, para la viga libre de carga exterior longitudinal, los axiles son
constantes y los desplazamientos longitudinales varfan linealmente.

2. Solucién del problema homogéneo de flexién Suponemos que las condiciones de con-
torno en la seccién x = 0 (extremo 1) son:

v(0) =dya Vy(0) = —fy1 (A.9a)
62 (O) = 62,1 MZ (0) = _mzll (A.9b)

Los signos delos esfuerzos tienen la misma explicaciéon que en el caso de tracciéon /compresion.
Integrando el sistema (A.6) se obtiene la solucién de los desplazamientos transversales

y las rotaciones de flexién, y de los esfuerzos cortantes y momentos flectores en funcién
de las condiciones de contorno en la seccién inicial:

v(x) 1 x x3/(6EIZ)—x/GAVy —-x%/(2EL,)] [dx1

O-(x)| |0 1 x2/(2EL,) —x/EL, 0.1
M;(x) 0 0 x -1 mz,1

La solucién homogénea estd compuesta por cortantes constantes, funciones lineales para
los momentos flectores, cuadraticas para las rotaciones y ctibicas para los desplazamien-
tos.
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A.1.2. Deduccién del modelo de Timoshenko a partir del PDV

En esta seccién, vamos a deducir las ecuaciones presentadas en la anterior haciendo uso del
Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV).

Las ecuaciones (A.11) describen la cinematica de un punto de la seccién situado a una
distancia y del centroide. Los desplazamientos u*, v* del punto' —definido por sus coordenadas
(x, y)— se expresan en funcién de las traslaciones 1, v de la directriz y de la rotacién 0, de la
seccion (Figura A.5).

u'(x,y) = u(x) -y 0:(x), (Alla)
v'(x,y) = v(x). (A.11b)

Las tres funciones u(x), v(x), 6.(x) son los desplazamientos generalizados, que constituyen las
V<)

L/; 6, ()
w*(x,y) N

IU'*(Y,y) N v tx)

Ux)
J N U (x) ]

Figura A.5: Desplazamientos de los puntos materiales y desplazamientos generalizados del modelo de
Timoshenko.

incégnitas primarias del modelo de Timoshenko. El siguiente paso es calcular las deformaciones
empleando la teoria lineal de la elasticidad. Dado que el problema es plano, y a la vista de las
expresiones anteriores, inicamente hay dos componentes no nulas de la deformacién:

* au* ’ ’
&= 5 =u'—y0,=€—-yxK,, (A.12a)

. dut  ou’ ,
‘)/xy = —ax —+ ay =0 — QZ = ’)/xy_ (A.12b)

En las ecuaciones (A.12), hemos introducido las deformaciones generalizadas del modelo
plano de Timoshenko, que son exclusivamente funcién de la variable independiente x:

e:=u Alargamiento unitario de la directriz, (A.13a)
Vry = v -0, Deformacion de corte de la seccidn, (A.13b)
K, = 0, Rotacion unitaria de la seccién. (A.13¢)

Los desplazamientos virtuales y las deformaciones virtuales se obtienen como “derivadas” o
variaciones de los desplazamientos y las deformaciones:

ou" = ou —y o0, ov* = 6v (A.14a)
oey = ou’ —y o0, = de — y ok, 0Yyy = 00" = 60, = 0yxy (A.14b)

IDesignamos mediante un asterisco a los desplazamientos y/o componentes de la deformacién de los puntos
materiales del sélido.
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Trabajo virtual de las fuerzas internas

Ahora estamos en condiciones de evaluar el trabajo virtual de las fuerzas internas:
OWipt = / (65} 0y + 0%y T;y) dv
14

x=L
= / [q((ée ~ Y OKz) Oy + 0Yay Tyy) dA dix.
X

Operando y teniendo en cuenta que debido a que el sistema de referencia es central el momento
estatico /A y dA es nulo, se tiene:

L
Wit = / [6(—: (/ Oy dA) + 0y (/ Tay dA) + 0%, (—/ya; dA)} dx. (A.15)
0 A A A

Las integrales son las variables conjugadas de las variaciones de las deformaciones, y propor-
cionan la definicién estatica de los esfuerzos en el modelo plano de Timoshenko, que justifica
la denominacién resultantes de tensiones que aparece ene algunos textos:

N := / o, dA Esfuerzo axil, (A.16a)
A
Vy = / ’c;y dA Esfuerzo cortante, (A.16b)
A
M, = — / yo, dA Momento flector. (A16¢)
A

Por tanto, el trabajo virtual de las fuerzas internas es
L
OWint = / (6 N + 0yxy Vy + 6K M;) dx
0

L
=/ (6u’ N + (60" - 60.) Vy + 60, M:) dx (A.17)
0

En los problemas de estructuras es habitual tener como dato las cargas distribuidas sobre
los elementos de la estructura, y/o las cargas (fuerzas y momentos) puntuales, actuando en
secciones dadas. Estas acciones provienen generalmente de fuerzas de volumen y superficie
que se reducen al modelo con una técnica andloga a la empleada al desarrollar el trabajo
virtual de las fuerzas internas. En el caso del modelo plano de Timoshenko tendremos las
siguientes fuerzas generalizadas (acciones distribuidas a lo largo de la directriz) conjugadas de
los desplazamientos virtuales generalizados ou, 6v, 60,:

gx(x) Carga distribuida en direccién x,
qy(x) Carga distribuida en direccién y,
mz(x) Momento exterior distribuido de eje z.

En las secciones inicial (1) y final (2) de la viga, actian fuerzas y momentos que denominamos
fxa, fya, mz (inicial), y fy2, fy2, mz2 (final). No incluimos el proceso de reduccion de las
fuerzas exteriores de superficie y de volumen al modelo para no sobrecargar innecesariamente
el texto. Utilizando estas fuerzas generalizadas podemos escribir el trabajo virtual de las fuerzas
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exteriores asi:

L
OWext = / (614 gx + 00 qy + 00, mz) dx
0

+ 6u|x:O fxll + 6U|x:O fy,] + 692|x20 mz,]
+ 6u|x=L fx,2 + 6v|x=L fy,Z + 662|x=L mz2. (A18)
La primera linea representa el trabajo virtual de las acciones exteriores distribuidas a lo largo

de la directriz, y la segunda y tercera, las acciones exteriores sobre las secciones inicial y final,
respectivamente, de la viga.

El PDV nos dice que la viga de Timoshenko estd en equilibrio si, y solo si, 0Wj,; = 0W,y;
para cualquier sistema de desplazamientos virtuales 6u, 6v, 60, cineméaticamente admisibles.
Igualando (A.17) a (A.18),

L L
ou’'N + (60" = 66,)V, + 60, M) dx = ou gy + 6v g, + 60, my) dx
A y z A q dy

+ Ott|x=0 fx,1 + 00|x=0 fy,1 + 00z]x=0 Mz 1
+ 5u|x:L fx,2 + 5le:L fy,Z + 692|x:L mz . (A19)

Integrando por partes y agrupando a un lado de la igualdad resulta:

L
/0 [6u (N” + gx) + 60 (Vy’ - qy) +00; (ML +Vy +m;)]| dx

+0ttl =0 (N(0) + fi1) — 6utlx=r (N(L) = frz)
+ 00| x=0 (Vy(O) + fy,l) —00|x=L (Vy(L) - fy,Z)
+ 00;|x=0 (Mz(0) + my 1) — 60;|x= (Mz(L) —m;2) =0, (A.20)

ecuacién que debe cumplirse para cualquier variacién cinematicamente admisible de los despla-
zamientos generalizados 6u, 6v, 60,. Por lo tanto, los factores de los desplazamientos virtuales
generalizados, que deben anularse, proporcionan las ecuaciones de equilibrio interno del
modelo de Timoshenko:

dN
a +4x = 0, (A21a)
—2 = A21
dx + CIy 0/ ( b)
dM
dxz +V, +m; =0. (A.21c)

Las dos tltimas lineas de la ecuacién (A.20) representan el trabajo virtual (interno y externo)
en el contorno, y permiten formular las condiciones de contorno estaticas y cinematicas en
problemas concretos. Lo vemos en el siguiente ejemplo (Figura A.6).

Las condiciones de contorno cinemdticas del ejemplo son:

u(0) =v(0) =0,(0) =0 (empotramiento),
v(L)=0 (apoyo deslizante).

Por lo tanto, para que las variaciones de los desplazamientos generalizados sean cinematica-
mente admisibles debe cumplirse:

Out|x=0 = 00U|x=0 = 00;|x=0 = 6v|x=1 = 0.
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_ WM J 2,5 kN/wm 5 ko
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o ] te,

Figura A.6: Ejemplo de condiciones de contorno

con lo que los términos en los que aparecen estas variaciones en la ecuacién (A.20) se anulan
directamente, y no se tiene informacién a priori de las fuerzas y momentos correspondientes,
fx1, fy1, mz1, fy2, que son las reacciones en este ejemplo. Sin embargo, 6u| =1 y 60 |- serdn,
en general, no nulas, por lo que es necesario que se anulen sus cofactores. Por tanto, en este
caso, las condiciones de contorno estéticas son:

N(L) = -10 kN,
M.(L) = -5 kN m.

Insistimos en los criterios de signos empleados:

1. El criterio de signos de los desplazamientos generalizados es un criterio asociado a los
ejes del problema (desplazamientos positivos en el sentido de avance de los ejes).

2. El mismo criterio rige para las fuerzas y momentos exteriores distribuidos, y los que
actian en las secciones extremas. Las reacciones incégnita se han representado como
positivas con este criterio.

3. El criterio de signos de los esfuerzos tiene en cuenta que tienen orientaciones opuestas
sobre caras opuestas (Figura A.3): los esfuerzos son positivos cuando acttian en el sentido
positivo de los ejes en la cara positiva de cada rebanada.

El desarrollo presentado en esta secciéon pone de manifiesto las ventajas del empleo del
PDV: (1) las deformaciones generalizadas son consecuencia de la cinematica; (2) la definicién
de los esfuerzos y de las fuerzas generalizadas consistentes con el modelo se obtiene al reducir
el trabajo virtual de las fuerzas internas y exteriores del 3D al dominio 1D; (3) finalmente,
tras integrar por partes se obtienen las ecuaciones de equilibrio interno y de equilibrio en el
contorno. Todo este proceso se sintetiza en el diagrama de la figura A.7. Otro aspecto destacable
es que las definiciones estdticas de los esfuerzos, y las ecuaciones de equilibrio se obtienen
a partir del PDV con independencia de la ley constitutiva del material.

En la teoria clésica de vigas se asume que el comportamiento de las fibras longitudinales de
la viga es eldstico lineal:

ov=Eé&,=E(e-yx:), (A.22a)
Toy = Gy = GYxy- (A.22b)

Esta hipétesis permite obtener las ecuaciones constitutivas del modelo plano de Timoshenko,
que establecen una relacién lineal (consecuencia de la ley de comportamiento asumida) entre
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OWiny — 3D OW,xt — 3D

Cinematica

PDV — 1D

Fuerzas int. E
( A.23) uerzas ext.

Integracion| por partes

Eq. interno (A.21)
Eq. en el contorno

Figura A.7: Sinopsis de la aplicacién del PDV.

esfuerzos y deformaciones del modelo:
N = -/A oy dA=E e/A dA=EAe=EAu’ Esfuerzo axil, (A.23a)
vV, = ‘/A T;y dA = Gyyy /A dA =GAyy, =GA(W -0;) Esfuerzo cortante,  (A.23b)
M, =- ‘/A yo,dA=E KZ‘/A y2 dA =El,x, =EIL 0, Momento flector. (A.23¢)

Para obtener estas expresiones se ha tenido en cuenta que el sistema de referencia es centra, y
el momento estatico /A y dA es nulo.

Conocidos los esfuerzos, es posible evaluar la distribucién de tensiones sobre la seccién
despejando las deformaciones generalizadas en las ecuaciones (A.23), y sustituyendo en las
ecuaciones de la ley de Hooke (A.22) (Figura A.8):

. N M
oy =E(e-yx:) = Z_I_Zzy' (A.24a)
V
Toy = GYxy = Xy (esta distribucién es inconsistente). (A.24b)

La definicién constitutiva del cortante requiere una correccién. El motivo es que la distribucién
de tensiones tangenciales derivada de la cinemédtica de Timoshenko no es consistente con la
distribucién més precisa obtenida mediante la teoria de Zhuravski-Colignon, que es parabdlica
y se anula en las fibras superior e inferior de la seccién. La tension tangencial 7}, dada por la
ecuacion (A.24b) debe corregirse de forma que la energia de deformacién asociada coincida con
la obtenida a partir de la distribuciéon dada por la férmula de Zhuravski (Fig. A.9).

* Vy

Txy = A_Vy (A25)
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y
Ty 2 (1)

e S i

Figura A.8: Distribucién de tensiones normales debidas al esfuerzo axil y al momento flector (izq.)
y distribucién (inconsistente) de tensiones tangenciales debidas al cortante derivada de la hipétesis
cinemaética.

La férmula corregida incluye por tanto el drea de cortante Ay, mencionada anteriormente. El

resultado se puede interpretar como un promedio de la distribucién dada por la férmula de
Zhuravski.

Txy

T T TP P

Figura A.9: Distribucién de tensiones tangenciales segtin la férmula de Zhuravski.

En la seccién anterior ya incluimos los sistemas de ecuaciones que describen el comporta-
miento de la viga de Timoshenko, que se obtienen al sustituir las ecuaciones cineméticas en las
constitutivas y las de equilibrio, eliminando las deformaciones generalizadas. Dado un sistema
de cargas exteriores, la soluciéon del sistema proporciona los desplazamientos generalizados
y los esfuerzos. A partir de ahi, la cinematica del modelo (A.11), permite obtener los despla-
zamientos en cualquier punto de una seccién, y las ecuaciones (A.24) las tensiones en dichos
puntos.

A.2. Modelo de viga de Navier-Bernoulli

Las secciones transversales (inicialmente perpendiculares a la directriz de la viga) son indeforma-
bles en su plano, y permanecen planas y perpendiculares a la directriz deformada.

Aunque el modelo de Navier-Bernoulli también puede deducirse a partir del PDV, vamos
a deducirlo de los resultados obtenidos del modelo de Timoshenko imponiendo la restriccién
cinemadtica adicional, que es la siguiente:

0, =10 (A.26)

Esta restriccidn tiene tres consecuencias inmediatas:
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a— )= ES]

\I Ux)
U (x)

Figura A.10: Cinematica del modelo de Navier-Bernoulli.

N v ipo

¢ Larotacién 0, deja de ser un grado de libertad.

* La deformacién de corte )y, es nula en todas las secciones —cf. Ec. (A.13b).

* Elesfuerzo cortante V, deja de ser un esfuerzo consistente con la teorfa, ya que no tiene
una ecuacion constitutiva asociada. La ecuacién constitutiva (A.23b) solo tiene sentido
si se admite que la rigidez GA — oo, ya que yyx, = 0. Es importante sefialar que el
esfuerzo cortante en el modelo de Navier-Bernoulli, en general, no es nulo puesto
que es necesario para el equilibrio; simplemente no se puede deducir de la ecuacién
constitutiva Vy = oo - 0.

Teniendo en cuenta la restriccién (A.26), las ecuaciones del modelo se deducen de las de
Timoshenko y son las siguientes:

Ecuaciones cinematicas

du
=—, A.27
€ e ( a)
d?v
Ky = @ (A27b)
Ecuaciones constitutivas
N =EAe, (A.28a)
M, = EI, x,. (A.28b)
Ecuaciones de equilibrio interno
dN
a +4x = 0, (A29a)
d’m
dxzz =qy. (A.29b)

De nuevo, el comportamiento a traccién/compresién estd desacoplado del comportamiento
a flexién, que queda definido mediante solo tres ecuaciones: (A.27b), (A.28b), (A.29b). Es-
trictamente, el modelo no permite aplicar directamente pares distribuidos de eje v, que son
conjugados de la rotacion de flexiéon de las secciones, pues ésta ya no es un grado de libertad.

Por otra parte, el cortante se obtiene como derivada del momento —consecuencia de la

ecuacion (A.3¢)—:

dx ’

Vv, = (A.30)
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y la rotacién de las secciones se obtiene como derivada del desplazamiento transversal de

acuerdo con (A.26):
_do

6, = —.
27 dx

(A.31)

Las variables y ecuaciones se sintetizan en el diagrama de la figura A.11. El cortante se ha
escrito entre paréntesis para insistir en la idea de que, atin no siendo nulo, no es un esfuerzo
consistente con el modelo.

U, v Gx, Gy
Ecuaciones Ecuaciones
cinemadticas de equilibrio

€/ Kz . N, M (Vy)

Ecuaciones
constitutivas

Figura A.11: Variables y ecuaciones del modelo de Navier-Bernoulli.

El motivo de que el modelo de Navier-Bernoulli fuese adoptado durante el s.XIX como la
teoria de vigas sometidas a flexion, es que se puede reducir a una tinica ecuacién diferencial
de cuarto orden facilmente resoluble. Derivando dos veces (A.28b) y sustituyendo en (A.29b)
y (A.27b) se obtiene la ecuacién diferencial de la eldstica:

dlo _ ay

— = . A.32
dx4 EI, (A.32)

O esta version alternativa, muy ttil para obtener la deformada de la directriz una vez conocido
el diagrama de momentos,

MZ:EIZ@ :EIZE

dando lugar a los denominados Teoremas de Mohr.

dzv( d@z)/ (A33)
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APENDICE B

Matriz de rigidez de la viga de Timoshenko

En esta seccién obtendremos la matriz de rigidez de la viga de Timoshenko a partir de las
soluciones analitcas de las ecuaciones diferenciales que rigen los problemas homogéneos de
traccién-compresion y de flexiéon de Timoshenko, obtenidas en el Apéndice A. Particularizan-
do las soluciones en x = L obtendremos expresiones que relacionan todas las variables que
intervienen en la ecuacion de rigidez del elemento (2.4).

Comenzamos por la solucién del problema homogéneo de traccién/compresién —Ec. (A.8)
particularizada en el extremo final de la viga—:

e
dx,Z
e

x,2

e
dx,l
e

x,1

(B.1)

wd) | [ 1 &
N@L) | 0 -1

Recordamos que las variables en los extremos de la viga se denotan mediante los subindices
1 (extremo inicial, x = 0) y 2 (extremo final, x = L). Tampoco empleamos el superindice e en
las caracteristicas de la seccién y la longitud del elemento para evitar sobrecargar la notacién.
Reordenando obtenemos la ecuacién de rigidez del problema de traccién/compresion:

EA = EA
G| T T || e
e | 7| EA EA 4° (B2)
x,2 _F — x,2

L ¢ L

A continuacién, empleamos el mismo procedimiento para el problema homogéneo de
flexién de Timoshenko —Ec. (A.10)—. En primer lugar obtenemos la solucién en x = L:

[ d, ] [ P S
b2 iy (L) 6EL, GAy, EL || %n
N 92’2 = |.. GZ(L) | = 0 1 L_Z L 95/1 . (B 3)
| v | EL EIL, e ‘
" 0 -1 0 ’
m:, Me(L) 0 L 1 m;

Reordenando por bloques se obtiene la ecuacién de rigidez del problema de flexién de Ti-
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moshenko en el plano x, y:

Apéndice B. Matriz de rigidez de la viga de Timoshenko

12EI, 6EI,  12EIL 6EI,
. T A+a)l3 (1+a)2 (A+a)l3 (A+a)l? |y i
yA 6EI, 4+aELl. 6EI, 2—-aElL vl
m; A+a)[2 1+a L  (1+al2 1+a L 6:
< - _12EI.  6EL 12EI, __6EL &,
. Q+a)l®  (A+a)2 (1+a)L3 (1+ a)L2? @e’
Man | 6EL 2-aEL.  6EL 4+aEL |l Y2 ]
1+a)l2 1+a L  (1+a)l2 1+a L
con el factor de cortante:
_ 12FL
‘T GaAy, L2

(B.4)

(B.5)

Agrupando las ecuaciones (B.2) y (B.4) obtenemos la ecuacién de rigidez de la viga de Ti-
moshenko en ejes locales (flexién en el plano x, y)

EA EA
- 0 - 0 0
L 0 L _

e ] 12EL, 6EI, 12EL, 6EI, e

x1 0 3 2 0 - 3 2 %1

. 1+a)L 1+a)L 1+a)L 1+a)L e

yA 6EI, 4+aEL _ 6EL 2-aEL vl
moy | (1+a)l2 1+a L 1+a)l2 1+a L 0:

2 _EA 0 0 EA 0 0 ds

e L L dC

v.2 o __ I12EL  6EL 12EL, __6EL v2
m:, 1+a)L3  (1+a)l? A+a)l3 (+a)l2 || 6, |

] 6EL, 2-aEL __6EL 4+aEL
(1+a)L2? 1+a L 1+a)l2 1+a L

(B.6)

La matriz de rigidez de la viga de Timoshenko en problemas planos tiene 6 X 6 elementos
(12 x 12 en el caso 3D), ya que relaciona los 6 grados de libertad (3 en cada extremo de la viga)
con las 6 componentes de fuerza o momento correspondientes que acttian sobre las secciones
extremas del elemento (Fig. 2.4). Recordemos que cada columna de la matriz proporciona las
reacciones en la viga biempotrada cuando se impone el desplazamiento o giro unidad que
corresponde a dicha columna de la matriz.

La matriz de rigidez de la viga de Navier-Bernoulli en ejes locales se obtiene facilmente.
Basta tener en cuenta que el factor de cortante se anula, puesto que la indeformabilidad a
cortante implica que GAy,, — oo, luego @ — 0. Entonces,

0 12E1I, 6EI, 0 _12EIZ 6EI,
L3 L? L3 L?
0 6EI, 4E], _6EIZ 2EI,
12 L L2 L
EA EA
- 0 0 — 0 0
L L
0 _12]51Z _6EIZ 12E1, _6EIZ
L3 L2 L3 L?
0 6EI, 2EI, 0 _6EIZ 4E1I,
L2 L L2 L

(B.7)
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