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Resumen

El presente trabajo consiste en una mvestigacion sobre las primeras teorias fisico-
matematicas aplicadas al estudio del vuelo artificial con aeroplanos, y particularmente el
tratamiento del problema de la estabilidad longitudinal. Se analizan las aportaciones
minimamente analitico-formales de G. Cayley, A. Pénaud, O. Lilienthal, A. Zahm v los
hermanos W. & O. Wright. Se estudian también las publicaciones matematicamente mas
solidas de N. E. Zhukowsky, H. G. Bryan, F. Ferber, F. W. Lanchester, R. Soreau, P.
Painlevé, G. de Bothezat y T. Von Karman & E. Trefftz. Se incluye también el estudio de
la aportacion eminentemente divulgativa de E. A. Duchéne. El periodo analizado abarca
desde 1799 hasta 1913.

Abstract

The present work consists of an investigation on the first physical-mathematical
theories applied to the study of the artificial flight with airplanes, and in particular the
treatment of the problem of longitudinal stability. The minmally analytical-formal
contributions of G. Cayley, A. Pénaud, O. Lilienthal, A. Zahm and the W. & O. Wright
brothers are analyzed. The mathematically stronger publications of N. E. Zhukowsky, H.
Bryan, F. Ferber, F. W. Lanchester, R. Soreau, P. Painlevé, G. de Bothezat and T. Von
Karman & E. Trefttz, are also studied. Also included 1s the study of the eminently
informative contribution of E. A. Duchéne. The period analyzed covers from 1799 to 1913.

Resum

El present treball consisteix en una investigacid sobre les primeres teories fisico-
matematiques aplicades a l'estudi del vol artificial amb aeroplans, 1 particularment el
tractament del problema de lestabilitat longitudinal. S'analitzen les aportacions
minimament analitico-formals de G. Cayley, A. Pénaud, O. Lilienthal, A. Zahm 1 els
germans W. & O. Wright. S'estudien també les publicacions matematicament més solides
de N.E. Zhukowsky, H.G. Bryan, F. Ferber, F.W. Lanchester, R.Soreau, P. Painlevé, G.
de Bothezat y T. Von Kirman & E. Trefftz. Sinclou també l'estudi de l'aportacio
eminentment divulgativa d' E.A. Duchéne. El periode analitzat abarca des de 1799 fins

1913.
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constitutivos de sus planeadores.

Fig. 3.5: Esquema bdsico para analizar el comportamiento longitudinal de un planeador,
sometido a una corriente de velocidad V', con angulo de ataque ¢, un ala de cuerda AB
con su centro de presion en el punto C (Coordenada desde el punto B: xCAw) y empenaje
trasero FG, (con su centro de presion a una distancia xCAtdesde B), deflectable un angulo
+0;. El peso - mg- situado en la vertical del punto C. El dangulo @ es el asiento

longitudinal, tomado positivo hacia arriba. Fjes tierra X, Z.

Fig. 3.6: Plano y cotas del modelo de 1804. Se trata de un modelo reducido de planeador
que Cayley utilizo para estudiar el vuelo de planeo.

Fig. 3.7: Modelo de 1804. La cola esta unida al cuerpo del planeador mediante una varilla
metilica que admite deformaciones en sentido vertical y lateral, y asi permite estudiar el

comportamiento del modelo frente a diferentes angulos O

Fig. 3.8: Boceto del modelo de 1808. La geometria del disenio aparece incompleta en el
texto de Cayley; lo utiliza para describir aspectos parciales relacionados con el centro de
presion.

Fig. 3.9: Boceto del modelo de 1818. Boceto de planeador del que se sirve Cayley para
explicar la funcién de la cola, separada una cierta distancia del ala principal.

Fig. 3.10A: Explicacion de la funcion equilibradora de la cola. (Centro de gravedad por
delante de las superficies sustentadoras).

Fig. 3.10B: Explicacion de la funcion equilibradora de la cola. (Centro de gravedad entre
las superficies sustentadoras).

Fig. 3.11: Modelo de planeador de 1849/1853, usado por Cayley para investigar
trayectorias.
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Fig. 3.12: Modelo de planeador de 1852. FEl tamano debia permitir la presencia en su
interior de una persona. El ala y el conjunto estabilizador es similar al utilizado en el
planeador de 1804. Se anaden ahora elementos de control accionados por el piloto.

Fig. 4.1A: Esquema geométrico utilizado por Pénaud para explicar su teoria sobre el efecto
estabilizador de la cola.

Fig. 4.1B: Esquema geométrico utilizado por Pénaud para explicar su teoria sobre el efecto
estabilizador de la cola, con indicacién de los parametros relevantes.

Fig. 4.2: Modelo de avion construido por Pénaud; con el que demostré la eficacia
estabilizadora de la pequenia cola horizontal trasera.

Fig. 4.3: Bosquejo del avion, patentado por Pénaud y Gauchat, y constituido por una sola
ala dotada de un muy pequeno empenaje. La situacion relativa del CDG vy del centro de
presion debido al angulo 'y del debido a O , se muestran en el dibujo.

Fig. 5.1: Ejemplo tipico del modo que emplea Lilienthal para presentar graficamente la
relacion entre la fuerza aerodinamica sobre una placa - en este caso plana -y el angulo de
ataque. El modulo de los vectores representa la magnitud de la fuerza aerodinamica y su
inclinacion (respecto de la velocidad) puede leerse directamente en el grafico.

Fig. 5.2: La fuerza aerodinamica resultante es situada en el centro de la cuerda de la placa.

Fig. 5.3. Fuerza normal y tangencial de un perfil alar con curvatura sometido a una corriente
con angulo de ataque « .

Fig. 5.4, Coeficiente 1] CL((Z) correspondiente a la Tabla 5.1

Fig. 5.5. Coeficiente QCI-((I) correspondiente a la Tabla 5.1

Fig. 5.6 Eficiencia Aerodinamica correspondiente a la Tabla 5.1
Fig. 5.7: Lilienthal experiment6 con formas voladoras -tipo cometa- inspiradas en las aves.

Fig. 5.8: El control longitudinal de los planeadores de Lilienthal se lograba mediante el
desplazamiento del centro de gravedad del aparato; para lograrlo, el piloto tenia que
desplazar sus piernas o su cuerpo en el grado necesario, hacia adelante o hacia atras.
(También hacia los lados para el control lateral)

Fig. 5.9: Boceto de planeador de Lilienthal; este es uno de los 19 disenios diferentes que
lleg6 a realizar, y en los que efectué numerosos vuelos. Puede verse el perfil alar curvo, y
el curioso empenaje abatible en un solo sentido.

Fig. 6.1: Descripcion esquematica para el estudio del vuelo planeado. El ala es asimilada
a una placa plana AB.

Fig. 6.2: Esquema utilizado por Zhukowsky para establecer las ecuaciones de la dinamica
del movimiento no estacionario de una placa plana en vuelo de planeo en un plano vertical.

Fig. 6.3: Distintas trayectorias que puede realizar una placa plana AB en vuelo planeado.
La trayectoria recta (L) indica vuelo estrictamente estacionario; las demads trayectorias se
diferencian unas de otras en las condiciones iniciales del vuelo, y no son estacionarias.
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Fig. 6.4: Las condiciones iniciales del vuelo planeado se establecen en las variables 7, y V,

. La variable V; es una magnitud vectorial, por tanto queda definido también, por las
condiciones indicadas, el angulo de ataque nicial. (Esto permite intuir lo delicado de las
condiciones iniciales del lanzamiento para una placa plana).

Fig. 6.5: Distintas trayectorias, segun sean las condiciones iniciales de integracion de la
ecuaclion diferencial [6.14].

Fig.: 6.6 Curva Polar de Lilienthal
Fig.: 6.7 Analisis geométrico de la Curva Polar de Lilienthal

Fig. 6.8 Ubicacién geométrica del valor 6ptimo de f para minima potencia consumida

en el vuelo.
Fig.: 6.9 Analisis geométrico de CA( Jos )Sin )i} tan® Y]

Fig. 6.10: Reproduccion del grafico de Zhukowsky en el que se representa un cuerpo -la
pequena placa cuyo perfil lateral se observa en el dibujo- que cae en el aire girando
alrededor del punto O. Las lineas de corriente en el punto A se bifurcan y se unen de
nuevo en D. La linea cerrada conforma un perfil y se supone asimilable a una forma
aerodiamica estandar.

Fig. 6.11: Dos superficies sustentadoras AB y DE, de areas S;,S, La segunda realiza la

funcion amortiguadora. La traccion pasa por el CDG.

Fig. 6.12. Oscilaciones de dos aeroplanos geométricamente iguales, salvo en que tienen
un parametro L diferente.

Fig. 7.1: Placa plana con imén deflectado y CDG adelantado.
Fig. 7.2: Placa plana con timon deflectado y CDG entre las resultantes aerodindmicas.

Fig.  7.3: Distribucion de sustentacion para un perfil simétrico dotado de un timén:
efecto de Angulo de ataque y efecto de deflexion del timon. (NACA RP 2348)*

Fig. 8.1: Representacion grafica del movimiento del centro de presion en funcion del
angulo de ataque. Es un ejemplo del tipo de experimentos que realizaron los Wright.

Fig. 8.2: Modelo de planeador de los Wright; version sin propulsion, previa al “ Flyver”.

(1899).

Fig. 8.3: Evolucion de los aviones de los Wright: de avion inestable a estable.
(Desplazamiento del Centro Aerodinamico por detras del CDG).

Fig. 9.1: Sistema de ejes y nomenclatura utilizada por B&W para establecer las ecuaciones
de la dinamica del vuelo de un planeador.

Fig. 9.2: Esquema para el estudio de una sola placa sustentadora
Fig. 9.3: Estudio de dos placas planas separadas con el mismo dangulo de ataque geométrico.

Fig. 9.4 Estudio de dos placas planas separadas con diferente dngulo de ataque geométrico.
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Fig. 9.5: Parametros y nomenclatura para el estudio de dos placas planas separadas con
diferente angulo de ataque geométrico.

Fig. 10.1: Esquema explicativo de las superficies equivalentes de Ferber.
Fig. 10.2: Aeroplano Equivalente completo, segiin Ferber.

Fig. 10.3: Aeroplano Equivalente: vista de perfil. Coordenadas geométricas de puntos
relevantes.

Fig. 10.4: Aeroplano Equivalente: wvista frontal. Coordenadas geométricas de puntos
relevantes.

Fig. 10.5: Aeroplano Equivalente: linea de accion de la traccion F. El Punto G es el CDG.
Fig. 10.6: Sistema de Fjes Cuerpo de Referencia para el Aeroplano Equivalente.

Fig. 10.7: Evaluacion aproximada del efecto de las velocidades angulares. Coordenadas
relevantes.

Fig. 10.8: Esquema para andlisis de vuelo estacionario en un plano vertical.
Fig. 11.1: Esquema genérico de una placa plana con angulo de ataque.
Fig. 11.2: Esquema de Lanchester para el estudio de las trayectorias conservativas.

Fig. 11.3: Diferentes trayectorias Fugoides, obtenidas variando las condiciones iciales del
lanzamiento.

Fig. 11.4: Modelo de Planeador de Otto Lilienthal estudiado por Lanchester.

Fig. 11.5: Ubicacion de los centros aerodinamicos del ala (xCAl), de la cola (xCA2), del
centro de gravedad (xCDG) y del Punto Neutro (xPN). (En este caso xCDG coincide con
xCAl).

Fig. 11.6: Definicion del dngulo f segtin Lanchester.

Fig. 11.7: Definicion de los angulos [ v & segtin Lanchester.
Fig. 12.1: Modelo de ala (Forma en planta y perfil) ensayada por Lilienthal.
Fig. 12.2: Curva Polar del ala de la Fig. 12.1

Fig. 12.3: Ehciencia Aerodinamica del ala de la Fig. 12.1, correspondiente a las ecuaciones
[12.12].

Fig. 12.4: Esquema y nomenclatura para el analisis del vuelo no estacionario en un plano
vertical.

Fig. 12.5: Esquema y nomenclatura para el andlisis de la estabilidad de un aeroplano con
propulsion en vuelo en un plano vertical.

Fig. 13.1: Esquema de placa sometida a una corriente con angulo de ataque. Composicion
de Fuerzas.

Fig. 13.2: Placa en vuelo planeado. Estudio de la estabilidad.
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Fig. 13.3: Placa en vuelo planeado. Estudio de la estabilidad (cont.)
Fig. 13.4: Placa en vuelo planeado. Estudio de la estabilidad (cont.).
Fig. 13.5: Placa en vuelo planeado en un plano vertical. Estudio de la estabilidad dinamica.

Fig. 13.6: Grafico de la Eficiencia Aerodindmica y de su derivada respecto de la incidencia,
para un caso particular. La zona A es estable, y la B inestable. Polar de coeficientes
constantes.

Fig. 14.1: Esquema para el cilculo de la fuerza aerodinamica generada por la velocidad
angular de una superficie que gira alrededor de un eje en el mismo plano, con el centro de
giro fuera de la superficie.

Fig. 14.2: Esquema descriptivo de un aeroplano con tres superficies, una sustentadora
principal (vw)) y dos de control longitudinal: una delantera (gg) y otra trasera (gg?) con
traccion central.

Fig. 14.3: La “Hipérbola de Pénaud”, segin De Bothezat.

Fig. 14.4: Esquema para el estudio del Par Central de Cabeceo de un aeroplano con
superficies de control delantera y trasera.

Fig. 14.5: Sistema de referencia de velocidades, angulos y fuerzas para la obtencion de las
ecuaciones linealizadas de la dinimica de un aeroplano en un plano vertical.

Fig. 14.6: Ramas de la Ecuacién Caracteristica de Estabilidad para el aeroplano Ref.
[14.36B], con indicaciéon de asintotas y definicion de zonas segin tangencias posibles.

Fig. 14.7: Ramas de la Ecuacion Caracteristica de Estabilidad para el aeroplano (Cfr. Nota
7) junto con la recta AB propia de este mismo avion. (Puede verse que apenas es visible y
casi se confunde con el eje horizontal).

Fig. 14.8: Recinto para determinar el nimero de raices de la Ecuacion Caracteristica por
el Teorema de Cauchy.

Fig. 14.9: Esquema tridimensional de De Bothezat para el andlisis de la estabilidad de un
aeroplano.

Fig. 15.1: Sistema de Ejes de Referencia, ligados al aeroplano, utilizado por Bryan.

Fig. 15.2: Esquema de Ejes de referencia y nomenclatura para el estudio del vuelo de una
placa plana. (No son ahora los de la Fig. 15.1). La velocidad U es paralela al eje X.

Fig. 15.3: Esquema y nomenclatura para el estudio del vuelo de una placa plana. (Detalle)

Fig. 15.4: Comparacion entre el modelo aerodindmico para las fuerzas de Bryan (1911) y
el modelo actual.

Fig. 15.5: Esquema de Aeroplano Elemental con estabilizador trasero estudiado por Bryan.

Fig. 16.1: Descomposicion de fuerzas aerodinamicas y gravitatorias para una placa plana
(equivalente) sometida a una corriente de aire.

28



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

Fig. 16.2: Flujo alrededor de una placa plana, segin Duchéne (Parte II, Cap. IV, Fig. 37)
Fig. 16.3: Comparacion del desplazamiento del centro de presiéon en un perfil plano
(simétrico) y en un perfil con curvatura.

Fig. 16.4: Comparacion del desplazamiento del centro de presién en un perfil plano
(simétrico) y en un perfil con curvatura.

Fig. 16.5; Esquema para el analisis de la estabilidad estatica. Sistema sustentador formado
por dos alas a distinto dngulo de ataque geométrico.

Fig. 16.6: Sistema de dos alas con la linea de accion de resultante sustentadora R pasando
por el CDG.

Fig. 16.7: Sistema de dos alas con la linea de accion de resultante sustentadora R no
pasando por el CDG.

Fig. 16.8: Sistema de dos alas con la supertficie de control delante de la principal. (Sistema
“Flyer” de los Wright)

Fig. 16.9: Esquema de un Sistema formado por dos alas sustentadoras, con el CDG entre
ellas. Sistema principal delantero.

Fig. 16.10: Esquema de un Sistema formado por dos alas sustentadoras, con el CDG entre
ellas. Sistema principal trasero.

Fig. 16.11: Esquema explicativo de la estabilidad estatica. Cambio generado en la posicion
del centro de presion de una sola ala por un incremento del angulo de incidencia.

Fig. 16.12: Esquema explicativo de la estabilidad estatica. Cambio generado en la posicion
del centro de presion de un conjunto de dos alas por un mcremento del angulo de
incidencia.

Fig. 16.13: Esquema explicativo de la estabilidad estatica. Conjunto de dos alas con el CDG
por delante de las resultantes de sustentacion de las dos alas.

Fig. 16.14: Esquema explicativo de la estabilidad estitica. Aeroplano con dos elementos
sustentadores: el plano principal no genera momento de cabeceo.

Fig. 16.15: Ejemplos de configuraciones estables.
Fig. 16.16: Ejemplos de configuraciones no estables.
Fig. 16.17: Esquema explicativo de la funcion estabilizadora de la cola.

Fig. 16.18: Ejemplo de diseno estable de un modelo sencillo de aeroplano. (Es visible la
deflexion negativa de la superficie horizontal de la cola)

Fig. 17.1: Referencias de ejes, angulos y fuerzas para un aeroplano propulsado, con dos
elementos sustentadores.

Fig. 17.2: Referencias de ejes, angulos y fuerzas para un aeroplano propulsado, con de dos
elementos sustentadores, en vuelo horizontal.

Fig. 17.3: Modificacion del momento de cabeceo al variar el angulo de ataque. Curva
metacéntrica.
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Fig. 17.4: Curva metacéntrica de un perfil alar con curvatura.
Fig. 17.5: Curva metacéntrica de un perfil alar con curvatura. Representacion tradicional.
Fig. 17.6: Representacion grafica genérica de la Curva de Estabilidad de VK&T.

Fig. 17. 7: Representacion grafica de la Curva de Estabilidad de VK&'T para un caso
particular. Los valores correspondientes de z aparecen indicados sobre la curva, asi como
los dos bucles caracteristicos. (El bucle pequeno aparece en detalle ampliado).

Fig. 17.8: Ejemplo de un caso particular de Recta de Klein con las raices de la Ecuacion de
Estabilidad indicadas sobre ella.

Fig. 17.9: La recta de Klein corta a la Curva de la Ecuacion de Estabilidad en dos puntos
para el bucle pequeno (raices pequenas) y dos puntos para raices grandes (bucle grande).
(Se trata del mismo caso particular del grafico 17.8)

Fig. 17.10; Curva de la Ecuacion de Estabilidad para b= 0 y valores diversos de “a” desde

“_»

a = ) hasta a = 9. El bucle pequeno no es visible. El parametro “p” en abscisas, y “q” en
ordenadas.

Fig. 17.11; Curva de la Ecuacion de Estabilidad para b=0 y valores diversos de “a” desde a
=) hasta a = 9. Sélo el bucle pequeno es visible entero. El bucle pequenio no es visible. El
parametro “p” en abscisas, y “q” en ordenadas.

Fig. 17.12: Curva de Estabilidad. (Repetida aqui por conveniencia).

Fig. 17.13: Grafico de la Curva de Estabilidad con la recta de Klein correspondiente a p=30

“_»

y q=100). El parametro “p” en abscisas, y “q” en ordenadas.

Fig. 17.14, a): 4 raices reales

Fig. 17.14, b): 4 raices reales

Fig. 17.14, ¢): 2 raices reales y 2 1maginarias.

Fig. 17.14, d): 2 raices reales y 2 1maginarias.

Fig. 17.15: 4 raices imaginarias. Este es el caso habitual en los aeroplanos convencionales.
Fig. 17.16: Representacion genérica de las envolventes de la Ecuacion de Estabihdad de

VK&T, en ejes (p,q).

Fig. 17.17: Representacion de las envolventes de la Ecuacion de Estabilidad de VK&T para
el caso particular descrito en el texto.

Fig. 17.18: Asignacion de Zonas generadas por las envolventes de la Ecuacion de
Estabilidad de VK&T, para el estudio de las tangentes posibles.

Fig. 17.19: Estudio de tangentes. Lectura directa del valor del amortiguamiento en el punto
de corte sobre el eje de abscisas.

Fig. 17.20: Puntos clave de la Zonificacion de las envolventes de la Curva de Estabilidad.

Fig. 17.21: Evolucion de tangentes a secantes en las Envolventes de la Curva de Estabilidad

de VK&T, (1).
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Fig. 17.22: La tangente (bb’) se convierte en secante y corta al eje q=0 mas cerca del origen
(menor amortiguamiento). La tangente (a2’) se convierte en secante y corta al eje =0 mas
lejos del origen (mayor amortiguamiento) y (2).

Fig. 17.23: Curvas de elevado amortiguamiento para distintas frecuencias, en funcion de p
y de q.

Fig. 17.24: Curvas de baja frecuencia para distintos valores (bajos) del amortiguamiento, en
funcion de py de q.

Fig. 17.25: Zona de Inestabilidad y Limite de Estabilidad, en funcion de py q.

Fig. 17.26: Representacién grafica de la parte real v de la parte imaginaria de dos de las
raices (z1, z2) de la Ecuacion de Estabilidad, para valores de p=0 y {0 Q< 4}

Fig. 17.27: Representacion grafica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las
raices (z1, z2) de la Ecuacion de Estabilidad, para distintos valores de p y {O <0< 20}

Fig. 17.28: Representacion grafica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las
raices (z3, z4) de la Ecuaciéon de Estabilidad, para valores de p=0y {0 <g< 4}

Fig. 17.29: Representacion grafica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las

raices (z3, z4) de la Ecuaciéon de Estabilidad, para distintos valores de p y {0 <Q< 20}
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NOMENCILATURA®

Nota: algunos simbolos aparecen repetidos debido al diferente significado que tienen segin
el autor estudiado.

Simbolos
a Semicuerda de un ala plana (m)
a Angulo definitorio de superficie equivalente ([°] o rad.) (Ferber)
AR  Alargamiento alar (bz/ S)
Envergadura alar (m)
Cuerda alar (m)
CIr'W  Cuerda alar en la raiz (m)

CL, Pendiente del coeficiente de sustentacion respecto de @ (CL, =dCL/da)

[24
CN  Coehciente de Fuerza Aerodindmica normal a la superficie sustentadora.
CL  Cochiciente de sustentacion.
CL, Coeficiente de sustentaciéon con incidencia nula.
CD  Coefhiciente de Resistencia aerodinamica.
CD, Coeficiente de resistencia aerodinamica pardsita.

CDG  Centro de gravedad de un aeroplano.

CM  Coehiciente de Momento de Cabeceo de un aeroplano.

CM_  Derivada aerodinamica que representa el Momento de cabeceo respecto del

angulo de ataque (CM_, =dCM /da)
CM a Derivada aerodindmica adimensional que representa el coeficiente del Momento
: c dCM
de cabeceo respecto generado por una velocidad angular q. CM, = N g
q
€oswaig Factor de Oswald.
FA  FEficiencia Aerodinamica. (EA= CL/ CD)

* Para no generar excesiva incomodidad, no se han recogido aqui el significado de todos los simbolos que
aparecen en el presente trabajo, aunque si de la mayoria. Los que no lo han sido aqui, son claramente
explicados en la parte del texto -o en las ecuaciones- del apartado correspondiente.
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F Fuerza aerodindmica normal a la trayectoria. (N.)
Fv  Fuerza aerodindmica normal a la trayectoria. (N.)
F Fuerza aerodinamica tangencial a la trayectoria. (N.)
f Flecha geométrica de un perfil. (Utilizado para definir la curvatura). (m)
f Factor de resistencia parasita.

fL (05) Funcion de Langley para calcular la sustentacion en funcion de @

f,,  Derivada respecto de @ de la Funcion de Langley.
g Aceleracion de la gravedad (m/ s? )
h Factor de cabeceo generado por la velocidad angular q. (ml—)
(Painlevé)
H n  Altura Natural. Concepto de Lanchester. (m)
I,,  Momento de inercia respecto de un eje que pasa por el CDG y es perpendicular al
plano de simetria de un aeroplano. (kg mz)
I,,  Momento de inercia respecto de un eje que pasa por el CDG segun el eje OXb
(kgm’)
I,, Momento de inercia respecto de un eje que pasa por el CDG segtn el eje OZb
(kg )
Resistencia aerodinamica especifica del aire (kg / m®)
K,  Resistencia aecrodinamica especifica del elemento de subindice (i) de un aeroplano.
(kg /m?)
K Constante de resistencia aerodinamica inducida | K = 1 para una
T AR eOswaId
: : . : 2
curva Polar de resistencia acrodinamica de la forma: CD= CDO +KCL
K Constante adimensional de estabilidad de Lanchester.
K Coeficiente de Eficacia de un ala. (Soreau)
K"  Coeficiente de resistencia especifica del aire para @ < 30° (kg / m3)
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L Sustentacion (N
L Sustentacion de un perfil alar 2D debida al angulo de ataque. (N.) (Eq. 2.4)
L;  Sustentacion de un perfil alar 2D debida a la curvatura. (N.) (Eq. 2.4)

LE  Borde de ataque de un perfil acrodindmico (“Leading Edge”)

LRH En los graficos, es la Linea de Referencia Horizontal, respecto de la que se mide la

pendiente.

M Momento de cabeceo de un aeroplano. (N. m)
m Masa (kg)

r Radio de curvatura de la trayectoria de un aeroplano. (m)

r Velocidad angular de giro de un aeroplano alrededor de su eje OZb (rad/s)
r Factor de resistencia “inducida”.

r, Radio de mercia correspondiente al eje (m)

p Velocidad angular de giro de un aeroplano alrededor de su eje OXb (rad/s)
q Velocidad angular de giro de un aeroplano alrededor de su eje OYb (rad/s)
Q Calidad de un ala. (Soreau)

R Resultante de la fuerza aerodinamica (kg m/ s* = Newton) y a veces también (N/g)
S Superficie (m2 )
Si Superficie del elemento de subindice (1) de un aparato volador. (m2 )
T Fuerza aerodiamica tangencial a la trayectoria. (N.)

TE  Borde de salida de un perfil aerodinamico (“ 7railing Fdge”)
u Velocidad de vuelo segun el eje X.  (Bryan) (m/s)

Vv Velocidad de vuelo (m/s)

VN Velocidad Natural. Concepto caracteristico de Lanchester definido en el capitulo

correspondiente a este autor. (m/s)
VZ Velocidad vertical de descenso. (m/s)
W Velocidad de vuelo segun el eje 7. (Bryan)

XCP  Coordenada de la posicion del centro de presion de una superficie sustentadora,

medida positivamente desde el borde de ataque de la cuerda alar en la raiz en el sentido
de la corriente de aire. (m)
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xCP (05 ) Posicion del centro de presion en funcién del dngulo de ataque. (m)
XCA  Posicion del centro de presion del elemento correspondiente al subindice (i)

XCA, Posicion del centro de presion de un elemento sustentador correspondiente a la

sustentacion debida exclusivamente al angulo de ataque @ (Régimen aerodinamico lineal).
dxCA )
da

(Atencion: XCA, #

XCA;  Posicion del centro de presion de un elemento sustentador correspondiente a la

sustentaciéon debida a exclusivamente a la deflexion & (Régimen aerodinamico lineal)

dxCA )

(Atencion: XCA; #
X Coordenada horizontal en un sistema de ejes de referencia correspondiente al
plano vertical.

Z Coordenada vertical en un sistema de ejes de referencia.

2D  Fluyjo Bidimensional

3D Flyjo Tridimensional.

Simbolos en griego.

o Incidencia; Angul() de ataque ([°] o rad.)
oy Angulo de ataque de sustentacion nula. (Perfiles con curvatura)
)] Angulo de ataque geométrico de un ala (Bryan); angulo geométrico de salida de un

perfil 2D (Lanchester); dngulos caracteristicos de un perfil 2D curvo (Soreau); Angulo de
derrape o resbalamiento (Aerodinamica).

Yol Densidad del aire. (kg/m®)
o Angulo de asiento longitudinal de un acroplano OX/LRH  ([°] o rad.)

o Deflexién angular de una superficie de control, positiva si el borde de fuga va hacia
abajo. ([°] orad.)

& Angulo de ataque geométrico de una superficie ([°l o rad.)
¥ Pendiente de la trayectoria ([°] o rad.)
A Variable de Laplace; Autovalor.

¢J (05 ) Funcion de Joessel para calcular la posicion del centro de presion en funcion de o

¢,,  Derivada respecto de & de la Funcion de Joessel.
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Factor de Estabilidad (Lanchester).
Traccion de la hélice. (De Bothezat).

Angulo de Euler. Azimut /Rumbo.

Angulo de Euler. Asiento Longitudinal.

&%ﬁ@e‘

Angulo de Euler. Asiento lateral/Balance.

o, Frecuencia de oscilacion de las soluciones imaginarias de la ecuacion caracteristica

de un sistema lineal.

(o3 Superficie equivalente de un aeroplano segin el eje lateral Y, con el centro

geométrico situado en el punto de coordenadas {l, 77} del plano de simetria del acroplano.
(Ferber)

(o3 Factor de nomenclatura particular de Soreau. (Dimensiones fisicas de KS)  (Kg/m)

0¢da Gradiente de desviacion de la corriente al pasar por una zona en la que estd

presente un ala sustentadora.

K Factor de “Sweep” (Lanchester).

Subindices

c Superficie tipo “canard”

t Superficie de cola. (“tarl’)

w Superficie principal. (“wing”)
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Capitulo 1

Introduccién.

Contenido

1.1 Generalidades

1.2 Un problema de aerodinamica.
1.3 Estabilidad Estatica.

1.4 Estabilidad Diamica.

1.5 Nota.

1.1 Generalidades

El presente documento se propone el estudio critico de los primeros intentos
cientificos para configurar un marco fisico-matematico adecuado para la descripcion de

la dinamica del vuelo, con especial énfasis en el estudio de la estabilidad longitudinal.

La “Estabilidad “del movimiento de un avién es un tema que surge antes incluso
del primer vuelo controlado y motorizado, y antes también de que la comunidad cientifica
disponga de un modelo aerodiniamico satisfactorio. La solucion matematica de las
ecuaciones se Intenta mncorporando métodos de probada eficacia en el campo de la
mgenieria mecanica. Las aportaciones mas solidas son realizadas  principalmente por

matematicos profesionales.

Hemos tratado de identificar aquellos autores que en los albores de la aviacion y
de forma significativamente relevante han aportado contenidos materialmente pertinentes
y formalmente matematicos al andlisis de la mecanica del vuelo. Esto con independencia
de que la linea por ellos incoada haya tenido o no continuidad; asi pues se mcorporaran
también autores cuyas aportaciones no han pasado a formar parte del marco descriptivo

aceptado, por diversas razones que se explican en los capitulos finales de la tesis. El primer
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trabajo analizado’ es de 1809y el tltimo es de 1913. Abarcan, por tanto, algo mas de un
siglo de investigacion aerondutica, y nos ha conducido a 15 publicaciones de 17 autores,
que trataremos en orden cronologico.

La decision de terminar este estudio en los albores de la primera guerra mundial es
un tanto convencional’, y no significa que se hubiera ya logrado una interpretacion’ formal
fisico-matematica plenamente satisfactoria. Debemos resenar que una teoria solida y
consistente de la estabilidad estitica no fue lograda hasta los anos 1920/30, por tanto no
debe esperarse, como sintesis final de los autores aqui estudiados, un cuerpo compacto y
coherente de doctrina sobre la estabilidad de los aviones.

A los capitulos dedicados al estudio de cada autor precede una breve sintesis de la
situacion de la ciencia aerodindmica a finales del siglo XIX (Cap. 2). Se vera que, incluso
en problemas que estian cerca del nivel observacional, aparecen significativas discrepancias
en las mediciones y también en las formulaciones’. El cuerpo de doctrina admitido y
sistematizado’ es precario. En particular no se dispone de una teorfa ampliamente
aceptada sobre el valor de la fuerza que el aire ejerce sobre el perfil del ala; practicamente
todos los autores suponen la fuerza perpendicular a la placa o cuerda del perfil,
despreciando la inclinacion de la sustentacion; la resistencia de friccion es considerada
irrelevante; y no disponen de un conocimiento preciso del comportamiento del centro de
presion ni ha cuajado todavia el concepto de centro aerodinamico.

Los autores seleccionados’ son:

’ La razén por la que en el titulo de la tesis se menciona 1799 como ano de comienzo del presente estudio
es la siguiente: en ese aino Cayley grabé en un medallén de plata la descomposicion vectorial de fuerzas que,
en su aparente sencillez, describe el problema fundamental del vuelo atmosférico con superficies
sustentadoras; nos ha parecido inadecuado no mencionarlo. (Vid. Cap. 3)

'Y, ciertamente, es objetable. La primera Guerra Mundial caus6 un impulso muy grande en la investigacion
acrondutica de los paises beligerantes. Nosotros cerramos este estudio sobre los pioneros precisamente en el
umbral de este inmenso desarrollo posterior que abre varias lineas de trabajo independientes, aunque
técnicamente convergentes, con una intensificaciéon del aspecto institucional, sin que desaparecieran por
completo las aportaciones personales. Un argumento secundario que también ha influido en nuestra decision
ha sido el tamanio que iba adquiriendo el presente trabajo, que parece estar pidiendo una segunda parte que
no tendria el cardcter de un mero anexo complementario, sino entitativamente sustancial.

" Quedan asi excluidas de este estudio aportaciones importantes cronolégicamente no muy alejadas; por
ejemplo, sin afan de exhaustividad: Glauert, H. “Summary of the present state of Knowledge with regard to
Stability and Control of Aeroplanes”, Reports & Memoranda No. 710 (1920); Gates, S. B. “A Survey of
Longitudinal Stability below the Stall with an Abstract for Designer’s use”, Reports & Memoranda No. 1118
(1927); Lyon, H. M. & Alia. “A Theoretical Analysis of Longitudinal Dynamic Stability in Gliding Flight’, R
& M No. 2075 (1942); Gates, S. B. & Lyon, H. M. “A Continuation of Longitudinal Stability and Control
Analysis”, Part I (General Theory) & Part IT (Interpretation of Flight Tests). R&M No. 2017. (1944).

* Un experimento es un método para interrogar a la naturaleza y obtener una respuesta, pero la naturaleza
no responde con formulas matematicas, sino con hechos, y son los cientificos los que asignan al fenomeno
observado los formulismos que consideran mas ajustados a sus observaciones. Estos formulismos dependen
también de la creatividad y de la capacidad de interpretacion del investigador.

" A partir de datos fragmentarios es dificil obtener nuevos conocimientos, se hace mas dificil la critica y la
capacidad explicativa, y se complica también el trabajo posterior de otros estudiosos. Si no hay una base
comun conmensurable se vuelve complicado interrelacionar trabajos de distintos investigadores que trabajan
sobre lo mismo.

* G. H. Bryan aparece dos veces. Esto se debe a que se ha optado por un desarrollo basado en el orden
cronologico de aparicion de las publicaciones; Bryan intervino decisivamente en dos ocasiones. Se ha
omitido el estudio de Quittner, V. “Studies on the Stability of Aircraft”; “La technique Moderne”; Oct. Dic.
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e G. Cayley (1773-1857)
e A. Pénaud (1850-1880)
e O. Lilienthal (1848-1896)
e N. E. Zhukowsky (1847-1921)
e A.F. Zahm (1862-1954)

o W.Wright (1867-1912) & O. Wright. (1871-1948)
e G.H.Bryan (1864-1928) & W. E. Williams (1881-1962)
e F. Ferber (1862-1909)

e F. W. Lanchester (1868-1946)

e R. Soreau (1865-193)

e P. Painlevé (1863-1933)

e G. de Bothezat (1882-1940)

e G. H. Bryan (1864-1928)

e L. A. Duchéne (1869-1946)

e T.V.Kirman (1881-1963) & E. Trefftz (1888-1937)

De cada uno de estos se ha elegido una’ publicacion caracteristica que aporta algo
positivo  al estudio de la estabilidad longitudinal. Esto deja fuera de nuestro estudio las

contribuciones que el autor pudo hacer posteriormente.

Se ha realizado el estudio de cada una de ellas, subrayando los conceptos nuevos
mtroducidos por cada autor. Segun la ocasion, se mencionaran los que no han tenido
continuidad y la causa, s1 nos resulta factible, sea al final del capitulo correspondiente o en
las conclusiones. Se describen también en la medida necesaria las teorias aerodinamicas
aceptadas por cada autor, como base previa necesaria para el analisis matematico del
vuelo, procurando convertir los razonamientos o argumentos meramente verbales o
geométricos en sus homologos algebraicos. Se procura fijar de modo critico los puntos de
apoyo de las hipotesis utilizadas en los que las teorias y las conclusiones expuestas por el

autor resultan fallidas, en los casos en que parezca ser asi.

Se analiza el modo como plantea cada autor el problema de la estabilidad
longitudinal, y siempre que lo admitan con razonable coherencia, se wierten los

desarrollos matematicos a una terminologia actual apropiada, para que el texto de la tesis

(1910) v Feb. (1911). Cronolégicamente le correspondia haber sido incluido aqui; sus aportaciones
fundamentales fueron recogidas de forma inadvertida en el trabajo -analizado en el capitulo 17- de Von
Karman & Trefftz, segtin ¢l mismo indica, y sobre quienes reclama la correspondiente prioridad.

’ Ocasionalmente se ha analizado mdas de una publicacion del mismo autor, cuando por las caracteristicas del
mismo o de las publicaciones, resultaba conveniente.

" Aunque se trata de un problema menor, las diferentes nomenclaturas usadas, para los mismos conceptos
o para diferentes, dificultan la comprension. (“Una gran confusion se origina por el hecho de que cada
autor elige diferentes términos y nombres para los mismos conceptos, y frecuentemente los presenta también
de modo distinto -es decir, con adimensionalizaciones mas o menos caprichosas: factores diversos,
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tenga unidad. Esto puede requerir el desarrollo de conceptos de mecanica de vuelo que
anteceden logicamente al andlisis de la estabilidad. Hemos tratado de ofrecer una sintesis
de los axiomas o hipétesis que asume cada autor [4, 5, 6, 7], el modelo aerodiniamico
que acepta, las herramientas matematicas que emplea, simplificaciones que realiza, etc...
y también de las  justificaciones, puntos eventualmente confusos, conclusiones
particulares, titubeos, extrapolaciones, etc... Nos ha interesado particularmente rastrear"
el contenido de su aportacion cientifica consolidada, que ha pasado a constituir parte
fundamental del paradigma cientifico vigente.

Cuando un autor considera suficientemente desarrollados — sus calculos
matematicos y alcanzadas las conclusiones que deseaba, normalmente se detiene en ese
punto; en alguna ocasion nosotros trataremos de prolongar sus desarrollos y de explicitar
conclusiones que pudieron permanecer latentes, siempre que sea factible sin deformar
los conceptos o forzar la cronologia. Andlogamente, efectuaremos desarrollos paralelos en
las ocasiones en las que el propio autor parezca sugerirlo, o sea oportuno por el tema
tratado.

Todo esto realizado con el objetivo de determinar la novedad y el peso especifico
relativo de las aportaciones al estudio de la estabilidad, permanentes o no, de los pioneros
de la teorfa matematica de la mecdanica del vuelo, asi como eventuales cuestiones anejas de
autoria, cronologia y prioridades que puedan surgir.

Las ciencias fisicas, en sus explicaciones, suelen acudir a representaciones
esquematicas o simplificadas de realidades mdas complejas. Las nociones de “cuerpo
rigido”, “fluido sin viscosidad”, “centro de gravedad”, “gas perfecto”, “punto material”,
etc... son abstracciones. La no inclusion en el estudio de un fenomeno fisico de un efecto
que realmente se da, pero cuyo efecto es -o se considera- pequeno, o inicialmente
relevante, es una simplificacion de una realidad mas compleja. Las hipotesis que le
parecen naturales al autor, asumidas no siempre de forma explicita, suelen incluir aspectos
convencionales y esquematicos.

Pongamos algunos ejemplos que se encuentran presentes en los trabajos de los
pioneros estudiados.

(1) Suponen que, si se somete una placa plana delgada a una corriente, la fuerza
resultante serd perpendicular a la placa. Esto evidentemente capta (en parte) un

aspecto bastante real, fija el marco grafico representativo para la sustentacion;

longitudes multiplicadas o divididas - de modo que el lector podria sacar la impresion equivocada de estar
trabajando con un monton de cosas diversas... Seria muy deseable que se llegase a un acuerdo sobre la
designacion y el nombre de las variables mads importantes. Esto redundaria en beneficio de futuros
investigadores y convertiria los resultados obtenidos en verdaderamente aplicables”). La cita -del aiio 19183-
es del Prof. Quittner, de Berlin.

" Un indicativo hasta cierto punto cuantificador de la influencia de un pionero nos parece claro: el ntimero
de citaciones -relacionadas con los aspectos que estudiamos ahora- que aparecen en trabajos posteriores de
otros autores. (Anexo final del Cap. 18)
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muchos pioneros consideran que no omite nada esencial. A medida que las
mediciones sean mds precisas, el modelo serd modificado, incorporando la
resistencia debida a efectos viscosos y -muy lmitadamente- desprendimientos de
la corriente.

(2) Se vera que, en todos"” los casos estudiados, no se tiene en cuenta la desviacion de
la corriente que tiene lugar cuando esta atraviesa una zona en la que esta presente
un ala que genera sustentacion. En el estudio de la estabilidad de los aviones, una
de cuyas caracteristicas mads tipicas es la presencia constante de relaciones entre
angulos de velocidades y superficies de incidencia, prescindir de esta desviacion
altera el aspecto formal matematico de las conclusiones de la estabilidad estatica,
aunque no siempre necesariamente el sentido. La estabilidad dindmica requeriria,
ademas, la inclusion del efecto del retardo en esta desviacion.

(3) Todos consideran que la resistencia aecrodindmica no es un factor relevante - salvo
Ferber, que hace un uso muy peculiar de ella- en cuestiones relacionadas con la
estabilidad longitudinal. Algunos lo indican expresamente, pero la mayoria lo dan
por simplemente obvio o adquirido. Parece que influyen en esto dos cosas: (a) que
la resistencia aerodinamica es (debe ser) pequena comparada con la sustentacion,
o de otro modo el vuelo artificial no seria posible; (b) que las proyecciones sobre
el plano de simetria de las dimensiones transversales (verticales y laterales) de un
avion suelen ser pequenas frente a las longitudinales). Quizis se podria afiadir una
tercera razon de menor entidad: es dificil de evaluar a priori la linea de accion” de
las resultantes de las resistencias aerodinamicas generadas por cada componente
del acroplano vy las distancias que las separan del CDG del avién completo.

Como puede verse, el estudio que nos hemos propuesto apenas traspasa los
umbrales de la naciente aviacion. El aino 1913 es simplemente una década posterior al
primer vuelo propulsado y controlado de los Wright.

12 Algunos pioneros -los que estan en posesion de una formacién fisico-matematica mas completa- conocen
estas limitaciones, pero estiman que su inclusion -si fuese posible cuantificarla de alguna manera- no alteraria
la “tendencia general del fenémeno” estudiado, aunque carecen de una verificacién empirica suficiente.

Lanchester es el tnico de los pioneros que estudiamos ahora que la introduce.

“ En algunos textos académicos de mecanica de vuelo se asumen lineas de accion de las resultantes de la
resistencia aerodindmica de cada elemento constitutivo del avion y se calcula el momento total, lo que
produce una expresion no lineal en &  que se suele simplificar obviando los momentos generados por la
resistencia aerodindmica, ya que normalmente son pequenios frente a los aerodindmicos y propulsivos y su
presencia harfa desaparecer el concepto simple de Punto Neutro, o Centro Aerodindmico del avién
completo, que se ha demostrado muy util. (Por ¢jemplo, las simplifica Schmidt, D. T. “Modern Flight
Dynamics”, (Pag. 237 y ss.) McGraw-Hill. (2012); por el contrario, no las simplifica Phillips, W. F.,
“Mechanics of Flight”, Wiley & Sons, Pag. 407 y ss. (2004), pero este autor debe decidir categéricamente
(por razones académicas) el valor de algunos factores geométricos, respecto de las  lineas de accién de la
resistencia, cuya fijjacion parece razonable y, a la vez, un poco discrecional.
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1.2 Un problema de Aerodinimica.

El estudio de la estabilidad exige establecer el sistema de ecuaciones fisico-matematicas
que describe el comportamiento, respecto del tiempo, de las variables que definen los
grados de libertad del sistema fisico analizado, y su dependencia de los parametros de
control. En este sistema deben aparecer necesariamente los modelos matematicos de las
fuerzas y de los momentos presentes.

En el caso de los aeroplanos, las fuerzas a tener en cuenta para su estudio son: la
gravitatoria, la propulsiva, y la aerodinamica, por orden creciente de complejidad” y de
dificultad de determinacion. La de maximo interés era la fuerza que genera una superficie
formando un cierto dngulo con una corriente de aire (Cfr. Cayley, Cap. 3). La respuesta,
de importancia determinante, fue de lenta gestacién. Algunas teorias nacieron muy pronto.
Los (aparentemente) erraticos datos que la ciencia aerodinamica del momento ofrecia no
facilitaban el trabajo de los pioneros. Este panorama es descrito, como ya se ha dicho, en

el Cap. 2.

La respuesta a la pregunta sobre el valor de una fuerza consta de dos partes
iseparables: (1) debe predecir su modulo y (2) debe predecir la linea de accion segan la
que actda. La respuesta aproximada a la primera pregunta se obtendra con relativa claridad.
Y sobre esto encontraremos diversas varzaciones, en funcion de la creatividad de cada
pionero. La respuesta a la segunda requerird un esfuerzo de investigacion mas intenso. De
hecho, en el aiio en el que termina nuestro estudio (1913) todavia no se ha conseguido un
modelo satisfactorio amphamente difundido y aceptado por la comunidad cientifica. Hay
dos razones para esto:

(1) Las placas con curvatura -para angulos de ataque pequenos- proporcionan mas
sustentacion y en mejores condiciones” que las planas de la misma forma en
planta. Esto afecta al modulo de la fuerza; ninguna de las explicaciones
“tedricas” que se dan para explicar este hecho es correcta y algunas son
pintorescas. Este efecto no causa gran dificultad practica, incluso puede ser
conveniente desde el punto de vista estructural, de no ser por la segunda razoén.

(2) La segunda razoén es que el comportamiento de la linea de accion de la fuerza
de sustentacion, cuando varia el dngulo de ataque (dentro del intervalo de
angulos aceptables para la aviacion convencional), es muy diferente en un caso
yen el otro. Las teorias aerodinamicas vigentes no conocen explicacion teérica
que lo justifique”:  Esto desconcierta a los pioneros, e incrementa la
complejidad de sus ecuaciones, al intentar tener en cuenta todos los posibles

" Il comportamiento de las hélices fue también objeto de intensa investigacion y dio lugar a muchas teorias.
Zhukowsky, los Wright, Ferber, Soreau, Lanchester, Painlevé y De Bothezat se cuentan entre los pioneros
aqui estudiados que desarrollaron una teoria sobre la hélice. Estos trabajos no son ahora objeto de nuestro
estudio.

" De desprendimiento de la corriente, por ejemplo.

" Los trabajos de Kutta, cuya importancia no es posible minimizar para la solucion del problema generado
por el movimiento del centro de presion de las placas curvas, permanecen todavia practicamente
desconocidos.
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comportamientos del centro de presion. En este aspecto resulta paradigmatico
De Bothezat (Cap. 14)

1.3 Estabilidad Estatica

Algunos pioneros -(Cayley; 1808, Cap. 3), (Pénaud; 1872, Cap. 4), (Zahm; 1894, Cap.
7)- propusieron el plano de cola como un elemento basico para lograr dos objetivos: el
aeroplanos sin cola (Lilienthal; 1889, Cap. 5); para aeroplanos con la cola por delante,
(Wright W&O; 1899, Cap. 8). Una descripcion divulgativa esencialmente — correcta
aparecera en 1911, (Duchéne; Cap. 16).

equilibrado estatico del aeroplano vy el logro de la estabilizacion en cabeceo”; para

En el campo de la acrodinamica teérica tuvo lugar un avance muy importante cuando
se demostré que la sustentacion debida al angulo de ataque podia suponerse aplicada en
el ~ 25% de la cuerda; y que esto era una propiedad de todos los perfiles sustentadores;
la sustentacion debida a la curvatura era funcion de ésta y  actuaba aproximadamente en
el 50% de la cuerda, es decir, creaba un par independiente del dngulo de ataque [1]. (Hacia
anos que esto era conocido, pues los ensayos en tuneles aerodinamicos asi lo mostraban).
El desarrollo de la Teoria de la Estabilidad Estatica adquiere carta de ciudadania con las
publicaciones de Gates (RAE Farnborough) [3], con la definicion de Centro
Aerodinamico y la posterior inclusion del plano de cola, que permite definir un Centro
Aerodinamico del avion completo (Punto Neutro). Pero esto queda ya fuera de las fechas
extremas que abarca nuestro estudio.

1.4 Estabilidad Dindmica

La expresion general de las ecuaciones dinamicas del movimiento con 6 grados de
libertad (GDI) era conocida y utilizada para analizar el comportamiento de un sélido
rigido. Kl estudio de la estabilidad dindmica de un aeroplano exige su uso. Esto es
mtentado por primera vez por Ferber (1908, Cap. 10), y posteriormente por De Bothezat
(1911, Cap. 14) y Bryan (1911, Cap. 15). Todos ellos comprueban que -a partir de las
ecuaciones para vuelo equilibrado en un plano vertical- el sistema de seis GDL se
transforma en dos sistemas independientes de 3 GDL: uno describe la dinamica
longitudinal (sistema simétrico), y otro la dinamica lateral direccional (sistema asimétrico).
Nosotros nos centramos en el sistema simétrico.

El estudio matematico del vuelo con tres grados de libertad lo mnicia Zhukowsky (1891,
Cap. 6), y lo prosiguen Bryan y Willilams (1904, Cap. 9), Lanchester (1907/8, Cap. 11),
Soreau (1909, Cap. 12), y Painlevé (1909, Cap. 13). La aportacion de Von Kiarman &
Trefttz (1913, Cap.17) se anade, de un modo mas completo, a los anteriores.

"« Equilibrado estitico” y “ Estabilizacion en cabeceo” son conceptos imprecisos aun no definidos. Pero los
problemas fisicos correspondientes, como es logico, estin ya presentes.
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Las teorias desarrolladas por estos pioneros no resultaban de utilidad para los
primeros diseniadores. El modelo matematico relacionado con la estabilidad estatica no
resultaba facil de entender y la parte relativa a la estabilidad dinamica era dificil de aplicar.

Hoy, con un escenario matematico dominado por la computacion y el software, puede
resultar dificil captar el hecho siguiente: hace un siglo constituia un desafio formidable tratar
de obtener conclusiones de valor general a partir de las soluciones de una ecuacion
polinémica de cuarto grado, con coeficientes simbolicos formados por coaliciones
algebraicas de parametros caracteristicos del aeroplano y de las condiciones de vuelo. Los
pioneros se centraron en dos métodos posibles para analizar el polinomio de estabilidad:

(1) El primero de estos métodos consiste en aplicar las conclusiones de un trabajo
de Routh que relaciona los signos de los coeficientes de los términos de una
ecuacioén polinomica con los signos de las raices. Es valido tanto para raices
reales como mmaginarias. La dificultad estriba en que los coeficientes suelen
tener forma complicada y no es facil extraer conclusiones generales. Lo intenta
primero Ferber (1908, Cap. 10), logrando un éxito parcial y limitado. Bryan
(1911, Cap. 1)), logra resultados mas definitivos y  consolidados de un modo
elegante y -aparentemente- sin esfuerzo, aunque lejos de una eventual
aplicacion préctica.

(2) El segundo método consiste en aplicar el de las Rectas de Klein (o de las
Envolventes) para las raices reales, complementado con el de Cauchy/Sturm
para tratar de obtener informacion sobre las raices 1mmaginarias. Al igual que en
el anterior método, es dificultoso llegar a conclusiones generales y debido a la
mezcla de geometria, inecuacionesy zonas de validez, tampoco es comodo. De
Bothezat lo emplea con habilidad (Cap. 14). Los resultados de De Bothezat
pasaron practicamente madvertidos. Este método es también utilizado por Von
Karman y Trefftz en 1913 (Cap. 17), cuando ya se habian publicado las
mvestigaciones de De Bothezat y Bryan.

1.5 Nota sobre las caracteristicas del presente trabajo.

Se podra observar que el tamaiio de los capitulos es variable. Algunos son cortos
y otros mas extensos. Esto viene exigido por la materia que ofrecen las diferentes
publicaciones analizadas; en algunos casos, aun constituyendo material 1mportante, no
ocupa mucho espacio. En otros casos se requiere mayor extensiéon para describirlo
apropiadamente.

Deseamos mencionar también que este trabajo conlleva la confrontacion con
antiguas fuentes histéricas impresas, las mas alejadas de nosotros con mas de doscientos
anos de antigiiedad, las mas recientes con no menos de un siglo. Encontramos en ellas muy
diversos formatos, con diferencias tanto en sus objetivos como en las metodologias, en el
grado de completitud de sus desarrollos, en su coherencia respecto de los principios de la
fisica vigente en su momento, en el rigor de sus métodos de manipulacion algebraica y de
sus calculos matematicos, en la claridad de los conceptos e hipotesis -frecuentemente
solamente 1mplicitos-, en las terminologias y nomenclaturas usadas por cada pionero, y
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también, ocasionalmente, en la pérdida de parte de la documentacion relevante o
dificultades para localizar la complementaria, debido a la relativamente frecuente citacion
mcompleta de las referencias.

Por lo que acabamos de mencionar resulta procedente mformar al lector de lo
sigulente: para la interpretacion de los textos menos claros de algunos pioneros hemos
optado por aquella exégesis que nos ha parecido mas cercana a las soluciones aceptadas
como definitivas después de ellos. Es decir, nos hemos inclinado por asignar en cada caso
la interpretacion que resultaba mds acorde con la consideracion de “pionero” que les
hemos atribuido.

Resulta completamente superfluo anadir que ninguna de las eventuales criticas que
puedan aparecer a lo largo de las paginas de este estudio puede Interpretarse como una
minusvaloracion, por minima que esta pudiera ser, del trabajo de unos adelantados que
decidieron transitar, no siempre sin incomprensiones, territorios inexplorados por la
mteligencia humana.

Finalmente, anadamos que la idea que dio origen a este trabajo procede de lo que
puede considerarse como un precedente aunque en un campo solo parcialmente
coincidente: el de la aerodindmica: el libro de Ackroyd, J. A. D, Axcell, B. P. & Ruban, A.
L; “Early Developments of Modern Aerodynamics”. AIAA (Reston, USA) & Butterworth-
Heinemann (Oxford, UK). (2001). Nosotros hemos intentado un trabajo anilogo en el
campo de la mecinica de vuelo, circunscrito exclusivamente al tema de la estabilidad
dinamica longitudinal.

No hemos encontrado trabajos previos que pudieran considerarse precedentes
directos del presente estudio considerado globalmente, aunque si elaboraciones sobre
algan autor mdividual. A estos trabajos se hace referencia explicita mediante una citacion
bibliografica en el capitulo correspondiente, o en el cuerpo del propio capitulo, si el caso
lo requiere.
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Capitulo 2

Teorias aerodinamicas a finales del siglo XIX, en los
temas relacionados con el estudio de la estabilidad de
aviones.

Contenido
2.1 Introduccion. Placa plana sometida a una corriente de aire.
2.2 La denominada “Resistencia Aerodinamica Especifica del Aire”.
2.3 La Resistencia aerodinamica de una placa con incidencia variable.
2.4 Relacion entre la funcion f (a) y coehcientes aerodinamicos asimilables a los
clasicos CL(O() y CD(a)
2.5 La posicion del centro de presion.
2.5.1 Placas planas
2.5.2 Placas curvas
2.6 Inicio de la teoria matematica de perfiles bidimensionales.
2.7 Conclusiones.

2.8 Anexo 1. Sobre el modo de representar el momento de cabeceo de los perfiles
aerodinamicos.

2.9 Anexo II. La Ley de Avanzini.

Bibliografia.

2.1  Introduccién. Placa plana sometida a una corriente de aire.
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Se ha considerado conveniente para el estudio critico-histérico del andlisis de la
estabilidad de los aviones hacer una breve descripcion de los resultados experimentales
relevantes de la ciencia aecrodinamica de finales del siglo XIX y de la primera teoria
sobre  perfiles compatible con los resultados experimentales. Esto nos permitird
mtroducir los modelos fisico-matematicos que, en los afios iniciales de la aviacién,
mtentaban predecir las fuerzas aecrodinamicas sobre superficies delgadas y la posicion
del centro de presion, en funcion del dangulo de incidencia (a') Se trata de
mnformacion 1mprescindible para el estudio del equilibrio y la estabilidad de una
aeronave.

2.2 La denominada “Resistencia Aerodindmica Especifica del Aire”

La palabra “ Resistencia”, que actualmente se refiere exclusivamente a la parte de la
fuerza aerodinamica que se opone al movimiento, se utiliza aqui referida a la fuerza
aerodinamica total. En la mayoria de los experimentos iniciales se utilizaron placas
planas”, de forma rectangular, cuadrada o circular, sometidas a una corriente de aire, y
para calcular la fuerza aerodinamica R (a) se suponia vahda la siguiente expresion,

con independencia de la forma geométrica de la placa:
R(a)=KSV*f(a) con f(90°)=1 R(90°)=KSV? 12,01
Siendo R la fuerza aerodindmica total, la superficie alar (.$), la velocidad (V) y una

supuesta “constante” (K), que tiene dimensiones fisicas de densidad en el S.I. La

expresion f (05 ) modelizaba el comportamiento de R respecto de la incidencia.

Cuando la placa se ensaya” en wuna corriente perpendicular a la misma, con
f(90°) =1 e, .
=1 aparentemente la iinica incégnita a determinar era el valor de K, que se

suponia constante y se designé con el nombre de  “Resistencia Especifica del Aire”.
Se trabaja con las siguientes hipotesis y convenciones:

e Se considera un dato experimental firme que la resistencia aerodinamica varia
como el cuadrado de la velocidad [107], [44], [45], [46], salvo para regimenes muy
bajos o muy altos [62], [63], [64]. La influencia de la densidad suele estar implicita,

18 s s . . . : i . . ;
La aerodindmica de una placa plana sometida a una corriente de aire a diferentes angulos de ataque podria
de entrada parecer un problema que no debiera presentar complicaciones. A titulo de ejemplo solamente, la
simple nspeccién visual de un documento reciente, especificamente dedicado a este problema, permite
desprenderse de una impresion demasiado simplista. (Cfr. “ Fluid Forces and moments on flat plates”; ESDU
70015; Royal Aeronautical Society (1970).
19 . c r . . . .
Puede encontrarse en Ref. [105] una informacion muy completa sobre los experimentos acerca de la
resistencia de las placas planas anteriores a 1780.
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pero algunos mvestigadores las mencionan explicitamente cuando tratan con aire y
no con agua [104].

e Con alguna excepcion - Rayleigh [52], Lanchester [10]- no se suele considerar
mmportante el efecto de la viscosidad.

e No sin discusion - [111], [48]-, se acepta que si1 la placa se mueve en el aire en
reposo, o al contrario, el resultado no se ve afectado. (Principio del movimiento
relativo).

e (Curiosamente, para algunos mnvestigadores era mads importante la influencia del
perimetro de la placa que la superficie [35].

e Se discute si1 la fuerza aerodindmica aumenta o disminuye con la forma de la
superficie S. El problema surgia del hecho de que una misma cantidad de
superficie plana -expuesta a un fluyjo normal- podia variar su resistencia
aerodiniamica segun /a forma que adoptase la superficie. Esto es reconocido como
un punto importante, pero no existe una teoria que cuantifique la influencia de
la “forma” de la superficie.

e La posicion del Centro de Presion para una placa normal a la corriente, si la placa
tenia simetria segin dos ejes, coincide con el punto de interseccion de los ejes.

Si la placa es plana, no hay ambigiiedad en la determinacion de la incidencia. Si
tiene curvatura, se define un “plano equivalente” que contiene los bordes delantero y
posterior del ala, habitualmente rectos y normales a la corriente. La incidencia
generalmente se mide tomando como referencia el plano asi definido. El espesor de la

placa, no siempre mencionado, es pequeno.

La superficie S esti perfectamente determinada para la placa plana. Para
superficies curvas se considerarda como superficie de referencia la del plano definido segin
el parrafo anterior. Los experimentos” con placas normales a la corriente, conduciran a
diferentes resultados para la supuesta constante K. Para determinar su valor” se hicieron

20

Los procedimientos experimentales de los primeros investigadores abarcan un amplio espectro: desde
artilugios rudimentarios, que materializan con mas o menos destreza  “una idea particular” de un
investigador, hasta algunos (pocos) laboratorios aerodindmicos apoyados por instituciones privadas o
estatales bien equipados: S. P. Langley (USA), Riabuchinsky (Rusia), G. Eiffel (Francia),... Entre un extremo
y otro se pueden encontrar investigadores que muestran un notable ingenio para confeccionar sus ttiles de
experimentaciéon con medios materiales muy limitados (Wright Brothers, (USA); M. Dines (UK). Esta
variedad de métodos y procedimientos, de variables meteoroldgicas y hasta de circunstancias personales,
explica en parte la gran dispersién de los resultados obtenidos. Pero sobre todo, la explica la falta de
especificaciones claras de partida para la realizacién de los propios experimentos que, realizados sobre
fenémenos aparentemente simples, esconden mas variables de las que los investigadores suelen considerar.
* El valor numérico de K depende del sistema de unidades utilizado. Esto propicia una cierta confusion,
pues no siempre los diferentes trabajos en los que se basa un investigador son citados apropiadamente,
indicando las unidades.
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muchos experimentos”. Mencionamos aqui una serie de resultados [Eiffel, 18], [Sée, 35]

2
y [Cleveland, 40]. Nota: Unidades S.I. [kg_f = (kij/ [ED

m m?® s?

Valor de K (S.I.) [18] [35] [40]
Borda (1763) [81] | 0.092 0.096

Rouse (1782) 0.095 0.13
Smeaton (1782) [86] | 0.095 0.13 0.1279
Hutton (1786) [83] | 0.094 0.081 0.1108
Dines (1889) [89] | 0.085/0.089 0.0732 0.0910
Langley (1889) [5] | 0.084/0.089 0.08475 0.1011/0.0832
Van Lossl (1876) [59] | 0.104/0.118 0.083 a 0.093 0.13
Reichel (1901) [91] | 0.108 0.096

Piobert, Morin (1842) [93] | 0.094 0.084

Ricour (1885) [97] | 0.130 0.1296

Desdouits (1886) [94] | 0.13 0.13

Cailletet & Co.(1892) [53] | 0.070/0.68 0.071 0.0754

Le Dantec (1899) [98] | 0.082/0.085 0.079

Canovetti (1903) [56] | 0.102/0.088 0.060 / 0.092 0.0754
Eaftel (1908/5)) [18] | 0.068/0.079 0.0806
Stanton (1903) [60] | 0.066 0.0702
Z.ossen/Mar. (1901) 0.0579 0.0702
Recknagel (1886) [50] 0.07 0.0746
Hagen (1860) [87] | 0.075/0.076 0.075 0.0759
Renard (1887) [55] 0.07/0.09 0.0905
Poncelet [49] 0.088 0.0715

“Algunas mediciones fueron realizadas sobre una placa sometida a un movimiento de giro circular. Un
inconveniente de este procedimiento estriba en que el aire que la rodea adquiere también movimiento y la
suposicion de que permanece en reposo pierde validez.
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Didion (1837) [93] 0.110 0.0874
Thibault (1856) 0.110 0.1378
Goupil (1884) [51] 0.13 0.1374
Lilienthal (1889) [1] 0.13 /0.4 0.13
Riabouchinsky (1906) [95] | 0.081/0.103

Tabla 2.1: Valores de K; “Resistencia acrodindamica especifica del aire”

Valor de K (S.1.) Eiftel [18] Sée [3)] Cleveland [40]
Mariotte (1690) [104] | 0.084

Bouguer (1746) 0.082

Coulomb (1780) 0.072

Vinci (1782) 0.088

Edgeworth (1783) [82] | 0.108

Woltmann (1785) 0.088

Finzi e Soldati (1903) [92] | 0.076/0.09

Benet-Rivet 0.071

Edge 0.071

Le Dantec [98] 0.08

Dubuat [111] 0.089

Joéssel [42] 0.102

Dupré [99] 0.1272

Marey [100] 0.13

Fustegueras 0.132

Chanute [3] 0.162

Seé [35] 0.08

Duchemin (1842) [48,112] 0.1279
Lord Rayleigh (1876) [85] 0.1430
Pole (1881) [54] 0.0650
Hazen (1886) 0.0884
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C.F.Marvin (1890) [101] 0.1040
Voisin Brothers [61] 0.0650
Wright Bros. (1901)  [38] 0.0858
Scott Russell (1846) 0.0650
J. Aspinall (1901) [65] 0.0780

Tabla 2.2: Valores de K; “Resistencia acrodindamica especifica del arre” (Cont.).

Estas mediciones conducen a un valor medio” de K =~0.091+0.019 kgs®/m* Los

resultados presentan dispersion. El grafico adjunto (Fig. 2.1) muestra los valores obtenidos
para Ky el ano de la medicion. Muestra también el creciente nimero de publicaciones a
finales del siglo XIX, aunque se mantiene un grado significativo de dispersion.

En 1910 Eiffel”, mediante experimentos detallados y rigurosos, establecio
defimtivamente que K no puede considerarse constante, al depender de la cantidad de
superficie y, para una misma cantidad de superficie, de la forma del contorno [18]. Marchis
[116] considera que un valor medio de K =0.080 es aceptable; menciona también la
formula propuesta por Soreau para estimar el valor de K:

008885
~1+0.116 S°%

- . 2
La superficie §'se expresaen M~ .

* Hubiera sido razonable para & =90° tratar de mostrar aqui los resultados para K en la forma habitual en

que se presenta en aerodindmica el coeficiente adimensional de resistencia CD=D/0.50SV* esto no es
posible mds que en algunos casos, ya que los investigadores (o las fuentes que los citan) no siempre
mencionan el valor de la superficie de la placa, o de la velocidad, o las condiciones atmosféricas durante los
ensayos.

* Entre otros.
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Figura 2.1: Valores obtenudos y anio de medicion de la constante K “Resistencia
Aerodindamica especifica del aire”.

Esto en cuanto a lo que respecta a la constante K, para la placa perpendicular a la
corriente. En parte, el problema de estos primeros experimentos estriba en que estos no
son adecuados para lograr un modelo aerodinamico completo del comportamiento de
una superficie plana expuesta a una corriente normal; no son conmensurables con la
magnitud de conceptos fisicos que mvolucra su objeto, pues no hay un tnico valor de K
(Vid. Lanchester [10]). Depende de la geometria de la placa, del tipo de superficie y del
régimen de la corriente de aire (Reynolds, Mach).

2.3 La Resistencia aerodindmica de una placa plana con incidencia variable.

El valor de K iterviene en todas las mediciones correspondientes a dngulos
diferentes de 90°, debido al modo de presentar los resultados. Por esta razon, la
mcertidumbre en el valor de K se ve transferida también al campo especificamente
aeronautico de incidencias pequenas.

El problema aerodindmico fue dividido en dos partes. La primera consistié en la
obtencion de la fuerza para una incidencia de 90°. La segunda operaba disminuyendo
progresivamente la incidencia de la placa, midiendo el valor de la fuerza aerodinamica
resultante y la posicion del centro de presion, hasta alcanzar incidencia nula (0 negativa).
Los primeros itentos se deben a Mariotte [104] y [105], que puso la placa formando 45°
con la corriente, e interpreté el fendbmeno como la percusion de muchas particulas (de

aire).

Con un angulo de incidencia  comprendido entre (00S a< 900) la resultante R se

solia expresar como el cociente entre la fuerza experimentada por la placa con un cierto
angulo @ dividida por la fuerza obtenida en situaciéon perpendicular, ya que esta ultima
resultaba mas facil de medir experimentalmente. El problema era evaluar el cociente
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R(e)

R(90°)

Se aceptaba que la direccion de la fuerza resultante aerodinimica en una placa plana
seria la correspondiente a una distribucion de presion sin esfuerzos tangenciales debidos a
la viscosidad, y por ello normal a la misma, aunque se sospechaba que podria no serlo de
modo riguroso. Langley [5] y Dines [58] consideran que la resultante aerodinamica es
normal a la placa. Para Stanton [60] y Eiffel [18] la resultante no es normal a la placa, sino
que forma un dngulo de — 1°/2°. Este tema no se esclarecera hasta que no se incorpore
al modelo la resistencia aerodinamica debida a la viscosidad.

Los experimentos de Lilienthal [1], -cuyas tablas fueron utilizadas por los Wright [38,
Vol. I]-, demostraron dos cosas:

(1) La posibilidad de volar con angulos de incidencia pequenos, ya que se puede
lograr sustentacion suficiente manteniendo un valor bajo de la resistencia.

(2) La necesidad de que esta incidencia no superase un cierto valor, pues a partir
de este, la sustentacion comenzaba a disminuir  y aumentaba fuertemente la
resistencia.

De todo el rango de valores de incidencia medidos, quedaba claro que solamente
eran de interés aeronautico los valores pequenos. Los experimentos con estos angulos
resultaban ser los que generaban mas dificultades para medir los resultados con precision.
Lilienthal [1] mostré también que los perfiles con curvatura, comparados con los planos,
poseian una mayor capacidad sustentadora para una misma incidencia, medida respecto
del plano equivalente. La curvatura, por otra parte, complicaba la identificacion rigurosa

del comportamiento del centro de presion.

Si se acepta la perpendicularidad de la resultante al plano de la placa, las dos
componentes de R -una tangencial y la otra normal a la trayectoria- son:

Froma = Rcosa =K SV? f (a)cosa
FTangenciaI =Rsina =KSV*f (a)sina 2.1]

Estas dos fuerzas, de acuerdo con la certera descripcion realizada por  Cayley [72]
sobre las condiciones necesarias para el vuelo artificial, indican la sustentacion necesaria
para equilibrar el peso y la resistencia que necesitarfamos vencer mediante la generacion

de traccion en sentido tangencial al vuelo. De aqui proviene la importancia de conocer
con precision el comportamiento de la funcion f (05 )
. _ 2 .
Vemos que para obtener el valor de la fuerza resultante R((Z) =KSV* f (05) a partir

de f (0( ) arrastramos la incertidumbre del valor de K.
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La identificacion de una expresion matematica para la funcion f (05) condujo a muy

variadas  propuestas. Mencionamos” las mas relevantes. (El angulo de incidencia @ en
rad; AR es el alargamiento alar).

Isaac Newton™ [37]: f (a)~sina (placa cuadrada)

(5 peres

L. Euler” [108] -
f(a)szinza; k = 1+2(p1—2p2)
pV

P, = Presion estatica delante de la placa

P, = Presion estatica detras de la placa

= Densidad

Duchemin 48] f(a)~ —23'_”20! 5  (placa cuadrada)
1+sin“ o
f(szl {OSO{SZ}
2 2
con:
. 2
s=|1- SINx COSx 4 COS" o
6.48 3.52

Col. Renard [63]: f(a)zZSina—Sin3a
(“a” es una constante de (placa cuadrada) f (E) ~1 {0 <a< Z}
valor incierto, pero 2 2
acotado) f(a)~asina—(a-1)sina  con: l<a<2
Hastings [40] f(a)~2sina

(placa cuadrada) o = pequefio

Riabuchinsky, Inst. de | f (a) ~2sina
Koutchino [19]

(placa cuadrada) « ~ pequefio
G. Eiffel [18], [19] f(a)=~2.29;  f () =191
(placa cuadrada) « =~ pequefio

? La geometria de la placa no siempre es mencionada en las fuentes.
* La Ref. [102] atribuye esta ley a Euler [103]. Robins [106] en 1742, la pone por primera vez en duda.
Villamil lamenta su presunta influencia negativa en el desarrollo de la aviacion [109] y Giacomelli & Pistolesi
rechazan el cargo [110]. Para la historia de la “Teoria del Impacto” es muy completa la referencia [105].
 Pueden también encontrarse en Euler expresiones lineales con @ para evaluar la fuerza en una placa
plana sometida a una corriente; de hecho, él preferia la férmula lineal, avalada por los experimentos, pero
no (todavia) por la teoria. La incluimos ahora como un ejemplo de la “diversidad de oferta® que ofrecia la
ciencia del momento. A titulo de ejemplo, el informe de Marchis [116], que resume la informacion
disponible en 1917, muestra todavia no pocas discrepancias entre los resultados obtenidos por diferentes
mvestigadores.
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R. Soreau [62], [12]

(> es la incidencia f(a)z 1+ 1-mtana sina
maxima admisible). 2 tna+2tania
(Lem)  1+m

(Placa rectangular)

_[AR—l

<1 AR=Db/c a<<a*
AR +1

S. P. Langley [5]
(Solo la menciona como
descriptiva de un tipo u otro

f(¢pxxm(%—a)a”{n>1 AR <1}

de comportamiento) {n <1 AR> 1}
Lord Rayleigh [52] (4 1 ﬂ')Sin a
(Flujo desprendido) f (Ot ) R—
d+rmsina
De Louvrie [40] 2sin a(1+ C0oS a)
fla)~ ,
( ) 1+cosa+sina
Hutton [83] f (a)~0.92sin2a
Dorhandt y Thiesen [40)] 2sina 0.62sina
fla)y ———|1-——
( ) 1+sina 1+sina
Joéssel (1870) [42] f( ) sina
a)= .
0.39+0.61sinx

Goupil [51]'y Luyties [76]: | & 2sing—sin? a

1Tabla 2.3: Valores para la funcion f (05 ) segun diversas fuentes.

Algunos mvestigadores muestran los resultados en forma grafica, sin asignarles
expresion matematica.
Veamos el valor de f(a ), para placas cuadradas y rectangulares, en diferentes

mvestigadores, segin Eiffel [18], en las Figuras (2.2), (2,3) v (2.5).
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FPLACAS CUADRADAS (D<g<m/2)

Renard—__
[

f(o) Duchemin

0.6+
04y Newton
0.2+
05 ¥ (rad) 10 15

Figura 2.2: Valores para (05 ) desde @ =0 hasta a=r |2 para alas cuadradas, segin

distintos mvestigadores.

FLACAS CUADRADAS (O<a<20% ‘

0.8+

Eiffel(1) Hastings
Riabuchinsky

Eiftel (2)

flo) |

0.2+

Figura 2.3: Valores para f (05 ) para alas cuadradas y dngulos de ataque pequerios, segun

distintos investigadores.

Como particularidad, pueden verse los valores que ofrece Soreau para alargamientos
alares comprendidos entre 2y 7 [12]. (Fig. 2.4)
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FLACAS RECTANGULARES O<a<20%y 2<AR<3

Segun R. Soreau, para 2<AR<7

0.5}
f((l) -'SDREAu-n ! AR
0.3}
0.2}

0.+

0.05 010 01a 0.20 0.2 .30 0.35
a (rad)

Figura 2.4: Valores para f (05) segun Soreau [12] para alas rectangulares (Alargamiento

alar entre 2y 7) y angulos de incidencia pequerios.

‘ PLACAS RECTANGULARES {D<a<207)

De Louvrie
_ — Hutton
M' .]oe.sse.l 'DorhandThiesen
flo) | Goupil Rayleigh

03¢

0.6}

0.2¢

0.H

Figura 2.5: Valores para f (05) para alas rectangulares (Alargamiento alar no definido)

v angulos de incidencia pequernios.

La Figura (2.5) ofrece el valor de f (05 ) para placas rectangulares y angulo de ataque

pequeno segun diversos investigadores. Obsérvese que las placas rectangulares no
presentan muy significativas diferencias para la zona de angulos de ataque practicos para
los aviones.

Los resultados experimentales “homologados” actuales, en un contexto de
simplicidad, tienen el siguiente aspecto (Fig. 2.6) para el comportamiento del Coeficiente
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de fuerza Normal de una placa plana cuadrada que forma un angulo @ con la corriente
[36].

Coeficiente de Fuerza Normal
(ref. superficie placa)

A

CN

(Normal) /
1

0 30° o 60° 90°

Figura 2.0: Valor del coeficiente aerodiamico de fuerza normal a la placa plana
cuadrada segun Ref. [36].

Puede verse que por encima de o ~45° este coeficiente permanece practicamente
constante: Cy 117 mientras que sigue una ley aproximadamente lineal para valores

inferiores de la incidencia, desde ¢ =0 , hasta a = 45°, con una zona de histéresis de mas
compleja delimitacion entre los dos regimenes.

9. 4 Relacién entre la funcion (05 ) y los coeficientes aerodindmicos asimilables a

los clasicos CL(OC) y CD(O[)

Consideremos ahora la relaciéon que liga la funcion f (05) con los coeficientes

aerodinamicos clasicos: CL<05) , CD(“), y la Eficiencia Aerodindmica resultante EA,

segun los valores que toma el angulo de incidencia & (Ref. 2.7):

LE

xCP
_—V | TE

Figura 2.7: Esquema de una placa plana sometida a una corriente de aire con velocidad
V, dngulo de ataquea, centro de presion en xCP, y fuerza acrodindmica resultante R,

normal a la placa. (LE: borde de ataque; TE: borde de salida).
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Fy=Rcosa =KSV?f(a)cosa=C,=C_=f(a)cosa

F. =Rsina =KSV’f(a)sina=C,; =C, = f (a)sina [2.2]

EA:&:COta
CD

Figura 2.8: Eficiencia Aerodindmica de una placa plana en funcion de o, segin las

condiciones indicadas por las ecuaciones (2.2).

La Eficiencia Aerodinamica (Fig. 2.8) resulta ser independiente -segtn las hipotesis
admitidas- del valor de la funcion f (05) Cosa logica si recordamos que asumen la
ausencia de resistencia aerodindmica tangencial a la placa. Resulta también evidente la
conveniencia de utilizar dangulos de ataque pequenos, aunque la no inclusion de la
resistencia parasita distorsiona los resultados, desplazando el 6ptimo de la EA hacia la
zona de @ nulo. En todo caso, resultd obvio que desde el punto de vista aeronautico
mteresaba cuantificar correctamente el comportamiento aerodindmico con incidencias
pequenas. El problema del vuelo estribaba en lograr sustentaciones del orden de magnitud
del peso del avion, con resistencias aerodinamicas lo mas pequenas posible y esto es

factible solo si la relacion (05) lo permite.

Cuando la placa no era plana, sino con curvatura positiva (convexidad hacia arriba), se
observo que con angulo de ataque nulo -medido respecto de la cuerda- proporcionaba ya
una significativa sustentacion, debido a que la linea de sustentacién nula no es ahora la que
une el borde de ataque con el borde de salida, como sucede en la placa plana. Este efecto

se considero ventajoso y se impusieron los perfiles con curvatura, como ya se ha dicho.
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2. 5 La posicién del centro de presién XCP (05 ) . Perfiles planos y perfiles con curvatura.

El comportamiento del centro de presion es un aspecto muy importante para el estudio
de la estabilidad de un aeroplano. Se sabia que el centro de presién no coincidia
necesariamente con el centro geométrico de la superficie y que su posicion dependia del
angulo de mcidencia. Los ensayos realizados establecian la posicion del centro de presion
para alas concretas de dimensiones particulares y no resultaba sencillo generalizar para
formas alares diferentes.

2.5.1 Posicion del centro de presion de una placa plana.

Recogemos en la Tabla 2.4 algunos resultados™ acerca de la posicion del centro de
presion (en funcion del angulo de incidencia @ ) en forma analitica. (LLa distancia se toma
desde el borde delantero de la placa):

XCP(a)~c(0.2+0.3sin
G. Avanzini, (1794) [2] C (a) C(O 0.3s (Z)
Thiesen [40] XCP(«a cosa
(Ala rectangular) % ~0.5- O-z(mj
Joéssel [42] XCP(a)~¢(0.195+0.305sin )
R. Soreau [12] XCP

XCP(a@) o5 1

c 4(1+2tan )

R. Soreau [12]. XCP(a) tan o —tan 3
(Perfil circular) ~ 2
(No eualificarta c 2(atan f+btana +2tan’ a )

{a, b CONSTANTES}
G. Greenhill [22] 3
Lord Rayleigh [52] xCP (a) 1 ECOS&
(Flyjo con discontinuidad) C ~ PR

1+ ZSln o

. .. XCP(«a L.
Tabla 2.4: Valores para la funcion ﬁ segun diversas fuentes.
C

* Segtn las fuentes, las expresiones correspondientes a un mismo concepto y de un mismo investigador
pueden tomar formas ligeramente diferentes.
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A titulo 1ilustrativo se muestran datos experimentales del movimiento del centro de
presion de una placa plana, G. Eiffel [Fig. 2.9; 18]. Los circulos indican, para cada
mcidencia, la posicion del centro de presion. Puede verse que para dangulos @ muy

: xCP . .
pequenos, el centro de presion esta cerca de ~0.25 , y se aleja a medida que crece
C
a.
QX | Borde Borde
J | desalida c/2 c/4 de ataque
i O O i

Posicion del Centro de Presion ) ~ C/Q
de un perfil plano sin curvatura \\u <3

(Respecto de la cuerda) =

(Ejes a distinta escala)
¥

Figura 2.9: Datos experimentales del movimiento del centro de presion de una placa
plana. (Rel. Eiffel [18])

2.5.2 Centro de presiéon de superficies curvas.

La mcipiente investigacion mostraba aparentes anomalias. Los primeros resultados
son de Lilienthal [1], cuyas investigaciones, en la referencia mencionada ahora, se
centraron en la determinacion de la fuerza, pero no en el comportamiento del centro de
presion [40]. Veamos, por ejemplo, resultados experimentales precisos del movimiento
del centro de presion de una placa con curvatura [Fig. 2.10; Eiffel, 18] [Fig. 2.11; Eiffel,
19] y [Fig. 2.11; Prandtl, 78].
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-15°
BS ; BT v
OQL et 2 5 BA <:

cp

PERFIL 2D CON CURVATURA
POSICION CENTRO DE PRESION.

Figura 2.10: Datos experimentales del movimiento del centro de presion de una placa

con curvatura. (Ref. Litfel [18])

En el movimiento del xCPdel ala curva con la variacién de la incidencia hay avance y
retroceso con aumento uniforme de la incidencia, en contraste con lo que sucede en la

placa plana. Para el perfil de la figura 2.10:
(@) Perfil con sustentacion positiva debida a la curvaturay @ > 0 xcP en (1)
(b) Perfil con sustentacion positiva debida a la curvaturay @) = 0 xCP en (2)
(¢) Perfil con sustentacion positiva debida a la curvatura y @3 < 0 xcPen 3)

(d) Perfil con sustentacion positiva debida a la curvaturay & <@, <0 ycPen (4)

90° o

802

70°

60° CC])
@509 ] Eiffel (f/c =1/13.5) O

l Prandd (f/c=1/25) O

402 /

30° //O

20° 0P

/05
]‘OQ Dg-—:..
0° | \8\\0
Borde .1 2 .3 A ) .6 7 8 9 1
de ataque x/c Bor de.
de salida
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_—t
- e

C I

Figura 2.11: Datos experimentales del movimiento del centro de presion de una placa
con curvatura. (Ref. Liftel [18] y Prandd [78)).

Este fenémeno resultaba desconcertante para los pioneros. Obsérvese que cuanto mas
alejada esta la incidencia @ (en positivo) del angulo de sustentacion nula, mas se aproxima
el centro de presion a XCP ~0.25¢ y esto significa predominio de sustentacion debida a o
; a medida que disminuye la sustentacion debida a & , el centro de presion se acerca a
XCP ~ oo pasando por XCP ~0.5¢ para o =0cuando la sustentacion se debe
exclusivamente a la curvatura del perfil.

No obstante, este fendmeno que en los graficos muestra tan extraino comportamiento,
adquiere un aspecto diferente si se presenta de un modo ligeramente distinto, tal como
hacemos a continuacion.

La Tabla 2.5 muestra los valores del coeficiente de sustentacion CL, la posicion
adimensional del centro de presion XCP/c vy el coeficiente de momento de cabeceo
respecto del borde de ataque de un perfil Royal Aircraft Factory 15, ensayado en el
National Physical Laboratory. Ref. [114]

a(°) CcL XCP /¢ Y.
6 0.17 0.167 0.028
A 20.087 0.034 0.003
2 20.0163 20.725 20.011
1 0.0173 0.822 20.014
0 0.057 0.404 20.023
I 0.107 0.362 20.038
2 0.164 0.35 20.057
3 0.203 0.327 20.067
1 0.242 0.307 20.075
6 0.312 0.278 20.087
8 0.387 0.268 20.104
10 0.454 0.274 20.124
12 0.519 0.28 0.145
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Tabla 2.5. Datos del Perfil acrodidamico Royal Aircrafi Factory 15. Ref. [114].

Calculamos ahora, a partir de los datos de la tabla, el coeficiente de momento de
cabeceo respecto de diferentes puntos x del perfil, para todos los angulos de ataque
considerados:

CM, =CL(XCP-x)
Obtendriamos graficos tales como los mostrados a continuaciéon (Fig. 2.12), para

diferentes valores de x, que es la coordenada del punto respecto del cual calculamos el
momento, medida desde el borde de ataque del perfil:

CL (xCPX)  peifil RAF 15

0.10} x=0.1c

0.05¢ x=0.2¢
x=0.24¢

0-0 4 6——-8—_10—12— x=0.3c

0.05 a(®) N

g x=0.4c

0.104 x=0.5c¢

Figura 2.12: Vaniacion del momento de cabeceo con Q respecto de distintos puntos de
la cuerda del perfil RAF 1.

Puede verse que, dentro de las limitaciones mtroducidas por los errores en las
mediciones” -recordemos que trabajamos ahora con datos experimentales fruto de
mediciones en tinel de ensayos- el momento de cabeceo para x = 0.24 ¢ parece
mantenerse practicamente constante aunque varie el angulo de ataque.

Este comportamiento, que pronto se vera que es comun a todos los perfiles utiles
para los aeroplanos, tengan o no curvatura, es una pista que orienta claramente en la
direccion de lo que terminara recibiendo el nombre de centro aerodindamico del perfil, que
serd también objeto de una notable prediccion tedrica, como veremos.

* Bairstow [114] sugiere -en 1920- que estos errores pueden llegar a ser del 28 9% en mediciones que implican
angulos muy pequenos.
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2.6 Inicio de la teoria matemética de perfiles bidimensionales™.

En 1902 Kutta [31] realizé, para su Tesis de Habilitacion en Munich, un estudio
teérico de la sustentacion y la posicion del centro de presion de un perfil curvo
bidimensional. Elige un sector de arco circular (sin espesor), inmerso en una corriente
uniforme, y superpone una circulacion tal que la velocidad en el borde de salida sea
tangente al perfil en ese punto, aunque no necesariamente nula; esto le permite obtener
un valor para la sustentacion y también la distribucion de presion a lo largo de la cuerda.
Como consecuencia, se puede calcular la posicion del centro de presion. Ambas cosas
resultaron  aproximadamente coincidentes con los resultados experimentales para
mcidencias pequenas.

No se conservan copias completas de la tesis de Kutta [31], pero el desarrollo de su
calculos [74] conduce a las siguientes conclusiones, que apareceran explicitamente en
Kutta [32]. Inspirandose en Kutta [31], Zhukowsky [73] obtendra el mismo resultado mas
sencillamente y con perfiles tipicamente aeronauticos. La aplicacion practica de estos
importantes resultados no fue inmediata.

Si nos centramos en Kutta para ilustrar los resultados obtenidos, tenemos que para un
perfil de segmento de circulo, de flecha fy cuerda ¢ (Fig. 2.11), los valores de la
sustentacion Ly de la posicion del centro de presion™ xCPrespecto del borde de ataque,
(con la nomenclatura habitual) [32], [74] son:

L=2fnV2pcosa+caVipsina
[2.3]

in f n
«CP ~ ¢ Sina (T tan o

f )
4|| — |2cosa +Sina
c

Esto sugiere que los centros de actuacion de cada una de las componentes de la
sustentacion estd -muy aproximadamente- en:

30

Para un tratamiento relativamente completo y  breve de esta cuestién, aunque no menciona el problema
de la ubicacion del centro aerodinamico, Ref. [113].

" “Centro de Presion” es una expresion habitualmente utilizada que no debe tomarse como si fuese un punto
sobre la cuerda en el que se produce la aplicacion de la resultante de las fuerzas de presion que actiian sobre
el perfil, pues en general no existird tal punto, pero si que habrd una linea de accion de la fuerza resultante
[67]. A los efectos de la influencia en la estabilidad, hay que tener en cuenta que los cambios en la sustentacion
debida a & no actuan en el centro de presion sino en el centro acrodindmico, situado aproximadamente al
25% de la cuerda media acrodindmica. La sustentacion debida a la curvatura actia aproximadamente al 50%
de la cuerda media acrodindmica y crea un momento independiente de & que cambia con el cuadrado de
la velocidad. La conclusion es que el movimiento del centro de presion NO afecta a la estabilidad respecto
de & ; pero esto no era conocido por los pioneros, que se inclinaban a pensar precisamente lo contrario, y
aparentemente con buenas razones para ello. (Ver Anexo I)
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L, =2faV?pcosa~2frV?p situada en: xCP,_, =~

N|O

[2.4]
L, =caVipsina~caVipa  situada en: xCP,_, z%

Las dos componentes de la sustentacion aparecen ahora nitidamente separadas:

(1) La debida a la curvatura y la debida a la incidencia, asi como las
posiciones (practicamente independientes de & ) de los puntos de
aplicacion de las fuerzas aerodinamicas; esto  permitird establecer el
concepto de Centro Aerodinamico: un “punto” -o linea de accion-
respecto del cual es constante el coeficiente de momento aerodiniamico.

(2) Esto - que en principio es un resultado extrano, al ser independiente
de la mcdencia- fue suficientemente confirmado por practicamente
todos los experimentos, si nos mantenemos en el margen de @
razonables para la aviacion [34].

(3) Asi se obtiene una explicacién sencilla a la aparente anomalia del
comportamiento del centro de presion. Es obvia la causa del
desconcierto de los pioneros. El momento de la fuerza de sustentacion
respecto de un punto x es:

M|X:2fﬂVzpCOSa(X—%j+C7z’\/2pSina(X—%j [2.5]

Obsérvese que la sustentacién originada por la curvatura también depende del
angulo de mcidencia, pero a través de cosa =1, lo que virtualmente equivale a no serlo
para los valores normales de & .

El centro de presion vendra dado por la posicion de x que anula el momento:

Ozﬁ(xCP—EJﬂan a(xCP—Ej
c 2 4

[2.6]

Resulta inmediato evaluar el efecto de la curvatura y la reaccion de xCPfrente a las
variaciones de la incidencia. (Fig. 2.12).

69



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

xCP/c
4
o de _
sustentacion
nula :
. :] Cuerda
10 5 10 15 20 25
2
o

Figura 2.13: Movimiento del centro de presion de una placa plana con el iangulo de
ataque para un perfil circular, segin Lq. [2.0].

La grafica (2.12) muestra el comportamiento con la variacion del angulo de ataque de

xCP ()

la posicion del centro de presion - —C - para un perfil circular.

Se debe también mencionar que, independientemente del limitado grado de
difusion de los trabajos de Kutta y de Zhukowsky, y de su continuacion por otros
estudiosos alemanes y rusos, la hipotesis de la aparicion “ex novo” de un valor no nulo de
la circulacion en el seno de un fluido ideal en el que previamente no la habia, se vio
fuertemente contestada por la Escuela” de Matematica Aplicada de Cambridge, que
representaba un punto de vista intensamente teorico, v consideraba “arbitraria’ la
aparicion de esa circulacion cuya posibilidad parecia excluir la teoria aerodinamica vigente
(Teorema de Kelvin, [75]).

El enfrentamiento [33] entre dos consolidadas tradiciones académicas, una britanica y
la otra alemana, mas sensible ésta tltima a conformar modelos teérico-practicos utiles en
igenieria, generé un enfrentamiento que ralentizo significativamente la aceptacion en el
Reino Unido de la teoria que desarrollaron Kutta, Zhukowsky, y también Prandtl [70],
Munk [69] y Glauert [71]. En forma embrionaria, con sugerencias bien orientadas pero sin
formato matematico, Lanchester habia descrito en 1907 [9] una teoria que apuntaba en esa
misma direccion.

* Pertenecieron a esta escuela, entre otros, A. G. Greenhill, G. H. Bryan, L. Bairstow, H. Lamb, G. I. Taylor,
H. Jeffreys y H. Glauert. Este ultimo, al contrario que sus colegas -quizis por su formacion en Gotinga-,
apoyaba y difundio la teoria circulatoria.
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(4)

2.7 Conclusiones.

Estas breves indicaciones permiten vislumbrar que en los afios en los que da
comienzo la mvestigacion del vuelo artificial, los primeros estudiosos tenian
dificultades para  obtener datos acrodinamicos fiables a partir de las pocas y
dispersas  fuentes cientificas disponibles. Y esto respecto de algunos puntos
fundamentales:

Los primeros investigadores median la fuerza aerodinamica para incidencias
variables a partir de la placa sometida a una corriente perpendicular, e iban -como
ya se ha dicho- disminuyendo gradualmente la incidencia y continuando sus
mediciones, hasta llegar a valores pequenos de & . Asi, durante estos
experimentos, el flyjo permanecia desprendido en buena parte del rango de
mcidencias analizadas. Sin embargo a partir de cierto valor de & , cambiaba el
régimen aerodinamico y el flujo se adheria sustancialmente al perfil alar. El
comportamiento de la placa se veia alterado en un sentido favorable para el vuelo.
A partir de esa transicion, se podia hablar de centro aerodinamico en el sentido
moderno del término, aunque faltase todavia el concepto y su aplicabilidad.

Obsérvese que, de acuerdo con las teorias de Kutta y Zhukowsky, el efecto debido
a laincidencia vy el efecto sustentador debido a la curvatura, resultan ser aditivos,
y st los resultados en dos dimensiones son, de alguna manera, extrapolables a un
ala tridimensional, el diferente punto de aplicacion de la fuerza resultante generada
por cada uno de estos dos efectos insinta mmmediatamente un modo sencillo de
tratar matematicamente el problema de la expresion del centro de presion y
también la controlabilidad del momento de cabeceo global.

Todo esto exige que se cumpla la condicion de & pequeno para evitar el
desprendimiento de la corriente. Este aspecto del problema -tratar de evitar el
desprendimiento- estd todavia en la prehistoria de su investigacion. Se estudia la
fuerza aerodinamica sobre la placa considerandolo un fenémeno fisico dotado de
“continuidad” desde o =90° hasta @ = —90° . Evidentemente, existe continuidad
fisica, pero el régimen aerodinamico no puede ser considerado del mismo tipo a
lo largo de todo el margen de O .

No se tiene una teoria aerodiniamica coherente con los experimentos vy
matematicamente bien establecida, sobre la influencia de la forma en planta del ala
sobre la fuerza de sustentacion y de la resistencia aerodinamica, en funciéon de la
velocidad y de la incidencia, en particular para bajas incidencias. Tampoco es claro
el comportamiento de la linea de acciéon de la resultante de la presion sobre el ala
frente a las variaciones de la incidencia [79].
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(6) Por estas razones el estudio de la estabilidad, que exige trabajar con las ecuaciones
dindmicas y con los factores fisicos modelizados de forma realista, resultaba dificil.

(7) No obstante, si incorporamos la hipétesis de incidencia pequena a las férmulas para

f (05 ) en placas planas, mencionadas en la tabla (2.3), obtenemos:

Isaac Newton [87]: f (a) ~o’ (placa cuadrada)
Duchemin [48] f (0{) ~257a (placa Cuadrada)
Col. Renard [63]: f (0() ~ 20
Hastings [40] f (0{) ~ 20
Riabuchinsky, Inst. de ~
Rabuchinsie f(a)~2a  (placa cuadrada)
G. Eiffel [18], [19] f (a) ~2.29¢; - f (a) ~1.91¢
R. Soreau [62], [12] 2
e 25
AR+1
S. P. Lar.lg]ey [5] f(a):C a" n>1 AR<1
(Cualitativa) f(a)=Ca" n<l AR>1
Lord Rayleigh [52]: f ( 05) ~1.785«
De Louvrie [40] f (a) ~ 20
Hutton [40] f (a) ~1.84a
Dorhandt y Thiesen f ( 0{) ~ 20
Joéssel f (a) ~ 2.50¢
Goupil [51] y Luytes | ¢ (a) ~ 20
[76]

Tabla 2.0: Valores para la funcion f (05 ) segiin diversas fuentes, con pequerio.

(8) Haciendo lo mismo con las formulas para calcular xCP de la tabla (2.4)
obtendriamos la tabla (2.7):

G. Avanzini, (1794) XCP(O[) ~0.2c
2], [80]

Thiesen [40] XCP(O[) ~0.3c
(Ala rectangular)

Joéssel [42] XCP (cr) ~0.195¢
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R. Soreau [12] XCP(O!) ~0.25¢c
R. Soreau [12]. XCP(a) a—tan g
(Perfil circular)” c 2 (atan +ba)
G. Greenhill [22]™ xCP (0[) ~0.312¢c

xCP (a)

1abla 2.7: Valores para la funcion segun diversas fuentes, conO pequerio.

(9) Es decir, las expresiones para f (05 ) y XCP(Ol) de los primeros investigadores, -
con las que pretenden abarcar -en algunos casos- el rango de angulos de incidencia

0 . .
{0 <a<90 }‘ , presentan un aspecto muy diversificado, pero las cosas se
presentan con una uniformidad mucho mayor cuando se trata de los dngulos de
mcidencia apropiados para el vuelo. También, de modo muy conveniente, se puede
subrayar que la posicion del centro de presion para placas planas resulta

practicamente independiente de la incidencia, aunque no sea asi desde un punto
de vista estrictamente matematico-formal.

(10)Puede ser interesante mostrar las diferencias entre el modo de presentar el
comportamiento aerodinamico por parte de los pioneros y el que terminé siendo
adoptado, siempre para pequenas incidencias. (Tabla 2.8)

Aqui la sustentacion () es normal a la trayectoria, y la resistencia (1) es tangente a

la trayectoria.

Expresiones iniciales de pioneros FExpresiones consolidadas
Resultante normal a la placa R no necesariamente normal a la placa
_ 2 1
R =KSV*f(a) R:EpSVZ\/(CDO+KCL2)2+CL2
Resultante Sustentacion Resultante sustentacion
_ _ 2
F.=Rcosa =KSV*f (a)cosa FN:L:%,DSVZCL
C,=f(a)cosax=f(a
Resultante Resistencia Resultante resistencia
- 2 -
FN=RS|na =KSV f(a)sma FTZDZ%/OSVZ(CDO+KCL2)
CT = f(a)SIna CT:(CDO+KCL2)
Coehciente Sustentacion (Equivalente) Coefhiciente sustentacion
= oCL
CL=f(a)cosa CLz( ja+CL0
oa
Coehciente Resistencia (Equivalente) Coeliciente resistencia

“ Constantes a, by £ no determinadas por Soreau.

* Teorfa aerodindmica de flyjo desprendido.
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2
CD=CD0+K((68C—Lja+CL0j

(04

CD=f (a)sina

Tabla 2.8: Comparacion entre los valores asumidos por los pioneros y los aceptados
actualmente para algunas funciones aerodindmicas caracteristicas.

(11) Se observa que hoy tenemos una especificacion mas detallada en la identificacién
de los componentes de las fuerzas aerodinamicas. Esto, junto con la constatacion
experimental de que, para un ala sin curvatura y angulos de mcidencia pequenos, el
movimiento del centro de presion es poco influyente, permitird mas adelante
establecer una base conceptual sélida para el andlisis de la estabilidad de los aviones.
Sin embargo, para los pioneros, las cosas no se presentaban con tanta nitidez.

(12) Naturalmente, a todo lo anterior se anade el hecho de que se omite la
consideracion de los efectos de compresibilidad cuya mfluencia, mencionada
explicitamente por algunos mvestigadores, se estimaba irrelevante para las
velocidades de vuelo alcanzables por los primeros aviones.

2.8 Anexo I. Centro Aerodindmico y Centro de presion.
Un perfil con curvatura genera sustentaciéon por dos razones: (1) por angulo de

ataque(a) y (2) por curvatura. El coeficiente de sustentacion acumula los dos efectos,

pero uno de ellos varia con la incidencia y el otro no. La sustentacion total variara también
con el cuadrado de la velocidad y la densidad. (Fig. 2.14 y Fig. 2.15)

LE EFECTO DE ANGULO DE ATAQUE CLj-CLy © ‘

° |CLtota1=CL1+CL2 ‘

EFECTO DE CURVATURA CLg = CLo ‘

|
IV* + Ne g @

TE | ( o se ha exagerado, para mayor claridad)

Figura 2.14: Sustentacion generada por un perfil curvo: dos componentes; uno depende

de (05): CL =CL,a ; el otroCL, =CL; es constante.
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) @

LE

/. ‘ xCA debido a la curvatura situado (aproximadamente) a ¢/2
[

xCA debido a o situado a ¢/4 |

Figura 2.15: Sustentaciones debidas al angulo de ataque (L1) y a la curvatura (L2), con sus
Lineas de accion (Aproximadas).

Para establecer el equilibrio, desde el descubrimiento de la existencia del centro
aerodinamico, se procede asi: las sustentaciones se trasladan al punto aquel en el que se
concentra la sustentacion debida al dngulo de ataque- (Fig. 2.16) - y reflejamos también el

momento que la sustentacion debida a la curvatura genera respecto de ese mismo punto,

que no cambia con (0( ) Fl esquema conceptual se simplifica notablemente.

Si decidimos llevar la

L+L, sustentaciéon L, generada por la
curvatura SOBRE el mismo
punto en el que tenemos la
sustentaciéon L, ,

necesitamos absorber el momento
que acabamos de introducir, para
no alterar la situacion previa.

Mo = — (c/4) L,

T Mo

Lo hacemos introduciendo un
momento de cabeceo constante
pero de signo contrario al que

hemos creado al mover L,

Figura 2.10: Sistema equivalente para un perfil curvo.

Se debe recordar que esto solamente es valido para el margen lineal de valores del
angulo de ataque.
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2.9 Anexo II. La Ley de Avanzini.

Llama la atencion el hecho de que un nimero muy elevado de pioneros considera
oportuno aceptar la denominada Ley de Avanzini”, que establece la dependencia de la
posicion del centro de presion de una placa plana en funcion del angulo de ataque (medido
desde el borde de ataque y siendo C la cuerda), segun la expresion:

xCP :
—:(0.2+0.3SIn a) [Add.01_01]
c
Segun esto”, para @ =0 el centro de presion se halla en el punto XCP=0.2C y
retrocede a medida que el ingulo @ aumenta. Se sobreentiende que los valores de & son
positivos.
Desde el punto de vista aeronautico, el valor maximo aceptable para & viene dado
por aquel en el que comienza la entrada en pérdida, que denominamos Qg,, Observemos

que esta limitacion no existe en la mente de Avanzini, que considera su ley aplicable hasta
. T 0

el punto correspondiente a o :E (90°) para el que tenemos, de acuerdo con los

experimentos,

XCP _ (0.2+03sina ~05 [Add.01_02]
C

a=90°

Asi sucede para una placa situada normalmente a la corriente. Para uso aecronautico,
restringiendo los valores del angulo a &  pequenos, podremos asumir:

xCP

= (02+03a)  con:a<ag, [Add.01_03]

“ Giuseppe Avanzini, nacido en Gaino (Brescia, Italia) en 1753. Ordenado sacerdote catélico en 1777;
catedratico de fisica general y matematica aplicada en la universidad de Padua, presidente de la Facultad de
Ciencias de esta Universidad y miembro de la Accademia Nazionale delle Scienze. Autor de relevantes
trabajos experimentales sobre la dinamica de los fluidos y la aerodinamica. Fallecio en Padua en 1827.

* Puede mencionarse también una ley cuya expresion matemdtica es muy parecida a la de Avanzini, debida
aJoessel, que es posterior al investigador italiano.
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Si1, por hacer mas grafico el argumento, nos ceniimos ahora en nuestro estudio a una
placa tal como la que describe Lanchester” en “Aerodonetics” (1908), a la que denomina
“Ballasted Airplane”, y que consiste en un pequeno rectangulo de mica, cuyas dimensiones
son:

c=5.08cm b=20.32cm t=0.0lcm

Elegimos, para averiguar el comportamiento real del centro de presion de esta placa
y poder efectuar comparaciones entre el comportamiento asumido por los primitivos y la
realidad, a una fuente documental actual de reconocido prestigio™ , y un estudio CFD
realizado” por el DMMT de la UPV.

El grifico de xCPen funcion de & se muestra, para diversas placas rectangulares,
en el grafico siguiente:

(Para nuestro caso, b/c=4; marcado en rojo)

0.5
ol = 4 =
0.3 e
Xep ¢ i B i S 3
o R e e
~ ESDU 70015
1 2 3 4 5 6 7 8
)
c
VARIATION OF CENTRE OF PRESSURE POSITION WITH IZ’ AND o,
b

RECTANGULAR AND ELLIPTICAL PLATES, -c-Z 2

Fig. Add.01_01

El comportamiento del centro de presion para esta placa, de acuerdo con la ley de
Avanzini, comparado con ESDU 70015, y también con una version de la Ley de Avanzini
modificada por Eiffel, para valores aeronauticamente aceptables de &, seria como se
muestra en la figura (Add.01_02):

7 Lanchester estudia el comportamiento en vuelo de planeo de la lamina descrita.

*ESDU 70015: “ Fluid forces and moments on flat plates”. (1972).

* ¥l trabajo CFD ha sido efectuado en su totalidad por P. Quintero Igerio, Ingeniero Aeroespacial por la
Universitat Politécnica de Valéncia.
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045+

EIFFEL

xCP/c
5I 1:D 1:5 QID 2I5 SID
AOA (®)
Fig. Add.01_02

Un indicativo del rango del comportamiento lineal de la sustentaciéon viene dado
por el coeficiente CN de la misma placa anterior (en rojo), tal como puede verse en el
siguiente grafico (F1g. Add.01_03). Puede verse que para @ ~12° ya se pierde la linealidad
con el angulo de ataque.
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g « £ 1
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""" /I 4 \
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Existe, en la Ref. ESDU 70015, una nota cautelar que indica que se deben
considerar menos fiables las resultados de las mediciones realizadas con angulos

comprendidos entre  0°<a<10° Esto, lamentablemente, abarca una parte muy
mmportante del rango de dngulos mteresantes para la aviacion.

El analisis CFD de la placa conduce a los siguientes resultados, graficados aqui

solamente para una velocidad de la corriente de 8.5 m/sy @ =4° (Fig. Add.01_04 a 09)

Para la presion extrados en la placa:

f< "
™

Pressure (Pa)
-10.049 -5.3656 -0.68198 4.0016

Fig. Add.01_04

Para la presion intrados en la placa:

X Pressure (Pa)
1 4.0

Zz Y -10.049 -5.3656 -0.68198 016 8.6852 13.369

Fig. Add.01_05
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Para la velocidad lateral cercana:

Velocity: Magnitude (m/s}
zZX 0.00000 0.80887 1.6177 2.4266 3.2355 4.0444

Fig. Add.01_06

Para la velocidad en el extrados:

TR T

Ll
‘| ittt 5 '
ull 2426, | 32855 || [ 3

Fig. Add.01_07

Para la velocidad frontal:

Velocity: Magnitucde (m/s)
Xz 0.00000 0.80887 1.6177 2.4266 3.2355 4.0444
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Fig. Add.01_07

Para la velocidad isométrica:

Velocity: Magnitude (m/s)
2.4266

% 0.00000 0.80887 1.6177 3.2355 4.0444

g Add.01_08

Es llamativa la importancia de la burbuja de recirculacion que aparece, en gran
parte debida a la presencia del borde delantero no redondeado.

Los resultados numéricos correspondientes al  xCP se muestran en la  Fig

Add.01_09:

Ballasted Airplane (W. F. Lanchester)

0.35+

XCP/C Bell s

025+

AOA (®)
Fig. Add.01_09

81



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

Podemos concluir, por tanto, que los pioneros no andaban muy descaminados en
su aceptaciéon de la Ley de Avanzini, siempre que estuviesen trabajando con placas planas
de espesor constante y pequeiio.

La cuestion cambié radicalmente cuando los investigadores — detectan que es
posible mejorar mucho el comportamiento aerodinamico de la placa mediante su
modificacién y paulatina conversion en un perfil optimizado que evita los bordes frontales
y finales bruscos.

La placa plana de espesor constante, que ha constituido durante mucho tiempo el
modelo paradigmatico para la mvestigacion del comportamiento aerodindmico de las
superficies, deja de verse favorecida como posible elemento de superficie sustentadora,
pues prontamente se detecta la conveniencia de la adopcion de una forma de perfil
bidimensional fuselado (y también dotado de curvatura) que mejora el comportamiento
real de la corriente de aire, aproximandolo al 1deal, y permitird detectar en experimentos
en tuneles de viento la independencia de la posicion del centro de presion respecto de O
-en perfiles sin curvatura- dentro del rango lineal del dngulo de ataque, y aceptar
paulatinamente, no sin reticencias ya mencionadas en el Cap. 2, la verosimilitud de las
hipotesis y la fiabilidad de los calculos que realizé Kutta en 1902y 1910.
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Capitulo 3

George Cayley (1773-1857)

“You, to whom it may concern when | am gone,
may find the seeds of thought in these scrawls”

Proemio del primer Cuaderno de Notas
de George Cayley, (Sin fecha; circa 1801)

Contenido
3.1 Nota biografica

3.2 Documentos de referencia objeto de estudio.

41 http://www.ctie.monash.edu.au/hargrave/cayley.html (14/06/2017)

91


http://www.ctie.monash.edu.au/hargrave/cayley.html

TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

3.3 Descripcion del contenido.

3.3.1 “On Aerial Navigation”, Parte 1. (1809)
3.3.2 “On Aerial Navigation”, Parte 11. (1810)
3.4 El tmon horizontal movil.

3.5 Sobre el planeador de 1804.

3.6 Sobre el planeador de 1808.

3.7 Sobre el planeador de 1818.

3.8 Sobre el planeador de 1849 (1858)

3.9 Sobre el “Governable Parachute”

3.10 Conclusiones.

Bibliografia.

3.1 Nota biografica

George Cayley, nacido en Yorkshire (UK), estudié matematicas y fisica con G.
Walker, de Nottingham, y posteriormente con G. C. Morgan, en Hacknell College
(London). Fue el primer investigador que comprendio los principios y las fuerzas que
mtervienen en el fenémeno del vuelo. Cayley en 1838 ayud6 a la fundacion del primer
Instituto Politécnico del Reino Unido, 7The Royal Polytechnic Institution (actualmente
pertenece a la Universidad de Westminster) y fue su director durante anos. Miembro
fundador de la British Association for the Advancement of Science, mtervino en una
amplia variedad de proyectos: botes salvavidas, ruedas de tension, tractores, senialética
automatica para trenes, cinturones de seguridad, modelos de helicopteros. También hizo
contribuciones en los campos de la electricidad, balistica y 6ptica.

3.2 Documentos de referencia objeto de estudio.
“ON AERIAL NAVIGATION (I) v (I)”; “A Journal of Natural Philosophy,
Chemistry, and the Arts” (London, (I) Nov. 1809, (II) Feb. 1810).
3.3 Descripcion del contenido.
Cayley, a partir de la observacion de las aves, con certero sentido fisico,

mstrumental  propio y experimentos sencillos establecié una base aerodinamica racional
para sus aparatos voladores, separando el problema sustentador del propulsivo (1799) (Fig.
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3.0). No considero acorde con la experiencia la difundida ley” de sustentacion
proporcional a sin? «, tacitamente vigente desde Newton, y acepté la del sin «, tal
como preconiza -segun afirma Cayley- la Academia de las Ciencias de Francia. Con un
mstrumento denominado “Brazo Giratorio” midié la posicion del centro de presién de
una placa plana, estudiando someramente la estabilidad longitudinal (1808). La
configuracion geométrica de algunos de sus modelos es precursora de los disenos actuales.

Medallén de Cayley (1799)
(Science Museum. London)

Figura 3.0: Esquema del Medallon de Cayley, mostrando la descomposicion de la fuerza
aerodinamica sobre la placa. (La velocidad aparece en forma de “flecha’).

3.3.1 “On Aerial Navigation”, Parte 1. (1809)
Desarrollamos ahora el contenido de la Parte I, con referencia a la Fig. 3.1.

Tesis I. Para vuelo estacionario horizontal de un ave en un plano vertical, la
velocidad, representada por el vector ed, 1incide sobre un ala que se considera plana y
cuyo perfll visto lateralmente es ab y genera una fuerza aerodinamica resultante
representada por el vector de, que Cayley supone perpendicular al ala plana.

Si el movimiento es estacionario la componente vertical de la fuerza de -el vector
fe- debera equilibrar el peso; por otra parte, la componente tangencial de la fuerza de
Resistencia fd debera ser contrarrestada mediante algin procedimiento propulsivo.

Cayley describe asi” la dificultad fundamental que plantea el vuelo artificial (en
cuanto a la fuerza necesaria): “El problema consiste enteramente en lo siguiente: en hacer
que una superficie sustente un determinado peso mediante la aplicacion de una cierta
potencia para vencer la resistencia del aire” [1].

19
Siendo & el angulo de ataque.

" Este es el contenido del famoso “Medallon de Cayley” (1799) que puede verse esquematizado en Fig. 03.0
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Observemos que Cayley representa el sistema sustentador de un ave, que posee
habitualmente dos superficies sustentadoras, aunque de muy diferente tamano, mediante
una sola placa plana, no dos. Esto significa que Cayley concentra la funcién sustentadora
en el ala principal y responsabilizard -como explicard mas delante- a la cola de una cierta
funcién de “control”. Por tanto, todo el peso debera ser equilibrado por el ala “grande”.
Este planteamiento se convertird casi en norma general, y serd adoptado por muchos
ploneros posteriores.

Figura 3.1: Composicion de fuerzas establecida por Cayley para explicar la posibilidad del
vuelo de planeo natural de un ave.

A continuacion, aplica la misma idea a un objeto volador fabricado por el hombre,
del que muestra un sencillo esquema. (Ref. Figura 3.2) Puede verse que el dibujo de la Fig.
3.2 se diferencia del de la Fig. 3.1 en que el “cuerpo” del ave, claramente insinuado, ha
sido sustituido por un cuerpo fusiforme colgante de indole artificial.

Figura 3.2: Composicion de fuerzas establecida por Cayley para explicar la posibilidad del
vuelo artificial, sustancialmente idéntica a la Fig. 3.1, salvo por el hecho de mcluir una
barquilla con pasajero.

Los experimentos de Cayley le llevaron a la conclusion de que el centro de presion
esta por delante de la mitad del perfil de la superficie ABy supone que se produce un
desplazamiento monotono hacia atras del centro de presion conforme el angulo de ataque
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crece, hasta llegar a estar en el centroide de la superficie alar para una incidencia de 90°.
Las alas que utiliza son de bajo alargamiento. Basindose en el punto de vista descrito,
Cayley concluye que el aparato volador sera estable"” frente a variaciones de la incidencia,
como explicard en la parte II.

3.3.2 “On Aerial Navigation”, Parte II. (1809)

En esta segunda parte Cayley introduce el estudio de la estabilidad y el control
de un aparato volador artificial. (Ref. Figura 3.3).

Figura 3.3: Descripcion de los elementos fundamentales que constituyen un aparato
volador controlable, segun Cayley.

Sea AB el perfil de un ala plana -la distancia AB equivale a la cuerda alar- cuya
superficie es (S) y el punto Ces el centro de presion. Como ya se ha dicho, Cayley afirma
que el punto C'se halla mas cerca del borde delantero B que del centro geométrico del ala,
y esto es acorde con la realidad. Cayley no especifica caracteristicas geométricas 3D del ala.

La linea CDrepresenta la resultante aecrodinamica -Cayley la dibuja hacia abajo, tal
como muestra la Fig. 3.3- y se supone perpendicular al ala; la linea de accion de esta
resultante pasa por el punto C'y también por el centro de gravedad CDG, que estd, por
ejemplo, en I). Cayley hace pasar la linea de accion de la resultante de la fuerza
aerodimamica sobre el ala AB por el CDG del aparato de manera que esta fuerza en
condiciones de equilibrio no genera momento de cabeceo. Por definicion tampoco lo
genera el peso.

Si el vector CE representa el peso (mg), v la fuerza de resistencia aerodinamica
opuesta al movimiento- representada por el vector £D- es contrarrestada mediante una

" Nota. Esta suposicion no se adaptard bien a un ala con curvatura: el desplazamiento del centro de presion
puede ser en sentido contrario y causar un momento desestabilizador que requeriria una superficie
complementaria para compensarlo. Aflora aqui un punto oscuro relacionado con el comportamiento del
centro de presion de una superficie sustentadora.
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clerta traccion (7), el movimiento serd estacionario mientras se mantengan las mismas
condiciones.

Cayley piensa que si el dngulo de ataque @ -el que forma la velocidad con el
perfil del ala AB- aumenta, el punto C (centro de presion) retrocede, con lo que este
desplazamiento de la fuerza aerodinamica origina un momento de cabeceo que se opone
“grosso modo” al incremento del dngulo de ataque y tiende a restaurar el equilibrio.
Andilogamente en sentido contrario: una disminucién del dngulo de ataque mueve la
resultante acrodindmica originando un momento que tiende a incrementarlo, debido al
desplazamiento del centro de presion hacia adelante. Tacitamente asume que se cumplira
la condiciéon de estabilidad que acabamos de mencionar, que aparece aqui mencionada
con claridad por primera vez.

Cayley no ofrece una expresion matematica ni graficos experimentales  del
comportamiento del centro de presion con ., sino que procede a partir de experiencias
concretas, de cuyos resultados extrae conclusiones.

La descripcion de Cayley establece un precedente para el planteamiento inicial del
andlisis del problema del vuelo que serd adoptado por la mayoria de los estudiosos
posteriores a ¢él. Los pioneros supondran, sin apenas excepciones, que la linea de accion
de la resultante de la fuerza de sustentacion del ala principal debe pasar por el centro de
masas del avion. Aunque no lo exigen las argumentaciones de Cayley, los pioneros casi
siempre tenderan a situar el centro de masas por debajo “del perfil alar.

' ;
———
-

=

Figura 3.4: Cayley se mspira en las aves para fijar la forma geométrica y los elementos
constitutivos de sus planeadores.

3.4 El tim6n horizontal moévil.

Cayley completa lo anterior con un importante y nuevo concepto: anade un imén
horizontal movil FG (Cfr. Fig. 3.3 y 3.4) en una posicion similar a la de la cola en los
pajaros, con la posibilidad de girar alrededor del punto G subiendo o bajando el punto £

“ Esta tendencia parece provenir de la extrapolacion al campo aerondutico de algo propio de la aerostacion.
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pudiendo también  permanecer fijo en cualquier posicion entre sus limites superior e
inferior. Y esto, segun Cayley, por dos razones:

(1) Para que el vuelo sea perfectamente estacionario.

(2) Para tener la opcion de alterar la trayectoria ascendiendo o descendiendo.

El modo de actuar de esta superficie complementaria es descrito como sigue.

Inicialmente, la posicion de FG es fija paralela a la velocidad. Esto significa que no
causa sustentacion. (El concepto de desviacion de la corriente causada por el ala
sustentadora no forma parte del marco aerodinamico de Cayley).

Cayley supone que cualquier alteracion de sobrepresion sobre la parte superior o
iferior del timén FG, es decir, la presencia de un cierto angulo de ataque de la velocidad
respecto de la superficie FG, cosa que puede ser originada por una actuacion del piloto,
causara el ascenso o el descenso del aparato, en la medida en que siga disponiendo de la
necesaria propulsion. En realidad el avién no necesariamente respondera como asume
Cayley.

El esquema matematico podria intentar describirse como sigue (Ref. Fig. 3.5)

Figura 3.0: Esquema bdsico para analizar el comportamiento longitudinal de un planeador,
sometido a una corriente de velocidad V', con dngulo de ataque & , un ala de cuerda AB
con su centro de presion en el punto C (Coordenada desde el punto B: xCAw) y empenaje
trasero I'G, (con su centro de presion a una distancia xCAt desde B), deflectable un dngulo

0. El peso - mg- situado en la vertical del punto C. El dngulo 6 es el asiento

longitudinal, tomado positivo hacia arriba. Ejes tierra X, Z.
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La fuerza acrodinamica la suponemos - adelantando 1deas- expresable de la forma
siguiente: F = K,SV?sina, siendo K, la “Resistencia Especifica del Aire”y S, el drea
del ala AB. La pendiente de la trayectoria se supone muy pequena. Las ecuaciones del
movimiento en un plano vertical seran:

2
| m%: K,S,V?sin & cos o —mg

[2] md—ZX—T ~K;SV?sin*a
dt2 1 [3.1]
d29 2 -
[3] I, pro K,SV ?sin a(xCDG — xCPw(a))+...
..+ K,S,V?(XCDG — XCPt(a))sin (e — 5. ) =0
Las condiciones estacionarias 1niciales son:
d?z ) .
[ m rral K.SV “sing,cosa, —mg =0
=0
d?x )
[2] m|— | =KSVZsin®q,-T =0 3.2]
dt
t=0

d’e
R ( ] ~o
yy dtz o

La ecuacion [3] de [3.1] es nula debido a que en condiciones estacionarias se debe
cumplir que:

XCDG = xCPw(«,)

ay = Ogy

Cayley parece sugerir que un incremento de angulo de ataque proporcionara, para
una misma velocidad, una sustentacién mayor, y por eso un ascenso. La conclusién de
Cayley no es necesariamente valida, ya que un aumento de la sustentacion genera también
un aumento de la resistencia y la velocidad, en general, no permanecera constante durante
el transitorio; el hecho de que al desaparecer este la velocidad final sea la misma que antes
del cambio del valor de @ no es imposible, pero se corresponde con el caso particular de
vuelo estacionario en condiciones de minima resistencia acrodinamica (Suponiendo vélida
una curva polar de coeficientes constantes).

Si aceptamos un “modus” Iineal algo simple, tendriamos:

2
[1] m(%} = K,SV2Aa
[3.3]
d?Ax )
[2] m ? :—ZaoKlslV Ac
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Esta derivacion contiene ademas el supuesto implicito de la estabilidad longitudinal
mtrinseca del movimiento, que depende funcionalmente de la forma matematica de la

funcion XCP (05 ) Si es aceptable linealizarla, podemos poner:

XCPw(a) = xCPW(aO)+%W(a)Aa
a

2
Entonces, de la ecuacién [3] de [3.1], linealizada obviando términos en (AO!) :

K,S, (XCPt — xCPw)

Ao ~ [34]

E
K,S, (XCPt — XCPW) + K,S,2, (axgpwj
(04

Si el centro de presion del ala no se moviera con el ingulo de ataque, una
modificacion de la deflexion del empenaje repercutiria exactamente en la misma variacion
del angulo de ataque. El movimiento del centro de presion de la cola da lugar a incrementos
cuadraticos despreciables en primera aproximacion. (Recordemos que, para Cayley, se
cumple que xCDG = xCAw)

Sobre la estabilidad del movimiento Cayley no menciona nada en particular.
Podemos tratar de explicitar algo mas la idea que subyace. La ecuacion del momento de
cabeceo, aplicando los conceptos que verbaliza Cayley, linealizada para angulos o
pequenos, seria:

I 2 oxCP
Yy (d80)_ o[ w(a) o +@(XCDG_ XCPt) |Act [8.5]
oo Klsl

Resulta evidente la importancia del signo de la expresion de la derecha de la
ecuacion para la estabilidad en cabeceo.

La explicacion de Cayley sobre la influencia de las deflexiones del empenaje en el
comportamiento y la actitud del aparato es pionera y -como Cayley mismo afirma- le fue
sugerida por la naturaleza”. Establece también que la pendiente de la trayectoria
estacionaria de vuelo de un planeador depende de la deflexion del empenaje horizontal,
sin llegar a formalizar una teoria. Su analisis no considera la dinimica no estacionaria que
requeriria, normalmente, el uso de todas ecuaciones diferenciales propias del movimiento,

16 . . . .,
Cayley suglere que “coprar a la naturaleza” es un camino excelente para avanzar en la consecuciéon del
vuelo artificial. Este consejo sera seguido por Lilienthal 80 anos después.
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que son también imprescindibles para el estudio riguroso de la estabilidad dindmica del
mismo.

Incluye también la instalacion de una deriva vertical, para lograr un completo
control del aparato. La concepcién del pilotaje lateral que tiene Cayley se aproxima a la
que posteriormente se denominara propia de “pilotos chaufeurs’: aquellos que tratan
de modificar el rumbo del avion sin inclinarlo lateralmente, como se haria con un barco.

3.5 Sobre el Modelo de Planeador de 1804 (Figuras 3.6 y 3.7)

Las caracteristicas del modelo de planeador de 1804 eran las siguientes:

Peso =1.062 Newton XCDG =18.07cm c,, =48.28cm
bying =35.6 CM Suny =1040.93cm* AR, =1.217
S =195.77 cm’ AR, =1.186 g, =6°

1abla 5. 1: Datos del modelo de Planeador de 1804

P e

. ot

5.08 cm

T2
S —— 0 00 (EHmo

Figura 5.0: Plano y cotas del modelo de 1804. Se trata de un modelo reducido de
planeador que Cayley utilizo para estudiar el vuelo de planeo.
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L
i

i 1V

Figura 3.7: Modelo de 1804. La cola esti unida al cuerpo del plancador mediante una
varilla metilica que admite deformaciones en sentido vertical y lateral, y asi permite

estudiar el comportamiento del modelo frente a diferentes dngulos O

Kl ala del planeador es de muy bajo alargamiento. Lo mismo sucede con el ala del
empenaje horizontal trasero, que es, basicamente, la cola de una flecha que se lanza
mediante un arco. Los elementos con los que trabaja Cayley parecen surgir de una
combinacién entre “algo que se sostiene en el aire” (una cometa) y algo que “surca
(velozmente) el aire” (una flecha). Cayley considera explicitamente el efecto equilibrador
de este conjunto de dos superficies sustentadoras. El CDG es situado [2] en el centroide
de la superficie alar. Cayley no comenta nada acerca de la anulacion del momento de
cabeceo que el equilibrio exige.

El ala en forma de cometa no tiene la forma aerodinamicamente mas eficiente y
la prediccion del comportamiento del centro de presion con las variaciones de & no es

sencilla. Investigaciones en tinel aerodinamico [9] lo sitdan cerca de XCP ~0.15CW para
baja incidencia, llegando a XCP = 0.30 Crw para o ~ 30°.
Los resultados de un estudio CFD [7] de este modelo de planeador obtienen un

desplazamiento del centro de presion con el angulo de ataque, medido en % de la cuerda
en la raiz, tal como se indica en la Tabla 3.2, muy similares a los datos experimentales:

a 0 6° 10° 15°
xCP 0.140 0.206 0.219 0.230
— (1804)

crw

1abla 3.2: Planeador de 1804. Posicion del centro acrodinamico del ala principal.
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La suposicion de Cayley respecto del comportamiento del centro de presién parece
correcta, y el modo de estabilizarlo mediante una cola de incidencia adaptable también.

3.6 Sobre el Modelo de Planeador de 1808 (Fig. 3.8)

Cayley construyo en 1808 un modelo con mayor alargamiento y perfil curvo, a
partir de un hexigono regular con un suplemento alar, fyando el centro de gravedad en
la relacion:

XCDG 3 _ 44286
crw 7

Amnterioy
Surface =
Posterior

Surface 4

(CAYLEY 1808)

Figura 3.8: Boceto del modelo de 1808. La geometria del disenio aparece mcompleta en
el texto de Cayley; lo utiliza para describir aspectos parciales relacionados con el centro
de presion.

Cayley sitta la cola con una incidencia respecto de la corriente de manera que
genere un momento de cabeceo negativo (morro hacia abajo). Le llama la atencion la
posicion tan adelantada del centro de presion respecto del centroide del area.

3.7 Sobre el Modelo de Planeador de 1818 (Figura 3.9)

Sobre este modelo de planeador, del que muestra solamente un bosquejo, Cayley
explica la relacion que debe existir entre los angulos geométricos del ala y de la cola para

que pueda existir equilibrio, segtn la posicion del centro de gravedad.

DIEDRO ALAR

CAYLEY GLIDER (1818)

Figura 3.9: Boceto del modelo de 1818. Boceto de planeador del que se sirve Cayley
para explicar la funcion de la cola, separada una cierta distancia del ala principal.
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El esquema es el descrito graficamente a continuacion (Fig. 3.10A y 3.10B) sobre
el modelo de 1804 (Fig. 3.7):

Lw
- 8
mE_J il E IR
m
Y% Lt '

Figura 5.10A: Explicacion de la funcion equilibradora de la cola. (Centro de gravedad
por delante de las superficies sustentadoras).

Lt
S e LR
W % Og

Figura 3.10B: Explicacion de la funcion equilibradora de la cola. (Centro de gravedad
entre las superficies sustentadoras).

Vemos que el momento de cabeceo respecto del CDG podria ser equilibrado, en
principio, mediante deflexiones de la cola en un sentido o en el otro. La capacidad de
equilibrado de la cola tendra obvias limitaciones, pero ahora lo importante es resenar que
Cayley comprendi6é el mecanismo de compensacion del par creado por la sustentacion
principal, que para Cayley era toda la sustentacion relevante, y por esa razén la superficie
de cola que utiliza es muy pequena; esto es asi porque de esta cola solamente le interesa el
momento que causa, no la sustentacion propiamente dicha, aunque - obviamente- es la

sustentacion de la cola la que causa el momento.
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3.8 Sobre el Modelo de Planeador de 1849 (1853) (Figura 8.11)

Con este modelo Cayley pretendia indagar sobre la pendiente estacionaria de la
trayectoria de un planeador que soporta una carga y la potencia consumida.
CAYLEY (1849 & 1853)

(@]~

Figura 3.11: Modelo de planeador de 1849/1853, usado por Cayley para investigar
travectorias.

Segun la descripcion de Cayley, el centro de presion del ala (Punto B, Fig. 3.11)
aparece dibujado sensiblemente en la mitad de la cuerda alar en la raiz, aunque esto
contrasta con las conclusiones a las que habia llegado en 1818. La posicion real del centro
de presion, para un ala de tan bajo alargamiento, se sitia” en xCAw = 0.205 crw Y

esta, contrariamente a lo dibujado por Cayley, por delante del CDG.

En cambio, la posicion verdadera del punto neutro del modelo conduce a situarlo
en: xPN = 0.90 crw de manera que, aunque Cayley considera solamente la posicion

del centro de presion del ala principal, lo supone fijo y lo sittia incorrectamente por detras
del CDG, en realidad el conjunto de la aportacion de la sustentacion de las dos superficies,
ala principal y cola, sitia el punto neutro de modo adecuado para lograr la estabilidad del
planeador. La aportacion del empenaje no es realmente importante para la sustentacion
global, pero es necesaria para lograr la estabilidad frente a variaciones de la incidencia.

3.9 Sobre “The Governable Parachute” (1852)

” Aparecen dos fechas debido a que Cayley analiz6 este modelo en esos aios.

La dimensién C'W es la cuerda alar en la raiz, XCAW es la posicion del centro aerodinamico del ala, y

XPN es la del Punto Neutro, ambas medidas desde el borde delantero de CI'W
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Este planeador, de tamano relativamente grande y apto para transportar a una

persona pequena, es relevante por el hecho de que, al parecer, volé brevemente de
modo efectivo. (Fig. 3.12)
G. Cayley

‘ 0\
| BETE -
“Piloto
Elementos de
Control Z;:;g;jJAla Principal |

Estabilizadores

"The Governable Parachute (1852)

Figura 3.12: Modelo de planeador de 1852. El tamario debia permitir la presencia en su
mterior de una persona. Ll ala y el comunto estabilizador es similar al utilizado en el
planeador de 1804. Se anaden ahora elementos de control accionados por el piloto.

3.10 Conclusiones

(1) Los tres breves capitulos del notable escrito de Cayley constituyen el primer
documento que aborda el estudio del vuelo artificial con acierto en lo fundamental
y con vision de futuro”. Suimportancia es indiscutible. Cayley construye modelos
voladores con la configuracion completa y adecuada -estabilizador de cola y deriva
vertical- para el vuelo estabilizado y sustancia de modo correcto los argumentos de
indole fisica sobre los que se apoya. La separacion del sistema sustentador del
sistema propulsivo mtroduce el concepto de avion propulsado de ala fija.

(2) Las razones de Cayley para justificar sus disenos muestran elementos de una
razonable  base aerodinamica, lograda a partir de sus lecturas y de los datos
obtenidos a partir de sus propios experimentos, con instrumentos por €l diseniados
y construidos; fue el primero en utilizar un brazo giratorio para estudiar el

comportamiento sustentador de una placa a diversos angulos de ataque, y descubri6

” Por contraste, véanse las siguientes palabras de C. L. Navier, que estudia la posibilidad del vuelo muscular
humano: “Attribuer 4 'homme la faculté de traverser les airs est une idée qur a toujours plu a I'imagination:
mais elle n’a pu étre réalisée que dans des étres poétiques, auxquels on attribuait un caractére divin, et par
conséquent des forces sans limites et une vigueur mépuisable”: Note sur ['évaluation approximative de la
quantité d’action nécessaire pour le vol des oiseaux et pour la direction des aérostats. Histoire de I’Académie
desd Sciences; Paris. 1830.
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que el ala con perfil curvo genera mds sustentacién. Analizé también el
comportamiento del centro de presion sin llegar a establecer con precision los
parametros que permiten fjarlo. El modelo fisico que utiliza es sobrio y no hay en
¢l tratamientos matematicos complicados, pero identifica claramente las cuatro
fuerzas que intervienen en el problema del vuelo: el peso, la sustentacion, la

resistencia y la traccion, y las describe en términos de ingenieria.

Los modelos fueron probados exhaustivamente y Cayley realizo muchas
mediciones: velocidades y dangulos de trayectoria, en particular. Esto permite
“reproducir” sus experiencias y captar como interpretaba, desde el punto de vista
de la mecanica de vuelo, las actuaciones de sus modelos. Es, probablemente, la
primera vez que se trata de medir y analizar cientificamente el comportamiento
empirico de un aparato volador artificial (1804). Cayley suele, en general, describir
la geometria, masa y posicion del centro de gravedad de sus modelos
escrupulosamente. Se puede llegar a verificar la coherencia de las mediciones de
Cayley, que son relativamente precisas para los medios de que disponia.

No valoro la importancia del alargamiento alar (La caracteristica fundamental de
un ala para Cayley es la magnitud de la superficie alar, pero no su forma
geométrica). Parece que no llega a considerar la posibilidad de la entrada en
pérdida. No confié nunca en la hélice como medio de obtener traccion tangencial
a la trayectoria, porque preferia alas batientes, como las aves. En cambio,
preconizaba las hélices para el vuelo vertical. La eventual relevancia de estas
“Iimitaciones” queda muy mitigada s1 tenemos en cuenta que el primer vuelo
propulsado y controlado (Wright Brothers) tuvo lugar unos 100 anios después.
Cayley tenia conciencia de trabajar para tiempos todavia por llegar. Se le suele
designar como “El Padre de la Navegacion Aérea” [4]. Curiosamente, sus trabajos

despertaron mas interés en Francia que en su propia nacion [8].

Desde el punto de vista de la estabilidad estitica longitudinal, y tomando su
mspiracion de las aves; describe cualitativa y correctamente las razones de la eficacia
de un dispositivo tipo empenaje trasero y el modo de actuacion de este sistema
como posible controlador del angulo de ataque. No desarrolla la posibilidad de que
esa misma superficie realice una funcién de estabilizacion estatica, de su relacion
con la posicion del CDG, y tampoco efectia una investigacion de la estabilidad
dindmica longitudinal, aunque si que subraya la importancia de la determinacion

suficientemente precisa del centro de presion.
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Alphonse Pénaud (1850-1880)
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4.1 Nota Biogrifica

Desde muy joven una enfermedad le obligd6 a llevar muletas. Sus intereses eran
variados: el vuelo de las aves, los globos, la balistica, las matematicas, la meteorologia, la
fotografia, la hidrodindmica, los cohetes, la aerodindmica... y tenia la habilidad de reducir
a términos sencillos 1deas complejas y mostrarlas en forma de modelos reducidos, pero
tlustrativos. En 1876 diseno, junto con Paul Gauchot, un ala volante con tren retractil,
cabina cerrada, nstrumentacion -como un incipiente varibmetro de propio diseno- vy
piloto automatico. Fue Vicepresidente de la Société Francaise de Navigation Aérienne y
miembro del Comité de Redaccion de 1’Aéronaute. En 1878 el obispo™ Milton Wright
compro6 un helicoptero de juguete de Pénaud y se lo regal6 a sus hijjos pequeinos Wilbur

y Orville [7].

4.2 Documento de Referencia.

“L’ Aeroplane Automoteur avec équilibre automatique”. “1.Aéronaute”, Bulletin
Mensuel International de la NAVIGATION AERIENNE; 5 ANNEE, N° 1-12 (1872)
Paris.

4.3 Descripcién de contenido. Estabilizador automético de un aeroplano.

Pénaud encontr6 un modo muy sencillo de estabilizar automaticamente un
aeroplano, y establecio la primera teoria embrionaria de la estabilidad longitudinal
automatica cuyo nucleo fundamental describimos a continuacion”. Pénaud pensaba que
el esquema estabilizador que proponia era novedoso.

El sistema estabilizador que propone Pénaud consiste en  “un drgano muy sencillo,
que logra el obyetivo deseado: un pequerio timon horizontal”.

" De la United Bethren Church, una denominacion de la rama Evangélica del protestantismo americano.
* Como curiosidad, digamos que esta propuesta de Pénaud fue recogida literalmente por Lanchester en su
libro “AERODONETICS”, de 1908, lo que indica el alto concepto en que Lanchester tuvo este primer
intento del pionero francés.
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(t1)

I

Figura 4. 1A: Esquema geométrico utilizado por Pénaud para explicar su teoria sobre el

efecto estabilizador de la cola.

El pequeno timén horizontal es la superficie S2, inclinado hacia la parte inferior
del plano sustentador S1, que es el plano principal, y situado por detras de él. (Fig. 4.1A).

Su funcionamiento Pénaud lo describe como se indica a continuacion.

El plano principal (“Superficie sustentadora S1”) soporta un peso situado en la
vertical de su centro de presion. Este plano esti unido rigidamente al pequenio plano
posterior (“Superticie directoraS2”). De un modo exclusivamente verbal a partir del grafico
Pénaud indica que cualquier alteracion en el angulo de ataque del Plano S1 repercute en
la sustentacion de S2, por la rigida union que tienen y precisamente en el sentido de causar
una sustentacion que se opone a esa alteracion. Por esta razon, el angulo de ataque del
plano principal en el instante (t1) es igual al del instante (t2): se mantiene constante. No hay
comentarios respecto de la inevitable parte transitoria del movimiento.

El razonamiento es escueto, la formulacion geométrica, y sin complemento
aerodinamico o matematico. Anade el comentario de que el centro de gravedad no tiene
por qué estar necesaritamente en el centro de presion del ala principal, sino que el
estabilizador puede soportar también parte de la carga sin merma de su capacidad
estabilizadora. Esta altima observacion es de gran interés, aunque no se detiene a explicar
como actuaria el estabilizador en este hipotético caso.

Pénaud no tiene en cuenta la desviacion de la corriente, ni especifica detalles
respecto de la posicion del centro de presion de las superficies sustentadoras, ni considera
la posibilidad de que este varie su ubicaciéon cuando lo hace el angulo de ataque. No
obstante, sus afirmaciones tienen sentido, como vamos a ver a continuaciéon. (Fig. 4.1B)
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(t1)
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Figura 4.1B: Esquema geométrico utilizado por Pénaud para explicar su teoria sobre el
efecto estabilizador de la cola, con mdicacion de los parametros relevantes.

Con nomenclatura y conceptos actuales la derivada respecto del angulo de ataque
del Momento de Cabeceo™ M, del conjunto alar de Pénaud, determinante de la

estabilidad estatica del conjunto alar, tendria el valor aproximado de:

M. =L ovoClay, S| xCDG| 1+ SE%2 %2 |_yop [ XA Clas, S,
2 La, S, XCA,, ' Clay,s,

[4.1]
Con:

CLO(S1 ,CLO(S2 = Pendientes de la curva de sustentaciéon de cada ala.

XCA;, XCA;, =Distancias entre el borde de ataque del ala S1 y los centros
aerodinamicos de cada ala.

XCDG = Distancia entre el borde de ataque del ala S1 y el CDG del sistema.
S,,S, = Superficies alares.

Eligiendo un valor adecuado de XCA;, - lo que equivale a situarlo una cierta

distancia por detrds de S;- podremos obtener un CM_ <0 que tenga eficacia

estabilizadora. El angulo de ataque al que se estabilizara el conjunto, tomado como sentido

" El coeficiente M, = am

debe tener un valor tal que una modificaciéon en & cause un cambio en el
da

M de manera que el Momento de Cabeceo tienda a oponerse a ese cambio experimentado en &
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positivo para O (la deflexion del estabilizador de cola) el que establece el dibujo de
Pénaud, viene dado™ por:

ClLag, | S, |[ XCA;, —xCDG
[CL% ] [SJ( XCA,, —xCDG J
1+(CL0¢52](SZJ[XCASZ—XCDGJ

CLag, J\ S, J{ XCA;;, —xCDG

Si1, tal como nsintan los dibujos de su “ Planophore” (Fig. 4.£2), Pénaud considera que

[4.2]

~
~

las alas delantera y trasera son geométricamente semejantes, aunque de distinto tamano, la

1igualdad de los CLa de sus alas permitiria escribir una expresion mds simple:

M. =L ov2Clay, S| xCDG| 142 |—xca, | X B2 || 11
2 S, XCA, S,

Esto permite mantener fijo el angulo de ataque en funcion de la deflexion &
S, |[ XCA;, —xCDG
S, I xCA; —xCDG
14 S, | XCA,, —xCDG
S, J\ XCA;, —xCDG

La descripcion que hace Pénaud de la accion del estabilizador no se basa en una teoria

[4.4]

o~

aerodinamica reglada, simo que parece hacer uso de una intuiciéon fisica elemental. El
modelo explicativo matematico-geométrico es simple, y la representacion grafica que
lustra el proceso no es generalizable (Fig. 4.1A) pues sugiere que el empenaje posterior se
desplaza tangencialmente a su propia superficie, lo que se corresponde con un caso
particular. No obstante la idea subyacente es acertada. Fsta capacidad estabilizadora de
un empenaje posterior se encuentra mencionada explicitamente en Cayley, que la utiliza

en sus planeadores.

Pénaud hace coincidir el centro aerodinamico del ala S; con el CDG del avion

completo, aunque -como hemos dicho- no considera que esto sea estrictamente necesario.
De esta manera, las ecuaciones arriba obtenidas se simplifican, y se cumple la condicion
que muestra el dibujo de Pénaud (Fig. 4.1A): & y & coinciden.

M = pV?S,Clag,(XCDG-XCA;,) a=x6 [4.5]

a

Luego la pendiente de la trayectoria seria, en este caso, exactamente la indicada por

Pénaud en su dibujo. Se evidencia, aunque de modo condicionado, la vision

" Pénaud, como la mayoria de los pioneros, no tiene en cuenta la desviacion de la corriente generada
por el ala delantera, ni el retardo correspondiente entre el ala delantera y el empenaje.
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sustancialmente acertada que tenia el pionero francés de la funciéon del estabilizador
posterior. (Eq. 4.5)

Resulta también asi mas evidente la necesidad de situar el estabilizador detras del ala
principal para obtener la condiciéon matematica de estabilidad estitica que actualmente se
describe expresando que la derivada respecto del dngulo de ataque del Coeficiente de

Momento de Cabeceo debe ser negativa, con el convenio habitual de signos. (CM , <0).

Pénaud construyé6 y volo el modelo descrito en la Figura Nam. 4.2, propulsado por
bandas elasticas, al que llamo “ Planophore”.

"Planophore", de A. Pénaud

Figura 4.2: Modelo de avion construido por Pénaud; con el que demostro la eficacia
estabilizadora de la pequeria cola horizontal trasera.

Resumiendo: el imén horizontal es una aportacion significativa (y definitiva) de
Pénaud para la solucion del problema de estabilizar el vuelo de un avion, identificando y
tratando esta dificultad de modo directo y especifico. Una genuina justificacion fisico-
matematica no puede todavia ofrecerla, debido a la inmadurez de la ciencia aerodinamica
del momento.

4.3.1 Otros proyectos.
Pénaud patent6, en colaboraciéon con Paul Gauchat [6], un modelo de aeroplano

consistente esencialmente en un ala volante (Fig. 4.3) Un somero estudio aerodindmico
permite situar los centros de presion de las sustentaciones debidas a la incidencia y a la
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deflexion del empenaje tal como indica la figura, lo que no es nrazonable; la eficacia del
mando de profundidad es menos marginal” de lo que podria pensarse de entrada.

1« xCA & 0.187 arw

0.20 erw

A § »

®-

0.532 crw o
e ]

= S = 4 |

Empenae (rasero

(deflectable)

Figura 4.5: Bosqucjo del avion, patentado por Pénaud y Gauchat, y constituido por una
sola ala dotada de un muy pequernio empenayje. La situacion relativa del CDG y del centro

de presion debido al dngulo @ y del debido a O¢ , se muestran en el dibujo.

Establecio también Pénaud dos “teoremas” de la mecanica del vuelo de planeo
que son Interesantes para la historia del andlisis matematico del vuelo, y seran asumidos y
desarrollados formalmente por investigadores posteriores™, pero no afectan directamente
a la estabilidad. Publico6 también algiin trabajo de investigacién basica sobre la resistencia

aerodinamica [5].

4.4 Conclusiones

(1) El concepto tedrico y la aplicacion practica fundamental de Pénaud es el
estabilizador horizontal. Pénaud conocié algunos trabajos de Cayley, pero no

" ¥l coeficiente de sustentacion debido a la deflexion del empenaje es -para el rango lineal- de 03755 Esto,
Junto con una distancia (XCDG —XCA; ) ~ (0.20—0.53) crw=-0.33crW conduce a un valor del coeficiente

CM SE ~-0.115 55 (Con referencia a la superficie alar y a la cuerda en la raiz). Método Numérico de

Superficie Sustentadora de Hoskyns University.

“ De entre estos, Painlevé, Soreau y Ferber formalizan con mas claridad los desarrollos de Pénaud; y todos
ellos atribuyen a Pénaud la autoria indiscutida. Estos desarrollos seran estudiados mas adelante en este
mismo trabajo.
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consta que se Inspirase en este dltimo, ya que afirma desconocer” precedente
alguno.

(2) La incorporacion de un empenaje horizontal es una aportacion importante para
resolver el problema de la estabilidad longitudinal, siempre que la posicion del
CDG se mantenga dentro del margen adecuado. De hecho, esto es asi en su
modelo “planophore”; Pénaud no analiza los margenes de validez, quizis porque
no dispone de los fundamentos aerodinamicos basicos que le permitiria intentarlo.

(3) Pénaud no incluye en su descripcion el hecho de que el timén horizontal recibe el
flujo desviado por la presencia sustentadora del ala delantera, ni tampoco el retardo
en esa desviacion. La ausencia de estos dos conceptos fisicos sera usual en la

mayoria de los pioneros que estudiaremos.

4.5 Anexo. LLa mecénica de vuelo estacionario de A. Pénaud.

El punto de wista formal de este trabajo aconsejaba enfatizar la aportacion
conceptual mas importante de Pénaud: el plano estabilizador. No obstante, el pionero
francés realizo también relevantes y originales aportaciones en campo de la mecanica del
vuelo estacionario de un aeroplano. Esta parte es la que vamos a considerar ahora.

El documento base es “Lois du Ghlissement dans [lair”, aparecido en

“L’AERONAUTL”, de enero de 1873. [2].

Comienza su descripcion con la denominada Ley de Newton para el cilculo de la
resistencia que ofrece un fluido al desplazamiento de un plano en su seno. Newton -afirma
Pénaud- la hace depender de cinco cosas:

1. La superficie (5)
2. La densidad del fluido. (p)
3. Lavelocidad al cuadrado. (V 2)

=

El sin« , siendo @ el dngulo de incidencia.
La resistencia es perpendicular al plano.

Pénaud dice que son aceptables las (2) y la (5); la (8) lo es salvo para velocidades
como las tipicas de la artilleria y la (1) requiere muchas especificaciones complementarias
para poder ser considerada valida™. La (4) es incorrecta.

n

57 . L , _— .
Aunque este hecho no sea por si solo determinante, la publicacion de Pénaud precede en 5 anos a la serie

de 6 articulos publicados en 1877 por Hasenfeld en L’Aéronaute, sobre los trabajos de Cayley.
* De una manera todavia algo vaga, Pénaud parece aqui referirse a los problemas que genera la falta de
caracterizacion cientifica clara de la influencia de la forma de la superficie.
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Debido al error mencionado en ultimo lugar, algunos cdlculos que pretendian
estudiar el vuelo de las aves -Pénaud cita explicitamente a Navier”- han resultado
“exorbitantes” y han lanzado sobre la aviacion considerable descrédito. Con base en los
trabajos de M. de Louvrié, acepta la ley del seno simple para dngulos de ataque
comprendidos entre 0 y 20°.

A partir de aqui, Pénaud establece algunos teoremas para el vuelo sin propulsion,
que primero enuncia y demuestra después. Nosotros seguiremos el camino contrario,
tratando de convertirlos a la nomenclatura actual.

Teorema I

Pénaud asimila un ala a una placa plana inclinada un dangulo @ respecto de la
horizontal, y sometida a un dngulo de ataque @ . El peso del ave es P,y la superficie alar
es S, (que también podria mterpretarse como la superficie proyectada en el plano de la
velocidad). Pénaud llama S’ a la superficie frontal del ave, en el sentido del movimiento.

R

%\
-\
~ P 0 LRH —
.I\/‘LTB
187

mg %

v

N

Fig. Add.02 01

La fuerza aecrodinamica - Pénaud la denomina “Résistance” y es normal a la placa-

“
C

necesaria para equilibrar el peso serd, siendo una constante:

" “Note de Mr. Navier Sur 'évaluation approximative de la quantité d’action nécessaire pour le vol des
oiseaux, et pour la direction des aérostats”. Académie des Sciences. Paris, 6 de septiembre de 1830.
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P =cSV?sinacosd
[Add.02_01]

Debido a que Pénaud supone que @ es pequeiio, la expresion anterior quedard
de un modo mas simple:

P=cSV?sina [Add.02_02]

La constante “c” viene definida por Pénaud como la resistencia aerodinimica que
experimentaria una placa de un metro cuadrado de superficie, a una velocidad de 1 m/s 'y
sometida a un angulo de ataque de 1°.

La constante “¢””, de un modo analogo al caso anterior, es la resistencia al avance
con una velocidad de 1 m/s y una superficie frontal de 1 metro cuadrado. Ahora se trata
de resistencia al avance en sentido estricto y trata de evaluar una resistencia que actualmente
englobariamos bajo la calificaciéon de “parasita, y no mcluye componentes debidos a la
sustentacion.

El trabajo -que es una magnitud escalar- serd la suma de los trabajos de la
Sustentacion (T'1) y del de progresion (T'2) (o propulsion, como también lo denomina).
Este trabajo Pénaud lo concibe por unidad de tiempo; es decir, que en realidad se trata de
la potencia.

El “Trabajo de Sustentacion” vendra dado por la fuerza sustentadora multiplicado
por la velocidad normal a la placa:

T1:(cSV25in a)(V sina) =cSV?’sin’« [Add.02_08]

Si sustituimos en [Add.02_03] el valor de la velocidad extraido de [Add.02_02],

obtenemos:

V- /L _T1-p PSina Add.02_04]
cSsina cS

Pénaud extrae la siguiente conclusion, que le parece notable: para el movimiento

uniforme de un plano que se desliza por el aire el trabajo necesario para mantenerle en
suspension disminuye segun la raiz cuadrada del seno del angulo de ataque. Si la velocidad
crece indefinidamente, el trabajo necesario tiende a cero.

En cuanto al “Trabajo de Progresion” (1'2) tenemos:

1onN/2a; T . T ions3
T2=|c'S'V°sin— ||Vsin— |=c'S'V [Add.02_05]
2 2
La suma de ambos -recordemos que en realidad se trata de una potencia- es:

T=T1+T2=cSV3sinax+c'S'V? [Add.02_06]
De [Add.02_02] obtenemos:
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2
P=cSV’sina = sina=-

c’sv*!
La sustitucién en (T) Ref. [Add.02_06] conduce a:

[Add.02_07]

2

T = +c'S'V?

cSV
[Add.02_07]

Podemos ahora calcular sencillamente la velocidad para la que se obtiene el
minimo de potencia consumida por el vuelo:

2 2

Luego ahora tenemos también, para el dngulo de ataque de minima potencia, el

valor:

sine =<3 % [Add.02_09]

Dado que la resistencia al avance equivale a la componente del peso segun la
direccion de avance, tenemos también:

¢'S'V2 =Psing [Add.02 10]
Por tanto:
sinzg=5° [Add.02 11]
3cS

Lo que implica que, para el vuelo con minima potencia, se cumple la relacion:
sind=3sina [Add.02_12]

El trabajo total es:
T-243p /3 4/C S’ 1.7548P /i 4/0 S IAdd.02_13]
3 cS \ ¢S cS \ ¢S

Luego, para vuelo de minima potencia se cumple que:

(Ej _3 IAdd.02_ 14]
T2
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El Teorema I de Pénaud”™ afirma que, como se acaba de demostrar, “Un pdjaro
que planea, desciende con la menor velocidad posible cuando emplea en el avance la cuarta
parte del total del trabajo (= Potencia) invertido en el vuelo”.

Comentario

Fig. Add.02_02 (Con m g = Peso = P)
Las equivalencias” que podemos establecer con el sistema actual (Cfr. Fig.
Add.02_02), y que nos deberian servir para aquilatar los aciertos de Pénaud, son:
1 2 2 1
mg = E,oSV CL, acos@ =cSV-sinacosld = E'OCL“ ~C [Add.02_15]
Y también:

C'S'sz%pSVZCDO = C'S'z%pSCDO [Add.02_16]

Para lo que ya podemos denominar potencia total, tenemos, segun Pénaud, pero
con nomenclatura actual:

60

Pénaud demuestra también que, si se aceptase la ley de Newton del seno cuadrado, el planeo mas
economico seria “/fa caida vertical’.

* Respetamos ahora la decision de Pénaud de considerar la fuerza aerodindmica total perpendicular a la
placa para no complicar las expresiones comparativas.
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Pot:%pCLasv3sin2a+%ps CDV? z%p SV*CL (Va)+%p SV*CD, V

[Add.02_17]

Esta expresion puede compactarse algo mas:

Pot = % pSV?(CL, a® +CD, )V [Add.02_18]
La expresion correcta aceptada actualmente es:
Pot = % pSV?(KCL, o +CD, )V [Add.02_19]

Observamos que la tendencia fundamental coincide con la correcta, aunque no
existe, comprensiblemente, un acuerdo pleno. La férmula de Pénaud aumenta
excesivamente la parte de resistencia que actualmente denominamos mnducida por la
sustentacion, ya que normalmente para alas rectas se cumple que:

Oswald

KCLﬁ[ 1 ][ 27AR j: 1 1
AR eOswald 2+ \j4 + AR2 AR 2
e 1+ 1+(:2)

[Add.02_20]

Las soluciones 6ptimas que calcula para la velocidad y los angulos de minima
potencia adoleceran de esta limitacion. No obstante, el modo de acometer el estudio de
este tipo de problemas es bdsicamente correcto y se ha mantenido hasta hoy, resultando
también util en la mecanica de vuelo quasiestacionario.

Teorema II

Pénaud se plantea ahora las condiciones estacionarias para maximo alcance, que -
afirma- son las de minima pendiente, que ahora considera pequena. El proceso es algo
menos claro que en el teorema anterior.

Siendo “t”el tiempo total invertido, la distancia horizontal recorrida sera:

e =Vt [Add.02_21]

Y siguen manteniendo su validez las siguientes ecuaciones ya obtenidas:

P

Vie ——
cSsina

[Add.02_22]
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T=T1+T2=cSV3sin*a+c'S'V? [Add.02_23]
Multiplicando [Add.02_21] por [Add.02_22] obtenemos:

Vit = eP

= [Add.02_24]
cSsina

Y sustituyendo en [Add.02_23] obtenemos, para la potencia (“Pot”) convertida
ahora en trabajo realizado durante un tiempo “¢”:

Pot=Tt=ePsina+ﬁ_e—P=eP sina + ﬁ i [Add.02_25]
cS sina cS Jsiha

El minimo se obtiene para:
B 2 C 1 S 1
sin“a =—— [Add.02_26]
cS

El procedimiento que utiliza Pénaud equivale a minimizar la suma de los dngulos
a+6 y eslomismo que hacerlo con la pendiente de la trayectoria ¥ =a+ 6 . De este

modo se logra el maximo alcance. El cilculo de Pénaud es menos obvio, pero equivalente.
Ahora trabajamos considerando los angulos pequenos:

'SV P

o ~ 5
P cSV

[Add.02_26]

El minimo de » se obtiene para:

2
V= 4/% [Add.02_97]
cC

Esto conduce a:

T2
—=1 a=0 [Add.02_28]
T1

l teorema II queda establecido como sigue: “Un pdjaro amimado de un movimiento
Fl t II da establecid “Ul do d Iz
uniforme, en vuelo de planco, tiene un alcance méaximo con el minimo descenso posible
cuando el trabajo de “suspension” es sensiblemente igual al trabajo de “traslacion’. Ll plano
de las alas divide entonces en dos partes iguales al dngulo formado por el horizonte y la
direccion  del movimiento, siendo, a la vez, el mis pequenio posible”.

Consecuencias
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Pénaud analiza los resultados de los cdlculos que acaba de hacer, y trata de
establecer algunas conclusiones de validez general. La tinica hipétesis que menciona es que
se cumple la condicién:

—<x1 [Add.02_29]

“

Pénaud piensa que esto se cumple para todos los “seres voladores” salvo para
algunos msectos. Piensa que pueden obtenerse indicaciones muy ttiles sobre los pajaros y
también para la mayoria de los “sistemas de aviacion’-

Consecuencia 1. Hasta cierto punto, los teoremas I y II Pénaud los considera
aplicables también al vuelo de un pajaro con batimiento de las alas, aunque afirma que los
coeficientes deberian sufrir algunos cambios.

“.» &
C

Consecuencia 2. Dado que los coeficientes ¢’ “87, “877 son muy similares
para pajaros de una misma especie, se puede suponer que las velocidades ordinarias seran
muy parecidas o incluso las mismas; podra decirse que tienen una “velocidad propia”,
como asi parece ser la realidad. Esta velocidad serd mayor cuanto mayor sea el peso y
menores sean los coeficientes “c”, “c™, “97, “§7". Es decir: cuanto mayor sea el pajaro y
menores sean sus alas: cuanto mas se parezca a un proyectil. No obstante, los pdjaros
pueden dotar a sus alas de actitudes y dngulos muy variados, mucho mas que los

murciélagos o los insectos. Por esto son tan versatiles y elegantes en sus movimientos.

Consecuencia 3. El trabajo necesario para mantener el vuelo es tanto menor cuanto
mayor sea el producto “c §”respecto del Peso. Este -dice Pénaud- es el gran escollo de la
aviacion. No obstante, considera que el objetivo de la navegacion aérea debe ser alcanzar
velocidades muy superiores a las que ofrecen los actuales medios de locomocioén, y asi
relativiza la objecion recién mencionada.

Consecuencia 4. El trabajo necesario para el vuelo depende mucho del producto
“c’8””. Por eso los pajaros tienen formas mas o menos fuseladas: para ofrecer el aspecto
de buenos proyectiles. Incluso algunos pliegan sus patas y las pegan a la cola. Todos los
pajaros que tiene que efectuar migraciones tienen las alas grandes.

Consecuencia . Los angulos de ataque y de asiento longitudinal éptimos son

J

idependientes del peso del pajaro.

Consecuencia 6. Para pajaros parecidos, la velocidad de vuelo es proporcional a la
raiz cuadrada de las dimensiones homoélogas,

Consecuencia 7. Estas consideraciones no se aplican directamente a las hélices.
Todo ascenso o descenso modifica las condiciones motoras del vuelo estacionario del
pajaro.

Consecuencia 8. Los calculos realizados no se aplican solamente a los pdjaros.
Sirven también para cualquier plano inclinado dotado de un propulsor. (Aqui Pénaud
menciona el modelo de avion  “Planophore”de su invencion) La capacidad de los motores
-en este caso- deberd ser proporcional a la resistencia que se opone a la marcha -basada
en “c’S5”” yno es funcion del peso, que tampoco influird en las dimensiones de los timones.
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Pénaud parece afirmar que tampoco influird la densidad del medio fluido en el que se
desplaza el avién y de la velocidad. Estas ultimas afirmaciones no pueden sostenerse
actualmente.

Consecuencia 9. Alrededor de sus valores optimos, las potencias necesarias
aumentan lentamente, lo que es favorable para un transporte aéreo econémico.

“.» &

Pénaud efecta finalmente, un intento de calculo de los coeficientes “c”y “c”y -
resulta interesante mencionarlo- dice haber obtenido mediciones parecidas a las que
obtuvo Cayley, a partir de una recopilacion de las geometrias y las masas de cierto nimero
de pdaros, y de estimaciones de algunos datos caracteristicos del modo de vuelo que
manifestaban. Menciona, de pasada, la necesidad de que la cola esté menos inclinada que
el ala principal. Obtiene algunas cifras que, debido a la gran dificultad de las mediciones y
a su escaso numero, no considera fiables. Termina insisttendo en la necesidad de
abandonar la ley del seno cuadrado, y de proseguir con una experimentacion que no pierda
de vista lo mucho que podemos aprender de las aves. Esta recomendacion final sera
seguida muy literalmente por Otto Lilienthal.
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Capitulo 5

Otto Lilienthal (1848-1896)

Contenido

5.1 Nota biografica

62 https://www.biografiasyvidas.com/biografia/l/lilienthal.htm. (14.06.2017)
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5.2 Documento de referencia objeto de estudio.

5.3 Descripcion del contenido.

5.3.1 Las Grificas Polares de la Fuerza Aerodinamica.
5.3.2 La Posiciéon del Centro de Presion.

5.3.3 Control del Momento de Cabeceo.

5.4 Conclusiones.

Bibliografia.

5.1 Nota biogrifica

Nacido en Anklam, cerca del Baltico. Desde su infancia, junto con su hermano
Gustav, se interesé por el vuelo de los pgjaros. Trabajo como aprendiz en la Ingenieria
L. Schwarzkopff. Comenzo6 sus estudios en la Koningliche Geberbeakademie (Berlin).
Como joven ingeniero, trabajo para la empresa Carl Hoppe. En 1873 disené un aparato
volador de alas batientes. Se independizé profesionalmente montando una empresa de
generadores de vapor: “Maschinenfabrik Otto Lilienthal’. Estudio la posibilidad de la
turbina de vapor (“Dampfstrahlrad’) para propulsar barcos, y obtuvo varias patentes.
Realizo mas de 2000 vuelos con planeadores de su mvencion. Muri6 en accidente aéreo
en Berlin-Lichterfelde. Las causas no han sido determinadas: problemas de estabilidad o
de rafagas, rotura de un larguero alar, o una combinacion de varias. [4].

5.2 Documento de referencia objeto de estudio.

“Der Vogelflug als Grundlage der Fliegekunst. Ein Beitrag zur systematik der
Flugtechnik”. Berlin: R. Gaertners Verlagbuchhandlung. (1889).

5.3 Descripciéon del contenido.

Lilienthal observa que hay significativas diferencias entre las formulas ofrecidas
por diversos 1nvestigadores para estimar la fuerza aerodinamica que se ejerce sobre
una placa delgada sumergida en una corriente de aire, cuando la corriente es
perpendicular a la placa. Si la superficie tiene curvatura, los resultados son atin menos
fiables. No obstante, considera firmemente establecido que la resistencia depende del
cuadrado de la velocidad.

5.3.1 Las Grificas Polares de la Fuerza Aerodinidmica sobre un perfil.
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Cuando el angulo de incidencia es distinto de 90°, la cuestiéon se complica.
Lilienthal sabe que influye mucho la forma en planta del ala respecto de la corriente,
pero no conoce el modo de cuantificarla. Con estas y otras parecidas limitaciones, una
aportacién muy importante de Lilienthal, y que influird mucho en estudios posteriores,
es su andlisis de la fuerza aerodinamica resultante sobre placas, planas o curvas, en
funcion del angulo de ataque. Los graficos en los que plasma sus resultados son fruto
de un trabajo concienzudo y riguroso. El grafico de la Fig. 5.1 reproduce el modo de
representar los resultados de sus experimentos.

15°
20°
25°
Polar de una Placa Plan: / 7 30°
Otto Lilienthal (1889) 1o &
/ / / 7 5
L o 35°
/ /

Placa %
Plana
| B 85°
> 90

-V=> L <=

/2

Figura . 1: Ijemplo tipico del modo que emplea Lilienthal para presentar grificamente la
relacion entre la fuerza aerodindmica sobre una placa - en este caso plana - y el angulo de
ataque. El modulo de los vectores representa la magnitud de la fuerza aerodindmica y su
nclinacion (respecto de la velocidad) puede leerse directamente en el grifico.

Para una placa plana -tal como puede verse en el extremo inferior izquierdo de la
Fig. 5.1- cuyo alargamiento no siempre indica, y para diferentes valores del angulo de
ataque & , grafica el valor de la resultante R que permite conocer las dos componentes
fundamentales de la resistencia aerodinamica global: sustentacién (normal a la velocidad)
y resistencia (opuesta a la velocidad). Es un modo comodo, claro y eficaz de mostrar
cuanto vale la fuerza que se opone al movimiento, y qué fuerza util se obtiene en la
direcciéon normal al mismo para sustentar el peso. Obviamente, ya no puede mantenerse
la consideracion de que la Fuerza Aerodinamica total es perpendicular a la placa.

Una limitacion importante, desde el punto de vista del presente estudio, reside en
que Lilienthal sitGa siempre -para cualquier angulo de ataque-, la fuerza resultante en el
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50% de la cuerda alar. Esto es correcto cuando el angulo de incidencia es 90°, pero no se
puede suponer lo mismo para todo el rango de variacion de & . Teniendo en cuenta el
rigor con el que habitualmente Lilienthal trabaja, pensamos que esto no puede ser casual
(Cfr. Fig. 5.2), pero no hemos hallado un tratamiento especifico de este aspecto del
problema en la referencia aqui estudiada.

Placa

Planfa

-V>

c/2

Figura 5.2: La fuerza aerodindmica resultante es situada en el centro de la cuerda de la
placa.

En la Fig. 5.3, reproduccion de la que Lilienthal muestra en Ref. [2], puede verse
el esquema de un perfil alar ab sometido a una velocidad V con dngulo de ataque cx.
Lilienthal sitia la resultante en la mitad de la cuerda alar; esto seria aproximadamente
correcto solamente si el angulo de ataque fuese nulo respecto de la linea ab, lo que no
sucederd, en general.

Figura 5.3. Fuerza normal y tangencial de un perfil alar con curvatura sometido a una
corriente con angulo de ataque C .
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Lilienthal efectué medidas de las componentes tangencial 7, segin la cuerda ab tal
como aparece en la figura, y normal V. La suma vectorial de ambas es la fuerza
aerodinamica total R.

Por ejemplo para un perfil delgado curvo segun Ref. [1], Diagrama VI, Lilienthal
expresa la fuerza Normal y la Tangencial del modo siguiente (Vid. Tabla 5.1):

N=0135V%(a), T=0.135V?6(a)

Las funciones 77(05 ), 0 (05 ) aparecen tabuladas en funcién del dngulo de ataque.

"a (2" "™(a)deN" O(a)deT "a(2)" "(a)deN" "8(c) deT"
—9 0 —0.07 16 0.909 0.075
-8 0.04 —0.067 17 0.915 0.073
—7 0.08 —0.064 18 0.919 0.07
—6 0.12 ~0.06 19 0.921 0.065
-5 0.16 —0.055 20 0.922 0.059
—4 0.2 —0.049 21 0.923 0.053
-3 0.242 —0.043 22 0.924 0.047
—2 0.286 —0.037 23 0.924 0.041
—1 0.332 —0.031 24 0.923 0.036
0 0.381 —0.024 25 0.922 0.031
1 0.434 —0.016 26 0.92 0.026
2 0.489 —0.008 27 0.918 0.021
3 0.546 0 28 0.915 0.016
4 0.6 0.007 29 0.912 0.012
5 0.65 0.014 30 0.91 0.008
6 0.696 0.021 32 0.906 0
7 0.737 0.028 35 0.896 —0.01
8 0.771 0.035 40 0.89 —0.016
9 0.8 0.042 45 0.888 ~0.02
10 0.825 0.05 50 0.888 ~0.023
11 0.846 0.058 55 0.89 —0.026
12 0.864 0.064 60 0.9 —0.028
13 0.879 0.07 70 0.93 ~0.03
14 0.891 0.074 80 0.96 —0.015
15 0.901 0.076 90 1 0

1Tabla 5.1
Se puede observar que Lilienthal efectia mediciones variando de grado en grado,

desde @=-9" hasta a=30° en que comienza a hacerlo de dos en dos grados, y va
aumentando paulatinamente el tamano de los intervalos, hasta hacerlo de 10 grados en 10
grados en la zona final cercana a la perpendicularidad del ala respecto de la corrente. Esto
es 16gico, ya que Lilienthal sabe que los angulos de interés para los planeadores estan

mucho mis cerca de ¢=0 que de @=90°
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La informacién que proporcionan los datos que Lilienthal muestra en sus tablas es
de gran utihdad, y serd altamente valorada por muchos pioneros, y se serviran de ella
Zhukowsky y los Wright, independientemente de que detectasen inexactitudes y
decidieran construir un tinel aerodinamico basico para sus propios ensayos.

La conversion de la fuerza Normal a la cuerda y Tangencial a la cuerda en
Sustentacién (normal a la velocidad) y Resistencia segun la velocidad es inmediata y, para
el ejemplo que estamos mostrando conduciria a los siguientes resultados, expresados en
forma adimensional, asimilando unos coeficientes a los otros mediante las siguientes
transformaciones:

nCL(a)=n(a)cosa—0(a)sina
0CD(a)=n(a)sina+0(a)cosa

La tabla 5.1 se corresponde con los graficos 5.4, 5.5 y 5.6.

{nCL{a) Lilienthal}
nCL{ar)

[ ] L L L L > ot l.g.l

20 40 i 80

Figura v.4, Coeficiente UCI— (05 ) correspondiente a la Tabla 5.1
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{6CD{a) Lilienthal}
e c)
10+ | | | | -
0a+ | | .
06+ | il

D4t - '_.-"

B2+ o

-

Figura 5.0. Coeticiente 6CL (0! ) correspondiente a la Tabla 5.1

20 40 il g0

{Eficiencia Aerodinamica(a) Lilienthal}

a(®)

1 20 30 410
Fig. 1.0 Eficiencia Aerodindmica correspondiente a la Tabla 5.1

Se comprende la inestimable ayuda que esta informaciéon proporcionaba a los
estudiosos del vuelo artificial, con mdependencia de las limitaciones propias del
procedimiento utilizado por Lilienthal para obtenerlas, pues ofrecia un conjunto de datos
numéricos experimentales revestidos de la autoridad técnica de que les proporcionaba el
hecho de que su descubridorlos aplicaba en la practica con éxito a sus propios modelos
de planeadores. Frente a este hecho, que es una primicia en el ambito de la aecronautica,
resultan de importancia menor las mexactitudes que existian en las tablas.
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También resulté mediatamente comprensible para los pioneros que los dangulos
de ataque ttiles para la aviacion eran solamente los angulos pequenos, que proporcionaban
una relacion Sustentacion / Peso apta para el vuelo. Especialmente si tomamos en
consideracion que los valores de la tracciéon disponible que proporcionaban inicialmente
los motores de la época eran bajos.

5.3.2 La posicion del Centro de Presion.

No obstante, deseamos subrayar ahora -en este estudio- el hecho de que Lilienthal
sittia, sin mencionarlo explicitamente, la resultante de la fuerza aerodinamica en el centro
de la cuerda del ala. Esto no es un problema serio si solamente nos interesa saber cémo
varia el médulo las fuerzas Tangencial y Normal con el dngulo de ataque, pero pasa a serlo
de primera magnitud cuando se trata de estudiar el equilibrio de un sistema sustentador
formado por alas como la estudiada por Lilienthal. Y lo es particularmente si solamente se
trata de un ala.

El problema de la posicion de la resultante de la fuerza aerodinamica parece no
haber constituido para Lilienthal un punto importante de su teoria, pues no se detiene a
verificar este aspecto que, desde el punto de vista de la estabilidad longitudinal, es del mayor
mterés.

Figura ».7: Lilienthal experimento con formas voladoras -tipo cometa- mspiradas en las
aves.

Su libro incluye la Figura 5.7, en la que puede verse la estructura clisica de un
avion, con ala principal y cola estabilizadora; Lilienthal la estudia solo sometida a las
condiciones de vuelo de una cometa, sujeta a tierra por un cable, sin comentarios; no se
detiene en analizar el papel que realiza en este caso la cola, aunque admite que este diseno
logra volar casi horizontalmente, es decir, con un angulo de ataque que es muy pequeno.
Esto podia haberle sugerido el tipo de acciéon que la cola podria realizar.

5.3.3 Control del Momento de Cabeceo.

Uno de sus planeadores servird para ilustrar lo que acabamos de mencionar.
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O. Lilienthal

Flying Machine
No. 544816 o
g - Limites
Patcntcd Allg. 20, 189\) Desplazamiento
CDG

Figura 5.8: El control longitudinal de los planeadores de Lilienthal se lograba mediante el
desplazamiento del centro de gravedad del aparato; para lograrlo, el piloto tenia que
desplazar sus piernas o su cuerpo en el grado necesario, hacia adelante o hacia atrés.
(1ambién hacia los lados para el control lateral)

El modelo de la Fig. 5.8 muestra parte” de los dibujos de la Patente 544816 de
1895 (USA). Carece de empenaje horizontal. El control longitudinal lo realizaba Lilienthal
mediante el desplazamiento del centro de gravedad del conjunto aeronave-tripulante,
alterando la actitud y posicion del piloto. Este deberia desplazar sus piernas hacia
adelante o hacia atrds para modificar la posicion del CDG'y, como consecuencia, variar el
momento de cabeceo en el sentido deseado para influir en la dindmica longitudinal.

Es un sistema arriesgado si no se conocen bien los limites aerodinamicos del aviéon
y st se carece de un mdicador de la actual situacion del avion respecto de estos limites.
Estos limites son, basicamente, la relacion adecuada entre la velocidad necesaria para
mantener el vuelo y el dngulo de ataque.

La ecuacion simplificada del coeficiente de momento de cabeceo, para un modelo
de planeador sin cola horizontal y con la nomenclatura habitual, puede escribirse como:

CM =CL, (xCDG-xCP)« [5.1]

63 . . . ., .
El dibujo muestra solamente las partes del planeador relevantes a efectos de la explicacion del tipo de
control usado por Lilienthal.
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Vemos que la condiciéon de vuelo estacionario, que exige que se cumplan
simultineamente dos condiciones: por una parte, expresado ahora con nomenclatura

antigua, =~ #0 vy también CM =0. Esto solamente puede cumplirse si

KSV 2

(XCDG = XCP) y la generacion de momentos de cabeceo de control, unas veces positivos

y otras negativos, exige movimientos del xCDG.

Este es el rudimentario sistema que utilizaba Lilienthal para controlar en cabeceo.
Es generalmente aceptado que, por alguna perturbacion atmostérica o de otro tipo, su
avion se desplomo, resultando mortalmente herido.

Figura 1.9: Boceto de planeador de Lilienthal; este es uno de los 19 diserios diferentes que
llego a realizar, y en los que efectuo numerosos vuelos. Puede verse el perfil alar curvo, y
el curioso empenayje abatible en un solo sentido.

El modelo de planeador de la Fig. 5.9 incorpora un empenaje posterior basculante
que tiene la particularidad de soportar solamente cargas hacia abajo, y esto solamente a
partir de la posicion extrema inferior. Lilienthal suponia que si el planeador entraba en
pérdida”, el empenaje recibia el flujo de aire desde abajo y giraba, y de este modo no
generaba sustentacion y el aparato debia “descender como un paracaidas”, en palabras de
Lilienthal. Se trataba -segin esto- de un empenaje estabilizador, pero solo lmitada y
marginalmente.

Para Lilienthal parece haber sido  de mmportancia secundaria -para obtener la
sustentacion deseada- el que el planeador tenga o no cola, aunque acepta que la
posibilidad del vuelo de planeo no depende de la capacidad de mover las alas con la

* Lilienthal no utiliza esta terminologia.
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potencia necesaria, sino de adoptar una adecuada direccién de las alas respecto del viento
incidente. Pero no desarrolla esta mtuicion en la linea de comprender el efecto
estabilizador de un empenaje fijo.

5.4 Conclusiones.

(1) La cuestion de la estabilidad intrinseca de sus planeadores no parece haber
preocupado a Lilienthal, que lograba controlarlos satisfactoriamente”,
gracias a la destreza adquirida a lo largo de los mas de 2000 vuelos de planeo
que realizo.

(2) Lilienthal se centré -en el texto que ahora analizamos- fundamentalmente
en establecer las fuerzas aerodinamicas, pero no en la cuestion correlativa
de su linea de accion, y de como variaba con las condiciones de vuelo. En
los graficos en los que se muestra la representacion polar de la fuerza
acrodinamica total, la linea de accion correspondiente aparece
sistematicamente pasando por el punto medio de la cuerda, sin comentarios
explicativos. Los modelos de planeador de Lilienthal, ademas, tenian la

cuerda de longitud variable segin la envergadura.

(8) Su aportacion técnica fundamental estriba en haber clarificado el concepto
acrodinamico, y tabulado, para distintos tipos de placas, la fuerza
acrodinamica resultante, y sus componentes segun la sustentacion y la
resistencia. Y esto de un modo claro, practico y bien adaptado a su
aplicacion directa. Eventualmente, algunos de los cilculos de Lilienthal
resultaron 1ncorrectos. Los hermanos Wright conocian el libro de
Lilienthal, y la vida (y muerte) de este pionero les inspiro las primeras 1deas

de dedicarse seriamente a estudiar la posibilidad del vuelo artificial.

(4) Desde un punto de vista diferente, la difusion mundial que alcanzaron los
logros de Lilienthal supuso para muchos, también en el ambito cientifico,
el despertar de un terés por el vuelo artificial cuyo alcance es dificil
sobrevalorar [3]. No hemos encontrado pioneros de la aviacion que, de un
modo u otro, no lo consideren una figura que mspir6 su propio trabajo.

“ De un modo parecido, los Wright tendran que familiarizarse con el control activo de un aviéon -el Flyer-
que era inestable longitudinalmente. Para pilotarlo se necesitaba haber adquirido mucha destreza volindolo.
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Capitulo 6

N. E. Zhukowsky (1847-1921)

67

Contenido

6.1 Nota Biografica

67 https://en.wikipedia.org/wiki/Nikolay_Yegorovich_Zhukovsky. (14.06.2017)
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6.3.1. “Sobre el Vuelo de Planeo de las Aves” (1891).
6.3.2  “Sobre el dngulo optimo de vuelo de un acroplano” (1897)

6.3.3. “Sobre la Caida en el Aire de Cuerpos Ligeros Alargados con Giro
Alrededor de su Eje Longitudinal’ (1906)

6.3.4. “ Descripcion Elemental de la Dindmica de los Aeroplanos”(1913)
6.4 Estabilidad angular en cabeceo.
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Bibliografia

6.1 Nota Biografica.

Nicolai Egorovitch Zhukowsky nacio en Orekhovo (Rusia), y se graduo en 1868
en Matematica Aplicada en la Facultad de Fisica y Matematica de Mosci. Profesor de
matematica y mecanica teérica en la Escuela T'écnica de Mosca. Obtuvo el doctorado por
la Universidad de Mosci con una tesis sobre Estabilidad. Director del Departamento de
Mecanica (1886) de esta universidad. Premio N. D. Brashman (1885) por sus trabajos
tedricos sobre la dindmica de los fluidos. Publicé mas de 200 trabajos sobre mecénica, y
es considerado el padre de la aeronautica rusa por sus trabajos en hidromecanica y
aerodmamica. (En 1885 visito a Lilienthal en Berlin y le compro un planeador). Su trabajo
se concentré en los aspectos tedricos y practicos de la hidrodindmica, teoria de la
sustentacion, vortices, estabilidad longitudinal y lateral de los aeroplanos, trasformacion
conforme, ondas de choque, presas hidraulicas, etc.... En 1918 organizo el Instituto Aero
Hidrodinamico Central”, siendo su primer director.

6.2 Documentos de referencia.

(1) “Sobre el vuelo de planeo de las aves” (1891). Boletin de la Sociedad
Aerondautica de Moscu. [1].

(2) “Sobre el optimo dangulo de vuelo de un acroplano”. (1897). [29]

(8) “Sobre la caida en el aire de cuerpos ligeros alargados con giro alrededor de su
eje longitudimal” (1900). |2]

(4) “Descripcion elemental de la dindmica de los acroplanos™ (1913). 3]

“En 1922 se le puso el nombre de “Academia Zhukowsky de Ingenieria Militar y Aerondutica”.
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6.3 Descripcién de contenido.

6.8.1 Primer documento. 0 MAPEHMHU NTHI “Sopre ef vuelo de planco de las
aves”. (1891)."

(1) En primer lugar, para el anilisis del vuelo de planeo de las aves
Zhukowsky [1] acepta la ley del seno y asimila el ave a una sola placa plana delgada
de superficie S. Denomina @ al angulo que forma la placa con el viento relativo,
(afirma que no debe superar los 15 ©); la resultante aerodinamica total {R}, que
supone perpendicular a la placa, tendra el valor:

R=0.13SV3sina 6.1]

La constante 0.13 proviene de Coupil [5] y tiene dimensiones de densidad. Puede
verse que Zhukowsky no considera relevante la forma de la superficie.

Figura 0.1: Descripcion esquematica para el estudio del vuelo planecado. El ala es asimilada
a una placa plana AB.

Esta fuerza puede descomponerse en dos (Ref. Fig. 6.1): tangente a la trayectoria
(segtin la velocidad) “F” y normal a la trayectoria “N”. Su valor™ es:

F =Rsinae=0.13SV?sin‘«a
N =Rcosa =0.13SV?sinacosa

[6.2]

* Traducido del original ruso por Artem Dombrovsky, Ingeniero Aeronautico por la Universitat Politécnica
de Valéncia (Espana), a quien el autor agradece cordialmente su desinteresada colaboracion.
" Cfr. Ref. [6], Pag. 12y ss.
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Las dos fuerzas N y F podran ser obtenidas -afirma Zhukowsky- a partir de las
Tablas que Lilienthal habia publicado dos afios antes [6].

(2) En segundo lugar, Zhukowsky acepta a la “Ley del Centro de Presion’, de
Avanzini [7] y Joéssel [8]", para la ubicacion del centro en funcion del angulo & | siendo
¢ la cuerda de una placa rectangular, y medido desde el borde de ataque A (Ref. Fig. 6.1):

(XCP
c

———j:02+03ﬁna 16.3]

Se puede observar que la ubicacion del centro de presion para o = Qe€s:

(595}:02
c

Avanzini y Joessel trabajaron con agua. Kummer [9] con aire, y Zhukowsky realizo
sus propios experimentos con aire.

A cada posicion del  centro de presion sobre la placa le corresponde un solo dangulo
a de la direccion del viento incidente sobre la placa, y viceversa.

El vuelo de planeo estacionario exige que en cualquier momento el ave debe estar en
equilibrio respecto de su centro de gravedad. Esto significa que la direccion de la fuerza
aerodinamica resultante debe pasar por ese punto. Asimilando el elemento sustentador de
un ave a una placa plana, la idea que acabamos de mencionar exige que el centro de
gravedad coincida con el centro de presion. Para lograrlo, segin Zhukowsky, el ave cambia
la posicion de su centro de gravedad sin alterar la posicion de sus alas, o al revés, modifica
la posicion de sus alas y de la cola.

Fl estudio del vuelo de planeo en un plano vertical e integracion de las ecuaciones
conduce a la primera apariciéon en una publicacion cientifica de la oscilacion de largo
periodo que, anos después, Lanchester [10] estudiard y denominara “Fugoide”.

El sistema que describe Zhukowsky es el siguiente. (Ref. Fig. 6.2)

" Una y otra difieren en muy poco.
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O X

Figura 0.2: Esquema utilizado por Zhukowsky para establecer las ecuaciones de la dindmica
del movimiento no estacionario de una placa plana en vuelo de planeo en un plano vertical.

Zhukowsky desea averiguar la trayectoria descrita por el centro de gravedad de la
placa, con los ejes segun la Fig. 6.2. Supongamos que el centro de presion -punto C- esta
en el eje de simetria de la placa AB y mas cerca de A que de B, siendo el dngulo &
pequeno: el equilibrio estacionario exige que el centro de presion coincida con el CDG.

Si durante el vuelo de planeo el ave no altera la posicion de sus alas y de la cola 'y
la posicion del CDG respecto de los dos anteriores, el angulo & permanecera constante
durante todo el tiempo de vuelo.

Esta ultima afirmacion establece de forma implicita: (1) que la estabilidad del
movimiento, en lo que respecta a la ecuacion del momento de cabeceo, se da por supuesta;
(2) 1nsinua la existencia de una posible relacion entre las relativas posiciones angulares del
ala y de la cola y el mantenimiento del angulo de ataque, pero no la desarrolla
matematicamente.

El andlisis de Zhukowsky se plantea analizar con cierto rigor sélo una faceta del
vuelo de planeo de las aves: la que permite analizar en un plano vertical las dos ecuaciones
de las fuerzas segun dos ejes mutuamente perpendiculares, admitiendo tacitamente que
la informacién que se podria obtener de la ecuacion del momento, suponiendo que fuese
posible establecerla sobre una base fisico-matematica realista, no afectaria seriamente a la
iformacion que proporcionan las otras dos ecuaciones. Esto le parece admisible, ya que
el vuelo de los pajaros es un hecho.

Zhukowsky establece asi las dos ecuaciones de las fuerzas en ejes viento (Fig. 6.2):
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2
[1] N+mv—:m90037/
r

2 [6.4]

[2] d( ]zmgdz—Fds

El significado de los términos que aparecen en las ecuaciones [1] y [2] de [6.4] es
el siguiente:

N ~ L (sustentacién aerodinamica)
F ~D (resistencia_aerodinamica)

r= (:—Sj (radio _de_curvatura_de _la_trayectoria)
v

y = pendiente _de _la_trayectoria

ds = diferencial _de _espacio

Ademas, para simplificar la nomenclatura, introduce las siguientes asignaciones,
que permanecen constantes mientras lo sea el angulo de ataque & :

; in2
_ 0.13Ssinacosa B_ 0.13Ssin“ « 16.5]
m m

A

Observa también que se cumple

dz ds dz .
ds=-92 _, 002 16.6]
siny dy sinydy
Teniendo en cuenta lo anterior, y siendo h la altura que corresponde a la velocidad
micial, las dos ecuaciones de [6.4] pueden escribirse asi:

dy gcosy
==

[1] A+siny

V2dz 16.7]

siny

[2] v2=2g(z+h)-2Bj

Las ecuaciones planteadas por Zhukowsky, en contraste con las que publicara
Lanchester 17 anos después, no suponen inicialmente que el movimiento es conservativo,
y se establecen de manera que tienen en cuenta la influencia del término disipativo debido
a la resistencia aerodinamica a través del coeficiente B de la ecuacion [2] de [6.7] .

Zhukowsky analiza el comportamiento estacionario que implica que la velocidad

Vyla pendiente 3 son constantes™ V =V, y=y, :

" También deberi serlo el dangulo de ataque &
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gcosy,
11 A=>">/0
[6.8]

2 2
[2] V2=2g(z+h)- 2BV jdz:Zz(g— BY; ]+29h

sin y, sin y,

Dado que V, es constante, el factor que multiplica la variable zeta en la ecuacion

[2] de [6.8] debe ser nulo. Llegamos asi a:

g cos,
m A=2L20

0

ay? ) [6.9]
de[2] (g =—0 J —p=3%
siny, Vo
Si ahora ntroducimos los valores de A y de B obtenemos:
- - - 2
Ao gcoiy0 _0.135sing, cos g B gsw;yo _0.135sin" g, 16.10]
V, m V, m
Vemos que inmediatamente puede concluirse que:
[1] tany,=tane, =y, =,
6.11
[2] Vo2 = mg- | |
0.13Ssing,

Zhukowsky demuestra de este modo que el descenso planeado se efectia segun
una recta inclinada, manteniendo las alas en un plano horizontal y muestra también que
a cada angulo de inclinacion de esta linea -o sea, a cada pendiente de la trayectoria- le
corresponde una velocidad estacionaria de descenso.

Fl plano de la placa permanece sensiblemente horizontal siempre. La razon por la que
el angulo de la pendiente coincide necesariamente con el dngulo de ataque procede del
hecho de que en el movimiento estacionario la tnica fuerza gravitatoria debe ser
exactamente equilibrada por la inica fuerza aecrodinamica, que es perpendicular a la placa.
La ausencia de aceleracion en todas direcciones asi lo exige. Con esto termina la
descripcion del movimiento estacionario.

El dibujo siguiente (Fig. 6.3) reproduce aproximadamente el que aparece en el
trabajo de Zhukowsky, y muestra la trayectoria recta que acabamos de describir segin OL,

»

con el perfil de la placa “ab” visible, en posicion sensiblemente horizontal, sin oscilaciones
y con velocidad constante. Fl angulo de ataque es también igual a la pendiente. La placa

desciende segun el eje Z y avanza segin el eje X manteniéndose paralela a si misma.
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Figura 0.53: Distintas travectorias que puede realizar una placa plana AB en vuelo planeado.
La trayectoria recta (L) indica vuelo estrictamente estacionario; las demds trayectorias se
diferencian unas de otras en las condiciones iniciales del vuelo, y no son estacionarias.

Zhukowsky supondra también que, si el angulo & es pequeiio, entonces la
constante B << A (Ecuacion [6.10]) y sugiere que una integracion solo aproximada (con
B = 0 ) puede proporcionar informacion relevante, aunque tomara la precaucion de no
aplicarla mas alla de un semiperiodo. Posteriormente ivestigara el efecto real de B = 0
sobre la trayectoria por efecto de la disipaciéon de energia que genera la resistencia
aerodimamica y relacionara esta pérdida de energia con una correspondiente disminucion
de la velocidad inicial de la siguiente semionda de la trayectoria.

Para la integracion de la trayectoria conservativa procede como sigue, a partir de las
ecuaciones iniciales simplificadas:

1] A+siny3—§=$ [2] VZ=2g(z+h) 16.19]

Inmediatamente puede escribir:

. dy gcosy
A+siny—=—" 6.13
" dz 29(z+h) 10-13]
Equivalente a la ecuacion diferencial lineal:
d(cos
(cosy), cosy _, 16,141

dz 2(z+h)

Zhukowsky integra la ecuacion obteniendo finalmente:
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3
cosy\z+ :%(z+h)2 +C 6.15]

El valor de la constante de integracion “C” puede determinarse mediante la
condicion inicial que proporciona el conocimiento del angulo de inclinacion de la
velocidad del ave en ese instante (Fig. 6.4):

Figura 0.4: Las condiciones iniciales del vuelo planeado se establecen en las variables y, y

V. La variable \Vy es una magnitud vectorial, por tanto queda definido también, por las

condiciones indicadas, el dngulo de ataque nicial. (Esto permite mtuir lo delicado de las
condiciones iniciales del lanzamiento para una placa plana).

3
COS}/O\/HZZ?A(I'I)Z +C = C:\/ﬁ(cos;/o—%Ahj [6.16]
La forma general de la integral sera:

x/h cos —Z—Ah
Yo
3 [6.17]
¢z+h .

cos;/z?(z+h)+

Esta ecuacion permite expresar COSy en funcion de — y a continuacion se puede

proceder a integrar directamente:

dz _tany «/1—0082}/

dx cos y
\/ﬁ(cos% —Z:fhj
Jz+h

con:cos;/:z?A(z+h)+ [6.18]
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Zhukowsky muestra que la obtencion por integracion numérica de las coordenadas

rectangulares es posible, pero no sencilla, y prefiere deducir las trayectorias analizando
directamente la ecuacion obtenida para cosy .

En primer lugar, se detiene en la consideracion de dos casos particulares: los que
anulan la constante “C”.

Son los dos siguientes, que conducen a dos valores para h:

2A 3cos
C=vh|cosy,~“2h|=0 =h=0 y h =00 16.19]
3 2A
La ecuacion queda en las dos posibles formas siguientes:
Caso[1]
2A 3
Ccos =—17 = 1] z=—(cos
[6.20]
Caso[2]

2A 3
(cos yx)h2 = ?z +cosy, = [2] z= ﬂ((cos ;/)h2 —Cos ;/0)

Zhukowsky obtiene las dos trayectorias: ambas son circunferencias; la primera es:

2Az,
(cos ;/)h1 ~ 3

Caso[1] 2':21:(003y)h %:cot;f
Lz

hl p—
\/1— (cosy)’, 1_(2A21 jz
3
(ZAzlde
1 _ANA2 2
3A _ \a-any, :3ﬁ+ﬁ:(3j

%= 2 2A
Jl{zszlj

La segunda es:

[6.21]
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2Az,

+C0S ¥,

Caso[2] 2Az, +c0sy, =(cosy), &, _ -
3 2 dz (ZAZZ j
1- 3 +C0Sy,

(ZAZZ .,.cosyojdzz 3\/1—(008 L 3A7 )2
X, :J‘ 3 __ Yo 2

2 2A
1—(2A322 +cos;/oJ

2 2
= X+7i+2 35%7% Z,+ 37| (3
2A 2A 2A

[6.22]

La primera corresponde al dibujo (E) y la segunda a la (E) de la figura (6.3), cuyo
centro estd por encima del eje OX una distancia:

3
—(cosy,
2A ( 0 )
El primero de estos dos circulos sera identificado también por Lanchester, pero no
el segundo.

Para Zhukowsky la aparicion de trayectorias circulares o semicirculares no parece
presentar problema alguno relacionado con la estabilidad. Se limita a mencionar que este
tipo de trayectoria se parece mucho a la que realizaria un murciélago que cuelga
verticalmente y que arranca a volar con velocidad nula segin una trayectoria inicialmente
estrictamente vertical. Para Lanchester, en cambio, la aparicion de trayectorias con un
punto de retroceso supondra la aparicion de un problema de estabilidad [10].

En el desarrollo subsiguiente Zhukowsky estudia diferentes trayectorias que
pueden obtenerse segin sean las condiciones iniciales (Fig. 6.5). Este andlisis  no
necesitamos seguirlo aqui hasta el ulimo detalle, pues no presenta particularidades
relacionadas con la estabilidad. Es significativa la ausencia, en todo este desarrollo, de una
ecuacion que cuantifique la influencia del momento de cabeceo.

1

( /\2\/\

\ “_,_/ 3“-——/ X—

4
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Figura 0.5: Distintas trayectorias, segin sean las condiciones iniciales de mtegracion de la
ecuacion diferencial [0.14].

Las trayectorias indicadas con el Num. 4 de la Figura 6.5, al tener un punto de
retroceso, no son analizables de modo realista solamente con las dos ecuaciones de las
fuerzas.

6.3.2. Segundo” Documento. “On the most expedient angle of the acroplane
nclination”. (1897) @ HAHUBBITOJHEHIIIEM YIAE HAKAOHA A3PONIAAHOB

En esta breve publicacion Zhukowsky utiliza los graficos de Lilienthal de la
representacion grafica de la fuerza aerodinamica sobre una placa sometida a una corriente
con angulo de ataque & para calcular algunos puntos de funcionamiento éptimo de un
aeroplano.

Los dos casos que analiza son:

(1) Determinacion del angulo @ con el que hay que volar horizontalmente para que
la potencia necesaria sea minima. (Aeroplano).

(2) Determinacion del angulo & con el que hay que volar para hacerlo aprovechando
al maximo la energia disponible (Ave en vuelo). En este caso Zhukowsky analiza la
potencia consumida por el aleteo de un ave, con las alas batiendo alternativamente
hacia arriba y hacia abajo. Efectiia algunas hipotesis en cuya aplicabilidad no
entramos ahora, ya que este problema no entra dentro del campo de nuestro
estudio.

" Traducido del ruso por Karen Nagapetyan Eliseykyna; Ing. Agr. Academia de Timiziarev, Erivan. (Dep.
Moscow) a quien el autor agradece su amable colaboracion.
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Polar tipo Lilienthal (Zhukowsky; 1897)

932 30° 37° 10°

0.5

50° Q

— V \ 08 10

Figura: 0.0 Curva Polar de Lilienthal

Para el primer caso Zhukowsky parte de un grafico tal como el mostrado en la Fig. 6.6,
en el que, de acuerdo con el sistema introducido por Lilienthal [6], la fuerza aerodinamica
resultante K para cada valor de & es representada por un vector que arranca del origen
de coordenadas, cuyo médulo es la magnitud de la fuerza y forma un angulo S con el

viento mcidente. Lilienthal en sus curvas polares consideraba valores de & entre 02y 90°.

El desarrollo parte de expresion habitual en esa época para la fuerza aerodinamica

(Ref. Fig. 6.7):

R=0.13SV? (%j
CB
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Polar tipo Lilienthal (Zhukowsky; 1897)

.l .L%/(-Jf;

M

Figura: 0.7 Andilisis geométrico de la Curva Polar de Lilienthal

El peso del aeroplano W debe ser equilibrado por la componente vertical de la
fuerza aerodinamica:
CA

W :O.13SV2(—
CB

jsinﬂ

De esta expresion se obtiene el valor de la velocidad:

ve | —o
Al .
\lO.lBS (CB)SInﬂ

La potencia necesaria para mantener el vuelo es el producto de la resistencia

aerodimamica por la velocidad de vuelo:

P=0.13 SVZ[%jCOSﬂV =0.138V3(%jcos,8
CB CB

En definitiva, la potencia necesaria por unidad de peso sera:

P _|wCB 1
W S 0.13(CAsin ftan? §)
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Los valores de CB y de CA se toman de los graficos de Lilienthal, y ambos
dependen del angulo S : CB(ﬂ) y CA(,B :900):Cte- En definitiva, Zhukowsky
obtiene una expresion exclusivamente funcién de /vy cuyo valor minimo depende de

maximizar CA( B ) sin ftan 2 Jos

Zhukowsky lo hace mediante un procedimiento geométrico-grafico, pues las curvas
polares de Lilienthal son experimentales, abarcan un rango de « desde valores muy
bajos, eventualmente negativos si el ala tiene curvatura, y llegan hasta e =90° No tienen
expresion analitica sencilla. (Fig. 6.8)

Polar tipo Lilienthal (Zhukowsky; 1897}

0.5 OI A 74

0.4 . |
Mo

0.3

o @ G

0.4 0.6 0.8

D B

b

Figura 6.8 Ubicacion geométrica del valor optimo de [ para minima potencia

consumida en el vuelo.

Zhukowsky parte de un punto cualquiera A de la Polar de Lilienthal - recordemos
que esta curva es el resultado empirico de experimentos y no tiene forma matematica
“analitica- y la recta CA = rindica la fuerza aerodinamica correspondiente a un cierto

angulo de ataque @ FEsta fuerza forma un angulo £ con la direccién del vuelo.

. ; 2 . .
La expresion CA( ,B )Sln ﬂ tan ﬂ puede construirse geométricamente del modo

siguiente:

" Mas adelante terminara dando lugar a la conocida forma Polar de la expresion matematica de la resistencia
aerodindmica, para angulos de ataque pequenos. Es claro que el problema que ahora estudia Zhukowsky, st
la curva polar tuviera forma analitica, seria muy sencillo. Muestra, una vez mas, que para el vuelo artificial
solamente interesa la zona de dngulos pequenos.
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La recta AD -obsérvese que el punto B no coincide necesariamente con el punto
A. El triangulo CAFE es rectangulo, y la recta AD es su altura. Por otra parte, AD es sabido
que es la media proporcional entre los dos segmentos en que divide a la hipotenusa CA:

rsing  DE
CD rsing

Equivalente a:

rsing  DE DE
=— = tan :
rcosgp rsing rsin g

Luego:

tan § = = DE=rsingtan g

rsin g

Es decir: GE =rsin ftan’ B

. ; 2 . -
Por tanto, maximizar CA( ,B )Sln ,B tan ﬂ equivale a maximizar el segmento GE

de la Fig. 6.8. Zhukowsky estudia, en términos generales las posibilidades geométricas, de
las que la siguiente figura (Fig. 6.9) muestra esquematicamente dos ejemplos:
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Tigura: 6.9 Andlisis geométrico de CA( ﬂ ) sin ﬂ tan 2 IB

Elegimos los dos puntos en principio arbitrarios A7 y A2 sobre la Curva de
Lilienthal y efectuando sobre el dibujo el trazado que fijja el segmento GE  llegamos a la
conclusion, por observacion directa de la geometria, de que el valor 6ptimo de [ viene
dado por el correspondiente a la curva tangente OAZ, pues le corresponde para el
segmento GE el segmento DIC1. Cualquier otra eleccion -por ejemplo, el punto AZ-

conduce a segmentos GL: C2D2 de menor longitud que el que se corresponde con la
tangente desde O.

Zhukowsky no puede tratar este problema analiticamente, porque no existe todavia
una teoria clara sobre la relacion entre el coeficiente de sustentacion y el de resistencia de
un ala, sino solamente mediciones hasta cierto punto rigurosas aunque no libres de
mcertidumbres. Pero la solucion que el pionero ruso ofrece va en la direccion correcta y
la tinica posible habida cuenta de los datos que posee. Logicamente, solamente hace
referencia a un ala: no tiene en cuenta ningln otro elemento que necesariamente tendria
que poseer un aeroplano real: fuselaje, tren, etc...
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6.3.3. Tercer Documento”.

0 NAZEHUY B BOSAYXE AETKUX NMPOJAOATOBATHIX TEA.
BPAIIAIOIINXCS OKOAQO CBOEW MNPOJOABHOM OCH . “Sobre la Caida en el Aire
de Cuerpos Ligeros  Alargados con Giro Alrededor de su Eje Longitudinal” (1906).

Zhukowsky analiza ahora el movimiento de una placa giratoria en descenso.
Como puede verse en la Figura 6.10, que reproduce aproximadamente el dibujo “del
autor, la linea de corriente, cerrada y permanente, cuyo descenso considera Zhukowsky
estacionario, tiene forma de perfil aerodindmico. Zhukowsky calcula las fuerzas
aerodinamicas que intervienen, y no asume ninguna hipétesis que convierta sus calculos
en no aplicables al movimiento de planeo normal de esa linea de corriente cerrada.

Figura 0.10: Reproduccion del grifico de Zhukowsky en el que se representa un cuerpo -
la pequena placa cuyo perfil lateral se observa en el dibujo- que cae en el aire girando
alrededor del punto O. Las lincas de corriente en el punto A se bifurcan y se unen de
nuevo en D. La linea cerrada conforma un perfil y se supone asimilable a una forma
aerodinamica estandar.

Zhukowsky establece una ecuacion diferencial lineal para la trayectoria de la linea de
corriente cerrada, y estudia “/a importante cuestion de la estabilidad del movimiento del
vuelo rectilineo” (sic) examinando el movimiento perturbado del centro de la placa. Es la
primera vez, segin pensamos, que en modo de formulacion matemitica aparece una
condicion de estabilidad de vuelo.

Fl procedimiento, descrito con nomenclatura actual y con un desarrollo algo mas
detallado del ofrecido por Zhukowsky, es como sigue:

Establece dos ecuaciones que procedera a linealizar:

" Traducido del original ruso por Artem Dombrovsky, Ingeniero Aeronautico por la Universitat Politécnica
de Valéncia (Espana), a quien el autor agradece cordialmente su desinteresada colaboracion.

" Las letras que aparecen en el interior del perfil AB carecen ahora de relevancia para nuestro objeto. Se
han incluido por respetar el dibujo original de Zhukowsky.
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(1) La primera es la de la Fuerza centrifuga en sentido normal a la trayectoria. Ecuacién

[1] de [6.23].

(2) La segunda es el teorema de las fuerzas vivas en sentido tangencial, con la fuerza
aerodinamica descompuesta en sustentacion (1) y resistencia (1)) segtin el sistema habitual,
con la pendiente j tomada positiva hacia abajo. Ecuacion [2] de [6.23].

2
. o2
[1] mT =mgcosy —L [2] m B mgsiny —D [6.23]

Las condiciones estacionarias son:

2 2

mV dv
=0=mgcosy, — 2est] m
g 7o Lo [ 1 2dx

[1est] =0=mgsiny, — D, 16.24]

Zhukowsky admite algunas aproximaciones para la expresion del radio de curvatura
“r” vy la pendiente de la trayectoria:

1 2 d?y dy
1o e Ay =Y 16.25]

Las ecuaciones perturbadas son ahora:

2 2
[1per] (mv j+A(mV j:mgcos(yﬁﬂj—i(VﬁAv)z
r=o0 r dx

= A
y ( )2 [6.26]
V, +AV . dy) D 2
2per] m——2——=mgsin| y, +—= |-—2(V, + AV
Con alguna manipulacion llegamos a:
2
[1Lin] V? d—g :—gsinyoﬂ—z—LoAV
dx dx mv, [6.27]
. d (AV) dy 2D,
2Lin V, =gcosy,———2AV
[2Lin] 0 dx gCosy, dx  mv,
Combinando [1Lin] y [2Lin]:
2
av= —Wolyz AV ogn, 16.98]
2L, dx dx

Esta expresion es introducida ahora en la ecuacion [2Lin] de  [6.27], v
derivando respecto de la variable x en la medida necesaria, obtiene:
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3 i 2 2
d’y (3gsingy, 1d%y g d_, [6.29]
dx V, dx dx

De esta ecuacion lineal Zhukowsky deducird la condicion para la estabilidad
del movimiento, pues la solucién para la pendiente tendra la forma:

@ _ Ce™ +Ce™
dx

Y los autovalores son:

3. 9.
A :\%(—Esm % i,/zsmzyo —2} [6.30]
0

La conclusion de Zhukowsky, puesto que el vuelo es de descenso y la pendiente
es positiva hacia abajo, es que este movimiento es siempre estable.

Si establecemos ahora un modo equivalente de escribir la condicion de estabilidad
descrita para el vuelo planeado en descenso con la nomenclatura actual, tendriamos:

CD

\JCD? +CL?

g 3 CD 9 CD?
hy=7| 5 07 2 7 |2
Vil 2 cp?+cl2 \4\CD*+CL
Es decir, los dos autovalores muestran con claridad una oscilacion amortiguada:

AuzﬁiCD[l_ ZJ_CLJ 39CD,.gV2 { 368 cpui g\/_]

3 CD) 2VZCL 4'm V.

tan y, _¢b =siny, =
0 CL 0

[6.31]

pAVA CL V2
[6.32]

El periodo de la oscilacion T, serd:

w3z
4 m

Vo

[6.33]

2
X :)X =ﬁ :>T2ﬁ:§:ﬁﬁ\i
0

V Tgx/f

Este es exactamente el valor del periodo de la oscilacion de Largo Periodo que
Lanchester publicard, bajo el nombre de Oscilacion Fugoide, dos anos después de
Zhukowsky, quien no llega a extraer explicitamente este resultado. Muestra también el

156



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

valor de la frecuencia -coincidente con Lanchester- y también del amortiguamiento, cuyo
valor no llega a establecer Lanchester.

Estos dos resultados no son mencionados por Zhukowsky, pero estin latentes en
sus ecuaciones.

No hay ninguna alusion en el desarrollo matematico del investigador ruso a una
ecuacion que describa el comportamiento de las variables correspondientes al momento
de cabeceo. La razon es doble: en el caso de que se tratase de una simple lamina, ya hemos
visto que la considera automaticamente estable. Pero ademas, para el caso que estudia en
este documento, la placa desciende a la vez que gira alrededor de un eje perpendicular al
plano vertical de descenso.

En la descripcion  de las lineas de corriente generadas por una placa giratoria, se
observa que Zhukowsky tiene m mente una forma aerodinamica fuselada en forma
sustancialmente parecida a la de un pertil, tal como sus ensayos en el laboratorio de Fluido
Dinamica le mostraban que sucedia con una placa giratoria sumergida en una corriente
uniforme; por esta razon comenta que una placa giratoria, en cuanto a sus efectos, se parece
mas a un cilindro giratorio que a una placa inmovil en la misma corriente, descendente en
este caso.

En esa forma fuselada constituida por una unica linea de corriente introdujo
Zhukowsky un conjunto de manantiales y sumideros, junto con los torbellinos necesarios
para simular el efecto de giro de la placa. La fuerza normal a la velocidad incidente afecta
a la linea de corriente en la que estd la placa giratoria y cuya forma se considera ahora
estacionaria aunque no lo sea la superficie frontal que la placa ofrece al flyjo incidente.

El famoso teorema en el Zhukowsky demuestra la vinculacion entre la sustentacion
de un ala bidimensional con la circulaciéon (matematica) estd también contenido en este
articulo.

6.3.4. Cuarto Documento’.

JHHAMMKA AJPONAAHOB B 3AEMEHTAPHOM

HsAomEHHn “Descripcion elemental de la Dinamica de los Aeroplanos”
(1913).

En este documento Zhukowsky estudia conceptos basicos de la mecanica de vuelo
quasiestacionario y la estabilidad.

En primer lugar, desarrolla™ el denominado Teorema de Painlevé [11] sobre la
estabilidad de la velocidad en la trayectoria en un plano vertical. Este teorema establece la

" Incluido por entrar dentro del periodo cronologico de estudio. Traducido del original ruso por Artem
Dombrovsky, Ingeniero Aeronautico por la Universitat Politécnica de Valéncia (Espana), a quien el autor
agradece cordialmente su desinteresada colaboracion.

®Zhukowsky desarrolla brevemente en este documento una teoria de la estabilidad longitudinal en cabeceo,
sin tener en cuenta el movimiento del CDG. Sus conclusiones establecen la importancia de obtener un
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condicion siguiente: “La estabilidad en régimen de velocidad  depende del signo de la
derivada de la Eficiencia Aerodinamica: cuando es positiva, es estable y es inestable en el
caso contrar1io” El autor ruso comienza esta parte de su estudio escribiendo las ecuaciones
del movimiento segin la coordenada longitudinal, que denominamos L:

[1] d—V:—ﬂ—gtane con: axzw
dL cosd V 2m
a
[2] d—ez—y—% con: a _pSCL [6.34]
dL cos@ V g 2m
[3] d—H:tane
dL

Las ecuaciones linealizadas alrededor de un punto de equilibrio en una trayectoria
estacionaria descendente son obtenidas a partir de las anteriores, en las que incluye la
variacion de los coeficientes aerodinamicos en funcién del angulo de ataque:

2
aLin] Y oav] -2 9 g [va0) - —8 —a v, B | g Yo G
dL cosd, V, cos 6, V, c0s 6, cos 6, oa
2 oa
eLin] 922 av[ 29 | apfa, B b | py[ LB
dL Vv, cos 4, cosf, O
[3Lin) 44H A0
dL  cos” 6,
[6.35]

Para lograr estabilizar una trayectoria segin una determinada pendiente de
descenso constante y sin propulsion, Zhukowsky supondra que actia sobre el mando de
profundidad de tal manera que la variacion del angulo de ataque anule las variaciones de

pendiente. Esto equivale a una ley de pilotaje en €@ que anule el segundo miembro de la
ecuacion [2Lin] de [6.35]:

oa 2a
AV[Z—QQ}AO{L—VJ:O = Ag———2 (gcofGO]sz——yAv
V, cos6, oo v da, V, v da,
°\ b °\ b
16.36]

momento restaurador debido a & y uno amortiguador debido a la presencia del empenaje trasero. Analiza
también un supuesto teorema de Bothezat, que afirma que es posible eliminar las oscilaciones longitudinales
de un aeroplano siempre que la distancia entre el empenaje trasero vy el ala principal sea suficientemente
grande. El modelo matematico de aeroplano que utiliza Zhukowsky es el de Soreau [28]. Obtiene también
la Ley de la “V” longitudinal como condicion de estabilidad; la condicion que establece es la misma que
obtuvo De Bothezat en su tesis de 1911.
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La sustituciéon de este valor de Aer en la ecuacion [1Lin] de [6.35] nos permite
ver ¢cémo son las variaciones de la velocidad que ocasiona el intento de mantener la
pendiente de la trayectoria:

dAVz av -a +isin9 +2a

dL cosg| VS V(da, T oosg,| 67
oa oa

[LLin]

[6.37]
Esta expresion puede reducirse a:
a’ .
nuing 98V 2 & [ afa ),y 16.38]
dL  cosg,(da, || da|a,
oa

Un somero estudio indica que el signo de la variacion de la velocidad dependera

. o |a . . :
del signo de | —| = | | Esta expresion, traducida a la nomenclatura actual, es equivalente
Ja | a
y
a calcular la derivada del inverso de la Eficiencia Aerodiniamica, que suele crecer
micialmente con el angulo de ataque _, hasta alcanzar un maximo, para decrecer conforme
- sigue aumentando. s decir, que su derivada cambia de signo para algin valor
caracteristico del angulo de ataque.

Por esta razon, si se estd volando en la zona del primer régimen, con

0| a . . . )
—| =% | | <0 obtenemos un amortiguaciéon en la velocidad, pero no sucede asi en el
dal a,
: o | a, ; : .
caso contrarlo, ala > 0en el que se obtendria un mcremento de la velocidad y la
ala
y

perturbacion del régimen de descenso. Esto establece la condicion de Estabilidad de la
Velocidad para el caso de descenso con pendiente constante.

En la realidad, las cosas no se presentan tan criticas como sugiere el Teorema que
desarrollo Painlevé, a quien estudiaremos en el Cap. 13.

6.4. Estabilidad angular en cabeceo.

Respecto de la estabihidad angular en cabeceo, Zhukowsky distingue entre
“momentos recuperadores” cuando tienden a devolver al aeroplano a su posicion de vuelo
normal y “amortiguadores” a aquellos que siempre se oponen al movimiento angular.
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Con una adecuada geometria del acroplano -segin Zhukowsky- siempre se puede
que el avién recupere su posicion de vuelo normal, incluso sin realizar

conseguir
oscilaciones -movimiento sobre amortiguado- si el par amortiguador es suficientemente

elevado.

Zhukowsky parece aceptar el modelo de Soreau [28] para las fuerzas aerodinamicas
en el avion, y también la simplificacion de suponer la resultante total perpendicular al ala

equivalente, que supone plana.

En primer lugar, asume que la fuerza aerodinamica y la traccion pasan por el CDG

y demuestra la “Regla de la Cifra Romana V’: “Para que durante el giro del acroplano
alrededor de un eje que pasa por el CDG y es normal al plano de simetria del avion se
consiga un momento recuperador es necesario que el observador, mirando desde el lateral,
vea un angulo mferior a 180° entre el ala principal y el estabilizador”. Esta regla es valida
también s1 el estabilizador estd por delante del ala. El esquema es como muestra la Fig.

6.11.

Figura 6.11: Dos superficies sustentadoras AB y DE, de dreas S;,S, La segunda realiza

la funcion amortiguadora. La traccion pasa por el CDG.
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Nomenclatura:

& . Angulo de ataque de la superficie principal.

B Angulo geométrico de la superficie S, respecto de la S,
¥ Angulo formado por la traccion respecto de S,

C: CDG;

G: Peso del acroplano.

V: velocidad de vuelo

S, ¢ Resistencia acrodindmica no dependiente de O

Cuando, por la razén que sea, se incrementa el angulo de ataque un valor A la

fuerza generada en la superficie S; respecto de la que tenia antes de la perturbacion estd

a+Aa .
Sl(———————j (6.39)
a

en la relacion siguiente:

Y la misma relaciéon respecto de la generada en la superficie de cola sera:

S, (%;A“j (6.40)
P

Vemos claramente que la fraccion de (6.40) es mayor que la de (6.39), luego
aparecerd una fuerza adicional en la superficie S, que causa un momento cuyo valor

relativo puede establecerse:

Con Aa =0 el par resultante era nulo:

kS, (g} —Kk,S, (%J =0 (6.41)

Ahora aparece una fuerza adicional en S,

S, a-pf+Aa a+Aa _s, _PAa 6.49)
a-p a ala—p)

Y el momento correspondiente a esta fuerza adicional es:

P Aa

€S, ——
(;: Za(a—ﬂ)

L . (6.43)

L es la distancia entre la linea de accion de la resultante aerodindmica en S,y el

CDG del aeroplano. Andlogamente, si el estabilizador esta por delante del ala.
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Lo anterior hace referencia a la estabilidad estatica.

Respecto de la estabilidad dindmica y el eventual movimiento oscilatorio del
aeroplano Zhukowsky desprecia el efecto del ala principal, y asumiendo un momento
restaurador tal como indica (6.43), proporcional a la velocidad de vuelo al cuadrado, y un

) : a ) ) .
momento amortiguador debido a (Ej proporcional linealmente a la velocidad de vuelo,

establece una ecuacion diferencial lineal de segundo orden para el momento de cabeceo:
(1o +mL*) A% +KEVLPA+ &£ =0 (6.44)

En esta ecuacion, |0 es el momento de 1nercia del avion (sin estabilizador). Los

valores de f, y de & proceden del modelo de Soreau y caracterizan el comportamiento

aerodinamico de la cola. El comportamiento dinimico del Aar viene dado por:
t t
Aa(t)=Ce™" +Ce" (6.45)
Los autovalores, a partir de la ecuacion [6.44], son:

I
4& (m + Oj
kfV N L?

=—— =% 11— =7
/11,2 2(m+ Ioj k2 le\/ZLZ

(6.46)
La condicion de estabilidad queda asi:

IO
4Szﬁ(m+l_2j

1 6.47
a(ai,b’)szlz\/zL< (647

El signo positivo se aplica a aviones con estabilizador delantero, y el negativo para
aviones con estabilizador trasero.

Esta expresion permite confirmar la afirmacion de De Bothezat: “ La ausencia de
movimientos oscilatorios de un avion no depende de la velocidad de vuelo y siempre puede
ser conseguida (esta ausencia) aumentando la distancia que separa el estabilizador del

CDG”.

Zhukowsky considera interesante tratar de averiguar la magnitud de la desviacion
que recibe un aeroplano cuando se le saca bruscamente de su posicion de equilibrio, y
considera un factor de mérito importante si se logra que, con t=0 se obtenga Aa =0

Para esto es necesario que se cumpla:

Aa(0)=C,+C,=0 =C,=-C, (6.48)
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Es decir: Aa(t)=C(e* ™) (6.49)

Zhukowsky determina la constante C' de (6.49) a partir de la velocidad angular @,

comunicada al acroplano en el instante nicial, de modo que puede escribir:

Aa(t)= (%L—o%)(ew ~e*) (6.50)

En el instante inicial esta desviacion es nula, y con el iempo va aumentando hasta
un cierto A, . Al ser los autovalores negativos, el transitorio finalmente desaparece. El

maximo Aq,,, es:

M+
Ao =@ [ A P 6.51)
w=ir(2)

Si ahora, aceptando que el aeroplano es estable, llamamos a:

I0
4Szﬂ(m +L2j

=1- 4 (6.52)
a(atB)k*fAVEL “
Entonces podemos representar el valor de Aq,,,, como:
5 1
Aty =2 [ JotME |1 pt )% (6.53)
v kf,pL )\ 1+ u

Zhukowsky deduce que un aumento de la velocidad de vuelo hace menores las

desviaciones méximas de A,

En la figura 6.12 puede verse el resultado comparativo de las oscilaciones de dos
aeroplanos situados en un tinel aerodinamico a la misma velocidad, con las mismas

superficies S; y S, pero con dos distancias . muy distintas entre si.
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Aa(T)
Oscilaciones
2 Longitudinales

A [X AWNININS

-
v N ~ 0
10 ; ;

20

Figura 0.12. Oscilaciones de dos acroplanos geométricamente iguales, salvo en que tienen
un parametro L diferente.

Zhukowsky indica que se debe tener presente que las condiciones establecidas lo
han sido limitando seriamente los grados de libertad del aeroplano, al que solamente se le
ha permitido girar alrededor de un eje normal al plano de simetria y que pasa por el CDG.
Pero estima que sustancialmente son aceptables.

Podemos ver que Zhukowsky ha desarrollado aqui una interesante aproximacion
al modo oscilatorio Corto Periodo. Este trabajo de 1913 completa -con Iimitaciones- la
obtencion de los modos oscilatorios posibles para un avion. La aparicion del modo Largo
Periodo fue obtenida implicitamente por el ruso en 1906 y ya ha sido comentada aqui.

6.5. Conclusiones

(1) Zhukowsky realiza el primer estudio matematico del vuelo de planeo de las aves en
un plano vertical mediante la modelizacion matematica con ecuaciones
diferenciales no estacionarias (1891).

1. Supone la estabilidad asegurada y que el dangulo de ataque permanece
constante, debido a que /a observacion muestra que las aves lo logran.

2. Por esta razon, y quizds también por la dificultad de modelizar
matematicamente el momento de cabeceo, solamente utilizarda las
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@)

ecuaciones de las fuerzas, de las que obtendrd las conocidas trayectorias
que, anos después, Lanchester” denominara Fugordes.

La descripcion matematica de las trayectorias  Fugoides de Zhukowsky incluye
mmplicitamente la influencia de la resistencia aerodinamica y es mas completa que
la de Lanchester.

Fl hecho de que algunas trayectorias muestren tener puntos de retroceso no le
causa inquietud, pues no lo relaciona con eventuales pérdidas de estabilidad (como
hard Lanchester); comprende que las ecuaciones de las que se ha servido no
pueden proporcionar informacion sobre la dindmica rotacional del planeador.

A partir de la expresion Polar (empirica) de Lilienthal -correspondiente a un perfil
determinado- obtiene graficamente el angulo 6ptimo de minima potencia requerida
para el vuelo (1897). Es un resultado establecido previamente (1870) por Pénaud
en términos matematico-simbolicos a los que todavia no se puede asignar valores
numéricos fiables. Zhukowsky, gracias a la Polar empirica de Lilienthal, lo hace y
obtiene graficamente valores concretos y sustancialmente coincidentes con los
calculables actualmente.

En 1906 llegard a establecer -solamente con las ecuaciones de las fuerzas y en parte
de modo mmplicito- que un planeador estable en cabeceo desciende con un modo
oscilatorio cuya expresion matematica da lugar a la forma simplificada actual del
modo Fugoide, del que fija las componentes real e imagmaria. Muestra la
influencia de la velocidad en la frecuencia de oscilacion, y la de la resistencia
aerodinamica en el amortiguamiento.  Debido a la presencia de este
amortiguamiento el movimiento resulta estable en velocidad.

En 1913-siguiendo a Painlevé, que es el primero en establecer este “teorema” en
1908- mostrard que la estabilidad en velocidad del descenso planeado, con
pendiente fija, depende del signo de la derivada de la eficiencia aerodinamica
respecto del angulo de ataque. Esto establecia una separacion entre dos regimenes
diferentes de vuelo, ambos posibles. Dado que la trayectoria de aproximacion con
mtencion de aterrizaje es basicamente del tipo descrito, el “teorema” parecia
merecer la atencion de los expertos.

Realiza también un estudio bastante detallado del modo Corto Periodo (que
todavia no ha recibido este nombre), y establece de modo matematicamente
coherente y fisicamente bien fundado una condiciéon de estabilidad semejante a las
obtenidas por Lanchester, Ferber, Soreau y Bryan.

Cita a O. Lilienthal [6] de entre los pioneros ahora estudiados. También menciona
a Joessel [8]; Kummer [9]; Avanzini [7]; Mouillard [16]; H. Airy [17]; S. E. Peal
[13]; Brétonniere [14]; Davidson [15]; Dzhevetskiy [18]; M. Blix [19]; Weylher
[20]; Marey [21]; Rayleight [22]; Parseval [23]; Goupil [5];

" Lanchester, con toda probabilidad, no tenfa noticia alguna del trabajo de Zhukowsky.
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(9) Zhukowsky es citado -de entre los pioneros que ahora estudiamos- solamente
por los hermanos Wright. [12]
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XV hasta el anio de 1909. Zhukowsky no aparece en él.
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Capitulo 7

A.F.Zahm (1862-1954)

Contenido

7.1 Nota Biografica

7.2 Documento de referencia.
7.3 Descripcion de contenido.
7.4 Conclusiones

Bibliografia

7.1 Nota Biografica

Naci6 en Ohio. Se gradu6 en la Universidad de Notre Dame, donde descubrio su
pasion por el vuelo. Hizo un Master en Cornell University. En 1895 fue contratado como
profesor de mecanica de la Universidad Catolica de América, adquiriendo el grado de
doctor en la John Hopkins University en 1898. Publico importantes estudios sobre la

8 http://lactare.nd.edu/assets/156739/fullsize/azahm.png. (14.06.2017).

168


http://laetare.nd.edu/assets/156739/fullsize/azahm.png

TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

viscosidad del aire. Desde 1916 a 1929 fue director del Laboratorio de Aerodinamica de
la U. S. Navy, v desde 1929 a 1946 rigi6 la Guggenheim Citedra de Aerondutica de la
Libreria del Congreso. Fue observador cualificado en las “ Guerras de las patentes” entre
Curtiss y los Wright, testimoniando en favor del primero.

7.2 Documento de referencia objeto de estudio.

“STABILITY OF AEROPLANES AND FLYING MACHINES”.
PROCEEDINGS OF THE INTERNATIONAL CONFERENCE ON AERIAL
NAVIGATION. (Chicago, 1893). Aeronautics, Vol. 1, No. 11; pp. 143-147. New
York. (1894).

7.3 Descripcién de contenido.

Zahm define “estabilidad’ de un aeroplano como aquella caracteristica que hace
que la aeronave: (1) Lanzada de cualquier manera, automaticamente se oriente en
contra de la velocidad incidente del viento. (2) Cuando es desplazada o girada (de la
posicion anterior) recupera prontamente su posicion de equilibrio. (3) Mantiene de
modo uniforme la trayectoria media predeterminada que se le ha prescrito y su actitud
durante el vuelo.

A Zahm le mteresa el andlisis de la estabilidad longitudinal respecto de un eje
normal al plano de simetria, que considera de la mayor importancia y mas dificultosa.
Acepta la Ley de Joessel para el centro de presion [2]. Supone un aeroplano (en el
sentido de un solo plano volador) en descenso con velocidad constante. Zahm analiza
un ala dotada de un timoén deflectable™, y distingue entre la parte fija ~que denomina
ala- y la mowvil, o timon.

Denomina  presion sustentadora a la sustentacion generada por el ala principal
(Lw: “Sustaining Pressure”), y presion guia a la generada por un timén de borde de
salida (Lt “ Guiding Pressure”); las sitia como puede verse en la Figura 7.1, y analiza
dos posibles posiciones del CDG respecto de las dos fuerzas sustentadoras
mencionadas.

La representacion de la sustentacion Lt tiene el sentido correcto -la curvatura
disminuye la sustentacion total- pero no es correcta la suposicion de que la linea de
accion esta en la parte movil, pues esta aproximadamente hacia el 50% de la cuerda
total. (Aunque en el caso mostrado en la figura -con el CDG adelantado- esto no altera
los sentidos de los momentos causados por las “dos” sustentaciones.

*Tipo “flap”plano.
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"Stability of Aeroplanes 7
and Flying Machines" —

A. F. Zahm (1893) Lw _

Figura 7.1: Placa plana con timon deflectado y CDG adelantado. (Ref. [1])

El monoplano -dotado de un timén movible- se supone en equilibrio para una
velocidad particular. Zahm afirma, sin demostracion, que un pequeno incremento de la
velocidad disminuira la pendiente de descenso, pero no podra mantenerla y regresara a su
posicion micial. Zahm asegura que existe estabilidad, pero admite que aparecen
oscilaciones, que interpreta como una clerta “falta de estacionariedad.

Lw

fV

Figura 7.2: Placa plana con tmon deflectado y CDG entre las resultantes acrodindamicas.

(Refl. [1])

Un analisis similar aplicado al mismo plano, pero con una posicion retrasada del
CDG, le conduce a las mismas conclusiones, (Figura 7.2) pero con un “tempo” distinto,
sin especificar mas. La realidad, en este caso, es que no se puede suponer que el momento
de cabeceo se anule. Tal como dibuja Zahm las fuerzas de sustentacion debidas al perfil y
al imon parece no haber problema, pero no es asi. La razon se expone a continuacion.
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TEORIA DE

DATOS
.49 — EXPERIMENTALES —=== PERFILES DELGADOS
Sustentacién dependiente Sustentacion dependiente
- del angulo de ataque .3 del angulo del flap

.2

-0

=l T — -l ' :

0 5 1.0 5 1.0

FRACCION DE CUERDA FRACCION DE CUERDA

Figura 7.3: Distribucion de sustentacion para un perfil simétrico dotado de un timon:

efecto de Angulo de ataque y efecto de deflexion del tmon. (NACA RP 2548) *

Hoy nos resulta obvio que los graficos que muestran la representacion y ubicacion
de las resultantes de las fuerzas que actiian sobre un plano con una cierta curvatura debida
a la deflexion de un timon segun las muestra Zahm en las figuras (7.1) v (7.2) no son las
correctas ya que la resultante de la sustentacion por la deflexion del imén no esta en la
zona deflectada (Fig. 7.3), sino mas adelantada. La representacion de la figura (7.2) podria
no admitir el equilibrio.

7.4 Conclusiones

(1) Zahm hace afirmaciones que considera de elemental sentido fisico
aplicado a los aeroplanos (Una frase recurrente es: “Sin embargo, esto es evidente
por si mismo”). No hay formulaciones matematico-fisicas o aerodinamicas, que
pudieran resultar aptas para cualificar las afirmaciones que considera  evidentes
sobre la estabilidad, salvo la aceptacion de la Ley de Joessel [2].

(2) Zahm estudia una sola placa dotada de un timén -o flap- en el borde de salida.
En esa época no es raro considerar frecuentemente que un aeroplano es un plano
(solo uno) que vuela planeando sin propulsion. Un andlisis como el que intenta
requeriria mas datos experimentales acerca del comportamiento  aerodinamico
del “aeroplano”: sustentaciones, movimiento del centro de presiéon con el angulo
de ataque y con la curvatura (deflexion del timén). No obstante, sus comentarios,
todavia fundamentalmente literarios, van en la direccién correcta, considerados en
un sentido amplio.
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(3) Esta aportacion de Zahm al estudio del problema de la estabilidad de los
acroplanos es algo prematura y aparentemente con escaso apoyo experimental;
sin embargo tiene el mérito de ser de las primeras exposiciones de tipo cientifico
especificamente dedicadas a la cuestion de la estabilidad.
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Capitulo 8

Wilbur Wright (1867-1912) & Orville Wright (1871-1948)
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8.1 Nota Biografica
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8.1 Nota Biogrifica. [18]

Wilbur Wright, naci6 en Milville (Indiana). Realizo estudios equivalentes a la
Ensenanza Secundaria. Muri6 de fiebres tifoideas a los 45 anos.

Orville Wright, naci6 en Dayton (Ohio). Realizo estudios aproximadamente
equivalentes a la Ensenanza Secundaria.

Ambos se interesaron en el vuelo desde muy jovenes. Fundaron la “Wright Cycle Co.”
(Venta y reparacion de bicicletas). Poseian notables dotes para la mecanica y una tenacidad
a toda prueba. La Smuthsoman Institution les facilitoé informacion sobre los trabajos de
Langley, Lilienthal, Mouillard y otros. En Octave Chanute encontraron un mentor y amigo
que les alento, y les mantuvo informados de los acontecimientos mundiales
aeronauticamente relevantes.

Comenzaron sus ensayos probando los planeadores por ellos disenados en las playas
de Kitty Hawk (Carolina del Norte). Disefiaron y construyeron un motor de combustiéon
mterna alternativo de 8 kW. El primer vuelo controlado y propulsado de la historia tuvo
lugar en el biplano “Flyer” el 17 de diciembre de 1903. Este avion era estaticamente
mestable. Los aviones Wright se construyeron bajo licencia en Francia y Alemania. En
1909 fundaron la “Wright Company”, con Wilbur como presidente y Orville como
vicepresidente. En 1915, después de la muerte de Wilbur, Orville liquidé sus intereses en
la compania.

8.2 Documento de referencia objeto de estudio.

“THE PAPERS OF WILBUR & ORVILLE WRIGHT”. Including the Chanute-
Wright letters and other papers of Octave Chanute. (VOL I; 1899-1905 & VOL II;
1906-1948). Sponsored by Oberlin College on the Wilbur-Orville Wright Memorial
Fund and prepared for the Press with notes, appendices, and bibliography by the
Aeronautics Division of the Library of Congress. Mervin McFarlan, Editor. McGraw-
Hill Book Company, Inc. New York. (1953)

8.3 Descripcién del Contenido

El estudio que ahora realizamos de los “Papers” de los Wright es muy limitado,
solamente relacionado con algunos aspectos de la estabilidad longitudinal.

Los Wright se inspiraron en los trabajos de Cayley [3], de Pénaud [4] vy de
Lilienthal [5], que estudiaron son seriedad.

Para hacerse una idea de hasta qué punto los dos hermanos habian captado la
complejidad del problema, puede merecer la pena citar unas palabras de Wilbur en
1901: “Las dificultades que obstruyen la construccion de una maquina voladora que
tenga éxito son de tres clases:

o [Las relacionadas con la construccion de alas sustentadoras,
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o Las relacionadas con la generacion y la aplicacion de potencia para mover
el aparato por el aire,

o Las relacionadas con el equilibrado y control de la maquina una vez en
vuelo.

o De las tres, estd muy avanzada, hasta cierto punto, la solucion de las dos
primeras; pero la tercera, la incapacidad de equilibrarla y guiarla todavia
desafia a los estudiosos del vuelo.

o (Cuando esto se haya logrado, la edad de las maquinas voladoras habri
llegado, pues todas las demds dificultades son de importancia menor” [1].

Estas pocas palabras iluminan claramente la lucidez con la que los Wright
acometieron el estudio y solucion de los problemas del vuelo artificial.

Consecuencia de lo anterior es que se muestran preocupados por el equilibrio de
su (futura) maquina (1899). “Lilienthal se mato por ser imcapaz de equilibrar
adecuadamente su maquina en el aire... Trataba de hacerlo desplazando el peso de su

»

cuerpo...

Describen también la funcion del plano horizontal, complementario del principal,
de un modo algo criptico: “7The object of the tail is... to preserve the center of
pressure...” (1900). Parece una manera indirecta de indicar que, para lograr que el
momento de cabeceo se mantenga nulo, se necesita una superficie distinta del ala
principal que genere un momento, compensador de la perturbacion que causa el
movimiento del centro de presion con & .

Para justificar la decision de situar el empenaje movil por delante del ala principal
mencionan la razon siguiente: pensaban asi obtener un grado elevado de estabilidad
inherente”. Se debia también, en parte, a la incertidumbre que les causaba el

comportamiento del centro de presion para un perfil alar con curvatura CP() caperso

y pensaban que, con un empenaje tipo “canard” el control longitudinal era mas eficaz
que con ningun otro.

La “teoria” bdsica que aplicaban, compartida por todos los pioneros, era la
sigulente: para equilibrar el planeo de una maquina voladora basta con hacer comcidir
el CDG con el Centro de Presion, pero -son sus palabras- “parece que estos dos
puntos no son capaces de estar juntos pacificamente ni un instante...” (1901)

Veamos, de un modo algo deslavazado, algunos puntos relevantes de sus
mvestigaciones:

" No parece claro, en esas fechas, lo que entendian los Wright por “estabilidad mherente”. De hecho el
“Flyer” resulté ser “inherentemente mestable’.
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e Se plantearon realizar el control mediante el movimiento del CDG -o sea, en
su caso, del piloto- pero la experiencia de Lilienthal les llevé a la conclusion
de que no era un buen sistema.

e (Constataron la aparicion de una trayectoria “Ondulante”... Debido a que su
modelo propulsado de 1903 -el Flyer- no era estable, estas oscilaciones
podrian deberse a sucesivas tendencias a divergir, corregidas por el piloto.

e Lamentan encontrarse -en la bibliografia técnica de la que disponian- con mas
de 50 valores distintos para la supuesta constante de resistencia aerodinamica
del aire K, mencionan valores desde 0.0027 hasta 0.0054. (Cfr. Cap. 2)

e Comprueban que no les sirve una sola tabla acrodinimica, correspondiente a
un perfil alar y con un alargamiento (AR) fijo, para extrapolar conclusiones
respecto de un perfil diferente y un AR distinto. Definen el angulo de ataque
equivalente para un perfil curvo.

e Confirman que el centro de presion de un ala plana se aproxima al borde
delantero a medida que alfa se acerca a cero. Se sirven de los trabajos de
Kummer [6], Zahm [7] y F. Von Lossl [8].

e Veamos un ejemplo de las mediciones efectuadas en el tinel aerodinamico
disenado por los Wright acerca del movimiento del centro de presion con el
angulo de ataque en la Figura 8.1

609% :1 WILBUR & ORVILLE WRIGHT,
. July 25, 1905
-
LA
1
50%
‘ 1
1
R 16 . t
NENscHHHHH { A1
109 B AP 1
1/20; |‘|‘|~ T '||r T 1 I‘IIIJI%
. 1/17 R -
: | B
jua EREEE
al% 50 To° 150 20° %
Borde de
Ataque Desplazamiento del Centro de Presion (en % desde Borde de Ataque) para dos
@ alas rectangulares de AR = 5.12 y perfil con curvatura 1/17 y 1/20 .

Figura 8.1: Representacion grédfica del movimiento del centro de presion en funcion del
dangulo de ataque. Es un ejemplo del tipo de experimentos que realizaron los Wright.

177



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

e Estudiaron” trabajos de diversos pioneros: Zhukowsky [9], Ferber [10],
Painlevé [11], Langley [12], [13], Eiffel [14], Marey, E. J. [15].

e Se plantearon también la posibilidad de lograr la estabilidad automatica de un
avion.

Finalmente, los Wright se decantaron por una configuracién que primaba el control
frente a la estabilidad; esto era estrictamente hablando un imperativo, pues el “Flyer” de
1903 era un avion altamente mestable y se necesitaba una pericia que no era posible
mmprovisar y que los Wright fueron adquiriendo paulatinamente, a lo largo de muchos
vuelos”.

Desde el primer vuelo hasta la realizacion del primer circulo completo en vuelo
horizontal trascurrié mds de un ano. Muchos pilotos consideraban que el avion de los
Wright era dificil de dominar. El vuelo controlado era posible, pero esto no se consideraba
suficiente. Por ejemplo, para un avion de observacion era necesario que el piloto pudiera,
hasta cierto punto, desentenderse de controlar continuamente el avion para concentrarse
en su mision. Esto no era posible con el “Flyer” monoplaza. (Fig. 8.3. (1903)).

Planeador Wright fc. 1899) EjeZb [-)
| TRAYECTORIA
DESCENDENTE
principales — (VUELO DE PLANEO]
canard timén
estabilizador vertical
delantero
(+) :
- -Eje Xb e
LRH — i - =\ L R Horizontal
! . Ty T - EieXb (4 __

[@:_@’ LN

(pendicate acgativa)

Figura. 8.2: Modelo de planeador de los Wright; version sin propulsion, previa al “Flyer”.
(1599).

¥ Esta informacion les llega habitualmente a través de Octave Chanute, que durante un tiempo fue algo asi
como su mentor. Los Wright no siempre especifican de qué documento se trata; no rara vez las Notas son
simples apuntes de campo, sucintos y resumidos.

* En 1908 trataron de vender su avion al US Army Signal Corps. El contrato exigia que el avion pudiera ser
manejado comodamente en todas direcciones con facilidad, perfectamente controlado y equilibrado. El
piloto al que se asigno la evaluacion declard que era “aproximadamente tan estable (v previsible) como un
caballo salvaje” [17].
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La fig. 8.2. muestra el perfil de un planeador de 1899. Se trata de un biplano con
alas delgadas de gran curvatura -lo que suponia una complicacion a efectos de control del
momento de cabeceo- elegido asi por la mayor sustentacion que proporcionaban frente a
las alas planas. Para los Wright, toda la sustentacion eficaz proviene de estas alas
principales, mientras que el pequeno conjunto delantero esta pensado para el control del
momento de cabeceo. Propiamente hablando, el que fuese un conjunto estabilizador o
desestabilizador dependia de las posiciones relativas del CDG'y del centro aerodinamico
del avién completo.

Los Wright eran plenamente conscientes de la mestabilidad inherente a su avion.
No lograron subsanarla hasta que no transfirieron los planos delanteros hacia la cola del
avion.

La Fig. 8.3 muestra un breve resumen de la evolucion que la exigencia de
estabilidad mtrinseca -por la que se inclinaban, de un modo natural, la mayoria de los
constructores europeos- 1mpuso a los Wright.

En el interin, las actuaciones de su avién fueron alcanzadas y superadas por
modelos coetineos de otros fabricantes.

ME: MARGEN ESTATICO

BORDE
DEATAQDE O PUNTO NEUTRO
o. (Centro Aerodinamico del aviéon completo)
® CDG

1 (1909 (22

(1905) ‘\ML -8% IN‘ESTABLEhA\

Figura 8.5: Evolucion de los aviones de los Wiright: de avion iestable a estable. . (Centro
Aerodmamico por delante del CDG).
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(1910)

'ME: 5%  ®srame

BORDE
DE ATAQUE

Figura 8.3 bis: Evolucion de los aviones de los Wright: de avion mestable a estable. .
(Centro Aerodindmico por detris del CDG).

8.4 Conclusiones

Los Wright sélo realizaron un tipo de andlisis fenomenologico y empirico, pero
escasamente analitico, pues carecian de la base matematica reglada necesaria” para
plantear las ecuaciones correspondientes [16]. A lo largo de un laborioso proceso de
experimentos, en laboratorio y a escala real, tripulando ellos mismos sus planeadores y
aplicando reiteradamente el método de “ensayo- error” obtuvieron un notable sentido
fisico de los problemas y de sus eventuales soluciones.

Resulta dificil no sentirse positivamente impresionados por su tenacidad, su
metoddico y bien orientado trabajo; por la lucidez y claridad mental con la que dispusieron
sus rudimentarios medios; por las sensatas provisiones que tomaron ante las multiples
mcognitas a las que se enfrentaron.

7 Una excepcion parece ser el estudio que realizaron sobre la hélice. (Ref. [1], Pags. 611 y ss.)
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Capitulo 9

H. G. Bryan (1864-1928) & W. E. Williams (1881-1962)

88 89

19. William Ellis Williams

Contenido

9.1 Nota Biografica.

8 hitps://en.wikipedia.org/wiki/George_H._Bryan#/media/File:George_Hartley_Bryan_1864-1928 JPG.
(14.06.2017)

* Por gentileza de Gwynn Williams (The University College of North Wales Foundations 1884-1927) y
Sue Barton, Public Lectures Liaison, Bangor University College.
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9.3.9 Caricter de las oscilaciones alrededor del equilibrio.

9.4 Conclusiones.

9.5 Resumen Critico.

Bibliografia.

9.1 Nota biogrifica

Hartley George Bryan Nacio en Cambridge (UK) el 1 de marzo de 1864, fallecid
en Bordighera (Italia) el 13 de octubre de 1928. Su padre, Robert Purdie Bryan, fallecio
tempranamente. Su madre y abuela asumieron su educacion. Se formoé con  tutores
privados en Italia, Franciay Alemana. Fue admitido en Cambridge (1883) y se graduo6 en
1886, siendo elegido fellow de Peterhouse en 1889. Profesor de Matematica Pura y
Aplicada en el University College de North Wales, de Bangor, donde permanecié -salvo
un periodo entre 1917-1920- hasta su jubilaciéon en 1926. Miembro de la Royal Society
(1895) por sus trabajos sobre la teoria cinética de los gases y miembro honorario de
Peterhouse (1915). Se interesé por la fisica estadistica y la termodindmica, con valiosas
publicaciones en estos campos; entre sus amigos y conocidos se contaron L. Boltzmann,
A. Sommerfeld, Planck, E. Mach y Van der Waals. Conocio las publicaciones de O.
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Lilienthal y las mvestigaciones de N. E. Zhukowsky sobre el vuelo de planeo de las aves.
La enfermedad final fue breve; la noche anterior a su fallecimiento participé en el Congreso
Matematico Internacional de Bolonia.

William Ellis Willlams fue profesor de Ingenieria Industrial en el University
College of North Wales, Bangor. Sus imntereses profesionales fueron muy variados: desde
la aerondutica, hasta la radio y television, pasando por la produccion de electricidad por
medios hidraulicos. En 1910, junto con H. G. Bryan, diseno y construyo -en los sotanos
del departamento de Fisica de la Universidad de Bangor- un avién que probé en una playa
de Anglesey. Trabajé sobre los rayos-X en el laboratorio Roentgen de Munich. Escribio
en revistas aeronduticas articulos relacionados con la importancia del centro de gravedad
(1909), los esfuerzos estructurales (1911), un nuevo método para medir la resistencia del
aire en superficies planas y curvas (1911) y la distribuciéon de presion en un ala en un avion
(1914), los tres primeros en “Aeronautics”, y €l tltimo en “7The Aeronautical Journal’.
Realiz6 un notable curriculo académico en el ambito de la Ingenieria Eléctrica.

9.2 Documento de Referencia

“The Longitudinal Stability of Aerial Gliders”, Bryan, G. H. & Willhams, W. E.
“Proceedings of the Royal Society. London”, S. A, Vol. 73, pp. 100-116, (1904).

9.8 Descripcion de contenido.

En el documento de referencia se analiza matematicamente la estabilidad de un
planeador en vuelo estacionario en un plano vertical mediante la linealizacion de las
ecuaciones diferenciales  del movimiento. Se establece el concepto de “dervada
acrodinamica o de estabilidad”. Se asume un modelo aerodinamico basado en Langley
[4] v Joessel [5], v se estudia el cardcter de las oscilaciones. Finalmente se establecen
condiciones para la estabilidad del movimiento.

Los autores  consideran que la principal dificultad practica relacionada con los
primeros intentos de vuelo estriba en lograr garantizar la estabilidad longitudinal. Piensan
que el problema no serd resuelto mientras no se estudie de modo rigurosamente
matematico.

Para mostrar el modo de hacerlo los autores analizan matematicamente la estabilidad
de un planeador y también abogan por lograr un conocimiento experimental mas amplio
de los parametros relevantes, apenas estudiados hasta el momento.
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9.3.1 Obtencién del Polinomio Caracteristico del Sistema Lineal.

Bryan & Williams comienzan considerando un elemento sustentador sin curvatura
en un plano vertical. Para especificarlo eligen dos ejes perpendiculares fijos al cuerpo, con

el origen en el CDG. El angulo O s que el eje OX forma con la horizontal local. (Figura
Num. 9.1).”

Nomenclatura:

e Se definen unos ejes OX, OZ con el origen O en el CDG de la placa y fijos a la misma (Ejes

cuerpo). El eje OX forma un angulo 0 con la Linea de Referencia Horizontal (LRH), v es
positivo por encima de ella (En el sentido de OZ negativo).

e  Una placa plana rectangular .5, de cuerda 2a , estd situada en el sistema de referencia descrito

y su punto medio tiene como coordenadas {XO’ ZO}

e La placa estd sometida a una corriente de aire de velocidad V, y la fuerza aerodinamica
resultante R es perpendicular a la placa y su linea de accion pasa por un punto que dista

a¢J ((Z) del punto medio de la placa. Este punto es el “centro de presion”, y la funcién

¢J (05 ) expresa la dependencia de su posicion respecto del dngulo de ataque & .
e Lafuerza Rtiene la componente X segin el eje OX, yla componente Zrespecto de O

e Laplacaforma un dngulo geométrico fijo ﬁ respecto del eje OX, positivo en el mismo sentido

quee.

e Lavelocidad Vrespecto del centro de gravedad tiene dos componentes en el sistema de ejes

OXZ:una componente “g” paralela a OX 'y una componente “w” paralela a OZ El angulo

w
de ataque &, se define como @, = arctan |:—:| El dngulo aerodiniamico total que ve la placa
u

w
es o= B+arctan {—}
u

* Modificamos, en todo lo que sigue, la nomenclatura utilizada por Bryan ajustandola al modo actual; al
ser esto asi, las expresiones matematicas que obtenemos nosotros no coincidiran literalmente con las suyas.
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e Lalinea de accion de la resultante aerodindmica R pasa a una distancia (: del centro O, de

coordenadas (xCDG, zCDG), y genera un momento M, positivo en el sentido de 0 creciente,

siendo la distancia & :

E=X,cos f+7,5inf+ad, (a) 19.1]

e El momento generado sera M =R (Xo Cos [ + Z, sin p+a ¢J (0! )) , positivo cuando tiende
a levantar el eje OX.

e Lainercia se establece respecto del centro de masas xCDG, zCDG}

Ejes cuerpo; se mueven con la Placa

N

 BRYAN & WILLIAMS (1904) |

Resultante de Fuerza
Aerodinimica.

P / Normal a la Placa a ) —
E/ —_— -
~ - — -— Te
/ -—
{xCDG, ZCD? /j’ — \‘ \L
—= LRH Y B ‘ o: ArcTan|[w/u] ‘

de la Placa

Centro de Presion

delaPlaca (P, zCP
\
\ Punto Medio 4{X0’2' V

N\
N éﬂg-v;
e—"

Componente de la Velocidad segiin eje X

Combonente
de la Velocidad
segin eje Z

Figura 9. 1: Sistema de ejes y nomenclatura basica utilizada por B&W para establecer las

ecuacitones de la dinamica del vuelo de un planeador.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento son, siguiendo a Routh [2]:
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[10X] m(d—l:+wd—t9j:—mgsin6?+ X

d d
[20Z] m(d—w—ud—g)z mgcosé + Z [9.2]
dt dt
d?e
[3] Iyy ? = M

B&W aceptan la hipétesis de que X, Z y M habran de ser funcion cuadratica de

do
las velocidades lineales {U, V} y de la velocidad angular (= (Ej
Las condiciones de equilibrio estacionario se obtienen con la anulaciéon de los
primeros miembros de las ecuaciones [1OX/, [20Z] v [3] de [9.2]con U = Uy, W =W,

vy 0=0,

[leq] 0= X,—mgsing,
[2eq] 0=Z,-mgcosé, [9.3]
[3eq] 0=M,

Se trata de tres ecuaciones independientes que deben ser suficientemente
significativas”. Si se conoce la geometria del planeador y la ley que gobierna la generacion
de las fuerzas aerodindamicas y la linea de aplicacion de las mismas, se calcularian los
valores de Uy, W, Y 90 del movimiento estacionario. B&W no se detienen en este

calculo; las leyes aerodindmicas todavia no han sido establecidas.

A continuacion B&W se proponen estudiar las oscilaciones alrededor del punto de
equilibrio. Lo hacen acudiendo al procedimiento clasico, mediante una expansion lineal

de las fuerzas y del momento. Suponen pequerios incrementos AU, AW, A@  de las

variables alrededor del punto de equilibrio:
u=u,+Au W =W, + AW 0=06,+A0,

Las fuerzas y el momento son desarrollados alrededor de sus valores de equilibrio,
despreciando ordenes superiores al primero:

X(u,w,é) ~ X, (Ug, Wy, 0) +d—XAu+d—wa+d—X.A9+...
oRTor o du dw dé

Z(u,w,é) ~ Z,(Uy, W,,0) +d—ZAu+d—ZAw+d—Z.A9+...
oRTor o du dw dé

M(u,w,é) ~ M, (uy, Wy,0) M My M

+—AO+...
du dw do

" Fn particular, esto es importante respecto de la ecuacion del momento de cabeceo M en el caso de una
sola placa. Esta es la ecuaciéon que plante6 mas dificultades a los pioneros, al analizar el movimiento
longitudinal.
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Que escribiran de acuerdo con la siguiente nomenclatura:

Xy
du dw de 0
d—zzzu d—zzzw @ _,
du dw dg ¢
M _odM o aM
du dw de o

Después de efectuar las correspondientes sustituciones, obtienen el sistema [9.4]:

dAu dAej

[1Lin] m| —+w,— |=-mgcosf, AO+ X Au+ X AW+ X Al
dt ’ " o

dt
[2Lin] m(mﬂ—uodA—ej:—mgsin 0, A0+ Z,Au+Z,AW+Z A0
dt dt [9.4]
. d*A6 .
[3Lin] 1, o M,Au+M, Aw+M A0

Suponen también, de acuerdo con el ya mencionado método clasico, que las
soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes
son funciones exponenciales del tempo:

Au(t) = Pe™ Aw(t) = Qe AQ(t) = Re™

Siendo P, Q y R constantes que dependen de las condiciones miciales del
movimiento. Efectuadas sustituciones y reordenando, obtienen:

[ P(mi-X,)-QX,—R(AmX,—Aw,—mgcosd,)=0
[2] -PZ,+Q(Am-2Z,)-R(AmZ,+Au,-mgsind,)=0
[8] -PM,-QM, +R(4°l,-AM,)=0

Eliminando P, Q y R:

(mi-X,) =X,  —=(4X,-Amw,-mgcos6,)
-z,  (am-2,) —(AZ,+2mu,-gsing,) |=0 19.5]
-M, -M,, (271, -aMm,)

Si el determiante es desarrollado en potencias de A obtenemos la ecuacion
caracteristica del sistema:

AA + AL+ AL+ AA+A =0 (9.6]
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Los coeficientes tienen los valores siguientes™:

A =1

M
po | Me, %42,
Iyy m
A2= MuWO_UOMW+_MUXQ+MQXU_MWZQ+MQZW+XuZw_XwZu
2
Iyy Iyym m
- - MXZ MXZ MXZ
A1:U0 wau Muxw +W0 szu Ivluzw + w UZCI_ u qu_ w q2u 4.
Iyym Iyym Iyym Iyym Iyym
M X, Z, M X.Z, MX,Z M, cosd, — M, sing,
+ 2 2 > T9
Iyym Iyym Iyym Iyy
cos g, sin g,
A =9 (MWZU—MUZW)+g (MUXW—MWXU)
mIyy mIyy
[9.7]

Con el objeto de simplificar estas expresiones, B & W suponen que en muchos
casos puede elegirse un sistema de referencia en el que:

(1) Elangulo de asiento longitudinal inicial sea nulo: 6, =0

(2) La fuerza correspondiente al coeficiente X sea nula y también

diferenciales, lo que equivale a suponer £ =0 junto con lo anterior.

(dx _o, % g d—X:oj.

lo sean sus

du dw  dé

Si se cumplen estos dos supuestos, los coeficientes de la ecuacion caracteristica del
sistema admiten una expresion mas simple:

“ B & W omitieron un par de términos del coeficiente AZ , concretamente (‘l'MgXu + Mgzw) Esto afecta a

los resultados numéricos de los ejemplos que ellos proponen, pero no ala validez del procedimiento.
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A =1

M
A3:_ _q+&
Iyy m
- M Z +M Z
A2: MUWO UOMW+ w™q q—w [98]
Iyy Iyym
MZ -MZ M
A1: X weu ucw +g u
Iyym Iyy
g szu_MuZw
58l )
mIyy

. . 4 3 2 _ ..
La ecuacion bicuadrada AMv + Agﬁv + Azﬂ + Alﬂ + A) =0 con los coeficientes
ya descritos es la que permitird determinar las caracteristicas de las oscilaciones para
pequenos movimientos alrededor del equilibrio.

Para el analisis de la estabilidad del movimiento B&W utilizan las condiciones de

E. ]J. Routh [3]. Estas exigen que los coeficientes {A4, &, AZ, Ai, Ab} , v el discriminante de

[R] = A (A2A3 - Ai) - AbA32 tengan el mismo signo. Dado que A, es la unidad positiva,

los otros coeficientes deben ser también positivos.

9.3.2 Derivadas Aerodindmicas.

Para el andlisis de los coeficientes simples, B&W establecen un “7eorema”, que

Z,, Zé, M, M,, Me’) son

afirma que las nueve derivadas (Xu, Xy X 3 Z,

funciones lineales” de la velocidad de vuelo Vj; .

Segun esto podriamos escribir:

X, Z

w'! 9’ u?

Z,, Z,, M

w'! 91 u?

(X, X M, M;)=V,

w? 0
[9.11]

A continuaciéon, afirman que siendo el peso exactamente igual a la resistencia vertical

oy . . . 2
en el movimiento estactonario, se deduce que el peso es proporcional a Vo . De donde:

" La verdad de este aserto resulta de la dependencia cuadratica de la velocidad de las fuerzas y momentos
aerodinamicos.
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2
mg oc V. :mocVEO [9.11B]

De la afirmacion” que acabamos de mencionar, B& W' deducen que debera cumplirse
la siguiente relacion de proporcionalidad:

1 1
(EJ(XU, Xoo X5 2y L, Z; M, M, Mé) ocv({a} 9.19]

Y, si introducimos la proporcionalidad establecida para la masa [9.11B], tenemos:

Conclusion: /fas derivadas acrodindamicas  son mversamente proporcionales a la
velocidadt

(x, X X

u w 0

1
Z ) Z ’ Z" M ) M ) Mg) m\T [9.13]

u w o u w
0
Este resultado esla base parala mmvestigacion de las condiciones de estabilidad que

realizan B&W.

9.3.3 Condicién Fundamental de Estabilidad.

Aplicando esta conclusion a los coeficientes de la ecuacion caracteristica B&W
establecen una dependencia particular respecto de la velocidad para cada uno de ellos:

A, =1 = independiente _de_V,

M
A=- —“'+ﬂ es_de la_ forma 2 (Dim:lj
| m Vo T

" Nosotros, con logica causal quizds mas coherente, estariamos inclinados a decir que la velocidad

estacionaria VO tendrd que ser proporcional al peso del aparato volador para lograr sustentarlo.
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_Mw, -UM,, N -M,Z,+M Z,

A es_de la_ forma ocb+£2 (Dim:_r—lz)

Iyy Iyym VO
A =W, M.z, = M,2, +9 M, es_de_la_ forma oci (Dim:isj
Iyym Iyy VO T
MZ -MZ
A\):g( w2y =MZ,) es_de_la_ forma oci2 (Dim:%)
mlyy VO T

Y el discriminante de Routh, que tiene un aspecto incomodo:

_ 2 1 g o1
[R]=A(AA-A)-AA es_de_la_forma V—Oz[f+\/—02] (Dlm.—j

Siendo a, b, ¢, d, e, £ g constantes que dependen de las caracteristicas de la placa
y de las condiciones de vuelo.

Las aparicion de mestabilidad en el movimiento, afirman B&W, viene
determinada por los coeficientes de los que resulta obvio, en principio, que podrian llegar
a cambiar de signo en funcién del valor de la velocidad V, . Para B & W los tinicos

coeficientes susceptibles de llegar a ser negativos son A, v el discrimmante de Routh,
debido a la forma matematica de su dependencia deVO.

La conclusion mmediata es que la estabilidad mmplica que se cumplan
simultineamente las dos condiciones:

A, o b+\%>0

0

[R]oc \%[f+\%}>0

0 0

[9.15]

B & W concluyen: “Solamente ciertos valores de la velocidadV, permiten obtener

un movimiento de planeo estacionario estable.  Las restantes condiciones solamente
dependen de la forma y dimensiones del aparato y del dngulo de descenso”.

Queda asi establecida matematicamente una condicion de estabilidad, si bien la
enuncian valiéndose de una variable -la velocidad de vuelo- cuyo uso, a efectos de
significacion de margenes de estabilidad, se ha visto desplazado posteriormente por el uso
de otros parametros, igualmente relacionados en parte con las condiciones de vuelo como
es logico, pero mas significativos desde el punto de vista de ingenieria y diseno.
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Supone también la aplicaciéon de un procedimiento matematico que, aunque bien
conocido y ampliamente utilizado en el campo de la mecanica, es la primera vez -segun
pensamos- que se destina al analisis  de un ingenio aerondutico a partir de las ecuaciones
generales, aunque limitadas al vuelo en un plano vertical.

9.3.4 Calculo de las Derivadas Aerodinamicas.

Sin solucion de continuidad, B&W ' pasan a mostrar como podrian ser calculados
Z, Zy Z; M, M, M) paa un

conjunto de planos sustentadores, si se conocen las leyes para calcular la resultante de las

los nueve coeficientes (Xu, ) Xg, wo L L

presiones y la posicion de los centros de presion. Seguiremos detalladamente el proceso
conceptual de B &W.

Con el objetivo de poder aplicar la teoria desarrollada obteniendo conclusiones
numéricas, B&W aceptan dos hipotesis  aerodindmicas fundamentales, basadas en los
datos experimentales de que disponian y que les ofrecian garantias de cierta fiabilidad.

9.3.5 Hipétesis Aerodindmicas

(A) Hipotesis de Langley [4] sobre el valor de la fuerza aerodinamica
experimentada por una placa plana sometida con un dngulo & a una corriente
de aire.

La fuerza producida es perpendicular a la placa, y su valor viene dado por:

R=KSV*f () [9.16]

Con:

K :CONSTANTE  S:SUPERFICIE _ALAR
V :VELOCIDAD _DE_VUELO f, (a): FUNCION _DE _LANGLEY

La funcion de Langley f|_ (0[ ) admite diversas expresiones que B&W fijaran mas

adelante, al aplicar numéricamente la teoria a algunos casos particulares.

(B) Hipotesis de Joessel [5] sobre la posicion del centro de presion de la fuerza
aerodinamica.

La posicion del Centro de Presion varia con el angulo & segun la funcion.
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XCP = %¢J () =0.3(1-sina)c

[9.17]

Con:

XCP: POSICION _ DEL _CENTRO _DE _ PRESION
DESDE _EL _CENTRO _DE _LA_PLACA
(Hacia _el _Borde de _ataque)

c:CUERDA_ ALAR =2a

¢, () : FUNCION _DE _ JOESSEL

Estas dos férmulas proporcionan a B&W ' la informaciéon aerodinamica necesaria
para proceder al calculo de los coeficientes que permitirin analizar la estabilidad de un
planeador.

9.3.6 Formulacién genérica de las Derivadas Aerodindmicas.

Aplicamos en primer lugar la teoria de Langley para obtener las fuerzas X, Z. Fl
subindice ( )i hace referencia a cada una de las diferentes laminas sustentadoras, unidas
rigidamente entre si, de las que se presume un comportamiento aditivo sin interferencias.
El simbolo Z indica el sumatorio extendido a todas ellas, que debe ser aplicado con
cautela. (Es practico ahora pensar en dos placas, cada una de ellas con S, &, v f, Xo1 2
diferentes)

Obsérvese que para los autores la constante K tiene un valor iinico y el mismo para
todas las posibles formas de placas sustentadoras, al no tener en cuenta el efecto de la forma
en planta; esta particularidad lastra significativamente sus conclusiones para el caso de un
sistema sustentador de mas de una placa, si no son 1dénticas.

[ X=> KSVf(a)sing [2] Z=) KSVf (c)cosp [9.18]

Completamos el sistema con la ecuacion del momento M:

196



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

[B] M=) KSVZ (a)(p+ad(a)) 19.19]
Con:

o, = ArcTan (WJ + 4 P, = Xy; COS S + 2, Sin 8
u

Las velocidades lineales que resultan en el punto medio de las placas” como
consecuencia de la velocidad angular @ son:

U, =u+z, 0 W, =W-X; 0

Si efectuamos las sustituciones correspondientes:

M X =3 KS (uf+w) fL{ArcTan{W_—X‘”g’}tﬁi

}sinﬂi

[2] 2= KS, (ufi+wfi)fL{ArcTan WZXy 0 +ﬂi}cos,8i

u+zy, 0

[B] M=% KS (uf+w;) fL{ArcTan W=Xy 0 +,61Hpi +a, ¢, {ArcTan[W_—XO‘ﬂ+ﬂi}J

Equivalentes™ a:

" Son calculadas en el punto medio de la limina sin mencionar ninguna explicacion que lo
Justifique. Asi lo hizo Lilienthal, como hemos visto.

“Los paréntesis que aparecen en las expresiones de Joéssel y Langley tales como

73 {ArcTan |:W_—X°'0} + B, }, f, {ArcTan |:W_—X°'(9} + L. } indican que las funciones

u+z, 0 u+z, 6@

. o . w— Xy, 0
¢, f, tienen como variable independiente el argumento LArcTan {—0'0}+ ﬂlj,
u+2,

que es el angulo aerodinamico total.
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[ X=> KS ((u+zOi é)2+(w—x0i é)z)f {ArcTan{quZ g}tﬂ}smﬂ

2

[2] 2=} KS§, ((u+zoi é) (W=, 6) fL{ArcTan
B M= XK (w7, ) +(w-x, 0 fL{

...(pi+ai @{ArcTan[ — %o 9} /3,}}
u+z, 60

W_—XO'H +/3i}cos/5’i

L u+2z, 0

ArcTan W_—XO'Q +05 .
| U+2,;0

9.20]
Con:
d (a)i _( —W
du . u? +w? )’
0=0
d(a),) ( u
dw . uz +w? )’
=0
d(a)i __(WZOi"'UXOij
do . u? +w?
6=0
9.21]

La velocidad angular € del conjunto alrededor del CDG altera el dngulo de
ataque aerodinamico de las placas, y B&W asumen -ya lo hemos visto- que puede
tomarse el punto medio de cada lamina para evaluar este afecto.

B&W aceptan la simplificacion siguiente, consecuencia de linealizar la velocidad:

(u+z, 9)2+(W—X0i 9.)2 ~ U+ WP 207 O—2W Xy, O+..

Asi llegan a las expresiones generales para los valores de las fuerzas y del momento

en funcion de las variables caracteristicas: X (U,W,é,(a)i ,,Bi), Z(U, Wé (,Ol)i ﬁ,)
M (u,W,t?,(oc)i ,,Bi)
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[LLin] X~ KS, (U +W +2uz, 6-2wWx, 6) f, (a+3);sin
[2Lin] Z~) KS, (u2+wz+2u Z, 6—2Wx,, 9) f(a+f) cosf
[BLin] M~ KS (u?+w +2uz, 0-2wx, 0) f (a+B) (P +a ¢ (a+4),)

[9.22]

Aplicando la definicién de las derivadas aerodinamicas, evaluadas para 6=0

obtenemos, con la nomenclatura f (a)i = [%j v @, (a)i = [d(fj(—gg)'J

X, ~y KSsing(2uf (a+p),-wf,(a+s))

Z,~y KScosf(2uf (a+p) -wt,(a+s))

af (a+pB) ¢, (a+p) +..

M, =2 KS {W[...+ f (a+18i)i(pi +a ¢, (a+f),

) —2uf (a+B)(p+a ¢ (a+pB),)

X, ~ Y KSsing(2wf (a+8),+uf,(a+4))

Z,~y KScosf (2w f (a+8)+uf,(a+B))

u(ai f(a+p) o (a+p) + 1‘La(oz+ﬁi)i(pi+ai ¢, (a+ﬁi)i))+...

M, ~-> KS
' 2WfL(a+ﬂi)i(pi+ai¢J(a+ﬂi)i)

X, =) KS, sin,8i< (2u Xy —2wzg;) f (a+ ). +(wxy +Uzy ) L, (a+ﬂi)i)
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Z,~-y KS cosf ( (—2u z; +2wW Xy, ) f (ar+ B). +(Wzg; +uxy ) L, (06+,3)i)

M, x =D K'S, (Wzo+uxy )(To, (@+B), (b, +a ¢ (a+B), ) +a f (a+B), b, (a+B), )+
b 2K S (U zZy W Xy fL(oz+/3)i(pi +a, ¢, (a+ﬁ)i)

[9.23]

NOTA: El valor numérico de los diversos parametros aerodinamicos de
tipo experimental que aparecen explicitamente en las ecuaciones anteriores, es decir:

f ((Z +'B)i : fLa (0[ +ﬂ)i . O (05 +'B)i P, (Ol +ﬂ)i son tomados  por B&W

directamente de Langley [4] y Joessel [5]

9.3.7 Aplicaciones numéricas a casos particulares.

9.3.7.1 Una sola lamina sustentadora.

Puesto que la lamina desciende estacionariamente, su plano debe ser necesariamente
horizontal, pues la resultante aerodinamica debe equilibrar exactamente al peso. De lo
contrario, habria aceleraciones en sentido transversal al descenso. Comenzamos por
obtener las condiciones de equilibrio. (Fig. 9.2)

Tomamos el eje OX paralelo a la limina. Como consecuencia, =0, =0 El
equilibrio exige que el coeficiente X sea idénticamente nulo. Ademas es necesario que el
momento sea nulo:

M~ K S(u*+w’) f (a)(p+ag (a))=0 19.24]
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Por tanto:

p = X,C0S f +z,Sin B =X,
d:(xo+a¢3(a)):0 = XO:p:_a¢J(a)
XCDG ={0, x,+a ¢, (a)}={0,0}

Vemos que para que exista equilibrio, el CDG debe coincidir con el Centro de
Presiéon de la resultante aerodindmica. Las coordenadas del punto medio de la placa,
respecto del origen (que es el CDG), son:

{Xo’zo}:{_a ¢, (a),O }

Centro de R
Pre si6n Punto Medio

de la cuerda
Xj o/
/ GCDG \
B

/

Figura 9.2: Estudio de una sola placa sustentadora.

En estas condiciones, vemos que solo 6 de los nueve coeficientes no son nulos:

X,~0; Z,~KS(2uf (a)-wf,(a)); M,~KSawf (a)¢,(a);
X,~0 Z,~KS(2wf (a)+uf,(a)); M,~-KSauf (a)¢,(a);

X,~0; Z;~-KxS(2wf (a)- fLa(a))' M, ~-KSx,auf (a)d,(a)

[9.25]
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Una vez llegados hasta aqui B&W tienen ya la base necesaria para analizar este caso
particular de vuelo.

B&W estudian en primer lugar el caso de una placa plana cuadrada que desciende
equilibrada sin velocidad angular y con un dngulo de ataque de & = 10° con X, =—a ¢J (05 )

como hemos visto

Para este caso, tomando los valores numéricos de Langley [4] y Joessel [5], como
ya se ha mencionado, obtienen:

U, =V, sin10°=0.17V, w, =V, c0s10°=0.98V,
fil o =03 f,| .=16 4 =049,  ¢,| . =-0.59 [9-20]
X, =—a ¢, (10°) = —0.49a

a=10°

Sustituyendo estos valores en las derivadas aerodinamicas obtenemos para nuestro
caso:

Z,~KS(2u f (a)-w f_,(a))=0.316KSV,

M, ~K Sawf (a)¢, (a)=-030K SaV,

Z,~KS(2w f (a)+uf,(a))=167KSY, 19.27]
M, ~-K Sauf (a)d, (a)=-0.177K SaV,

Z,~-KxS( 2w f (a)-uf,(a))=-0.291K asV,

M, ~-K Sx,auf (a)4, («)=-0.0849K S a’V,

Una vez obtenidos estos valores, se evalian los coeficientes del polinomio
caracteristico que significan restricciones a la estabilidad, con:

M, ~-0.30K SaV, M, ~-0.177K SaV, Z,~-0291KasV, Z,~1.67KSV,
M, ~—0.0849K S a’V, Z,~-0.291K asV,

Los coeficientes son:
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2 2 2 2 2
A1 A=|00852KNo 067KNVo| A _[01262KVe (1932 K SV
Yy mlyy Iyy mlyy
2 3 2 2
A :(_0_3M+0_075MJ A = 04429 KISVE
Iy ml,, ml,,
22 202
[R]=(—O.09agl—2KS]VOZ+‘Pl(a,9,K15:|yy,m)Vo4+‘P2(a,g,K,S,Iyy,m)VOG
yy

[9.28]

Las funciones y; y ¥, del discriminante de Routh son demasiado complicadas
para ser escritas explicitamente.

Es facil ver que algunos de los coeficientes del polinomio caracteristico pueden
tomar valores positivos o negativos segun sea el valor de la velocidad V, Para el caso

estudiado son coeficientes influyentes son los siguientes,

2 2
A =032 | 00758KS Ve |,
yy mlyy
24217202
Routh=(—0.09wjvoz+‘Pl(a,g,K,S,Iyy,m)V04+‘I’2(a,g,K,S,Iyy,m)VOG
yy

Para completar el argumento, aunque B&W no lo hacen, ahora nosotros
msertamos la condicion estacionaria micial:

mg
mg =K SV f, (10°) =VZ?=
: o fu(10°) ° 03KS
El coeficiente A resulta ser:
2g2
A =] —0329KS oo753KST_Mg |\,
” ml,, (0.3K S 9.90]
A = (—o.3+0.25)"J‘?—KSV0 - 0050295y <0
yy yy

Vemos que es negativo con independencia del valor que pueda tomar la velocidad

V, , que es siempre positiva.
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La manipulacion del discriminante de Routh es mucho mas incomoda, pero puede
verse que es posible establecerlo sin la velocidad de vuelo:

221202 2
[R]=| 00029 K5" 1M 1,y (ag.K,5,1,,m) 2| +
|yy 0.3K S 0.3K S

3
mg

...+lP2(a,g, K,S, Iw,m)(m

[9.30]
La posibilidad de formular la condiciones de estabilidad de dos modos: (1) en
funcion de la velocidad de vuelo V; o bien (2) en funcion de las caracteristicas geométricas
y masicas e inerciales propias del planeador (3., S, |yy, m) son completamente equivalentes,
como es logico, pero en la practica resulta mas intuitiva la que condiciona la estabilidad a

las caracteristicas del planeador (a, S, Iyy’m) y menos util la que lo hace a la velocidad, ya

que son muchas las velocidades posibles para un aeroplano que mantenga fijas sus
caracteristicas y, si el aeroplano es estable por sus rasgos propios, lo sera a cualquier
velocidad compatible con el vuelo, en el contexto acrodinamico aplicable a este trabajo.

9.3.7.2 Dos planos.

Resulta particularmente iteresante el analisis de B&W aplicado a un conjunto de

dos planos delgados. En principio considera el sistema con” B =£,=0 'y supone

irrelevante el desplazamiento de los centros de presion, ¢1]2 (05) =0 1o cual Justifica por la

estrechez de los planos (Fig. 9.3). Esta simplificacion es importante.

Figura 9.3: Estudio de dos placas planas separadas con el mismo dngulo de ataque
geoméltrico.

7 Obsérvese que esto implica que los dos planos son paralelos.
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Aplicando el mismo procedimiento suponiendo las derivadas aerodindmicas
aditivas, la ausencia de mterferencias entre planos y la igualdad de la constante K,
obtenemos:

Z,~K(5,+S,)(2u f (a)-wf,(a))

M, = K(S%, +S,%,) (W, (a)-2uf (a))

u

Z,~K(S,+S,) (2w f (a)+uf_,(a))

M, ==K (S +5,%,)(u f, (a)+2w f () [9.31]

Z,~—K (S, +S,%)( 2w f (a)+uf ,(a))

0

M, ~-K (Sle +Szx§)(u f(a)+2wf (a))

Con la condicion de equilibrio del momento:

Pr=X, Pr=X;
My =K SVIx fL {ap}+ K SNV X, fL {an} =(Sx +S,%, ) KV f {a,} =0

Es decir: (Slxl + SZXZ) =0

Vemos que se anulan también M, M, vy Zq . Esto conduce a que algunos

coeficientes del polinomio caracteristico sean nulos: Ay, Ay el discriminante de Routh.
Por tanto, concluimos que la estabilidad para este caso de dos planos coplanarios sera
critica o neutra.

B&W proponen analizar la estabilidad del mismo sistema después de haber
mtroducido una ligera inclinacion entre las placas, manteniendo la no variacion del centro
de presion. Las expresiones de las derivadas aerodinamicas se complican debido a que

B, #0, B, #0,y no resulta prictico analizarlas en directo.
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n
/0/ g __...--—0"""'_—%;?1
\

Figura 9.4 Estudio de dos placas planas separadas con diferente dngulo de ataque
Leométrico.

El procedimiento que siguen B&W para este caso, que es mas importante, es el
sigutente (Fig. 9.4 y Fig. 9.5):

4\
\ Ry
R2 L \
/0/ i _—o— k1
Xg 82 o] X1 Sy
B2-B1 \V
\

Figura 9.9: Parametros y nomenclatura para el estudio de dos placas planas separadas
con diferente dngulo de ataque geométrico.

Las condiciones estacionarias prescriben que:
[ X,=KS Vi f {a+B}sinpg+KS,Vif {a+p,}sins, =0
[2] Z,=K S, V/f {a+pB}cosB +KS,V/f {a+pB,}cosB,=mg  19.32]
[8] M, =K xSV f {a+p}cosp +K x,SV, f {a+pB,}cos B, =0

De [2] v [3] de [9.32] se obtiene:

mg X, -mg X,
Cos B, = cos g, = ( j
tOKSVAf, {a+ﬁl}(x2 - XJ 2 OKSVf {a+ B X, — X%,

Si estas expresiones se sustituyen en, por ejemplo, el coeficiente Zq [9.23]

obtenemos:
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Z,~-y KS cosf ( (—2u z; +2wW Xy, ) f (ar+ B). +(Wzg; +uxy ) L, (06+,3)i)

2 gxx ([fm(awl)}(fm(awz)ﬁ 0.33)

mu Ve (,-x) fi(a+B) ) | f(a+s,)

Para los demds coeficientes se puede demostrar que también aparece el factor

(( e ﬁm e Z?B
fu(ath)

fL(a+ﬂ)

Q aumenta, por tanto su valor depende fuertemente del punto de la funcion en que se

B&W indican que la funcion [

J suele ser decreciente a medida que

evalia. Esto sugiere a B&W una relacion entre los dngulos /3, v [, para que la derivada
aerodinamica tenga un valor positivo o negativo, y B&W deducen algunas consecuencias.
Por otra parte, esto puede verse mejor si en el margen lineal suponemos valida la siguiente

f f
expresion para la diferencia [ L (0()} —( L (0()}

f. (@) f.(@)

f(a+pB)=(a+pB)f, (a+p);

[fLa(a)L _( fLa(a)l S 2312)—( §1+ﬂ2) 19.34]

La conclusion es que el signo de los coeficientes dependera fuertemente de la

diferencia de ;ingulos(,gz - ﬂl) Esta es una importante conclusion, aunque resulta

evidente la limitacion que mtroduce, para la validez de las conclusiones, el hecho de
haber asumido un valor tinico para la constante K. Aparece aqui expresada un tanto
oscuramente, la ley de la “V” longitudinal para la estabilidad longitudinal.

No resulta necesario seguir el desarrollo pormenorizado del trabajo de B&W.

9.3.8 Efecto del Momento de Inercia sobre la estabilidad.

La inercia aparece explicitamente solamente en los coeficientes A,, Ay, A aunque
en los que hemos mostrado mas arriba aparece en todos por la adimensionalizacion

realizada en cada uno de ellos dividiendo por A, .
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A =1,
M M

JAIN L BV B Y B 19.35]
l, m m{ r;

M,w,-U,M, . -M,Z,+M Z,

IW Iyym

A =

Resulta obvio que cuanto menor sea el momento de inercia, mayores son los
coeficientes en valor absoluto y eso implica aumento de la estabilidad, considerando que

. . _ 2 ..
la mercia es expresable como Iyy =m ry (Suponemos ahora positivos todos los
coeficientes como condicion previa de estabilidad)

Para el analisis del discriminante de Routh la cuestién no es tan obvia, y B&W la
aplican solamente a un caso particular, que no detallamos.

9.3.9. Caracter de las oscilaciones alrededor del equilibrio

El caricter de las oscilaciones depende de la naturaleza de las raices de la ecuacion

caracteristica. Los valores de U (t) , W(t) y de 0 (t) tendrian la siguiente forma posible:

t t { Aot
(1) Para cuatro raices reales.... Cleji + Czejz + C3e13 +C,e™
(2) Dos raices reales y dos imaginarias Clejit + Cze%t + C3ent CoS (COt + @, )

(3) Cuatro raices imaginarias C3enlt COS ((Ult + 0)01) + C4en2t COoS ((l)zt + @, )

B&W resaltan la importancia de que todas las partes reales sean negativas, y subrayan
el hecho de que no es suficiente con que un planeador tenga algunas raices con amplitud
decreciente, s1 otras raices de la ecuacion caracteristica convierten el movimiento en
mestable.

9.4 Conclusiones.
Las conclusiones mencionadas por B&W son las siguientes:

(1) Para un planeador en un plano vertical las pequenas oscilaciones alrededor del
movimiento rectilineo y uniforme vienen determinadas por una ecuacién
(algebraica) de cuarto grado, y las condiciones para que el movimiento estacionario
sea estable pueden obtenerse a partir de los criterios de Routh [3]. Esta correcta
afirmacion es la primera vez que se hace aplicada al dmbito aeronautico, y ha
permanecido de modo definitivo.
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@)

Los coelicientes de esta ecuacion cuadratica (Vid. (1)) involucran, junto con los
parametros masicos y geométricos propios del sistema, a nueve cantidades, a las
que B&W asignan una nomenclatura que en cierto modo también ha perdurado,
(aunque no lo han hecho necesariamente todas las letras que ellos utilizaron para

Y, Y. Y, G, G, G,

significar fuerzas y momentos): (Xu, X, X g N
Estas cantidades, cuando son establecidas respecto de ejes rectangulares fijos al
cuerpo, representan los coeficientes diferenciales de las fuerzas y del momento,
debidos a las resistencias aerodindmicas con respecto a los componentes lineales
y rotatorios de la velocidad. Es una conclusion correcta y asumida de modo

definitivo.

En el caso de un sistema de planos estas nueve cantidades pueden ser expresadas

para cada uno de los planos por separado en términos de de(a)/ da y de

d¢, («)/da, en las que f (@) v ¢,(«) son funciones que determinan la fuerza
aecrodmamica, y la posicion del centro de presion cuando la direccion del
movimiento relativo del aire forma un angulo @, con el plano. Si se trata de varios

planos, el tratamiento preconizado por B&W es simplemente aditivo. Estas
funciones han sido tabuladas por algunos (pocos) investigadores para algunas
superficies de diferentes formas, y estos datos estan disponibles. No obstante,
B&W consideran  extremadamente urgente conseguir mas datos. Es una
conclusion sustancialmente correcta y la sugerencia pertinente.

La  estabilidad longitudinal de los planecadores admite ser investigada
matematicamente, y resulta de la mayor importancia que los métodos presentados
por B&W sean aplicados de modo practico a cualquier maquina aérea que pueda
ser disenada o construida antes de intentar realizar con ella cualquier vuelo
planeado. Es una sugerencia plausible, aunque de alguna dificultad practica, debido
a la relativa complejidad algebraica de algunas expresiones, y mas profundamente,
a la mcertidumbre en la que se mueven en esa época los diversos parametros
aeronauticos y los conceptos aerodinamicos correspondientes, y al hecho de que la
mayoria de los disenadores pioneros no tenian formacion técnica o cientifica.

La condicion para que cualquier movimiento estacionario rectilineo pueda ser

. . 2 .
estable asume, en los casos examinados por B&W, la forma de V° > K a, siendo

a una constante que depende de las dimensiones lineales del planeador, y & una
constante que depende del aspecto alar, del dangulo de planeo y de la ley de
resistencia aerodinamica. Es una conclusion correcta, que debe completarse con
la mencién de que NO es el inico modo de expresar las condiciones de estabilidad,
ni generalmente el mas practico, y por esta razon no ha sido finalmente adoptado
para calificar la estabilidad de un aeroplano. Por otra parte, no se efectiia una
detallada consideracion del signo que corresponderia a todos coeficientes,
asignando la problematicidad de la estabihdad sélo a aquellos que, por su forma
matematica, parecen admitir en teoria una mnversiéon del signo en funcién de la
velocidad.

Inclinando uno de los planos un pequeno angulo respecto del otro, se incrementa
la posibilidad de lograr estabilidad. Es una conclusion sustancialmente correcta.
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(7) En general, la estabilidad aumenta a medida que disminuye el momento de
mercia. Es una conclusion sustancialmente correcta.

9.5 Resumen Critico

(1)

3)

(4)

El trabajo de B&W puede ser considerado histéricamente como el punto de
partida de la investigacién cientifica de la estabilidad del vuelo. Es  original por
el tema que trata y certero en la eleccion de sistemas de referencia y principios
fisicos que utiliza. Es riguroso en los procedimientos matematicos que aplica,
que no son especificos para problemas aecronauticos, sino importados del ambito
de la mecanica racional vigente desde hacia mds de un siglo, pero muy
pertinentemente usados.

Dada la situacion dispersa e incierta que ofrecia el panorama de la ciencia
aecrodinamica (Cfr. Cap. 2), la eleccién del modelo matematico de las fuerzas y
del centro de presion, respectivamente de  Langley [4] y Joessel [5], resulta una
opcion muy razonable.

Al aceptar, como era habitual en su época, un valor constante y iinico de K para
cualquier superficie sustentadora, con independencia de su forma, y
caracterizarla tnicamente por la medida de la superficie, introducen una
ambigiiedad que propicia que la expresiones desarrolladas por B&W, tal como
literalmente las escriben, resulten de escasa aplicabilidad. Desde este punto de
vista el andlisis que efectian resulta “idealizado” en exceso.

Esto es tanto mas de lamentar cuanto que B&W deseaban que su aportacion al
estudio de la estabilidad de los aeroplanos tuviera una immediata utilidad
practica™ para los disenadores. Este inconveniente podria haberse atenuado
distinguiendo diferentes constantes de resistencia aerodinamica; por ejemplo,

K, para una superficie, y K, para otra. O, equivalentemente, haciendo lo

mismo con la funcién le((Z ) para una superficie, distinguiéndola de f|_2 (05 )
para otra diferente. No obstante, los correspondientes conceptos aerodinamicos
estaban  todavia mmaduros, a la vez que su ntroduccion complicaria
algebraicamente las formulas, ya de por si mcémodas.

La difusion de la publicacion no parece haber 1do mas alla de algunos circulos
reducidos de unos pocos especialistas dedicados al estudio de la naciente

" Bryan estaba convencido que un buen ntimero de los numerosos accidentes aéreos que acontecian en
aquellos tiempos primerizos se debian a un desconocimiento de las condiciones que debia cumplir un
aeroplano para ser estable.
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aviacién; puede haber sido considerado de interés exclusiva y eminentemente
académico.

(6) El eco y alcance logrado fueron escasos en los ambitos de  “produccion”
estrictamente aerondutica, que se mantiene en esa ¢época alejada de la
mvestigacion teorica.

(7) Puede merecer la pena mencionar que el trabajo de B&W fue enviado para

publicacion  en junio de 1903, seis meses antes del famoso primer vuelo
controlado y propulsado de los hermanos Wright.
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Capitulo 10

F. Ferber (1862-1909)

Contenido

10.1Nota Biografica.
10.2Documento de Referencia.
10.3Descripcion de contenido.

10.3.1 Ley de equivalencia de las superficies.
10.3.2 Ecuaciones generales del movimiento.

9 http://www.ctie.monash.edu.au/hargrave/images/ferber_portrait_1_1908_200.jpg. (14.06.2017)
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10.3.2.1 Ecuaciones de las Fuerzas

10.3.2.2  Ecuaciones de los momentos.

10.3.2.3  Procedimiento aproximado para calcular la mfluencia de las
velocidades angulares.

10.3.2.4 Kl “Pseudo Teorema de Ferber”

10.3.3 Estudio del vuelo estacionario sin motor en un plano vertical.
10.3.4 Estudio de la Estabilidad.
10.4Conclusiones.

Bibliografia.

10.1 Nota Biografica

Ferdinand Ferber nacié en Lyon (Francia). Estudié en la Escuela Politécnica antes
de mgresar en el Ejército. Instructor en la Escuela de Artilleria Aplicada de Fontainebleu.
Supo de Otto Lilienthal, a través de un articulo en el Hlustruerte Zeitug. Fxperimento
primero con modelos, y lleg6 a construir varios planeadores tripulados, con poco éxito.
En 1901 contacté con Octave Chanute, quien le puso al corriente de los experimentos de
los Wright, en cuyos disenos traté de mspirarse. En 1905 intentdé comprar una de las
maquinas de los ya famosos hermanos, pero los Wright consideraron que no habia llegado
todavia el momento de difundir su mvento. En 1908 fundoé la Ligue Nationale Aérienne.
Muri6 en accidente de aviacion en Boulogne cuando, rodando en tierra, su avion cayo en
un terraplén.

10.2 Documento de referencia.

Ferdinand Ferber, “I’AVIATION, Ses debuts-son développement”. Berger-Levrault &
Cie Editeurs. Paris/Nancy. (1909) [1]"

10.3 Descripcién de contenido.
Ferber acepta la ley que expresa la fuerza normal ejercida sobre un plano delgado

segiin la conocida formula: R=KSV°SINna Para la posicion del centro de presion,
aunque menciona la aparicion de una reciente formula de R. Soreau [2], se inclina por
utilizar la de Avanzini [3], debido a su mayor sencillez. Ferber sabe que esta expresion

" Tl prologo es de 1908.
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solamente es valida para alas planas; la acepta porque le sirve para introducirse en el
estudio del problema matematico del vuelo.

10.3.1 Ley de equivalencia de las superficies.

Una original aportacion de Ferber, importante para comprender su concepcion de un
aeroplano y el desarrollo que efectuard a continuacion, consiste en el establecimiento de
una denominada “Ley de equivalencia” de las  superficies del avion, que pasamos a
describir.

Supongamos una superficie plana AB que recibe una corriente de aire V con un
angulo de ataque @ (Ref. Figura 10.1) La fuerza resultante es F7/. Ferber postula que este
sistema es equivalente a otro constituido por dos superficies imaginarias AC'y CB que
forman un dngulo recto en C. Obsérvese que esta descripcion no fija el punto C' i el
angulo a.

La fuerza generada sobre CB es F3y la generada sobre AC es FZ. La suma vectorial
de ambas es la resultante F1.

Figura 10.1: Esquema explicativo de las superficies equivalentes de Ferber.

El sistema equivalente consiste en descomponer una superficie en dos superficies
que faciliten el andlisis: S AC = S ag COSA y SBC =S AB sina ambas sometidas a la
misma corriente de aire.

Ferber es consciente de que esto realmente no es asi, pero supone que, si el angulo
“a” -equivalente a una cierta modalidad de angulo de ataque geométrico, de imprecisa
definicion- es pequeno respecto del dngulo de ataque, puede aceptarse como primera
aproximacion. (Recordemos que  la fuerza generada es considerada normal a la
superficie).

Parece que la idea de Ferber descansa sobre la (supuesta) intuicion de que debe ser
posible describir aerodinamicamente un aeroplano mediante tres planos mutuamente
perpendiculares. Fl resultado -como veremos- es que Ferber, a los efectos de equilibrar el
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momento de cabeceo respecto de las variaciones de & , trabajara con un aeroplano que
consiste en un solo plano, lo que complicara el problema.

Naturalmente, el angulo de ataque de la superficie CB ya no serd pequeno, pero
Ferber supone que en este caso se estd sirviendo de una superficie ficticia que solamente
genera resistencia al avance y cuya magnitud verdadera se tendrd que calcular por medios
experimentales mads fiables. Conviene retener esta definicion imprecisa de la superficie

que denominamos més adelante S,

Establece de este modo lo que él denomina “Aeroplano Tedrico Equivalente”. La
Fig. 10.2", ilustra el resultado, mostrando cada una de las superficie equivalentes.

~ . ..
Centro de Rresion \

>

S V 3
Centro de Masas (

Figura 10.2: Aeroplano Equivalente completo, segin Ferber.

Los parametros geométricos determinantes de las superficies equivalentes se
muestran en los dibujos siguientes en los que se puede ver la posicion relativa de los planos
respecto del centro de masas Gy la situacion de la linea de accion de la propulsion o
traccion (Fig. 10.5), en vistas de perfil (Fig. 10.3) y frontal (Fig. 10.4).

" La posicion del CDG en el dibujo es convencional. Normalmente no estara tan retrasado respecto del
conjunto alar.
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zl
—a=-bsinc
o s2
RESULTANTE
M —O AERODINAMICA
ol |
h ‘II’ T L
— e === ===
| Ceatra
de
Presitn
H
Centro de x1
masas A 1 I

Figura 10.53: Aeroplano Equivalente: vista de perfil. Coordenadas geométricas de puntos
relevantes.

——ecl

S1

H

Figura 10.4: Aeroplano Equivalente: vista frontal. Coordenadas geométricas de puntos
relevantes.
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I

F

G O

Figura 10.5: Aeroplano Equivalente: linea de accion de la traccion F. Ll Punto G es el

CDG.

Hay que anadir la importante advertencia de suponer que las superficies s2y O,
que son las superficies equivalentes que es necesario suponer para obtener el “avion
equivalente” completo, se suponen lo suficientemente pequenas como para no dar lugar
en ellas a modificaciones de la fuerza aecrodindmica aunque varie el angulo de ataque.

Este ingenioso procedimiento, de incierta aplicabilidad, sera utilizado por Ferber
para establecer las ecuaciones del movimiento en tres dimensiones. Segin nuestros datos
es la primera vez que se acomete el intento con el sistema completo de las ecuaciones de
la dinamica. Ferber aceptara hipotesis que restaran generalidad a sus soluciones.

10.3.2 Ecuaciones generales del movimiento.
10.3.2.1 Ecuaciones de las fuerzas.

Tal como lo describe Ferber, el tratamiento mds general considera dos
movimientos: el de traslacién del centro de gravedad y el de rotacion alrededor de ese
mismo punto.

Las fuerzas que intervienen son: la gravedad, la fuerza propulsiva (7) vy las

denominadas “resistencias” aerodinamicas de las tres superficies equivalentes {O' , 52,81}

Ferber establece tres ejes fijos en tierra {OXYZ]. (Ref. Fig. 10.6)

El movimiento de traslacion del CDG podra establecerse como:
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d?x
el] m—=X_+X;+X +X.+X
dtg mg T o S S
d?y
[e2] mF=Ymg+YT+Yg+YS+YS [10.1]
d?z

[e3] mF:ng+ZT+ZJ+Zs+ZS

Los diversos coeficientes son las proyecciones segun los tres ejes de las fuerzas, y los
subindices idican la superficie equivalente o el factor fisico causante.

El movimiento de rotacion viene dado con referencia a un sistema de ejes {Ole].Zl}

que pasan por el CDG del aeroplano y son paralelos a los ejes de referencia fjos [{OXYZ}
que acaba de mencionar. Los ejes fijos al avion son {OX1Y1Z1}. (Fig. 10.6).

Para esta representacion Ferber elige los angulos de Euler {W ) ¢, (9} El plano OX1Y1

es paralelo al plano alar, y el OX1Z1 es plano de simetria del avion. S1 denominamos

{p,q,f} a los componentes de la velocidad angular instantinea tenemos las clasicas

ecuaciones diferenciales de la dinamica de un solido (rigido). Ferber supone despreciable
el producto de mercia. No utilizaremos la nomenclatura de Ferber, sino que adaptaremos
todos sus cdlculos a los sistemas de referencia y nomenclaturas actuales.

Segun esto, para las ecuaciones de las velocidades angulares tenemos:

[e4] | d—'O+(|u—|yy)qr= L

XX dt
[e5] Iyyz—?Jr(lxx—lzz)pr:M [10.2]
dr
[e6] Izza_'_(lyy_lxx)qp:N

...l v L, My Nsonlos momentos de

Los momentos principales de inercia son | wo |z

xx!

las fuerzas aplicadas con respecto a los ejes {OX 1Y 121} Se completan con las 3 relaciones

de Euler para las velocidades angulares:

[71 p=¢-ysing
[8] q=6cos¢+y cosdsing [10.3]
[9] r=y cos@cosg—Osing

Para evaluar todas las fuerzas y sus proyecciones hay que utilizar las formulas para pasar

del sistema de referencia {OX ¥ 121} al sistema {OXYZ}. Para ello Ferber utilizara unas
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formulas (de uso habitual en astronomia, segin afirma) que permiten efectuar esta
operacion. Nosotros seguiremos el procedimiento actual.

SISTEMA EJES CUERPO Y
SUPERFICIES EQUIVALENTES
(F. FERBER)

Figura 10.0: Sistema de Fjes Cuerpo de Referencia para el Aeroplano Equivalente.

Sea el vector V la velocidad del centro de gravedad G del aeroplano respecto de un
sistema de ejes tierra (Considerado Inercial). Escribimos los componentes de la velocidad

")Q{U,V, W} = {V,,BV ,oV } en ejes cuerpo a partir de la matriz de transformacion de los

angulos de Euler a ejes tierra:

V, cosy cosé siny cosé —siné Vv

V, r=| —sinycosg+cosysindsing cosy cosg+sinysindsing  singcosd |1 pV

V, sinysing+cosysin@cos¢g —cosysing+siny sindcosg cos¢gcosd ) | aV
[10.4]

Las aceleraciones se obtendrian diferenciando las ecuaciones anteriores en ejes tierra:

" Suponiendo dngulos aerodinamicos a, B pequeinos. ( A3 es el angulo de derrape)
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d’x d :
prale a|:V (cos@cosy —asin@ + Bcosfcosy) |
2
?szy = %[V (acosHsin¢+coszysin dsing—cosgsiny + B(cosgcosy +sin<9$in¢sinc,y))]
2
% = %[V (acosfcosg+ B(—cosy sing+cosgsindsiny ) +(cosgcosy sin @ +sin ¢sim//))]

[10.5]

Obsérvese que, al haber decidido trabajar con los dangulos de Euler, las expresiones
de la derecha de las  ecuaciones [10.5] muestran una aspecto que presagia
complicaciones'.

Por otra parte, el valor absoluto de las tres “resistencias” aerodinamicas, -nosotros

supondremos ahora vuelo planeado, sin propulsion-, cada una de ellas normal a su propia
superficie, resulta ser:

R =—KSV?sina
R, =—Ks\V?cosacos 3 [10.6]
R, =—KoV?cosasin g

Estas seran proyectadas sobre cada uno de los tres ejes para obtener las tres
componentes

X, X X b YY) {2,2,.2) 110.7]
Llegariamos a las siguientes expresiones para las fuerzas:

(1) La resistencia debidaa S; se ejerce segtn el eje z1 positivo, debido a que esa

fuerza es normal al plano, de modo coherente a como Ferber ha descompuesto
las superficies.

X, = KSV?sinasing
Y,, = —KSV ?sinasin asin ¢
Z,, =-KSV?sinacos@cos ¢

, [10.8]

(2) Analogamente, la resistencia debida a la superficie S, se ejerce segun el eje x1

negativo:
X, =—KSV?*cosacos Scosdcosy
Y, =—KSV*cosacos f(cosy sindsing—cosgsiny) ¢, [10.9]
Z, =—KS\V*cosacos B(cosgcosysind +singsiny)

" “ El uso de las coordenadas angulares de Euler se puede considerar desafortunado ya que (...) este sistema
resulta poco apto para investigar las oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio”. Se trata de una cita
literal de Bryan s-en 1911- obre el procedimiento utilizado por Ferber [6] que estamos describiendo.
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(3) Laresistencia ejercida por el plano ficticio O se ejerce segin Y1 negativo

X, =—-KV?ccosacosdsin Bsiny
Y, =—KV?ccosasin B(cosgcosy +singsin gsiny ) [10.10]
ZO'

=—KV?ocosasin S (—cosy sing+cosgsin gsiny )

10.3.2.2 Ecuaciones de los momentos.

Momento alrededor del eje X1 y de Z1.

Solamente la fuerza aerodinamica alrededor de la superficie 0 podria generarlo.

Luego, teniendo en cuenta la geometria del avion: 7] es la coordenada z del centro de la
superficie O respectoy A4 segun el ¢je x respecto del CDG
L =-nKoV?cosasin B
N = +1KoV?cosasin

[10.11]

Momento alrededor del eje Y1.

Las resistencias aerodinamicas debidas a 9,5, pueden generar momentos

alrededor de ese eje. Por tanto, podemos escribir, incluyendo la posicion del centro de
presion en funcion del angulo de ataque:

M =—(KSV?sina(a—bsina)+hKs\/? cosecos §) [10.12]
Ya es posible establecer el sistema completo de las 6 ecuaciones, que quedaria
como sigue:

Para las fuerzas:

2
[e1] m(;T;( = KS\V?sinasin @ — KS,V? cos arcos B cos dcosy — KV ?c cos a cos dsin Bsiny

2
[e2] m dtZ =—KSV *sinasinasing—KS,V? cosa cos 3 (Ccosy sin @sing —cosgsiny ) +...
..—KV?ccosasin B(cosgcosy +sindsingsiny)
d’z

[e3] mF =—KSV ?sinacosdcosg— KS,V ? cosa cos S(cosgcosy sin @ +singsiny ) +..

..—KV?ocosasin B(—cosy sin g+ cos gsin @siny )

[10.13]

Para los Momentos:
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[e4] Ixx?j_Ft)+(|zz —1,,)ar =—nKoV?cosasin

[e5] |yy(;—?+(|xx —1,,) pr=—(KSV?sina(a—bsina)+hKs\V*cosacos 3)

[e6] IZZ%JF(IW —1,,)ap = AKoV *cosasin B

[10.14]

En el desarrollo anterior, como hace notar Ferber y ya hemos mencionado, no se
han tenido en cuenta las velocidades lineales inducidas por las rotaciones del sistema.
Ferber supone que seran pequenas y que pueden despreciarse en una primera
aproximacion. De este modo Ferber también evita tener que pronunciarse sobre la
posicion del punto de aplicacion de las fuerzas generadas por una velocidad angular cuando
el centro de giro esta situado sobre la cuerda alar.

Las ecuaciones que ha obtenido Ferber no son integrables analiticamente aun
prescindiendo de las componentes de rotacion. Ferber sugiere la pesada operacion de
utilizar desarrollos en serie para resolverlas.

10.3.2.3 Nota complementaria: “Procedimiento aproximado para incorporar la
aportacion de las velocidades angulares a las fuerzas”.

Ferber sugiere que el efecto de las velocidades angulares puede introducirse del modo
sigutente. (Fig. 10.7)

zl

| L |
5 |
: O—fO0+—
4
/// H
S
Centrode | -~
masas L. x1

Figura 10.7: Evaluacion aproximada del efecto de las velocidades angulares. Coordenadas
relevantes.
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Supongamos que la superficie S gira alrededor del eje GY1 perpendicular al plano
GZ1X1 (Ref. Fig. 10.7). La velocidad de traslacion tiene por componentes:

V,,=VcosacospB;  V,=Vcosasing;, V,=-Vsing; [10.15]

La velocidad de rotacion ( genera las siguientes componentes de velocidad lineal

correspondiente al punto dx, cuyas coordenadas son {H, X; }:

AV,, =qH; AV, =0, AV, =—0x;; [10.16]

yl

La velocidad resultante de ese elemento diferencial es:
V2, =(Vcosacos f+qH) +(V cosasin ) +(Vsina +qx,)’ [10.17]

Ferber considera pequena la velocidad angular ¢, de modo que omite todos los

o 2
términos en (" :

Vg, V2 + Vg (H cosarcos B+, sinar) [10.18]
El nuevo angulo de ataque -del elemento dx- seria:

V. Sine,,, =V sina +0x, [10.19]
Multiplicando:

Vi sinay, = (Vsina +2qVx sin’ a+qV (x, + H cos Asin 2a)) [10.20]

Finalmente, integrando para toda la superficie S, Ferber llega a:
KSV?sina ~ KS (V2sina +qV (a(2sin” & +1)+ H cos Bsin2a ) [10.21]

Ferber concluye que seria necesario complementar las expresiones con un término
proporcional a la velocidad de vuelo y a la velocidad angular, si se quiere incluir el efecto
de las rotaciones:

AKSV ?sina ~ qVKS ((a(Zsin2 a +1) +H cos #sin Za)) [10.22]

Lo que se ha mostrado respecto de la velocidad angular ¢, debe completarse con las
aportaciones de las otras dos velocidades angulares py r

Este procedimiento rudimentario quizas podria ser aceptable si el eje alrededor
del cual gira la superficie esta suficientemente alejado de la placa y las velocidades lineales
de todos los puntos de la placa tienen el mismo signo.

Bryan (1911) [6] utilizard un procedimiento mas sencillo, al calcular el efecto de
las rotaciones en las velocidades lineales solamente en el punto medio de la cuerda alar, y
haciendo la suposicion de que ciertas “derivadas acrodindmicas rotatorias” podrian asumir
el efecto del giro de la placa alrededor de su punto medio.

Ferber no hara uso de las “aproximaciones” que ha desarrollado en este apartado.
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10.3.2.4. El “Pseudo Teorema” de Ferber.

El denominado “Pseudo Teorema de Ferber” consiste en lo siguiente: “ Ll hecho
de que una superficie se mueva bien sea perpendicularmente o bren sea tangencialmente a
su trayectoria no modifica la resistencia acrodinamica que el aire le opone, que es la misma
en los dos casos” La supuesta justificacion de este “pseudo teorema” estriba en lo siguiente:
para angulos de ataque pequenos, Ferber ha obtenido K =0.7kg/ m® y para el

movimiento ortogonal de la misma placa “los mas recientes mvestigadores” han obtenido

K =0.07 kg / m®. Por tanto:

alainclinada = 0.7SV?sina ~0.7SV20.1=0.07SV 2
ala normal = 0.07SV 2

(Ver nota'")

10.3.3 Estudio del vuelo estacionario sin motor en un plano vertical.

Si se supone un movimiento estacionario en un plano vertical, tal como el descrito
en el grafico siguiente (Fig. 10.8), (utilizando ahora @ para designar el angulo de ataque
y ypara la pendiente de la trayectoria) podemos escribir de modo inmediato las ecuaciones,
segan los ejes que muestra la figura 10.8, sin necesidad de recurrir al sistema completo; asi

lo hace Ferber:

" Este “pseudo teorema” quizias pueda provenir de la siguiente constatacion: para una placa plana
bidimensional, el coeficiente de resistencia aerodindmica sometida a flujo perpendicular (@ =90° ) es del
orden de CDgoo ~1.17 | Fsa misma placa necesita solamente un @ #11° para producir una sustentacion igual
a la resistencia que se obtiene con @ =90° Pero las dos fuerzas se diferencian en un aspecto muy
importante: su direccion difiere en 90°. En aviacion, una de ellas es muy ttil, la otra generalmente perjudicial.
Por alguna razon, esto resultaba chocante a Ferber. La palabra “Resistencia” engloba aqui toda la fuerza
aerodindmica generada por el ala.
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52 h |L-b sinx

Figura 10.8: Esquema para andlisis de vuelo estacionario en un plano vertical."”

[elest] KSV’sina=Pcosd
[e2est] KsV?cosa =-Psind [10.28]
[e3est] KSV?sina(L-bsina)+KhsV?cosa =0

La ecuacion [€3est] Sl sin 0(( L-bsina ) + hS2 cosa =0 permite fijar el angulo

de ataque, que no depende de la velocidad. Es interesante notar que el momento
estacionario consta de dos partes, una de ellas sensible a @ vy la otra viene generada por la
resistencia aerodinamica de una placa plana equivalente, de dificil evaluacion, y se supone
que no depende de @ (Resulta llamativo; ningiin otro pionero de los que hemos estudiado
ha optado por mtroducir una resistencia aecrodinamica como causa directa de parte del
momento de cabeceo). L es la distancia entre el CDG y el xCPalar con ex = O

w:(s—zjtana:—tane

elest S
[elest] ' [10.24]

[e3est] sina(L—bsina)+h[S—2jc05a:0 za(L—ba)+h£s—2j:0

1 1

El dangulo de ataque de equilibrio admite dos soluciones:

al=2—"b[1— 1+4(?_—?)Z—ZJ a2=2—';o[1+ /1+4(T_—2JZ—ZJ [10.25]
1 1

Puede verse que, tal como se han dibujado aqui las superficies equivalentes, el equilibrio en cabeceo seria
mmposible.

105
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Puede verse que si h > 0uno de los dos angulos de equilibrado es negativo. En el
caso contrario, h < Qpueden existir dos angulos de ataque positivos reales o imaginarios.
Todo depende de relaciones geométricas cuyo estudio™ general no acometemos ahora.

Como consecuencia de lo que acabamos de ver, Ferber establece lo que denomina
Consecuencia I

“Un aeroplano sin motor desciende estacionariamente segin una trayectoria
rectilinea y su angulo de ataque es constante e independiente de la velocidad. El piloto
puede controlar el angulo de ataque de dos modos: o bien modificando el reparto de masas
en el avion (cambia la posicion del CDG'y esto altera el valor de la distancia “L”), o bien
modificando la posicion y/o el valor de S,”. Ninguno de los dos modos parece
razonablemente apto para la controlabilidad de la aeronave, aunque ambos han sido
mtentados.

Combinando las dos primeras ecuaciones de [10.23] se obtiene el siguiente
cociente que relaciona la pendiente de la trayectoria con el angulo de ataque

[elest] S,
— =tan(y+a)tana=-| = |=cte 10.26
[e2est] (r+) S | !

Esto da lugar a la Consecuencia II1'":

“La pendiente de la trayectoria varia en relacion directa con el cociente [—ZJ
1

(A este cociente Ferber lo llama: “Surface nusible/Surface portante)”

- elest . ] .
De la ecuacion [elest] podemos deducir, por cilculo elemental, el angulo de
[e2est]
ataque 6ptimo que hace minima la pendiente: &y = —% por lo tanto, para el valor
A . SZ
del angulo tenemos: Qgptimo = s
1

De donde se obtiene la Consecuencia 11T

El angulo de ataque “mejor” (el que produce la minima pendiente y por ello el de
maximo alcance) es la mitad de la minima pendiente.

106

La superficie Sl es conocida, pero 82 no lo es, ni resulta facil de evaluar, a efectos de momento de

cabeceo. Su analogado con el modelo actual, aunque de dudosa utilidad, puede intentar obtenerse a partir

de 1gualar KhSZVO2 al/2 p081V02CM0 , lo que conduce a: S, = PS;C CM,
K
" Ferber atribuye la prioridad de esta afirmacion a Pénaud (1870) y a Renard (1871)
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Si se realizan experimentos rigurosos con un aeroplano concreto (como era el caso
de Ferber, que fabricé sus propios prototipos) y se mide la pendiente y la velocidad
estacionaria podriamos obtener, en teoria, los “valores desconocidos” de S, y K mediante

las féormulas correspondientes al movimiento estacionario. Ferber supone que son valores
i s, =S, tan’
constantes. Sus experimentos le llevan a establecer para S, el valor 9, =9 Aoptimo ¥

obtiene para K un valor de K =0.7kg/ m®. Ferber trabaja con el sistema S.I. aunque no

menciona explicitamente las unidades.

No nos detenemos ahora en el andlisis de las consecuencias que Ferber extrae de
estas ecuaciones que pertenecen mas bien al capitulo de los primeros pasos de la mecanica
de vuelo quasi estacionaria y no tanto al de la estabilidad. Debido al defectuoso modelo
equivalente de aeroplano que utiliza, no son muy utiles.

10.3.4 Estadio de la Estabilidad

Ferber comienza el estudio de la estabilidad, que denomina “automitica”, de los
aviones citando el trabajo de Bryan (1904) [4] que analiza la estabilidad restringiendo el
movimiento del avion a su plano de simetria. Ferber se propone hacer lo mismo
ampliando el estudio al caso general tridimensional.

Comienza fijando las condiciones del vuelo estacionario, asumiendo
simplificaciones razonables, y situando el CDG en el centro de presion del ala, ubicado
segan la ley de Avanzini [3], y fijando también el dngulo de ataque y la velocidad de vuelo.

A partir de las ecuaciones generales (Eq. [10.1] & [10.2]), Ferber perturba las

variables del sistema, que son las nueve siglientes:{U,V, w, 0, ¢, v, p,q,r} en todos los

términos de las fuerzas (Eq. [10.13]) y de los momentos (Eq. [10.14]), juntamente con los
términos correspondientes a las velocidades lineales (Eq. [10.5]) vy las relaciones de Euler
para las velocidades angulares (Eq. [10.3])

A continuacion suprime todos los términos en los que intervienen los cuadrados y
los dobles productos de las perturbaciones, y considerando las condiciones iniciales del
movimiento estacionario, obtiene las ecuaciones linealizadas para los momentos y  para
las fuerzas, mediante un proceso de manipulacion algebraica complicado en el que
abundan formatos visuales poco gratos.

Acepta, como ya se ha dicho, la hipotesis de suponer que las velocidades angulares
no afectan ala dinimica perturbada. Esto significa que las 3 ecuaciones de las fuerzas, que
en la forma cartesiana habitual actual debieran ser:

[ mu+gw-rv)=T,+X-mgsiné
[2] m(V+ru—pw)=T, +Y+mgcosdsing 10971
[8] m(W+pv—0.u)=T,+Z+mgcosdcosg
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Para Ferber son:

p~q=r=0
[1] mu=T,+X-mgsind
[2] mv=T +Y+mgcosdsing [10.28]

[8] mw=T,+Z+mgcosécos¢

Aunque, como hemos visto, suglere un modo de introducir correcciones, no las
Icorpora en sus ecuaciones; esto conduce a conclusiones sin validez general. No obstante,
algunos resultados mantienen su validez, a pesar de la mencionada limitacion.

Las 6 ecuaciones linealizadas a las que conduce el proceso mencionado son™:

dav -V, 44, gAej +2Ks,V, cosa, AV — KVy (s,Aa + S,A0)sin aOJ =

el] cosd,| m| —
[ed] 0( (dt dt

=sing, (m(v0 daa ., dAG dav j + KVZ (S,Aa +5,A0)cosa, + 2KSV, sina, AV —j

dt dt ° dt
[10.29]
[e2] mvo(diﬂ—‘m—“’mocoseo‘jﬂjj Msineoz...
dt dt dt dt
..C05 6, (M — KSV;'sina, ) Ad+ KV, cosat, (5,Ay — 5 AB—,5in 6, Ag)
[10.30]

[e3] cos@o(m(ao dav +V, dAG +V, dﬁta)+ KVy (S,Aa +5,A0)cos o, + 2KSV, sin a, Avj:

dt dt
=-sing, (m(gAH—aOVO do?—teerditV)_ KVy (s,Ac +S,A0)sin o, + 2Ks,V, cos Avj
[10.31]
2 2 2
e4] LA%_ging dAV__, KVooc0sa, \ 4 [10.32]
dt dt B
d’A0 : :
[e5] I, =7 " 2KV, (hs,cosa, +S, (a—bsing,)sina, ) AV +...

..— KV{ (—aS, cosa, + hs, sin g, + bS, sin 2, ) Axx

" Recordemos que a = L.
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[10.33]

d?A KV o cosa,
[e6] dtz‘”:z =R Ap

24

[10.34]

Ferber obtiene dos sistemas de ecuaciones independientes, pues las variables
longitudinales de las ecuaciones [1], [3] v [5] y las laterales de [2], [4] y [6] de [10.34] se
separan en bloques sin mterferirse.

Esto es cierto siempre que se parte del vuelo equilibrado en un plano vertical, y es
la primera vez que se obtiene explicitamente para un sistema completo que abarca las
tres dimensiones, aunque en el caso presente podria objetarse que Ferber no puede
generalizar esta conclusiéon pues no han sido retenidos todos los términos de las
ecuaciones generales. Su propuesta es valida, no obstante, si son nulos los valores
miciales de las velocidades angulares, como suele ser el caso cuando se analiza la
estabilidad partiendo del vuelo equilibrado en estacionario en un plano vertical.

Puede verse que las ecuaciones, aunque en las etapas intermedias de los calculos
tienen un aspecto incoémodo, finalmente son abordables. Si se arnade la suposicion de
elegir ejes viento, con €, =0 y se tienen en cuenta las condiciones estacionarias, se

simplifican mas:

[e1] m(dditv— o ddA—tH+ gAé?j+2Kszv0 cosa, AV —KV; (s,Aa +S,A0)sina, =0
dAS  dAy dA¢j )
e2] mv, - +a =KV, cosg,(S,Ay —c A
[ ] 0( dt dt 0 dt 0 0( 2 l// IB)
[e3] m(% ddAtV +V, ddAtg +V, dAt“j+ KVZ (S,Aa +5,A0)c0s a, + 2KSV, Sinczy AV =0
d’A KV, o cose,
4] 52, Kh000%
dt I

d’A6 : :
[e5] Iyy?:2KV0(h32cosao+Sl(a—bsma0)sma0)AV+...

..— KV (—aS, cos a, + hs, sin a, +bS, sin 2y ) A

2 2

[e6] d°Ay 3 KV, o cosg, AB

dt? I

z

[10.35]

En este caso (Eq. [10.35]) la matriz del sistema homogéneo correspondiente a la
dinamica longitudinal es:
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-ms—2KV, s, cosq, Ks,V;’ sina, m a,V,s
—m a,s - 2KV, S,a, —mV,s—KS V.2 mV,s— Ks,V,2
2KV, (hs, cosa, +8,sing, (a-bsing,))  KV; (-aS, cosa, + hs, sin o, +bsin 2a,)
| |

yy yy

Long —

2

-S

[10.36]
Ferber obtiene el polinomio" caracteristico:
2K3S sV
Ab:—mzll; 0 (a(l+a02)—bao(2+a02))
2K*S sV, 2K*S sV, 1057
A, =2 S50 (a-2ba,) o 220 g
ml,, ml,,
}<2\/03 2 2 2 2
A= (aSlsz (3+20%)— a1y (s, (5, + 25, (L+ ;7)) + 208, (S, +5, (3+ ))))
vy
3 3
A~ KN, (3aS;5, — ay (hs, (s, +28,))) == 3am
ml,, ml,,
[10.37]
P<VO2 2 2 2 2 2
A= (~am®s, (@’ ~1) + 2KS 5,1, (1+ &," ) - mPer (208, + hs, (3+ ;7))
2 2
A ~ KZ\:O (am®s, +2KS,s, I, —m’a, (2bS, +3hs, ) ) = KZ\:O (am?s, +2KS;s,1, )
m yy m vy
[10.38]
KV, KV,
A 2?0(31-1-32(2-1-0(02))z?o(sl—i—ZSz)
[10.39]
A =1 [10.40]

Ferber mdica que sus coeficientes son todos positivos, como de hecho sucede si
el angulo de ataque se considera despreciable, tal como muestran las ecuaciones
[10.37] a [10.40], y por esta razén se centra en el andlisis del determinante de Routh.

" Suponemos ahora SiNa ~ &, COSar =1
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En realidad, st mantenemos la presencia de & despreciando los términos de orden
superior, de los coeficientes surgen ciertas condiciones que limitan el valor del angulo

de ataque, que complementan a la que indicara el discriminante de Routh:

A~ 2K3S sV,
2

a
(a—2ba0)>0:>a0>%

ml,,
Ky 3aS
Aiz por 9 (3a8152_ao(hsz(52+251)))>0:>0[0<(h(s—+128))
yy , l
KVO2 5 2 Sl(am2+2KSZ|yy)
~ S + 2KS.s.1 . — m?a. (2bS, +3hs,)) > 0
Az m2|yy (am T 1S, yy m 050( T+ 32))> =0, < m2 (2b81+3h32)
[10.41]

Este aspecto es importante, en el sistema de Ferber, ya que su “avion equivalente”
no dispone de un elemento tipo empenaje que, variando la sustentacion, pueda
equilibrar las variaciones del momento de cabeceo generadas por el movimiento del
centro de presion asociadas a los cambios en & . Asi, un cambio en & modifica uno
de los dos sumandos de la ecuacién [e3est] de [10.23], pero no el otro.

La condiciéon de estabilidad que surge del discriminante de Routh, reteniendo

solamente términos lineales en & , toma el aspecto siguiente:

[R]>0 =
a(s,—s,)(3am’s, + 41 Ks, (S, +2s,))
2(IWKs2 (S,+2)s,(4b(S,—s,)+h(2S, +s,))+am’ (tSbSl(S1 —s,)+h(S +Ss, +7322)))
[10.42]

Q, <

Se comprende que este conjunto de condicionantes poco transparentes no permita
generalizar condiciones de estabilidad de un aeroplano tal como el que Ferber
describe.

No obstante, Ferber considera que todos los coeficientes del polinomio

caracteristico son positivos.
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Sin embargo, la condicion del  discriminante™ de Routh adquiere para Ferber el
siguiente (Poco grato'') aspecto:

mgbV, sin g,
21,,9%cosb),
(1+ tan? a0)2 ((1— tan o, tan 6, ) (1+ 4tan” @, + tan* ) — tan o, (1+ tan® o, ) (5tan @, — tan 490))

" (5tana, — tan 6,) (1+ tan o, (tan 6, — tan ez, ) + tan* o, )

[10.43]

A partir de este momento Ferber micia un proceso muy elaborado de andlisis de
la expresion [10.43] suponiendo valores™ diversos para los parametros que intervienen
en ella. Para dngulos pequernios y vuelo horizontal toma la forma siguiente:

mlgbg\/202 o2 [10.44]
yy

Con la condicion de vuelo estacionario queda:

KSe, 1

m? 21,
[10.45]
Como puede verse, la condicion de estabilidad que obtiene Ferber a partir
exclusivamente del discriminante de Routh es mucho mas sencilla que la que nosotros

hemos obtenido.

Una vez llegado a este punto, Ferber menciona que Bryan & Williams, en su trabajo
de 1904 [4], utilizando una notacion distinta (lo que en mecanica de vuelo puede no
ser una cuestion trivial) llegan a una condicién aniloga. La realidad es que el modelo
que utilizan Bryan & Williams de dos superficies sustentadoras, la segunda de las
cuales realiza la funcion estabilizadora, no tiene un comportamiento aerodinamico

asimilable al “aeroplano equivalente” que ha definido Ferber.

Ferber anade que no comparte la conclusion de los dos investigadores anglosajones
[4] acerca de que la velocidad de vuelo debe ser mayor que una cierta cantidad para
que el vuelo sea estable. En opinion de Ferber, lo inico que se podria afirmar es que
la velocidad estacionaria de funcionamiento del avion debe cumplir la citada condicion:

110

No nos ha sido posible reproducir el resultado que obtiene Ferber. Tampoco partiendo de las ecuaciones
mmediatas que, en principio y segin Ferber, dan lugar a esa expresion.

" Ferber es muy sensible a la belleza. De hecho, en carta a los Wright [5], dird que se fia poco de su propio

avion (el de Ferber) porque “es muy poco hermoso”...

" Los supuestos que asume podria dar la impresion de tener un fuerte componente contingente y/o
discrecional, lo que reduce de modo significativo la validez general de sus Conséquences XV, XVI, XVII
v XVIII, (Pag. 211 y ss.) sobre la estabilidad longitudinal.
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“Debido a que esta velocidad de régimen estacionario es la consecuencia de las
caracteristicas del aeroplano, es mejor elimmar de Ila condicion de estabilidad la
velocidad como tal, y obtener la relacion que las caracteristicas deben cumplir. Asi,

sustituiremos la velocidad Vg donde esta aparezca mediante la ecuacion de la

sustentacion en vuelo estacionario™” (Esta conclusion, y la justificacion particular que
le dio Bryan, ha sido ya tratada en el presente trabajo en la discusion sobre Bryan &

Williams [4]).

Esto, sin embargo, no sucede asi para el sistema de Ferber, yva que, aunque la
sustentacion principal del sistema S, varfa con @ y correspondientemente lo hace
también el momento de cabeceo causado por esta superficie, el momento de cabeceo
causado por la superficie equivalente S, no se ve afectado sustancialmente por el
angulo de ataque. Por esta razon, aparecen limitaciones a la estabilidad de modo

explicito en & , como hemos visto.

Para lidiar con el “imntratable” discrimmante de Routh que ha obtenido, Ferber
asumird simplificaciones que se correspondan razonablemente con condiciones
verosimiles de vuelo, obteniendo algunas conclusiones de alcance limitado que no

mencionamos ahora.

10.4 Conclusiones

(1) Puede objetarse el procedimiento de suponer que un avion acepta ser
reemplazado por un sistema equivalente de tres superficies ficticias orto
normales; estas superficies serfan  generadas por las proyecciones de las
superficies reales en planos mutuamente perpendiculares, modificadas por los
resultados experimentales adecuados. Es cierto que podria encontrarse un
sistema mas o menos equivalente -en fuerzas y momentos estaticos- eligiendo
adecuadamente las superficies y su posicion respecto del centro de masas. Pero
este modelo no tiene en cuenta que para las rotaciones ya no existe esta posible
equivalencia. Las rotaciones no tenidas en cuenta vician todo el desarrollo de
Ferber. Esta critica observacion la menciona Bryan [6] en 1911.

(2) Estudia las trayectorias posibles y menciona en el texto como un embriéon de
las oscilaciones caracteristicas de un avién, sin cualificar especifica y
directamente esos comportamientos. Ferber construyo y “vold” planeadores de
tela y perfiles alares de gran curvatura que, sin llegar a constituir avances claros
o éxitos rotundos, le hicieron profundizar en los fenomenos problematicos

" Fn una comunicacion privada a Ferber, Bryan le informa de que estd plenamente de acuerdo con él; el
mejor modo de relacionar la estabilidad de un aeroplano no es con la velocidad, sino con las caracteristicas
del aeroplano, y que el no haberlo expresado asi en su trabajo de 1904 ha sido simplemente por “falta de
tiempo”.
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propios del vuelo, aunque finalmente opté por abandonar su linea personal de
mvestigacion.

El modo de abordar el problema, inspirado en Bryan & Willams (1904), es
mas amplio que el de los anglos, pues trabaja en 3 dimensiones, pero para
avanzar a través de la selva que le plantean las ecuaciones por el camino que se
ha propuesto, efectiia simplificaciones que le apartan del problema. Al elegir
los dangulos de Euler como variables sobre las que edificar la estructura formal
matematica, se complican las expresiones, y disminuye la posibilidad de
mantener una vision intuitiva de lo que acontece. No obstante, es el primero en
acometer la aplicacién de las ecuaciones generales de la dinamica de un sélido
(rigtdo) a un avion en las tres dimensiones espaciales y en obtener, como
consecuencia de la inealizacion de las ecuaciones en un punto de vuelo en un
plano vertical estacionario, los dos sistemas independientes: el sistema
longitudinal, y el sistema lateral direccional.

Ferber trascribe un niimero relativamente alto de “consecuencias” en términos
categoricos que, debido a las simplificaciones™ asumidas, quizds tienen
mmportancia desde el punto de vista historico -como paleo-ingenieria- pero no
constituyen aportaciones significativas y validas para el estudio de la estabilidad
de los aviones.

" Hay también algunos errores de manipulacion algebraica sobre los que ya llamé la atencion Soreau [7].
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Anexo A

Consideraciones sobre el “Aeroplano Equivalente” de Ferber.

Las configuraciones posibles para el aeroplano equivalente de Ferber, segin la
posicion del CDG y la de la superficie S2 son las siguientes (Fig. Add. 10_01):

s~\/__9i\

| AEROPLANOS EQUIVALENTES SEGUN F. FERBER (POSIBILIDAD DE EQUILIBRIO l'lS'[’A'l'l(‘,()}

Fig. Add. 10_01. Indicacion de posibilidad de equilibrado estitico para diversas
configuraciones del acroplano equivalente de Ferber.

El caso de equilibrio estitico que resulta mas razonable analizar por la posicion del
. Segun eso, aceptando
la Ley de Avanzini y el modelo de aeroplano equivalente de Ferber, tendriamos, para el

CDG, aunque no es el unico posible, es el Num. 5 de la Fig.

equilibrio estitico del momento de cabeceo respecto del CDG:
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CD|G ) L.
W.—ESIE—
eh | S

Fg.  Add. 10 02. Esquema para el estudio del equilibrio estitico del aeroplano
equivalente de Ferber en un plano vertical.

d2

S

=KSV2a(XxCDG —¢(0.2+0.32))-KS,V?2t =0 |Add.10_01]

Y el equilibrio vertical, en primera aproximacion, exige que:

W=KSV’a = a= W > [Add.10_02]
KSV
Por tanto:
W XPS g5 g3l W |22 2 [Add.10_03]
KSV c KSV S, ¢

Para un peso, posicion del CDG 'y geometria fijas del avion equivalente de Ferber,
solamente hay unos ciertos valores de la velocidad para los cuales el avion esta
estaticamente equilibrado, con una sustentacion que permite el vuelo estacionario
horizontal:

4
(XCDG—O.ZJVZ—OB W [S2t)\KSVT [Add.10_04]
I KS, S, ¢ W
Es decir:
2
vi_ W [sc (XCDG—O,ZJV2+O.3 SCIW | _g [Add.10_05]
KS, \ S,zt c S,zt )\ KS;

Una ecuaciéon bicuadrada en la que los valores de la velocidad son funcion exclusiva
de la geometria y el peso del avion. No existe control posible sobre el angulo de ataque,
salvo que se modifique algiin parametro de la geometria del avion o la posicion del CDG.
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Esto contrasta radicalmente con el procedimiento habitual de equilibrado -normal
ya en su época- mediante un elemento sustentador complementario y diferente del ala
principal. Asi siempre es posible, para cualquier velocidad, anular el momento de cabeceo
mediante una combinacién de un cierto angulo de ataque y una adecuada deflexién del
empenaje.

Pero Ferber ha elegido, para su avion equivalente, tres superficies fias
perpendiculares entre si, y una de ellas -la normal a la velocidad- es ademads
particularmente 1mprecisa en su definicion; esto mita enormemente las posibilidades de
controlar de manera practica su aeroplano.

Es muy posible que, de no haber truncado prematuramente su vida un accidente,
Ferber habria reconsiderado la definicion de su “acroplano equivalente”. Murié poco
después de publicar el libro que estamos analizando.

La sustentacion total de un avion convencional con superficie sustentadora
principal S1 y superficie trasera S2 -supuesta esta ultima ahora completamente deflectable-
es, de acuerdo con la nomenclatura habitual y sin suponer desviacion de la corriente:

L:% V?S, Cle, a+%pV282CLaz( a+6,) [Add.10_06]

Y el momento de cabeceo, suponiendo que las superficies sustentadoras son placas
planas, viene dado por:

Mecoe =% V?('S,CLa, ar(XCDG —XCA ) +S,(XCDG —xCA, )CLa, ( a+6,) )

[Add.10_07]

Para el avion equivalente de Ferber tenemos, para la sustentacion y para el
momento, los valores:

L=KSV’a [Add.10_08]
M =KSV ?a(XCDG —xCA ) - KS,V *zt =0

con: xCA =c¢(0.2+0.3x)

Es decir:

XCDG
C

M = KcV S, (a( —0.2—0.305) - SZth [Add.10_09]

S.c

Comparando la expresion [Add.10_06] con la [Add.10_08] y también la
[Add.10_07] con la [Add.10_09] resulta inmediato captar las limitaciones del modelo de
Ferber: carece de capacidad de control y no es lineal en o
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Ferber S1 +S2 (Normal Fija) S1 + S2 Deflectable (Mismo plano S1)
L
2 1 1
KSV'a ~PV'S, Claya+5 pV*S,Clay(a+6,)
M _
Kevs, [a(xcoe _0.2_0_30[]_ Szztj 1 v S,CLa, a(XCDG —XCA ) +...
c SC) |2 ..+5,(XCDG —xCA, )CLa, ( @ +6,)

Tabla Add.10_01. Comparacion entre las expresiones de Ferber y las actuales, para
aviones convencionales.
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Capitulo 11

F. W. Lanchester (1868-1946)

115

Contenido

11.1. Nota Biografica

11.2 Documentos de Referencia.
11.3 Descripcion de Contenido.

11.3.1 “Aerodynamics” [1]. Sobre la placa balastada.
11.3.2 “Aerodonetics” [2]

11.3.2.1 Trayectorias “Fugoides”

11.3.2 2. Efecto de la resistencia aerodinamica y de la inercia.

115 hitp://Ip.costasschuler.com/wp-content/uploads/2014/08/F.W Lanchester-New-Lanchester-strategy-1.jpg.
(14.06.2017)
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11.3.2.3. Ecuacion de la Estabilidad

11.3.2.4 Fjemplo de aplicacion. Estabilidad de un modelo de planeador
de Otto Lilienthal.

11.3.2.5 Comentario
11.4 Consideraciones Criticas
11.5 Anexo A. Modelo Aerodinamico de Lanchester

Bibliografia.

11.1 Nota Biografica.

Estudio en el Royal College of Science. Disenador y constructor del primer
automovil britinico de gasolina. Durante 20 anos fue asesor de las companias Daimler y
BSA. Invent6 y patenté importantes mecanismos para la mejora de los automéviles. En
1891 comenzo6 a mteresarse por el vuelo artificial. Poseedor de la Medalla de Oro de la
Royal Aeronautical Society, de la Fundacion Guggenheim. Fue uno de los primeros
miembros del Aeronautical Research Commitee (1909), para el estudio de los problemas
relacionados con el vuelo, de la Royal Society [23], [24]. Sus publicaciones
“Aerodynamics” (1907) y “Aerodonetics” (1908), marcadas ambas por una impronta
personal peculiar y caracteristica, han marcado una época en la ciencia aerodinimica y en
su aplicacién a la mecanica del vuelo.

11.2 Documentos de Referencia.

[1]] AERODYNAMICS, CONSTITUTING THE FIRST VOLUMEN OF A
COMPLETE WORK ON AERIAL FLIGHT”. D. VAN NOSTRAND COMPANY.
London. (1907).

[2] AERODONETICS, CONSTITUTING THE SECOND VOLUMEN OF A

COMPLETE WORK ON AERIAL FLIGHT. Archibald Constable & CO. LTD.
Orange Street Leicester Square. London (1908)
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11.3 Descripcién de Contenido.

11.3.1 “Aerodynamics” [1].

Lanchester [1] estudia en primer lugar la estabilidad del vuelo de planeo de una
placa rectangular plana adecuadamente balastada. El equilibrio en cabeceo exige que el
centro de masas de la placa (xCDG) comncida con el centro de presion aerodinamico. Para
situarlo acepta la teoria de Joéssel [6] sobre la posicion del centro de presion en funcion
del angulo de ataque.

Joessel situaba el centro de presion segun la formula siguiente:
XCP(a)~c(a+bsina)
con c:cuerda

a~=0.2
b~0.3
[11.1]
De este modo quedaba establecida necesariamente una correspondencia

biunivoca entre el angulo & vy la posicion XCDG

A C
T CDG
G \
\% Centro de B
/ Presion

Figura 11.1: Esquema genérico de una placa plana con angulo de ataque.

Asi, (Ref. Fig. 11.1) un mncremento negativo de €&  genera un desplazamiento
hacia adelante del centro de presion, y por ello un momento de cabeceo positivo y
viceversa. Gracias a sus experimentos Lanchester cree poder afirmar que el movimiento
de la placa plana puede ser estable', y lo explica tedricamente con la razon aducida.

"4t has long been known that an Aeroplane sutably ballasted will exhibit a certain degree of stability, and
may be regarded in fact as a rudimentary acrodrome” ([1/, Pdg. 253). Aqui “Aeroplane” es sencillamente un
plano rectangular, y por “aerodrome” se entiende un “aparato volador”.
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El analisis de la dindmica lineal sencilla del movimiento de planeo de una sola
placa plana con las mencionadas hipétesis y nomenclatura'” actual, conduce a los
sigulentes valores para los coeficientes del polinomio caracteristico de la ecuacion del

sistema lineal:

Pol = Ay + As+ As* + As® + As*
_ . cCLg(psSV)’
A=

yy
cCL(pSV)
2ml,,

(CLcosy —CDsiny)
A=b (pSV*CD—-gmsiny)

pS(VZCLa (bem?a+ pl,,S(CD, —ka?))+2mgl,, (CL0057—CDsin7/))

2
2m Iy

A =

_ pSV?(2CD+CL, )—2mgsiny
a 2mV

A
A =1 >0
[RI=A(AA-AA)-AA

[11.2]

Se observa que, al ser la pendiente 7 negativa, pues se trata de planeo estacionario,

siendo el parametro b es positivo -lo que significa que el centro de presion se retrasa al

aumentar & - los coeficientes Ag A11A3; yA4 son necesariamente positivos. Ll
coeficiente A2 lo sera siempre que se cumpla:

) cL?
(CD,—ka?)>0 con: k=—"—2— [11.3]
”AReOswald

Esta condicion implicaria volar en la zona de segundo régimen de velocidades, pero
no es determinante por si sola.

No obstante, la condicion de que sea también positivo el discriminante de Routh
-demasiado complicado para obtener condiciones practicas de estabilidad-, no se cumple
para cualquier valor del momento de inercia. El analisis"* numérico con las ecuaciones
diferenciales completas confirma estos resultados.

Con las mitaciones indicadas, la afirmacion de Lanchester acerca de la estabilidad
de la placa plana tiene sentido, siempre de acuerdo con las hipétesis que acepta. La teoria
aerodinamica de Lanchester descansa en las afirmaciones de Joéssel [6] y Kummer [5]
sobre el comportamiento del Centro de presion con la mcidencia. Las deducciones de
Lanchester, de acuerdo con estas teorias, son formalmente impecables y, segun ellas, el
vuelo del aeroplano es estable de forma automatica. De hecho, lo considera el mas simple
objeto volador posible dotado de estabilidad automatica. Su comportamiento parecia

" Ocasionalmente nos desviaremos de este procedimiento, no sin advertirlo oportunamente.
" Se ha incluido, para estas comprobaciones numéricas, una derivada aerodinamica de amortiguamiento

en cabeceo para una placa rectangular plana ( CMq ) calculada de acuerdo con los métodos preconizados

por DATCOM [7].
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comncidir con lo que Lanchester habia observado directamente en sus experimentos con
pequenos modelos voladores de alas muy delgadas, construidas de mica.

Lanchester distingue dos aspectos de la estabilidad:
(@) Uno que responde de la conservacion del dangulo de ataque.

(b) Otro que mantiene el equilibrio entre energia potencial y cinética, y que asegura
la constancia del dngulo de descenso y de la velocidad. Lanchester afirma que lo considera
valido para el sencillo modelo de la placa balastada y extrapolable a cualquier otro
planeador mayor y mis complicado. En todo caso, Lanchester parece tener apoyo teorico
al afirmar que, lanzada adecuadamente, la placa plana cuyo xCDG = xCA realizard un
movimiento estacionario estable. Garantizar que la realizacion practica tenga éxito y el
vuelo se produzca tal como describe Lanchester es menos sencillo de lograr.

De hecho, en una publicacion posterior [21] Lanchester describird lo que
denomina “Inestabilidad Catastrofica”, aplicindolo a una placa plana lanzada con unas
condiciones iniciales madecuadas. Estas  consisten esencialmente en un angulo inicial de
ataque negativo, lo que conduce a una trayectoria anéomala -diferente de la normal- vy
potencialmente peligrosa.

11.3.1.1. Sobre la placa plana balastada.

Es conveniente establecer algunos hechos basicos del comportamiento de este
“aeroplano” porque Lanchester lo utiliza frecuentemente como referencia.

Se trata de una placa rectangular a la que se le ha adherido un balasto de modo que
el CDG tiene una posicion determinada, fija, y no centrada en la placa, sino mas cerca del
borde de ataque. las condiciones de equilibrio, en vuelo estacionario, son:

Voo 7 Y G

De acuerdo con la Ley de Joessel, solamente se anula el momento de cabeceo para
un angulo de ataque que cumpla la condicion:

XCDG —¢(0.2+0.3sin ;) ~ XCDG — ¢(0.2+0.3¢,) =0,

Por consiguiente, el dngulo de ataque, constante mientras no cambie la posicion

del xCDG, sera:

XxCDG 02

ay=| S =3.33[@j—0.666
C

Este angulo de ataque proporciona unos valores, determinados y fijos, para los dos
coeficientes aerodinamicos CL y CD, manteniendo nulo el coeficiente CM. A partir de

ellos puede obtenerse la Velocidad estacionaria de vuelo Vg ,elvalorde 7Yy v, por tratarse

de un movimiento en el plano vertical, la obtencion de 00 es Inmediata.
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En cuanto a la estabilidad del movimiento -aceptando la hipétesis de  Joessel -
puede demostrarse que es estable.

Establecemos las ecuaciones de la dindmica en un plano vertical, en un formato
sencillo y con la nomenclatura habitual actual:

1 m(dd—\t/j = —%pSV ’CD —mgsiny

[2] mV (Z—i/j :lpSVZCL—mg cosy [11.4]

2
[3] | d’ zlpSVZCL(xCDG—c(a+bsina))
Pldt? ) 2

Estas ecuaciones [11.4] linealizadas para el sistema en las variables:
AV (1), Aa(t), Ay(t) 'y AB(t) conduce a los siguientes autovalores, que caracterizan

la dinamica:

S, =%V, pbcS
' \; 21
yy

_ PSV,CD —mgsiny, 14 o 4mg SV, (CL—CDsiny,)
2mV, (PSVCD —mgsin y, )2

3,4

[11.5]

Los dos ultimos valores de [11.5] para trayectorias de pendiente pequena, conducen
al modo Largo Periodo.

(5.,)  ~LVCD [ 4mgpsvi(CL) |
W 2m (psvicD)’

_PSVCD( ;1_2c;|_2 [_pSV%CD_ g .
2m B CD? 2m 2y,

[11.6]

Los autovalores s,,S, del modo Corto Periodo muestran una oscilacion no

amortiguada, pero no divergente debido al signo positivo de la constante b. (De haber

mtroducido un valor razonable de la derivada aerodinamica CMq , el movimiento Corto

Periodo seria amortiguado).

El modo Largo Periodo (s3, s4) aparece porque, en primera aproximacion, depende
solamente de las dos ecuaciones de las fuerzas.
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Si no se acepta la hipotesis de Joessel y se mantiene fijo el centro de presion para
angulos pequenos las ecuaciones del movimiento, en teoria, quedan sometidas al albur de
las condiciones iniciales del lanzamiento de la placa y solo hay estabilidad en la medida en
que xCDG 'y xCP coinciden y el dangulo &  es el adecuado. Un lanzamiento  del
planeador (con la condicion inicial de xCP =xCDG') deberia tratar de fijar las condiciones

miciales de la Velocidad impartida (Vinicial ) , la direcci6n en la que se ha impartido esa
velocidad, que indica la pendiente micial (%nicil’ el dangulo que forma el eje X del
planeador con la velocidad, que indica la incidencia (ainicial) y el dangulo del eje X con la

horizontal, que indica el asiento longitudinal inicial (einicial ) Esas condiciones iniciales,
dado que teoricamente la ecuacion del momento de cabeceo, en el instante inicial, indicara

que este momento es nulo, pueden ser o no coherentes con las ecuaciones de las fuerzas;
es decir, las condiciones niciales deberian comcidir con las estacionarias para garantizar la

estabilidad, en ausencia de un valor apropiado de la derivada CMq

Lanchester considera que la  cuestion de la estabilidad es, en general, poco
comprendida por los disenadores de aviones. Menciona que parece ser opinién general
que el equilibrio de un pajaro en vuelo se debe a su capacidad de adoptar formas diferentes
y adaptables, pero ¢l afirma que “ Una estructura rigida adecuadamente dispuesta es capaz
de mantener su propio equilibrio y posee completa estabilidad dentro de ciertos limites”.

Lanchester realizo experiencias con planeadores, y trato de describirlas en clave
matematica sencilla, o incluso ausente. Introdujo una velocidad caracteristica, que
denominé  “velocidad natural’, llamando asi a  aquella con que el avion planea
estacionariamente sin oscilaciones, segun una trayectoria recta'’. Observd que cuando
aparecian oscilaciones, estas podian considerarse superpuestas a una trayectoria rectilinea
y estaban débilmente amortiguadas. Sospech6  que su estudio podia intentarse
suponiendo que se trataba de un intercambio entre energia cinética y energia potencial. A
partir de aqui, con ciertas hipotesis complementarias, establecid un sistema de ecuaciones
diferenciales que describen una oscilacion de largo periodo. Por un malentendido™  asigno
el nombre de Fugoide a este tipo de trayectorias.

Lanchester pensaba que era necesario tener en cuenta esta caracteristica dinamica del
vuelo en el diseno de los aviones. Atribuia muchos accidentes a la falta™ de atencion de
los disenadores a este modo oscilatorio, al que consideraba, en sus primeros estudios,
responsable tinico de la estabilidad del aeroplano.

Su libro “Aerodynamics” describe detalladamente una recopilacion muy completa de
los conocimientos aerodinamicos del momento (1907), y abarca multiples aspectos.
Incluye también muy originales aportaciones a la teoria de los perfiles, y menciona el

" Cuando el movimiento es NO disipativo, la trayectoria teorica puede mantenerse horizontal.
Al asignar el nombre de Fugoide a este tipo de oscilacion, Lanchester pensaba que la palabra griega
"gvyn significa “vuelo”. Realmente significa “huida”. Lanchester admitié posteriormente que no resultaba

completamente apropiado. Sugirié que podria entenderse como “vuelo de hurda. (Cfr. [2], Pag. 348).
* Tratd de demostrar que el mortal accidente de Otto Lilienthal (1896) se debi6 a una inestabilidad Fugoide.
Mis tarde admitié que probablemente fue originado por una entrada en pérdida.
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fenomeno fisico que ocasiona la sustentacién alar mostrando como aparece un flujo de aire
“ciclico” -es la palabra que utiliza para describir el comportamiento del aire que ahora
relacionamos con la existencia de “circulaciéon” en el seno del fluido. Las descripciones
de las causas a las que atribuye los efectos no siempre son nitidamente mteligibles. En el
ambito anglosajon se le atribuye la creacion, hasta donde puede interpretarse asi, de la
teoria que relaciona la sustentacién con la circulacion.

11.3.2 “Aerodonetics” [2].

11.3.2.1. Trayectorias “Fugoides”.

Lanchester desea enfatizar la importancia de lograr la estabilidad™ longitudinal
automatica del vuelo, y considera que el movimiento que denominé Fugoide es la clave
que permite el estudio cuantitativo de la estabihidad longitudinal.

“:Qué es exactamente lo que Lanchester se propone mvestigar?” Le respuesta es: la
dependencia de la estabilidad respecto de los 6rganos funcionales del avion: como gestiona
los grados de libertad que posee para que no crezcan desviaciones indeseables de las
variables del vuelo y su valor se mantenga dentro de mérgenes de seguridad.

A partir de experimentos con aecromodelos de su propio diseno, y con velocidades del
orden de los 10/ 20 m/s, dedujo que:

(1) St se lanza el aeroplano con un cierto angulo de pendiente (Lanchester lo
denomina “dngulo natural de planeo”) vy cierta velocidad (que Lanchester
denomina “velocidad natural’), el acroplano continuard indefinidamente su vuelo
rectilineo. Equivale a decir que existen una velocidad de vuelo y una pendiente
tales que el planeador describird una trayectoria recta siempre que vuele con esa
pendiente y con esa velocidad.

(2) Si la velocidad y el dngulo de lanzamiento no son los “naturales”, cuyo valor
Lanchester todavia no ha especificado, el planeador oscilard alrededor de la
trayectoria rectilinea correspondiente a su velocidad natural, amortiguindose las
oscilaciones hasta llegar al planeo uniforme y recto que le corresponde
3 99
naturalmente”.

(3) La velocidad natural de un aeroplano depende de su peso y de la posicion de su

centro de gravedad, siendo mayor cuanto mayor sea el peso. Lanchester supone

" Lanchester utiliza la palabra “estabilidad”, sin definirla, aparentemente en la acepcion que el sentido
corriente le otorga: algo que se mueve se comporta de modo “estable” si, en algun sentido, mantiene sin
alteraciones sustanciales las magnitudes propias de su movimiento. No aparece una definicion univoca, y
logicamente, tampoco un modo de cuantificarla. Se menciona con frecuencia la “estabilidad”, en un contexto
descriptivo que parece no requerir mayor precision.
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ahora que el angulo que forma el plano posterior con el plano del ala delantera es
constante, lo que fija de hecho el angulo de ataque estacionario. Por esta razén
puede hablar de modo consistente de una sola velocidad natural, y no de muchas,
que serian las velocidades naturales correspondientes a diversos angulos de ataque.
Este punto lo explicarda de modo mas claro Lanchester en trabajos posteriores [21]

(4) Hay una posicion particular del CDG que conduce a una trayectoria de minima
pendiente, ya que existe una relaciéon directa entre xCDGy O

() El angulo ) (la pendiente de la trayectoria estacionaria) depende del diserio

geométrico del aeroplano.

(6) A mayor velocidad, mayor estabilidad, en el sentido de hacer que la estabilidad
sea mdas independiente de las rafagas de viento.

Lanchester menciona diversos modelos de planeadores. Cita, en particular el
“plancforo” de Alphonse Pénaud [9] al que considera el primer modelo que volo
establemente y del que Pénaud menciona oscilaciones como las que describird con mas
precision Lanchester.

Denomina “Teoria Fugoide” a su tratamiento matematico de las trayectorias y de la
estabilidad longitudinal. La estabilidad de actitud la considera de sencilla explicacion. La
estabilidad en velocidad la considera fruto de un mas complejo sistema de equilibrio entre
las energias potencial y cinética, que, en principio y debido a sus observaciones, piensa que
puede suponer normalmente estable.

Las ecuaciones de las trayectorias posibles serdan obtenidas mediante la solucion de las
ecuaciones de la dindmica, aplicadas al vuelo de planeo™. (Ref. Fig. 11.2)

De la deduccion matematica de las trayectorias que Lanchester denominara del tipo
“Fugoide”, destacamos ahora las hipotesis™ que asume:

(1) Vuelo en un plano vertical, con tres grados de libertad: dos de traslacion y uno de
rotacion. (Realmente trabajara solamente con dos ecuaciones).
(2) Kl movimiento es conservativo y no hay resistencia aerodinamica, o bien esta es

siempre exactamente anulada por la traccion segun la tangente a la trayectoria. Esta

123

NOTA: este andlisis es realizado por Lanchester con aparente completo desconocimiento de las
ecuaciones publicadas por Zhukowsky en 1891 [10]. El trabajo de Zhukowsky es matematicamente mas
completo, mds claro, no tan restrictivo en las hipotesis simplificativas, y no se cifie exclusivamente al vuelo en
un plano vertical. Contiene también muchas referencias a estudios sobre el mismo tema de autores anteriores
y contemporaneos, fundamentalmente europeos y americanos, cuyas teorias analiza y critica con sobrios
comentarios, aceptando también aportaciones valiosas que en ellos encuentra.

" El concepto aerodinidmico de “Onda de Soporte”, caracteristico de la teorfa aerodinimica de la
sustentacion de Lanchester, no requiere ser analizado ahora [1].
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hipotesis liga directamente la velocidad de vuelo con la variacion de la coordenada
vertical.

(3) Momento de Inercia nulo. Esto permite prescindir de la ecuacion de rotacion del
aeroplano alrededor de su eje “OY” (normal al plano del movimiento), e implica
que el dangulo de ataque permanece constante a lo largo de la trayectoria.

(4) Pequeno tamano del aeroplano respecto del minimo radio de curvatura de la
trayectoria. Esta hipotesis, que parece un poco anémala, tiene un claro sentido si
la relacionamos con el punto anterior. Su sentido resultard mas obvio cuando

analicemos las trayectorias Fugoides con punto de retroceso.

Al prescindir de la ecuacion ligada al grado de libertad de giros alrededor del eje
“OY” las conclusiones sobre estabilidad obtenidas mediante las dos ecuaciones de las
fuerzas tendran condicionada su validez alo que, en interaccion con ellas, pudiera aportar
la ecuacion excluida, si se tuviera en cuenta. Se trata, por tanto, de analizar la dindmica de
un punto material sometido a su peso y a una fuerza cuadratica con la velocidad y normal
a la trayectoria.

-0 (+)

¥

linea referencia horizontal

i

-B——" =  trayectoria

(+)

H negativo, en el dibujo

Figura 11.2: Esquema de Lanchester para el estudio de las trayectorias conservativas.

Descripcion de la Figura 2.
e [jes perpendiculares: X positivo hacia la derecha, 7. positivo hacia abajo.

e Acroplano considerado masa puntual.

e Coordenada H medida desde el nivel Z = 0 El valor H es la distancia vertical
desde una cierta referencia fija, y es positivo hacia abajo.

e Kl dngulo que forma la velocidad con la horizontal es o (Pendiente de la

trayectoria, positiva hacia arriba)
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: . ‘ ) do
e Las fuerzas que intervienen son: el peso Mg , la fuerza centripeta mV —

y la sustentacion, que Lanchester expresa como un cierto coeficiente™ n

multiplicado por MV 2

No se supone resistencia aerodinamica, o bien esta siempre es compensada
exactamente por la traccion.

Hemos visto que Lanchester define una velocidad que denomma  “Velocidad

Natural (VN )” de un planeador como aquella que equilibraria™ exactamente el peso.

Esta definicién le permite expresar el valor de n en funcién de esta velocidad:

nmVy =mg :>n:i2 [11.7]
VN

También puede expresar n en funcion de una cierta altura H N > ala que
denomina “Altura Natural”, ya que la velocidad V' obedece siempre a la relacion

2 .. . ., .
V*=2gH , pues el movimiento es conservativo por hipotesis.

Vi =2gH,
SIS
V2 2H,

Equivale a decir que si se lanza el planeador horizontalmente con una velocidad

= mg.

igual a VN , proseguird indefinidamente una trayectoria horizontal, con F
(Recordemos que hemos aceptado la hipotesis de ausencia de resistencia aerodinamica)

Tanto VN como H N son caracteristicas propias del vuelo concreto que esté realizando

el planeador, y permanecen constantes para ese vuelo determinado.

.. . ., . F
El coeficiente n liga la sustentacion a la velocidad, y es supuesto constante: N =

2
\Y
Estableciendo el equilibrio entre las fuerzas normales y tangenciales a la trayectoria,

nV%V%:gcose con: V=\20H [11.8]

) -1
* Las dimensiones fisicas de n son: L

* Fsta definicion, desde la perspectiva actual, parece contener una ambigiiedad. No obstante, si suponemos

-como hemos mencionado ya- que la incidencia alar viene fijada por el dngulo del ala trasera, la definicion
de “Velocidad Natural” de Lanchester tiene sentido.
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Lanchester llega a la sigmiente ecuacion diferencial lineal con la variable H:

d(cosd(H)) _ cosd(H) 0

dH 2H
La solucion es:
2 C
coséd(H)=—nH +—= [11.9]
(H) 3 JH

Esta relacion liga el valor del coseno de la pendiente de la trayectoria con la
distancia respecto de una cierta referencia vertical. C es una constante que depende de las
condiciones iciales. Esta constante adquirird una importancia particular para Lanchester,
por la relacion que le asigna respecto a la estabilidad del sistema.

Para diversos valores de C, las trayectorias adquieren formas como las siguientes

(Fig. 11.3):

Figura 11.5: Diferentes trayectorias Fugoides, obtenidas variando las condiciones iniciales
del lanzamiento.

Las trayectorias tipo A son giros verticales cerrados, las del tipo B y C son
oscilatorias, la de tipo D son semicirculares. Son exactamente las mismas que Zhukowsky
obtuvo [10]. Es l6gico, ya que se trata exactamente de las mismas ecuaciones diferenciales
analizando el mismo caso.

Desde el punto de wvista que nos interesa ahora, Lanchester piensa que las
trayectorias tipo “D” son muy peligrosas para la estabilidad del vuelo. La razén se expone
a continuacion.

Estas trayectorias se corresponden con el caso de que la constante C tome un valor
nulo: en este caso la trayectoria seria semicircular. Esto, segun Lanchester, indica que la
trayectoria es discontinua, en el sentido de que presenta puntos de retroceso verticales., o
cuspides, y para que esto sea posible -afirma- se requeriria una intervencion artificial
externa sobre el planeador para que este recuperase una actitud adecuada y pasase describir
un nuevo semicirculo, que a su vez, requeriria también una intervencion analoga.

En defimitiva, segiin Lanchester, dado que la trayectoria se aproxima a una caspide
a medida que la constante C se acerca a cero, la constante C de integracion de la ecuacion
diferencial de la Fugoide puede considerarse como un indicador cuantitativo de la
estabilidad del movimiento. Aunque, dado que no existe un indice de estabilidad
conocido, lo tnico que podemos decir esta mas bien en la linea de indicar una tendencia:
un aumento en Cimplica un aumento en la estabilidad. Con este proposito Lanchester
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define una constante K  cuya definicion es K =— ue tiene la ventaja de ser
JH
n

adimensional.

Profundizando algo mas en el razonamiento de Lanchester, si expresamos el valor
de la constante C en funcion de las condiciones niciales del movimiento, obtendriamos:

2
V2 704_20
C=,%+z,|c0s0,—| —=——
29 3H,

[11.10]
C X E
K=——==./X]c0s6,——=2| con = =
JH, \/_0( ’ 3) % H

Se observa que una determinada combinacion de altura y velocidad iniciales
componen un solo pardmetro influyente C'o bien K.

Se obtienen valores nulos para C cuando se cumple cualquiera de las dos
condiciones siguientes:

2
v? 1] 29"
[ *+z,=0 [2] cosg==| =——
29 3| H,

En ambos casos obtenemos el coseno de la pendiente en funciéon de la coordenada
vertical:
H
cosd(H)=—
3H

A partir de esta expresion obtenemos la trayectoria correspondiente a este caso:

n

H .
cos(H)=—— = sin@(H) =
(H) 3N (H)

n

Por tanto:

*” Curiosamente, este concepto que engloba en un solo parametro una combinacion de velocidad y altura -
proporcional ala energia total- aflorard de nuevo en los estudios de Kaiser (1944) al tratar de determinar un
perfil de velocidad ascensional 6ptimo para los primeros cazas a reaccion alemanes producidos por Willy
Messerschmidtt.
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[11.11]

Lanchester observa que se trata de semicirculos, pues H no admite valores
negativos.  Los puntos de retroceso que aparecen, suponen una anomalia del
comportamiento regular del planeador que se veria obligado a incrementar
mstantaneamente un angulo de 180° la pendiente de su trayectoria. Esto hace decir a
Lanchester:  “Se han excedido los Ilimites de estabilidad 7. Extiende, ademds, la
consideracion de trayectorias peligrosas a las trayectorias que, sin tener puntos de riguroso
retroceso, se parecen en mayor o menor grado a estas.

Para el caso en el que €=0° y si la velocidad de lanzamiento difiere poco de la
Velocidad Natural, las curvas se muestran muy planas y a Lanchester le resulta
mmpracticable dibujarlas, y estudia este caso particular mediante un razonamiento
heuristico verbal, que estimamos equivalente al que aqui mostramos con nomenclatura
matematica:

(1) La ecuacién de la fuerza/aceleracion vertical, al tratarse de un vuelo con trayectoria muy
plana y horizontal, admite la expresion:

2
dthzh:o:mg—%pS Vv, CL:mg—%pS (2gH,)CL [11.12]

(2) El coeficiente de sustentacion es:

2mg

CL=——_
pSV,

(3) La misma ecuacion en pequenos incrementos sera:

d*Ah 1 2mg
m =mg-—pS (2g(H, +Ah))——
dt2 g 2 p ( g ( n ))p S Vn2
(4) Esto conduce a la siguiente ecuacion diferencial:
2 2
d’anh _f-=29" )., [11.13]
dt? V?
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Lanchester concluye: “Por lo tanto, para pequernias oscilaciones el componente
vertical del movimiento del aeroplano™ es armonica” vy establece el periodo de la
oscilacion en

T= 27 [Ho_ 72 Vo [11.14]

Esto es la conocida expresion para el modo Largo Periodo que denominara
"Fugoide”. Lanchester considera la teoria que acaba de desarrollar como la demostracion
de la condicién de estabilidad de un planeador. Posteriormente, en el mismo libro, llevara
mas lejos esta afirmacion, complementindola con la  denominada “Fcuacion de
Estabilidad”

11.3.2.2. Efecto de la resistencia aerodinidmica y del momento de inercia sobre la

estabilidad.

La influencia de estos dos parametros es tenida en cuenta en forma de
“correcciones” a la dinamica ya descrita, pues la inclusion formal de sus términos propios
en las ecuaciones del movimiento conduce a un sistema matematicamente intratable, pero
Lanchester anticipa el resultado: la resistencia aerodinamica amortigua las oscilaciones. La
razon es la siguiente: Lanchester supone que varia la velocidad y, por tanto, también la
resistencia aecrodinamica, segin el cuadrado de aquella. El resultado es que el movimiento

deja de ser conservativo y hay una disminucion a lo largo del tiempo de la energia inicial
2

. . 0 .
disponible: el factor 2 +Z, mengua continuamente y consecuentemente el valor de la
constante C aumenta (s1 las variaciones de zy V son pequenas, como Lanchester supone).

El momento de inercia, en cambio, las amplifica. El razonamiento de Lanchester
parece indicar lo siguiente: si comparamos diferentes movimientos entre si, para varios
planeadores con las mismas caracteristicas acrodinamicas, en aquellos cuyo momento de
mercia es mayor aparecen oscilaciones de mayor amplitud que en los demas. Esto indica
que un aumento de la mercia empeora el comportamiento respecto de la estabilidad. No
obstante, al no haber intervenido en el razonamiento de Lanchester en ningtn instante una
ecuacion correspondiente al momento de cabeceo, la mterpretacion de la estabilidad
vuelve a basarse en las trayectorias descritas y en el grado de aproximacion a aquella en la
que la constante C es nula.

La manera de estudiar la influencia de la Resistencia Aerodinamica y del Momento de
Imercia es ingeniosa, pero se mueve en un terreno en el que no se puede concluir con
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Lanchester utiliza el neologismo “aecrodonée” , creado por él, para designar lo que ahora llamamos
“aeroplano”
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rigor, ya que la asignacion de inestabilidad a la trayectoria Fugoide Nam. 7 es, en el fondo,
deducida algo arbitrariamente a partir de la impresion visual que produce.

Las ecuaciones utilizadas para obtener esas trayectorias, aunque se limite el estudio del
movimiento a un plano vertical, son insuficientes para concluir con garantia sobre la
estabilidad en cabeceo. Esta es fuertemente dependiente del momento. Sobre estos se
han admitido hipotesis que establecen que la ecuacion del momento esta siempre satisfecha
de modo automatico, manteniendo al planeador con su eje longitudinal tangente a la
trayectoria.

11.3.2.3. Ecuacién completa de la Estabilidad.

Esta ecuacion es particularmente importante para el tema que nos ocupa. Parte de un
modelo aerodinidmico muy personal [1], aunque quizis admite traduccion al paradigma
teorico actual [11] con limitaciones, tal como se muestra en anexo. Lanchester menciona,
como predecesores de los estudios que €l realiza, a Pénaud [19], Mouillard [4] y Marey
[20] entre otros muchos.

La condicion de estabilidad que hemos visto mas arriba, Lanchester la obtiene a partir
del comportamiento de la trayectoria Fugoide y surge del andlisis de las dos ecuaciones
de las fuerzas de la dindmica en un plano vertical, sin utilizar la ecuacion del momento de
cabeceo.

Lanchester establece ahora una nueva condicion matematica de estabilidad, de la que
afirma que esta vinculada con la anterior, pero es sustancialmente nueva. El proceso
deductivo mediante el cual Lanchester obtendra esta nueva condiciéon de estabilidad es

notable™. Su argumentacion evita el uso de la ecuacion diferencial™ correspondiente a la
dinamica generada por el momento de cabeceo. Supone que el movimiento sera muy

aproximadamente armoénico y trabaja con el efecto medio del par sobre cada semi-
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Mencionemos, a este respecto, algunos cualificados comentarios: H. G. Bryan [13]: “ Iz is probably correct
to say that the method of obtaining it (. e. the Stability Equation) has an appearance of being wanting in
nigour (s1c)”’; 'T. Von Karman [18]: “ Lanchester used rather non-conventional mathematical methods (...), so
much so that, for example, it took me several days to understand his deduction of the same stability equation
witch Bryan gave in his book “Stability in Aviation” i 1911, and Treffiz and I gave in 1914 as a first
approximation”; L. Prandtl [25]: “Lanchester treatment 1s difficult to follow, since it makes a very great
demand on the reader’s intuitive perceptions...”. Todos ellos estudiaron detenidamente los trabajos de
Lanchester.

“ Bryan [26] escribié una resena de libro  “Aerodonetics” en la que criticaba la falta de rigor matematico
de las argumentaciones de Lanchester. Se detiene -como ejemplo concreto-en el modo de argumentar la
Condicion de Estabilidad, de la que considera que contiene “pasos injustificables”, tanto matematicos, como
fisicos: “ Es como si en el estudio matemitico de un péndulo compuesto por dos masas, se omitiera el efecto
de una de ellas sobre el periodo, o la velocidad y los desplazamientos y solamente se considerase influyente
sobre la amplitud’. Tampoco omite mencionar el disgusto que le produce la nomenclatura particular que
Lanchester elige para desarrollar su teoria Fugoide, tan alejada de la habitual en el campo de la ingenieria
inglesa de la época. Compara las conclusiones de Lanchester con la teoria desarrollada por Williams y ¢l
mismo en 1904 [26] sobre la estabilidad de los aviones, y un lector actual podria detectar -en la resefia que
citamos- la perplejidad que le produce a Bryan el hecho de que, obviando por completo la ecuacion de cuarto
grado que permite estudiar las condiciones de estabilidad longitudinal, Lanchester llega a una conclusion que,
segun el propio Bryan admitira en 1911 [13], coincide con la suya que es, al contrario de la de Lanchester,
resultado de un analisis mucho mas “cientifico”.

~
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oscilacion, y la nomenclatura en la que se plasman sus razonamientos al expresarlos en
forma matematica es, cuando menos, sorprendente. Digamos solamente, a titulo de
ejemplo, que para un aeroplano cuya masa no varia, aparecen en los calculos de Lanchester
diferenciales del peso no nulos dW =0 vy diversas atribuciones de valores a cantidades
evanescentes, y relaciones cuantitativas entre ellas, que dificultan el seguimiento de la
argumentacion. Para fyjar la condicion limite de estabilidad iguala el efecto estabilizador de
la variacion de la resistencia, calculado segun el método de las trayectorias Fugoides, con
el efecto desestabilizador del momento de inercia, analizado a partir de consideraciones
conceptuales sobre los factores que afectan al equilibrio del momento de cabeceo. Es
llamativo que establezca la ecuacion de estabilidad mediante consideraciones que ligan la
mercia con la resistencia aerodinamica. Pensamos que se puede afirmar que Lanchester
aplica un cierto tipo de proceso heuristico, con base en el fenémeno real, no facil de
asimilar para una persona superficialmente inmersa en el conocimiento de las causas
fisicas que influyen en el fenomeno.

La razon por la que Lanchester, a pesar de trabajar “por bloques relativamente
discontinuos, o mcluso heterogéneos, del movimiento”obtiene resultados correctos se nos
hard algo mas evidente cuando estudiemos el trabajo de Bryan [13], que obtiene casi la
misma ecuacion, salvo pequenos detalles, a partir del Discrimiante de Routh del
polinomio caracteristico del sistema lineal completo. Es decir, con ausencia absoluta de
razonamientos basados en principios fisicos.

La formula que expresa la condicion de estabilidad a la que llega Lanchester, con la

nomenclatura del Anexo A de esta capitulo, siendo 7 la “pendiente natural”
correspondiente al vuelo no propulsado, es:
XCA,—xCA,) V; tan
O = ( 2 IV /4 1 [1.15]
2 1 1
g1, +
peCSa  pc,CS,a(l-deda)
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Es digno de menciéon el hecho de que supone distintos valores para la constante
C(AR) , segun se trate del ala principal (S1) o de la cola (S2). Asimismo, incluye un factor
que es consecuencia de la desviacion de la corriente (1_85805). La distancia entre los
centros de presion de las dos alas es (XCA,—XCA,).

Si suponemos 1dénticos los coeficientes aerodinamicos, y nula la desviacion de la
corriente, se puede también escribir como:

o - PCa \A (xCAZIfol) VZtany o1

gl | —+—
Y Sl SZ

Es decir:

T 2 : .. . .
Siendo AR=D / S, con b = envergadura alar y S la superficie de referencia del aeroplano.
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pcCasS, V. (XCA,—xCA,) V. tan y JSi+S,
g 2 I yy SZ

Y s1 se tiene en cuenta la condicion de vuelo estacionario:

4 (84S |1y 1
g S, m ) (XCA,—xCA,) tan y

O también:

2
m- S5 +5, 5 |(CL.a [11.16]
ol 2(xcA,—xcA) s, |\ tany

Esta es una condicion de estabilidad equivalente a la que obtendrd Bryan [11] en 1911,

tres anos después de Lanchester, si se supone que el angulo de ataque & es igual que el

de la “pendiente natural” de la trayectoria V.

Obsérvese que, para afirmar la igualdad de ambas condiciones, Bryan supone que el
angulo de incidencia aerodinamica -el dangulo que genera sustentacion- es igual a la
“pendiente natural”, lo que en principio no es generalizable, pero es verdad que ambos
angulos seran normalmente pequenos. También supone  que los coeficientes
aerodinamicos de las dos superficies tienen el mismo valor, y que no hay desviacion de la
corriente.

Incorporando el conocido valor aproximado tany = CD/ CL para el vuelo de planeo

expresado en formato actual, tendriamos, como expresion alternativa para la condicion
de estabilidad de Lanchester:

2m? (@) i XCA,—XCA, o1
pl W cL? S, S, +5S,

La expresion de Lanchester es mas completa que la de Bryan, pues tiene en cuenta
algunos de los factores que influyen realmente en la estabilidad, y que no autorizan las
simplificaciones que Bryan en 1911 aceptard para mantener niveles bajos de turbulencia
algebraica, razonablemente aceptables para la manipulacion humana. En esa misma
medida, los resultados de Bryan se alejaran de la aplicabilidad real. No obstante, debido al
modo operativo de Lanchester, que evita el uso de la ecuacion diferencial correspondiente
al momento de cabeceo, no obtendrd ni implicita ni explicitamente las oscilaciones del
corto periodo, a pesar de que estas “estin sumnergidas” en su modo heuristico de razonar
la condicion de estabilidad y no andaran lejos de factores en los que aparece la mercia del
aeroplano. Obsérvese que esta condicion de Lanchester ofrece una curiosa y atractiva
mezcla de parametros geométricos, aerodinamicos, merciales y de condiciones de vuelo.

Veamos la Ecuacion de Estabilidad de Lanchester desarrollada:

o mV, tany {(xCA,—xCA,) (p V5 S,CL,,a (1-ds0cr))}

1
al,, (pS, Vi CL,,a(1-0s0a) + pS, V; CL ) g
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En ella pueden identificarse algunos elementos con sentido fisico claro, por ejemplo,
la aceleracion angular causada por la superficie de cola es:
{(xCA,~XCA)(pV; S,CL,,a(1-dc0cr) )}
|

vy

~
~

Y la sustentacion total generada por el ala junto con la cola, teniendo en cuenta que el
angulo & solamente es activo en la cola cuando hay oscilaciones debido a la particular
eleccion del sistema sustentador que ya hemos mencionado, sera:

L+AL=(pS,V; CL,,Aa(1-0aa)+ pS, Vi CL,, (a +Aa))
Con todo lo anterior llegamos a:

CD), . S, \[ CL
m(ajA9> gpSl(:Lal 1+[S—2j[c—“2](1—888a) [1117]

1 al

Cuyas dimensiones fisicas parecen sugerir algo aparentemente tan peregrino como que
“La aceleracion angular de la fraccion de la masa retardante del avion causada por el
momento acrodmamico de la cola ante un incremento del dngulo de ataque, debe ser
superior a la aceleracion lineal de una cierta cantidad de masa equivalente, establecida
segiin los pardmetros que fijan la  sustentacion del ala y de la cola, ante ese mismo
mcremento de dngulo de ataque generado por una rdfaga o por cualquier otra razon”
Naturalmente, no nos atrevemos a considerar esta “interpretaciéon” como dotada de sentido
fisico claro. Casi contemporaneamente, Soreau llegard a una conclusion similar (Cap. 12).

Como muestra de la utihdad de la Ecuacion de Estabilidad, Lanchester la aplica a
algunos casos de aves y aeroplanos. Mencionemos también que Lanchester solamente
considera estrictamente aplicable la Ecuacion de Estabilidad a trayectorias oscilatorias de
muy pequena amplitud.

El autor recoge en un anexo de su libro [2] la Teoria de la Estabihidad Longitudinal
que desarrollé en su patente 3608 (1897) y que es la base de la que desarrolla aqui.

Posteriormente [21] desarrollard un concepto de Inestabilidad Catastrofica y Notas
sobre Estabilidad y Control que no anaden nada relevante a lo ya descrito.

11.3.2.4. FEjemplo de aplicacién. Analisis de la estabilidad de un planeador de Otto
Lilienthal.

Elegimos ahora, para ilustrar con un ejemplo el proceso de aplicacion de la
Condicion de Estabilidad de Lanchester, un caso que él mismo considero particularmente
mteresante.
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Las caracteristicas del planeador (Figura 11.4) fueron tomadas por Lanchester
directamente de un modelo adquirido™ a Lilienthal, y adecuadamente completadas™.

CL,~326 CL,=~2.28 E ~—0.56
da

Es importante notar que Lanchester introduce una estimacion geométrica del

angulo™ B a partir del angulo de la tangente respecto de la cuerda alar en el borde de
ataque del perfil y evalta el angulo 7 v la velocidad segin los datos aportados por los

vuelos del acroplano: tany =0.18; V,=10.36m/s

Planeador Otto Lilienthal

m=100kg  Iyy-89 kg m2

xCA9-xCA1+2.74 m

xCA1-0.28 ¢
= b=6.70 m
PN\ 51180
W 6w
P S N
Cgto

.
2Tl T
AR
A T
PRy, Tay,
&,
e "\ N
*
[ 3
L
(! .
]
Y
%
' o
—_— —\—\_L_\_

Figura 11.4: Modelo de Planeador de Otto Lilienthal estudiado por Lanchester.

Con estos datos Lanchester llega a un valor para el factor de estabilidad de
® =~ 0.4 <1 Por lo tanto, de acuerdo con su teoria, el avion de Lilienthal seria inestable.
La teoria de Lanchester supone que el centro de presion del ala delantera comncide con el

" Propiedad de T.J. Bennet, de Oxford [2].
" Para la ubicacion de los centros acrodindmicos de las superficies S1 y $2, y del Punto Neutro se ha utilizado

un sencillo programa Vortex_Lattice.

134 . . ; .,
Una particularidad de la teoria aerodinimica de Lanchester. Ver Anexo A.
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centro de gravedad y que la cola no asume carga sustentadora, sino solamente
estabilizadora.

11.3.2.5 Comentario

(1) Actualmente estableceriamos la estabilidad estatica del planeador del modo
sigulente, tomando como origen el centro de gravedad, y eje X segtn la figura:

xCDG
xCA]  xPN xCA2

Oo—o0O OoO—Xx =

(Sentido positivo eje X)

Figura 11.5: Ubicacion de los centros aerodinamicos del ala (xCA1), de la cola (xCAZ),
del centro de gravedad (xCDG) y del Punto Neutro (xPN). (En este caso xCDG coincide
con xCAI).

XCDG = XCA =0

CL,, XCA +CL_,x CA, 2’2(1— 3'5) CL,, XCA, 22(1— d‘gj
(04

da
XPN = ! = !
CL,, +CL,, 82(1— dgj CL,, +CL,, 52(1— dg]
S da S, da
CM, =| CL,, +CLazi(1—d—8) (XCDG — xPN ) =—CL,, XCA, i(l—d—‘j
S, da S, da

Por tanto, vemos que no hay razon para declararlo estiticamente mestable, salvo
que se prescinda, como en algunos de los modelos de Lilienthal, del empenaje posterior,

en cuyo caso se anulael CM =0 y todo depende de la pericia del piloto para, moviendo

su cuerpo, situar el centro de gravedad del aeroplano del modo adecuado al movimiento
pretendido. Este tipo de control es precario, como hemos visto en el Cap. 5.

(2) Si analizamos, de modo simplificado, la estabilidad dinamica correspondiente
al modo que vincula la mercia con la estabilidad, tenemos:

[e1] Iwé(t)=k(CMa6(t)+%CMqé(t)j con:k =%pCSV2
Los dos autovalores son:
2 21
5., =25 CMq[li /1+ — CM(;J
21, c’Sp CM,
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Los valores habituales para las derivadas aerodindmicas CM _,, CM, en aviones

convencionales con cola posterior, son:

CM, =| CL, +CL,, (i](l—d—gj (—XCDG —XPN j;
S, da C

oM, —2cL, (ij[xcoe - xCAtj
S, C

Consecuencias:
e Siempre que la cola esté por detras del CDG entonces CM , <0
e Si, a la vez, el radicando de los autovalores es negativo:

21, CM
+3 7
c’Sp CM,

< 0 el movimiento serd una oscilaciéon amortiguada.

e Si, alavez, el radical de los autovalores es positivo, pero menor que la
21, CM . . y :
+—"—%<1 el movimiento sera también amortiguado,

3 2
c’Sp CM,

pero sin oscilaciones.

unidad,

e Cualquier otra posibilidad da lugar a un movimiento nestable.

Esto nos permitiria aquilatar los detalles de nuestras conclusiones.

Observamos que los parametros aerodinamicos, geométricos y de inercia son
verdaderamente los que influyen en la determinacion de la estabilidad, tal como indica
Lanchester, pero de una manera algo mads articulada de la que ¢l considera.

11. 4 Consideraciones Criticas.

(1) Para poder considerar coherente el tratamiento de la estabilidad a partir de
las trayectorias Fugoides, hubiera sido conveniente incluir la ecuacion correspondiente
al momento de cabeceo. Desde este punto de vista, mas que una teoria cuantitativa de la
estabilidad, Lanchester ha desarrollado una muestra del aspecto que podrian ofrecer
algunas trayectorias conservativas de un planeador que tuviese la caracteristica de ser
estable.

(2) Lanchester considera que mientras las hipotesis aceptadas mantengan su validez
solamente un caso presenta indeterminacion respecto de la estabilidad. Como ya se ha
mencionado, se trata de la trayectoria circular que presenta ctaspides o puntos de retroceso.
Precisamente en ese punto, cuyo radio de curvatura es nulo, Lanchester supone que el
planeador debe ser “artificialmente girado”.

(3) La mterpretacion que ofrece Lanchester para asignar carencia de estabilidad a
esta trayectoria descansa en el supuesto de que el planeador -en la cuspide de su trayectoria
semicircular- comenzara a volar en sentido contrario a aquella para la que ha sido disenado,
y esto debe interpretarse como: “denotando que se han excedido los limites de estabilidad’.
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A través de esta peculiaridad define la 1nestabilidad como asimilada a movimiento de
retroceso del planeador, aunque no dice que sea este el tnico modo posible de ser
inestable.

(4) Afirma Lanchester que a mayor velocidad de vuelo en horizontal, mayor
estabilidad.  Esta afirmaciéon proviene del estudio que Lanchester realiza sobre la
influencia de las rafagas tangenciales a la trayectoria del planeador: el efecto aerodinamico
de una rafaga horizontal equivale a un incremento de velocidad, con lo que se produce
una modificacion de los parametros de integraciéon que permiten obtener la trayectoria.
Esta podria eventualmente aproximarse a la que Lanchester considera peligrosa. El riesgo
es menor cuanto mayor sea H , pues entonces es menor la probabilidad de afectarla

seriamente y llegar a anular la constante C.

(5) Lanchester aludira a diversos factores de amortiguamiento de la dindmica
oscilatoria que estudiard mas adelante y cuyo efecto global se resume en reducir la
peligrosidad que  atribuye a las trayectorias ondulantes: la mercia y la resistencia
aerodimamica.

(6) Respecto de la Ecuacion de Estabilidad que Lanchester deduce del modo que
ya ha sido comentado, se puede mencionar que es un notable mtento de solucionar un
aspecto 1mportante del vuelo artificial, que requeria seria atencién por parte de los
diseniadores. No obstante al no recoger en su formulaciéon los factores realmente
mfluyentes de un modo suficientemente preciso e indicar su correspondencia con la
geometria real sin ambigiiedades, no pudo alcanzar una significativa utilidad practica.

11. 5 Anexo. Introduccion al Modelo Aerodinidmico de Lanchester para la sustentacion
de un perfil.

La concepcion de la aerodinamica de Lanchester [1], [14], [15], [16], wvista
retrospectivamente, es original. Veamos algunos elementos necesarios para interpretar

correctamente la Ecuacion de la Estabilidad.

e Sustentacién de un ala finita sometida a un 4ngulo de ataque pequerio.

OSSO, - QR

Figura 11.6: Definicion del angulo - segiin Lanchester.

(1) Lanchester asume convencionalmente que la profundidad de la capa de aire
afectada (desviada) por un plano de determinadas dimensiones depende de las
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dimensiones lineales de ese plano y es independiente del dngulo de incidencia
siempre que este sea pequeno. Le asigna un valor directamente proporcional al
area del plano, medida esta seccion recta y en sentido vertical: xS

Segun Lanchester, Langley [3] ha efectuado mediciones superponiendo alas una
encima de otras, en nimero relativamente elevado, y parece haber comprobado
que a cierta distancia entre ellas ya no se producen interferencias. Encuentra en
esto el fundamento para el particular concepto que acabamos de mencionar y que

denomina “Sweep™”, al que asigna un espesor del orden de 0.1 m (aprox. 4

pulgadas)

Asume también que las lineas de corriente siguen una trayectoria basicamente
paralela al perfil de la superficie del plano. Asi, la desviacién de la corriente viene
marcada directamente por la geometria del perfil alar.

Estas suposiciones le permiten establecer que la velocidad vertical de desviacion,
entre la “entrada en el perfil” y la salida, tiene el valor de v~V sina , siendo la
masa de are afectada (por unmidad de tiempo) por esta desviacion la

correspondiente a su “Sweep”: PKSV

La sustentacion, desde este punto de vista, seria el producto de la masa desviada

por la desviacion que ha sufrido: pxSV?sin £ (Fig. 11.6)

\-2/\

Figura 11.7- Definicion de los dngulos P v & segiin Lanchester.

(6)

Debido a la aparicion de un movimiento ciclico -concepto de la teoria de
Lanchester que msmuta la idea matematica de “circulacion el aire que se
encuentra por delante del ala sufre un movimiento hacia arriba (Fig. 11.7). De aqui

. 2 i
que pueda establecer que la sustentacion generada es ,OKSV Sm(a + ﬁ) Este

punto no aparece cuantificado con detalle en Lanchester, que es consciente de que

hay puntos oscuros en su teoria.

" El concepto de “Sweep” esta relacionado con la cantidad de masa que es desviada -acelerada- hacia abajo
por un ala sustentadora. Este concepto llego a ser popular entre los estudiosos, pero a pesar de los muchos

€Nnsayos

aerodinamicos que se hicieron no resultdo posible identificarlo cuantitativamente de modo

experimental [22]
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(7) A lavez, sabe que los (multiples) experimentos con placas planas permiten afirmar
que, para angulos pequerios, se cumple Pﬂ =Py C(AR),B , siendo C(AR) una
constante que no depende del angulo de incidencia /3 sino del Alargamiento Alar
AR. Dado que Fgoo = KSVZ, entonces:

a+ﬁ~C(AR)K  axp C(AR)K_:L
s - K - K

(8) Segun esto, si se conocen los valores experimentales de C(AR) y K , V se

estiman los de K a partir de ensayos con alas superpuestas, podemos calcular el
valor del dngulo & causado por el movimiento “ciclico” del aire. Esto permitiria
obtener el valor de la sustentacion.

(9) Lanchester es consciente de las mcertidumbres que su teoria genera sobre las
conclusiones a las que llega. Ha comprobado también que no resisten la
comparaciéon con algunos resultados experimentales disponibles, por otra parte
algo erraticos. Sabe que el valor de la sustentacion debera proceder de la integracion
de la presion sobre el ala. No obstante, le parece que su teoria no desmerece si se
la compara con otras teorias acrodinamicas mas o menos vigentes de la misma

época.
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Capitulo 12

R. Soreau (1865-1935).

Contenido
12.1. Nota Biografica
12.2. Documentos de Referencia.

12.3. Descripcion de Contenido.

12.3.1 Forma de la funcion f (a)
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12.3.2 Influencia del alargamiento alar.
12.3.2.1 Conclusién sobre la funciéon A()
12.3.3 Sustentacién y resistencia de una placa inclinada un angulo pequeno.
12.3.3.1 Eficacia y Calidad de un ala.

12.3.4 Sobre el centro de presion.

12.3.5 Vuelo estacionario en un plano vertical.
12.3.5.1 Estudio del empenaje horizontal.
12.3.5.2. Mecanica del vuelo equilibrado.

12.4 Estudio de la Estabilidad de un aeroplano
12.4.1 Estabilidad Automatica.

12.5 Consideraciones criticas.

Bibliografia.

12.1 Nota Biografica.

Ingeniero por Escuela Politécnica de Paris, comenzoé su carrera profesional en los
ferrocarriles. Entusiasta de la aviacion, sera el primer titular de la Catedra de Aeronautica
del Conservatorio de Artes y Oficios, presidente de la Sociedad Francesa de Navegacion
Aérea, presidente de la Comision del Aeroclub de Francia y primer presidente de la
Federacion Francesa de la Aeronautica (1929). Presidente de la Sociedad de Ingenieros
Civiles de Francia, jug6é un papel muy importante en la Asociacion Francesa para el Avance
de las Ciencias, y fund6 la Federacion de Sociedades, Asociaciones y Sindicatos de
Ingenieros Franceses. Sus publicaciones fundamentales versan sobre la aviacion, siendo
cronologicamente la primera de ellas la estudiada aqui.

12.2 Documento de Referencia.

“ Etat actuel et avenir de Faviation”. (1908). Librairie des Sciences Aéronautiques. Louis
Vivien, 20. Rue Saulnier, PARIS.

12.3 Descripcién de Contenido.

Introduccién.

Soreau acepta que la fuerza aerodinamica sobre un ala plana inclinada respecto de
una corriente de aire, siendo @ el dngulo de ataque, es expresable del modo siguiente, ya
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. . 2 - -
visto anteriormente: R =K8V*f (05 ) La funcién f (05 ) sera definida mds adelante y

Soreau acepta también ucialmente que R es normal a la placa.

En vuelo horizontal equilibrado (con pendiente de trayectoria nula™ ,7 =0) el

equilibrado de la componente vertical del peso exige que se cumpla la condicién:
mg =KSV*f (a)cosar [12.1]
Aceptando que @ es pequeno, podemos suponer cosar ~1:
mg ~ KSV*f (a)
La componente aerodindmica horizontal que se opone al movimiento sera:
D=KSV*f(a)sina [12.2]
Esto permite a Soreau estimar la potencia P necesaria para el vuelo:

P=DV =KSV*f (a)sina [12.3]

Combinando las dos expresiones [12.1] y [12.3] y eliminando la velocidad V

obtiene una expresioén que relaciona la potencia (P) necesaria para el vuelo respecto al

mg ~ KSV 2 f V= /&
g (a) = KSf a
KSf

peso de la aeronave.

P=KSV? f(a)sina [12.8]

i_Vsma = sina
mg \/

Estos resultados fueron ya obtenidos por Pénaud.

12.3.1 Forma matemética de la expresién | (05 ) .

Soreau descalifica™ la expresion proporcional al seno cuadrado de @ vy adopta,
de modo basicamente heuristico, la fébrmula siguiente, producto de dos funciones de & :

f(a)=2(a)sina [12.4]

* Se puede observar que, puesto que y =0 entonces 6 =¢ . Pero esto es una particularidad del vuelo
i i i i = KSV?2f 0 inami
horizontal en un plano vertical. La expresion general seria Mg = a)COSO . La aerodindmica es

funciéon de & , la geometria viene dada por la elecciéon de los ejes, que fija la definicion del angulo  de
asiento longitudinal respecto de la linea de referencia horizontal.
" Fn las fechas en las que escribe Soreau, esa antigua expresion ya no es utilizada por nadie.
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Observamos que el nuevo parametro /1(0() mtroducido por Soreau equivale

aproximadamente al coeficiente actualmente denominado CL_, pero con la particularidad

de suponerlo funcién del angulo de ataque.

De este modo, tendriamos, para la potencia necesaria para vuelo horizontal
estacionario (Ref. Ec. 12.3):

P sina mg [12.5]

mg  \A(a) KS

Esto explica, afirma Soreau, la conclusion de Langley [4] respecto de la potencia
necesaria para el vuelo estacionario, que resultaria ser decreciente a medida que aumenta
la velocidad de vuelo y como consecuencia, puede disminuir & manteniendo la
sustentacion. Soreau menciona explicitamente lo erroneo de esta precipitada conclusion,
que se debe a que Langley considero irrelevante la resistencia parasita.

12.3.2 Efecto del alargamiento alar.
La importancia de la funcion A (0[ ) es grande y lamentablemente -afirma Soreau-

hay una gran variedad de expresiones disponibles - “/as hay para todos los gustos” [Pag.
30 y ss.]- precisamente porque los experimentadores han trabajado indistintamente con
planos de muy diferentes formas, y se han aventurado a comparar resultados de

experimentos que no son estrictamente comparables.

Para planos cuadrados, Soreau menciona dos formulas que son utilizadas con
mucha frecuencia y que considera bastante ajustadas a la realidad, de las que ya se ha hecho
mencion en el Cap. 2:

2
R =2
1+sin” &

=2
b. (Renard) 1(0[) ~a _(a —1) SINa~ad (Soreau sugiere que un valor

a. (Duchemin) l(a)

aceptable™ seria: A (0[ ) rax2, pero no justifica esta eleccion)

Pero Soreau desea introducir una formula racional que tenga en cuenta todo el
posible campo de observaciones, abarcando no solamente planos no cuadrados y grandes
inclinaciones, sino también el efecto del alargamiento. Su aportacion a este (en su época)
discutido asunto es la siguiente:

141 ] valor de (CLa) segtin la teorfa ideal e incompresible es: (CLa) = 1483

AR=1 AR=l
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A(a)=1+ Lmtane [12.6]

1 5+ 2M tona+2tan o
(1+m)" 1+m

Con:
b-c _AR-1
b+c AR+1

m=

Para un ala rectangular, ¢ es la cuerda y b es la envergadura. AR es el alargamiento,

definido como AR=b*/S siendo S la superficie de referencia alar.

Soreau menciona que esta expresion representa bien los puntos obtenidos por
Langley [4] para alas de alargamiento elevado, como son las alas de los pajaros. Este tipo

de alas representa -para Soreau- el caso mas interesante para la aviacion.

Como ejemplo para algunos casos particulares significativos tenemos, segun la
expresion de Soreau [12.6]:

Para alargamientos muy bajos (alas cuadradas) o muy elevados (2D), /1(0[) no es

constante sino funcién de & :

1 5+8tan’ a
Ma),  =l+—o (@) e =
(@) pes 1+ 2tan’ « (@) e 1+4tan o +8tan’ o
[12.7A]

Y para angulos de ataque nulos, y alargamientos extremos:

2
x(a)a_ozl{%j o A(@)es =2 = A(@)es =5

AR=1 AR=00

[12.7B]

Puede verse que los valores que proporciona la férmula de Soreau conducen a

estimaciones no disparatadas, crecientes en exactitud con el alargamiento alar AR.

12.3.2.1 Conclusién sobre la funcién 4 (05 )

Soreau considera que la dependencia de A (05 ) respecto del angulo de ataque, que

en un régimen aerodimamico lineal normalmente no existe, puede tomarse como

irrelevante, ya que se vuela siempre con incidencias pequenas, y decide adoptar un cierto

valor medio para & que tomara como referencia para fijar ﬂo R i(a ) Las mediciones
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directas que Soreau ha realizado en sus experimentos parecen confirmar que 2(05 )

apenas cambia con la incidencia.

Esto le lleva a pensar -aunque no es la inica conclusion posible ni quizas tampoco
la que actualmente tenderiamos a aceptar- que existe un angulo de ataque del que apenas
se apartan los aviones cuando vuelan de modo equilibrado. Soreau sabe que “sic et
simpliciter” esto no puede ser correcto, pero el efecto practico le parece pequernio. Estas
afirmaciones no son sustanciadas por Soreau mediante cilculos numéricos o
comparaciones con resultados experimentales.

12.3.3 Sustentacién y Resistencia de un ala plana inclinada un 4ngulo pequefio.

Para la fuerza aerodinidmica total, normal al plano del ala:

R=KSV2a=kSVZL,a  con:K =kA,
[12.7C]

Obsérvese que la formulacion que ofrece Soreau tiene un sentido moderno. Hasta
el momento la expresion'” R = KSV a0 viene siendo utilizada (cas1) universalmente para
representar la fuerza aerodinamica normal a la placa, siendo la constante K la misma para
todas las formas de superficie. Para Soreau esta constante no es tal, y depende de una
auténtica constante k (con dimensiones fisicas de densidad) y de un parimetro que tiene
en cuenta la forma alar, aunque no todavia perfectamente estudiado y definido.

as componentes de la fuerza aerodinamica total en la direccién del movimiento
L tesde laf d total en la d del i
(Resistencia estrictamente hablando, “D?) y en direccion normal a la velocidad
(Sustentacion, “L7”) son:

L = KSV2acosa ~ KSV2a

[12.8]
D = KSV2asina ~ KSV %a?

Soreau sabe que es posible que la perpendicularidad de la fuerza aerodinamica a la
placa no sea rigurosa, y piensa que esto tendria poca repercusion en la sustentacion, pero
que influiria mas seriamente en la resistencia que se opone al movimiento. Por esta razén
tratard de analizar este aspecto con mas detalle. Para ello mtroducird un coeficiente

adimensional “7” a través del cual trata de tener en cuenta la desviacién de las lineas de
corriente que ha podido observar en las fotografias tomadas por Marey [5], y que considera

que no apoyan el modelo teérico de la estricta perpendicularidad.

142 . ;. , e .
Recordemos que “la formula tipica” de la época para expresar la fuerza aerodindmica generada en una
. . y . _ _ 2
placa plana sometida a una corriente incidente era F = KSV*sina , y que cuando & =7, / 2, F=KS8V

Pero las incidencias practicas en aviaciéon permiten transformarla en F = KSV2sina = KSV2a Con esta
asuncion, la formula transformada ya no sirve para calcular la fuerza normal a la placa con flujo perpendicular

. T VA
ala misma, pues KSV Zsin (Ej # KSV?2 E .
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La expresion de la resistencia se ve modificada de la siguiente manera, mediante la
aparicion del nuevo factor “7”:

D, = KSV?asina ~ rkSV *a’
[12.9]

Por el momento no indica como se podria estimar el valor del coeficiente que acaba
de mtroducir. Observemos que de alguna manera estd haciendo referencia a lo que mas
adelante (en parte) se denominard “resistencia inducida”, causada por la inclinacion de la
sustentacién. No obstante, la asimilacion que acabamos de mencionar no es rigurosa, ya
que Soreau se refiere a la inchinacion de la resultante total y no solamente a la fuerza
directamente sustentadora, que es la propiamente causante de la resistencia inducida.

A esto se debe anadir, segiin Soreau, que la resistencia debida al rozamiento del

fluido no tiene por qué ser despreciable frente a la causada por los términos que dependen

2 : . ) . .
de . Esta nueva resistencia serd sensiblemente proporcional al cuadrado de la
velocidad, segiin  muestran las experiencias de W. Froude [2]. Soreau la introduce

mediante un coeficiente adimensional “s” del modo siguiente:

D, = sKSV? [12.10]

Finalmente, sumando las dos resistencias aerodinamicas [12.9] y [12.10] obtiene la
total:

L =KSV?x

o [12.11]

D, = KSV?*(ra’® +s) con: K =k,

Vemos que esta expresion se conforma bastante bien con la descripcion actual de

la Curva Polar, aunque todavia carece de la madurez conceptual que permitira al cabo de

unos anos fijar con mayor rigor el significado fisico de los coeficientes que intervienen en
la expresion.

Soreau ha trabajado hasta ahora con perfiles planos. Se plantea ahora el problema
de los pertiles con curvatura, que parecen mas favorables, pues afirman algunos estudiosos
que estos perhiles “amplifican” el valor de la sustentacion. C. Ader [18] y O. Lilienthal [6]
han investigado estos perfiles, al igual que los hermanos Wright [7], aunque en las fechas
en las que escribe Soreau estos ultimos no han publicado sus resultados. Soreau constata

que, hasta el momento, no ha sido posible obtener ninguna ley general.

274



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

A partir de las tablas publicadas™ por Otto Lilienthal [6], Soreau tratard de
esclarecer el comportamiento de las alas con curvatura. El ala que estudia Lilienthal tiene

forma en planta fusiforme y curvatura regular de f = ]/12 =0.0833, tal como muestran la

figura 12.1.
- 2
Segun Lilienthal, la fuerza normal a la cuerda del ala es N=0.13SV n (05 ) y la
. 2 . . .
tangencial a la cuerda es T=013SV° @4 (05 ) . Soreau realiza una transformaciéon porque
le interesan las componentes tangencial y normal a la velocidad del movimiento, y no al

ala. Las fuerzas vienen dadas en forma de tabla de valores de ] (05) y de ﬁl(a)

Los graficos de Lilienthal, sin mencionarlo explicitamente, dibujan la resultante
aerodinamica siempre en el centro de la cuerda del ala, como hemos visto (Cap. 5).

MODELO DE ALA CON PERFIL CURVO
(O. Lilienthal)

0.5 m2 0.40 m

1.80 m

ALA CON PERFIL
CURVO —

Figura 12.1: Modelo de ala (Forma en planta y perfil) ensayada por Lilienthal.

Tratando de ser algo mas especificos, veamos el comportamiento de un ala tal
como la de la figura 12.1, de forma en planta fusiforme y perfil curvo, que fue estudiada
por Lilienthal, como ya se ha dicho. Las graficas siguientes muestran la curva Polary la
Eficiencia Aerodinamica:

" Los experimentos de Lilienthal fueron efectuados mediante un brazo giratorio. Esto, y otros errores
sistematicos, limitaban la validez de los datos obtenidos por el ingeniero aleman. Lilienthal publicé unas

tablas en las que aparecian los valores de 77(0( ) y 0 ( a ) para angulos de ataque desde @ =0 hasta o =90°
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Figura 12.2 Curva Polar del ala de la Fig. 12.1
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Figura 12.3 Eficiencia Aerodindmica del ala de la Fig. 12.1, correspondiente a las
ecuaciones [12.12/

Una aproximacion'™ razonable, con nomenclatura actual, podria venir dada por

las siguientes expresiones para el coeficiente de sustentacion vy el de resistencia:

CL=0.416+25/8«x

CD ~0.0264 +1.91835 o’
[12.12]

Soreau 1dentifica, sobre las graficas mostradas, un valor del angulo de ataque para

el cual la sustentacion es nula 'y, explica que midiendo el angulo de incidencia a partir del

" Calculada segin [20] para la resistencia pardsita, y segun [21] para la inducida.
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a = de sustentacion nula, y fijando la cuerda equivalente segin ese angulo, se pueden

escribir para la sustentacion y la resistencia expresiones andlogas a las utilizadas para un
ala plana.

Lift = KSV? (- at, )
12.13
Drag,,, = KSV? (r(oc—o:ZL)2 + s) | !

Soreau conoce también un efecto de succion de borde de ataque, y sabe que este
es mas pronunciado en perfiles con curvatura que en alas planas. En un intento de
elaboracion de un concepto de “ala plana equivalente a un ala con curvatura”, se ve movido
a troducir este efecto en forma de contra-resistencia al avance, es decir, una fuerza que
se opone a la resistencia. Por esta razon -anade Soreau- la creencia generalizada de que
los perfiles curvos aumentan la resistencia aerodinamica es errénea. La contra-resistencia
provoca un empuje hacia adelante sobre el ala. Este empuje -dice Soreau- es independiente
del angulo de ataque y se debe exclusivamente a la curvatura, siempre que a<10° ,y -
afirma- no tiene sentido adelgazar el ala cerca del borde de ataque.

Utiliza la expresion  “Resistencia Negativa” para este efecto, y suglere investigar
cuidadosamente como debe ser el borde de ataque del ala para optimizarlo, y determinar
el valor de la presunta constante “/”. Sugiere también medir la incidencia de un perfil curvo
a partir de la de su plano equivalente, pues no le ve sentido hacerlo segin la cuerda
geométrica de un perfil curvo, establecida uniendo mediante una recta el borde de ataque
con el borde de salida.

12.3.3.1 Coeficiente de Eficacia Ky Calidad Q del ala.

Soreau propone introducir un parametro g que exprese la relacion entre la
sustentacién de un ala particular, con curvatura o sin ella, y con la forma y dimensiones
que se desee, respecto de la sustentacion que daria un ala plana sin curvatura imaginaria

de superficie 1igual a la total del ala real, sometida al mismo angulo de ataque.

Esta relacion, a partir de [12.11], es:

Luego K = k4, .

Para ilustrar este nuevo concepto, Soreau se sirve de los  datos que le proporciona
la Ref. [3], a partir de los vuelos de  los hermanos Wright en 1902 [8]. Soreau deduce
que el alargamiento permite triplicar la fuerza de sustentacion respecto de un ala cuadrada.
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El coeficiente de Eficacia es: Q = g4, Para Soreau este pardmetro se convierte en una

medida de la calidad del ala. Kl tratamiento parece algo confuso.
12.3.4 Sobre el Centro de Presién.

Soreau repasa las “/ormulas antiguas” para planos rectangulares y variaciones de
& desde 0 hasta 90 grados, ya conocidas.

G. Avanzini XCP(O{) zc(0.2+0.33in (Z) [12.14]
Jotssel XCP (ar) ~¢(0.195+0.305sin )

Son dos férmulas practicamente iguales. Soreau piensa que los experimentos que
¢l ha realizado con placas cuadradas, en agua o aire, le han conducido a la siguiente
expresion, valida para velocidades muy alejadas de la del sonido.

MzO.S—; [12.15]
c 4(1+2tana)

Para placas con curvatura, dice Soreau, “es muy poco lo que se sabe respecto a la
SICIO centr o1, que se comporta de un modo muy raro (Wright [7], Spratt
nosicion del centro de presion \

[19], Laftel [8]).

No obstante, para pequenos angulos de mcidencia, Soreau admite una variacion

Yea _

lineal: T —(a_b 05) o bien Yo, =l-Ma siendo a, b, |, y m constantes positivas.

Acepta, por tanto, formulas del tipo de las de Avanzini o Joessel. (Ref. Fig. 12.4)
Soreau ofrece también la posicion del centro de presion de un perfil de sector

circular, pero en funcion de algunos parametros vagamente definidos (Vid. Cap. 2), con

un par de constantes de las que solamente se menciona que tiene que ver con la curvatura
y el alargamiento.

12.3.5 Introduccién al estudio del vuelo estacionario en un plano vertical.
Recordemos que, de acuerdo con una costumbre frecuente en los pioneros

teoricos, en vuelo estacionario se le pide al empenaje trasero que realice una funcion
estabilizadora, pero no sustentadora.
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Proyeccién del CDG

sobre el Ala Principal \)\5/1\(,
i -
)
N et 0
\ ]
e P gt
H Al 2 TRAYECTORIA
/ —

Wi - - :’ =X —{Paralelo a la velocidad |
~h-_f LRH ——
- N\
CDG N\
Linea de
Referencia
Horizontal

Xy =

Figura 12.4: Esquema y nomenclatura para el andlisis del vuelo no estacionario en un plano

vertical.

Veamos las ecuaciones del equilibrio del vuelo estacionario en un plano vertical,

ejes viento, con la notacion que ha establecido Soreau (Fig. 12.4 vy Eq. [12.11]), teniendo

en cuenta que al plano principal hay que anadir el estabilizador trasero, deflectado un

angulo é‘t respecto del ala principal, siendo H la fuerza tangencial y F la normal:

H =KSV?ra® + KSV2(5+ lf(i’t Stj

F =KSV2a+K,SV?25,

Las ecuaciones correspondientes a las fuerzas son:
[e1] md—V:T —H -mgsiny
dt
dy
[e2] mV P F —mgcosy

Es decir:

279



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

[e1] m%—\::T —KSV?ra? - KSV2(5+KK‘—§‘stj—mgsiny
[12.16]

[e2] mV C;—f = KSV?a+K,SV’8,—mgcosy

El angulo O, es el que forma el empenaje, que se supone posterior, con la linea de
t

sustentacion nula del ala principal. Soreau supone que las constantes K y las superficies S
del ala y del empenaje son diferentes, lo que es acorde con la realidad habitual.

Soreau las abrevia introduciendo la notacién: K S( S+ %stj = o Y supone

pequena la pendiente de la trayectoria p . Asi obtiene:

[e1] m(jj—\:zT—KSVZ(ra2+%j—mg y

[12.17]

[e2] mV ((jj_jt/: KSVZ(Ol+ I;‘Sé‘ étj—mg

La tercera ecuacion del momento de cabeceo, imprescindible para el estudio de la
estabilidad longitudinal, la escribe suponiendo traccion central™ o muy aproximadamente
asi, y designando las dos coordenadas del centro de presion del ala por xCPy zCP, con
una distancia L entre el centro de presion del empenaje, supuesto fijo, y el punto de
aplicacion de la sustentacion alar; dado que esta distancia se supone grande respecto de las
variaciones de posicion del centro de presion, puede considerarse constante.

Esta ecuacion sera:

d’o

[e3] IWF: K SV?axCP+K SV?ra’zCP-K, S, V%5, L
O también:
d29 2 2
[e3] IWF: KSV? (XCP+razCP)a—-K, S V?5 L [12.18]

A la ecuacion [ed] de [12.18] incorpora las coordenadas del Centro de Presion,
alguna simplificacion suplementaria, y con la siguiente nomenclatura para situar las
coordenadas del centro de presion:

XCP=l-a(h+m), zCP=h+a(l-ma) cong, talque: |-me,—(1-r)ha,=0

" La linea de la traccion pasa por el CDG y no causa momento de cabeceo.
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La ecuacion [e3] de [12.18] queda finalmente:
2
e3] 1,99 KSIa[l—ﬁJVZ—KtS@LVZ [12.19]
dt

vy
(24

Puede verse que la relacion que liga @, con O, es tal que permite controlar (y
anular, si se requiere) el momento de cabeceo del avion. Teniendo esto en cuenta, y
suponiendo condiciones de equilibrio estacionario en vuelo horizontal tenemos:

[eleq] 0=T - KSVZ(raZ +i—§j—mg y

[e2eq] 0=KSV? (a + Etsst @J —-mg [12.20]

[e3eq] 0= KSlo{l—aﬁjv2 ~KS5,LV?
0

De la ecuacion [e3eq] de [12.20] Soreau obtiene 6, de equilibrio y lo

sustituye en [eleq] llegando a:

[eleq] T =KSV? [roc2 + i—gj +mg y

[e2eq] mg =KSV’a 1+l[l—£j [12.21]
L o,
KSI a
edeq] o, = 1-—
[e3eq] o, KtStL( aoj“

Aunque la presentacion difiere ligeramente de la actual, se puede ver que
representa los conceptos fisicos adecuados. Soreau explicard, a partir de la ecuacion [e3eq],
que es de la maxima importancia que el avion pueda alterar el angulo de ataque con el que
vuela, para adaptarlo a cada necesidad. Asi, el empenaje deberd disponer de una parte
movil (“gouvernail de profondeur” o “equilibrador”) para poder modificar a voluntad & .

La creacion de este dispositivo Soreau la atribuye a los Wright y lo califica de
“elegante” y practico, ya que permite modificar el dngulo de ataque conservando el
beneficio constructivo de un ala principal fija. Asi, la cola empenaje y la profundidad
aparecen ambas en el mismo dispositivo; Soreau no se decide a considerarlo
defimtivamente mejor que dos superficies distintas, una para cada funciéon, aunque,
fyandose en las aves, tiene que admitir que en estas el empenaje es uno solo y no es fijo.
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De pasada, observa que hay pluralidad de soluciones para V,a, Y a partir de las

ecuaciones de equilibrio, dentro de las limitaciones propias de los parametros fisicos y
propulsivos.

Cuando &, es nula, lo que segin el modelo de Soreau (que no tiene en cuenta la
desviacion de la corriente causada por el ala), indica sustentacion nula del empenaje,
existird una velocidad de equilibrio  -Soreau la denomina velocidad de régimen-y en ella

se cumple que o =,

Se deduce de lo anterior que el centro de presion debe coincidir con la proyeccion
del centro de gravedad sobre el plano equivalente. (Esta es una condicion sistematicamente
presente en los primeros estudios sobre el equilibrado de los aviones).

Podra lograrse, dice Soreau, mediante el manejo de la parte movil del empenaje.
Este 6rgano esencial permite al piloto, con un poco de practica, (y al cabo de un cierto
tiempo probablemente ya lo hard de modo intuitivo), mantener el avion equilibrado en
todo mstante, con una pendiente de la trayectoria y una velocidad estacionarias que vendran
dadas por:

T —KSV,? (ra(f + ("")
KS

[eleq] y, =
mg [12.99]
mg
KSe,

[e2eq] V, =

12.3.5.1 Estudio del empenaje horizontal.

Las caracteristicas se deducen sencillamente de la ecuaciéon [e3; 12.18] y no las
desarrollamos ahora. Pero resulta obvia la eficacia de la deflexion del empenaje para

controlar el momento de cabeceo:

2
e3] 1,99 KSIa(l—ﬁjVZ _KSSLV? 112.93]
dt

¥y
%
Obsérvese que el término cuadratico en la velocidad adquiere automaticamente el
signo correcto necesario para amortiguar la perturbacion en .

Como curiosidad, enumeramos sin comentario las Condiciones que Soreau
considera favorables para la construccion de aviones de transporte de pasajeros. (Los
denomina “Aéroplanes navires”):
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e Direccién de vuelo coincidente con el eje de la hélice.

e (Centro de gravedad no muy distante de la linea del eje de la hélice, con vistas a
facilitar un planeo, por fallo motor, sin tener que modificar grandemente el
equilibrado.

o (Centro de presion del ala coincidente con la proyeccién vertical del centro de
gravedad sobre el plano equivalente.

e Lwitar la concentracion de masas. (Momento de Inercia no demasiado pequeno).

¢  Empenaje horizontal alejado y dispuesto transversalmente en prolongacion del eje
de la hélice, de modo que pueda limitar las variaciones de la inclinacién del avién.

e Ala rigida, por lo menos en su borde de ataque.

12.3.5.2 Mecanica del Vuelo en equilibrio.

Se trata de un estudio particular simplificado con el que Soreau muestra el modo
de trabajar con las ecuaciones que ha establecido:

c. Laaportacion del empenaje a la sustentacion se considera irrelevante:

[e2eq] mg=KSV’a [12.94]
d. Laecuacion de la fuerza tangencial, incorporando la [e2eq] es:

T 1
[eleq] —= (ra +—Ej +y [12.25]
mg a KS

e. De estas formulas Soreau deduce el mecanismo del vuelo de un avion en
equilibrio:

1. Kl angulo de ataque viene fijado por el dngulo del empenaje horizontal,
y la velocidad de vuelo también. Para un avion de ala fija la tinica
manera de variar la velocidad es modificar el dngulo de ataque, ya que

m . .
el producto  V?a = K—g debe ser constante. Mientras el angulo de
ataque se mantiene, la velocidad también.
1n. La pendiente de la trayectoria es igual al exceso de tracciéon con

pendiente no nula, respecto de la traccion con pendiente nula, dividido
por el peso:

[eleq] 7 =L—(ra+——j [12.26]
mg

ni. Cuando la traccion es nula, la pendiente es:
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1
[eleq] 7’|T:o = —(ra+;%) [12.97]

e Consecuencia I.

Vuelo con minimo esfuerzo de traccion.

Se tiene esta condicion cuando es minima la expresion:

roe + —— [12.28]
a KS

Esto se produce para:
a, = ,/ﬁ [12.99]
rkS

Este valor particular del dangulo de ataque es, segiin Soreau, muy importante y se
trata de una caracteristica propia del avién que no se ve afectada por el peso o por la altitud

de vuelo, ya que contiene la relacion (%]

Se observa también que este @; es el que produce la minima pendiente de la
trayectoria, lo que significa que es también el angulo de ataque de maximo alcance
horizontal en planeo desde una altitud dada.

e Consecuencia II.

Vuelo con minima potencia.
Las ecuaciones para el calculo de la potencia P necesaria son, con 77, =

rendimiento global de la propulsion:

mg
e2eq] mg=KSV’a = a=
[e2eq] mg a Ve
izlzi(\,mﬁi(ﬂ_ﬁy\,j
mg  7,mg 7, a KS
[12.30]
e e M e Lt
mg 7, KSV (mg jKS
KSV 2

3
i:i ﬂ+v_(/,o-+}/v
mg 7, KSV mg

284



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

El valor de la velocidad, que indirectamente nos dara el del Angulo de ataque
para condiciones de minima potencia, viene dado la velocidad que anula la derivada
respecto de V:

— —+—3 c+N |=0 = —ﬂJr—z c+y |=0
av (ksv mg?7" KsvZ mg o7

Se obtiene el dngulo de ataque de minima potencia Qjnpet = «f?’ o

Estas relaciones, afirma Soreau, fueron establecidas por primera vez por
Alphonse Pénaud en 1873 [9, 10, 11].

Menciona también que, independientemente de las mvestigaciones teoricas que
puedan hacerse, el modo de averiguar “cosas” sobre el comportamiento tipico y los
parametros caracteristicos de un avion consiste en hacer ensayos sistematicos con vuelos
planeados en distintas condiciones. Efectivamente, dice, ese ha sido el camino seguido por
muchos precursores: A. Pénaud, Col. Renard, O. Lilienthal, O. Chanute, F. Ferber, W& O

Wright,... todos ellos, y muchos otros, comenzaron asi.

12.4 Estudio de la Estabilidad de un aeroplano.

Todo lo anterior le sirve para introducir el tema de la estabilidad longitudinal. Para
Soreau, “La estabilidad es la tendencia a no amplificar mas alli de todo limite el dngulo de
desviacion producido por una causa exterior’. Equivale a centrarse en la estabilidad de
cabeceo.

Los precedentes que menciona son G. H. Bryan y Williams [12] (1903) para la
estabilidad longitudinal; cita también a  Ferber (1907) [13] que estudi6 el caso general ™ y
a M. Crocco [14], [15], que mvestigd la estabilidad de los dirigibles.

Soreau sabe que existen en el arnbiente acrondutico personas escépticas respecto
a la posibilidad de analizar matematicamente la estabilidad de un aeroplano. Para mostrar
que esto no es imposible, y para introducir al lector en los desarrollos que seguidamente
realizard, se detiene brevemente en el estudio de la estabilidad longitudinal de los dirigibles
segun el método de Crocco, del que afirma que ha logrado resultados practicos
importantes. En especial, ha logrado procedimientos para el dimensionado correcto de los
empenajes: horizontal y vertical.

™ Afirma Soreau: “Este estudio (de Ferber) , es de un virtuosismo muy real pero complicado, v no distingue
las superficies sustentadoras de las que tienen como mision proporcionar un momento antagonista, tales
como el empenaje; esta distincion me parece esencial. Resulta icluso muy convemrente indicar
explicitamente (en las ecuaciones) la superficie del timon horizontal, con el fin de tener eventualmente en
cuenta su accion, tal como hace M. Crocco con los controles de los globos dirigibles” (R. Soreau, sobre el
trabajo de F. Ferber [13]; Soreau piensa haber detectado errores algebraicos en los calculos de Ferber.
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Soreau muestra que, aunque para un dirigible la ecuacion de estabilidad es de tercer
grado (debido a que no es mmportante el cambio en velocidad respecto del que
experimentan los dngulos), no puede decirse lo mismo de los aviones, ya que en estos la
sustentacién no es independiente de la velocidad ni puede suponerse tampoco para esta
un valor cualquiera estacionario sin ligaduras con los dngulos de ataque, de asiento y del

estabilizador horizontal.

12.4.1 Estabilidad Longitudinal Automatica.

Las ecuaciones para el estudio de la estabilidad pueden ser escritas directamente,

a partir de las Figuras Nam. 12.4 y 12.5, y asi lo hace Soreau.

e\
Ha;ﬂ‘c ﬁ -

/ala

linea de accién 1

A de la traccién 1
- B — —— =
F' Trayectoria V J
L]
7 _____ (pendiente)

"Etat actuel et avenir de l'aviation” (1908)
Rodolphe Soreau; Pag. 129.

(Con ligeras modificaciones)

Figura 12.0: Esquema y nomenclatura para el analisis de la estabilidad de un acroplano con
propulsion en vuelo en un plano vertical.

Explicacion de la nomenclatura. Fjes Horizonte Local GXZ.

Centro de masas: punto G,

Velocidad V,

Pendiente de trayectoria y ,

Angulo de ataque @ ,

Fl centro de presion de la resultante aerodinamica en el ala esta en el punto C,

La proyeccion del centro de masas G en el ala es el punto G,
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La fuerza aerodinamica resultante normal a la placa es F y la normal a la cola F,
El asiento longitudinal del aeroplano es 6

La traccion de la hélice es T.

La situaciéon del centro de presion es critica para la comprension del estudio de la
estabilidad. Soreau lo expone de un modo detallado. Supone también, sin justificacion'

b
que F =1 Siguiendo el proceso habitual de pequerias oscilaciones, las ecuaciones
generales perturbadas son:

dAV
x[elper] m——=
[elper] o

T —KS(V, + ZVOAV)(aO +2a,ha + %)— mg (7,+Ay)

dAy
e2per] mV,——=
[e2per] mV, —

KS(V, +2V0AV)[(ZO +Aa+ EISSI c‘)"tj—mg

(e, +Aa)— (o, +2a,Aa)(h+m))+
s,y 167800 (e 28 sm)
...+h(a0+Aa)+|(a0+2a0Aa)—m(a0+3a02Aa)

d2A6

[e3per] I, pre

=K S (Vo +AV) 5, L

[12.31]
Con Ay=A0-Aa ..

El resultado de este proceso conduce a la siguiente matriz M del sistema lineal:

—m (sL)+2V, (KSag - ap) gm —gm
M = 2KSV, ez, MV, (sL) +(KS +K,S, V¢ -mV, (sL)
0 —(KIS+K,L S, )V§ —mghag 1, (sL?)+mghag

[12.32]

Los coeficientes del Polinomio caracteristico de cuarto grado y el discriminante de
Routh, con la simplificacién de suponerh ~ 0 son:

“ 9

70 P c. 2 .
" Kl valor de la constante “/” podria asimilarse a: I' = KCLa Para alas rectas de elevado alargamiento

@

puede aproximarse mediante | 7AR 4z Asi, el pardmetro “r

5 ~
2 AR eoswald
1+ 1+(A2R]

€

oswald

efectivamente resulta ser del orden de la unidad.
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A, =2mgKS (KSI +KS,L)V. e,
A =m2KSV;' (KSI+KS,L)o;
A, = KSMPLVS + 21 K?SA a5 + KSV, (ImV7 +21, (mga, +K SV, ))
A=ml, K(S+S)Vy
A =1,mY,
[R]=
—gl, Km(S+5,)"V, +...

21, K*Lm?*SS\Vy e, Lm?*S V. +...
b | —2KLM?SS Vi + K (S +S,)V, ,
21, Say (Mg + K (S+5, )V, )

En condiciones normales solamente plantea dudas respecto de la estabilidad el
discriminante de Routh, que eventualmente podria ser negativo. Si desarrollamos el
discriminante incorporando la condicion de equilibrio, llegamos a la condicion de

estabilidad siguiente:

2 2
LM S (s 4s) -1+ 2(25+8,) _ CELUS P
K1, S (S+S) (S+S,) Kl

. . . ., 2 . .,
Y si se considera despreciable la aportacion en ¢ se obtiene la condicion de

estabilidad simplificada:

L> M(ij [12.39]

m? S,

Merece la pena reproducir literalmente la interpretacion que Soreau ofrece de la
condicién de estabilidad que ha obtenido: “Au fond, le vénitable caractére de cette
condition de Stabilité est de donner une relation entre I'empattement™ massique, mesuré
par |yy et l'empattement superficiel, mesuré par KSL (Pidg. 138)”. Soreau lo muestra, de

alguna manera, mediante la relacion siguiente:

148 . . . .
“ Empattement’ suele tener, en lengua francesa, el significado de distancia entre dos cosas... pero no se
ve bien cémo se podria aplicar aqui, al compararse dos cosas que se miden con unidades muy diferentes.
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KLS, ~ " Empattement _ Superficiel "

I, " Empattement _massique”

LS\ (KSY L(KsY [ _"surface_de Voilure"
S/\m m "Masse_de_I'aéroplane"

[12.34]

Soreau argumenta sobre la base siguiente: como la magnitud de las oscilaciones
viene dictada por el momento de inercia, un modo de actuar sobre estas oscilaciones y
modificarlas segun los deseos del constructor, podria ser el modificar el juego relativo de

las superficies y masa involucradas.

Esta condicion de estabilidad, obtenida por Soreau en 1908, permanece algo
confusa bajo una amplia capa de consideraciones sobre eventuales valores que pueden
adoptar las diferentes variables geométricas, masicas, aecrodinamicas etc... en los aviones de
la época; pero por lo demis, es exactamente la misma que dedujo Lanchester [17],
aproximadamente por las mismas fechas, y Bryan' [16] encontro tres arfios mas tarde,
aunque un cierto farrago algebraico y la nomenclatura particular de cada autor no siempre
permita detectarlo a primera vista.

12. 5 Consideraciones criticas.

(1) Soreau desarrolla una teoria del vuelo en un plano vertical que tiene en cuenta
las ecuaciones de las fuerzas y del momento, y expresa adecuadamente los factores
fisicos involucrados; deduce también algunos “feoremas” basicos de la mecanica
de vuelo estacionaria. También precisa el modo de actuar del empenaje horizontal
para controlar el momento de cabeceo vy, supuesta la estabilidad, el modo de
ajustar el angulo de ataque deseado. No considera la desviacion de flyjo  nm1 = los
efectos de retardo dinamico sobre el empenaje horizontal. La simplificaciones que
admite son razonables y los ejemplos, de acuerdo con lo que los aviones de la época
le ofrecian, son pertinentes.

(2) Para el andlisis de la estabilidad longitudinal parte de un marco conceptual
simplificado en dos dimensiones, de modo que no trabaja con las ecuaciones

completas y, en este sentido, su modelo abarca un horizonte mas reducido que el
de Ferber.

139 En las paginas finales de “Stability in Aviation (1911) de Bryan, hay una somera critica de los resultados

de Soreau. Dice expresamente que para la dindmica longitudinal obtiene una ecuacién de cuarto grado y
condiciones de estabilidad “andlogas” a las obtenidas por Bryan. No dice que sean las mismas. Por el
contrario, cuando comenta los resultados obtenidos por Lanchester (1908), dice que las condiciones de
estabilidad de Lanchester coinciden con las suyas (de Bryan). En realidad coinciden aproximadamente las
tres versiones de la condicion de estabilidad, siempre bajo los supuestos aceptados por el correspondiente

autor. Ninguna de las tres resulta particularmente util para el diefio de los aviones.
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(3) La condicién de estabilidad que obtiene coincide con la deducida por Lanchester
en 1908, pero es mas transparente que la del inglés, pues parte de unos principios
aerodinamicos claros, aplicados en forma de ecuaciones de la mecanica de un
modo racional y sencillo. A partir de la fijacion de las ecuaciones diferenciales del
movimiento la manipulacion matematica, algebraicamente un poco incéomoda,
carece de complicaciones conceptuales al aplicar un método muy frecuentemente
utilizado para analizar el comportamiento de sistemas lineales.

(4) Puede llamar la atencion que este trabajo, contemporaneo del de Lanchester y
Ferber, sea muy poco conocido actualmente.  Ciertamente, tampoco resulta
sencillo el empleo practico directo de sus conclusiones.
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Capitulo 13

P. Painlevé (1863-1933)

150

Contenido
13.1 Nota Biografica
13.2 Documentos de Referencia.
13.3 Descripcion de Contenido.
13.3.1 Descripcion del modelo aerodinamico
13.3.2 Estabilidad en vuelo de planeo de una placa plana

13.3.3 Vuelo estacionario en un plano vertical.

" https://www.biografiasyvidas.com/biografia/p/fotos/painleve_paul.jpg. (14.06.2017)
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13.3.4 Estabilidad en angulo de asiento longitudinal.
13.3.5 Estabilidad en velocidad.
13.4 Comentarios

Bibliografia.

13.1 Nota Biogrifica.

Naci6 en Paris. Obtuvo el grado de Bachiller en Letras y en Ciencias en 1881. En
la Escuela Normal Superior estudio calculo con Bouquet y mecanica con Appell™. Se
licencié en Ciencias Fisicas y Matematicas. Prepara  su doctorado en Gotinga con
Schwarz y Klein. Doctor en Ciencias matematicas por la Facultad de Ciencias de Paris;
a los 23 anos fue profesor de mecanica racional de la Facultad de Ciencias de Lille.
En 1890 gano el premio de matematicas de la Academa de las Ciencias. En 1895
mmpartio un curso en la Universidad de Estocolmo y en 1897 sucedié a Goursat
(Calculo Diferencial e Integral) en la Escuela Normal Superior. En 1900 fue elegido
miembro de la Academia de las Ciencias. En 1905 deviene profesor de mecanica
racional y de maquinas en la Escuela Politécnica de Paris. En el anio 1909 se convirtio
en el primer profesor de mecanica de la aviacion en la escuela Superior de Aerondutica,
lo que da lugar al trabajo que analizaremos ahora.

A partir de 1910 abandona la ensenanza directa en razon de sus funciones politicas,
sin dejar por completo su carrera académica: Titular de la citedra de Mecanica
Analitica (1912) y Mecanica Celeste (1920). En 1919 fue nombrado Presidente del
Consejo de Administracion del Conservatorio Nacional de Artes y Oficios. Sus trabajos
matematicos versan fundamentalmente sobre la Teoria Analitica de las Ecuaciones
Diferenciales y sobre la Integracion de las Ecuaciones de la Mecéanica. Se dedicacion a
estudios aeronauticos fue algo marginal. Dirigio la Tesis Doctoral de De Bothezat sobre
la Estabilidad de los Aviones.

18.2 Documentacién de referencia™:

(1) Painlevé, P. “Cours de Mécanique et Machines”; Théorie de 1" Aéroplane.
Ecole Polytechnique de Paris. (1908)

(2) Painlevé, P. “L’Aeroplane”; Compte Rendu de la 38° Session. Association
Francaise pour I’Advancement des sciences. Notes et Mémories. Lille. (1909)

(3) Painlevé, P & Borel, E. “L’ Aviation”, Librairie Félix Alcan. Paris. (1911)

" Como curiosidad, mencionemos que el libro “Mecanica Racional” de Appell era texto de referencia en la

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Aeroniuticos cuando el autor de estas lineas cursaba la carrera.

" El contenido de las tres referencias, respecto de nuestro tema, es basicamente el mismo. No las

diferenciaremos a lo largo del capitulo.
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13.3 Descripcion de contenido
13.8.1 Modelo aerodindmico

Inicialmente Painlevé describira el modelo aerodinamico que asume, que
¢l denomina “ Leyes de la Resistencia del Aire”. Comienza descalificando el ya muy
conocido modelo de Newton, que sugirid6 que la fuerza aerodinamica
experimentada por una placa que forma un angulo @ con la corriente es de la

. _ 2 ain? ., . . , .
forma: R=4 ,OS Vesin®a. En esta expresion A designa un coeficiente numérico

adimensional caracteristico del fluido. Equivale a trabajar con K=41 p

Painlevé prefiere la formula R=4 ,OS V? sina , que atribuye a  Euler, y
que considera ampliamente justificada por los experimentos, entre otros, de Borda
[10] realizados entre 1790 y 1800. La primera teoria del aeroplano, establecida de
modo rudimentario por Cayley [13], se apoyaba en esta expresion. A finales del
siglo XIX es aceptada casi universalmente. Es menos clara la influencia de la forma
en planta.

Con base en esta expresion Pénaud [9] describio en 1873  algunos
resultados de su aplicacion a los aeroplanos. Estos son mencionados por Painlevé,
segun el desarrollo adjunto, suponiendo que la superficie sustentadora es una sola
placa plana”™ y trabajando con la “constante” K.

Rsin(o) - X pSV2 sin{ o)

2 sin( o)

| R-XpsVv

Figura 15.1: Esquema de placa sometida a una corriente con angulo de ataque.

Composicion de Fuerzas.

" Painlevé dedica el apartado 14 de la referencia 13.2 (1) a estudiar la fuerza aerodinamica en un ala con
curvatura, apuntando diversas explicaciones que considera defectuosas o insuficientes. No obstante, piensa
que puede explicar con razonamientos fisicos sencillos el aparente comportamiento andémalo del centro de
presion (que denomina “Experimento de los Wright”). Asume, para estos perfiles curvos, el sistema

equivalente establecido por Soreau [4] en su interpretacion de las curvas de Lilienthal [11].
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La sustentacion -componente de fuerza normal a la velocidad-, con

K :/1/) -sera (Fig.13.1):

L=K SV?sinacosa~K SV [13.1]

La Resistencia aerodinamica debida a la fuerza aerodindmica normal a la placa alar,
sera:

D, =K SV?sinasina~K SV’a’. [13.9]

A esta resistencia se le anade una resistencia - actualmente la denominamos, de
manera global, pardsita- que Painlevé atribuye a la viscosidad y rozamientos del aire con
las  diversas  superficies del aeroplano. Asigna esta resistencia complementaria
fundamentalmente al fuselaje y la  representa matematicamente mediante el factor “/”
adimensional:

D,=f KSV? [13.3]
La resistencia total sera la suma de ambas:
D1+D2zKSV2a2+f KSV? [13.4]

Painlevé hace notar que las constantes Ky £ la segunda de ellas sin dimensiones,
dependen ambas de la forma" de la superficie S. Esto resulta obvio mediante la siguiente
comparacion con la formulacion actual, suponiendo una polar de coeficientes constantes
y una superficie plana:

(1908) R=~KSVZax

2 [13.5]
(Actual) R= 1 pSVZCL, a, /l+ CDZ
2 CL

De donde podemos deducir las correspondencias aproximadas contenidas en la
constante K utilizada por Painlevé. De la ecuacion de la sustentacion obtenemos:

(1908) K = (Actual %p cL.. 115.6]

Comparamos también la resistencia acrodinamica:

1 CL2 o
1908 D~ KSV?(a? + f Actual D~=pSV?|CD, + —=«
(L908) (a®+1) (Actual) 5P [ : ”ARej

[13.7]

Y Esta observacion, aparentemente hecha de pasada, esconde un factor importante que influye mucho en
las caracteristicas operativas de los aviones: la forma en planta alar NO es un aspecto secundario frente a la
superficie, aunque en las fechas en las que Painlevé redacta su Curso (1908) no es todavia conocida con
claridad la manera de cuantificar su influencia.
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De donde obtenemos la equivalencia del factor £

_pCD, _CD,
2K CL

a

f [13.8]

La constante f es adimensional. En ambas constantes -y K- se ve con claridad la
dependencia respecto de la forma en planta del ala precisamente a través del CL, . Un

coeficiente que en esa época se muestra elusivo.

Si deseamos completar la comparacion, incorporaremos la resistencia inducida en su
forma corriente actual:

2 7AR e
[13.9]

2 2
(1908) D, ~KSV’a®*  (Actual) D, =~ 1 PSV?2 (Cl-a_“j

De esta comparacion obtenemos la relacion siguiente, que subyace de modo implicito
en los desarrollos de Painlevé, y que deforma los resultados que obtuvo.

(1908) CL,
7AR e

Esta suposicion se comprende en el contexto de la precariedad de la teoria
aerodimamica del momento, y tiene el acierto de mostrar claramente la influencia positiva
del alargamiento alar. Comparando ese resultado con el aceptado actualmente, para alas
rectas (sin efectos de compresibilidad) vemos que tiende a sobrestimar su valor.

(1908) CL,~7ARe  (Actua) CL,=— 228
1+Vh+(AR)
2

[13.11]

J =1 [13.10]

13.3.2 Estabilidad en vuelo de planeo de una placa plana.

Painlevé se plantea un problema: ;Puede un cuerpo plano, abandonado en aire en
calma, descender con un movimiento de traslaciéon rectilineo y uniforme? Si esto es asi, las
fuerzas aerodinamicas deben admitir una resultante 1gual y directamente opuesta al peso
del cuerpo (representado por GP; Ref. Fig. 13.2). EI CDG viene designado en la figura por
la letra G.
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Figura 13.2: Placa en vuelo planeado. Estudio de la estabilidad.

Veamos este problema en el caso de que el cuerpo sea un rectangulo cuyo CDG
estd sobre una paralela a la linea “ED”, correspondiente al lado pequeno del rectingulo.
El centro de la cuerda viene designado por la letra D. La velocidad es perpendicular al lado
largo del rectangulo que es perpendicular al plano de vuelo. El movimiento del CDG se
realiza en un plano vertical que contiene la posicion inicial de “ED” y es evidentemente
un plano de simetria de todo el movimiento: el punto G y la recta “ED” se moveran dentro
de ese plano.

Suponemos que la recta “ED” se mueve paralelamente a si misma con una

velocidad V.

Admitamos que la fuerza aecrodinamica es rigurosamente perpendicular a la placa.
Para que estas fuerzas tengan como resultante opuesta el peso (“-GP-") es necesario que:
(1) El centro de presion “C; ” coincida siempre con el centro de gravedad “G” para

que el momento de cabeceo sea nulo.

(2) Que el angulo @ que la velocidad V forma con la placa cumpla™ la condicion:
KSV?sina = P

: : ) . P .
La componente vertical de la velocidad sera: V, = Vsina = w5 Sina

A cada valor de a le corresponde una posicion determinada del centro de presion C
situado entre “D” y “Cy”. Aqui “Cy” designa un punto situado entre “E” y “D” y a una

. - 1 .
distancia™ EC; = EED' Se trata de un valor limite para o =0 .

Para que el descenso planeado estacionario sea posible es necesario que “G”, o su
proyeccion sobre el plano sustentador, esté comprendido entre “D” y “C;”, ya que los

155 . - . . L. . ,
P designa el peso y S la superficie de la placa. Painlevé indica que se trata de un rectangulo alargado y en

atmosfera normal. Se supone también que o < 309

156 4~ , .. . . e, .,
Esto se corresponde con la féormula de Avanziniy Joessel para la posicion del centro de presion: xCP =
c . . . B .

T (2 + 3sina) midiendo xCP desde el borde de ataque y siendo c la cuerda alar. Por esta razon, si 0=0
c ED

xCP = —=—.
10 5
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valores posibles de @ lo exigen asi. A cada posicion de “G” le corresponde un solo y
unico valor de ay este es tal que “G” coincide con “C”. Por tanto, a toda posicion de “G”
entre “D” y “C;” corresponde un régimen de caida en planeo y solamente uno. El valor de
V viene determinado por la ecuacién KS V2sina = P .

Y AR

Cuanto mas cerca esté el punto “G” del punto “C;”, menor sera la pendiente de
descenso, mayor la velocidad de vuelo y menor la velocidad vertical.

Estas consideraciones relativas a una sola placa en vuelo de planeo, al igual que las
andlogas de capitulos anteriores, son de indole intensamente “teérica”. La realizacion
practica de los movimientos sugeridos no conduce a una inmediata reproduccion de lo que
preconiza la teoria; la coincidencia entre el CDG vy el centro de presion que, a través de la
ecuacion del momento de cabeceo, permite fijar un angulo & estacionario es una exigencia
tedrica mevitable, pero no es realizable facilmente en la practica el movimiento al que se
supone que daria lugar, salvo que se tomen una serie de previsiones que casi lo convierten
en un experimento de laboratorio. Lanchester [24] describe bien este tipo de dificultades
al analizar las posibilidades de vuelo de un modelo reducido de una sola ala que denomina
“Ballasted Airplane”.

P

Figura 13.3: Placa en vuelo planeado. Estudio de la estabilidad (cont.)

Imaginemos (Fig. 13.3 y 13.4) que el plano esté unido a un sélido esférico cuyo
centro coincide sensiblemente con el punto “G”, que se convierte asi en el CDG de todo
el sistema. La fuerza aerodinamica sobre la esfera tiene una resultante F = pV?
directamente opuesta a la velocidad V, y pasa por el punto “G 7. La fuerza aerodinamica
sobre el plano tiene una resultante £ normal al plano y que pasa por “C ”. Para que las
fuerzas F'y R admitan como resultante el peso (“-GP-") es necesario que R pase por “G™*
es necesario que “G” esté sobre la perpendicular al plano trazada por “C”. (Condicién
equivalente a la anterior de que C'y G coincidan)

Sea ~ el angulo que forma la velocidad V con la horizontal (Pendiente de la

trayectoria de caida) v a el angulo entre V'y el plano (Angulo de ataque). Proyectamos
ahora las fuerzas sobre la tangente y la normal a la trayectoria (Fig. 13.4), con G en el plano
de la placa:
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\

R

\; F2L
C ) c/2
7|6
e J,

P

Figura 13.4: Placa en vuelo plancado. Estudio de la estabilidad (cont.).

[elNormal]  Pcosy = KSV?sinacosa ~ KSV *a

[13.12]
[e2Tangente] Psiny =KSV?(a®+ f )

De las ecuaciones [el] v [e2] de [13.12] Painlevé obtiene una relacién entre la
pendiente de la trayectoria y el angulo de ataque:

(%)
tany =| o +—
a

[13.13]

Concluye afirmando que para que el descenso planeado sea posible, es necesario y
suficiente que la perpendicular trazada por el peso “G” sobre el plano caiga sobre un punto
“C” situado entre “D”y “C;”.

Si esta condicion se ve satisfecha, la posicion de “ C”define el angulo de ataque o
entonces el angulo de la pendiente de descenso ~ viene dado por la ecuacion que acabamos

de ver y con el valor de la velocidad correspondiente que ya ha obtenido.

Obsérvese que no menciona explicitamente ninguna ecuacién correspondiente al
momento de cabeceo, aunque implicitamente, al hacer pasar por el centro presion la
proyeccion de la fuerza gravitatoria sobre la placa, se alude a la condicion de momento de
cabeceo nulo. Por lo tanto, el estudio de la estabilidad que podra realizarse con las dos
unicas ecuaciones de las fuerzas se vera hmitado a un caso estacionario condicionado a
unas condiciones iniciales (muy) particulares.

La posicion relativa entre el plano y la esfera es arbitraria, pero de modo que se
cumpla siempre la condicion establecida.
1 pre | d tablecid
13.3.8 Vuelo estacionario en un plano vertical.

Painlevé estudia ahora algunos problemas c/isicos de la mecanica de vuelo.

299



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

En primer lugar, se pregunta: ;:Como debemos elegir el punto “C” de modo
que la pendiente de caida sea minima? Esto equivale a plantear las condiciones de
vuelo que proporcionan el maximo alcance.

El problema consiste en elegir el angulo o de modo que tan y sea minima,
o sea con FEficiencia Aerodinimica maxima. El minimo de la expresion

f : . .
tany ~ (a +— se obtiene con un dngulo de ataque correspondiente a X=
a

\/7 . El valor de la pendiente entonces viene dado por:

(tan y)min ~ 2VE

Para las aplicaciones normales, I es pequeiio y los valores de los angulos ~

y a lo son también. En las condiciones optimas que acabamos de establecer la
resistencia al avance del plano sustentador debida al angulo de ataque debe ser
igual a  pV2: es decir, igual a la del “cuerpo esférico adosado” en el que se ha
supuesto concentrada la resistencia parasita. Esto, para Painlevé, constituye el
Teorema I de Pénaud. Efectivamente, existe una real semejanza, aunque no

identidad...

A continuacioén desea saber como actuar para que la velocidad vertical sea
minima y con ello se lograria la mixima autonomia. Para averiguarlo mimimiza la

velocidad vertical V, =V Sin ¥ suponiendo la pendiente pequena. La ecuacion de

. . ) f
la resistencia podra expresarse ahora como: y = (a +—
o

Y con la condiciéon de equilibrio estacionario:

mg~KSVia = V= /ﬂ
KS«a

Llegamos a una expresion sencilla para la velocidad de descenso:

V,=xVy= x/a+i3 mg
> |VKS
a

La derivada de la expresion anterior respecto de @ se anula para & = 3f Esto

4 Im
se corresponde con una velocidad de descenso de (VZ )min ~ 31 ’K—g«/l’)f

Implica también que la resistencia al avance del plano sustentador es, en
estas condiciones de vuelo, el triple que la resistencia al avance propia del cuerpo
esférico adosado. (Esto constituye, segun Painlevé, el Teorema II de Pénaud)
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Estos dos “teoremas” que hemos mencionado no son necesarios para el
estudio que Painlevé realizara sobre la estabilidad dinamica de la placa. Los hemos
mencionado aqui s6lo por su interés histérico: en el primer Curso de Aerondutica
que se impartié en el mundo, Painlevé los citaba como s1 formasen ya parte de un
cuerpo de doctrina aeronautica establecida.

13.3.4. Estabilidad en angulo de asiento longitudinal.

Para estudiar la estabilidad en una placa plana con régimen de planeo
estacionario estabilizado, Painlevé suglere que imaginemos que por cualquier
motivo -una perturbaciéon atmosférica, por ejemplo- cambia la inclinacion de la
placa de modo que el dngulo a varia un poco. Si el angulo aumenta, segiin Avanzini/
Joessel esto hace retroceder el centro de presion y la placa tiende a recuperar su
posicion anterior. Un razonamiento anilogo se aplica si o disminuye. Painlevé
explica ahora que esto sucede siempre, con independencia de la posicion vertical

del CDG.

Si las condiciones iniciales de lanzamiento de un planeador son diferentes
de las necesarias para el establecimiento del movimiento estacionario, el
movimiento no lo serd, por lo menos micialmente.

Sea la descripcion del dibujo adjunto (Fig. 13.5). Todos los angulos son
positivos en el sentido de la figura.

Figura 13.9: Placa en vuelo planeado en un plano vertical. Estudio de la estabilidad
dindmica.

Las fuerzas aerodinamicas admiten una resultante. Llamemos F a la proyeccion de

esta resultante segun la linea tangente a la trayectoria, y /V a la proyecciéon segin la normal
a la anterior y dingida hacia arriba.

Llamemos v el momento respecto del CDG con 6 crecientes en el sentido de

inclinar el morro hacia abajo. Para el caso estacionario tenemos las expresiones:
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F=-V?’(\a?+p) N=\V?a v=MAoV?(a—a,)
[13.14]

El valor a4 se define como el correspondiente al angulo estacionario de planeo
correcto y ¢ es una clerta constante que es positiva si el avion es estable. Las ecuaciones
mtrinsecas de la dinimica del movimiento del CDG son:

mi—tz —ViAa*+pu)—Py
D —AVZa-P [18.15]
dtN e [N
a2 _ 2 _ _ ay
Iyﬁ— AoV (a—a;) 2tht

Podemos observar que en la 3* ecuacion de [13.15], la correspondiente al
momento Painlevé incluye un término proporcional a la velocidad V, de definicion un
tanto nebulosa para una sola placa, correspondiente a un efecto  amortiguador debido
a la velocidad angular de cabeceo. Es poco clara debido a que no se sabe bien qué valor
asignar al parametro “A”.

Painlevé describe como se procederia para efectuar el estudio de la estabilidad a partir
de las ecuaciones [13.15], pero no lo hace, sino que remite a los estudios de Bryan [3] y
de Ferber [5]

13.3.5 Estabilidad en velocidad.

Painlevé estudiara ahora la estabilidad de esta placa en un punto de equilibrio de su
descenso estacionario. Da la impresion de que se propone estudiarla teniendo presentes
todas las variables del movimiento longitudinal, pero finalmente limita su objetivo y
consecuentemente el alcance de sus conclusiones. El proceso es como se indica a
continuacion.

Sean V; ¥ ~, los valores de la velocidad y de la pendiente que corresponden a un
planeo “correcto”, lo que simplemente significa ahora planeo “estacionario”.

Consideremos V; y 7, las condiciones 1niciales del vuelo. Supongamos que la
velocidad en cualquier momento admite la forma V = V; + AV, el dngulo de ataque de
modo andlogo @ = @; + Aa y también la pendiente v = vy, + A~.

Painlevé estudia el movimiento durante el periodo en el que se puede suponer que los
mcrementos son pequenos. Esto conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
y homogéneas de coeficientes constantes.

Si para este sistema se buscan soluciones de la forma Au = Ae™, Aa = Be™, Ay =
Ce™, los valores de r podran obtenerse a partir de una ecuacion algebraica de 4° grado,
que es el Polinomio Caracteristico del Sistema Lineal.
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Para que el vuelo de planeo sea estable es necesario que las raices de esta ecuacién
tengan su parte real negativa. De esta manera el problema es reconducido a unas
condiciones puramente algebraicas que -dice Painlevé- han sido ya estudiadas  aunque
de modo mmcompleto, por Bryan [3], Ferber [5] y Soreau [4], y desde el punto  de vista
estatico, para superficies planas, por Brillouin [6]. No menciona ninguna de las particulares
conclusiones obtenidas por estos predecesores.

Painlevé tampoco desarrolla el sistema de 3 ecuaciones diferenciales que ha obtenido,
pero de las dos primeras obtendra un analisis de la estabilidad de la velocidad, que se
conoce desde entonces como “7eorema de Painleve”.

Con nomenclatura actual es el siguiente:

Comienza por establecer las ecuaciones linealizadas del vuelo en un plano vertical, sin
incluir la ecuacion del momento de cabeceo:

dAav _ _pSVO2 ACD — pSCDYV,
m

AV —gcosy, A
dt om g Yo BY

[13.16]

dAy _ pS 'V, ACL+'DS CL AV 4 95176 Ay
dt 2m m V,

Painlevé introduce la condicion particular de que se pueda mantener la pendiente
de la trayectoria malterada ante las perturbaciones de la velocidad. A partir de la segunda
ecuacion de [13.16] puede verse que esto exige que se cumpla que:

2CL

0
No entra en detalles respecto al modo de lograr el mantenimiento practico de

ACL=-

AV [13.17]

esta condicion, que reduce a una sola el sistema de ecuaciones [13.16].

Este valor, una vez itroducido en la primera ecuacion de [13.16], conduce al
sigulente resultado:

2

dAV __pSVCDT 0 [CL 1y [15.18]
AV m oCL\ CD

Una vez integrada, tenemos:

_pSV, CD? OEA,

AV (t)=e ™ <t [13.19]

Siendo EA la Eficiencia Aerodinamica. Esto indica que la velocidad sera
estable volando en el régimen de dngulo de ataque bajo e inestable en el caso
contrario. Este es el denominado “Teorema de Painlevé”.
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Teorema de Painlevé (1908)
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Figura 13.0: Grifico de la Eficiencia Aerodindamica y de su derivada respecto de la
mcidencia, para un caso particular. La zona A es estable, v la B inestable. Polar de

coeficientes constantes para el ejemplo de la figura: (CDO ~0.013, K ~ 0-14)

Las exigencias reales de este teorema no son tan restrictivas como podria pensarse.
Ademais, debido al nulo uso que hace de la ecuacion del momento, y a la particular
manera de pilotar el descenso que establece, apenas pasa de ser una curiosidad matematica.

Painlevé no estudiara la estabilidad de los aviones con el sistema completo de
ecuaciones diferenciales en tres dimensiones, pero mspirard a G. De Bothezat el tema de
una tesis doctoral, en la que este autor acometera de lleno este desafio dos anos después
[7], contemporianeamente con Bryan [8].

13.4 Comentarios

(1)

3)

Painlevé tiene una idea clara de los factores aecrodinamicos relevantes, y adopta
un tipo de curva polar de resistencia aerodinamica coincidente con el
preconizado por Pénaud, Soreau y Ferber, asimilable al actual.

Considera que un solo elemento sustentador sin propulsion y aislado es apto
para el vuelo descendente y equilibrado siempre que el movimiento del centro
de presion con las variaciones del angulo de ataque cumpla una condicion que,
para placas planas, segan Joessel y Avanzini, se cumple siempre. Sin embargo,
reconoce las ventajas de completar el avion elemental -formado por una sola
placa- anadiéndole un ala de pequeinio tamano “detras” del ala mayor, al que
llama empenaje “ 7Tipo Pénaud’.

Los distintos teoremas que Painlevé obtiene se corresponden con los que
estableci6 Pénaud, aunque las posibilidades de resultar utiles a los
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(4)

constructores de aviones eran escasas, por las incertidumbres que rodeaban a
algunos parametros que aparecian en las férmulas.

Trabaja con las ecuaciones diferenciales no estacionarias en un plano vertical.
Painlevé es el primero que modeliza matemdticamente la ecuacion del
momento de cabeceo con sentido fisico claro y de un modo explicito aunque
precario. La utiliza para el estudio del vuelo de planeo. Los parametros que -
en esas ecuaciones- significan la aportacién del dngulo de ataque y la
correspondiente fuerza de amortiguacion debida a la velocidad angular del
avion aparecen en forma embrionaria y todavia no bien definida. (Por ejemplo,
s1 un fabricante desea disenar un aviéon y decide servirse para ello de las
ecuaciones de Paimnlevé, se encontrara con dificultades para fijar con precision
el valor numérico de parametros que aparecen en las funciones que describen
el comportamiento aerodinamico). El sentido fisico es claro, pero la asignaciéon
de cuantificacién numérica vaga.

Painlevé obtiene su “teorema” sobre la estabilidad de la velocidad en descenso
recto planeado, para cuya obtencién no necesita la ecuacién del momento de
cabeceo. Esta condicion, obtenida de un modo algo artificioso'”, no ha
resultado en la prictica tan restrictiva como nsintia su formulacién matematica.
(Complementariamente, incluso manteniendo la formulacién de Painlevé, la
sustitucion de valores reales de aviones convencionales en sus férmulas indica
una extremadamente pequena divergencia en velocidad).

Finalmente, explica someramente coémo se podria analizar matematicamente
la estabilidad a partir de todas las ecuaciones de un movimiento tridimensional,
pero no lo desarrolla. (Parece haber dejado esta tarea en manos de uno de sus
doctorandos en la escuela Politécnica de Paris: George De Bothezat, estudiado
aqui mas adelante).
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Capitulo 14

G. de Bothezat (1882-1940).

158

Contenido
14.1 Nota Biografica
14.2 Documento de Referencia.
14.3 Descripcion de Contenido.
14.3.1 Extracto del Prélogo de P. Painlevé.
14.3.2 Fuerzas que actian sobre un acroplano
14.3.3 Electo de las velocidades angulares.
14.3.4 Caracteristicas fundamentales de un aeroplano.

14.3.4.1 Vuelo horizontal estacionario. Hipérbola de Pénaud.

158 http://www.russianhelicopters.aero/upload/iblock/776/776424f11007 16b{7c08668{2a715827 .jpg
(14.06.2017)
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14.3.4.2 Vuelo de ascenso o descenso con pendiente pequeiia.
14.3.5 Nocion de Par Central
14.3.5.1 Aparato sin empenajes.
14.3.5.2 Aparato con superficie de cola.
14.3.5.3 Aparato con superficie delantera.

14.3.6 Analisis del fuselaje.

14. 4 El problema general de la Estabilidad de un aeroplano. Estabilidad Longitudinal.
14. 5 Conclusiones relativas a la Estabilidad Longitudinal.

14. 6 Ecuaciones generales de la dindmica de un aeroplano en tres dimensiones.
14. 7 Conclusiones generales.

Bibliografia.

14.1 Nota Biografica.

Naci6 en Besaravia, perteneciente entonces al imperio Ruso. Obtuvo su formacion
técnica superior en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Lasi (Rumania),
graduandose como ingeniero en el Instituto Politécnico de Kharkov (Rusia). Realizo
estudios en el Instituto Electrotécnico de Lieja (Bélgica), en la Universidad de
Gottingen vy en la Humboldt (Berlin). En 1911 se doctor6 por la Universidad de la
Sorbona (Paris) con dos tesis, una de ellas sobre la Estabilidad de los Aviones. Después
de asumir diversos empleos profesionales en Rusia, emigro a los Estados Unidos de
Norteamérica con motivo de la Revolucion Rusa de 1917. Fue contratado™ por NACA,
y por la Unwversidad de Columbia y el Instituto Tecnolégico de Massachusetts.
Proyect6 y construyé un helicoptero de cuatro rotores para el ejército americano que
logr6 mantenerse en vuelo a muy baja altura, y fue cancelado por sus pobres
actuaciones. Se mvolucro también en diversos proyectos industriales poco relacionados
con la aviacié6n, aunque dos anos antes de morir retorné al diseiio de helicopteros.

14.2 Documento de Referencia.

Georges de Bothezat; “Etude de la Stabilit¢ de L’ Aeroplane”, Thése présenteé a
la Faculté des Sciences de Paris. (Janvier de 1911) Avec un préface de Paul
Painlevé. H. DUNOD ET E. PINAT, EDITEURS. PARIS (1911)

“Ce libre est, & ma connaissance, le premier
qui renferme una discussion exacte et
compléte de la stabilité de I'aéroplane™
(Paul Painlevé)

" Su influencia como miembro directivo de NACA fue de corta duracion debido, segin parece, a sus
dificultades para trabajar en equipo, y porque su brillantez estaba impregnada de un estilo erriatico que lo
convertia en poco fiable. [28]
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14.3 Descripcién de Contenido.

14.3.1 Extracto del Prélogo de P. Painlevé.

“SI conociéramos las leyes de la aerodindmica (...) la teoria del acroplano seria una
aplicacion de la mecdnica: el cilculo permitiria conocer sin incertidumbres la respuesta de
un aeroplano. Estas leves no nos son conocidas. Ll fenomeno aerodindmico es muy
complejo. Depende de las velocidades, aceleraciones e historia previa del movimiento, y
de la viscosidad (...). Los matemiiticos llevan tiempo intentando responder a este desalfio.
Por el momento, hay que acudir a los resultados experimentales. Actualmente se acepta
que las leyes (...) sobre las luerzas aerodindmicas dependen del movimiento (...) en el
mstante considerado. Es mmposible que este postulado sea  verdadero. Incluso
admuitiéndolo, las leyes hoy aceptadas son muy imperfectas y discutibles. Entonces, ;A qué
viene multiplicar formulas y mds formulas...”

Esta  conclusion es erronea. Solo la mecinica permite mterpretar con exactitud
observaciones, extraer ensenanzas, trazar un plan para los experimentos y establecer los
coeficientes fundamentales. Es una guia y un mtérprete’”. Algunos piensan que la aviacion
no debe nada a la teoria. Existen personas que actian segiun cdlculos groseros, con
razonamientos (...) que resultan escandalosos para todo matemiitico. Perjudiciales mais que
ttiles. Pero la teoria (...) ha sido un consejero siempre fiable, y ha inspirado a Cayley (UK),
Pénaud (F), Ader (F), Maxim (USA), Lilienthal (G), Langley (USA)"'.

A modo de ejemplo, véase Ia mision de la cola de los aviones. Un efecto (...) de
significado misterioso para pilotos y fabricantes, que se transmite, pero cuyo significado se
1gnora. Otro: la posicion del CDG. Muchos imaginan el avion “colgado” del Centro de
Presion, y asimilado a un péndulo; esto da pie a divagaciones fantasmagoricas. Saber
mecdnica racional no dota de capacidad mventiva a quien no la posee, pero puede evitar
mcertidumbres (...), preservando de errores y sugestiones ilusorias...

Es necesario conocer la estabilidad de los aviones. Esto no exige métodos
novedosos; son los mismos que empled Laplace hace 225 anios y desarrollo Routh: el de
las perturbaciones pequenas alrededor de un punto de equilibrio... Toda la dificultad
estriba en no equivocarse en los cilculos y tener claro el sentido mecdnico y correctamente
establecido el valor de los coeficientes. Esto (...) conduce a cilculos complicados, como
han mostrado Bryan & Williams (1903) [16], que no consiguen obtener resultados exactos,
como tampoco los que les han seguido. Ningiin razonamiento simplista puede suplir el
andlisis de las ecuaciones completas. Algunos de estos métodos simples que se han
propuesto son aberrantes y es mejor no hablar de ellos. Otros indican correctamente las
tendencias, pero proporcionan solo parte de las condiciones de estabilidad, o de modo
mexacto.

Ll mérito de la tesis de De Bothezat estriba en que ha resuelto un problema algebraico
de gran dificultad: estimar la magnitud matem:itica de las raices del polinomio caracteristico
mediante un juego de curvas, para los limites entre los cuales pueden variar actualmente

160

Hoy dirfamos que trataban de “identificar el sistema”.

" Cita Painlevé a un cierto nimero de pioneros que no siempre ni todos se inspiraron en las leyes formales
de la dindmica del cuerpo rigido. Un niimero no pequeno de los que menciona Painlevé fracasaron. Ese
fracaso, en parte, provenia de que omitieron estudiar el comportamiento de su aeroplano respecto de unos
grados de libertad que quizis habrian descubierto que no les era posible controlar con los disenios de sus
aeronaves. Es grande el contraste entre los que menciona Painlevé, con el modo de enfocar el trabajo y los
medios que pusieron en préctica los Wright para lograr el primer vuelo controlado unos anos antes. Painlevé
volo el 10 de octubre de 1908 con Wilbur Wright en el Flyer, pero curiosamente no menciona entre los
pioneros a los dos americanos. Los Wright estaban varios aios por delante de los europeos, vy llegaron a
tener una concepcion clara de los problemas de control de un avién, antes que no pocos pioneros de ambos
continentes; no tenfan estudios umiversitarios, pero estaban dotados de una gran capacidad de observacion,
de trabajo, de estudio, de teson y firmeza, de capacidad practica de resolver problemas. Cfr. “ Wilbur &
Orville Wright Papers”, Vol I (1899-190.5) y Vol II (1905-1912)
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las constantes caracteristicas de los aviones. Los cdlculos son penosos, pero solo exigen
g4
paciencia.
Las conclusiones de la Tesis de De Bothezat son lamentablemente negativas'™

2

Introduccion.

De entrada De  Bothezat repasa someramente algunos hitos de la breve
historia de la aviacion: Cayley [17] y Pénaud [18] establecieron la configuracion
general del avion. Lilienthal [19] estudi6 la capacidad sustentadora de un ala y
realizo vuelos de planeo con control gravitatorio elemental. Wright [2] y
Lavavasseur construyeron un motor ligero, y Wright, Ferber, Santos-Dumont,
Voisin, Farman, Bleriot, entre otros... construyeron los primeros aparatos, de los
que fueron extrayendo empiricamente y sélo cualitaivamente algunas de las
propiedades fundamentales desde el punto de vista de la estabilidad. Se descubriéo
asi que un empenaje horizontal, manejado adecuadamente, era capaz de asegurarla.
Pero la base tedrica era precaria.

De Bothezat conoce el trabajo de Bryan & Willhams [16], que se basa en ]J.
Routh [15]. Piensa que el estudio de los pequenos movimientos permitird sacar
conclusiones sobre la estabilidad de los aviones. A continuacién menciona los
trabajos de Ferber [20], que ha sido el primero en estudiar la estabilidad lateral, y

los de Soreau [21]. )

De Bothezat es consciente de que las leyes aerodinamicas no son bien
conocidas. De entre ellas, la mas problematica es la que concierne al sentido del
desplazamiento del centro de presion de un ala. No obstante, piensa que para el
caso de los pequenios movimientos esto no debiera suponer un problema. También
pone en guardia frente a la tentacion de suprimir algunos términos de la ecuacion
caracteristica con el pretexto de que parecen pequenos frente a los demas. Los
ensayos han demostrado que esto puede viciar la discusion cuantitativa.

En el prologo declara lisa y llanamente que el problema de la estabilidad no
tiene nada que ver con la velocidad, en apoyo de Ferber [20], que habia disentido
de esta primeriza afirmacion de Bryan & Williams [16].

De Bothezat separa el sistema Longitudinal del Lateral-direccional y realiza un
estudio matematico pormenorizado de la influencia del estabilizador horizontal
posterior, basado en estudios de Painlevé [6], quien a su vez se basé en los de
Crocco [22] sobre estabilizadores de dirigibles. Analiza las raices reales de la
cuartica de estabilidad Longitudinal mediante los métodos de F. Klein y las raices
mmaginarias mediante el método de los indices de Cauchy. Son capitulos
mcomodos. Su tesis desarrolla las ecuaciones linealizadas completas con todos los
grados de libertad.

En el III capitulo analiza la estabilidad lateral de modo sucinto y peculiar.
Declara categoricamente que “La stabilité latérale de | aéroplane ne peut étre

* Sorprende esta conclusion, ya que si la parte real es negativa, el movimiento perturbado se amortiguard.
Pero la afirmacion de Painlevé tiene un sentido que veremos mds adelante.

311



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

assurée que par quelque dispositit mobile”. Esto no incumbe ahora a nuestro
estudio.

14.3.2 Fuerzas que actdan sobre el aeroplano.

Aunque las leyes de la Resistencia del aire no son conocidas con detalle,
para un cuerpo con un plano de simetria esta resistencia depende de la velocidad
respecto del aire V, del angulo de ataque & que forma esta velocidad con una recta
fyja al cuerpo y contenida en el plano de simetria, y de la forma y dimensiones del
cuerpo (D).

R=F(V,a,D)

Para velocidades comprendidas entre 10/50 m/S Bothezat admite la

. 2 e : . -
dependencia respecto de V © verificada por los precisos trabajos de FEiffel [24] con
placas planas y curvas, y por los ensayos con dirigibles, ferrocarriles y tranvias. (De
Bothezat piensa que para velocidades menores, la resistencia R depende de V en
forma lineal y para velocidades mayores el exponente de la velocidad es mayor de

2).

2
R=V*G(e,D) [14.1]
Los experimentos han intentado sobretodo determinar el valor de la
funcion G para diversos casos particulares.
Para un plano delgado que se desplaza normal a la corriente se ha

2 )
comprobado que es aceptable suponer R=KSV* EI valor de K se denomina
“Coeficiente de resistencia especifica del aire”. En el Sistema Internacional de

Medidas el valor de K -segtn Fiffel [7]- es: K~0.08 kg/m® El centro de presion
estd en el centro geométrico del plano.

Si inclinamos el plano, el valor de R dependera del dangulo de inclinacion.

De Bothezat admite que puede representarse como R =K'SV a0 si 0< <300
pero es 1mportante resenar que K’ no puede ser considerado constante para
cualquier superficie. Para planos rectangulares, depende del cociente de la
envergadura (b) respecto de la cuerda (c), y es creciente con la primera. Su valor

maximo parece obtenerse con (b/ C) = 6, aunque todavia es un aspecto mal
. .. 3
conocido. Para un plano cuadrado puede admitirse que K'~0.16 kg/m’.

Pero la cuestion mas dudosa es el desplazamiento del centro de presion
(CP) con la variacion del angulo de ataque.

La posicion del CPpara un plano -afirma- se ha visto que es sensiblemente

mdependiente de la velocidad, pero depende mucho del angulo de ataque. Cuando
pasamos paulatinamente desde a =90° hasta ¢ =0° el CP -que llamamos ahora
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(= se aproxima constantemente desde el centro de la placa hacia el borde de ataque

y tiende a una posicion limite -que llamamos Co - cercana al borde entre 1/3 y 1/ 4
de la cuerda, que llamamos c.

Para variaciones pequenas de @ la distancia C,C puede ser representada

mediante una funcién lineal de @ tal como: COC =P (C / 2) Q Los valores de la

constante p no son bien conocidos: Avanzini [25] y Joessel [23] lo establecen en
0.6, Eiffel [24] le asigna el valor unidad. De Bothezat tomara el valor de Eiffel. No
le preocupa mucho, pues valora sobre todo la posicion limite del CP cuando & es
pequeno y sus varlaciones regulares y lineales a partir de un cierto valor. El
procedimiento de linealizacion para los pequenos movimientos le permitira
mdependizar este aspecto todavia poco conocido del estudio de la estabilidad.

Las superficies curvas tienen la propiedad de ofrecer, para la misma
sustentacién que un ala plana, menor resistencia aecrodinamica. Esto las cualifica
positivamente. De Bothezat dird que un ala con curvatura es asimilable a un plano
ficticio cuya cuerda estd en la recta que marca la direccion de sustentacion nula del
perfil y cuya superficie es la proyeccion del area del ala curva. El angulo de ataque
& se medird desde esa cuerda, anidlogamente a lo que propone Soreau.

A partir de aqui, la fuerza normal y la fuerza tangencial de alas rectangulares
con curvatura admiten la expresion (empirica) aproximada siguiente:

N ~ K,SV %«
T ~K;SV?(ra’ +s)
[14.2]

En estas formulas la constante Kl depende sobretodo del alargamiento

alar. Los valores numéricos de los coeficientes ry s dependen del perfil curvo y son
muy dificiles de medir.
De Bothezat supondrd, sin ofrecer  detalladas explicaciones, que

r~l s~0.01 K1 ~0.3 kg /m’ ( para AR ~ 6) Lo hace simplemente a titulo

Hlustrativo de los 6rdenes de magnitud que asume para estas constantes. Supondra
también, como primera aproximacion, que la fuerza total resultante es normal al
plano ficticio de sustentacion nula. Esta descripcion aerodimamica y los valores que
admite para las constantes son basicamente los que propuso Soreau [10].

Respecto del desplazamiento del centro de presion, los datos que tiene De
Bothezat son imprecisos y contradictorios. Nadie niega la posicion limite del CP
que hemos llamado C, cuando & es pequefio, pero las opiniones divergen

cuando & crece. Unos afirman que se aleja del borde de ataque -como para las
alas planas- y otros parece que dicen lo contrario.

Ante esta situacion, De Bothezat decide trabajar dejando este aspecto sin
resolver. Si retrocede el CP al crecer @, lo llamara “Desplazamiento Directo”

Py > 0, de lo contrario, lo llamard “Desplazamiento Inverso” p; <0. Es decir:

313



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

C C
(COC)directo * Py E a (COC)inverso D E a [14.3]

Los valores Py Py son constantes adimensionales cuyo valor depende de la

curvatura del perfil alar. Supondra también que su valor absoluto en ambos casos
es similar al de p para el caso de un ala plana delgada.

Todo esto indica que los conocimientos aerodinamicos son 1imprecisos. No
obstante, segun De Bothezat, si lo que nos iteresa es analizar casos en los que
tanto V como & se mueven dentro de los margenes aeronduticos normales, las
formulas arriba citadas pueden ser una razonable aproximacion inicial.  Esta
cautela debe tenerse en cuenta, pues solamente en este sentido le ofrecen confianza
a De Bothezat. Para superficies de otras formas diferentes de la rectangular, el
autor declara que es muy poco lo que se sabe a ciencia cierta. (“ Habria que recurrir
a un adivino’...)

14.3.3 Efecto de una velocidad angular alrededor de un eje perpendicular a su
plano de simetria (sobre un ala plana sometida a una corriente uniforme).

Aunque no lo menciona explicitamente, sus calculos suponen que el centro
de giro esta fuera de la placa y suficientemente alejado. (Fig. 14.1)

HQ
A

A% 0 B
I

W=Va+wr

~N
w

"

Figura 14.1: Esquema para el cilculo de la fuerza acrodindmica generada por la velocidad
angular de una superficie que gira alrededor de un eje en el mismo plano, con el centro de
giro fuera de la superficie.

Este caso es mmportante porque las superficies sustentadoras traseras estan

normalmente inmersas en este tipo de flujo. El proceso que sigue De Bothezat para
cuantificar la influencia de la velocidad angular @ es el siguiente (Evidentemente, el
razonamiento aerodinamico que subyace a este modo de actuar es inadecuado, y De
Bothezat lo sabe):
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(1) Asume la hipétesis de que la resistencia de un elemento diferencial de
superficie

do sera dR,=K'V?q,do [14.4]

(2) La componente de velocidad normal a la placa en ese elemento diferencial es

W, =T®, lo que equivale a un incremento de dngulo de ataque de

o ~1° [14.5]

(3) Luego: dRW ~K'V (ra))do

(4) Integrando a lo largo la cuerda, para obtener la fuerza total correspondiente a
la velocidad angular @ :

B
jrda:K'vcoH [14.6]

A

_KVo

w

Bothezat desprecia esta fuerza frente a la correspondiente al angulo @ lo
que equivale a considerar irrelevante el efecto de la rotacion.

() En cambio, el momento respecto del punto C que genera esta fuerza inducida
por la velocidad angular no es despreciado y su valor aproximado, suponiendo
h << H, seria:

1 BS 2
M(uszerzdaz h—+H2 KVo~K'VwH? [14.7]
2h 5, 3

La conclusién de De Bothezat es que, aunque las variaciones en sustentacién y
resistencia  generadas por la velocidad angular de cabeceo @ puedan ser pequenas, el
momento que genera puede no serlo. Esto es de gran importancia. Este momento tiende
siempre a oponerse a la velocidad angular.

De Bothezat concluye: “/o tinico que anade la velocidad angular (a la dinamica del
aeroplano) es un par amortiguador mdependiente del dngulo de ataque”. FEsto es
fundamental para la estabilidad. Piensa que una cierta curvatura en el ala no alterara
esencialmente lo que acaba de afirmar.

Marginalmente, la posicion del CP en una corriente con derrape lateral, es descrita

hipotéticamente de un modo ingenioso pero concluye que, en realidad, no se sabe nada a
ciencia clerta en el momento en el que escribe.
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14.3.4 Caracteristicas fundamentales del aeroplano.

Las alas son reducibles a una sola ala equivalente. Principio de no interferencia: De
Bothezat efectia la suma ponderada de la aportacion de cada superficie sin considerar la
mfluencia de unas superficies respecto de otras. El fuselaje lo equipara a una esfera
equivalente -al modo de Painlevé- y considera la traccion de las hélices constante, aunque
su linea de accion puede no pasar por el CDG.

Dispositivos de direccion: suelen ser de dos clases: el imén de profundidad,
denominado también timén horizontal, que puede estar delante o detras del avion, y sirve
-segun dice- para modificar la “inclinacion” del avion, y el timén vertical, normalmente
por detras. Este ultimo, afirma, sirve para hacer girar horizontalmente el avion. (De
Bothezat parece referirse ahora al dngulo de asiento lateral @ vy a sus variaciones).

Dispositivos de estabilizacion: son también de dos clases: los inmoviles y los
moéviles. Entre estos ultimos estian los alerones, o la torsiéon anti simétrica del ala, cuyo
objetivo es estabilizar lateralmente el avion. El timon vertical puede también servir para la
estabilidad lateral, al igual que el timén horizontal sirve para “combatir el cabeceo del
avion”. Supondra mandos fijos. Imagina que un ala con diedro equivale a un ala recta con
placas finales, anilogamente a Ferber [20].

Figura 14.2: Esquema descriptivo de un acroplano con tres superficies, una sustentadora
principal (w) y dos de control longitudinal: una delantera (gg) v otra trasera (qq) con
traccion central.

Tomando como referencia la Fig. (14.2), tenemos:
e wes el plano ficticio equivalente al ala principal del avion. La resultante
aerodinamica K se supone normal a este plano en primera

aproximacion, y situada en el CP correspondiente al angulo de ataque
a,
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e (oes laposicion limite del CPcuando a=0.

o Gesel CDG del avion.

o @D eslaresultante de la traccion de las hélices.

e P esel peso de la acronave.

o KkV? s la resistencia aerodinamica, incluyendo a los pilotos pero
excluyendo las hélices.

e ¢qq’ es el empenaje horizontal  posterior.

e gz’ es el imoén horizontal delantero.

El avion posee también un timon vertical que no se muestra en la figura.
Estudiaremos ahora solamente el vuelo en un plano vertical. A los efectos de la sustentacién
total, considera la superficie equivalente.

Complementariamente, tenemos también:

(1) Fuerza aerodinamica total: N = K SV 2
(2) Resistencia aerodinamica total del ala: T, = K;SV ? (I’a2 + S)

(3) Resistencia aerodinamica total del fuselaje (v de todo elemento no

. . 2
tenido anteriormente en cuenta) : T, ~KkV

(4) La resistencia aerodinamica total seria la suma de ambas:

T ~K,SV? rof+s,+LS =KSV*(ra’ +0) con:s+—— o
1 1

[14.8]

14.3.4.1 Regimenes de traslacién rectilinea de un aeroplano.

Supongamos a la aeronave en vuelo horizontal a velocidad aerodinamica constante
en modulo y direccion, sin viento.

Esto exige:

(1) P=K,SV,q,
@ O, =KV, (re) +o)

(3) Por tanto, de modo directo: % = (rao + EJ
a,

317



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES
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Figura 14.5: La “Hipérbola de Pénaud”, segin De Bothezat.

Explicaciéon  del grafico de la Fig. (14.3): La representacion grafica de

() . . .
—°=(ra0+£J tiene el aspecto que muestra la figura y De Bothezat, siguiendo a
Qy

Painlevé, la denomina “Hipérbola de Pénaud”.
.. D,
Puede verse que a un valor fijo de ? le corresponden dos puntos sobre la
hipérbola: a y a’, que son representativos de dos regimenes horizontales posibles para una
misma traccion de las hélices (I)O , v en abscisas tenemos el angulo de ataque

correspondiente a esos dos puntos.

L~ , ., _ 2 . ., 2
Sobre el grafico esta también la curva —— =V, @, en forma de hipérbola, con V,
1
en ordenadas.

Los puntos b y b’ son los valores de VO2 posibles. De estos dos regimenes, Painlevé

[3] ha demostrado -afirma De Bothezat- que solamente uno de los dos es estable'™ -De
Bothezat lo denomina normak y es el que tiene el dngulo de ataque menor. A este se
refiere siempre en su Tesis De Bothezat.

14.3.4.2 Régimen de ascenso o descenso con pendiente pequeria.

Las ecuaciones para este caso (Figura 14.2) son:

163 . . c .
Se supone que se trata del famoso Teorema de Painlevé, ya estudiado en el Cap. 13.
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(1) P=K,SV,’q,cosy, ~ K,SV,’q,
@ D, =KV, (ray +0)+Psiny, ~KSV,’ (ra,’ +0)+ Py,
(3) De las dos ecuaciones anteriores obtenemos la pendiente

Yo zg—[rao +£] Esto indica que hay también dos regimenes
P a,
posibles y que variando el dngulo de ataque mediante el empenaje
horizontal, sin modificar la traccién, puedo lograr ascender o
descender.
(4) Para el caso de vuelo de planeo sin motor tenemos:

o ., :

Vo = —| ray +— | De esta ecuacion De Bothezat extrae conclusiones
%)

sobre las condiciones de vuelo de maximo alcance y maxima

autonomia que coinciden sustancialmente con las de Pénaud y Painlevé.

14.3.5 Nocion de Par (Momento) Central.

Para un avién con cola -cuyo primer estudio De Bothezat — atribuye a
Painlevé- la esencia del problema de la estabilidad estriba en el estudio del Par
Central (“Couple Central”) de inmensa importancia: es el momento de cabeceo

respecto del CDG.

El empenaje amortiguador se supone que no sustenta en el equilibrio y su
funcién es siempre amortiguadora, con independencia del sentido en el que se
desplace el centro de presiéon con & y con independencia también de s1 estd por
delante o por detras del ala principal. Esto es habitual en los pioneros, como hemos
Visto.

Con referencia a la figura (14.4), las hipotesis asumidas — explicita o
mmplicitamente, son:

e No hay influencias mutuas de unas superficies sobre las otras: no hay
desviacion de la corriente ni erosion de la presion dindmica por efectos de
estela.

e Las “Resistencias” (es decir, las fuerzas aerodindmicas) son normales a cada
una de las superficies equivalentes.

e Para el equilibrio sustentador, se desprecian las superficies auxiliares (aa’) y
(gq), pero no el momento de cabeceo que generan. S v ' son los
angulos geométricos que cada una de ellas forma con la superficie principal,
a la que se atribuye toda la funcion sustentadora.

e Se supone la traccion paralela a la velocidad.
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Figura 14.4: Esquema para el estudio del Par Central de Cabeceo de un acroplano con
superficies de control delantera y trasera.

De Bothezat comenzard a analizar los diferentes casos posibles, segun el tipo de
aeroplano recordando que este desarrollo solo es valido para 0 < o <15°

14.3.5.1 Aparato sin empenajes horizontales.

Se trata de una simple ala solitaria. El Par Central wviene dado por:

M, =KSVa(a-pa)-0l [14.9]

Para condiciones estacionarias el momento debe ser nulo, tenemos:
_ 2 _
M, =KSV e, (a—pay)-@1=0 [14.10]

De Bothezat obtiene inmediatamente el valor de a para que el avion pueda volar
estacionariamente equilibrado:

0]

a D uo,+——
Ho T KV e,

[14.11]

Esto nos indica, de acuerdo con De Bothezat, la posicion que debe ocupar el centro
de gravedad del aeroplano para el vuelo estacionario con las condiciones de vuelo V,, &

Para ver el efecto de las oscilaciones alrededor de estas condiciones, De Bothezat analiza
los pequenos movimientos a partir de la ecuacion inicial del momento, suponiendo que la
traccion pasa por el CDG:

dM z@AV +@Aa con:a= ua, [14.12]
dv da

Que conduce a:
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OM ~ —uKSVia,Aa [14.13]

Esto indica que, si #£>0 el par resultante es estabilizador, y lo contrario sucede si

u<0

Pueden verse las fuertes restricciones de este aeroplano en cuanto a la  posicion
del CDG vy a la escasa controlabilidad que posee.

14.3.5.2. Aparato con superficie de cola (qq).

El origen de la aparicion de empenajes horizontales traseros, proviene segun De
Bothezat, de la imitacion de los pajaros. Su eficacia depende de su tamano, de la distancia
que lo separa del CDG y de su angulo de ataque respecto de la corriente.

Los dos primeros factores son claros. Interesa ver el tercero. En primer lugar, debe
proporcionar al ala principal un dngulo de ataque adecuado, comprendido dentro de un
margen que no es grande.

Para este tipo de aparato el momento de cabeceo viene dado por:

M, ==K SV? (a+B)(L+ o+ fl-a)-®l+KSV e (a- ua)
[14.14]

Es notable el hecho de que De Bothezat caracteriza cada aparato dotado de cola
mediante un valor fijo del angulo £, lo que le exige, para establecer el equilibrio, una
determinada posicion del centro de gravedad, medido por el valor “ @, ”. Siguiendo un
proceso andlogo al usado para una sola superficie  sustentadora, pero algebraicamente
menos simple, establece la  posicion del  centro de gravedad @y que anula el
momento para un cierto ¢, y una velocidad V , a continuacion linealiza la ecuacion del

momento y sustituye en ella el valor de &, llegando asi a:

? +K“|28qz +BY 1+
K253 2 @ HF g0 (@+B) byt

a
KSa+K.S,(a+p)

oM =-A < s
...+|2—S“(—Lﬂ+2aﬂ,u—ﬁ2,uq +a? (,u+,uq))
[14.15]

Las variaciones del momento dependen, en primera aproximacion (sin tracciéon) de las
del angulo de ataque vy, con las simplificaciones que permite la suposicion de angulos
pequenos y superficies estabilizadoras mucho menores que la principal, su signo lo define

321



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

una expresion que exige que el dngulo f para la estabilidad del movimiento cumpla la
condicion:

_L-20,u
Hq

B< [14.16]

Esta expresion  se halla implicita en los desarrollos de De Bothezat, que dedica un
amplio espacio a particularizar valores de f vy de @ observando el caricter de las
ecuaciones. Para el caso de movimiento del centro de presion en sentido contrario el signo
de los coeficientes p, 4, es negativo, y los valores numéricos que se han obtenido
anteriormente se ven alterados. No es necesario que le sigamos ahora por cada uno de los
detalles de ese prolijo camino.

Conclusiones del estudio de De Bothezat sobre la cola de los aviones:

e La inclusién de una cola modifica profundamente el Par central de un
aeroplano.

e No obstante, esto solamente afecta a las variaciones del par central que
son proporcionales a las del angulo de ataque. (Recordemos que para
De Bothezat la resultante de la sustentacion “total” pasa por el centro
de gravedad; la cola solamente sustenta cuando el dngulo de ataque deja
de ser el nominal, y solamente lo hace para “recuperar” éste).

e [kl efecto de la traccion depende enteramente de su linea de accion
respecto del CDG.

e Sila traccién es central, siempre se podra lograr que un adecuado valor
de B haga que el avién sea estable. Al ser normalmente negativo este

angulo, De Bothezat reconoce que esto supondra una pérdida de
sustentacion, pero piensa que es posible minimizarla, por lo menos para
angulos nominales de vuelo. Indica, ademads, que la experiencia
confirma su teoria.

14.3.5.3. Aparato con empenaje horizontal delantero.

De Bothezat efecttia un desarrollo analogo:
M, =+K,SVZ(a+B")(L'+ g, |+ B]-a) - Dl + KSV e (a- ucr)
Llegando a una condicién de estabilidad para S

S L—2a,u
M,

Jiil
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Todo lo anterior es repetido para el caso de desplazamiento inverso del CP con &
(No es necesario aqui mencionarlo de nuevo, una vez visto el procedimiento operativo de
De Bothezat)

Las relaciones entre el angulo de ataque y los valores de los angulos geométricos de
los empenajes delantero y trasero permiten actuar sobre el momento central, aunque
estrictamente hablando, debido a que los desplazamientos del centro de presion son
considerados lineales respecto de & , el momento central es cuadratico en & . Por esta
razon, la solucion estacionaria de la ecuacion del momento para unas condiciones dadas
de vuelo, si la traccién no pasa por el CDG, tiene 2 soluciones distintas de cero, y
conducen a un sistema algebraico algo alambicado.

14.3.6 Anilisis del fuselaje.

Utiliza el dudoso criterio de las quillas equivalentes. Este concepto lo utiliza también
Ferber en su estudio sobre la estabilidad.

14. 4 El problema general de la estabilidad del aeroplano. La Estabilidad
Longitudinal.

La definicion de estabiidad que adopta De Bothezat es: “Lapparerl
automatiquement stable est celur qui retrouve toujours de lu-méme son régime sans
l'intervertion du pilote”. Opta por un sentido restringido de la estabilidad ya que no
aceptard que una respuesta oscilatoria, aunque sea amortiguada, significa que el avion sea
estable. Ein este aspecto De Bothezat es tan extremado que llega a considerar que un avion
cuyas oscilaciones se amortiguan muy lentamente es completamente equivalente a un
aeroplano mestable, debido a que, si sobrevienen nuevas oscilaciones por una nueva causa
perturbadora, se anadirian a las que no han sido todavia amortiguadas y esto debe tratar
de evitarse. El tiempo de oscilacion que estd dispuesto a admitir para un amortiguamiento
efectivo y seguro es de algunos segundos. Comprende, no obstante, que quizas no sea
posible construir aviones con una respuesta asi, y se veria obligado a aceptar oscilaciones
amortiguadas.

De Bothezat se cine exclusivamente a los pequenos movimientos, y expone las
razones para hacerlo asi: en primer lugar, porque la experiencia asi lo autoriza. También
porque las leyes generales de la aerodinamica son mal conocidas: no permiten un
tratamiento mas general. Sin embargo, aunque se conocieran bien esas leyes, dado que
conducirian a sistemas de ecuaciones que no son integrables, nos veriamos obligados de
todos modos a recurrir al estudio de los pequenos movimientos para hacernos una cierta
1dea general del fenémeno. Y finalmente, en multitud de casos este tipo de tratamiento
matematico de los problemas de la fisica ya ha demostrado su valor practico. De Bothezat
se manifiesta moderadamente optimista respecto de la posibilidad de resolver el problema
de la estabilidad de los aviones que -dice- “ Parait encore entourée d’un certain mystére”.

Se plantea también una cuestion que esti en el ambiente aerondutico de la época:

¢Puede estimarse de una manera cuantitativa el grado de estabilidad de un aeroplano? Para
De Bothezat la respuesta es sencilla y de caracter matematico: las raices del polinomio
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caracteristico, si son reales, o las partes reales de las mismas, si son complejas, deben ser
negativas para que el avion sea estable, y la menor raiz (en valor absoluto) es un indicador
cuantitativo del grado de estabilidad del aeroplano.

Sin embargo, De Bothezat piensa que no basta con la regla de signos para las raices
ya mencionada, sino que los valores absolutos de las raices estan ligados con una propiedad
fundamental de la estabilidad, que se propone explicar mas adelante.

El esquema que sigue De Bothezat se basa en el descrito en la figura (14.5), y
consiste en un proceso de perturbacion lineal solamente del sistema longitudinal de
ecuaciones. Por tanto, no comienza su desarrollo a partir  del sistema completo
tridimensional.

Figura 14.5: Sistema de referencia de velocidades, angulos y fuerzas para la obtencion de
las ecuaciones linealizadas de la dinamica de un acroplano en un plano vertical.

Las ecuaciones de la dinimica del movimiento en un plano vertical son, de acuerdo
con lo establecido mads arriba, utilizando la nomenclatura de Soreau en todo aquello que
no es exclusivo de De Bothezat :

\Y .
[el] m ddtx =D cosp—KSV asiny - KV’ (ra’ +o)cos y

[e2] m dd\? =-P+®sing+KSV acosy —KV?(ra’ +o)siny

d’p do
[e3] IF:CVOZ(QO_Q)_aVE

[14.16]
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De las tres ecuaciones [14.16], la Gnica que platea interrogantes es la [e3], en la que

la aparicion del término (—av Ccli_¢j se explica por la obtenciéon, mas arriba obtenida por
t

De Bothezat, del momento generado por la velocidad angular de una placa [14.7].
Aparecen en la  expresion del momento de cabeceo dos  constantes

(C[Masa-LongitUd],a[Masa]) , ambas supuestas  positivas pero no directamente

cuantificadas. ATENCION: Ahora la constante ¢ no es la cuerda alar).

Suponiendo que la pendiente es pequenia, tenemos:

V, =V cosy =V
V, =Vsiny=Vy

Las ecuaciones perturbadas, con pendiente inicial nula, son:

[e1] mdstV =—2KSV, (ra; + o)AV + KSVia, (1-2ra, ) Aa —(®sin g, + KSVia, ) Ap
d(Ap—A
[e2] mV, w = 2KSV, o, AV +KSV,? (1+ ra, + G)Aa + (—KSV02 (ra,’ + o)+ $Cos g, )Ago
2
[e3] | dthf =—cViAa—aV, dﬁ_t(o

[14.17]

Llegamos a la matriz del sistema Lineal. La escribimos expresada ya en la variable
de Laplace (s):

—ms —2KSV, (ro + o) KSV e, (1-2r) 0 —KSV2a, |
2KSV, msV, +KSV{ (1+rag +o) 0 —msV, —KSV{ (ra; +o)
0 —cV/ —sl,, —asV,
I 0 0 1 0 |

164 S . . .
De Bothezat analizarda mas adelante el sistema lineal que aparece cuando la pendiente no es nula.

Observara que tnicamente cambia significativamente uno de los coeficientes de la ecuacién caracteristica, el
2 2.2 .

aV, 20(KSV; +¢)-2m’g (2r-1) _cv; amgsiny,

Zh . 20 R
lyy mzvo lyy mV,

A1 , que pasa a ser ahora: A = - Se puede observar

que pendientes negativas pueden hacer que el coeficiente A1 deje de ser positivo. Esta posibilidad no es

mencionada por De Bothezat, que considera que la inclusion de la pendiente no cambia los aspectos
sustanciales del desarrollo que estd efectuando. Es una particularidad que Harper, ayudante de Bryan, hard
notar, y serd incorporada al libro de este en 1911. Existe, no obstante, una discrepancia notable: para Bryan
el ascenso puede generar inestabilidad, al contrario que para De Bothezat.
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[14.18]

De Bothezat considera que la ecuacion caracteristica de esta matriz, de 4°

grado, es de tal calibre que hace imposible discusion con los métodos manuales

tradicionales, y tampoco quiere considerar la posibilidad de simplificar aquellos

términos que pudieran parecer pequenos en comparacion con los demas, pues eso
-piensa ¢l- “falsea” el problema.

Si, no obstante lo anterior, nosotros observamos los coeficientes del

polinomio caracteristico con el supuesto de tracciéon nula, llegariamos a los
sigulentes valores:

A, = 2eK*SN; (P +0° +of (1+2rc))

A =KSVy' (3em(red + o) +2aKS (r’e; + o (1+0) + & (1-1 +2rc)))

A, =V5 (cm? + KS (am(1+3rag +30)+ 2KSlyy (rag + o/(1+ )+ & (1- 1+ 2r0) )
A, =mVy (am+KSl,, (1+3rag +30))

A4 = mZVOIYY
[14.19]

Vemos que todos ellos son positivos si lo es la constante ¢. Esto exige que
el empenaje sea posterior. (Recordemos que el CP del ala principal comncide con el

CDG).

De Bothezat sugiere -siguiendo a Soreau- el valor F =1, con o <<1 De
modo que, considerando despreciables las potencias no lineales de ¢,

llegariamos a:

A~ 26K*SV; (0% +af )
A ~KSV, (3cm(ra§ +0)+ 2aKSa)

A, =V (cm” +KS (am+ 2KSl,, o)) [14.20]
A, =mVy’ (am+KSl,, )
A, =m?V,l,,

El determinante de Routh tal como surge de los coeficientes completos no
es apto para extraer conclusiones sencillas sobre la estabilidad, pero con los
coeficientes  simplificados, y suponiendo despreciable o =0, lo que
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probablemente es una hipotesis excesiva, conduce a una condicion de estabilidad
tal como la siguiente:

(cm+aKS)(3cm +2aKS ) (am +KSl,, ) >0 14.21]

Si suponemos, de modo coherente con las unidades fisicas, que a=cL*,

. L* . . L. , ..,
siendo una cierta longitud caracteristica, obtendriamos como condicién de

estabilidad:

c+——~ (>0
L*

Segin esto, con las limitaciones propias de las hipotesis simplificativas
mtroducidas, y con ¢ >0, el movimiento siempre seria estable. S1 ¢ <0la condicion
es

2
K Sk’
L*

<

No obstante De Bothezat, después -segin afirma- de haber ensayado
muchos y diversos procedimientos, se inclina por estudiar las raices de la
ecuacion caracteristica mediante un procedimiento de Félix Klein [26] para las
raices reales y el de los indices de Cauchy [27] para la parte real de las raices
Imaginarias.

Colateralmente De Bothezat concluira -en polémica con Bryan y Williams
[16]- que la estabilidad no esta directamente relacionada “per se” con la velocidad.

Establece el polinomio caracteristico, en el que la resistencia aerodinamica
se ha 1igualado a la tracciéon y el peso a la sustentacion, con la pendiente del vuelo
nula. Los coeficientes son:

A =1
p Do KSVE13 o con: A= o, o KSVo +3¢
Iy mV, Yy
2 2 9 KSV + 2m?g?(2r-1
Az:a_\/OKSVO +3¢+CV ¢( ¢) . 9 ( ):Aql+C+q2 Con: C_
I, my, ly, m*V,
26(KSV? +¢)—2m*g?(2r -1 2
A= $(KSVe' +9) MG (2071) OV 20 g, Con : g, =
|YY mz\/0 |YY mV0
N Con:g —E
IYY VO2 ) h V02
[14.29]
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Con las asignaciones establecidas para abreviar el desarrollo obtenemos la
siguiente ecuacidn caracteristica, que es algebraica de cuarto grado:

s +(A+q)s +(Aq +0,+C)s" +(Ag, +Cq,)s+Cq, =0 [14.93]

Los coeficientes {A, ql,qz,C,QS,Ch} dependen de las caracteristicas del

aeroplano y de las condiciones de vuelo; A caracteriza el amortiguamiento y C el
par recuperador, segun la ecuacion establecida mas arriba:

d’Ap

vy dtz -

dA
—cVZAar—aV, d—f [14.24]

[e3] |

165

El procedimiento de Klein para las raices reales
sucinto, a continuacion.

se describe, de modo

La ecuacién caracteristica puede ponerse como:

Q, +50; +5°

e 5(0, +50y +5°)

+A=0 [14.25]

Estableciendo una correspondencia univoca y reciproca, respectivamente
entre los términos de esta ecuacion y los de la recta:

y=ux+v=0 [14.96]
Es decir:
2
y=s ‘o q4+sq3+s2
s(q, +sq, +5°) [14.27]
u=_C v=A

Para obtener las raices reales bastara con hallar los puntos de interseccion
de larecta Y =C X+A con la curva
2

9, + Y9 +Yy [14.98]

= y(a +ya +Y°)

Las ordenadas de estos puntos de mterseccion son los valores de las raices
reales.

Vemos que lo que procede ahora es analizar, del modo mas general posible,
los valores de los distintos coeficientes que intervienen en las expresiones
anteriores. A esto dedicard De Bothezat los siguientes apartados de su tesis.

" Veremos en un capitulo posterior que Von Karman y Trefltz utilizaran este mismo método para estudiar
la estabilidad de los aeroplanos., y obtendran una ecuaciéon caracteristica similar a la Ec. [14.23].
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Tomara, logicamente, sus datos de los aviones existentes en el momento en el que
redacta su Tesis.

(1) Sobre el coeficiente g, , De Bothezat establece que con seguridad, sera

siempre menor que la unidad y decreciente rapidamente con V,
2

m
2 13.9—
q 29" 208) o |77 | g [14.29)
Vo Vo VOE
S

(2) Sobre el coeficiente 0y, que puede expresarse como

2 2
q3=—¢=M\/E, De Bothezat establece que, siendo 0, <1, el
mV, mg
¢

parametro (; serd también menor que la umdad s1 —<— \/_ este
mg

cociente puede tomarse como al pendiente de la trayectoria, ya que para
De Bothezat, ¢ equivale ahora a la resistencia en vuelo horizontal.
Una pendiente a la que corresponda un angulo de

ArcTan[y]~ 1 0.707 =y ~35.26° es desorbitada. Por tanto,

NA

puede considerarse razonable afirmar que: 0<(;<1

2
%) _ _
Ademas, podemos escribir: [ ) [\/_ 2mg \/_j 2m?g? %

2 2
de modo que (%) -, = q{zrfzgz —1} <0 [14.30]

Esto permite a De Bothezat afirmar que las raices de la ecuacion
q, + Y0, + y2 =0 son imaginarias, y -dado que ese trinomio es positivo
para ¥y=0, 1o sera para todos los valores ~0< Y <+0
‘ , KSV, +3¢ o
(3) Sobre el coeficiente ¢ =————_. De Bothezat consider6 que se

mV,

podria aceptar, para los valores tipicos de @, que este parametro seria
mayor que la unidad para las velocidades de la época:

$~mgtany, mg = KSV/«a,

[14.31]
¢ = w g( +3tan7/0] E[i+___J>1
mv, a, V, o

Puede verse también que basta una velocidad en valor numérico -

no en unidades- igual a la aceleracion de la gravedad para ver que ¢, >1
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2
o - KSVy +3¢ _ KSV, [[\ED+_,.>1 [14.32]
mV, m 9

26(KSVy +¢)—2m?g? (2r—1)
m?v/? ’

(4) Consideremos ahora el coeficiente @, =

. KSV; +¢
que podemos escribir como: 0, =0 TV a, (2|’ - 1), De Bothezat
0

demuestra también que ¢, <0, .

. ., 2 . §
Complementariamente, la ecuacion Y°+0,y+0, =0 tiene como raices

2
Vi, = —% + (%j —q, v laexpresion subradical tiene el valor de:

2 2 2 2 .2
q) _(st0 —¢) +8m?g?(2r-1) 14.38
(2) % = 4mAV2 [14.33]

Entonces De Bothezat establece que las dos raices de la ecuacion

y2 +0,Y +0, =0son reales y negativas.

Todas estas consideraciones van encaminadas a trazar la forma

2
estandar de la ecuacién x = G+ Y0 +Y -~ » CON:
y(a, +ya, +v?)
Ay ooV
IYV IVV
_ KSV{ +3¢
' mv,
2 KSV + 2r-1
g, = ¢( ¢) 5 ( ) [14.34]
mz\/0
_2
O = mv,
29°
N

La misma version conceptual pero con la nomenclatura actual de
los coeficientes Ay C es:

Co- {pSZWICV JCM A=- ('DSWCVJCMq (14.35]
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Observamos que las dos derivadas aerodindmicas relevantes son,
como era de esperar, CM_,CM_

Qs+ Y9 + Y’
y(% +ya +Y°)

La recta cuya interseccion con X = indica las raices

reales sera:

2
y(ps_VJCM(piI_VJCM 14:36]

2 IYY YY

Vemos que los dos parametros que definen esta recta son las dos
derivadas aerodinamicas CM, y CM,,,

Para tratar de ser mas especifico, De Bothezat traza la grafica
correspondiente, segin parece, a un avion genérico del tipo “Voisin”, cuyas
caracteristicas, estimadas aproximadamente, son:

g ~5275rad/s q,~0.752rad/s* q,~0245rad/s @, ~0.481rad/s’
[14.36B]
La representaciéon x(y) para este avion es la que muestra la figura

(14.6). Pueden verse las cuatro zonas inter asintoticas. (Kl origen de
coordenadas aparece muy desplazado hacia la derecha del lector)

De Bothezat {x(z) VOISIN}

|
|
|0 ZONA IV
I
I

Figura 14.0: Ramas de la Fcuacion Caracteristica de Estabilidad para el acroplano Ref.
[14.36BY/, con indicacion de asintotas y definicion de zonas segiin tangencias posibles.
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Esta representacion, con pequernias variantes, es comun a todos los aviones, dentro
del marco de hipétesis asumidas. Asi, por ejemplo, para un avion'” de caza francés,
posterior en 70 anos al parametrizado por De Bothezat en 1911, tendriamos un grafico
como el adjunto (Fig. 14.7):

{De Bothezat & Klein (Mirage F1)}

=]

02 °

=}
W — — — W W— W — W— —

-5080

Figura 14.7: Ramas de la Ecuacion Caracteristica de Estabilidad para el acroplano (CIr.
Nota 7) junto con la recta AB propia de este mismo avion. (Puede verse que apenas es
visible y casi se confunde con el eje horizontal).

La linea AB del grifico de la Fig. 14.7 es la recta cuya ecuacion es

4 IYY YY
para las condiciones de vuelo del caso. Se puede ver que NO corta en ningin punto

S,C, V. S.Cy V. . . .
y:(—m—oCqux—m—OCMa con sus coeficientes particularizados

a la curva x(y) , lo que indica que no hay ninguna raiz real, como suele suceder en

los modos propios del movimiento longitudinal de los aviones.

De Bothezat completa lo anterior mediante el estudio de la parte real de las
raices complejas de la ecuacion caracteristica mediante el método de Cauchy. En
sintesis, se trata de lo que sigue.

La ecuacion caracteristica del sistema cuyas raices queremos estudiar es:

4 3 2
f (S) =S + %S + AZS + AIS + Ab Supondremos que las cuatro raices son
complejas. La base del procedimiento consiste en el teorema de Cauchy segun el

cual el ntimero de ceros de una funcion f (S) de la variable compleja S =X+ iy

que hay en un recinto cerrado viene dado por el valor de la integral

166

Avions Marcel Dassault “Mirage Fr’. masa =10.000 kg, V=150m/s, z=0 Vuelo
horizontal equilibrado. Modelo Matematico DatCom_OB_1345; Hoskyns_University; 2004.
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1 ¢f'(s) - 1
N=—|——=d : f(s)=pe” N=—|de [14.37
27i f(S) s con:f(s)=pe?= 271'[ ¢l ]

Esta integral debe tomarse a lo largo de un contorno sobre el cual f (S)

no se anule y dentro del contorno no haya ningiin polo. Puede verse que esto
equivale a decir que el nimero de ceros contenidos en el contorno considerado es
1gual al nimero de veces que el argumento @ aumenta en el dngulo 27 cuando

la variable s recorre una vez todo el contorno cerrado.

Figura 14.8: Recinto para determinar el nimero de raices de la Fcuacion Caracteristica
por el Teorema de Cauchy.

De Bothezat solamente esta ahora interesado en la parte real de las raices,
asi que considera el contorno formado por la recta vertical que dista una
distancia x del eje Y junto con el semicirculo de radio infinito, tal como sugiere
la Fig. (14. 8). (S1 desease efectuar el mismo tipo de averiguaciones para la parte
1maginaria de las raices, trabajaria de modo andlogo con una recta “y” paralela
al eje X).

Recorremos el contorno haciendo variar x desde —90 hasta +00 para barrer
todo el plano de la variable s.

. ) 1
De Bothezat calcula, en primer lugar la integral N = 2— _[ de. Para ello
T

separa la parte real de la imaginaria en la funcion (S):

f(s)=U+iV
Con:
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U=y'—w,Y’+y, V=-uyy +yy

v, = A+q, +4X

v, =C+0, +30,x+6x> + A(q, +3x)

v, =Ad, +C0, +2(C + Ag, + G, ) X+ 3( A+, ) X +4x°

v, =Cd, +(Ag, +Cay) x+(C + Ag, + G, ) x* +(A+q, ) x* + x*

[14.38]

El contorno se compone de dos partes: una recta y una semicircunferencia.
La integral correspondiente al circulo de radio infinito la domina el término en

. 1
s* y la variacion serd 4 veces 77, por tanto, N, = 2—.[ dp=2 [14.39]
T

Para la variacion del argumento @ de la funcion f (S) cuando z recorre

la recta debido a que en ella la coordenada x es constante y la coordenada y
varia desde —90 hasta +90, de manera que los cambios de signo de Uy de V
son indicativos de un corte en el eje. Si llamamos m al nimero de veces que el

contorno recorrido por f (S) corta al eje de las V -en un sentido arbitrario

definido como positivo- y n el nimero de veces que este contorno lo corta en
sentido negativo tendremos, para la parte recta del contorno:

1 m-—n
N=—"|dp=— 14.40
zﬂj p=— [14.40]

La diferencia (m - n) viene dada por el nimero de variaciones de signo

del sistema {U1V} con la coordenada “y” variando desde —90 hasta +00. Este
numero de variaciones De Bothezat lo fija mediante un teorema de Sturm

relacionado con la obtencion del maximo comun divisor. El proceso es
laborioso.

De Bothezat obtiene alguin resultado concreto notable, por ejemplo: “Es
mmposible hacer un acroplano cuya ecuacion caracteristica tenga todas las raices
1maginarias y con la parte real negativa, que no tenga dos de ellas con la parte

real comprendida en el intervalo (O, —l) ”. Esto, para de Bothezat, es senal de

que todos los aviones son lentos en recuperar su régimen original, y puede
significar un problema de estabilidad, desde su particular punto de vista.

Es una propiedad general e irremediable de todos los aviones, y -afirma-
contradice la certeza instintiva que se ha tenido siempre de que si se le da a un
avion la forma apropiada, con empenajes horizontales adecuados, seria posible
lograr la estabilidad completa. De Bothezat demuestra que esto no es posible.
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No obstante, los requisitos de De Bothezat para declarar un avion “estable”
se han demostrado en la prictica aerondutica excesivamente exigentes.

Es mteresante observar que menciona la posibilidad de resolver este

problema mediante dispositivos automaticos que controlen elementos moviles
del avion.

14. 5 Conclusiones relativas a la Estabilidad Longitudinal.

(1) Todos los aviones responden lentamente ante las perturbaciones de su

()

(

5

régimen nominal de vuelo.

Es imperativo tratar de lograr aviones que carezcan de oscilaciones en su
respuesta. Esto puede logarse mediante dispositivos automaticos, en cuyo
detalle De Bothezat no se propone entrar.

De Bothezat solamente tratara de este ilimo tipo de aviones; es decir, de
aquellos cuyas raices de la ecuacion caracteristica puede ser analizadas
mediante el método de Klein. Para estos, sugiere un modo de estimar las
dimensiones mas adecuadas desde el punto de vista de la estabilidad
sigulendo un proceso inverso al realizado para determinar las raices: pasar
de las raices deseadas a la obtencion del amortiguamiento y del par de
recuperacion, a través de sus parametros caracteristicos A y C sobre los
graficos de Klein.

La difundida opinién de que la estabilidad depende de la velocidad de
vuelo descansa sobre un malentendido: en el trabajo de Bryan & Williams
[16] estos autores no han explicitado suficientemente el problema, y han
pensado que la velocidad aparecia como un criterio claro de estabilidad.
Posteriormente, Bryan ha reconocido, tal como Ferber [20] se lo habia
hecho notar, que la estabilidad debe depender de las caracteristicas
(proporciones) del avion.

) Analiza también la influencia de la excentricidad de la traccion respecto del

centro de gravedad. Dado que la traccion depende de la velocidad,
aparecera un nuevo término dependientes de esta en la ecuacion del
momento de cabeceo. Es la tnica variacion a mtroducir en el sistema
establecido antertormente. El estudio de De Bothezat es detallado y
analogo al que ya ha realizado en el caso de par central, pero mas general y
con alguna 1ncertidumbre respecto al comportamiento de las hélices. No
nos ha parecido necesario incluirlo ahora en el presente estudio.

14.6 Ecuaciones generales de la dindmica de un aeroplano en tres dimensiones.

Fl estudio lo realiza para pequeinos movimientos del aeroplano, a partir del régimen
horizontal rectilineo. De Bothezat afirma que el primer intento de establecer las
ecuaciones generales del movimiento del aeroplano se debe a F. Ferber [20], aunque este
considero despreciables las influencias de las velocidades angulares. Hemos visto ya en otro
capitulo las aportaciones del francés.
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De Bothezat definirda un sistema de referencia (Fig. 14.9) con origen en el centro de
gravedad del avion y con sus ejes paralelos a un sistema de ejes fijos GXYZ. Respecto de

este sistema se orienta el triedro fijo al avion GX,Y,Z, mediante tres dngulos -los dngulos

de Euler- de asiento longitudinal @, asiento lateral @ y rumbol , en la nomenclatura

habitual.

Superficie

\ alar

Z
/7

Figura 14.9: Esquema tridimensional de De Bothezat para el andlisis de la estabilidad de
un aeroplano.

Sin necesidad de seguir detalladamente la obtencion de las ecuaciones,
mencionaremos algunas particularidades. De Bothezat acepta que los ejes GX)Y,Z,
pueden tomarse como principales de inercia, lo que simplificara las ecuaciones de las
aceleraciones angulares, y establece unas expresiones para los amortiguamientos debidos a
las variables laterales, de no muy precisa definicion.

Dado que el objeto de nuestro trabajo es exclusivamente la estabilidad longitudinal,
no sera necesario ir mas alla del dato que recoge De Bothezat de que se obtiene la
separacion del sistema de ecuaciones en dos sistemas lineales independientes; el primero
de ellos, correspondiente a la dinamica longitudinal que logicamente coincide con el ya
estudiado previamente en este mismo capitulo.

De Bothezat considera que estos dos sistemas lineales proporcionaran una
primera aproximacion suficientemente exacta para el estudio de las pequenas desviaciones
alrededor del equilibrio. Esto se debe fundamentalmente a que, como hemos visto, el
punto menos claramente conocido de las leyes aecrodinamicas es el desplazamiento del
centro de presion, mientras que los demdas aspectos aerodinamicos que afectan a los
aviones han sido ya, en primera aproximacién, bastante bien determinados. Pero De
Bothezat cree haber demostrado -en el capitulo sobre el Par Central- que la influencia del
sentido de este desplazamiento es practicamente irrelevante para un aviéon con mas de una
superficie sustentadora.
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(1)

14. 7. Conclusiones generales.

De Bothezat, como ya se ha dicho, no acepta que un avién cuyos modos son
oscilatorios pueda llamarse estable.

Considera que hay dos modos de estabilizar longitudinal e intrinsecamente un
avion: el sistema americano (Lo denomina “Sisterma Wiight”) y el sistema francés.

Kl sistema americano -asi dice- consiste en descentrar el eje de traccion, de modo
que esta genere momento de cabeceo proporcional a la velocidad. Segun De
Bothezat, este no es un buen sistema: primero porque depende del funcionamiento
de los motores y segundo porque no estabiliza frente a las variaciones del angulo
de ataque.

Kl sistema francés utiliza empenajes horizontales que generan automaticamente la
estabilizacion y es mucho mejor que el americano pues solamente depende de la
forma geométrica del aeroplano. Desde todo punto de vista debe preferirse este
sistema ante cualquier otro. Le convence poco que el estabilizador trasero sea todo
¢l movil, pues prefiere separar la accion de control del angulo de ataque, de la
accion estabilizadora para evitar interferencias entre ellas. Sospecha que este tipo
de estabilizacion permitiria probablemente obtener modos no oscilatorios lo que
considera una gran ventaja.

No obstante, piensa también que ninguno de los dos sistemas puede garantizar la
estabilidad, salvo en viento en calma o con viento regular lentamente variable: una
estabilidad completa no se puede lograr debido a que los tiempos de respuesta -
como De Bothezat cree haber demostrado- son necesariamente relativamente
grandes.

Como resultado final de su tesis, predice que el problema de la estabilidad de los
aviones, tanto longitudinal como -con mayor razon- la lateral direccional, requerira
el diseno adecuado y la incorporacion de  superficies moviles, y que es este un
campo en el que se encontraran no pequenas dificultades.

Globalmente consideradas, las pesimistas predicciones teoricas de De Bothezat
sobre la estabilidad de los aviones no se han visto confirmadas.
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Capitulo 15

G. H. Bryan (1864-1928)
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167 https://en.wikipedia.org/wiki/George_H._Bryan#/media/File:George_Hartley_Bryan_1864-1928.JPG.
(14.06.2017)
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15.3.8 Efecto de la inclinacion de la trayectoria
15.3.9 Estudios complementarios y Conclusiones sobre el Movimiento Simétrico

15.3.10 Anexo con descripcion de Problemas pendientes de estudio.

15.4 Andalisis Critico-Historico

15.5 Anexo. 1.
15.6 Anexo 11

Bibliografia.

15.1 Nota Biografica.

Naci6 en Cambridge (UK) el 1 de marzo de 1864, fallecié6 en Bordighera (Italia) el 13 de
octubre de 1928. Su padre, Robert Purdie Bryan, fallecié siendo Bryan joven. Su madre
y abuela asumieron su educacion. Se formo con tutores privados en Italia, Francia y
Alemania. Fue admitido en Cambridge (1883) y se gradu6 en 1886, siendo elegido fellow
de Peterhouse en 1889. Profesor de Matematica Pura y Aplicada en el University College
de North Wales, de Bangor, donde permaneci6 -salvo un periodo entre 1917-1920- hasta
su jubilacion en 1926. Miembro de la Royal Society (1895) por sus trabajos sobre la teoria
cinética de los gases y miembro honorario de Peterhouse (1915). Se intereso por la fisica
estadistica y la termodinamica, con valiosas publicaciones en estos campos; entre sus
amigos y conocidos se contaron L. Boltzmann, A. Sommerfeld, Planck, E. Mach y Van
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der Waals. Conocié las publicaciones de O. Lilienthal y las investigaciones de N. E.
Zhukowsky sobre el vuelo de planeo de las aves. La enfermedad final fue breve; la noche
anterior a su fallecimiento participé en el Congreso Matematico Internacional de Bolonia.

15.2 Documento de Referencia

“Stability in Aviation”. “An Introduction to Dynamical Stability as applied to the
Motions of Airplanes”. By G. H. Bryan'”, Sc. D., F. R. S. MACMILLAN AND CO.,
LIMITED. ST. MARTIN S STREET, LONDON, 1911. [1]

15.3 Descripcién del contenido

El presente estudio se centra en el andlisis de la estabilidad longitudinal (Estabilidad
simétrica, en terminologia de Bryan), y abarca los 6 primeros capitulos del libro; los 2
sigulentes versan sobre el movimiento lateral-direccional y los 3 ultimos recogen sus
conclusiones, los resultados de otros mvestigadores y también  proponen algunos
problemas para futuros estudios.

15.3.1 Ecuaciones generales del movimiento.

Bryan establece las ecuaciones de la dindmica, considerando el avion como un
cuerpo rigido, siguiendo a E. J. Routh [2].

Figura 15.1: Sistema de Fjes de Referencia, ligados al acroplano, utilizado por Bryan.

Adoptamos ahora la nomenclatura™ habitual para los ejes de referencia,
ligeramente distinta de la mostrada en la Fig. 15.1, v las variables de la dinamica de un
avion, velocidades lineales y angulares, signos, ercias,... etc... expresado en ejes cuerpo,
con el origen en el centro de masas, sin detenernos ahora en precisar explicitamente el
significado de cada uno, pues son facilmente captables”. Denominamos 7" a la traccion,
cuya linea de accion pasa a la distancia A2 del CDG'y es paralela al eje X.

* Con la colaboracion -dadas las caracteristicas del texto, nada despreciable- de G. H. Harper.
" Cfr. Por ejemplo, las referencias [9], [10], [11], [12], [13], [14] y [15]

" Pueden encontrarse en el Capitulo “Nomenclatura”.
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(Nota: en la fhigura (15.1) pueden verse los ejes cuerpo utilizados por Bryan.
Nosotros no seguimos ahora este convenio).

Las ecuaciones de la dinamica de un sélido rigido son:

1] m(i—f+qw—rvj:T+X —-mgsiné

[2] m[%Jrru— pwj:Y +m gcosésing

[3] m(c(jj—\iv+ pv—qujzz +mgcosdcosg

[4] Ixxp_lxzr_Ixzpq+(|zz_|yy)qr:L [151]
51 1,4+ 1,(p°=r)+(,—1,)pr=M+Th
[6] Izzf_lxzp+|xzrq+(|yy_Ixx)pq:N

[71 p=¢—ysing
[8] q=0cosg+y cosdsing
[9] r=y cosdcosg—Osing

15.3.2 Concepto de “Derivada Aerodinidmica”.
Bryan acepta la hipotesis de que las fuerzas aerodinamicas {X, Y, Z} vy los
momentos {L,, M, N} son proporcionales al cuadrado de la velocidad relativa del

viento incidente VO , v desarrolla el concepto de “Derivada Aerodindmica” para

caracterizar los coeficientes consecuencia de la linealizacion que se propone realizar.

Fl principio de linealizacion permite omitir los productos de incrementos

pequenos de las variables {AU, Av, Aw, Ap, Aq, Ar} que aparecen en los desarrollos

matematicos, y los incrementos de las fuerzas y momentos pueden expresarse
exclusivamente mediante funciones de las variables que se muestran a continuacion:

{X,Y,Z, LM, N} =0, gica (U Vo W, p, 0,1} cOnzU =Ug+u

Notese que estos iIncrementos son lineales en las variables fundamentales y estan

referidos aUO.
{AX,AY,AZ, AL, AM, AN} = p{pU,, qU,, r Uy, uly,vU, , wU, |

Esto implica que la forma matematica de cualquier coeficiente de las denominadas

por Bryan “derivadas acrodinamicas” es funcion lineal de Uo :
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o{X,Y,Z,L,M,N}
o{p,q,r,u,v,w}

:(DLlNEAL{ Uo} [15.2]

Con las condiciones de equilibrio incorporadas las ecuaciones linealizadas quedan
asi:

[1] mdﬂ:—mgAecosé’ +AT +Au X, +Aw X, +AQ X
dt 0 u w q

dAv
[2] m[F+ ruoj: mg Agcose,+AvZ, +ApZ, +Ar Z,

[3] m(d(;# - AqUOJ =-mgAfsing,+AUZ, +AWZ +AqQZ,

[4] 1,Ap—1,AF=AVL, +ApL, +ArL,
[5] 1,Ad=AuM, +Aw M, +AqM, +(AT)h
[6] 1,AF—1,Ap=AvN, +ApN_ +ArN,

24

15.3.3 Separacion en dos sistemas no acoplados.

Al constituido por las ecuaciones [1], [3] v [5] de [15.4] Bryan lo denomina Sistema
Simétrico

[1] mdﬂ:—mg A@cosf,+ AT +Au X, +Aw X, +Aq X
dt " ‘

dAw ):—mgAesin¢90+Au Z,+AwWZ,+AqZ,

3] m|—-AqU
@ nf 43 -aau,
[5] 1,AG=AuM,+AwM, +AqM +(AT)h

[15.4]

Al constituido por las ecuaciones [2], [4] v [6] de [15.4] lo lama Sistema Asimétrico

dAv
[2] m(?+ ruoj: mg Agcos@, +AvZ,+ApZ +Ar Z,

[4] 1, Ap-1,AF=AvL +ApL, +ArlL,
[6] 1,AF—1,,Ap=Av N +Ap N +ArN,

[15.5]

Estos nombres -simétrico, asimétrico- se corresponden con el tipo de variables
asociadas a cada uno de los dos  sistemas.
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15.3.4 Estudio del Sistema Simétrico.

Nos centraremos en el primero de ellos, pues estudiamos ahora solo la estabilidad
longitudinal. Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes supone soluciones matematicas del tipo exponencial para cada variable:

dau = AU, lew, dﬂ:qu

si: AUAW,AQ et = —
dt dt dt

Y también:

dA—Q:}LAQ, Aq:ddA—te

Bryan establece, a partir del sistema linealizado, la  matriz correspondiente al

sistema simétrico MS :

_ . }
/I(;Hﬁj /1& ;t{—q—gcoseoj
m m m
Z Z gsing Z
M. = — A+ =2 +U,+— 5
M, oM, oM
L Iy Iy Iy ]

El problema de analizar la estabilidad del sistema queda reducido a tratar de
identificar las condiciones necesarias para que las raices del polinomio caracteristico
sean negativas s1 son reales, o tengan su parte real negativa, si son imaginarias. Para esto
le resultan muy aptas las Condiciones de Estabilidad establecidas por E. J. Routh [3].
El nicleo matematico fundamental de la herramienta de trabajo de Bryan consiste en
una detallada y certera aplicacion de los procedimientos descritos en el mencionado
trabajo de Routh.

e Los coeficientes del Polinomio Caracteristico.

El determinante de la matriz « M s ” conduce a una polinomio de cuarto grado:

pol=A A +A L +A P+ A A+A

[15.8]
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Siendo el valor de cada uno de sus coeficientes'”":

1

A,
M
A3=—q+ﬁ+ﬂ

|y m m

MU; MX, MX, MZ, X2, MZ, XzZ

u 4 qW+uw

A2=_

2 2
I, I, m I, m I, m m I, m m
A= MUX, , MUX, MW XZ,  MXZq
2 2
Iym Iym Iym Iym
s M, X,Z, . M X2, M,X.Z, N M, X,Z, .9 M,cosg, gM,sing,
Iym2 Iym2 Iym2 Iym2 1, 1

_gM,Z, cosé, .9 M,Z,cos6, gM,X, sing, L9 M, X, sing,

I, m I, m I, m I, m

Ab:

[15.9]

Las condiciones de Routh indican que, para que las raices de

4 3 2 . .
pOI = AML +A3ﬂ~ +Azﬁ~ +A1]~+A) =0sean negativas o de parte real negativa, deben
tener el mismo signo todos los coeficientes A4; A31 AZ’ Ai; 'Ab , vy también el término

compuesto siguiente RO = A (AsAz - A4A1) - A32 A\) denominado discrimiante de Routh.

Para nuestro caso, esto significa:
2 A2
Ay B AAL(AAA =K = KA)>0
Es interesante observar que el angulo de asiento longitudinal del avion U solamente

aparece en dos de los cinco coeficientes: Ab y A1

e Las denominadas “Primitivas Condiciones de Estabilidad”

La definicion de “derivada aerodinamica” que acabamos de establecer, junto con
las condiciones de Routh, permiten a Bryan concluir que la estabilidad dependera de
la velocidad de vuelo, segtun el esquema que se muestra a continuaciéon. Bryan repite
aqui lo que ya expuso en el trabajo que publicé, junto con Williams, en 1904 [5].

" Se han establecido ahora las ecuaciones de forma que el coeficiente A4 :1, lo que difiere ligeramente del

modo de presentacion de Bryan. Por lo demas, el cambio es irrelevante.
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La dependencia de los coeficientes Aﬁ respecto de Uo (Ec. [15.2]) resulta ser la

sigulente, siendo los valores ki =Cte.

A=I

Ay Ky Uy,
A, o ky,Us;
Ao Kuy Ug +Kp, Ug; [15.10]
Ay o kAoU(f;

R, ¢ Ko Us +ko Ug +k UZ

Ya se ha visto en el capitulo 9 la conclusion que Bryan establece, sobre la
dependencia de la estabilidad respecto de la velocidad de vuelo, al estudiar la estabilidad
de los planeadores [5].

Esta misma conclusion aparece ahora expresada de modo menos radical, ya que
es mitigada indicando que, s1 completamos las conclusiones respecto de las Iimitaciones
de la estabilidad con las ecuaciones de equilibrio estacionario -que son requisito previo
imprescindible de todo estudio de estabilidad- las limitaciones no muestran ya su
dependencia de la velocidad de vuelo y pasan a hacerla explicita a través  de las

caracteristicas geométricas, masicas y aerodinamicas propias del aeroplano.

Bryan denomina “ Primitivas Condiciones de Estabilidad’ alas que explicitamente

contienen la variable “velocidad de vuelo Uo 7, argumentando que, para obtenerlas, no
se han utilizado las ecuaciones de equilibrio. Esta afirmacion, en rigor, no describe con
precision el proceso que ha seguido: para establecer las ecuaciones linealizadas que le
permiten obtener las “ Primutivas Condiciones de Estabilidad” ha fijado unas condiciones
de equilibrio, -entre otras, la velocidad de vuelo Uo - y estas estan 1mplicitamente

presentes en las ecuaciones linealizadas.

Bryan da el nombre de “Condiciones modificadas de Estabilidad’ a aquellas en

las que ya no aparece la velocidad U o porque ha sido elimimada utilizando las ecuaciones
que fyjan el equilibrio. En realidad, no se trata de una modificacion de las condiciones de
estabilidad, sino de unas expresiones matematicas de las mencionadas condiciones que
tienen en cuenta los datos de partida y no caen en la confusion de considerar variable lo
que, por hipoétesis, es constante. Parte de las conclusiones del trabajo publicado en 1904
por Bryan & Williams descansaba sobre la ambigiiedad anterior, que fue ya criticada por
Ferber [6] y otros.

e Expresién de las derivadas aerodindmicas para alas planas.

El analisis de Bryan para este tipo de superficies parte de considerar conocidas la
fuerza aerodinamica total “R”y la posicion del Centro de Presion, ambas como funciones
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del dngulo de ataque @ vy de la velocidad angular . Se supone nula la resistencia
aerodinamica tangencial al ala y la fuerza “R”es perpendicular a la placa sustentadora, tal
como describe, con la sencillez de los propios dibujos de Bryan, la Figura (15.2)

o /fa/ \ Xt

Posicién del Centro de
Presién de la Fuerza "R"

L~
{X,Z}o/ocp,ch]

{xX
AMcdio e
Ia Cuerda alar

Z(+)

Figura 15.2: Esquema de Ljes de referencia y nomenclatura para el estudio del vuelo de
una placa plana. (No son ahora los de la Fig. 15.1). La velocidad U es paralela al eje X.

Las coordenadas del Centro de Presion {xCP, zCP, se toman a partir del punto

medio de la cuerda alar C por comodidad, debido a que para & :% el centro de

presion esta alli. Se observa inmediatamente que las componentes de la fuerza y el
momento generado por R, son:

X=-Rsina Z=-Rcosa M=R¢ [15.11]

Bryan acepta para la fuerza R el valor siguiente, ya conocida por los trabajos de
otros pioneros:

R=KSU? f(a) [15.12]

Y la distancia que separa el Centro de Presion (CP) del punto medio de la cuerda
alar C es:
CP=ag(a) [15.13]

“,»

En esta expresion “a” es una constante con dimensiones de longitud e igual a la
semi cuerda, segn indica el dibujo (15.3), que es un detalle del grafico anterior:
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Figura 15.3: Esquema y nomenclatura para el estudio del vuelo de una placa plana.

(Detalle)

Las dos relaciones funcionales que caracterizan el comportamiento de la fuerza

aerodiamica y la posicion de la resultante respecto del angulo de ataque & son f (05 ) y

¢ (0( ) , v deberan determinarse experimentalmente ™. En los calculos que desarrolla Bryan,

la Fuerza Aerodinamica y su posicion, junto con las Derivadas Aerodinamicas, expresadas
en forma general, quedan del modo siguiente (Ref. Figura 15.2).

Fuerza Total y posicion del Centro Aerodinamico. La expresion admitida por Bryan
para la fuerza es, como hemos visto,

R=KSU; f(a)

Si ahora suponemos unos componentes de la velocidad de perturbacion {u, w, q}:
p p I » W,

R+AR=K S (U, +u)” f (o +Aa)~KS (U +2Uu+...) f (o, +Acr)
[15.14]

Con:
f(a+Aa)~ f (ao)+¥Aa [15.15]
a

Hasta términos de primer orden el efecto de estos imncrementos, para Bryan,
supone:

(1) Un incremento de la velocidad resultante:

UxU,+u+qz =(U,+u+qz) =UZ+20u+.. [15.16]

" Para los ejemplos numéricos Bryan utilizara las expresiones dadas por S. L. Langley [7] para f (06 ) y por

E. Joéssel [8] para ¢(0€ ) , exactamente igual que en su trabajo de 1904.
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(2) Un aumento del angulo de ataque de la forma:

Agn_N—X4  W-xq
U,+Au+qz U,

[15.17]

De modo que el incremento en la fuerza acrodinamica debido a un cambio en
magnitud y direccion de la velocidad es:

AR ~ 2K SU, f(ao)u+KSU§(W_XqJ6f(a)| [15.18]
U, oa

a

Los nuevos valores perturbados de Ry de la distancia & , en la medida en que
dependen de la velocidad de traslacion, seran:

R=K SUZ f(a,)+2K SU, f(a,)u+K SU? W‘Xanf(“ﬂ
U, oa "

[15.19]

&~ Xxcosa, +zsing, +a¢(a0)+a(

W—X( 8¢(a)|
U, ) oa |,

Observemos que lo que acaba de realizar Bryan implica asumir un sistema de
referencia con el eje X coincidente con la velocidad. Las derivadas aerodinamicas se
corresponden con las generales que obtuvo en 1904 [5] sin mas que incorporar la

condicion de Wy = 0

15.3.4.1 Derivadas Rotatorias

Bryan introduce también la posibilidad de que existan unas derivadas
aerodimamicas, que denomina “Derivadas Rotatorias”, que se corresponden con las
derivadas

_y H(a) ., 99(2) (
fq(ao)_uo o y ¢q(%)—Uo P [15.20]

4] )
Estas derivadas representan la variacion de la fuerza R y de la posicion del CP
cuando el ala es sometida a una velocidad angular “¢”.

Una placa giratoria respecto de un punto ajeno a la placa se descompone en una
traslacion y un giro. Uno de los efectos de esta velocidad angular -ya lo hemos visto- es
que genera velocidades de traslacion que afectan tanto a la velocidad como al dangulo de
ataque. Bryan asume ahora una cosa complementaria y diferente: piensa que el giro de
una placa sustentadora alrededor de un punto situado en su propia cuerda puede ocasionar
efectos sobre la sustentacion y sobre la posicion del centro de presion. Bryan -como todos
en su época- desconoce todavia como influye, pero sabe que deben formar parte del
modelo matematico del sistema. Esto es mas riguroso que el procedimiento empleado por
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Ferber, Soreauy De Bothezat para analizar el efecto de las velocidades angulares, aunque
tiene todavia solamente un contenido puramente matematico.

Menciona que la ausencia de datos experimentales conlleva grandes dificultades
para obtener soluciones realistas que permitan aplicaciones practicas. Recomienda que se
mvestigue la influencia de las dos funciones fq (05 ) y ¢q (05 ) aunque, mediante
consideraciones de caracter fisico, considera que su influencia no serd muy grande. La

aparicion del factor velocidad “ UO ” en las formulas anteriores se debe a la conveniencia

de mantener coherencia con la hipotesis de que las fuerzas dependen del cuadrado de la
velocidad. Estas derivadas tienen, por tanto, dimensiones de longitud.

Observemos que las condiciones de Equilibrio Estacionario son:

X, =K SU; f(a,)sing,
Z,=KSU¢ f(a,)cosa, [15.21]

M, = f (a,)(XCos, + zsina, +a ¢(a, )

15.3.4.2 Derivadas Aerodinamicas.
Derivadas correspondientes al coeficiente de fuerza X:

X,=2K SU, f(a,)sing,

x, =K su, T g [15.29]
oa |,
of (a .

X, =K3SU,|x (@) -2z f(a) + f () [sing,

%
Derivadas correspondientes al coeficiente de fuerza Z:

Z,=2KSU, f(¢,)cosq,

2. -k su, T coso [15.23]
oa |,
z, =k sU, [ xT O 57 f(ap)+ 1, () |cosa

)

Derivadas correspondientes al coeficiente del momento M:
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M, =2K SU, f(a,)&

M. —K SU, ¥ (@) gg+a1:(050)8415(00
oa |, oa |,
M, =K SU, || xZD 27 1 ap)+ fo(ap) |6 Flap)| a229] vag ()
oa a oa e

[15.24]
Todas ellas se refieren ahora a un solo plano sustentador.

En el caso de que existan dos o mas planos, Bryan considera que las reacciones
aerodindamicas pueden considerarse independientes unas de otras y los efectos entre alas
simplemente aditivos. Esta hipotesis implica que el aire que incide en una placa no ha sido
perturbado por la desviacion de la corriente generada por las demas superficies, ni por el
retardo en el establecimiento de la corriente estacionaria en el plano trasero cuando
cambia & .

Con razonable cautela, Bryan recomienda que se investiguen experimentalmente con
mayor profundidad estos factores, porque es consciente de que su influencia podria ser
grande.

e Istudio de casos particulares para planos sustentadores estrechos.
Modelo aerodiniamico asumido y comparacion con el actual.

Bryan comienza la aplicacion de la base matematica descrita a superficies planas
estrechas sometidos a angulos de ataque pequenos. Las razones para la eleccion de estas
superficies son: evitar la influencia de la curvatura del perfil alar y de las todavia no bien
conocidas variaciones del centro de presion.

Considera suficientemente probada la ley del seno para la funcion f (05 ) ~rslNa
cuando se trata de planos estrechos. Siendo normalmente pequeno el valor de @, de
manera bastante discrecional Bryan asumirda COSa@~1 Yy Sina~a cuando lo

considere oportuno de un modo aparentemente discrecional.

Vemos asi que las Derivadas Aerodinamicas establecidas por Bryan, respetando las
otras hipétesis, suponen una “Resistencia” aerodinamica proporcional a sima vy a la
superficie alar, pero no incluyen, tal como las escribe, el efecto de forma en planta del ala

que afecta profundamente a la pendiente de la curva de sustentacion alar CLa . El modelo

aerodinamico que adopta Bryan podria exponerse, con conceptos aerodinidmicos
actuales, de acuerdo con lo siguiente:
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La expresion  “Resistencia Aerodindmica”, para Bryan (y sus contemporaneos),
engloba la fuerza total aerodinamica (Sustentaciéon normal a la velocidad vy resistencia
paralela a la velocidad) y no solo lo que actualmente denominamos “Resistencia”. Ademas,
supone que esta resistencia total actia perpendicularmente a la placa.

De ahi proviene la apariencia ligeramente desconcertante de las expresiones que
escribe: el modelo fisico y la representacion geométrica interfieren entre si, dando lugar a
combinaciones de aspecto visual peculiar.

Comparamos ahora la expresion de Bryan para la “Resistencia Total”, conla que se
utiliza actualmente, asumiendo una curva Polar de coeficientes constantes:

Bryan escribe para la sustentacion de una placa de superficie S:
(1911) R=KSUZsing ~ KSUZx
Actualmente se escribe, para esa misma fuerza:

(Actual) R= 1 pSU2 \JCD? + CL2
2 0

O de modo mas explicito en & para una placa plana o perfil sin curvatura:

1 2 CL2 o2 Y
Actual) R=ZpSUZ [(CL, @)’ +| CD, +—<—
(Aotal) R=3p80s((CLe @) °" zARe

Es conveniente también establecer la analogia entre R y la sustentacion L y la
resistencia 1) estrictamente consideradas, teniendo en cuenta que se cumplen las relaciones
sigulentes entre los coeficientes de fuerzas en ejes cuerpo (CX, C7)vy en ejes viento (CD,
CL). Como es logico, R es expresable tanto en funcion de (CX, CZ) como de (CD, CL) s1
nos mantenemos en un plano vertical.
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f’R sin cx R = KSVQSinu

£ R R cosox
o ke xm —=mmmm Uo ==
(Xep+ Zep )
N
/o/o == Uo =
Z(+)
1/2ps V2CD
‘—4A|: CD=CDo+KCI?
Ty
1/2pS V2 CL
o 1o Xy  -SEUE Uo =
(Rep+Zop |
/ =z Uo ==
Z(+)

Figura 15.4: Comparacion entre el modelo acrodinamico para las fuerzas de Brvan (1911)
~grifico superior- y el modelo actual -grifico inferior.

CX =—CDcosa+CLsina CD=-CXcosa—-CZsina
CZ =-CDsinag—-CLcosa CL=+CXsina—CZcosa

Las fuerzas, segin el esquema habitual actual, se descomponen en dos,
perpendiculares entre si, y el discernimiento entre una y otra proviene de s actian segun
la corriente o perpendicularmente a ella: esto discrimina lo que es “sustentacion”, normal
a la trayectoria, de lo que es “resistencia”, opuesta al movimiento y tangente a la trayectoria.

A partir de aqui, con un angulo @ determinado, se establecen los valores de las

fuerzas X y 7, y conocido el angulo 0 de asiento longitudinal puede obtenerse el valor
de la pendiente de la trayectoria, que en vuelo estacionario los estudios de los pioneros
muchas veces asumen nula o casi nula.
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(afio 1911) (afio  Actual)
R~ KSUZa R z% pSUZ \JCD? +CL° [15.26]
L~ KSU¢a Lz%pSUg CL,a
D ~ KSUZ? p~Lpsuz(cp, + e
: 270 T AR e

O, expresado en forma de coeficiente, de acuerdo con una
adimensionalizacion razonable:

(afio 1911) (Actual)
2
oL~ Y0 CL~CL,a
KSU?
2. 2 2 2
D~ O _ e cD~|cp, + e
KSUZ 7ARe

[15.27]

Las diferencias con las expresiones actuales permiten intuir las limitaciones del modelo
aerodimamico que Bryan utiliza. A pesar de ello, los resultados que logra son notables.

Si desarrollamos el radical de la segunda expresion, segiin una Polar de coeficientes
constantes, obtenemos finalmente, despreciando términos de menor entidad, una cierta
convergencia entre la expresion de Bryan y la actual. Esta convergencia es tanto mayor
cuanto menores sean el coeficiente de Resistencia Parasita y el angulo de ataque. También
se aproxima mads cuanto mayor es la eficiencia aerodinimica maxima del perfil alar. De
paso, observamos también el significado de la constante K utilizada por Bryan; tiene
dimensiones de densidad.

(Bryan,1911) R=K SU’sina Rz%psuj CL,sina (Actual)
luego:
(Bryan,1911) K = % p CL, (Actual)

[15.28]

Bryan establece que la estabilidad de un aeroplano se ve poco afectada por el
hecho de subir o bajar la altura relativa a la que se encuentran los planos unos respecto
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de otros, pero las fuerzas tangenciales debidas a resistencias aerodinamicas deben ser
proporcionalmente pequenas comparadas con las sustentaciones para que este
principio pueda adecuadamente aplicarse. De hecho, es practica habitual hoy en dia
realizar una primera aproximacion académica al estudio de la estabilidad aceptando
esta hipotesis.

15.3.5 Estabilidad longitudinal de un sistema de un plano sustentador'”.

Este caso resulta particularmente ilustrativo para comprender el método de trabajo
de Bryan. Estableceremos también una comparacion con el “modus operandr” actual.

La Traccion de la hélice (H) es central: la linea
de accién pasa por el CDC

o
S
\

S1

Figura 15.0: Esquema de Aeroplano Elemental con estabilizador trasero estudiado por
Bryan.

Las caracteristicas del sistema a estudiar se describen de la manera siguiente:

(1) Dos superficies (S1) y (S2) dispuestas horizontalmente tal como muestra el
dibujo. La superficie principal es (S1) y la secundaria (S2), situada por detrs
de la principal, tomando el eje X positivo en el sentido de la direccion de vuelo.

(2) Se supone el peso soportado completamente por el ala (S1) que estd inclinada
un angulo & mientras que la superficie posterior (S2) actia solamente a modo

de plano auxiliar, y esta situada de tal modo que su angulo de ataque &, es

nulo. (La funcién que Bryan le asigna es la estabilizar el conjunto ante
cualquier perturbacion, devolviendo a S1 a su angulo de ataque inicial y a S2 a
su angulo de ataque nulo, pero no consiste en soportar parte del peso del avion)

(3) La distancia entre los centros de presion de las dos alas es L. La linea de acciéon
de la traccion de la hélice pasa por el CDG (A esto lo denomina Bryan

" La descripcién nominal puede resultar confusa: este modo de nombrar se debe a que solamente sustenta
un plano; el otro -en el supuesto de Bryan ahora- solamente estabiliza, pero en vuelo estacionario no soporta
carga.

356



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

“Traccion Central’). Esta dirigida a lo largo de la linea de vuelo que se supone
ahora horizontal.

NOTA: como ya hemos mencionado, una importante limitaciéon del desarrollo teorico
de Bryan reside en que admite parala constante K un valor tinico y el mismo para todas
las superficies alares, con mdependencia de la forma en planta del ala. Esto hmita
significativamente la eventual validez general de sus conclusiones cuando Bryan las ofrece
en una forma matematica precisa.

Es evidente que, en estas circunstancias hipotéticas, la resultante R del empuje del aire
sobre S1 debe pasar por el CDG, que debe coincidir con el CP de S1, o estar en la normal
correspondiente, para que no exista un momento M que tienda a hacer girar el avion

alrededor de su CDG.

Aplicaremos el modo de obtener las Derivadas Aerodindmicas ya establecido,
teniendo en cuenta que se trata de dos alas cada una de ellas con su respectivo angulo de
ataque, y tratadas aditivamente, como hace Bryan, sin considerar la existencia de una
desviacion ni retardo de la corriente, pero NO aceptaremos ahora que la constante K sea
necesariamente la misma en las dos superficies. Nos apartamos asi del desarrollo que
realiza Bryan, para darle mas realismo. Las expresiones seran ficilmente convertibles.

Esto  conduce a los siguientes resultados cuyo cdlculo se muestra ahora
detalladamente:

X, =2K,SU,sin’ o, X, = K,;SU,sina, cosay, X,=0
Z,=KSU,sina,cose,, Z,=K,SU,cos’a, —K,S,U, Z,=-K,SU,L
M,=0 M, =-K,S,U,L M, = K,S,U,L?

[15.29]

La mfluencia de cada superficie es claramente aparente en las correspondientes

derivadas, y conducen a la siguiente matriz para el sistema simétrico “ Mg ”

/1(/1 2K SU,sin? alj _, KiSU,cosaysingy _gcos6,
m m
_| _2KSU,cosaysing, | (K,SU, +K,SU,cos’ ) (U L KSUL  gsin 6’0)
m m ° m y)
. K,S,U,L LA
L I l
[15.30]
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La condicion de estabilidad se vera que depende solamente del discrimiante de Routh

[R] = A1 (A3AZ - A4A1)— A§ Ao . Sera de este coeficiente del que obtendra Bryan sus

principales conclusiones.

El determinante de “ M s~ conduce al siguiente polinomio caracteristico que ofrece un
aspecto menos sencillo que el original de Bryan debido a la distincion que nosotros

hacemos entre K; del ala delantera y K, del ala trasera:
A=1

_ K5, CKSU,  KiSU, o . 2KSU, 2 o
| m m m

y

A

A,

2
Iy Iym m I. m

y

_KS, LUZ KK,SS, LPUZcos’ay o £2K1K28182 Ug |, 2KK,S,S, L ug]
1

_ 2K/K,S,S, LUZsin® o L KqS, LgUssing,
I, m |

A

y y
Af:&Kﬁﬁzrguﬁmz%cw%+2&K§§fLu$mﬁ%gn%
m m

y y

[15.31]

Los coeficientes A4,A3;AZ son siempre positivos, vy cabe la duda respecto de los

J

coeficientes Al, Ab , -debido a su dependencia respecto de HO - aunque de entrada Bryan

los supone positivos.

Antes de avanzar mdas Bryan decide simplificar los coeficientes omitiendo todos
aquellos términos de los que piensa que admiten ser eliminados, por ser significativamente
menores que sus nmediatos. Es una operacion de manipulacion matematica muy bien
orientada.

Concretamente:

S, . H;
e Omitira los componentes que tienen como factor SIN" & en los

coeficientes Ag y A2 .

e Supondri, por el momento, que el angulo del eje X con la horizontal es
nulo ((90 R O)

e Supondrd que el dangulo de ataque es pequeno. Asi, también asumird
COSy %1 donde lo estime conveniente, pero no siempre supondra

Sina~a .
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NOTA: La aplicacion del presente argumento es de indole estrictamente matematica,
y constituye una mnovacion relevante de largo alcance. Le permitira establecer un criterio
condicional de estabilidad, involucrando parametros caracteristicos propios del acroplano
y de sus condiciones particulares de vuelo. Es parte fundamental de su aportaciéon a la
mecanica del vuelo, aunque en si misma sélo sea una trasposicion a un nuevo campo de
mgenieria de un método ya habitual en otros.

Después de las simplificaciones realizadas obtiene:

A =1

2
~ %WL%(@SZ +K,S, (1+cos’ o )

y

A

_KS, LUS ()

Iy m

_2KK,S;S, U sin’ o

Iym

K;S L
+—11— cos’

A

A

_2KK,8;S, L gUg cose siney

Iym

Ay [15.39]

Bryan anade dos importantes observaciones:

HJ
Observacion 1: El coeficiente Ai depende de SIN” @ y podria pensarse que, de

acuerdo con su previa afirmacion, deberia omitirse. Pero entonces pasaria a ser funcion

tnica de un término en SIN (90 que ahora Bryan supone nulo. EFsto conduciria a A1 =0

. ., . _ 2 L.
y el coeficiente de Routh se reduciria exclusivamente a [R] ——AjAO que seria siempre

necesarlamente negativo. Por tanto, en estas condiciones el movimiento nunca seria

estable. Por esta razon Bryan decide que el coeficiente A1 serd mantenido a pesar de su

. in2 . . .
dependencia de SIN” @, . Este razonamiento permite a Bryan no apartarse seriamente de

la verdadera complejidad del tema.

Observaciéon 2: Al establecer el discriminante de Routh
[R] = Al (A3AZ - A4A1) - A§ Ao , Bryan observa que el término _A4A&2 tiene como factor

; sin’ =1 ide i
fundamental Q; (Recordemos que para nosotros A4 =1) y decide ignorarlo, de modo

coherente con sus anteriores suposiciones.

Una vez hecho esto, lo que queda del discriminante de Routh y su condicion de

estabilidad, una vez dividido por el factor comun A3 (positivo), es mas simple:
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[R]*~ AA,-AA >0 15.33]

Efectuando las sustituciones correspondientes, con algunas simplificaciones inmediatas,

sl aceptamos _un unico valor para la constante K (como admite Bryan), llegamos a la
sigulente expresion:

[R]*~ AA, —AA >0=—g(S,I, +S,(1,+mL*))+(m+KSL)L S, USsina, >0
[15.34]

Por consiguiente, aparece una condicion relativamente sencilla que involucra la
velocidad de vuelo y la inercia. Bryan introduce ahora la condicion de equilibrio de la
sustentacion representada por dos igualdades, la primera obvia y la segunda también,
modificada por iterés de sustitucion algebraica:

mg =K,SUZsing, y también:mg L’S, = K,SU/sing, L°S,
2 a; 2 2 ar 2
(mLs,Ulsine, +17S, (KSUZsing, |)>(gS,1, +gS,1,+S,L* {gm})

L. 2 i
Los términos entre corchetes {KSlUO Sin 051} y {gm} se compensan mutuamente y la
condicion de equilibrio estacionario queda con llamativa sencillez, expresando el

. . . . . . L2
momento de mnercia en funcién del radio de inercia: |y =mKk

S 551(81+52)
m S,

L k? [15.36]

Si se decide que el estabilizador posterior S2y el ala principal S1 tengan cada uno sus
propias caracteristicas aerodinamicas normalmente diferentes, se hace necesario

distinguirlos. Ello se lograria mediante la asignaciéon de un K1 a la superficie S1, y un

K2 a la superficie S2. En estas condiciones la Condicion de Estabilidad acusaria la
influencia relativa de las pendientes de la curva de sustentacion de cada superficie, y seria
mas rigurosa:

La condicion de estabilidad quedaria:

Lok B[S )s Keg ([ K [15.37]
m \ S, K, K,

Si la comparamos con la que obtiene Bryan, vemos que la condicion de estabilidad se
ve significativamente modificada por la diferente forma en planta de los planos
sustentadores:
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ek (8] g kg )&

m 2 Kl KZ

, [15.38]
L> Kk— S (S,+S,)  (Bryan)

m SZ 1 2

Nota: Bryan afirma que la condicion de estabilidad que ha obtenido es la misma a la
que lleg6 Lanchester [4], por un procedimiento completamente diferente. La de
Lanchester es, como vimos (Cap. 11):

2
S P[CLaa kS 5 1 s) [15.39]
2\ tany Jm\ S,

En realidad existe similitud entre ellas, pero se requiere un grado de interpretacion
s
importante para llegar a mostrar que coinciden'.

Bryan anade que si la traccién no pasa por el CDG del avion, las condiciones de
estabilidad sufren modificaciones, al no poderse cancelar algunos de los términos que antes
lo hacian; resulta obvio y no nos detenemos ahora en esto.

15.3.6 Separacién de las oscilaciones largas y cortas.

Pasamos ahora al tratamiento que da Bryan a un aspecto de la mecanica de vuelo que
ha estado vigente durante mas de un siglo y ha propiciado multitud de desarrollos
matematicos. Nos referimos a la busqueda de aproximaciones que describieran con
razonable exactitud el amortiguamiento y la frecuencia de oscilacion de los modos propios
de un avién en vuelo.

El nacimiento de esta necesidad es obvio, debido a la forma habitualmente no sencilla
de las soluciones algebraicas de una ecuacion bicuadrada completa. Esto no presenta
actualmente ninguna dificultad practica, n1 numérica ni simbolica, pero es interesante
observar como tuvo lugar la primera aproximacién matematica solvente, realizada por
Bryan.

15.3.6.1 Estudio de las Oscilaciones de Cortas. (De corto periodo)

" En la Rel. [25] Bryan resena el libro “Aerodonetics”, de Lanchester, publicado en 1908. La severa critica
de Bryan afecta especialmente a los métodos que aplica Lanchester para obtener sus resultados, métodos a
los que califica de poco rigurosos. Vid. Cap. 9.
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Al analizar la expresion de los coeficientes del polinomio caracteristico del sistema

cuando el angulo de ataque es muy pequeiio (@ *0), Bryan observa que solamente

mantienen un valor finito algunos coeficientes, siendo nulos los demas; estos coeficientes
resultan ser:

A =1

_K,S,LU,
A |

y

%zKﬁﬂxﬁp+&&Lj

| m
A0

y
A <0

+%(KZS2 +2K,S,)

[15.40]

La ecuacién bicuadrada se reduce:
pol = AA' + AL+ AL + AA+ A = pol, = AL+ AL+ AL [15.41]

Y sus raices son:
pol, =2+ AA+A =0 :>/1A=% 1F ,l—% [15.42]

Esta ecuacion indica que, por pequenas que sean las variaciones de ¢ , se obtiene un
movimiento que, como veremos, es oscilatorio. Bryan las denomina “Oscilaciones Cortas”

pues los valores de A son suficientemente elevados como para despreciar las potencias

bajas de A del polinomio caracteristico.

Para este caso, la sustituciébn de los coeficientes del polinomio caracteristico,
manteniendo ahora la diferencia de K; aunque Bryan no lo hace asi, conduce a las

sigulentes expresiones:

_ A2 ’_ﬂ
ﬂA—Z 1F¥ A32

(1, (K8, +K,S,) + K, S,Lm) b 41,m(K,S,Lm+K,S$,K,S,L%)
21,m A (1,(KS, +K,S,) + K,S,Lm)’

FREST)
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[15.43]

Si suponemos la igualdad de las constantes Ki y expresamos el momento de inercia en
funcion del radio de inercia, obtenemos una expresion mas compacta:

K (K2(S, +S,)+S,L2 2
A =-U, ( (1+22)+ )|y, [ % LS, (m+KSL)
2k™m K (K2(S,+S,)+5,L2)

[15.44]

Para los valores normales en aerondutica, y denotando claramente la componente
mmaginaria debido a que la masa en el numerador es el factor dominante, vemos que
efectivamente se trata de una oscilacion:

K (k3(S,+S,)+S,L2 2
Ay =-U, ( ( 1"‘2 2)+S, ) 14 4k LSz(m+KSlL)2_1
2k"m K (K?(S,+S,)+5,L%)

De esta manera, la aproximacion de Bryan para la oscilacion corta queda definida. Si se
desea expresarla de un modo mas acorde con el proceder actual, tendriamos:

2 4mL(m+pCLa,S,L
AA:—CLal[pUZ" r:lj(ugt“z ;’2 £1+(lem 1+ fI- (m+pCla;SiL) .
% S, y CLaZSZ( Lzmn

+ 1+

| Cla,S,|1
ply =4 1[ Clas,

[15.46]

Esta son los dos autovalores de la aproximacion al Modo Corto Periodo que se obtienen
a partir de los desarrollos de Bryan, especificando el modelo aerodinamico de un modo
algo mas completo.

15.3.6.2 Estudio de las oscilaciones Largas. (De largo periodo)

Si, por el contrario, suponemos A muy pequeno, manteniendo A1 zO’ la ecuacion

bicuadrada se convierte en la siguiente:
pol = AL + AL+ AL+ AL+ A = pol, = AL +A 115.47]

363



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

2
Y sus raices las obtenemos de: pOIB = AZ/I + 'Ab =0

Ay =i [ [15.48]
Bryan concluye que, en primera aproximacion, este movimiento es oscilatorio, al igual
que el anterior.

Para lograr una mejor aproximacion, sustituye el valor obtenido para iB en el

polinomio p0|B manteniendo el término cubico:

poly = A% +(A () + A)A+A =0 [15.49]

Asi llega a:

pol, =12+(%—&%}1+%=0 [15.50]

Ecuacion de la que se deduce un valor aproximado para la parte real de las raices de:

AA-AA)__[R]*
2A22 2A22 [L).Jl]

. .., . *
Bryan hace notar que si se cumple la condicion aproximada de Routh con [R]
positivo, la oscilacion es estable.
A este tipo de oscilaciones Bryan las denomina “Oscilaciones Lentas” o “Largas” y su

A

periodo, obtenido a partir de j~B es Tg =21 |—=

Si ahora nosotros vamos mas alli de lo que Bryan desarrolla, y sustittimos las

expresiones que ha obtenido para Ag =%l _|— | llegamos a las siguientes:

P 29 K, S, cosey, sina,
° m+K_S,Lcos’ ¢

Teniendo en cuenta la condicion de equilibrio llegamos a:
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con:mg =K, S, Ul cosq,sing,

; 2
A, = +i 29 Klslcos%zmao - 2g°m zii\/fi m
m+ K,S,Lcos’ ¢, Us (M+KSL) Uy \(m+KSL)
[15.53]

Normalmente, aunque sea menos evidente para aviones antiguos, M>> Klle y

podremos aproximar el valor de ﬂB mediante la conocida expresion:
- > 9
A zil«/iu— [15.54]
0

Aunque Bryan no la menciona explicitamente, se deduce directamente de sus
ecuaciones la clasica expresion de la frecuencia del movimiento que Lanchester habia
denominado Fugoide.

Si deseamos averiguar algo mas sobre el amortiguamiento, podemos recurrir a la
expresion hallada por Bryan y llevar el desarrollo de la misma algo mas alla de lo que le
parecio oportuno a él:

<2
Cn
)

2A 2A

Efectuadas las sustituciones correspondientes, con C0S &y ® 1.

(AJ\)—AA}_[R]* 1

2
[R]* sinag (Klsl(ngsszm - gK,S, ( I, + Lzm)— gK;S, I, + ngsszjJ

Klsl
2A;

mg
K,S,L(m+K,S L)z\/_
2 o K,S, sina,

[15.56]

Si suponemos ahora, siguiendo el esquema habitual de Bryan, que Kl = K2 =K , con

_ 2 . ., . . -
|y =mk , llegamos a la siguiente expresion para el amortiguamiento de las oscilaciones

largas:
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R*_Y msina, (k’K S,(S,+S,)-LmS,)

2N 2 m
2 Ls(m+KsL) \/KSS?M
1 0

R KSU; sin® o (k°K S, (S, +5,)-LmS,)

2A; LS,(m+K SL)U, 115.57]
Drag {kZK 8, (5:+5,) m j
CR* S, L _ Drag(-m) - Drag
2A2 (m+K SL)'U, (m+..)°U, My,

Si nos tomamos ahora la licencia de aceptar la siguiente adaptacion, evidentemente
anacronica:

Drag =%p S,UzCD [15.58]

Llegamos a:
_[R]*N_p 5, U, CD
2N 2m

[15.59]

Que es la expresion aproximada de la parte real de la raiz del polinomio caracteristico
que nos da el amortiguamiento para la oscilacién larga. Aunque Bryan no lo desarrolla,
estaba latente en sus expresiones.

15.3.6.3 Estudio del caricter de las oscilaciones.
Para analizar con detalle las oscilaciones Bryan retrocede hacia  las ecuaciones
primitivas del movimiento linealizado, manteniendo la pendiente nula.

Estas ecuaciones son las siguientes:
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, 2KSU,sin’ alju KU cosasing, g

] (ﬂ m - 2970

[2]

. 2
2K,SU,cose; sing u +[ﬂ+ (Kzszuo +K,SU, cos al)JW+(Uo 3 KZSZUOLJq 0
m m m

2
[3] ——KZSIZUOL W+£/’L+—KZS|2U°L Jq =0

y y

[15.60]

15.3.6.3.1 Caracteristicas de las oscilaciones cortas.

Bryan actta con el supuesto aproximado de @ =0 y las tres ecuaciones resultan ser:

[1] U/l—%qzo
K K
[2] (/H( ZSZUO; 181U°)jw+(uo——KZSr;U°L]q=0

2
@ - KZ?ZUOLW{’H K,S,U, L Jq 0

y IY

[15.61]
Consecuencias:

(1) En las ecuaciones [2] y [3] de [15.61] no aparece la velocidad lineal u, lo que
indica que las oscilaciones cortas no dependen de las variaciones de la velocidad
segun la trayectoria de vuelo, y solamente implican a la velocidad w y a q. Esta
independencia del modo corto periodo respecto de la velocidad de vuelo es
una importante conclusion que mantendra su vigencia en todos los analisis mas
detallados de la oscilacion de Corto Periodo que se realizaran mas adelante.

w
(2) Si despejamos de la ecuacion [3] de [15.61] la relacion L—j desarrollando
q

&)

con A =~—< llegamos a:
q
&)
B - K,S,U,L ﬂ+ dt N K,S,U,L? 0
l, 4 q ly
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d
3] 'Y(d_?j: K,SUg (W—g L)L 115.62]

Esta es simplemente la ecuaciéon del momento linealizada, ya que (W— ql—) es la

velocidad del plano S2 perpendicular al eje longitudinal X. Resulta claro si multiplicamos

y dividimos por UO :

d w L
[8 1, (d_?j ~K,S,U? [u_ —?J—] L 115.63]
0 0

Andilogamente con la ecuacion [2], llegariamos a:

dw w gL > W 5
m| = +U qJ=—K suz(———j—Ksu = [15.64]
(dt 0 2%2~0 Uo Uo 1~1~0 Uo

Algunos factores pueden considerarse angulos de ataque inducidos por el movimiento

W L
lineal | — |, y por el angular 9 . Kl sentido fisico es obvio.
Uo U,

(3) La ecuacién [1] de [15.61] relaciona directamente las oscilaciones en velocidad
con la derivada del dngulo de asiento longitudinal:

us —— =
11 ui-2q=0
A
, [15.65]
1] d“u ~g dé
dt® dt

Se concluye que los efectos de la variacion de la velocidad sobre las sustentaciones,
segun la linea de vuelo, pueden despreciarse.

Si de las ecuaciones [2] y [3] de [15.61] se eliminan las variables w y q llegamos a la

sigulente ecuacion para el calculo de ﬂv/_\ :

(“(Kzszuﬁl@sluo)JW
m
de[2 =—
2 (U _KZSZUOLJ
0 m
( (KZSZUO + Klsluo)J
2 m
de 3] CKSUL [ KSUL 0
IY Iy (U _KZSZUOLJ
0 m

[15.66]
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Finalmente llegamos a:

2 2
A? +UO{K282L S Kzszjﬂw ASELLh (1+ KlSlL)= 0 [15.67]

Iy m Iy m

Esta ecuacién nos proporcionard las raices para las “Oscilaciones Cortas” en el caso
presente.

Podemos ahora comparar esta ecuacién con la que se ha convertido en cldsica para
evaluar aproximaciones a la oscilacion denominada “Corto Periodo”, que es la siguiente':

[15.68]

Se observa la correspondencia clara entre los coeficientes de una y otra s1 recordamos
que Bryan no ha tomado en cuenta ahora el efecto que actualmente se representa con la

derivada aerodinidmica dimensional MW . Este es un aspecto del que hablard

sucintamente mas adelante, sin llegar a cuantificarlo.

Las correspondencias entre los términos de Bryan (Indicados por el ano 1911) y los
actuales son, adaptando el signo al criterio de Bryan, y viéndolas con algin detalle:

Para ZW tenemos:

(Actual) Z, = —%pS U, (CL, +CDy)
[15.69]
CLe, S
1911) 7, ~U, (K.S, + K,S,) ~ K UCla, S, (1+ mj

Para MW tenemos:

(ACtuaI) Ivlw = EpSCUo CMa ~ EpSCUO CLal +iCL0{2 (1+ d—g) (—XCDG — XPN j
2 2 Sl da C

1911) M, =-K,S,LU,

[15.70]

" Cfr. Por gjemplo, Ref. [9], [10], [11], [15].
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La diferencia fundamental estriba en que, para el caso que estudia Bryan, el CDG esta

situado justo sobre el CP del ala sustentadora, luego el CLal no genera momento; Bryan

tampoco considera la desviacion de la corriente ni la influencia del retardo en @ , aunque
sabe que existen. En estas condiciones, podremos investigar las equivalencias y observar
la coherencia plena entre el procedimiento actual y el de Bryan:

(Actual) M, = % pScU, CM, ~ % pU,S,CLa, (XCDG — xPN )

(1911) M, =-KCLe,S,LU, [15.71]
Y las correspondencias son claras:

(Actual) M, = %pScUO CM, ~ %p U,S,CLa, (XCDG —xPN )

(1911) M, =-KCL&,S,LU; = L ~(XCDG —xPN) [15.72]

Finalmente, para M g tenemos las siguientes expresiones que no desarrollamos por ser

completamente andlogas a lo ya visto.

1

2
(Actual) M, =708 U, CM, ~ % pcU,ClassS, (XCDG——XPN)

C
(1911) M, = K,SU,L?

[15.73]

Bryan observa que en esta ecuacion, los valores de [U—} no dependen de la velocidad,
0

lo que se ve mejor escribiéndola en la forma siguiente:

2
A N K,S,L? N KiS +K,S, || 4 N KzszL(1+ Kllej 0
U, I, m U, I m

y

[15.74]
De aqui deduce que la frecuencia de oscilacion es proporcional a la velocidad de vuelo

UO . Por esta razon, si en vez de tomar el iempo como variable independiente se toma el

espaclio S:UOt, la trayectoria descrita por el avion al oscilar es independiente de la

velocidad de vuelo. Asi, si se modifica la velocidad de vuelo, el avion realizard el mismo
numero de oscilaciones para la misma distancia recorrida.
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Desde otro punto de vista, las condiciones de estabilidad de Routh exigen que todos los
coeficientes sean positivos. Por tanto, comparando las condiciones establecidas por Bryan
con el modo actual de expresarlas tenemos:

? M
[1_1911] KiS; + Ko, + KeS,L 0 = [1_Actual] - Zu Mo 0
m |y m |y
M
2 1011 Rexb(q Kby g — [2_Actual] |—2u|(Zu)|_y|Ms
I, m I, )\ m 1,
[15.75]

La condicion [1] se cumple siempre, con L positivo o negativo; en cambio la condicion
[2] depende del valor numérico de L. -que puede ser positivo o negativo- para su
cumplimiento. Como se acaba de ver, el valor de L representa la distancia entre el CDG y
lo que anos después se denominard Punto Neutro del sistema sustentador. De ambas
expresiones se adjunta la version actual.

K.S. L2 ]
(L+L]>O si L>0 =— estable
m

L(1+K181Lj>0 si L<O0 y Abs[L]> = estable

m 1*1

Las conclusiones respecto de las “Oscilaciones Cortas” las aplica Bryan al interesante
caso -especialmente para la época- del avion de los hermanos Wright dotado de un plano
estabilizador delantero, que en sus primeras versiones era inestable.

La conclusion a la que llega Bryan indica que si el plano estabilizador esta detrds, el
avion siempre es estable. Pero admite también una solucion estable si el estabilizador esta
suficientemente por delante del plano S1, de acuerdo con las expresiones arriba indicadas,
y siempre respecto de las “Oscilaciones Cortas”. Por tanto, Bryan esta haciendo uso
mmplicito del concepto de Punto Neutro, aunque sin una definicion precisa.

El hecho de que haya decidido trabajar con una ala (S1) cuya sustentacion esta
precisamente en el Centro de Presion de la superficie y la superficie (S2) esté “en posicion
Neutral” sin producir sustentacion, sino solo recuperacion de la posicion de equilibrio,
enmascara el Punto Neutro. Al tratar de las “Sistemas de superficies dobles” desaparecera
esta ambigtiedad.

Las condiciones para lograr una convergencia sin oscilaciones se deducen facilmente de
lo anterior y no tiene interés detenerse ahora en ello. Parece haber sido objeto de interés
preferente durante algiin tiempo, ya que, para algunos pioneros, las oscilaciones no son
admisibles en un aeroplano, aunque sean amortiguadas. (Cfr. De Bothezat)
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15.3.6.3.2 Caracteristicas de las oscilaciones largas

Bryan ha obtenido anteriormente una aproximacion a las oscilaciones largas:

A, = i %_ As’“ﬁé—;zzAzAl 115.77]

Para observar el caracter de las oscilaciones, prescindira de la parte real y supondra que
son periodicas puras. (Ya hemos visto mas arriba que el término de amortiguamiento
depende de la resistencia aecrodindmica. El modelo aerodinidmico de Bryan es inadecuado
en parte).

Bryan desea trazar la trayectoria que describe el CDG (X, y) del avion. Para ello supone

que las coordenadas de este punto en el instante t son pequenas variaciones sobre una recta
recorrida con velocidad uniforme:

x=U,t+¢

[15.78]
Z=n

La direcciéon del movimiento estacionario coincide con el eje X,y 0 esla pendiente de
la trayectoria. Las ecuaciones linealizadas son:

da& i ~ +
U 6— 6 ~(U
o _( O+u)cos vsin ( 0 u) [15.79]

Z—?:(Uo+u)sin9+wc039zuo O+w

L . At
Las funciones {(9 ) § 1] } varian todas ellas de la forma €y por esta razon Bryan

establece que:

Aé=u = =2
A [15.80]
an=U,0+w = U, 31w =p=-u, 1Y
A A
Y acepta ahora las expresiones aproximadas ya obtenidas:
2 U ,u
g=4A"— con w=Lg = w=A"—L [15.81]

g g

Obsérvese que la ultima de las relaciones indicadas muestra que las variaciones del

angulo de ataque son pequenas, al serlo A , v esto permite plantear la hipétesis o
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sugerencia habitual de que las oscilaciones de largo periodo se realizan practicamente con
a = Ccte

Obtiene finalmente una expresion que liga las coordenadas de la trayectoria:
nzé(UOZ+ZZL) [15.82]
g

) : At 1 L
Es evidente que siendo {f ' 77} de la forma €, siendo Imaginario puro, las

correspondientes coordenadas seran de la forma siguiente, una vez separada la parte
Imaginaria:

£=Re| Ae" |= Re[Ae(bi)‘} = Re[ A(cosbt +isinbt) | = Acosbt

7= Re{g(UO/H/lZL)} - ReE(uobi —sz)} - Re{A(COSbtg“Si”bt)(Uobi L)

_ ALb’cosht AU, bsinbt
g g

Re =

[15.83]

Finalmente, las coordenadas -establecidas sobre la trayectoria estacionaria- seran:

&= Acosbt
I ALb? cosbt AU bsinbt [15.84]
g g

Es facil ver que representan una elipse. Esto fue subrayado explicitamente por
Lanchester [4]. Bryan no se detiene en mas consideraciones;

x=U, t+ Acosbt
_ ALb*cosht AU bsinbt [15.85]
g g

15.3.7 Comparacién de la parte real de las oscilaciones largas y las cortas.

Nos mteresa comparar, aunque Bryan no se detiene en esto, las partes reales de
ambas oscilaciones.

La parte real de las oscilaciones cortas es:
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(1, (K,S, +K,S, ) +K,S,L’m)
21, m

Re[ 4. ]=-U, [15.86]

Y la de las largas es:

|
KS,UZsin? am[y K S, (S,+S,)-Lm szj
m

Re[4 ]= _ [15.87]
LS,(m+K S,L)°U,

Fl cociente' entre ambas conduce a:

Re| 4, in?
{ L% N 2sin® o, [15.88]
Re| A S mL?
1+72| 1+
S, l,
Esto muestra claramente la razén por la que existe normalmente tanta diferencia
entre los valores de los amortiguamientos en un caso y en el otro: El modo de oscilaciones

largas es mucho menor que el de las cortas, al ser el primero funcién del cuadrado del
angulo de ataque.

Comparando la frecuencia de los dos modos tendriamos, suponiendo ahora la
constante K comun, para mayor sencillez:

Iy

) [mﬁj
ma]= X% [ MENS2 )| g b Jfy KSL [15.89]
2 m \ S, (KSlLJ m

Im[4, ]~v2-> [15.90]
UO

Nos interesa ahora la diferencia entre ambas, que viene dado por:

(mBJ 2

| 2

m[A,]-im[4.]~y2 3 K g0 & Iy KLY fy g b S,
U, {KSle m 1, s,

v

Esta expresion puede aproximarse, quizas de un modo algo rudo, mediante:

[15.91]

" Suponemos que puede admitirse que KSL <<M. Ver Anexo L.
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59 [KSL
|m[2,L]—|m[/1C]~«5UO / |yl U, [15.92]

Resumiendo, la relacién entre el modo largo y el corto es:

. g KS,L
|2,L| 2sin? a, e[ﬁuo \j |y1 UO}

Existiria, asi, una velocidad que mantendria constante la relacion entre las magnitudes
de los modulos de los dos modos. Esta velocidad es baja, aunque aumenta con la altitud.

. | . . [ KSL
El término ( Iy_2 j normalmente es del orden de la unidad, y el término ( ml es
m

generalmente muy inferior a la unidad. Bryan no se entretiene en estos desarrollos.

15.3.8 Efecto de la inclinaciéon de la trayectoria.

La dependencia de la estabilidad de la pendiente de la trayectoria fue una aportacion de
Mr. Edgar. H. Harper'”. Sus conclusiones, aceptadas por Bryan, se establecen del siguiente
modo.

De los 5 coeficientes del polinomio caracteristico que ya hemos visto nos interesa ahora
detenernos en el andlisis de dos en los que aparece la pendiente, que son:

_ 2KK,S;S, LU sin’ o K8, LgUgsing,

Iym Iy

A

_ KK,S;S, LgUgsin2a, cos0, + 2K,K,S,S,gL U/ sin’ o i

Iym Iym

A oy
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[15.94]

La condicion de equilibrio en el caso de pendiente no nula es:

mg cosd), = K,SU¢ sing, cosay [15.95]

Sustituyendo en el coeficiente Ai obtenemos:

' Edgar Henry Harper (1880-1916) Se form6 en Dungannon Royal School, Queen’s University, Belfast, y
Trinity College, Dublin. Profesor en Bangor University, Wales. Antes de la 1° guerra mundial fue
Profesor de Matematicas en Cork University, posicion que abandoné para incoporarse como voluntario en
la I Guerra Mundial. Como profesor en Bangor University se interesé mucho por la matematica aplicada al
estudio del vuelo. En 1910, junto con un colega, publicé “Aerial Aviation”. Edgar Henry Harper murio en
combate en los Dardanelos en Julio del1916. Tenia 36 anos. Recientemente [27] se ha hecho notar que la
aportacion de Harper al libro de Bryan es merecedora de un reconocimiento mayor del que suele recibir.

mg cos g, = K,SU.sina, cosa,

. 2K,S,L(K,S, Ug sine, )U,sine L K, LgUgsing,
I, m I

y y
A - 2K,S,L(mgcos g, )U, tan K8, Lgu, sing, [15.96]
I, m l,
A = gK,S,LU, cosé, (2tana, + tan4,)

y

Y para el coeficiente Ab tenemos:
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A

A

A

_KK,SS, LgUZsin2g, c

_2KK,SS, Lgu;

L 2KK,SS,gL UZsin’ o, i

056, no,
I, m I, m
2
= 2K1K28|182 L9Ys in a, (cosa, cos 6, +sina, sin ) [15.97]
m
y

| m % sine, cos(6, — o)

Bryan extrae las siguientes conclusiones de lo anterior:

(1)

(4)

-1
Cuando se cumple que el dngulo de ascenso es 90 =-2tan o z_zal,
entonces se anula el coeficiente Ai =0. Como consecuencia de ello, el

. — _ A2 . . .-
discriminante de Routh [R] = —A3 A) es necesariamente negativo y la estabilidad

es imposible.

Existe un limite superior para el angulo de ascenso del avién que viene dado
por aproximadamente el doble del angulo de ataque. A partir de ese angulo,
se pierde la estabilidad. “ Even other things being the same, a machine rapidly
loses its stability when 1t begins to rise in the air’.

Por el contrario, un aviéon estable en vuelo horizontal simétrico, sera todavia
mas estable en vuelo de descenso.

No es recomendable extrapolar conclusiones relacionadas con la estabilidad
de aviones propulsados, a partir de ensayos con planeadores, ya que estos
solamente vuelan estacionariamente (en atmosfera en calma), en descenso.

Si deseamos adaptar la condicion de estabilidad que hemos obtenido mas arriba a
un avion en vuelo de ascenso, debemos modificarla incluyendo la limitacién en los
angulos. El aspecto matematico se complica.

15.3.9 Estudios complementarios y Conclusiones sobre el movimiento Simétrico

De modo anilogo, Bryan estudia la influencia de la resistencia aerodinamica que
podriamos denominar parasita y  globalmente incluible en un coeficiente que

podriamos denominar C DO, asi como el efecto de una hélice que proporcionase

empuje variable.

Bryan estudia también los sistemas sustentadores dobles, es decir, la extension de
los resultados a sistemas en los que la sustentacion se reparte entre el plano anterior y
el postertor. Bryan analiza el sistema tipo tindem mediante su conversiéon en un
sistema equivalente. Esto permite considerar, para el sistema equivalente, que el ala
trasera esta en posicion neutral, con lo que este tipo de aviones puede analizarse con
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los mismos procedimientos del capitulo anterior aplicados al sistema equivalente.
Debido a la suposicion de un valor tinico para K sus expresiones ven muy mermada su
aplicabilidad préctica; aunque el procedimiento basico es extensible a sistemas de este
tipo, las expresiones correctas no admiten la relativa sencillez con que aparecen en
Bryan.

Sugiere también que el plano delantero y el posterior no estén a la misma altura,
para reducir los efectos de la desviacion de la corriente.  Bryan no la tiene en cuenta
en sus calculos. Esta suposicion resultaria mas apropiada para evitar que el ala posterior
se encuentre con la estela de la delantera, pero en cuanto a disminucion de la
desviacion, que fundamentalmente depende de la distancia, un incremento de altura
de una respecto de la otra deberia ser bastante grande para obtener resultados
significativos.

Analiza el caso en el que la traccion no pasa por el CDG del avién, y establece la
correspondiente condicion de estabilidad, que adquiere ahora un aspecto mas
complicado.

Para los sistemas de planos cuya anchura no puede considerarse pequena, y el
efecto del desplazamiento del centro de presion puede ser importante, Bryan estudia
dos casos particulares

(1) Sistema sustentador simple con plano posterior en neutro.

(2) Sistema sustentador sin plano posterior.  Este caso es particularmente
relevante, ya que Lanchester [4] da comienzo a su estudio de la estabilidad de
los aviones precisamente con este tipo de ala sustentadora.

Otros aspectos relevantes dignos de mencién son tratados por Bryan en términos
principalmente cualitativos: los efectos de la friccion y la hipotesis  de no
perpendicularidad de la fuerza R respecto del plano; el efecto de la Curvatura alar; el
efecto de la desviacion del fluyjo de un ala sobre la posterior, incluyendo el eventual
retardo; los sistemas de Tres Planos; las peculiaridades de las Derivadas Rotativas en
planos anchos.

Con lo visto hasta ahora ha desarrollado Bryan una teoria solida y rigurosa de la
estabilidad longitudinal, y la ha aplicado a casos particulares de configuraciones
sustentadoras, aunque no tan particulares que impidan que estas conclusiones puedan
adquirir cierto grado de generalizacion.

En los capitulos siguientes Bryan analiza el caso de sistemas de dos alas
sustentadoras y ainade la traccion de la hélice generando momento de cabeceo. Las
expresiones matematicas adquieren mayor complicacion, sin anadir novedades
conceptuales.

Puede construirse un avién con estabilidad longitudinal inherente, limitada por la

pendiente de la trayectoria, aunque admite que algunos de los aviones del momento en
que escribe no son estables y sin embargo vuelan bien.
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Cuando un avién encuentra una rafaga, si no es dindmicamente estable, las
oscilaciones iran aumentando.

15.3.10 Problemas pendientes de estudio.

Menciona finalmente Bryan una serie de problemas que considera urgente

acometer. Los relacionados con la dindmica longitudinal son los siguientes:

(1)

)

(10)
(11)

La respuesta nicial de un aeroplano sometido a una repentina rafaga de viento
en cualquier direccion: longitudinal, lateral o vertical, o una mezcla de todas, y
los esfuerzos a los que se ve sometida la estructura del aeroplano. También
estudiar la posibilidad de que rafagas peridédicas produzcan un eventual efecto
de resonancia y la investigacién del efecto del amortiguamiento.

Investigar experimentalmente el efecto de la rotacién de un plano ancho. Tratar
de determinarlo mediante formulas, empiricas o de otra clase, por lo menos
aproximadamente.

Investigar experimentalmente el efecto de la desviacion de la corriente debido
a un plano delante de otro, y también el efecto de la estela de las hélices.

El efecto de la posicion vertical del centro de gravedad.

Estudio experimental del efecto de la inclinacion de la trayectoria.

Estudio del efecto de la curvatura alar sobre la estabilidad.

Estudiar la posibilidad de evaluar experimentalmente las derivadas
aerodinamicas con un modelo del aeroplano  tratado como si fuera una
cometa.

Evaluar experimentalmente las derivadas aerodinamicas, incluyendo las
rotativas, mediante modelos situados en tablas giratorias o colgantes, y su
comparacion con los valores calculados, vuelos experimentales con los mismos
modelos, y comparacion de su comportamiento desde el punto de vista de la
estabilidad con los resultados de los calculos.

Determinacion fotografica de las trayectorias y oscilaciones de modelos de
aviones y planeadores.

Estudio de sistemas sustentadores de tres planos.

Discusion de las ecuaciones del movimiento de un aeroplano en su forma
mas general, y busqueda de casos en los que estas ecuaciones admiten una
mtegracion exacta. (Probablemente -sugiere Bryan- se trata de un problema
matematico que muy bien puede ocupar la atencion de los matemiticos puros
durante los proximos cincuenta anos, y aun asi, dejar todavia un buen monton
de trabajo por hacer).

15.4 Anilisis Critico-Histérico
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(1)

Fl estudio de Bryan profundiza los mtentos anteriores de Lanchester y Soreau,
ampliando el analisis a 3 dimensiones'™, y es mas solido que el de Ferber; Bryan
no pudo conocer el de Bothezat. Desarrolla primordialmente el caso de planos
estrechos, para poder no tener en cuenta el desplazamiento del centro de presion.
Esta suposicion simplifica notablemente sus calculos y, con sus limitaciones, no se
aleja de la realidad para el caso de superficies planas. Las formulas obtenidas por
Bryan para los casos en los que el centro de presion se mueve segin una cierta
dependencia son menos trasparentes.

La eleccion de las variables de las ecuaciones de la dindmica, asi como la del sistema
de referencia para establecerlas es acertada, pues evita la extrema complejidad a la
que se ven abocados algunos de los estudiosos antes mencionados, que se ven
obligados -en distinto grado- a asumir hipotesis que corren el riesgo de hacer perder
el nucleo del problema o deformarlo, convirtiendo algunas de sus frecuentemente
alambicadas conclusiones en afirmaciones exentas de aplicabilidad o tan
dependientes de los supuestos asumidos que en la practica resultaban mnservibles.
Tampoco Bryan se librara de esta carencia de aplicabilidad inmediata de sus
conclusiones.

Aun con la mencionada limitacién del modelo aerodinamico, Bryan distingue bien
los problemas atribuibles a la sustentacion y a la resistencia, realiza un analisis lineal
sumamente detallado, asume simplificaciones coherentes, e 1dentifica
correctamente los modos de comportamiento de las oscilaciones. Se basa este
acierto, en parte, en un hecho doble: (1) asume una fuerza aerodinamica total
funcién de sma vy perpendicular a la placa, y (2) la superficie sustentadora (una o
multiple) forma un dangulo de orden de magnitud también similar a & , lo que se
traduce en sustentaciones del orden de @ vy resistencias del orden de & ? con la
hipotesis habitual de & pequeno.

La matriz del sistema lineal longitudinal, s1 se parte de una situacién estacionaria
simétrica, se puede entonces mostrar exenta de derivadas aerodinamicas lateral
direccionales, con lo que aparecen separados los dos movimientos: el lateral
direccional se desacopla del longitudinal. Esto fue ya obtenido por Ferber [19] El
polinomio caracteristico es de 4° grado, y sus coeficientes son funcién de las
derivadas aerodinamicas.

El establecimiento riguroso de las derivadas aerodindmicas vy la sabia comparacion
de magnitudes relativas entre los términos que conforman los coeficientes del
polinomio caracteristico del sistema permiten la aplicacion de la teoria sobre la
estabilidad de J. Routh [3], con la que Bryan estd muy familiarizado, y la hacen, a
pesar de su aspecto complicado en el caso del discriminante, permeable al asalto
de Bryan quien, de un modo elegante y aparentemente sin esfuerzo, establece
condiciones de estabilidad que mvolucran la mercia del avion y sus caracteristicas
aerodinamicas. (S1 bien -como ya se ha mencionado- el deficiente modelo

"T.J. M. Boyd sugiere que el interés de Bryan por la estabilidad de los aeroplanos es una continuacion de
sus investigaciones sobre la estabilidad de los buques. Cfr. por ejemplo: Bryan, G. H. “The action of Bilge
Keels”; Trans. Inst. Naval Arch. 62, 198-219. (1900) [16]
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matematico aerodinamico usado por Bryan precave su uso practico eficaz). Esta
condicion de estabilidad tiene cierto parecido con la obtenida por Lanchester [4] en
1908. Bryan las considera idénticas.

(6) Ha sido una adquisicion definitiva para la ciencia aeronautica el modo utilizado por
Bryan de analizar la dindmica lineal del comportamiento de un avion, mas alla del
estudio de la estabilidad. El concepto de “Dervada Aerodindmica” se ha mostrado
muy fecundo y, aunque procede de la simple transposicion de una metodologia
matematica conocida y frecuentemente utilizada en otros ambitos de la técnica,
en el campo aerondutico ha constituido durante mas de un siglo, en parte de la
columna vertebral del estudio de la dinamica de los aviones.

(7) El modelo matematico-aerodinamico de Bryan no se presta facilmente a convertirse
-como era su deseo- en una herramienta util para el disenio de los aviones, ya que
supone validas expresiones de las fuerzas aerodinamicas demasiado genéricas y
poco realistas, y omite la inclusién en forma cuantitativa de efectos aerodinamicos
cuya influencia menciona, pero no puede todavia cuantificar en el momento en
que €l escribe. Por esta razon insiste reiteradamente en la necesidad de establecer
un serio y extenso programa de experimentos para obtener los valores de las
derivadas acrodinamicas.

(8) Con un modelo  aerodinamico adecuado, con correctos coeficientes de
proporcionalidad y la inclusion de la nueva variable a -que Bryan menciona,

pero cuyo valor no esta en condiciones de fijar- , muchos de los desarrollos que
efectia, seguidos de modo literal, podrian ser mantenidos y muchas de sus hipotesis
resultan aceptables y conducen - en el fondo, si no en la forma- a resultados en
buena acomodacion a los modos actuales de establecer la teoria de la estabilidad.

9

(9) Por todo esto se comprende que el hecho de que siga siendo citado™ como
referencia [17], a pesar del tiempo trascurrido desde su publicacion, su carencia de
utilidad directa practica y el hecho de que no parece haber encontrado muchas
personas interesadas™, no se debe solamente al acendrado sentido historico propio,
segun se dice, de los anglosajones. Realmente marcé una época al establecer una
solida cimentacion tedrica para la teoria matematica del estudio del vuelo vy

" Por mencionar algunos: Cook, M. V. “Flight Dynamics Principles”, Elsevier AES (2007); Nelson, R. C.
“Flight Stability and Automatic Control”, WCB McGraw-Hill, (1998); Napolitano, M. R. “Aircraft Dynamics.
From Modeling to Simulation”, John Wiley & Sons. (2012); Etkin, B. & Reid LL. D. “Dynamics of Flight”,
John Wiley & Sons. (1996); Abzug, J. A. & Larrabee, E. E. “Airplane Stability & Control. A History of the
Technologies that Made Aviation Possible”, CAMBRIDGE University Press (1997); Sinha, N. K. &
Ananthkrishnan, N. “Elementary Flight Dynamics with an mtroduction to Bifurcation and Continuation
Methods”, CRC Press, Taylor & Francis Group, (2014); Raol, J. R. & Singh, J. “Flight Mechanics Modeling
and Analysis”, CRC Press, Taylor & Francis Group, (2009); Hancock, G. J. “An Introduction to the Flight
Dynamics of Rigid Aeroplanes”, Ellis Horwood Series in Mechanical Engineering, (1995); Phillips, W. F.
“Mechanics of Flight”, John Wiley & Sons, Inc. (2004)... etc. La lista llegaria a ser colosal.

" Ni los matematicos ni los pioneros se Interesaron en la primera aportaciéon importante de Bryan,
Juntamente con Williams [5], al tema de la estabilidad de los aviones en 1904. Tampoco parecen haberlo
hecho en la de 1911, quizas debido a que el libro, con muy abundante y explicito contenido algebraico en
la mayoria de sus paginas vy dificultosa aplicabilidad, resulta intensamente disuasorio.
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mantiene actualmente un sabor inconfundiblemente moderno™. Resulta también
de justicia mencionar la colaboracion de E. Harper, nada irrelevante en un libro
tan algebraicamente farragoso, en el que disponer y mantener los signos apropiados
juega tan importante papel, en palabras del propio Bryan™. L. Bairstow asumira la
tarea de convertir el trabajo de Bryan & Harper en accesible para los disenadores
de aeroplanos, fundamentalmente mediante un serio programa de experimentacion
y de publicacion asequible y sintética de los resultados [18].

(10) La lista de problemas que Bryan considera pendientes de estudio, de la que se ha
mostrado mas arriba la parte que afecta al movimiento longitudinal, indica con
bastante claridad el notable grado de comprension del nicleo de la problematica
del vuelo que el pionero inglés poseia.

(11) ElI interés de Bryan por la aviacion parece haber sido fruto del contagio del
entusiasmo que manifestaba L. Boltzmann por los experimentos de O. Lilienthal,
cuyas publicaciones Bryan también leyo y cuyo accidente mortal le llevo a pensar
que la comprension y correcta solucion del problema de la estabilidad jugaba un
papel fundamental en la seguridad del vuelo.

15.5 Anexo 1. Ref. [20], [21], v [22]

KSL

Se indica, a titulo de ejemplo, el valor del parametro (?j para los 13 tipos"

3

de aviones monoplanos que se muestran a continuaciéon; todos ellos estaban operativos
en el ano de la publicacion del libro de Bryan. Hemos asumido el valor medio de la
constante de resistencia especifica del aire K aceptado en la época.

* Salvo, quizds, por la tipografia elegida para algunos simbolos, para los que utiliza Letra Gotica Antigua.
™ Bryan querfa que sus cdlculos fuesen nuevamente realizados independientemente -repetidos- por otra

persona matematicamente capacitada. (Ver Prologo de [1])
" Ref. [22] y [26].
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KLS (1911)
m

0.10
0.08

0.06

0.04
0.02

o)

|

o

12

KSL
Figura 12.0: Fjemplos del valor del parametro (?j Para varios casos.

Ref. ANEXO I Fig. 15.6. y siguientes: Figs. 15.6.(). El indice correspondiente a “1” de
los graficos que siguen a continuacion se corresponden con los niumeros del grafico 15.6.

"Antoi s IV,
(1910)

(Ref. Fig. 15.6.1) (Ref. Fig. 15.6.9)
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(Ref. Fig. 15.6.5) (Ref. Fig. 15.6.6)
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Hanriot
(1910)

L

(Ref. Fig. 15.6.7)

e )

Pischof
(1910)

(Ref. Fig. 15.6.1)
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YL
il
\
.\
’ Sommer
Monoplane
(1910)

Santos-Dumont
"Demoisselle”

(1907)

(Ref. Fig. 15.6.11) (Ref. Fig. 15.6.12)

Tellier
Monoplane

(1910)

(Ref. Fig. 15.6.13)
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De los datos mostrados se deduce que parece aceptable asumir la condicién

(@J <1
m

15.6 ANEXO II

Nos ha parecido relevante, para terminar el capitulo sobre Bryan, mencionar muy
sucintamente el documento: “Investigation mto the Stability of an Aeroplane, with an
examination into the conditions necessary in order that the symmetric and asymmetric
oscillations can be considered independently”. - By L. Bairstow; B. Melwvill Jones; and A.

W. H. Thompson. Reports & Memoranda, No. 77, March, London. (1913).
Contenido.

El National Physical Laboratory (NPL) realizé (durante el ano 1912) un trabajo
importante sobre la estabilidad de los aeroplanos, orientado hacia la obtencion de las
derivadas aerodinamicas tal como las describi6 Bryan. Los métodos para formar las
ecuaciones del movimiento™ habian sido desarrollados por Lanchester, Bryan, Ferber,
Painlevé, Bothezat, Reissner, Knoller, Crocco, y otros. Los métodos matematicos usados
por el NPL fueron los de Bryan, modificados segiin las sugerencias de los datos
experimentales, ya que los calculos de Bryan estin hechos para un aeroplano idealizado y
simplificado. Las ecuaciones del movimiento conducen a una ecuacioén de octavo grado.
Para el movimiento en un plano de simetria, ésta se resuelve en dos ecuaciones de cuarto
grado, tal como mostréo Bryan. A estas ecuaciones se les puede aplicar los criterios de
estabilidad de Routh. Los experimentos midieron estos coeficientes. Se demostro la

“ En muy diferente grado.
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importancia de las derivadas rotatorias, tal como habia anunciado Bryan. Con base en los
datos obtenidos se establecieron soluciones aproximadas para las ecuaciones de
estabilidad. Los resultados logrados, a partir de casos particulares, permitieron sospechar
que este mismo procedimiento era apto para estudiar la estabilidad de la mayoria de
aeroplanos y -podria pensarse- los resultados no diferirian mucho unos de otros.

Se aplicaron las teorfas matematicas de Lanchester™ y Bryan. Este trabajo se
consideraba la prolongacion natural del realizado por Bryan, y partia de su libro “Stability
m Aviation”.

Se vio también que la ecuacién caracteristica longitudinal se puede razonablemente
expresar como el producto de dos polinomios de segundo grado:

pol = A4 + A2’ + AP+ Ad+ A~ (A2 + AL+ A)| A%+ A A LA
AA A
Los autores del R&M 77 estaban convencidos de que la estabilidad de la mayoria
sugerida.

186

de los aviones modernos (1913) podia analizarse mediante la simplificacién

Esto nos sugiere las siguientes conclusiones:

(1) Este modo de operar no es distinto, ni conceptualmente ni formalmente, de lo
que académicamente se sigue haciendo hoy en dia, s1 obviamos los efectos de
la compresibilidad y la incorporaciéon de algunas variables complementarias
que se ha mostrado necesaria para la correcta modelizaciéon matematica de la
dinamica lineal de los aviones. El NPL simplemente obtuvo experimentalmente
valores para las derivadas aerodinamicas descritas por Bryan, para quien estas
derivadas eran -en su libro- solamente simbolos matemiticos de valor
desconocido.

(2) La sustitucion de los valores medidos por el NPL en las ecuaciones de la
dinamica de un aeroplano condujo a soluciones que, en su expresion
matematica concreta, se corresponden con una llamativa y notable coincidencia
con las que Bryan obtuvo, a través de un cierto nimero de simplificaciones y
de asignaciones de valor relativo de unos términos respecto de otros.

(8) Esto prueba el acierto del método preconizado por Bryan, y su extrema
destreza en el campo de la matematica aplicada, en un ambito en el que ha
permanecido como pionero histérico incontestable. La persistencia y eficacia
de sus métodos resultaba llamativa [24] aunque sus propias ecuaciones no
fuesen de directa aplicacion practica.

" Fs menos claro a qué se refiere el R&M 77 cuando cita a Lanchester en este contexto.

* Afnadamos que, exclusivamente desde un punto de vista académico y sélo a modo de muy secundario
argumento convergente sin valor cientifico, en el 99% de los mas de 386 tipos diferentes de aviones
convencionales, modelados matematicamente -segtin USAF DATCOM 1975- durante el desarrollo de la
asignatura de Mecanica de Vuelo en la Universitat Politecnica de Valéncia entre 2012 y 2017 la ecuacion
simplificada de Bryan -o la version equivalente del R&M 77- aproxima razonablemente bien el modo Corto
Periodo, la frecuencia del Modo Fugoide, y es significativamente menos correcta en el caso del
amortiguamiento de este tlimo Modo. Todo ello, resulta innecesario decirlo, en perfecto acuerdo con un
siglo de experimentacion aerondutica.
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Capitulo 16

Emile Auguste Duchéne (1869-1946)
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188 http://museedesetoiles.fr/wp-content/uploads/2015/08/GDduchene.jpg. (14.06.2017)
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Militar francés, del Arma de Infanteria, experto en maquinas y  fortificaciones.
Diplomado de Estado Mayor, ascendié a general de brigada en 1925 y a general de
division en 1929. Era Gran Oficial de la Legion de Honor.

16.2 Documento de Referencia.

“The Mechanics of the Aeroplane. A Study of the Principles of Flight”™'. Translated
from the French by John H. Ledeboer, B. A and T. O’B Hubbard. LONGMANS,
GREEN AND CO. 39 Paternoster Row, London. (1912).

16.3 Descripcién del contenido.

Este documento expone una sintética descripcion de la mecanica del vuelo
estacionario. Es contemporaneo de los trabajos de P. Painlevé y de G. H. Bryan, aunque
no los menciona™. Acepta que la distribucion de presion sobre una superficie sustentadora

2.
plana con pequeno angulo de ataque (05 ) es: KSV @ siendo K una constante cuyo valor

es 1déntico para planos de la misma forma geométrica aunque sean de distinto tamano.

Kl efecto del Alargamiento alar no es posible determinarlo con rigor pues las
diversas referencias no muestran acuerdo entre ellas. Es un aspecto elusivo, y no parece
haber expresiones matematicas que permitan una cuantificacion fiable del problema.

La ausencia de una teoria matematica que permita estimar la sustentacion de un perfil
delgado 2D, plano o curvo, y situar el centro de presion con claridad, generé muchos
problemas.

Duchéne trabajara con un ala plana equivalente, establecida a partir del angulo de
sustentacion nula del ala con curvatura, equivalente a la propuesta por Soreau [4], pero sin
entrar en detalles.

Cuando Duchéne escribe su libro ya es conocido que el angulo de ataque puede
controlarse mediante el timon de profundidad. Acepta también que la Resistencia o fuerza
total aerodinamica generada por un ala es perpendicular a la cuerda del ala equivalente.
Describe varias correctas formulaciones basicamente coincidentes con las de la mecanica
de Vuelo estacionaria actual, no directamente relacionadas con el problema de la
estabilidad y ya establecidas en forma rudimentaria por Pénaud [6]. Hace uso también de
un concepto denominado “ Velocidad Normal’, aparentemente andlogo al de Lanchester
[12] de “ Velocidad Natural’, correspondiente a aquella con la que el avion describe una
trayectoria horizontal a velocidad constante, aunque Duchéne no ignora que esta velocidad
no es unica.

Duchéne sabe que el angulo de ataque habitual sera positivo y pequeno, pero
considera que existe un angulo de ataque por debajo del cual no se debe volar, ya que -
afirma- existe el peligro de que bajo una oscilacion longitudinal, cualquiera que sea su
origen, se obtenga un angulo de ataque negativo, y esto ha de evitarse a toda costa. Establece

189 . . . . .
Obra premiada con el Monthyon Prize en 1911 por la Academia de las Ciencias de Paris.

¢

90 L. . . . L. . .
Parece verosimil que conociera los trabajos de Paul Painlevé, impartidos y publicados en la Escuela
Politécnica de Paris. Painlevé fue también un importante politico de ambito nacional.
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un intervalo que limita los valores que puede adoptar el angulo de ataque (& ): los valores
aceptables le parecen ser los comprendidos entre:

0.05<2<020 (rad) = 286<a<1146 (grad)

Un llamativo y peculiar corolario de lo anterior es que no debe instalarse un motor
demasiado potente, pues requeririaun valor de & demasiado pequeno.

Placa plana equivalente

a—A

P el \
B‘::—_ (X—-——— —_— —— ——————— —— X

Peso (W)

Figura 10.1: Descomposicion de fuerzas acrodindmicas y gravitatorias para una placa
plana (equivalente) sometida a una corriente de aire.

16.3.1 Sobre la resistencia aerodindmica. (Fig. 16.1)

Duchéne descompone en dos componentes esta resistencia: una parte expresable

mediante la formula  D,...=W & que denomina “Resistencia Activa” y afirma que es

Activa
el precio que hay que pagar por la sustentacion. Si la velocidad es alta, entonces la
“Resistencia Activa” sera pequena. Obsérvese que es expresable como:

w?
2 = DActiva = 2
KSV KSV

[1] W=KSV’a =a= [16.1]

Por esta razon, si la Resistencia Activa fuera la inica existente, a mayor velocidad,
se tendria menor resistencia. (Cfr. La “paradoja”de Langley [7]).
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Ademas, hay que anadir a la “Resistencia Activa”, la “Resistencia pasiva”, causada
por “el espesor alar, la friccion del aire, los elementos estructurales, los cables de
rigidizacion, el “chasis” de aterrizaje, el motor, etc... El resultado es una resistencia como,
por ejemplo, la de un disco plano" puesto perpendicular a la corriente”. Esta superficie

mmaginaria la llama “Superficie detrimental’ ( Sd ) v la considera un valor caracteristico

del avion.

El valor de esta “Resistencia Pasiva” lo expresa sencillamente como:
D, =008S,V? 5.8
Pasiva — Y d [16.2]

Como es habitual en muchos pioneros, no se especifica nada sobre la densidad,
que se supone 1ncluida en el coeficiente K=0.08.

La resistencia acrodinamica total que se opone al avance y que debe ser equilibrada
mediante el empuje, es la suma de las dos anteriores:

Dr..; = Dy + Dongia =0.08 S, V2 +W 116.3]

Total Activa Pasiva

. ., . 2 .
Si se reemplaza en la expresion anterior el valor de V*© = (correspondiente al

Sa
vuelo estacionario horizontal), obtenemos:
. 1
DTotaI =W 0.08 Sd —ta [164]
KS o

Por una razon que explicara mas adelante, Duchéne prefiere™ escribir:

Dot =W( 1 + a] con [ 9085,
f

[ 1‘./'
a f? KS 116.5]

El factor fes adimensional. Esta formula es considerada fundamental, y la utiliza para
su andlisis del vuelo estacionario.

Si compararnos la férmula de Duchéne con la actual, observamos que:
1 1 0.08 S
D1912 =W( f_2a+ aj con ?:(K—de

D =W 1 + CL“ o con:L=W

Actual C L 2 7Z'AR e
_a o
CD,

“ Painlevé (1909) [8] prefiere hablar de una esfera, para evitar efectos de angulo de ataque variable.

" Duchéne no deja de mencionar que, segin Mr. Eiffel [9], la verdadera expresion es mas complicada, pero
no le parece necesario modificar la suya, pues las conclusiones son basicamente las mismas, y la deduccion
algo mas sencilla.

[16.6]
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No se puede efectuar una asignacion completamente equivalente, porque la expresion
de la “ Resistencia Activa”, aunque depende del cuadrado del angulo de ataque, es todavia
rudimentaria en su formulacion y proviene de consideraciones exclusivamente geométricas
debido a que la fuerza total aerodiniamica generada por la placa, plana o no, se considera
normal a la superficie equivalente.

No obstante, hay que mencionar que la modalidad matematica esta establecida ya. Se
ve mejor con otra forma de presentacion:

Digs, = KSV? % + KSV2%a?
CL 2 [16.7]
DActuaI = %,OSV 2CDO + %psv 2 % az

Kl término de la “Resistencia Pasiva” es directamente “asimilable” al lenguaje actual,
pero el de la “Resistencia Activa”no.

16.3.2 Vuelo estacionario en un plano vertical.

La serie de deducciones que Duchéne comienza a obtener a partir de su formula
fundamental es bastante inmediata y se corresponden, como va se ha dicho, con las que
obtuvo Pénaud [6]: La curva de Empuje-Resistencia; el valor de la minima resistencia
aerodinamica; el empuje y la potencia requeridos para la sustentacion; la curva de potencia
util; etc. Culmina esta parte de su trabajo con un sumario de las propiedades fundamentales
del vuelo horizontal (estacionario) que reviste cierto interés, y que Duchéne obtiene del
analisis pormenorizado del comportamiento de las distintas variables del vuelo, a partir de
las formulas obtenidas.

¢  Vuelo Oblicuo: ascendente o descendente.

Duchéne parte de la Curva de Resistencia, aplicada a cada caso particular. Muchas de
las soluciones que indica, aunque no coinciden formalmente hasta el detalle con las
actuales, van el mismo sentido y permiten cierta profundizacion.

Duchéne también define someramente el equilibrio y la estabilidad del avion:
longitudinal, lateral y direccional.  El concepto es sencillo: “La maquina sometida a una
pequena perturbacion no debe lanzarse, de modo desorbitado, a ascender o descender,
abandonando radicalmente la travectoria que mantenia”. La base fundamental para la
estabilidad -segiin Duchéne- descansa en lo siguiente:

La maquina estable estd sujeta toda ella a una fuerte corriente de aire. Esta corriente
crea sobre todas las superficies sobre las que incide fuerzas y momentos que tienden -
deben tender, para que sea estable- a mantener el aeroplano con la misma actitud: “za/
como estd volando en ese momento”.
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Las oscilaciones alrededor del CDG' -si tienen lugar- se componen con la velocidad
de vuelo de modo que la resultante de la velocidad, al incidir de modo oblicuo sobre las
superficies, pero de diferente manera en cada una de ellas debido a que la distancia que las
separa del CDG es distinta, debe actuar de tal manera que amortigiie las oscilaciones y
produzca un efecto de frenado angular.

Duchéne asegura también que este modo de actuar no tiene nada que ver con el modo
de estabilizar un dirigible o globo, lo que solamente es parcialmente cierto.

Figura 10.2: Flujo alrededor de una placa plana, segiun Duchéne (Parte II, Cap. 1V, Fig.
37)

La precariedad de la descripcion del flujo de aire alrededor de una placa AB puede
observarse en el dibujo (Fig. 16.2) tal como lo describe el propio Duchéne™. Pueden verse
lineas de corriente imposibles.

16.3.3 Centro de Presién.

Siguiendo a Eiffel [9], en quien se basa Duchéne para el estudio de los movimientos
del centro de presion para una placa planay para una placa con curvatura en funcion del
angulo de ataque, estos movimientos son los que aparecen en la fig. 16.3 y fig. 16.4. Se
muestran ambos en el mismo grafico para que resulte mads sencillo captar el contraste entre
los dos modos de reaccionar del centro de presion de un perfil alar ante los cambios en &

Las razones por las que el comportamiento del centro de presion de las alas con
curvatura chocaba a los pioneros, cuando lo comparaban con un perfil plano, son
evidentes, pues en el caso del perfil plano el centro de presion, al aumentar & , retrocede
y sucede lo contrario para el perfil con curvatura. Esto ha sido ya comentado en el Cap. 2.

" Parece ser una version simplificada de la Fig. 12 de la Pag. 23 de Ref. [2]
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Borde Borde
de Salida - de Ataque
cuerda b
0

ALA PLANA

( o en grados)
30

Borde Borde
de Salida . de Ataque
& O

ALA CON CURVATURA

30

Figura 10.5: Comparacion del desplazamiento del centro de presion en un perfil plano
(stmétrico) y en un perfil con curvatura.

0° |:> Borde de Ataque

Figura 16.4: Comparacion del desplazamiento del centro de presion en un perfil plano
(stmétrico) y en un perfil con curvatura. (Detalle de la Fig. 16.5).

El comportamiento del centro de presion de una placa plana -recordemos que no
se menciona nada sobre el alargamiento de la misma- lo representan matematicamente
mediante la siguiente expresion, medido desde el borde de ataque del ala:
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xCP 1
——=~—+ka con:
C 4
k~0.3 (Avanzini) [10] [16.8]

k~04 (Eiffel)  [9]

Duchéne es muy consciente de que la variacion de la posicion del centro de presion
complica el problema de la estabilidad del aeroplano.

16.3.4 Estabilidad (estatica) Longitudinal.

La estabilizacion de un plano rectangular aislado le parece posible, por lo menos
tedricamente, pero precaria y el aeroplano resultante poco prictico. La conclusion del
estudio que a continuacion realizard serd: si se quiere volar con equilibrio a diferentes
angulos de ataque, sin tener que mover el centro de gravedad, el avion debera consistir en

dos planos: uno fijo y el otro mévil. La cola debe ser movil (en cuanto al angulo que adopta
frente a la corriente) con estabilizador horizontal fijo y elevador moévil. Procede ahora a
desarrollar esta 1dea.

Figura 10.0; Esquema para el andlisis de la estabilidad estitica. Sistema sustentador
formado por dos alas a distinto dngulo de ataque geométrico.

Sea la figura 16.5. Los dos planos son AB (el principal) y DE el secundario. El
centro de gravedad, entre ambas. Kl dngulo que forman entre si es pequerio y su valor es
x. Si el angulo de ataque es @ , tenemos que los valores de las fuerzas”' aerodinamicas
normales a cada placa son:

2 2
R=KSVa R,=KSV*(a-x) [16.9]
Si ha de existir equilibrio, debera cumplirse la igualdad de momentos:

KSV’ag, =K,SV*(a-x)g, [16.10]

194 R . . , L
Recordemos que Duchéne, como todos los pioneros, no introduce en sus cilculos la desviacion de la
corriente, aunque sabe que existe.
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Duchéne deduce lo siguiente:

Kl equilibrado no depende de la velocidad de vuelo del aeroplano; esta conclusion es
importante.

K29, =K,S, (a—X) g, [16.11]

Cuando varia el angulo de ataque, también lo hacen las distancias G; Y §,. (Pero si el

plano secundario es pequeno, podria despreciarse su correspondiente variacion)

Resulta evidente que hay una correspondencia directa y sencilla entre x e & (s el
aeroplano es estable). Esto es de una gran importancia y permite encontrar una
solucion al problema. Muestra la conveniencia de tener un plano auxiliar mas pequeno
que el principal y situado a una cierta distancia del centro de gravedad, con el objeto
de lograr la estabilidad longitudinal.

Normalmente un acroplano comprende una parte mévil y una parte fija. La parte movil
se llama “elevador”, y puede estar delante o detras del ala principal. Para cada posicion
del elevador hay un solo dngulo de ataque y -dice Duchéne- una posicion estable del
aeroplano. (Sugiere que variar el angulo x no es el inico modo de equilibrar el avion.

Puede hacerse también variando Sz 00,.

No omite mencionar la influencia que la resistencia aerodinamica generada por los
diferentes componentes del avion puede tener en la estabilidad; en la medida en que
sus resultantes no pasen por el CDG del avién dardan lugar a momentos que deberian

también tenerse en cuenta.

Reitera que dngulos de ataque demasiado pequenos™ no deben nunca aceptarse,

porque son peligrosos.

Para Duchéne una cola fija, sin posibilidad de cambiar su angulo respecto del ala
delantera, tendera a no sustentar. (Esto no es realmente asi, tampoco en el supuesto
de que no haya desviacion, solamente sucede en el caso de que el CDG esté situado
exactamente en la linea de accién que pasa por el centro de presion del ala principal).
NOTA: este formato de avion es exactamente el que Bryan utilizard como “molécula
de avion”: menos avion no es posible encontrar, y se obtiene esta molécula mediante
la unién de dos atomos, uno grande y otro pequeno. Y se hace trabajar (Sustentacion)
al atomo grande, y se dedica el atomo pequeno a sustentar solamente en la medida en
que es necesario equilibrar el avion. La fig. 16.6 sirve para explicarlo: puede verse que

la cola esta alineada con el fluyjo (No existe desviacion de corriente). Debido a la

" Este es un concepto curioso que es quizas asociable conceptualmente con la “rnestabilidad catastrofica”
de Lanchester, mencionada en el Cap. 11 de este estudio.
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peculiar concepcion de la fuerza aerodinamica total, esta debe pasar por el CDG para

que el momento de cabeceo sea nulo.

Figura 10.0: Sistema de dos alas con la linea de accion de resultante sustentadora R
pasando por el CDG. (Vuelo Horizontal).

Figura 10.7: Sistema de dos alas con la linea de accion de resultante sustentadora R no
pasando por el CDG.  (Vuelo Horizontal)

En la Fig. 16.7 puede verse el caso de un aeroplano cuyo centro de gravedad (G)
esta por delante. La necesidad de equilibrar el avion impone que R1 y R2 generen

momentos que se pongan y anulen mutuamente.

\

Figura 10.8: Sistema de dos alas con la superficie de control delante de la principal.
(Sisterna “Flyer” de los Wright)  (Vuelo Horizontal).
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La Fig. 16.8 muestra el esquema de un avién tipo “Flyer”, como el de los hermanos
Wright, cuyo estudio resulta particularmente tentador para los pioneros debido a que sus
caracteristicas de vuelo y maniobra -para un observador en tierra- resultaban
deslumbrantes. La estabilidad de este aeroplano, dice Duchéne, es peculiar.

Lo que interesa resenar ahora es que el Centro de Presion relevante, para Duchéne,
sigue siendo tnicamente el del ala principal. Veamos, a modo de ejemplo, como efectiia
Duchéne el andlisis matematico del equilibrado de un aeroplano. Supongamos, para
simplificar, que el Centro de Presion no varia con el angulo de ataque.

g2

Figura 10.9: Esquema de un Sistema formado por dos alas sustentadoras, con el CDG
entre ellas. Sisterna principal delantero.

La ecuacion del equilibrio -que Duchéne denomina “Ecuacion de la estabilidad”-
s, para un avion con empenaje trasero, la siguiente (Fig. 16.9):

K.S, Gg,a =K,S, Gg, (ar—x) [16.12]
De donde se deduce para el angulo de ataque el valor:
o X
=T e cn 16.13
1— KiS, Gg, 116.13]
K,S, Gg,

Es decir, la deflexion x del empenaje respecto del ala principal fija el angulo de
ataque & . Esta es la conclusion importante.

Duchéne hace notar que la obtencion de un valor positivo para & requiere que el
CDG no se retrase demasiado. El hecho de que no incluya la desviacion de la corriente
simplifica las expresiones, y permite obtener conclusiones cualitativamente correctas pero
invalida las cuantitativas. A la vez, si la distancia g/ es nula -el centro de gravedad coincide
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con el centro de presién del ala principal-, entonces el dngulo del empenaje trasero es
siempre nulo ya que x=« ,y el empenaje posterior no produce sustentacion.

gl

Figura 16.10: Esquema de un Sistera formado por dos alas sustentadoras, con el CDG
entre ellas. Sistema principal trasero.

Vamos ahora al caso Wright (Fig. 16.10). Duchéne observa que sigue siendo cierto
que la ecuaci6n del momento de cabeceo genera una relacion obligatoria entre el angulo x
y el angulo &, s1 se impone la condicion de que debe existir equilibrio, aunque ninguna
de estas consideraciones dice nada todavia sobre la estabilidad dindmica del sistema. Por
ejemplo, parece considerar condicion suficiente para la estabilidad el que el CDG esté
situado por delante del centro de presion del ala principal. Esto se debe a que todavia no
se dispone del concepto de centro aerodinamico del aviéon completo, o punto neutro.

16.3.5 Estabilidad Longitudinal Automatica.

Duchéne considera que la miaquina debe mantener una posicion de equilibrio estable.
Es decir, que cuando el avion es perturbado de su actual posicion de equilibrio, debe
retornar automaticamente a la posicion que tenia antes de la perturbacion. Este aspecto
sera estudiado ahora.

16.3.5.1 Aviones consistentes en un solo plano.
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Un aeroplano que consista en un solo plano sin curvatura es automaticamente
longitudinalmente estable. (Esta afirmacion es consecuencia de la ley de Joéssel, como ya
se ha visto al comentar trabajos de pioneros anteriores).

R oy
I
C —"/KQA
B
G®esg

Figura 10.11: Esquema explicativo de la estabilidad estitica. Cambio generado en la
posicion del centro de presion de una sola ala por un incremento del angulo de incidencia.

Un aeroplano que consista en un solo plano con curvatura es usualmente mestable
en sentido longitudinal. La razon viene dada por lo que se ha mencionado mads arriba: el
comportamiento diferente del centro de presion con las variaciones del angulo de ataque
 respecto de la placa plana. Asi pues, la placa plana serd estable y la placa con curvatura
no lo es. (Fig. 16.11). En realidad depende de donde esté situado el valor del angulo de
ataque estacionario.

16.3.5.2 Aviones consistentes en dos planos
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Centro de gravedad entre los
centros de presién de S1 y S2

R1

’0{2=0£]+6

Figura 10.12: Esquema explicativo de la estabilidad estitica. Cambio generado en la
posicion del centro de presion de un conjunto de dos alas por un incremento del angulo
de mcidencia.

Duchéne considera mas interesante trabajar con aviones de dos planos, ya que el
avion de un solo plano “es puramente mmaginario”, y establecera el estudio “mediante
cilculos”, porque el método es simple, por lo menos en primera aproximacion. (Fig. 16.12)

Supondra que las alas pueden tener o no curvatura. La ecuacion de la estabilidad -
asi la denomina- es la siguiente, siendo el subindice (1) indicativo del ala delantera y el
subindice (2) el del ala trasera. El modo de escribirla implica que el CDG esta entre los
centros de presion de cada ala. Ahora utilizamos la nomenclatura actual, pero seguimos
aceptando que no hay desviacion de la corriente. La expresion para el momento (M) de
cabeceo respecto del centro de gravedad (G) es:

M = % NSCL g, _% NS,CL 0,0, [16.14]

En condiciones estacionarias debe cumplirse que el momento sea nulo:

[16.15]

Introduce ahora una pequena variacion en el angulo de ataque experimentado en
cada ala: A« yademds mcorpora la hipotesis de que las variaciones de la velocidad
son 1irrelevantes: no tiene tiempo de verse afectada de modo apreciable y permanece
constante. Vemos que esta analizando lo que mas adelante se denominara Oscilacion de
Corto Periodo. Considera no nulo el desplazamiento del centro de presion debido al
pequeno cambio en A, introduciendo esta dependencia mediante dos coeficientes
adimensionales ,3, que son positivos si el ala es plana y negativos si tiene curvatura. Se

dimensiona el desplazamiento mediante la cuerda de cada ala.
Ag =aCAa,  Ag,=aCAa [16.16]
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Kl resultado es:
con:g,=L,9,=L,,
AM = —%pV ZAa(Sl(:Lal (alcl (0‘1 +A0{)— Ll)+ 5.CL. (a2C2 (0{2 +Aa)+ L. ))
[16.17]

Esta expresion hinealizada queda:
AM = —% PV ?Aa(SCL, (aca -1, )+S,CL,,(ac,a, +L,)) [16.18]

Para la estabilidad estitica se requiere:

(%j <0= (SlCLal (alclal - Ll) +35,CL,, (aZCZa? L )) >0 116.19]

De esta expresion Duchéne deduce la siguiente condicion de estabilidad, para que el
momento sea recuperador de la actitud previa a la perturbacion, teniendo en cuenta que
se cumple la condiciéon estacionaria:

o —a, >, [% + %j [16.20]

Es decir, establece, como condicién de estabilidad estatica una relacion entre los

angulos del ala y del empenaje. Si establecemos la relaciéon entre los angulos &, =@ + )

llegamos a la siguiente condicion de estabilidad:

02| &G &6
L L

1+ (azcz + aicl] a
L L

Si suponemos despreciable el movimiento del centro de presion del empenaje

o (aic]
5 < _—Ll
1+[alflj o,

Y si tampoco consideramos importante este desplazamiento en el ala principal,

0 <— [16.21]

trasero, tenemos:

[16.22]

tenemos:

0<0 [16.23]

Esta es la justificacion de la popularmente conocida como “Regla de la V” para la
estabilidad longitudinal; en palabras de Duchéne: “ £l ala principal y el plano de cola de un
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aeroplano debe formar entre ellos un dngulo diedro en forma de 'V, de lo contrario, (si
forma una V al revés: A ) la maquina es inestable”

La posicion del centro de gravedad admite otras posibilidades, tal como muestran
las figuras 16.13 y 16.14, y cabe que la cola no solamente realice una labor estabilizadora,

sino que también soporte parte del peso, o bien, por el contrario, sustente negativamente.

Esta cuestion depende de la posicion relativa del centro de gravedad respecto de las alas.
Figura 10.13: Esquema explicativo de la estabilidad estitica. Conjunto de dos alas con el
CDG por delante de las resultantes de sustentacion de las dos alas.

Figura 10.14: Esquema explicativo de la estabilidad estitica. Aeroplano con dos elementos
sustentadores: el plano principal no genera momento de cabeceo.

A continuacion Duchéne comienza a extraer conclusiones para casos particulares de

grafica, de modo similar al de la fig. 16.15y 16.16.

aeroplanos. Si los centros de presion no se mueven, la condicion es sencilla y ya ha sido
mencionada. Duchéne ofrece los casos que le parecen mas dignos de mencién en forma
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‘CONFIGURACIONES ESTABLES

E D B

Figura 10.15: Fjemplos de configuraciones estables.

‘ CONFIGURACIONES NO ESTABLES

Figura 10.10: Fjemplos de configuraciones no estables.

16.3.5.3 Funcién de la cola en el amortiguamiento de las oscilaciones.

Si analizamos el comportamiento de un aeroplano con ala principal y cola posterior
ED sometido a pequenas oscilaciones alrededor de su centro de gravedad (Fig. 15.17),

“_»
7

vemos que aparece en la superficie de cola una velocidad vertical “v

que es muy

mmportante debido a que, en su composicion con la velocidad de vuelo V, causa un
momento dinamico que tiende restablecer el equilibrio, amortiguando el movimiento de

. , Vv
cabeceo a través del incremento de angulo de ataque Aa, = —

\
|
v D
\' /

Figura 10.17: Esquema explicativo de la funcion estabilizadora de la cola.
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16.3.6 Influencia del momento de inercia | vy €1 la estabilidad.

Para obtener este efecto amortiguador, no se debe permitir que las oscilaciones
asuman tal proporcion que el momento restaurador de la cola sea insuficiente y el
aeroplano realice un giro excesivo alrededor de su eje transversal; se debe lograr que el
movimiento resultante de las oscilaciones sea menor que el momento de mercia de la
maquina alrededor del eje que pasa por el centro de gravedad y es perpendicular al eje de
simetria; la expresion literal de Duchéne es: “ Es esencial que la eficacia estabilizadora de
la cola sea proporcional al valor del momento de nercia del acroplano en una direccion
longitudinal’. Esta curiosa expresion es explicada del modo siguiente:

Si un aeroplano tiene una distribucion de su masa tal que esta se acumula en los
extremos delantero y trasero -es decir, que posee un elevado momento de inercia- y tiene
ademas una superficie de cola pequena, esto da lugar a la aparicion de un movimiento
oscilante no amortiguado que pronto acaba desestabilizando el avion. Duchéne afirma que
existe una ineludible condicion de estabilidad que establece una relacion entre el momento
de 1nercia y la eficacia estabilizadora de la cola medida por el producto de la superficie
multiplicada por el brazo de par, pero no la fija matematicamente.

Por la mencionada razon, afirma Duchéne, conviene concentrar en un punto el
peso del aeroplano, mas que distribuirlo a lo largo de todo el cuerpo del mismo, para
facilitar el amortiguamiento de las oscilaciones. Por eso la costumbre que tienen algunos
fabricantes de situar el centro de masas mas bajo que el ala principal, es contraproducente
a efectos de amortiguamiento de las oscilaciones.

Por otra parte, un aeroplano es menos sensible a las perturbaciones atmosféricas
cuanto mayor sea su momento de mercia. Se tratard -dice Duchéne- de lograr un aceptable
compromiso entre ambas exigencias.

Duchéne sugiere un sencillo modelo de papel (Fig. 16.18) que permite comprobar
muchas de las afirmaciones realizadas a lo largo de su libro, para un planeador.

Peso

Figura 10.18: Fjemplo de diserio estable de un modelo sencillo de aeroplano. (Es visible
la deflexion negativa de la superficie horizontal de la cola)
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16.4 Conclusiones

1)

@

3

(4)

©®)

6)

Duchéne explica, de un modo asequible y con tendencia a mimimizar el nimero de
formulas utihizadas, los principios fundamentales de la mecanica del vuelo con el objeto
de proporcionar al lector ordinario una panoramica de los problemas mvolucrados en
el movimiento y la estabilidad de los acroplanos. Desea facilitar un modo sencillo de
calcular los diversos elementos y las condiciones de vuelo. Pero no pretende presentar
de modo cerrado y definitivo la respuesta a los intrincados problemas del vuelo. Esta
es una clencia tan nueva -estamos en 1911- que requerira todavia muchos anos para
que tal cosa sea posible.

No es un libro escrito para especialistas, con intereses exclusivamente matematicos, que
constituirian asi un pequeno circulo de potenciales lectores. Tampoco es tan elemental
o simplista que trate de evitar los problemas propios de los aeroplanos desde sus
aspectos técnicos mas serios. Resulta equilibrado, y puede considerarse como de alta
divulgacion; proporciona una base previa de mdudable utilidad para futuros

disenadores de aeroplanos.

Los casos numéricos estudiados se basan en informacion poco fiable y escasa. No
pueden considerarse definitivos en sus conclusiones. Aun asi, trata de establecer, con
la mayor firmeza posible, y de acuerdo con las limitaciones ya mencionadas, una

conexion entre la teoria y la practica en el diseno y estudio del vuelo de los aecroplanos.

Kl coeficiente K incluye los efectos de la densidad del aire y el efecto de la forma
geométrica del ala; por esta razén, la constante K es distinta para cada superficie del
aeroplano. Esto es correcto, aunque no se llegan a cuantificar con claridad estas
dependencias.

Los cilculos sobre diferentes aspectos de los distintos casos posibles de vuelo
estacionario en un plano vertical son formalmente correctos (incluye alguna llamativa
e Inexacta advertencia). Fueron ya establecidos sustancialmente, con un aspecto
ligeramente distinto, por Pénaud [6] en primer lugar, y por otros posteriormente. No
hemos profundizado en este aspecto, que no mtroduce novedad, aunque pensamos
que constituye una valiosa aportacion por su estilo claro, riguroso y divulgativo. Fue
publicado con la explicita pretension de ser util a los diseniadores de aviones.

Salvo por el hecho de no tener en cuenta la desviacion de la corriente, y otras
limitaciones propias de la teoria aerodinamica vigente, la expresion de la ecuacion del
momento de cabeceo que rige la estabilidad estitica longitudinal es basicamente
correcta.
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(7) Las conclusiones respecto de las necesarias inclinaciones respectivas de las superficies
sustentadoras en un aeroplano formado por dos de ellas, una delantera y otra posterior,
son correctas, aunque podria ser mas clarificador analizar la influencia de las diversas
posiciones posibles -en sentido longitudinal- del CDG del aeroplano.

(8) Kl efecto amortiguador de la cola es tratado correctamente a partir del analisis fisico
cualitativo, asi como la influencia, descrita someramente, del momento de mercia del
aeroplano. El estudio de Duchéne no contempla otro modo de oscilacion que el que
hoy denominamos Corto Periodo.

(9) No hay ningtin analisis del problema del vuelo que incluya las ecuaciones no
estacionarias, pues estd mas alla del objetivo que se propone el autor.
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Capitulo 17

T. Von Karman (1881-1963) & E. Trefftz (1888-1937)

197 198
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17.3.3.1 Valores tipicos de los parametros p y q.

17.3.4 Estudio de las raices mediante las curvas envolventes de la Ecuacion de

Estabilidad.

17.3.5 Raices imaginarias de la Ecuacion de Estabilidad.

17.3.6 Zona Limite de Estabilidad.

17.3.7 Representacion grafica de las raices de la Ecuacion de Estabilidad.
17.3.8 Calculo aproximado de las raices de la Ecuacion de Estabilidad.
17.3.9 Aplicaciones practicas.

17.4 Conclusiones

17.5 Anexo
Bibliografia.
17.1 Nota Biografica.

Theodore Von Karman. Nacido en Budapest (Hungria). Estudio en Gottingen.
Fundador del Instituto Aerodinamico de Aquisgran. En 1930 se hizo cargo en Pasadena
(USA) del recién fundado Guggenheim Aeronautical Laboratory en el Instituto de
Tecnologia de Califormia. En 1944 es nombrado Presidente del Comité Asesor de la
USAF. Doctor honoris causa por mas de 25 universidades, ha sido el especialista en
Aerodindmica mas importante de la primera mitad del siglo XX, junto con Prandtl. [12].

Erich Trefftz. Nacido en Leipzig, Alemania. Uno de los mas eminentes
matematicos aplicados de Alemania. Estudio en la Universidad Técnica de Aquisgran. En
1909 se trasladé a Gottingen. Después de un ano en la Universidad de Columbia (New
York) paso a trabajar con el famoso matematico aplicado austriaco Richard Von Mises,
fundador del GAMM (“ Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und Mechanik”) en
1922. Fue siempre un profesor excelente, matematicamente riguroso, con una profunda
comprension de la mecanica de muy variados aspectos de la técnica, pero con una especial
inclinacién hacia la aerodinamica. [13]
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17. 2 Documento de referencia.

Uber Lingsstabilitit und Lingsschwingungen von Flugzeugen. <Jahrbuch der
Wissenschalilichen Gesellschaft fiir Lufifahre>>. 3 (1914/15) 117-138. Verlag von Julius
Springer. (Berlin). “Sobre la estabilidad longitudinal de los aviones” **

17.3 Descripcién del contenido.

Este documento™ de Karman y Trefftz se propone analizar la estabilidad y las
oscilaciones longitudinales de los aviones. Esta cuestion ha sido estudiada ya por muchos™,
aplicando métodos muy diversos. Desde los muy simples, hasta los muy detallados y
presuntamente exactos. kin estos ultimos se pierde el punto de vista intuitivo en un laberinto
de largas formulas. VK&T se proponen trazar una via media para presentar de forma
transparente “e/ engorroso problema de la estabilidad’ de los aviones.

Xb i e
v 9 —Tangencial

Fig. 17.1: Referencias de ejes, dngulos y fuerzas para un aeroplano propulsado, con dos
elementos sustentadores.

Nomenclatura (Ref. Fig. 17.1)

(S,) Superficie del estabilizador horizontal trasero.

(SW) Superficie del ala principal.

" “Se ha trabajado con la version publicada en “ Collected Works of Theodore Von Karmain”, Vol. 11, (1914-
1932), 1-25; Butterworths Scientific Publications, London, 1952. El trabajo fue expuesto por Von Karman;
no hubo discusion verbal, por falta de tiempo, y el intercambio de comentarios entre oyentes y autores del
trabajo fue por escrito. Esta discusion, que no aparece en los Collected Works, ha sido tenida en cuenta para
el presente trabajo, que se ha elegido como representativo de los de la escuela alemana sobre la estabilidad
de los aviones, y la razéon podrd verse en nota a pie de pagina del presente capitulo.

* Amablemente traducido del original aleman por Peter Seitl Weizinger; Lic. Empresa por la
‘Welthandelsschule, Viena, y Lukas Benjamin Inhestern, PHD Student bei UPV. La exposicion y discusion
final ha sido traducida del aleman gracias al apoyo del Departamento de Motores y Maquinas Térmicas de
la Universitat Politécnica de Valencia.

“ C. Runge, R. Knoller, Bryan, Ferber, Reissner, Quitter, Painlevé, ... (VK& T no mencionan referencias
bibliograficas precisas)

417



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

(LRH ) Linea de referencia horizontal.

(xCDG) Posicion del Centro de gravedad del avion, medida desde el CDG.
(L) Distancia entre el (centro de presion) empenaje trasero y el CDG.

(Xb, Zb) Ejes cuerpo, con origen en CDG.

(X, Z) Fjes horizonte local, con origen en CDG.

(0) Angulo de asiento longitudinal entre (Xb y LRH)
(@) Angulo de ataque; entre (XbyV)

(7) Angulo de pendiente de la trayectoria; entre (X yV)
(CL,,) Pendiente de la curva de sustentacion del ala.

(CL,,) Pendiente de la curva de sustentacion de la superficie de cola.

17.3.1 Estudio de la Estabilidad Estatica

VK&T suponen, como hizo Bryan [1], que en vuelo estacionario equilibrado la
superficie horizontal trasera no genera sustentacion, y que la traccion de la hélice pasa por
el centro de masas (CDG) del avion (“Traccion Central”, en terminologia de Bryan). Esto
exige que el centro de presion del ala del avion (xCAw) coimncida con el CDG; de lo
contrario no se podria anular el momento de cabeceo.

No}m al

y gx——Xb
7 Ve — LRH ——

Fig. 17.2: Referencias de ejes, dngulos v fuerzas para un acroplano propulsado, con de dos
elementos sustentadores, en vuelo horizontal,

También suponen que la posicion del centro de presion del ala  es funcion lineal
del dangulo de ataque @  sin llegar a establecer una relacion matematica defimda que
cuantifique esa dependencia.

Las oscilaciones angulares del avion alrededor del CDG produciran variaciones del
. de . . :
angulo @y la velocidad angular q=— modificard la sustentacion de la cola (Ref. Fig.

dt

17.2), causando un efecto amortiguador que modificara el momento de cabeceo. Por esta
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razon, se puede considerar que el dngulo de ataque de la superficie de cola tendra el valor
aproximado:

(d@jL
o ra+|— |—
dt )V

Las expresiones de VK&'T para la sustentacion y la resistencia aerodindmica de una
superficie sustentadora se corresponden bien, salvo en una constante, al modelo
aerodinamico actual. (Las fuerzas aerodinamicas las expresan como sustentacion:
PS, VL, vy resistencia: oS,V ¢y, (La equivalencia con los coeficientes actuales es

{, =CLI2 y ¢, =CD/2).

El momento de cabeceo lo expresan como: M = pSWVZ»\f &2 +¢7R siendo Rel

brazo de la resultante aerodinamica respecto del centro de masas del avion. Es decir:

2
M :lpSWVZCL 1+ cb R con:C—Dza‘
2 CL CL
_1 2 2
M =—p8,VCLL+&" R [17.1]

con: R=XxCDG - xCAw(«)

M = %p S, VZCLYL+&? (XCDG — xCAW(<))

Obsérvese que & es el inverso de la Eficiencia Aerodinamica.

Fig. 17.3: Modificacion del momento de cabeceo al variar el dngulo de ataque. Curva
metacéntrica.
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Para la esimacion de la distancia XCAW(a) que fija el centro de presiéon, o centro
aerodinamico del ala, en funcion de @, VK&T admiten una expresion lineal:
XCAW(a) =h a siendo h =Cte, que se considera positivo, pero sin especificar su valor.
Cuando el dngulo de ataque aumenta, la resultante de las fuerzas aerodinamicas se retrasa,
(respecto del morro del avién). Esto significa que el incremento de momento de cabeceo
causado por un aumento del dngulo de ataque es negativo, de acuerdo con el convenio
actual de signos.

El vuelo estacionario equilibrado, como ya se ha dicho, solamente puede tener

lugar para aquellos dngulos de ataque que satisfagan la relacion XCAW( gy, ) = XCDG si

ha de cumplirse la condicion de sustentacion nula de la superficie trasera. El valor de g

es medido respecto del eje de sustentacion nula.

La expresion del Momento, para equilibrio estacionario, seria:

M = % p S, Vil+&CL, a. (XCDG — XCAW (&, ) ) + % PS, V’CL,, (@i + ¢ ) (XCDG — XCAL)
[17.2]
Con: (xCDG-xCAt)=L (Vid. Fig.17.1)
M = % pS,VCLJ1+£°CL,, o, (XCDG — xCAW () ) + % PSVZCL,, (am + ¢ ) L
[17.3]

La sustentacion nula de la cola exige que (amm +5E) =0 = o=—04, Vla

necesidad de que sea nulo también el momento de cabeceo exige que

XCAW( ¢ty ) = XCDG, vy que ese valor de (agy ) cumpla la condicion de equilibrar el

peso:

% pS,VCL,, o =Mg [17.4]

Puede observarse que VK&T no consideran la influencia™ de la desviacion de la
corriente en la cola respecto de la corriente incidente en el ala. En el presente desarrollo,
se respeta esta opcion.

202 3 3 s : s L 7 e sz ~ .
Ludwig Prandtl, en la discusion que siguio a la exposicion de Von Karman, sugirié que “ Un refinamiento

tedrico que seria necesario realizar para obtener buena correspondencia entre los resultados teoricos y la
realidad, seria incluir los efectos de la corriente producida por Ila hélice en el ala y en la superficie de cola, y
el efecto del cambio en la direccion de la corriente en la superficie amortiguadora causado por el ala. (...)
Ambas cosas pueden producir cambios notables en el comportamiento del avion. La teoria de vortices
permite obtener aproximaciones de ambas influencias en el plano de cola sin excesiva complicacion”. Esta
discusion tuvo lugar por escrito, por falta de tiempo, como ya se ha dicho.
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VK&T prefieren trabajar con fuerzas y momento adimensionalizados mediante la

division por el peso:

] M =1+ & (XCDG — XxCAW( ey, ) ) + (i](_CLm j L(amm +5.)L
(2 ,OSWV 2CI_mW Xrrim = mg) SW CLaW CLrvim

[17.5]
Para el andlisis de la estabilidad estitica proceden a perturbar la ecuacion del
Momento de cabeceo estacionario respecto de la variable &

Obtienen:
M +AM =

1

Zp S, Vi1+eCL,, (o, + Aa)(XCDG — XCAW ety + Aa))+ [17.6]

+%pSt V?CL,, (tyim + A+ )L

Con: XCDG —XCAW( 0z, +Acr) = XCDG — (XCAW( ) —h Ar) =h Acx

Desarrollando:
1 2 2 1 2 2 1 2
AM == p 8,V N1+2°CL,, argh Aa+ 2 pSVCL,, h (Ac) —5PS VL, LAa
O sea:
AM 1 S, CL
AM 2,55 CL VA S S S R JRPLY | 17.7
Aa 2 p w aw aTI’Im (SW CLaW aTrim J [ ]

. L, . 208 -,
VK&T denominan “Altura metacéntrica”  a la expresion:

- (¢S

Sw CLaW aTrim

Y la condici6n de Estabilidad estitica queda establecida como:

AM <0
: 17.8
1+ 82 ﬁ CLaW trim < L [ ]
S, cL, h

Este modo de presentacion de la conclusion la Estabilidad Estitica depende del
angulo de ataque, de acuerdo con los supuestos aceptados por VK&T. Podemos verlo con

203 . .
Véase nota complementaria sobre la curva metacéntrica.
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mayor claridad estableciendo la expresion del valor del eventual Punto Neutro, (aunque
esta denominacion no existe todavia) de acuerdo con las hipotesis de VK& T

M
Para ello, obtenemos el valor de xXCDG con — =0 , y llegamos a:

da
ELI:'“ Sst L+CL, xCAw Y
XPN =~ e J\ Ow +— 1 %1 [17.9]
14| Cla | St CL | Sc
cL, )i s, cL, s,

Puede verse que la primera parte de la expresion es la ahora tradicional,
correspondiente al Punto Neutro del avién.

e Nota complementaria sobre la Curva Metacéntrica [2].

(Fig. 17.4 y Fig. 17.5) Si en un sistema de ¢jes coordenados se sitia un perfil alar con curvatura de
modo tangente al eje de abscisas y se dibuja la posicién y magnitud del vector fuerza aerodinamica resultante
para cada valor del dngulo de ataque, (cuya magnitud -en forma de coeficiente de fuerza normal a la velocidad
incidente, es medible en el eje de ordenadas), y se traza la envolvente de las rectas tangentes a todas esas
resultantes, obtendriamos un grafico como el indicado.

Asi tenemos la posicion y la intensidad de la reaccion del aire para cada dangulo de ataque, lo que
permite ver mds directamente la variacion de la posicion del centro de presion. Hagamos también una
precision: al hablar de centro de presion puede llevar a suponer que las fuerzas acrodindmicas estian aplicadas
en un cierto punto geométrico o material fijamente determinado con relacion al ala. Pero esto no es asi: no
se trata de un punto, sino de una “linea de accion”, y dentro de ella no hay ningtin punto especial en el que
deba suponerse aplicada esta fuerza y puede elegirse convencionalmente el que resulte mis comodo, que
suele ser la interseccion de la linea de accion con la cuerda del perfila alar. Lo mismo se podria haber elegido
el metacentro, es decir, el punto de tangencia con la curva metacéntrica, que represente mejor que ningdin
otro el punto de aplicacién de la fuerza, porque para pequenias variaciones del dngulo de ataque apenas
cambia. Esta es la forma de representacion que eligen, en primera instancia, Karmian & Trefftz. Para un caso
particular, tendriamos (Cfr. Fig. 17.4 y Fig. 17.5):

30— — a0 == —
| ) «—-puntos de interseccién
N g ° // /0 con la cuerda del ala

Curva
metacéntrica.
—10+
Lineas de accién de la
=5 resultante de la sustentacién
-20
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Fig. 17.4: Curva metacéntrica de un perfil alar con curvatura.

Este tipo de gréficos solia representarse del modo siguiente, incluyendo el valor de la sustentacion
resultante en forma de vector:

Cocliciente de
lfucrza Normal

al ala.

“a Angulo de alaque
R ‘

Curva
Mectacéntrica

Fig. 17.0: Curva metacéntrica de un perfil alar con curvatura. Representacion tradicional.

El momento adicional de cabeceo que se genera al variar el angulo de ataque,
(adimensionalizado con el peso), sera:

AM
—=-h, Aa [17.10]
mg

17.3.2 Ecuaciones del movimiento. Ecuacién de Estabilidad.

Aplicando el procedimiento de las pequenas variaciones para el movimiento en un
plano vertical, obtenemos las siguientes ecuaciones, expresadas con la nomenclatura
actual:
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[e1] l(dﬂj —28&+( CD“)A&—AG
gl d \Y CL

[e2] \i(mﬂj 2£+(8+MJA(Z+L(M—GJ5 Con:é‘:iCLat
gl dt Vv CL vV dt S,
r>(d?A6 dAg
i _ _= ‘h — _ 2
[e3] g( e ] h;, Aa v 5( ™ j con: hy (L5 hx/1+g)

[17.11]

El polinomio caracteristico del sistema de ecuaciones diferenciales es de cuarto
grado en la variable s y, despreciando 2CD  frente a CL,,,, resulta:

2 _ 2 2
\/—252+—CL“WS+2(1——CD“ gCL“j Vs 5" e V2 (V—s +28\LS+2) 0
g CL CL, g r gr, \ g g

y

[17.12]

VK&T omiten también (M

oL j frente a la unmdad, basindose en el

o

supuesto de que el vuelo se realiza en un entorno del valor de &, - Iisto equivale a

volar con la maxima eficiencia aerodinamica, y significa que:

d (CD CLCD,-CDCL, CD, -&CL,
(=0 =& . =0 —=| =« " |0 [17.13]
da | CL cL cL

Con esta simplificacion la ecuacion caracteristica queda:

2 2
(V—Zsz+%s+2j£\is+5l'] hy V- [—s +25\is+2] 0 [17.14]
g g ry gry g g

Efectuando ahora los siguientes cambios de variable:

2
V s 1 (L hy V2 CL, 1
Z:——, = —| — 5, a= L4 , b:g\/i [17.15]
gz " ﬁw g T

La ecuaciéon caracteristica puede escribirse de la siguiente forma, adimensional y
notablemente compacta:
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(Z2+az+1)(p+2)z+q(2* +bz+1)=0 [17.17]

Obsérvese que es mas simple que la Ec. [14.23] de De Bothezat.

VK&T analizan ahora algunos casos limite de mterés teérico:

17.3.2.1 Caso limite. Estabilidad neutral. (q — 0)
Avién de estabilidad estitica neutral, con hy =0 equivalente a = 0. Se trata de

un avion indiferente respecto de & en cuanto al momento de cabeceo.

Para este caso tenemos:

2
(ZZ+az+1)(p+2)z2=0 [17.17]
Cuyas raices son:

2,=0
z,=—p<0

cL CL? 1
2, =——_ |1t [1-2 2« z——(liafl—Zazrim)<O 17.18
oLz SN PN T 17451
5, =—— (1ia/1—2a$ﬂm)<0

V aTrim

Puede verse que el movimiento, para los valores normales del angulo de ataque, es
siempre amortiguado sin oscilaciones, cuyo significado fisico es facilmente observable.

(1) Supongamos un avién al que solamente se le permite el grado de libertad de ascenso y
descenso, pero no de cabeceo. Esto es una anomalia, pero si lo aceptamos para ilustrar
el caso tedrico, las ecuaciones del sistema se reducen a dos:

[e1] l(dﬂj = —28£+(1— €D, jAa
g

dt \Y CL
[e2] \i(dﬂj:2&+(5+CL‘”WjAa con:5:iCLmt [17.19]
g\ dt Vv CL S,

Este sistema tiene la ecuacion caracteristica siguiente:



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

2 (3CDh+CL 2
v (BC0CL)s 2(, CD' CD, o CD)
g CL g Vv CL CL CL
2
VS—2+[35+CL“J3+E(1+52—d—gj:0 [17.20]
g CL)g V da
Y con las ya conocidas simplificaciones:
2
s%(ﬁ)gsﬂg—z:o [17.21]
CL )V Vv

Las raices son:

2
o - CL.gfy, |, 8L
27 2cLv cL,?

Aproximadamente equivalente a:

., :——g(liwll—BaTzrim)<0 117.93]

2 aTrim V

[17.22]

Esta oscilacion puramente vertical, en velocidad y pendiente, tiene raices reales y
negativas. La suposicion de que el angulo de asiento longitudinal @ no varia, implica
aceptar que las variaciones de la pendiente 32 se corresponden con las del angulo de

ataque, con signo contrario, de manera que cuando el avion asciende, el angulo de ataque
disminuye y viceversa (A]/ = —Aa) Esta modelizacion simplificada no refleja un modo
normal de oscilacion de los aviones convencionales.

(2) Si suponemos ahora que solamente permitimos el grado de libertad correspondiente

al cabeceo, tendriamos:

3)

r? 2 2
[e3] é[d A9j+£5[dA9j =0 con:5:%CL [17.24]

dt? \Y; dt ot

w

Las raices del polinomio caracteristico son:

2 2
[17.25]
s, =~ 3Ll s 9| L[], <0
vir, vVir S,
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Esto muestra el efecto amortiguador de la cola. VK&'T" consideran que el parametro

2

p= %(Lj S, es uno de los mas importantes desde el punto de vista del diseno, y se
2(r,

debe tener muy en cuenta. Esti relacionado directamente con el grado de estabilidad del

avion. El caso estudiado se aproxima al de un avion en tinel aerodinidmico con un solo

grado de libertad en cabeceo, pero sin incluir el efecto debido al retardo en el

da
establecimiento de la sustentacion por (E #0 enla cola. En 1913 este efecto todavia

no ha sido claramente identificado y cuantificado.

Los casos limite estudiados son de interés teorico, y ninguno de los dos es realista,
pero sirven para hacer aparecer la importancia de ciertos elementos para la estabilidad.

NOTA: Hay que mencionar que la condicion de hy =0 , suponiendo vuelo en

condiciones de elevada eficiencia acrodinamica, mmplica

2
h,=L&—h |1+ M ~LS—h 1+2M —0 [17.26]
CL(aT"im) CL(aTrim)

Cuando el movimiento es perturbado, tenemos una variacion del angulo de ataque
que causa un desplazamiento del centro aerodinamico, y con ello, un cambio en el
momento de cabeceo:

h +Ah, = L5_h[l+ZCD(aTrim+Aa)Jz Lg_h{l_FZCD(aTrim)""CDa Aaj

CL( oy + A CL( oy +AQ)
[17.27]
De donde:
CD
Ah, = 2h——— A« [17.28]
CI—(agTrim)

Por tanto, la ecuacion [e3] de [17.11] (con la condicion de hy =0 ) requiere

la introduccion de un término complementario:

2 2
d’Ag +L5 da6 —2hCD“ Aa =0 con:Aa=A0
Vv dt CL

[17.29]

Y las raices son:
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S _CLMVL(g_Lji Ly, 86D (M (s, )
o2 \vP s, )| T\ cLcl gL S,

No se trata necesariamente de un movimiento estable. Ello es debido a que

[17.30]

se ha imncluido en la ecuacion [e3] el supuesto desplazamiento del centro
acrodinamico con el dngulo de ataque. Las dependencias son inmediatas.

17.3.2.2 Caso limite. Estabilidad Estitica muy grande. (q — )

La ecuacion del polinomio caracteristico completo es:

(Z2+az+1)(p+2z)z+q(z° +bz+1)=0
v 117.31]
con:z=" >

g2

Si la altura metacéntrica es muy grande, el avion serd muy estable (q — oo) Las

raices para este caso limite se obtienen del modo siguiente:
El polinomio caracteristico quedaria como sigue:

(Z2+az+1)(p+2)z

; +(2+bz+1)=0 =(z’+bz+1)=0

[17.32]

Por tanto:

(z%i—f 22+1j:0

Este caso conduce a:

O bien:

_ij
V2O 1)



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

VK&T considera que estas raices representan el modo “Phygoid’ (Sic), cuyo
descubrimiento atribuye a Lanchester [4], ya que los previos trabajos de Zhukowsky
parecen ser practicamente desconocidos en occidente. Si partimos de las ecuaciones
miciales del sistema para las fuerzas, suponiendo que el dngulo de ataque permanece
constante, y prescindimos de la ecuacion del momento, obtenemos:

2
S ECT L
gl dt Vo odt | dt

2 2
d“Au +Zgg dAu +Zg AU

el+e? =0 [17.34]
[ ] at> v dt  V?
Las raices de la ecuacién caracteristica son:
2
s, —-SPOl, 1_2[gj ~[_CPY9,,_ 9 p; [17.85]
' CLV CD CLV V

Es la expresion aproximada del movimiento Fugoide; aparece cuantificada
claramente la influencia de la resistencia aerodinamica. Lanchester solamente habia
establecido la frecuencia de la oscilacion.

17.3.3 Posibilidad de existencia de raices reales de la ecuacién de Estabilidad. (Método de
Klein)204

Los desarrollos de VK&'T permiten profundizar en algunos aspectos de interés.

Para estudiar las posibles soluciones de la ecuacion caracteristica VK&'T aplicaran
el método de las Envolventes de Klein [3], quien describe también un método para
obtener raices reales de una ecuacion -la Recta de Klein- . Aplicaremos primero este
segundo método a partir de la Curva Normal de la Ecuacion de Estabilidad, y a
continuacion, el de las envolventes.

La Curva Normal de la Ecuacion de Estabilidad es una curva con dos parametros
py q, directamente relacionados con las caracteristicas geométricas, acrodinamicas y de
vuelo del avion, y cuya forma matematica veremos mas adelante:

*" Esta parte no ha sido desarrollada por VK&T.
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z(zz+az+1) 22(22+az+1)
p+
(22+bz+1) (22+bz+1)

+q=0 [17.36]

El fundamento del Método de Klein es el siguiente.

Si llamamos x e ya las coordenadas cartesianas de los puntos de un plano, toda
recta del mismo viene representada por una ecuacion como la siguiente:

y+ux+v=0 [17.37]

El punto (u, V) puede ser visto como las coordenadas de una recta, siendo (—u)

la pendiente y (—v) la ordenada en el origen.

Si, por razones que mmmediatamente comprenderemos, consideramos como
equivalentes el punto y la recta, y en consecuencia también las coordenadas de estos dos

elementos geométricos, podriamos decir que la ecuacion Y +U X+V =0 representa la
mcidencia de la recta, caracterizada por el par (u, V) y el punto (X, y) : el punto esta sobre

la recta y la recta pasa por el punto.

La mterpretacion geométrica de la curva de la Ecuacion de Estabilidad la
realizaremos ahora mediante la Curva Normal.

Para ello establecemos:

z(2 +az+1) 2’ (2 +az+1) (
X = ’ y = - [17.38]
(2 +bz+1) (z +bz+1)
Y también, en cuanto a la recta:
p=u q=vV [17.39]

La Curva Normal representa, con la variable z, una curva racional, perfectamente
determinada (una vez conocidos solamente los valores™ de a'y b del plano (x, y). En esta

curva podemos considerar marcada implicitamente una escala ordenada de valores de la
variable z. (Kig. 17.6)

* Recordemos que a = C L“ —, b = &2 . Para condiciones de vuelo de minima resistencia

acrodindmica, ala recta y polar de coeficientes constantes sin efectos de compresibilidad esto equivale a los

AR K

siguientes valores: a = ; b=2J2CD, K Es decir, a y b son constantes.

2
1fZCD0 1+ 1+(A2R)
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Pardmetro

7 =X
X

NOTA: BUCLE PEQUENO MUY AUMENTADO | @I QA

CURVA NORMAL DE LA ECUACION DE ESTABILIDAD (VK&T)

Figura 17.0: Representacion grifica genérica de la Curva de Estabilidad de VK&'T.
Es importante retener que es muy sencillo  “/eer”las raices directamente sobre las
curvas de los graficos, ya que todo valor de la variable z en un punto de la Curva Normal

es el cociente entre la ordenada y la abscisa en ese punto: Z= y/ X

A su vez, todo par de valores (p,q) representa una recta del plano. Segin lo

expuesto, obtenemos todas las raices reales de la ecuacion de Estabilidad cuando
consideramos todos los puntos de interseccion de la Curva Normal con las rectas del plano,
leyendo los valores del parametro z sobre la escala marcada en la Curva Normal.

Se puede observar que la Curva Normal queda determinada de una vez para todas,
sin que haya que tener en cuenta los valores que puedan tomar los parametros ( p, q) , SINO

solamente los valores, constantes para unas condiciones de vuelo fijas, de a y de b. Estos
dos valores son muy sencillos de establecer para cualquier vuelo:™
cL, 1 CD
a=—s, b=To2 [17.40]

CL 2’

206 . . . . ) L.
Recordemos que ahora se supone vuelo horizontal en condiciones de minima resistencia aerodinamica.

También se ha despreciado 2CD frente a CLaW
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A cada par de valores particulares ( p, q) le corresponde una recta que, en cierto

modo, los representa, y al considerar todos los pares de valores de (p, q) tenemos todas

las rectas del plano.

Recordemos que los valores p v  son:

2

o (L) Sqp
J2(r, ) s,
[17.41]
L[S h CDY | V2
q=—2 —ICLQ,t - — 1+(—j e
r | Su L CL 29

Es decir, el parimetro p es puramente masico-geométrico y no depende de las
condiciones de vuelo. En cambio, el parametro q si que depende de estas, sobre todo a
través de la velocidad de vuelo. No obstante, veremos mas adelante que la presencia de la
velocidad se puede obviar mediante el uso de la ecuacion de la sustentacion en vuelo
estacionario, que es uno de los prerrequisitos de todo este desarrollo.

A titulo de ejemplo y para ser mas especificos, aplicaremos la teoria que acabamos
de enunciar a la Ecuacion de la Estabilidad de VK&T eligiendo un par de valores (a, b)

que VK&'T consideran razonables y representativos de las condiciones normales de vuelo
estacionario equilibrado:

cL, 1

a= — =
CL 2

_cp

b 2=02

Esto implica un avién cuya Eficiencia Aerodinamica es del orden de EA~=7 , y un
angulo de ataque del orden de a ~10°. No se especifica el tipo de aeroplano.

La Curva Normal, para valores de z comprendidos entre (z = -8, z = +6) tiene el
sigulente aspecto (Fig. 17.7):
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Detalle del
Bucle Pequeno

Figura 17. 7: Representacion grifica de la Curva de Estabilidad de VK&'T para un caso
particular. Los valores correspondientes de z aparecen indicados sobre la curva, asi como
los dos bucles caracteristicos. (Ll bucle pequeno aparece en detalle ampliado).

El distinto espesor del trazado de la curva de la parte superior de la figura 17.7
indica los cambios de valor de la variable z, en medidas enteras, y es importante también
el pequeno bucle cercano al origen que, agrandado, tiene el aspecto que muestra el detalle
de la parte inferior de la figura. (Puede verse también en la rudimentaria Fig. 17.6, trazada
manualmente).

Los dos bucles aparecen siempre en todas las Curvas Normales de la ecuacion de
Estabilidad, tal como la han establecido VK&T.

A titulo 1lustrativo, aplicaremos ahora el procedimiento para un par de parametros
de la curva elegidos de manera que las raices sean todas reales. Tomamos P=0.1y

0=0.002 Estos dos valores carecen ahora de sentido fisico aerondutico y serviran

simplemente para ejemplificar el procedimiento e indicar la explicacion que sugieren para
la forma caracteristica de los Modos Oscilatorios Longitudinales de los aviones.
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Las raices de la ecuacion de Estabilidad para este caso son:
2, =-0.05191 z,=-0.03690 z,=-3.73145 z,=-0.27910
Todas ellas estin alineadas sobre una recta (Fig. 17.8):

Y

z1--0.05191
.\22 -0.03690
()

/ " Ordenada en
" el origen: -0.002

| Pendiente: —0.? ~.\
z3--3.7314

\7‘47-0.2791

s

Figura 17.8: Fjemplo de un caso particular de Recta de Klein con las raices de la Ecuacion
de Estabilidad indicadas sobre ella.

Y superponiendo los dos bucles (a escala diferente uno del otro) tenemos, con la
recta superpuesta cuya interseccion indica las raices reales (Fig. 17.9):

y=-0.1x-0.002

p=0.1
q=0.002

Nota: los bucles
no estdn a la misma escala

Figura 17.9: La recta de Klemn corta a la Curva de la Ecuacion de Estabilidad en dos puntos
para el bucle pequerio (raices pequenas) y dos puntos para raices grandes (bucle grande).
(Se trata del mismo caso particular del grafico 17.8)

Una vez establecido lo anterior, veremos que pequenas alteraciones sobre los
parametros p y ( tienen el efecto inmediato de convertir en imaginarias las raices reales
menores, pues el bucle es pequeno y no se necesita mucha variacién en p y ( para que la
recta deje de cortarlo, pero las nuevas raices imaginarias siguen manteniendo un modulo
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pequenio si la nueva recta que establecen los valores de p y q no se aleja mucho de la
anterior”’. En las fronteras -rectas tangentes a un bucle- tenemos raices reales dobles.

Para abandonar los cortes del bucle grande se necesita una mayor variacioéon de p y
q que para salirse del pequenio. Estudiaremos este aspecto a continuacién, y mostraremos
que las caracteristicas masicas y geométricas normales de los aviones convencionales
mmpiden que la recta generada por p y q corte ninguno de los dos bucles, y por esta razon
siempre son Imaginarias las raices, pequenas las “cercanas” al bucle pequeno y

sensiblemente mayores las “cercanas’ al bucle grande.

La recta que marca las raices reales depende de la pendiente (-p) y de la ordenada
en el origen (-q).

Supondremos ahora valores razonables de los coehicientes aerodinamicos,
merciales y geométricos, de modo que podamos estimar algunos resultados:

c,=3m, L=5m, r,=35m, S =10m? S, =25m’
CL, =30, CL, =27, CL,=03 CL=03+2r(a,)

2

\E ry SW at

h=COP oL (CLachw — =-024c,

=1.737

da 4CL2

2 2 2
-k St 02 () V0V
S CL 29 36

y w

[17.42]

Resumiendo:

2

Es decir: el parametro que indica la pendiente de la recta de Klein es constante™

para un avion dado, y la ordenada en el origen depende fuertemente de las condiciones de
vuelo y particularmente de la velocidad.

*" Esto nos parece no completamente asegurable. El teorema de la Discontinuidad de los M6dulos de las
raices de una ecuacién algebraica, en el paso del campo real al imaginario por una pequeia perturbaciéon
de los coeficientes de la ecuacion parece indicar que no tiene por qué existir.
208

Sin efectos de compresibilidad.
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Las curvas representadas a continuaciéon (Fig. 17.10) corresponden a valores
(discrecionales) de h= 0y un valor de a desde a =5, hasta a=9. (El Bucle Pequeno no
es visible)

Figura 17.10; Curva de la Ecuacion de Estabilidad para b= 0y valores diversos de “a” desde

“ . »

a = J hasta a = 9. El bucle pequerio no es visible. El parametro “p” en abscisas, y “q” en
ordenadas.

Las correspondientes al Bucle Pequeno se muestran a continuacion (Fig. 17.11):

0010

0.005

-0.05 0.05 0.10 0.15 0.20

—-0.005

Figura 17.11; Curva de la Ecuacion de Estabrlidad para b=0 y valores diversos de “a” desde
a =J hasta a = 9. 56lo el bucle pequeno es visible entero. El bucle grande no es visible. El

“ “_»

parametro “p” en abscisas, y “q” en ordenadas.
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Hasta aqui hemos aceptado el esquema particular de VK&'T, que sittia el CDG en
el Centro de Presion del Ala y supone nula la sustentacion del empenaje. Abandonamos
ahora esta limitacion demasiado restrictiva, que limita excesivamente las condiciones de
vuelo.

Si adoptamos, como punto de partida la Matriz del Sistema Longitudinal
Linealizado en un formato habitual™ actual simplificado, con las variables incrementales
propias del sistema longitudinal, y suponiendo vuelo horizontal equilibrado y estacionario,

tendriamos:

—£2 Yo > rim SV(;nCDT“m g (1-2K CL,) 0 g
AV _p S CI—Trim [_p SVO CLa] 1 O AV
Ao _ m om Ao
Aq 2 2 AQ
N 0 CEEANS VI ALY VI

21 4|yy
i 0 0 1 0 |
[17.43]

Esta matriz conduce al siguiente polinomio caracteristico del sistema:

2 2
pol =— 2em (CM;) 2+2 CDrin \ﬁs + \ﬁs +...
pSl, | CL CL.., )\ g g
2 2
{\&Sj (\ésJ (CLaTa,, j[ij xCDG — xCAt 2{ CL, j(\is}(\ﬁsj 0
g g CL Sw r.y CI—Trlm g g

[17.44]

Introducimos ahora algunos cambios de variable, y también hacemos uso de la

definicion de la derivada aerodindmica CM, segtin la terminologia actual:

(o) ) oo - e (8

2 —
_ VY Cz( CMa] 117.45]
2gr,\ CL

vy

209

No citamos ninguna referencia en particular; puede encontrarse en muchas, aunque con pequenas
variaciones en la nomenclatura.
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Obtenemos la Ecuacion de Estabilidad de VK&T adaptada a la nomenclatura
actual y sin algunas de las limitaciones del esquema primitivo de vuelo:

z(p+z)(1+az+2*)+q(l+bz+2°)=0 [17.46]

Con:
CL 1 CcD

a= @« _—_ p= Trim\E

B CI-Trim \/E CI-Trim

(El desarrollo anterior sigue siendo valido. La forma de representar py ¢ ha sido
adaptada al modelo aerodinamico actual).

La recta de Klem toma ahora la forma:
y=-pX—q
Es decir:

1 [e)(=M), (vec [_CMaj 17.47
= Zﬁ(rj( CL jx (29@2] CL 17:47]

La recta viene definida por su ordenada en el origen y por su pendiente. Obsérvese

que tanto la pendiente como la ordenada en el origen son normalmente negativas para
aviones convencionales, y que los coeficientes aerodinamicos fundamentales son:

CL,CM,,CM,. La variaciéon del CL desplaza la recta paralelamente a si misma.

Las raices reales de la ecuacion caracteristica vienen dadas por los cortes de la Recta
de Klein con la Ecuacion Normal, como hemos visto. La posibilidad de que existan estas
raices viene dada por los valores posibles de py de ¢, en funcion de las caracteristicas
geométricas, masicas y de vuelo del avion.

17.3.3.1 Valores tipicos de py de q.

Algunas magnitudes que intervienen en estos dos parametros pueden considerarse
aproximadamente constantes™; son los siguientes:

aerodinamica:CL,.;,CM _,CM ,
, . ( St ]
geometria: c, s |

inercia: ryz,

En cambio, otros son dependientes de las condiciones de vuelo V, vy del coeficiente

de sustentacion CL. (Estas dos variables estian relacionadas en nuestro caso, por la ecuacion

. 1 . .
de la sustentacion: E pSVOZCL =mg ydado que el vuelo se supone horizontal, la densidad

" Sin efectos de Mach.
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del aire serd constante y tanto V, como el coeficiente de sustentacion CL pueden

expresarse el uno en funciéon del otro, para una altitud dada).

22w |

" 22, az+j]12
! [2.2-b1¢|]

- {12+ al+]lz
[7.2¢h1¢|]

X

CURVA NORMAL DE LA ECUACION DE ESTABILIDAD (VK&T)

Figura 17.12: Curva de Estabilidad. (Repetida aqui por conveniencia).

Observaciones que se deducen por simple inspeccion visual de la Curva Normal

de la Ecuacion de Estabilidad de VK&T. (Ref. Fig. 17.12)

(1) La Ecuacion de Estabilidad de VK&T solamente puede tener raices reales positivas si
CM, >0 (Esto solo es posible en el primer cuadrante, ya que el bucle grande, -que se
sitda en el cuarto cuadrante- se corresponde con raices negativas). Como es sabido, esta
es una condicion basica de la estabilidad estatica de un avion.

(2) La Curva Normal describe la siguiente trayectoria:

1 i ..
a. Desde Z—>—00  hasta Z= —E(aﬂ/az —4) tiene una forma similar a la

parabolica conx>0 e Y >0 por tanto, todas las raices reales posibles en esa

z0na son negativ as

b. Desde z:—%(a+»\/a2—4) hasta z=—%(a—«/a2—4) describe el Bucle

) . , . - a
Grande. Kl valor medio de las raices reales posibles en este bucle es 7 ~ ——

1
c. Desde z= —E(a—x/az —4) hasta z = 0 describe el Bucle Pequeno. El valor

. ) - 1
medio de las raices reales posibles en este bucle es Z = —Z(a —a*- 4)
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d. La sustitucion, en la Ecuacion de la Curva Normal y en la recta de Klein de
algunos valores correspondientes a parametros de vuelo realistas permite
evaluar, hasta cierto punto de modo general, las posibilidades de obtener raices
reales en la dindmica longitudinal de los aviones convencionales. (Véase, a titulo
Hlustrativo, el grafico de la fig. 17.13, correspondiente a p=30y q=100)

150+

100+

10 -p

—100\

Figura 17.15: Grifico de la Curva de Estabilidad con la recta de Klein correspondiente a

“_

p=30y q=100). El parametro “p” en abscisas, v “q” en ordenadas.

(3) No puede haber raices reales en el tercer cuadrante, pues la curva normal no pasa por
él.

EJEMPLOS DE POSIBILIDADES:

Las raices reales de la Ecuacion de Estabilidad son, como queda dicho, los puntos
de corte de la Curva Normal en su interseccion con la Recta de Klein: Yy =—pX—Q Si estos

puntos de corte no existen, todas las raices son imaginarias. Obsérvese que la Curva Normal
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queda determinada una vez dados los valores de (OCTR”\A )Min brag ¥ la Curva Polar de

Resistencia Aerodinamica. El primero de ellos indica la pendiente -con signo contrario-

de la recta, y el segundo, la ordenada en el origen de la recta de Klein, también con signo
contrario. kn los graficos 17.14 a—d se muestran varios casos posibles.

\(THK\'.‘\ NORMAL DF LA FCUACION DE ESTABILIDAD (VK&T)

- e
! 1
|
\ o
Figura 17.14, a): 4 raices reales
] CURVA NORMAL DE LA ECUACION DE ESTABILIDAD (VK&T) _
i rgge |
° _ rmE

2 RAICES RFALFS

DOS RAICES IMAGINARIAS

Figura 17.14, ¢): 2 raices reales y 2 1maginarias.

1Imnaginarias.
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TIOS RATCES RFATFS
¥ DOS RATCES TMAGINARIAS

[2= oo

Figura 17.14, b): 4 raices reales

Figura 17.14, d): 2 raices reales y 2
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CURVA NORMAL DE LA ECUACION DE ESTABILIDAD (VK&T)

== 01‘ |Z= +e0
A _(e¥az41)2?
I % #7)
e (2%az241) 2
y=4 (F%6541)

NOTA: BUCLE PEQUENO MUY AUMENTADO

D

‘\\

Figura 17.15, e: 4 raices immaginarias. Este es el caso habitual en los aeroplanos
convencionales.

CONCLUSION: el valor numérico del parametro “-q” en los aviones
convencionales suele ser tan elevado, relativamente a los demds, que solamente valores
correlativamente elevados de (-p) podrian hacer que apareciesen raices reales, por
mterseccion de la recta de Klein con el segmento parabolico del segundo cuadrante, o con
el bucle pequeno. Esta posibilidad no debe excluirse, aunque para aviones convencionales
no se suele dar. Asi, podemos afirmar que lo habitual sera el caso representado por la (Fig.
15, e).

17.3.4 Estudio de la posibilidad de existencia de raices reales para la Ecuacién de
Estabilidad mediante la Curvas Envolventes.

Es sabido que habitualmente no aparecen este tipo de raices en la dindmica
longitudinal de un avion convencional, pero el procedimiento aplicado por VK&'T aporta
profundidad de significado al estudio de la Ecuacion de Estabilidad, y permite, con
pequenas modificaciones, acceder al estudio de las raices complejas, cuya aparicion, asi
como la habitual y llamativa diferencia de orden de magnitud entre las de corto y las largo
periodo explica de un modo bastante obvio.

La ecuacion caracteristica obtenida (Z2 +az+ 1)( p+ Z) Z+( (22 +bz+ 1) =0

admite la siguiente expresion:
[el]  pf(z)+qg(z)+h(z)=0

Con:
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f(z) 7(z +az+1)
(z =( +bz+1) [17.48]

h(z)=22<22+az+1)=z f(z)

Si, como suponemos ahora, las raices A, son reales, entonces la ecuacion [el]

representa una relacion lineal entre p y q:

) h)
[e]] q= pg(i‘) o (1 i {1,234} [17.49]

N—"
N—

Esto significa que todos los pares (p, q) que cumplen la ecuacion [el] para una
determinada raiz 4; tienen como lugar geométrico una recta en ese plano ( P, q) y tienen

la misma amortiguacion 4 , como ya hemos visto.
Ahora obtendremos las envolventes de todas esas rectas, aplicando el conocido
procedimiento [Cfr. por ejemplo, 6]:

df d dh
0 (Z)+q 9(z) , dh(z) _, [17.50]
dz dz dz

[e2]

Esta ecuacion es de tercer grado, luego tiene tres soluciones, funciones de p y de q,

que denominamos:

A(pa),  A(pa), 4(pa)

Estas soluciones, sustituidas en la ecuacion [el] nos conducen a obtener, para
nuestro caso, tres curvas envolventes -o tres ramas de la envolvente- cuyos parametros

fundamentales -propios del avion y de las condiciones de vuelo-, son:

\FCD

\/_CL

La representacion genérica de las envolventes en ejes (p,q) es como ndica el
srafico (Fig. 17.16), que es solamente orlentativo, aunque contiene informacion definitiva

sobre el aspecto de las envolventes: los puntos de tangencia con el eje horizontal y las dos
asintotas siempre existiran, aunque los valores numéricos, que dependen de a y de b

varien.
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Figura 17.10: Representacion genérica de las envolventes de la Ecuacion de Estabilidad de

VK&T, encjes (p,q).

La envolvente tiene siempre tres ramas, E1, E2 y E3, correspondientes a las tres
raices de la ecuacion [e2], con dos asintotas CD y FG, y tres puntos caracteristicos de
tangencia con el eje q=0: P1, P2 y P3.

Estas envolventes se presentan siempre de la misma manera, ya que la ecuacion de
estabilidad en la que g es la variable dependiente (ordenadas) y pla variable dependiente
(abscisas) depende solamente de los dos parametros ay b, y las curvas sirven para el
estudio aproximado de la estabilidad de cualquier movimiento particular del avién, en
cuanto se refiere a las eventuales raices reales. En particular, los puntos de tangencia P1,
P2 y P3 de las 3 ramas de la envolvente con el eje de abscisas solamente dependen del
valor de a.

La representacion grafica segmentada de la envolvente mostrada a continuacion

corresponde a dos valores para a y b que se han considerado suficientemente

representativos” .

CL"=5.657 C—D:0.141 = a=4 b=02
CL CL

' Recordemos que VK&T trabajan en la zona de angulo de ataque 6ptimo. La definicion de este dngulo no
la mencionan; nosotros suponemos que se trata del dngulo de maxima Eficiencia Aerodinamica, aunque los
datos facilitados para a y b no permiten fijar la Polar del avion.
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Las tres curvas, con ( en el eje de ordenadas y p en el eje de abscisas, son:

{Envolventes de la rectas de A=constante (Método de Klein)}

4

Figura 17.17: Representacion de las envolventes de la Lcuacion de Estabilidad de VK&'T
para el caso particular descrito en el texto.

Para este caso particular (Fig. 17.17) los puntos P2 y P3 estin muy proximos, pero
realmente no llegar a coincidir. Cada una de estas tres curvas envolventes nos proporciona
una via para investigar las raices reales de nuestra ecuacion, pues cada una de las rectas
correspondiente a una raiz real debe ser la tangente de alguna rama de la curva envolvente,
y cada tangente sobre la curva envolvente debe corresponder a una raiz real.

2

—CM 2 _
Para cada par de puntos p:—l i 1, q:VO Cz( CM(ZJ
242 r, CL 2gr,\ CL

existirdn tantas raices reales de la Ecuacion de estabilidad como el numero de tangentes

reales que podamos establecer a las envolventes, pasando por ese punto ( P, q)_

Para sistematizar este proceso, algo engorroso, conviene zonificar claramente el
grafico. (Fig.17.18)
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Figura 17.18: Asignacion de Zonas generadas por las envolventes de la Ecuacion de
Estabilidad de VK&T, para el estudio de las tangentes posibles.

Solamente nos interesara analizar el primer cuadrante, pues cualquiera de los otros
tres, por los valores de p o de (, o no es posible, o conduce a movimientos inestables. En
este cuadrante tenemos 6 zonas claramente distinguibles.

Zonas de las que se pueden sacar cuatro tangentes reales a las envolventes y que
producen cuatro raices reales, amortiguadas o no.

Zonas con dos tangentes reales posibles tendran dos movimientos aperiodicos y
dos periodicos, correspondientes a dos raices imaginarias.

Zonas sin tangentes reales posibles tendran cuatro raices correspondientes a
movimientos perioddicos. Las envolventes imitan las zonas, y si las rectas cambian su
condicion de tangencia, las raices reales cambian a imaginarias.

Para cualquier recta tangente (con amortiguamiento constante A= cte )
obtenemos el punto de interseccion con el eje p haciendo nula la coordenada q, con lo que
obtenemos:

(4% +ak +1) A% (4% +a 4 +1)
[e4]  O=-p—— ; e{1,2,34} [17.51]
(A7 +bA+1)  (A*+bA+1)

Luego este punto de corte nos muestra directamente el valor del amortiguamiento

(Fig. 17.19):

Po=-4 i€{l2,34)
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Caracteristicas de estabilidad del avién:
q povaqo,

(para determinadas

condiciones de vuelo)

Recta tangente
para la raiz \

Figura 17.19: Estudio de tangentes. Lectura directa del valor del amortiguamiento en el

punto de corte sobre el e¢je de abscisas.

Para la pendiente de las rectas, que llamamos m, tenemos:

A (A2 +an +1
_A(ATrad+) i€{1,2,34) [17.52]

~ (A*+bA+1)

Observamos que para ciertos valores de 4, -que no anulan el denominador- se
anula la pendiente:
Para m=0
A(A47+a4 +1)=0

f 2
:>a+—a4 (Punto B)

»\¢ 2_
—a-va -4 (Punto E)

_a —
A=
2
Esto fija los puntos clave de la zonificacion™ en funcién de un tinico pardmetro a.

Analizamos ahora cada una de las Zonas. (Fig. 17.20)

Es importante recordar que esta zonificacion depende en sus puntos fundamentales de parametros muy

basicos del vuelo: g — & b=+2 cb
J2cL CcL
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Figura 17.20: Puntos clave de la Zonificacion de las envolventes de la Curva de Estabilidad.

(1) Zonas I, IT y III. Desde cualquier punto de esas tres zonas podemos lanzar dos

tangentes reales a las envolventes. Estas tangentes cortan al eje p entre P =0

a
}7 p =

—\a?-4
2

(Punto E) Si existen esas tangentes, se corresponden

con valores de bajo amortiguamiento. Se convierten en complejos cuando

atravesamos la curva a lo largo de OG.

(2) Zonas I, III, IV y V. Vemos que podemos tirar dos tangentes reales desde
cualquier punto de esas cuatro zonas, que cortan al eje p por delante del punto

p:a+»\/a2—4
2

b.

(Punto B)

En las zonas I y IV las tangentes los son a la envolvente BA.

En las zonas Il y V puede lanzar una tangente a la envolvente BC y la
otra a BC o a ED, segiin su posicion, por encima o por debajo de la
asintota coman CD. Las raices se convertirin en complejas si
sobrepasamos la envolvente CBA. Todas estas raices tienen valores
mayores mas grandes que los anteriormente mencionados, de modo
que se corresponderan con movimientos fuertemente amortiguados,
por contraste con aquellos.
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(3) Zona VI. No es posible lanzar ninguna tangente hacia ninguna envolvente: no
hay raices reales y todos los movimientos son oscilatorios.

RESUMEN. Esto describe completamente los movimientos aperiodicos, o sea,
las raices reales.

En los cuadrantes 2, 3 y 4 no hay soluciones amortiguadas.

En el cuadrante 1, tenemos:

Zonas 1y III: dos soluciones fuertemente amortiguadas
Zonas 1 y I1I: dos soluciones poco amortiguadas

Zona II: dos soluciones poco amortiguadas.

Zona IV y V: dos soluciones fuertemente amortiguadas.

Una conclusion parece obvia: hay diferencia significativa en cuanto a los valores
posibles del amortiguamiento para estos casos. Unos provienen de un entorno de

p:(a—x/a2—4)/2 (Punto E), y otos provienen de un entorno de

p:(a+m)/2 (Punto B)

17.3.5 Raices imaginarias de la Ecuacién de Estabilidad. Estabilidad de las oscilaciones.

Procede estudiar ahora las eventuales raices imaginarias a las que puede dar lugar
la ecuacion de la estabilidad. Estos serdan oscilatorios (periodicos, en nomenclatura de

VK&T)

Estos movimientos periddicos oscilatorios  provienen del hecho de que las
tangentes cortan a la curva envolvente CBA, penetrando en ella. Esto puede hacerse de
dos maneras (ver figuras 17.21 y 17.22):

r

q A

O,

Figura 17.21: Evolucion de tangentes a secantes en las Envolventes de la Curva de

Estabilidad de VK&T, (1).
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Figura 17.22: La tangente (bb’) se convierte en secante y corta al eje q=0 mas cerca del
origen (menor amortiguamiento). La tangente (aa’) se convierte en secante y corta al eje
q=0 mis lejos del origen (mayor amortiguamiento) y (2).

Las tangentes a la envolvente CBA en los puntos (a) y (b) dejan de corresponder a
raices reales cuando la cortan: dejan de ser tangentes para ser secantes. Puede verse que el
punto de corte de las tangentes que provienen de un punto situado tal como (b), pueden
aproximarse a la zona de amortiguamiento nulo o negativo, (puntos de corte b’ y b”),
mientras que las que provienen de un punto situado tal como (a) y penetran en la
envolvente, aumentan su amortiguamiento desplazando el punto de corte con el eje
horizontal hacia la derecha. Estas son las dos maneras de evolucionar las tangentes y
convertirse en secantes.

Lo que se ha descrito de modo geométrico e intuitivo, sera confirmado a
continuacion por los cdlculos.

La ecuacion caracteristica  debe ser ahora descompuesta en dos, una con los
términos reales y la otra con los términos imaginarios. VK&'T usan la formula de Taylor a
partir de la expresion de la ecuacion de estabilidad:

[el]  pf(z)+qg(z)+h(z)=0

VK&T establecen, para cada una de las tres funciones f(z), g(z) y h(z), el siguiente
desarrollo:

F(Aavi)= f (A)vi £r(2)+ D) 2‘°|"(’1)+(Vi) L0 I GO N B CO B

3! 41
[17.54]
O sea:
f(A+vi)=f(1)-v? f;(ll) WY f;‘(i) +vi( f'(ﬂ,)—‘/f?,#}jh_
[17.55]
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No hay términos superiores al cuarto grado pues las derivadas del desarrollo de
Taylor pasan a ser nulas. La ecuacion de Estabilidad se descompone en dos, por anulacion
de su parte real y de la imaginaria:

La parte real conduce a:
[e _real]

12(1+a/1+12)—%(2/12+4l(a+21)+2<1+a/1+12))v2+v4+q(1+b/1+12—v2)+...

ot p(/l(1+a}t+/12)—%(21+2(a+2/”t))v2j:O

[17.56]
La parte imaginaria conduce a:
[e _imag]
A% (a+24)+q(b+24)+24(1+ a/1+/12)—%(12/1+6(a+2/1))v2 + .
o+ p(l+ad+2*+A(a+24)-v?)=0
[17.57]

En el caso de las raices reales, para cada valor de 4 obteniamos una recta en el
plano (p,q). Ahora, en cambio, tenemos dos ecuaciones lineales entre p y q,
dependientes de dos variables (/I,v) . El procedimiento serd diferente y algo mas
complicado. VK&T asumiran algunos valores numéricos para a y b, de modo que puedan
ser representados graficamente dos tipos de curvas: manteniendo la parte real (/1)
constante y variando la parte imaginaria (v) obtenemos una curva de amortiguamiento
constante en el plano ( p, q); por el contrario, s1 mantenemos (v) constante y variamos

(/1) , obtenemos curvas de frecuencia constante, de menor interés en principio. (Fig. 17.23

y 17.24).

En las curvas paramétricas representaremos por separado las de elevado
amortiguamiento de las de bajo amortiguamiento, pues existen ambos tipos de raices para
los mismos valores de p y de q. Recordemos que las raices del polinomio caracteristico son

de la forma: (/1 + Vi)
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Amortiguamiento X {-2.5, -6}

e —
e € [ﬂj \v: 3.5%

q= 2
2gr;\ CL
-af \vz 3.0 /
Y v=1.0

)

sl (&)

Figura 17.23: Curvas de elevado amortiguamiento para distintas frecuencias, en funcion de

pydeq.

100

2
_ 1 [e) (M,
P=ai\n ) ar )

Figura 17.24: Curvas de baja frecuencia para distintos valores (bajos) del amortiguamiento,

en funcion de p y de q.

17.3.6 Zona Limite de Estabilidad.
Las coordenadas en el plano ( p,q) del Limite de Estabilidad (4 =0)son:
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(a—b)vz(vz—l) v2(1+(a2—2)v2+v4) 17,581
= = Y]
Pa-o 1+(ab—2)v* +v* %m0 1+(ab-2)v? +v*
Cuya representacion grafica puede verse en la Fig. 17.25.
oLim
20
15+
Vie (-CM,
q = 3
2gr, CL 19}
5 L
0.5 1.0 1.9 pLm

2

_ 1 ¢ _CMq
& 2\/5 7, CL

Figura 17.25: Zona de Inestabilidad y Limite de Estabilidad, en funcion de p y q.

En el mterior de la grafica el avion es inestable.

Los valores numéricos concretos utilizados por VK&T intentan ser los
correspondientes a los modelos de aviones de la época, aunque los consideran poco fiables.

17.3.7 Representacién grifica de las raices de la Ecuacién de Estabilidad.

El desarrollo realizado hasta aqui por VK & T puede sintetizarse, con alguna mayor
generalidad, mediante la representacion grafica de la parte real e imaginaria de  los
autovalores de la ecuacion del sistema asumiendo los mismos valores que ellos para a 'y b.

£ 238 - - .
Las cuatro raices™ de la Ecuacion de estabilidad son: {z,,2,} y {z;,2,}

218
Ver Anexo 1.
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Comenzamos por las correspondientes a {Zl, Zz} para valores de p y q tales como:

2

—CM 2¢ (-

A a]_0, 0<g=e CZ( CMajg4 117.59]
242 r, CL 2gr;\ CL

Son los que muestran, separadamente para la parte real y la imaginaria, las graficas
sigutentes (Fig. 17.26), que -segun puede verse- corresponden a unas raices de modulo
aproximadamente unitario, con parte real negativa, que indica estabilidad.

Autovalores Z1» Zg- (Parte Real), para p=0

Re[z1] y Re[zZ2]
1

Autovalores Z| > Zg- (Parte imaginaria), para p—0

Irm[z1] v Im(z2]
2

Figura 17.20: Representacion gréfica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las

raices (z1, z2) de la Lcuacion de Estabilidad, para valores de p=0y {0 <g< 4}

Logicamente, la parte mmaginaria adopta el mismo valor absoluto, pero con los
signos correspondientes a las raices que son imaginarias conjugadas.



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

Ampliamos ahora los margenes de variacion de los valores de py de q (Fig. 17.27)
para mostrar que este hecho aumenta proporcionalmente el amortiguamiento.

Autovalores z1, z2 (Parte Real)

Re[z1]y Re[z2]
1

p-0

4L p-10

; p-15

p=9.

Autovalores z1, z2 (Parte imaginaria)

Irn[z1] v Im[z2]

T

p=0 p=95 p-10

=]

Figura 17.27: Representacion gréfica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las

raices (z1, z2) de la Ecuacion de Estabilidad, para distintos valores de p y {O <0< 20}

Vemos que un aumento del valor de p y de ¢ aumenta el valor absoluto de la parte
real, que es siempre negativa, con lo que el movimiento se amortigua mas rapidamente.

Esto es logico, pues refleja el efecto de los coeficientes CM, y Cl\/lq
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Ahora representaremos las correspondientes a las otras dos raices {23,24}
micialmente para los mismos valores de py q:

2

~CM 2¢ (-

o= 1 (c al_g OSq:VO cz( CM“JS4
2J2(r, ) cL 291’ CL

y

Autovalores zg, Z4 (Parte real) con p—0

Re(z3] v Re[z4]
0.z

04

04

0z

Autovalores zg, z, (Parte imaginaria) con p=0

Im[z3] v inpes)
10

05

05

Figura 17.28: Representacion grifica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las

raices (z3, z4) de la Ecuacion de Estabilidad, para valores de p=0 y {0 <g< 4}

Puede verse (Fig. 17.28) que para el intervalo {p, q} considerado, las raices {23, z 4}

son complejas conjugadas y causan la inestabilidad del movimiento. Si se amplia el margen
de valores de p y de q, podemos ver mejor la tendencia (Fig. 17.29):
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Autovalores zg, z4 (parte real)

Re[z3] v Re[z4]
0.z
/\ p—0
] 10 15 20 q
m‘,,,__ﬂ-———pﬂ p=10

0.z

04

Autovalores zg, z4 (Parte imaginaria)

Irn[z3] v Im[z4]
1.0

s p=5 p-10

0&

Figura 17.29: Representacion grifica de la parte real y de la parte imaginaria de dos de las

raices (23, z4) de la Ecuacion de Estabilidad, para distintos valores de p y {O <0< 20}

Puede verse que a medida que aumenta el valor de ¢ (proporcional a CM ) la parte
real de la raiz que causa la mestabilidad con valores bajos de p, tiende a pasar de positiva a
negativa. Asimismo, valores crecientes de p conducen también a la estabilidad. Todo ello
de modo coherente con la zona que delimita la inestabilidad, tal como la han establecido

VK&T. (Cfr. Fig. 17.25)

El desarrollo de VK&T, ofrecido aqui mas detallado que en el trabajo original,
tiene el inconveniente de que muestra los graficos correspondientes a valores particulares
de condiciones de vuelo y caracteristicas aerodinamicas del avién. No obstante, siendo
coherentes con la hipétesis de vuelo estacionario en condiciones de minima resistencia
aerodiamica, y asumiendo que podemos servirnos de una forma simple de curva polar
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de resistencia aerodinamica tal como: CD =CD, + K CL* siendo CD,,K constantes,

entonces los valores de a y de b pueden considerarse fijos™":

cL, [K
Minbras - 2 4| CD, 117.60]

bMinDrag ~ ZVZ K CDO

A la vez, los parametros p y q podemos presentarlos también, teniendo en cuenta

a

las condiciones de equilibrio, como:

1 (mc? K
PN [ |, J\/CDO (M)

_V¢me [ K (=cM.,) [17.61]
29 1,, \CD, “
1 m mc? | K
con:=pSVCL=m = —CM
277 9 =4 (pCS j(lyy JCDO( «)

Obsérvese que p no depende de la altitud, pero q si, a través de la densidad
atmosférica.

VK&T demuestran asi que todos los aviones convencionales con estabilizador
posterior tenderan a mostrar un comportamiento analogo: dos pares de raices complejas,
conjugadas dos a dos, con valores absolutos relativamente bastante diferentes y tales que,
con valores adecuados de p y q (es decir, de CM_, y de CM q) podran ser siempre

estabilizados longitudinalmente.

17.3.8 Calculo aproximado de las raices de la Ecuacion de Estabilidad (raices complejas)
realizado por VK&T.

La ecuacion caracteristica puede escribirse de la siguiente manera:
4 3 2
7' +(p+a)z’+(q+ap+l)z°+(p+qb)z+q=0 [17.62]

Si aceptamos que un par conjugado de raices es significativamente menor que el
otro par, como se ha hecho evidente en los estudios recién descritos, podremos poner:

Z,=n*ig Z,,=n, tiw, con n,m >>n,,m, [17.68]

Y utilizamos las abreviaturas

z,=n*iw Z,,=n,*iw,

S,=2,+2,=2n, Sy, =2, +2, =2n, [17.64]
2 2 2 2

Po=122,=N +a@, Pay =232, =Ny, + @,

214 . . - ey
Naturalmente, sin considerar efectos de compresibilidad.
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Sabemos que se cumple que:

; . .. 3 . .
(1) Lasuma de las cuatro raices es igual al coeficiente de Z° con el signo cambiado,
(2) La suma de productos de raices distintas de dos en dos es igual al coeficiente

2
de 77,
(3) La suma de los productos de tres raices distintas es igual al coeficiente de z con

el signo cambiado, y
(4) El producto de las cuatro raices es igual al término independiente.

Es decir:
[el] s, +S,, =2n,+2n,=—(a+p)
[€2] Pay+S,Su+P, =N+, +4nn,+n’+ @’ =(ap+q+1)
[€3] s, Pay + Py Sa =2n,(n,’ +a,’)+2n,(n’ + @’ )=—(p+bq)
[e4] p, by, = (nf+a’)(n}+o7)=4q
[17.65]

De las dos primeras ecuaciones, con la condicion supuesta sobre el valor relativo
de las raices, obtenemos:

a-—+
[e1] s, +Ss :>2+2&=——( p)
n, nl ]
[17.66]
[€2] Pa+5S, Syt _(n'+el) 4nn, ,_(ap+a+])
P 2 S P nl2 + a)lz n12 + 6012 - n12 + 6012

Si N, @ >>N,,®, podemos obtener las siguientes aproximaciones para N, i@ :

[elsimple] nl ~ @
- [17.67]
a-—
[ezsimple] o= T q +1- (ij

Deshaciendo los cambios de variable obtenemos las raices aproximadas del modo
oscilante que las tiene mayores:
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1 (c)(-cM, VZc (—CM, cL, 2
P=rr| | | =] 4=3%5| =] a= , b=22
2\2\r, ) cL 2917\ CL Ja2cL EA

1 CM_ [ mc?
[elsimple] nl_simple ~N —— CLa _ q
JacL 2 lyy
2
CM 2 2
[ezsimple] @ gimple = 1_1 CLO! + q mc _ cCM amVO
) 4{JacL  2yecL] 1, 2CLgl
[17.68]

Los valores aproximados del otro par de raices conjugadas z,, =n, i@, pueden

calcularse a partir de los que acabamos de obtener. (Esto tenia sentido entonces desde el
punto de vista numérico. Las expresiones simbolicas son complicadas).

17.3.9 Aplicaciones pricticas.

La curva limite entre oscilaciones amortiguadas y no amortiguadas, o sea, entre
estabilidad e inestabilidad, viene dada por la curva de amortiguamiento nulo (Parte real de
laraiz) A =0 vy enlos puntos de corte con el eje q implica p=0 y proporciona para .. los
valores de:

_ (a-b)v? (V2 —1)
1+(ab-2)v* +v*

P10 =0 - v,=0 Yy de(v2—1)=0 =v,=1

Es decir, para el unico valor significativo, que esv, =1:

v2(1+(a2—2)v2+v4) a CL, (17.60)
o™ 1+(ab-2)v?+v* | b 2CD o
v=1
Es decir:
q AL (—CMQJ__CQI 17701
'@ 29’ CcL ) 2D '

La condicion de estabilidad para este caso, en el que q es nulo y por tanto estamos

en el supuesto muy particular de un avién sin estabilizador de cola(CM ; =0), es:

cmV, (—CM 3 j CL,
> [17.71]

291, CL )" cD
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VK&T sugieren que esta conclusion coincide sustancialmente con la condicion de
estabilidad de Lanchester [4], Bryan [1] y Ferber [5]". Que esto es aproximadamente asi
se deduce de que la condicién de estabilidad recién descrita puede escribirse como:

cmV,’ CD

g oL MI>CL, [17.72]
vy

Equivalente para nuestro caso, aceptando las mismas hipétesis que VK&T, con:

2
™o (cL, Lytana>CL, 117.75)
291,
Es decir:
2 r2
\2/—0 > % [17.74]
9 — [tano

C

Esta expresion es muy similar a la que obtienen los autores mencionados mads
arriba, sin llegar a un acuerdo pleno. Si, en cambio, en cuanto a las tendencias.

VK&T mostraran que es posible, hasta cierto punto dimensionar las superficies de
un avion para que satisfagan unas condiciones de estabilidad previamente fijadas, ya que
en los parametros p y q intervienen de modo directo los distintos aspectos de la geometria,
la masa y la mercia del aeroplano.

Lo muestran aplicando las conclusiones de su trabajo a un modelo de avion
denominado “monoplano plegable de artilleria Bleriot” acerca del cual concluyen que el
empenaje de cola no tiene superficie suficiente como para realizar de modo eficaz su
funcion estabilizadora.

16.4 Conclusiones™

215

Citan también a Knoller; este autor no ha sido estudiado en el presente trabajo

En la discusion siguiente a la exposicion, el Prof. Prandtl, de Gottingen, apunto lo ya mencionado en nota
a pie de pagina. El Prof. Reissner, de Charlottenburg, sugirié profundizar sobre la influencia de la pendiente
de la trayectoria, tal como indicé Bryan en su libro “Stability in Aviation”; también aniadié que consideraba
ijusto que no se hubieran citado algunas fuentes que nutren el trabajo de VK&T: Bryan, De Bothezat,
Quittner, y él mismo. El Prof. Quittner, de Berlin, afirmé haber realizado exactamente el mismo trabajo que
VK& T, publicado cuatro aios antes [11], por lo que reclamé la prioridad que le correspondia, incluyendo
también algunos de los resultados de Bryan.

El Prof. Von Karman, de Aachen, agradecio los comentarios y reconocié como lamentable la
circunstancia de no haber tenido conocimiento previo del trabajo del Prof. Quittner. Estuvo de acuerdo en
que para lo esencial de su trabajo podian hallarse precedentes, aunque pensaba haberlos mejorado; acepto
el reproche de “ingratitud’ que se le habia hecho por no haberlos citado, pero indic6 que, aunque los
conceptos -segln parecia- no fuesen nuevos, la presentacion lo era. Los autores no  deseaban otra cosa. Si
no se aceptaba esto, evidentemente solamente era una repeticiéon de  trabajos ajenos.

Von Kiarmén considerd algo “subjetivas” algunas de estas criticas apreciaciones, pero aceptéd las
objeciones “obyetivas” de Prandtl y de Reissner. (Resulta significativo que un importante texto de referencia

216

aleman sobre mecanica de vuelo publicado en 1934 (Ref. [8]) se base en el presente trabajo de VK& T para
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(1)

(4)

)

El estudio de la estabilidad estitica es basicamente convencional -para lo que se
acostumbraba en 1913-y asume las hipétesis aerodindmicas habituales, incluyendo
explicitamente la densidad del aire, lo que es relevante.

Se menciona la curva metacéntrica de las lineas de accién de la resultante
acrodinamica-segun el modelo de Brillouin- para establecer el momento de
cabeceo, lo que no es el método habitual en los pioneros.

Establece las ecuaciones del vuelo en un plano vertical, y las linealiza para obtener
la ecuacion caracteristica del sistema. Mediante una primera simplificacién basada
en el orden de magnitud habitual del coeficiente de resistencia aerodinamica (CD)

despreciable frente al de la pendiente de la curva de sustentacién(CLa ) y otra, mas

restrictiva, de suponer que el régimen de vuelo es el de minima resistencia
acrodinamica, llega a una Ecuacion de Estabilidad o ecuacion caracteristica del
sistema lineal, cuyo formato adimensional es compacto, y depende solamente de
cuatro parametros:

o (1) el angulo de ataque (a) ,
o (2 larelacion (CL/CD) ,
o (3 el coeficiente V7 (CM,)

o (4) el coeficiente (CMq)

Los dos primeros definen las condiciones de vuelo y los dos tltimos son usados
como parametros para analizar la estabilidad. Esta ecuacion es el instrumento
fundamental de VK&'T para el estudio de la estabilidad longitudinal.

A partir de esta ecuacion analiza algunos casos limite, obteniendo como casos
particulares, entre otros de menor mterés, el Modo Largo Periodo, ya conocido
por VK&T a través de los trabajos de Lanchester y de Bryan.

El estudio aqui realizado adapta el trabajo de VK&'T" a la nomenclatura actual en
lo que respecta a la obtencion matematica de la ecuacion fundamental, y en la
aplicacion del método de Klein, que se hace de doble manera:

o Con el método de las envolventes, VK&T localizan zonas de posible
existencia de raices reales y estiman su posible valor numérico. Se confirma
la presencia de valores numéricos bastantes desparejos, y se msinua que,
cuando las rectas tangentes dejan de serlo para pasar a ser secantes de las
envolventes, las raices pasan a ser imaginarias, manteniendo una cierta

establecer la Ecuacion de Estabilidad Longitudinal (Pag. 207 y ss.), aunque cita secundariamente a Quittner
[9]. Reissner [10] estudio fundamentalmente la estabilidad lateral, que no es objeto del presente trabajo.
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(©)

(7)

continuidad en cuanto al valor de su parte real respecto del que tenian
cuando eras reales puras cuando la recta secante se separa poco de la
tangente: un par de raices pequenas y otro par de raices mas grande.

o Con el método de la Curva Normal se muestra que, para los valores

habituales de los pardmetros (CMa, CMq) la Ecuacion de Estabilidad de

VK&T tiene siempre raices Imaginarias, con zonas particularmente
significativas en cuanto al posible valor numérico absoluto de las soluciones
reales (s1 fuesen posibles: se demuestra que unas serian muy pequenas
frente a las otras). Esta parte no la desarrollan VK&T.

El estudio numérico de las raices imaginarias requiere la fijacion de alguna de las
condiciones de vuelo para poder representar graficamente los resultados, lo que
mmplica solamente fijar los valores de “a” y de “0”; VK&'T establecen los valores de
las raices de la ecuacion de estabilidad distinguiendo las de amortiguamiento débil

de las que lo tienen mayor, siempre en funcién de los parametros (CMq) y

VZ(CM,).

Aparece nitidamente la zona en la que no es posible la estabilidad, y de ella
obtienen VK&T una “Condicion de Estabilidad’ que, comparada con las ya
publicadas de Lanchester, Bryan y Ferber, muestra gran similitud, pero resulta
matematica y fisicamente mas significativa

Debido a que la ecuacion de Estabilidad de VK&T es de cuarto grado, las
soluciones analiticas son -hoy- comodamente graficables y permiten verificar
numéricamente, de un modo mas completo, los resultados obtenidos por VK&T.

El hecho, comprobado ya en apartados anteriores, de la diferencia significativa en
el moédulo de unas raices 1maginarias respecto de las otras permite a VK&T
estimarlas a partir de los coeficientes del polinomio caracteristico, estableciendo
unos valores validos solamente como primera aproximacion.

(10) Mencionan que el método que han descrito para el estudio de la estabilidad

es apto, hasta cierto punto, para ser aplicado al diseno de aviones, si se fijan los
requisitos de estabilidad que se buscan y se puede actuar sobre la geometria y la
distribucion de la masa. No es un procedimiento comodo.

(11) Citan a Runge, Knoller, Bryan, Painlevé, Ferber, Reissner, Quitter, pero sin

mencionar referencias concretas.

17.5 Anexo
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La ecuacion de Estabilidad de VK&T es de cuarto grado y admite
soluciones analiticas en funcién de los pardametros (p,q). Estas soluciones son:

13
Zipaa =X T 2;(2+(\/§;;5) N 7.2v3 J/3+XT§ +...
- 3(ﬁ+x5)
1/3
4x, 7.2 _(X5+\/X§—4X?) X
3 3(\/Z+x5)m 3.2 4
1
= —4X, X, — X3 —8Xq
=
| 4| 2% (\/ZHS) 7.2%3 X2
3 7 3o By
- 3(\/Z+x5)

(12) Con los siguientes valores para cada X; :
X, =—(a+p)/2, X =-2%
X, =(p+bq)

1
x,=—(1+ap+q), X, :_§(X2)

% ==(%)"+4(%)(3x,) ~8(x)

Xs = 27 (%) G =720(3%,) +2(3%, )" =9(% ) (3%, ) (X, ) +27(x,)
X, = —4(12q +(=x%,)° —3(x8)(x9))3 + X2

% =2° 120+ (3% ) =3(%) (%))

X, =120 +(3%,)" =3(%,) %

2

Estas son precisamente las raices”’ representadas para valores particulares

de ay de b, en las figuras 17.26, 17.27, 17.28 y 17.9.

Como es obvio, las cuatro raices seran todas ellas funciones no sencillas de
los datos que expresan las condiciones de vuelo y la masa e inercia del avion, y de
los diferentes coeficientes aerodinamicos - es decir, de la geometria - del aeroplano.

917 . . , . . !
Obviamente, no se trata de expresiones comodas, pero a Dios gracias (v a Stephen Wolfram), no

necesitamos ser nosotros quienes las manipulemos.
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En estas condiciones parece que puede tener sentido plantearse la
posibilidad de acometer el estudio (de indole académica y con el apoyo
immprescindible de un adecuado robot matematico) de un analisis paramétrico que,
a partir de un ndamero lo mds reducido posible de los “datos de entrada” propios
de un aeroplano, obtuviera los mapas de las raices, y asi delimitar las zonas de
estabilidad en funcién de las condiciones de vuelo: velocidad y altitud.
Logicamente, en el caso que actualmente contemplamos, con las limitaciones
propias de las hipotesis que VK&T han asumido, y que han quedado reflejadas a
lo largo del presente capitulo.
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Capitulo 18

Sinopsis de aportaciones.

Los siguientes apartados recogen las principales aportaciones de los

pioneros de la mecanica de vuelo, en las cuestiones relacionadas con la estabilidad

de los aparatos voladores o con las caracteristicas aerodinamicas relacionadas con

aquellas.

G. Cayley (1773-1857).

Primera descripcion correcta - verbal vy grafica-  de las condiciones de
equilibrio de fuerzas™ necesario para el vuelo artificial mediante superficies
sustentadoras (1799).

Aceptacion de que la fuerza aerodinamica generada por una superficie con
angulo de ataque & es proporcional al SIN «; esto supone el arrumbamiento
del modelo Newtoniano.

El modelo fisico de fuerzas y momentos es basico y el minimo necesario;
los razonamientos son argumentados verbalmente, pero son poco aptos para
mvestigar con rigor matematico las trayectorias o la estabilidad.

** Esta idea, aparentemente demasiado trivial para ser mencionada aqui, es el punto de partida del andlisis
fisico-matematico del vuelo artificial, y practicamente de todas las aportaciones de los pioneros aqui
estudiadas. La nitidez con la que Cayley la establecio produjo el efecto de generar una convergencia racional
fructifera en las mentes de los pioneros: remarcaba un concepto esencial poco e indicaba una orientacién
acerca de los temas en los que convenia centrar la investigacion.
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1.

=2

10.

1.

A efectos de sustentacion, piensa que la caracteristica geométrica fundamental
de un ala es la superficie. No evalia el efecto del alargamiento alar.

No confia en la hélice como medio de traccion tangencial a la trayectoria;
prefiere alas batientes, y preconiza las hélices sélo para el vuelo vertical.

Detecta la importancia de la ubicacion del centro de presion respecto del
CDG para el equilibrio angular de cabeceo de un aeroplano.

Explica la causa de la eficacia de un dispositivo tipo empenaje trasero y describe
correcta, aunque soélo cualitativamente, su funcion. Desde el punto de vista
del estudio de la estabilidad estitica longitudinal esto es una aportacién

importante.

Sus cuadernos de notas contienen bosquejos, en general de no muy cuidada
factura™, con escasos graficos o tablas de datos empiricos y casi ninguna
formula matematica.

Se nspira en las aves, con una cierta intuicion aerodinamica lograda a partir
de sus observaciones, lecturas, y datos obtenidos de sus experimentos, con

mstrumentos disenados y construidos por él.

Disena y construye modelos de aeroplanos con una configuracion “moderna”
apta para el vuelo de planeo equilibrado y estable. De algunos describe con
detalle la geometria, masa y posicion del centro de gravedad. También los
prob6 exhaustivamente y midio sus actuaciones: velocidades y angulos de
trayectoria; esto permite “reproducir” sus experiencias y captar como las
iterpretaba. Es la primera vez, segin pensamos, que se mide y analiza
cientificamente el comportamiento empirico de un aparato volador artificial
(1804).

Cayley tenia clara conciencia de moverse en terreno inexplorado. Es citado™
por: A. Pénaud, O. Lilienthal, P. Painlevé y R. Soreau.

A. Pénaud (1850-1880).

Una aportacién importante y definitiva es la incorporaciéon de una pequena

superficie horizontal detras del ala principal, con su plano sensiblemente paralelo

219

220

Cosa logica, pues esas anotaciones no parecen pensadas para ser publicadas.
Mencionamos aqui solamente las citas mutuas entre los pioneros estudiados en el presente trabajo. Cayley

es referencia obligada de cualquier investigacion historica sobre el nacimiento de la aeronautica.
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a la velocidad incidente, para equilibrar un aeroplano respecto del angulo de
ataque. Pénaud 1dentifica y trata esta dificultad de modo directo y especifico.
Una genuina justificacion fisico-matematica no puede ofrecerla todavia debido a
la inmadurez de la ciencia aerodindmica del momento. No obstante, expone un
argumento-demostracion, mezcla de geometria y aerodinamica rudimentaria,
mterpretable en un sentido hoy admisible como correcto, aunque mcompleto.

La mcorporacién de la cola es importante para resolver el problema de la
estabilidad longitudinal frente a las diversas perturbaciones posibles. Pénaud no
analiza los margenes de validez, ya que no dispone de la especifica base
acrodindmica que le permitiria intentarlo. Pénaud conocia algin trabajo de
Cayley, aunque no se inspiré en €l para introducir el concepto de estabilizador

horizontal.

Establecio también  algunos “teoremas” que son la primera aportacion
matematicamente consistente a la dinamica del vuelo estacionario en un plano
vertical. Estos “teoremas” constituyen el embrion de teorias mas desarrolladas,
propuestas posteriormente por pioneros principalmente franceses: Painlevé,
Ferber, Soreau, De Bothezat y Duchéne.

No tiene en cuenta que la cola recibe el flyjo desviado por la sustentacion del
ala delantera, ni tampoco el retardo en esa desviacion en la dinamica no
estacionaria.

Pénaud cita a G. Cayley. Pénaud es citado por: W. & O. Wright, P. Painlevé,
F. Ferber, R. Soreau, F. W. Lanchester.

O. Lilienthal. (1848-1896).

En el texto analizado lLilienthal se ocupé fundamentalmente de las fuerzas
aerodiamicas, y apenas nada de la cuestion correlativa de su linea de accion, y de

sus posibles variaciones con las condiciones de vuelo.

La estabilidad estatica intrinseca  de sus planeadores no parece haber preocupado
a Lilienthal, que lograba controlarlos satisfactoriamente™, mediante un (limitado)
desplazamiento del cuerpo del piloto que modificaba la posicion del CDG del

aeroplano.

La fuerza aerodinimica aparece en sus graficos centrada en la mitad de la cuerda
alar, sin comentarios particulares. Su aportacion cientifica fundamental y directa
estriba en haber tabulado, para distintos tipos de alas, la fuerza aerodinamica

“ De un modo parecido, los Wright tendran que familiarizarse con el control activo de un aviéon -el Flyer
que era inestable longitudinalmente. Para pilotarlo se necesitaba haber adquirido mucha destreza volindolo.
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resultante, y sus componentes segun la sustentacion y la resistencia. Y esto de un
modo claro, practico y bien adaptado a su aplicacion directa. Resulto atil a muchos
ploneros.

Su aportacion indirecta a la investigacion del vuelo artificial, por sus publicaciones,
y por la notoriedad que alcanzaron sus vuelos (y su tragica muerte), ha sido muy

importante.

Lilienthal cita G. Cayley. Lilienthal es citado por: W. & O. Wright, N. E.
Zhukowsky, P. Painlevé, F. Ferber, R. Soreau, F. W. Lanchester.

N. E. Zhukowsky. (1847-1921).

Realizo el primer estudio matematico del vuelo de planeo de las aves en un plano
vertical mediante la modelizacion matematica con ecuaciones diferenciales no
estacionarias (1891); lo hace suponiendo que la estabilidad estd asegurada™ y que
el angulo de ataque permanece constante. Por esta razon, y quizas también por la
dificultad de modelizar matematicamente el momento de cabeceo, solamente
utilizara las ecuaciones de las fuerzas.

a. Obtiene las conocidas trayectorias que, anos después, Lanchester
denominard Fugordes. La descripcion matematica de las trayectorias

Fugoides de Zhukowsky es mas completa que la de Lanchester.

Fl hecho de que algunas de las trayectorias obtenidas pro Zhukowsky muestren
puntos de retroceso no le preocupa, pues no lo relaciona con eventuales pérdidas
de estabilidad (como hard Lanchester), ya que comprende que las ecuaciones de
las que se ha servido no pueden proporcionar informacién sobre la dinamica
rotacional del planeador, al que supone estable.

En 1906 llegard a establecer, en parte de modo implicito, y solamente con las
ecuaciones de las fuerzas, que un planeador estable en cabeceo, desciende con un
modo oscilatorio cuya expresion matematica es funciéon de la pendiente, dando
lugar a la expresion simplificada actual del modo Fugoide, del que fiya las
componentes real e Imaginaria, mostrando la influencia de la velocidad en la
frecuencia de oscilacion, y la de la resistencia aerodinamica en el amortiguamiento.
Detecta también que, debido a la presencia de este amortiguamiento, el

movimiento resulta estable en velocidad.

* Zhukowsky argumenta sencillamente que la observacion muestra que las aves lo logran, luego es posible.
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4. En 1913, andlogamente a Painlevé (1908), mostrara también que la estabilidad en

|7

velocidad del descenso planeado y  con pendiente fija, depende del signo de la
derivada de la eficiencia aerodinamica respecto del angulo de ataque. Esto
establecia una separacién entre dos regimenes diferentes de vuelo, ambos
posibles. Dado que la trayectoria de aproximaciéon es basicamente del tipo descrito,
el “teorema” parecia merecer la atencion. La realidad ha mostrado que la

demostracion asume hipotesis excesivas.

Realiza también un estudio bastante detallado del modo Corto Periodo (que
todavia no ha recibido este nombre), y establece de modo matematicamente
coherente y fisicamente bien fundado una condiciéon de estabilidad semejante a las

obtenidas por Lanchester, Ferber, Soreau y Bryan.

Cita a O. Lilienthal, Soreau, Duchemin y Froude. Zhukowsky es citado por los
Wright.

A. F. Zahm. (1862-1954).

Describié someramente configuraciones a las que resulta posible atribuir un
vuelo longitudinalmente estable, mediante el “diedro longitudinal’, es decir,

con una cola con incidencia geométrica negativa respecto del ala.

Los graficos de Zahm no suponen dos superficies separadas, sino una sola con
un flap o timon, y la asignacion de lineas de accion de sustentacion que efectiia
no necesariamente garantiza la posibilidad de anular el momento de cabeceo.

No obstante, queda abierta esa posibilidad, segan la posicion del CDG.

W. Wright (1867-1912) & O. Wright (1871-1948).

1. Algunos conceptos fundamentales alos que llegaron, relacionados con nuestro

tema, son:

a. Es posible lograr el equilibrio longitudinal mediante una pequena
superficie horizontal que permite modificar la posicion del centro de
presion respecto del CDG, y que este es un sistema mejor que el de

Lilienthal, que consistia en mover el CDG.

b. Los datos aerodindmicos sobre perfiles alares de Lilienthal necesitaban
ser corregidos.
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c. Al estudiar los perfiles con curvatura, descubrieron que para angulos de
ataque pequenos el centro de presion se comportaba al revés de lo que
sucedia con alas planas: se retrasaba cuando la incidencia decrecia.

No consideraron que la estabilidad longitudinal debiera tomarse como un
mconveniente que implicaba la imposibilidad de volar, sino que simplemente
exigia mantener una elevada concentracion del piloto.

No llegaron a establecer con claridad las ecuaciones del descenso planeado y
tampoco pudieron apreciar la importancia del problema que les generaba la
eleccion de un perfil con elevada curvatura, con su inherente momento de
cabeceo negativo  -respecto del borde de ataque- independiente de la
mcidencia. (Criterio de signos actual).

Tampoco tenian modo de estimar la posicion del centro de presion de su avion
completo, y por esta razon, tampoco detectaron la importancia de su relacion
con la posicion del CDG. Se puede afirmar que solo la baja carga alar de su
avion, las bajas velocidades de vuelo, la sélida construccién y una intensa y
cuidadosa practica, hicieron posible el éxito de su empresa.

Como se ha visto, finalmente situaron el estabilizador detrds de su avion.
Tardaron en comprender que podian lograr un avion mas facil de volar si lo

convertian en inherentemente estable.

H. G. Bryan (1864-1924) & W. E. Williams. (1881-1962).

Los autores muestran que un aspecto importante de la naturaleza matematica

de las pequenas oscilaciones de un planeador en vuelo 2D rectilineo y uniforme
en un plano vertical {X, Z} viene determinado por las soluciones de una
ecuacion algebraica de cuarto grado (Ecuacion Caracteristica), y las condiciones
de estabilidad pueden ser analizadas mediante el criterio de Routh. Esta
afirmacion es la primera vez que se hace aplicada al ambito aeronautico, y ha

permanecido de modo definitivo.
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Los coeficientes de la mencionada ecuacién  mvolucran parametros cuya

naturaleza matematica se corresponde con las primeras  derivadas de las

fuerzas{X,Z} y del momento {M} aerodinamico, con respecto a los

componentes lineales {U,W} y rotatorios {Q} de las velocidades, evaluadas en

las condiciones del vuelo en equilibrio. Es una hipotesis  asumida por los

estudios posteriores.

Estas cantidades son nueve: {Xu,zu,MU,XW,ZW,MW,Xq,Zq,Mq},

actualmente denominadas Derivadas Aerodindamicas dimensionales. Estas

Derivadas Aerodinamicas pueden ser expresadas (para cada uno de los planos

sustentadores) en términos de df (@) / da yde dg¢, () / da, en las que f, (@)

y @, (a) son funciones que determinan la fuerza aerodindmica, y la posicion

del centro de presion cuando la direccion del movimiento relativo del aire
forma un dangulo @ con el plano. Estas funciones han sido tabuladas por
algunos 1nvestigadores, mediante experimentos, para diversos tipos de

superficies.

B&W demuestran que /la estabilidad longitudinal de los planeadores admite
ser mvestigada matemiticamente, y consideran de la mayor importancia que
los métodos por ellos presentados sean aplicados de modo practico a cualquier
maquina aérea antes de mtentar el vuelo. Es una sugerencia plausible dificil
de realizar, debido a la relativa complejidad algebraica, y mas profundamente,
a la incertidumbre en la que se mueven en esa época los diversos parametros
aeronauticos y los conceptos aerodinamicos correspondientes. (En otras
palabras: un diseniador podria no tener muy claro qué valor numérico deberia
asignar a algunos de los coeficientes a los que se ha asignado un simbolo en las

ecuaciones de B&W).

La aplicacion del Criterio de Routh a los coeficientes de la Ecuaciéon
Caracteristica conduce a expresar la condicion de estabilidad en la forma

[

matematica de V? >k a, (siendo Vla velocidad, “” un valor constante que

depende de las dimensiones lineales del planeador, y “4” otra constante que
depende del alargamiento alar, del angulo de planeo y de la ley de resistencia

aerodinamica).

Es una conclusion correcta, aunque debe anadirse que NO es el inico modo
de expresar las condiciones de estabilidad, ni generalmente el mas practico, y

p 8 p \
por esta razéon no ha sido finalmente adoptado para calificar la estabilidad. (Se

prefiere normalmente evitar la presencia explicita de la velocidad en la
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10.

1.

condicion de estabilidad ya que siempre es posible obwviarla mediante la

ecuacion de la sustentacion en equilibrio).

Aporta indicaciones correctas respecto a la influencia que la inercia y la
mclinacion de un plano respecto del otro ejercen sobre la estabilidad.

Dada la situacion dispersa e inclerta que ofrecia el panorama de la ciencia
aerodinamica, la eleccion del modelo de fuerzas (de Langley) vy del centro de
presion (de Joessel), es razonable. Por lo demas, el trabajo de Bryan &
Williams mantiene un grado de abstraccion formal matematica elevado, y
solamente particulariza lo minimo necesario para resolver algunos casos

concretos, manteniendo todavia componentes ideales.

Puede ser considerado historicamente como el punto de partida de la
mvestigacion cientifica de la estabilidad del vuelo; es original por el tema que
trata, certero en la eleccion de sistemas de referencia y principios fisicos que
utiliza, y riguroso en los procedimientos matematicos que aplica. Al aceptar,
como era habitual en su época, un valor constante y tinico para la “ Constante
de Resistencia Especifica del aire (K)” para cualquier superficie sustentadora
con independencia de su forma, introducen una ambigiiedad que propicia
que la expresiones desarrolladas por B&W resulten de escasa aplicabilidad.

a. Lsto es de lamentar ya que B&W deseaban que su aportacion al
estudio de la estabilidad tuviera una inmediata utihdad préactica para
los disenadores de aeroplanos. Este inconveniente podria haberse
atenuado  distinguiendo  diferentes constantes de resistencia

aerodinamica: por ejemplo: K, para una superficie, y K, para

otra... etc. O, equivalentemente, haciendo lo mismo con la funcién

f|_1(05 ) para una superficie, distinguiéndola de f|_2 (05 ) para otra

diferente. No obstante los correspondientes conceptos
aerodindamicos estaban  todavia mmaduros, a la vez que su
mtroduccion complicaria algebraicamente los desarrollos, ya de por

si mmcomodos.
La difusion de la publicacion de B&W no parece haber ido mas alld de circulos
académicos muy reducidos. Kl eco fue escaso o nulo entre los disenadores de

aviones de la época.

Bryan & Williams son citados por: F. Ferber, R. Soreau, P. Painlevé.
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E. Ferber. (1862-1909).

6.

El procedimiento utilizado por Ferber (1909) supone que un aeroplano puede
ser modelizado correcta y equivalentemente por un conjunto de tres superficies
ficticias mutuamente perpendiculares, generadas por las proyecciones de las
superficies horizontales, frontales y verticales, con correcciones determinadas
experimentalmente.

Este esquema tedrico, aunque podria ser valido para fuerzas y momentos
estaticos eligiendo adecuadamente las superficies y su posicion respecto del
centro de masas, deja de ser vilido si se tienen en cuenta las rotaciones, y
esto limita seriamente la validez del desarrollo de Ferber. Esta critica fue ya
expresada por Bryan (1911). Complementariamente, implica también que no
logra una ecuacion del momento de cabeceo que permita la controlabilidad del
angulo de ataque.

Ferber es el primero en intentar la aplicacion a un acroplano de las ecuaciones
generales de la dinamica de un sélido rigido en las tres dimensiones espaciales.
Es también el primero en obtener, como consecuencia de la linealizacion de
las ecuaciones, dos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
independientes.

El modo de abordar el problema, inspirado en Bryan & Williams (1904), es
mas general que el de estos, ya que trabaja en 3D. Al elegir los angulos de
Euler como variables sobre las que edificar la estructura formal matematica, se
complican las expresiones, y disminuye la facilidad de mantener una visiéon
mtuitiva del problema.

Ferber estudia las trayectorias posibles y menciona las oscilaciones
caracteristicas del avion,  sin cualificar especifica y directamente ese
comportamiento. (Ferber construyé algunos (pocos) aeroplanos, y lleg6 a
realizar vuelos planeados de muy corta duracion: detectd oscilaciones en sus
trayectorias reales, no en las ecuaciones diferenciales).

A partir del sistema completo de ecuaciones, estudia posibles casos de
movimiento estacionario en un plano vertical, y trascribe un ndamero
relativamente alto de “consecuencias” alas que atribuye valor general y tiende
a mostrarse  categorico. Muchas de ellas, debido a las hipotesis y
simplificaciones asumidas (algunas implicitas), no han sido  significativas
posteriormente.

Establece una condicion de estabilidad que coincide sustancialmente con la de
Soreau.
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8.

Ferber cita A. Pénaud, R. Soreau, W & O Wright, Bryan & Willilams. Es citado
por P. Painlevé, G. De Bothezat, G. H. Bryan, R. Soreau.

F. W. Lanchester. (1868-1946).

Lanchester (1908) estudia la estabilidad a partir de su teoria de las trayectorias
Fugoides, para cuyo establecimiento no ha utilizado la ecuaciéon del momento
de cabeceo. Lanchester en realidad solamente describe el aspecto aproximado
que podrian ofrecer las trayectorias conservativas del centro de gravedad de un
planeador que tuviese la caracteristica de ser estable, pues trabaja solamente
con las dos ecuaciones de las fuerzas en un plano vertical y supone nula la
resistencia™ aerodinamica. Sus trayectorias coinciden con las obtenidas por

Zhukowsky (1891).

Lanchester considera que solamente un caso presenta un problema respecto
de la estabilidad. Se trata del que tiene puntos de retroceso, en los que el
plancador deberia efectuar un giro de 180° con velocidad angular infinita.
Precisamente ese punto de radio de curvatura nulo, supondria para
Lanchester la aparicion de inestabilidad. (Esta condicion imposible es
mtroducida artificialmente en el problema al suponer nulo el momento de
mercia, y es la misma condicion que asumio Zhukowsky 17 anos antes en su
estudio sobre el planeo de las aves).

La mterpretacion problematica descansa en el supuesto de que el planeador -
en la caspide de su trayectoria semicircular- comenzara a volar en sentido
contrario, y esto debe interpretarse como: “denotando que se han excedido los
limites de estabilidad’. A través de esta peculiaridad define la inestabilidad
como asimilada a movimiento de retroceso del planeador.

También como consecuencia de la teoria sobre las Fugoides, Lanchester
afirma que a mayor velocidad de vuelo, mayor estabilidad. Esta afirmacion
proviene del estudio sobre la influencia de las rafagas tangenciales a la
trayectoria: el efecto aerodinamico de una rafaga horizontal equivale a un
mcremento de velocidad, con lo que se produce una modificacion de los
parametros de la trayectoria Fugoide que podria, eventualmente aproximarse a
la que Lanchester considera peligrosa. Este riesgo es menor cuanto mayor sea
un clerto parametro que podria llegar a anular lo que Lanchester denomina
“Constante de Estabilidad’. En realidad esto describe una peculiariddad
circunstancial™®, propia del incompleto sistema de ecuaciones elegido por
Lanchester, y no es generalizable.

* O bien supone siempre nula la diferencia entre la traccion y la resistencia aerodindmica.

*' Se corresponde, ademds, con singularidades en la ecuacion diferencial de las trayectorias Fugoides. (Vid.
Von Karmian & Biot; “Mathematical Methods in Engineering”, McGRAW-HILL BOOK COMPANY, Inc.
New York and London. (1940).
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Lanchester alude correctamente a diversos factores de amortiguamiento de la
dindmica oscilatoria: la inercia y la resistencia aerodindmica y cuyo efecto global
se resume en reducir la peligrosidad que atribuye a las trayectorias ondulantes;
por razones que no dimanan de la ecuacion del movimiento Fugoide, estas
conclusiones son correctas. (Sus argumentos, debido a que no siente la
necesidad de plasmarlos detalladamente en formato matematico sino que se
sirve de un método heuristico, no son faciles de seguir).

Finalmente Lanchester retoma el estudio de la estabilidad de manera menos
vinculada a su teoria Fugoide, y obtiene la Ecuacion de Estabilidad que
permitiria predecir si un aviéon es estable partiendo de unos pocos parametros
geométricos y masicos. Esta ecuacion se corresponde aproximadamente  con
la que se puede fyjar a partir de la condicion del discriminante de Routh en el
estudio de la ecuacion caracteristica completa, y su obtencion por Lanchester
es un notable egjercicio heuristico, ya que la establece utilizando simbologia
matematica, pero no argumentando de modo propiamente matematico.

Recoge, en su formulacion, conceptos aerodinamicos particulares, propios del
esquema formal establecido por Lanchester en su libro “Aerodynamics”
(1907).  Los contenidos de este libro, en la medida en que era posible
asimilarlos, en el momento de la publicaciéon de su libro “Aerodonetics” (1908),
no lo habian sido todavia, con independencia de las incertidumbres que
parecia contener. No consta su utilidad practica. Lanchester aplica la Ecuacion
de la Estabilidad a algunos casos particulares de aves y modelos reducidos de
planeadores. Uno de ellos es un planeador de Otto Lilienthal, al que considera

5

inestable™.

Lanchester cita a: A. Pénaud, O. Lilienthal. Es citado por: G. H. Bryan, T. V.
Karman & E. Trefftz, G. De Bothezat,

R. Soreau. (1865-1935).

A partir de las ecuaciones diferenciales no estacionarias con 3 grados de libertad
desarrolla una teoria del vuelo en un plano vertical, mcluyendo las ecuaciones
de fuerzas y del momento, y expresa adecuadamente los factores fisicos
mvolucrados; deduce también algunos “teoremas” basicos de la mecanica de
vuelo estacionaria, similares a los obtenidos por Pénaud y Ferber; a esto dedica
una extension importante de su libro.

* Lilienthal construy6é 18 modelos diferentes de planeadores. El modelo en el que sufrio el accidente mortal
no es el que analiza Lanchester en el libro Aerodonetics.
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Describe bien el modo de actuacion del empenaje horizontal como control
del momento de cabeceo y elemento de amortiguamiento, y -supuesta la
estabilidad- la manera de lograr el angulo de ataque deseado, y como influye
éste en la velocidad estacionaria.

No considera la desviacién de flujo ni efectos de retardo sobre el empenaje
horizontal, como es habitual en la época. Las simplificaciones que admite son
razonables y los ejemplos, de acuerdo con lo que los aviones de la época le
ofrecian, son pertinentes.

Para el andlisis de la estabilidad longitudinal no trabaja con las ecuaciones
completas, sino que directamente establece las propias de la dinamica en un
plano vertical. Su modelo abarca un horizonte mas reducido que el de Ferber,
pero mucho mas claro.

La condicion de estabilidad que obtiene coincide con la deducida por
Lanchester, pero es algo mas transparente que la del inglés, pues parte de unos
principios acrodindmicos mas claros, aplicados de un modo racional y sencillo.
La manipulacion es algebraicamente ncémoda pero  carece de
complicaciones conceptuales.

Se basa en trabajos de G. Cayley, A. Pénaud, O. Lilienthal, W & O Wright, F.
Ferber. El es citado por: F. Ferber, P. Painlevé, G. H. Bryan, G. De Bothezat,

P. Painlevé. (1863-1933).

Tiene una idea clara de los factores aerodinamicos relevantes. Adopta un tipo
de curva polar de resistencia aerodinamica coincidente con el preconizado por
Pénaud, Soreau y Ferber, que es asimilable al actual.

Considera que un solo elemento sustentador sin propulsion y aislado es apto

para el vuelo descendente y equilibrado siempre que el movimiento del centro
de presion con las variaciones del angulo de ataque cumplan una condiciéon
que, para placas planas y segin Joessel y Avanzini, se cumple siempre; este
estudio se asemeja mucho a la exposicion de Lanchester en su libro
“Aerodynamics” (1907).

Sin embargo, reconoce las ventajas de completar el avion elemental -formado
por una sola placa- anadiéndole un ala de pequeno tamano “detras” del ala
mayor, al que llama empenaje “7ipo Pénaud’. los distintos teoremas que
Painlevé va obteniendo se corresponden con los que estableci6 Pénaud,
aunque las posibilidades de resultar utiles a los constructores de aviones eran
escasas, por las mcertidumbres que rodeaban a algunos parametros que
aparecian en las férmulas.
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4.

Trabaja con las ecuaciones diferenciales no estacionarias en un plano vertical.
Painlevé es el primero que modeliza la ecuacion del momento de cabeceo de
un modo detallado aunque precario, y la utiliza para el estudio del vuelo de
planeo. Los parametros que -en esas ecuaciones- significan la aportacion del
angulo de ataque y la correspondiente fuerza de amortiguacion debida a la
velocidad angular del avion aparecen en forma embrionaria y todavia no bien
definida. (Por ejemplo, si un fabricante desea disenar un aviéon y decide servirse
para ello de las ecuaciones de Painlevé, se encontrara con dificultades para fijar
con precision el valor numérico de parametros que aparecen en las funciones
que describen el comportamiento aerodinamico). El sentido fisico es claro,
pero la cuantificacion numérica resulta vaga.

Finalmente, Painlevé obtiene su “feorema” sobre la estabilidad de la velocidad
en descenso recto planeado, para cuya obtencién no necesita la ecuacion del
momento de cabeceo. Esta condicion, obtenida de un modo algo artificioso,
no resulta tan restrictiva como insinta su formulacién matematica.

Explica  someramente  como se podria analizar matematicamente la
estabilidad a partir de todas las ecuaciones de un movimiento tridimensional,
pero no lo desarrolla. (Parece haber dejado™ esta tarea en manos de De
Bothezat).

Cita a: G. Cayley, A. Pénaud, O. Lilienthal, W. & O. Wright, R. Soreau, F.
Ferber, G. H. Bryan & W. Willhams. Le cita G. De Bothezat.

G. De Bothezat. (1882-1940).

De Bothezat trabaja con el sistema completo de ecuaciones diferenciales no
estaclonarias en tres dimensiones; una vez linealizadas obtiene la separacion
en dos sistemas independientes y deduce el polinomio caracteristico de los
dos movimientos: el lateral-direccional y el longitudinal.

A partir de la aplicacion del Criterio de Routh establece la condicion
matematica de estabilidad. No presenta la misma aplicabilidad practica que las
obtenidas por Soreau y Lanchester, o Bryan.

Considera que el andlisis de los sistemas lineales a los que dan lugar las
ecuaciones del movimiento de un aeroplano seran siempre una primera
aproximacion suficientemente exacta para el estudio de las pequenas
desviaciones alrededor del equilibrio. Esto se debe a que el punto menos

296

Painlevé realizdé importantes aportaciones al campo matematico de las ecuaciones diferenciales y de la

mecanica, y tuvo también un protagonismo politico relevante en su pais. El interés teorico que manifesté por
la naciente aviacién parece haberse amortiguado relativamente pronto.

479



TEORIAS PIONERAS SOBRE LA ESTABILIDAD LONGITUDINAL DE LOS AVIONES

=

conocido de las leyes aerodinamicas es el desplazamiento del centro de
presion, en valor absoluto y en sentido, mientras que los demas aspectos
aerodinamicos que afectan a los aviones han sido ya, en primera aproximacion,
determinados. De Bothezat cree haber demostrado que la mfluencia del
sentido de este desplazamiento es practicamente irrelevante para un avion con

mas de una superficie sustentadora.

Kl desarrollo que efectiia es proljo y exhaustivo; tiene en cuenta que el centro
de presion -con la variacion de & - puede desplazarse hacia adelante
(desplazamiento directo), pero también retroceder (desplazamiento inverso),
segn la curvatura alar. Constituye un interesante estudio de la estabilidad
estatica, algo alambicado.

De Bothezat no acepta que un avién cuyos modos son oscilatorios pueda
llamarse estable, pues debido a una serie consecutiva de perturbaciones se
puede producir una acumulaciéon de oscilaciones que, aunque cada una de ellas
aislada se amortiguaria, la superposicion efectiva y real podria conducir
practicamente a la mestabilidad, aunque no parezca asi desde el punto de vista
matematico.

Piensa que quizas cierto tipo de estabilizacion activa podria permitir - obtener
modos no oscilatorios, pero lo ve poco probable.

Considera que hay dos modos de estabilizar longitudinal y automaticamente un
avion: el sistema americano (“Sistema Wright”) y el sistema francés.

a. Kl sisterna americano consiste en descentrar el eje de tracciéon, de modo
que esta genere momento de cabeceo proporcional a la velocidad.
Seguin De Bothezat, no es un buen sistema: primero porque depende
del funcionamiento de los motores y segundo porque no estabiliza
frente a las variaciones del dangulo de ataque. (De Bothezat quizas
generaliza aqui demasiado: en 1911 hay aviones americanos que no se
estabilizan mediante el procedimiento que atribuye a los Wright).

b. El sistema francés utiliza empenajes horizontales que generan
automaticamente la estabilizacion y es mucho mejor que el americano
pues solamente depende de la geometria del acroplano.

No obstante, piensa que ninguno de los dos sistemas puede garantizar la
estabilidad, salvo en viento en calma o con viento regular lentamente variable:
una estabilidad completa no se puede lograr debido a que los tiempos de
respuesta —-como De Bothezat piensa haber mostrado- son necesariamente
relativamente grandes.

Como resultado final de su tesis, predice que la solucién del problema de la
estabilidad de los aviones, tanto longitudinal como -con mayor razén- la lateral
direccional, requerira el diseno adecuado y la incorporacion de  superficies
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moviles activas. Sugiere que en este campo se encontraran no pequenas
dificultades.

10. Cita a P. Painlevé, R. Soreau, F. Ferber, F. W. Lanchester, G. H. Bryan & W.

Williams. Es citado por Von Karman y Trefftz.

G. H. Bryan. (1864-1928).

1.

Trabaja con todas las ecuaciones diferenciales no estacionarias de la dindmica
de un cuerpo rigido, en el formato (de J. Routh) que era habitual en Cambridge
en esa época.

Bryan mejora el intento anterior del propio Bryan & Williams, y los de
Lanchester, Ferber, Soreau, y también el de De Bothezat, que Bryan no
conoci6 antes de publicar su libro.

La eleccion de las variables de las ecuaciones de la dinamica, asi como la del
sistema de referencia es acertada y evita, en parte, la complejidad a la que se
ven abocados algunos de los estudios antes mencionados. Desarrolla
particularmente el caso de planos estrechos, como condicién para obviar el
problema poco claro del desplazamiento del centro de presion. Esta suposicion
simplifica los cdlculos y, con limitaciones, no se aleja de la realidad. Las
formulas de Bryan para casos en los que el centro de presion se mueve en
dependencia de & son menos claras.

Asume 1nicialmente vuelo horizontal estacionario, con una fuerza aerodinamica
total funcion de sin @y perpendicular a la placa, y la superficie sustentadora
(una o maltiple) formando un dngulo de orden de magnitud también similar a
a , lo que se traduce en sustentaciones del orden de & y resistencias del orden

de o’ conla hipotesis habitual de @ pequeno.

Si se parte de las condiciones indicadas en el apartado anterior, la matriz del
sistema lineal longitudinal carece de derivadas aerodindmicas lateral
direccionales, con lo que aparecen separados los dos movimientos: el lateral
direccional se desacopla del longitudinal. Esto fue obtenido por primera vez
por Ferber.

Usando un limitado modelo aerodinamico, Bryan distingue los problemas

atribuibles a la sustentacion y a la resistencia -aunque no incluye la parasita- ,
realiza un andlisis lneal detallado, asume simplificaciones coherentes, e
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10.

11

identifica correctamente los dos modos de comportamiento de las oscilaciones
longitudinales (que €l llama simétricas).

Obtiene expresiones aproximadas para evaluar tanto la parte real como la
mmaginaria de los autovalores. El polinomio caracteristico del movimiento
longitudinal es de 4° grado, y sus coeficientes son funcion de las derivadas
aerodinamicas, cuya definicion establecio en su trabajo de 1904 y ahora amplia
al trabajar en 3 dimensiones. El establecimiento riguroso y formalmente
exhaustivo de las derivadas aerodinamicas, la sutil estimacién de magnitudes
relativas entre los términos de los coeficientes del polinomio caracteristico
Junto con la discriminacion certera de los que son relevantes, posibilitan la
aplicacion de las condiciones de J. Routh. El polinomio resulta accesible al

asalto de Bryan, a pesar del aspecto complicado que ofrece el discriminante de
Routh.

De un modo elegante, sobrio y aparentemente exento de dificultad, establece

condiciones de estabilidad que mvolucran la mercia del aviéon y sus
caracteristicas aerodinamicas.

Aparecen por primera vez con claridad los dos modos oscilatorios
caracteristicos de la dindmica longitudinal de los aviones. Las “oscilaciones
cortas”, actualmente denominado modo “Corto Periodo” y las “oscilaciones
largas”, denominado modo “Largo Periodo” o también “Modo Fugoide”. (S1
bien -como ya se ha mencionado- el deficiente modelo matematico
aerodinamico usado por Bryan precave su uso practico eficaz para los
disenadores).

La condicion de estabilidad longitudinal que obtiene Bryan a partir del

discriminante de Routh tiene cierto parecido con la de Lanchester, Soreau y
Ferber.

. Ha sido una adquisicion definitiva para la aerondutica el modo utilizado por

Bryan de analizar la dinimica lineal del comportamiento de un avion, mas alla
del estudio de la estabilidad.

a. Kl concepto de “Derivada Aerodinimica” se ha mostrado fecundo v,
aunque procede de la simple transposicion de una metodologia
matematica ya conocida y utilizada en otros ambitos de la técnica, en
el campo aerondutico ha constituido durante mas de un siglo la columna
vertebral del estudio linealizado de la dinamica de los aviones.

b. No obstante, el modelo matematico-aerodinamico de Bryan no se
presta facilmente a convertirse -como era su deseo- en una herramienta
util para el diseno de los aviones, ya que supone validas expresiones
de las fuerzas aerodiniamicas demasiado genéricas y poco realistas, y
omite la inclusion de algunos efectos aerodinamicos de cuya influencia
sabe pero no puede cuantificar. Por esta razon msiste reiteradamente
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12.

13.

14.

16.

en la necesidad de establecer un serio y extenso programa de
experimentos para obtener el valor de las derivadas aerodinamicas.

c.  Conun modelo aerodindmico adecuado, y mediante coeficientes de
proporcionalidad mas afinados y la inclusion de la influencia del retardo
en la desviacion cuando (da/d t=0) -que Bryan menciona, pero no esta
en condiciones de fijar- , los desarrollos que él efectaa, seguidos de
modo literal, podrian ser mantenidos y conducirian a resultados que
mostrarian  buena acomodacién a los modos actuales de establecer la
teoria lineal de la estabilidad.

Por todo lo dicho, a pesar del iempo trascurrido desde su publicacién, de su
carencia de utilidad directa practica y de la aparente mcomodidad que una
ligera hojeada suele sugerir al lector, se comprende que el hecho de que siga
siendo citado como referencia en el ambito académico de la Mecanica de Vuelo
no se debe solamente al acendrado sentido histérico propio, segtn se dice, de
los anglosajones. Realmente marcé una época al establecer una soélida
cimentacion tedrica para la teoria matematica del estudio del vuelo y mantiene
todavia un cierto aire moderno, aunque su contenido algebraico resulta
mtensamente disuasorio.

Es de justicia mencionar la colaboracion de E. Harper, nada irrelevante.

Kl National Physical Laboratory (UK) asumird la tarea de convertir el trabajo
de Bryan en accesible para los disenadores de aeroplanos, fundamentalmente
mediante un serio programa de experimentaciéon y de publicacion asequible y
sintética de los resultados.

. Cabe preguntarse por la razén que llevé a Bryan a utilizar en sus calculos un

valor de la “Constante de Resistencia Especifica del Aire (K)” comun, Unico
para todas las superficies sustentadoras, pues ya (le) constaba claramente en
los ambitos aeronauticos y aecrodinamicos de 1911 que esto no era asi. Quizas
un hecho que pudo mfluir en esta decision es que las relativamente sencillas
expresiones finales obtenidas por Bryan pierden esta caracteristica, y pasan a
mostrar un aspecto menos grato.

Cita a F. W. Lanchester, R. Soreau, F. Ferber, Brillouin, y a G. H. Bryan & W.
Williams. Es citado por Von Karman & Trefftz.

E. A. Duchéne. (1869-1946).

1.

El libro de Duchéne entra dentro de la categoria de los textos a estudiar aqui,
aunque analiza solamente la estabilidad estitica, porque pretende ofrecer a
los disenadores criterios practicos que les permitan asegurar la estabilidad.
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2.

G

Parte importante del texto se dedica a los resultados “clisicos”  de la mecanica
de vuelo estacionaria; son los de Soreau, Painlevé y Pénaud. No los cita,
pero parece usar sus resultados. Incluye algunas particularidades, propias de
Duchéne, que no han perdurado.

Respecto del centro de presion, se atiene a los resultados de Eiffel para placas
con y sin curvatura. Justifica matematicamente que si se quiere volar de modo
equilibrado a diferentes angulos de ataque pero sin mover el centro de masas
del avién, se necesitan dos planos distintos: uno fijo y otro movil. El equilibrio
resulta de la deflexion angular de un plano respecto del otro, y -cosa importante
para Duchéne - no depende de la velocidad de vuelo. Para cada posicion
angular del ala trasera hay un solo angulo de ataque estacionario que anula el
momento de cabeceo.

Menciona también que cabe controlar el momento de cabeceo por otros
procedimientos: cambiando el tamaiio de la superficie trasera o retrasando el
conjunto del empenaje. Ambas soluciones son mecianicamente mas complejas
y Duchéne las descarta.

Duchéne tiene en cuenta que los distintos componentes del aeroplano generan
resistencia acrodinamica, y que -si la resultante no pasa por el centro de masas-
también causan momentos. Estos son mas dificiles de evaluar que los debidos
a la sustentacion, pero son menores por dos razones: por serlo su brazo de par,
y por serlo también las fuerzas que los causan. No los tiene en cuenta.

El tipo de avion que estudia Duchéne pertenece a la clase de aquellos en los
que la cola no genera sustentacion, como es frecuente en los pioneros.
Solamente se espera de la cola que amortigiie las oscilaciones, pero menciona
que esto no es imperativo, la cola puede también sustentar en vuelo equilibrado
estacionario. Duchéne no tiene en cuenta la desviacion de la corriente que el
ala delantera causara.

En todos los casos el centro de presion considerado relevante es el del ala
grande, y las ecuaciones de las que se sirve para obtener la deflexion del
empenaje para un & determinado son estiticas. Para el andlisis de la
Estabilidad Automatica, Duchéne distingue varios casos: st es un solo plano sin
curvatura: es estable, segun la Ley de Joessel; si este tinico plano tiene curvatura,
sera mestable. La descripcion es verbal.

Duchéne decide que es mas practico trabajar con dos planos separados una
cierta distancia. La ecuacion de estabilidad (tal como él la denomina) es la que
establece que el momento global respecto del centro de masas es nulo. Asi, tras
perturbar ligeramente esta ecuacion mediante Aex, llega a establecer el

equivalente a la condicion que en terminologia de hoy exige CM_ <0

correspondiente a la estabilidad estatica.
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9.

10.

11.

13.

Duchéne sabe que no todas las superficies sustentadoras tienen el mismo valor
para la “constante” K, de modo que las distingue mediante un subindice:
K., K,,... andlogamente a las correspondientes superficies S;,S,,... Este modo
de actuar permite establecer una correspondencia sencilla entre las expresiones
de Duchéne vy las actuales. El coeficiente K incluye los efectos de la densidad

del aire y el efecto de la forma geométrica del ala. Esto es correcto, aunque no
se llegan a cuantificar con claridad estas dos dependencias.

Se trata de un texto de facil lectura que trata de permanecer cercano al
“constructor” y al “diseriador” de aeroplanos. No es un libro escrito para
especialistas dispuestos a encontrar un tratamiento  exclusivamente
matematico: no se dirige a un pequeno circulo de potenciales lectores.
Tampoco es tan elemental o exclusivamente divulgativo que evite tratar los
problemas propios de los aeroplanos desde sus aspectos técnicos mas serios
Las explicaciones son asequibles, con tendencia a minimizar el nimero de
formulas, tratando de ofrecer los principios fundamentales del vuelo, y
proporcionar al lector ordinario una panoramica de los problemas involucrados
en el movimiento y la estabilidad de los acroplanos.

Los casos numéricos estudiados se basan en informacion escasa y poco fiable;

las conclusiones de este apartado no pueden considerarse definitivas. Aun asi
trata de establecer, de acuerdo con las limitaciones mencionadas, una
conexion entre la teoria y la practica en el diseio y estudio del vuelo de los
aeroplanos.

. Con las hipoétesis que acepta, la expresion del momento de cabeceo es

basicamente correcta. Las conclusiones respecto de las necesarias inclinaciones
respectivas de las superficies sustentadoras en un aeroplano formado por dos
de ellas, una delantera y otra posterior, son correctas, dentro de la restricciéon
que genera el hecho de que se hace comcidir el centro de presion del ala
delantera con el CDG.

El efecto amortiguador de la cola es tratado correctamente a partir del andlisis
fisico cualitativo, asi como la influencia, descrita someramente, del momento
de nercia del acroplano. Fl estudio de Duchéne no contempla de hecho, otro
modo de oscilacion que el que denominamos Corto Periodo. Ninguin analisis
del problema del vuelo incluye ecuaciones no estacionarias, pues esto no es el
objetivo del autor analizar la estabilidad dinamica.

T. V. Kirman (1881-1963) & E. Treffiz (1889-1937).

1.

Fl estudio de la estabilidad estitica es basicamente convencional y asume las
hipotesis aerodinamicas habituales de la época, incluyendo explicitamente la
densidad del aire.
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2.

3.

Se sirve de la curva metacéntrica de las lineas de accion de la resultante
aerodinamica para establecer el momento de cabeceo, lo que no es habitual en
los pioneros. Establece las ecuaciones diferenciales no estacionarias 2D del
vuelo en un plano vertical, y las linealiza para obtener la ecuacion caracteristica
del sistema.

a.  Una primera simplificacion se basa en los érdenes de magnitud del
coeficiente de resistencia aerodinamica (CD)y de la pendiente de

la curva de sustentacion (CLa ) ; VKT desprecian el primero frente

al segundo.

b. Una segunda simplificacién supone que el régimen de vuelo es de
minima resistencia acrodinamica.

Asi  llegan a la ecuacion caracteristica del sistema lineal o Ecuacion de
“ . »

Estabilidad que depende solamente de cuatro parametros: (1) Parimetro “a”,

que depende del angulo de ataque (05 ) , (2) Parametro “b” que depende de la
relacion (CL/ CD) , (3) Parametro “g” que depende de VOZ (CMa ) y (4)

Parametro “p”que depende de (CMq)

Los dos primeros definen las condiciones de vuelo; los dos tltimos son usados
como parametros para analizar la estabilidad.

A partir de la Ecuacion de Estabilidad VK&T analizan algunos casos limite,
obteniendo, entre otros de menor interés, el Modo Largo Periodo, conocido
ya por VK&'T' via Lanchester.

La aplicacién del método de Klein se hace -en nuestro estudio- de doble
manera:

a. Con el método de las envolventes, VK&T localizan zonas de posible
existencia de raices reales y estiman rangos de valores numéricos
posibles para ellas. Se confirma la presencia de valores numéricos
bastante desparejos entre unas y otras, y se insintia que, cuando las
rectas tangentes que definen las caracteristicas de las raices dejan de
serlo para pasar a ser secantes de las envolventes, las raices pasan a
ser 1maginarias, manteniendo una cierta continuidad en cuanto al
valor de su parte real respecto del que tenian cuando eran reales
puras cuando la recta secante se separa poco de la tangente: un par
de raices normalmente de moédulo pequeno frente a la umdad, y
otro par de raices notoriamente mds grande, del orden de la unidad.
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9.

10.

1.

13.

b. Con el método de la Curva Normal se muestra que, para los valores
habituales actuales de los parametros (CM . CM q) la Ecuacion de

Estabilidad de VK&'T tiene siempre raices imaginarias, con zonas
mdicativas del posible valor numérico absoluto de las soluciones
reales (s1 fuesen posibles: se demuestra que unas serian muy
pequenas frente a las otras).

El estudio numérico de las raices imaginarias requiere la fijacion de alguna de
las condiciones de vuelo para poder representar graficamente los resultados, lo
que exige solamente fyjar los valores de los parametros “a”y “b”.

VK&T establecen los valores de las raices de la Ecuacion de Estabilidad

distinguiendo las de amortiguamiento débil de las que lo tienen mayor, siempre

en funcion de los parametros (CM q) y VO2 (CM a) .

Aparece nitidamente una zona del plano {p,q } en la que no es posible la
estabilidad, y de ella obtienen VK&'T una “Condicion de Estabilidad’ que,
comparada con las ya publicadas de Lanchester, Bryan y Ferber, muestra
similitud.

Debido a que la ecuacion de Estabilidad es de cuarto grado, las soluciones
analiticas en forma simbolica son actualmente comodamente obtenibles y
graficables; permiten verificar numéricamente, de un modo visualmente mas
completo, los resultados obtenidos por VK&'T, aunque hay que asumir algunos
valores numéricos particulares apropiados.

El hecho, que VK&T consideran probado ya en apartados anteriores, de la
diferencia significativa en el modulo de unas raices 1maginarias respecto de las
otras permite a VK&T estimarlas a partir de los coeficientes del polinomio
caracteristico, estableciendo unos valores validos solamente como primera
aproximacion.

. Mencionan que el método que han descrito para el estudio de la estabilidad es

apto, hasta cierto punto, para ser aplicado al diseno de aviones, si se fijan los
requisitos de estabilidad que se buscan y se puede actuar sobre la geometria y
la distribucion de la masa.

Citan a Riinge, Knoller, Bryan, Painlevé, Ferber, Reissner, Quitter, pero sin
menclonar referencias concretas.

Conclusiones Generales.
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La inmensa mayoria de los trabajos pioneros estudiados procede de Europa y, mas
concretamente de Francia™. Durante el siglo XIX y la primera parte del XX tanto la
Ciencia como la T'écnica fueron esencialmente europeas y el francés era el idioma comun
de relacion. Los hermanos Wright y Samuel Langley fueron la excepcion. Octave Chanute,
francés afincado en Estados Unidos por motivos empresariales, fue el gran difusor de las
inquietudes aeronduticas europeas en América y contribuyé a despertar el interés en los
Wright, Curtiss y otros muchos.

Cabe destacar que los primeros cursos dedicados a la Aeronautica se impartieron
en Paris por Marchis [1] y Painlevé, figurando este tltimo entre los pioneros de la Dindmica
del Vuelo. Los profesores americanos y de otros paises europeos asistieron a las clases de
ambos para recibir el primer impulso y conocimientos, y luego poder continuar en sus
respectivos paises.

Tanto los libros como los articulos de revista no tenian la misma forma de citar que
tenemos hoy. A veces solo se citaba al autor, pero no el trabajo concreto de dicho autor.
Hasta después de la Segunda Guerra Mundial no se ha generalizado el procedimiento
moderno de citar. Ello hace dificil seguir el rastro de las relaciones entre las primeras
publicaciones y su impacto coetineo.

Se constata que los pioneros de la aviacion fueron mas atrevidos que reflexivos, y
generalmente carecian de formacion suficiente para comprender los principios del vuelo.
Por su parte, muchos estudiosos no tenian una inclinacién particular para experimentar
personalmente el vuelo, salvo las excepciones de Lilienthal, los Wright y Ferber™

Algunos autores estudiados, que en su momento tuvieron cierto reconocimiento,
como Ferber, Zahm, Painlevé o Duchéne, han sido poco a poco olvidados y ya no son
citados en ningun libro reciente. Caso aparte es el de Bothezat, autor de una Tesis Doctoral
admirable por su alcance, su exhaustividad y sus llamativas conclusiones: no fue casi nunca
citado; sin embargo este ingeniero ruso hizo fortuna posteriormente en Estados Unidos
como disenador de un helicoptero y empresario de industrias mecanicas. Este paulatino
olvido se debe, en gran medida, al cambio del francés por el inglés como lengua de
relaciones cientificas después de la Primera Guerra Mundial.

Hemos elegido unas 100 referencias cualificadas (Ver Anexo final de Referencias)
a lo largo de un siglo, y contado las veces que aparecen mencionados los pioneros que
hemos estudiado. Los dos autores mas citados son Lanchester (con 43 citas) y Bryan (44).
Sorprende el caso del primero, que aportd menos que otros piloneros, pero que tuvo el
acierto de dar nombre al modo Fugoide y a otros fendbmenos aeronauticos y pasé por ello
a la posteriddad. Bryan es reconocido universalmente como el autor que dispuso las
ecuaciones de la Estabilidad como las conocemos hoy; aunque fue coetineo de Bothezat,
quien logro algo similar: este ultimo no consiguié que le sonriera la fortuna en esto.

Cayley (16 citas), Pénaud (16) y Lilienthal (27) son también comtinmente citados,
por su vision para afrontar tanto los aspectos practicos de los aparatos voladores, como por

¢ L’Aéronautique est une Science Francaise” escribia en 1903 Lucien Marchis (Ref. [1], Pag. 718).
* También Cayley, segtin parece, por persona interpuesta. (Ref. [2], Pags. 177 y ss.).
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haber tenido el atrevimiento de intentar dar formato fisico-matematico, de alguna manera,
a las ecuaciones del vuelo.

Las citas a los hermanos Wright (19) y a Von Karman (14) tienen facil explicacion.
Aquéllos porque fueron los primeros en volar con maquinas mas pesadas que el aire de
forma controlada, y luego se esforzaron en explicar como lo habian logrado, mas
fenomenologicamente que matematicamente. Von Karman es citado porque fue el padre
de la Aerodinamica y realiz6 numerosas contribuciones en diversos campos de la
Aerondutica: turbulencia, estabilidad, flujo supersonico, etc. (Ocasionalmente, algunas de
las citas recogidas aqui podrian ser ajenas al tema de la estabilidad de los aeroplanos).

El niimero de libros analizados y su distribucién temporal es representativo de la
produccion y vicisitudes de las diversas épocas. Entre 1900 y 1920 hay un fuerte pico de
textos, como corresponde a una rama naciente de la Ingenieria. Los hermanos Wright
acaban de demostrar la posibilidad del vuelo propulsado y controlado, y en pocos anos se
vuela en todos los paises civilizados, creando un frenesi que arrastra a los cientificos detras.

La década de los 1910 corresponde, con /ldgica de aquinate, a la moda de la
distribucion. Después de un minimo en la época de la Gran Depresion, los textos remontan
poco a poco. A finales del siglo XX vuelve a presentarse otro maximo, porque la demanda
de manuales y textos avanzados sobre Dindmica del Vuelo abarca a toda la Tierra, ya que
la Aviacion se ha convertido en algo cotidiano y ubicuo.

Conclusiones Especificas.

(1) El estudio cientifico de la estabilidad de un aeroplano frente a pequenas
desviaciones de sus estados de equilibrio puede reducirse a un problema
matematico-fisico.

(2) La parte fisica del problema consiste en lograr un modelo realista de las fuerzas
aerodinamicas y de sus lineas de accion.

(3) En el siglo XIX se consolida para las fuerzas aerodinimicas un modelo cuadritico
en las velocidades hineales, otro simplemente lineal con el angulo de ataque y otro

lineal también con el tamano de la superficie, medido por su area.

(4) Dos aspectos se muestran elusivos:

a. Lainfluencia de la forma de la superficie, que es significativa, se desconoce.
No hay teorias capaces de predecirla con generalidad. El coeficiente tinico
K de resistencia especifica del arre permite hasta cierto punto modelar la
fuerza, pero con limitaciones importantes que afectan serlamente a la
validez de las condiciones formales de estabilidad, cuando las establecen.
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b. La posicién del centro de presion, que se comporta de modo diferente para
perfiles planos que para perfiles con curvatura. No hay teoria que permita
predecir el comportamiento. Por esta razéon, Zhukowsky (1891) vy
Lanchester (1908) estudiaran la dinidmica de un planeador en un plano
vertical omitiendo la ecuacién del momento de cabeceo; no tienen en
cuenta la aceleracion angular -Painlevé (1909) sera el primero en
mtroducirla- y asi el alcance de las conclusiones viene limitado por esta

carencla.

Agrava la situacion la poca faciidad de sistematizaciéon que ofrecen las
conclusiones de los diversos tipos de experimentos; se tiene un cimulo enorme de
datos empiricos, no siempre disponibles facilmente, ni siempre coherentes, pero
falta una teoria sintética que los ilumine y dé sentido. Una aproximacion a las

incertidumbres en las que se movian los pioneros vienen descritas en el capitulo 2.

La parte matematica establece las ecuaciones de la dinimica de un cuerpo rigido
que se mueve en un plano vertical. Esto conduce a un sistema de 3 ecuaciones
diferenciales. Fl procedimiento habitual de linealizar estas ecuaciones conduce a
establecer una Ecuacion Caracteristica de la Matriz del Sistema Lineal que consiste
en un polinomio algebraico de cuarto grado tal como el que se muestra aqui:

Pol = A;z* + Az® + Az* + Az + A, . Las raices de este polinomio igualado a cero

son los auto valores, reales o imaginarios, en nimero de cuatro, que forman los

componentes fundamentales de la dinimica del movimiento perturbado.

Para que el movimiento sea estable es necesario que las raices reales, si las hay, o
las partes reales de las raices imaginarias, sean negativas. Es decir, los fenbmenos
transitorios deben desaparecer después de un tiempo razonablemente grande (que
teoricamente tenderia a infinito). Cuatro raices 1imaginarias tendrian la forma

sigulente, y en este caso tienen que ser conjugadas dos a dos:

{z,=A+in,z,=24—in,z,=4,+in,,z,=4,—in,}

La Ecuacion Caracteristica, al ser de cuarto grado, tiene cinco coeficientes
{A,ALA, AL A} Estos coeficientes son funcion de las caracteristicas de la masa

e inerciay de la geometria del aviéon -de modo directo, o a través su influencia en
la aerodinamica de los componentes- y de las condiciones de vuelo: velocidad y
altitud (por su efecto en la densidad). No se consideran efectos de compresibilidad.
(Solo Lanchester los menciona). Esta Ecuacion Caracteristica es denominada
Ecuacion de Estabilidad por De Bothezat y Karman & Trefftz.

Intervienen en estos coeficientes las denominadas “Dernvadas Aerodindmicas”,
mtroducidas en 1904 por Bryan & Williams; se trata de nameros dimensionales
equivalentes al valor del primer término del desarrollo en serie de Taylor, a partir
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del estado que define el equilibrio del avién, y que indica la dependencia
exclusivamente lineal respecto de la variable que esta siendo considerada. Para
calcular estas “Derivadas Aerodindmicas” se establece que la dindmica del
movimiento solamente dependera de las variables del mismo: velocidades lineales
y angulares, o de sus valores estaticos. (Painlevé criticard seriamente esta hipotesis,
en el Prologo que redact6 para la Tesis de De Bothezat sobre la estabilidad de los

aviones).

Los coeficientes del Polinomio Caracteristico adquieren asi, en su mayoria,
una forma poco apta para la manipulacion algebraica manual. No obstante, hay que
subrayar que conceptualmente no es un proceso matematicamente complicado,
sino solamente tedioso y también susceptible al fallo ocasional, por distraccion u
olvido. La claridad en la definicion de los sistemas de referencia exige especial
cautela. Bryan, con su concepto de “Denvada Aerodinamica” se mantiene
deliberadamente en un nivel de abstraccion alto y solamente lo abandona cuando
es necesario para proceder a cilculos sobre casos particulares; Ferber y De
Bothezat particularizan las expresiones de fuerzas y momentos en un estadio

J

relativamente temprano de su desarrollo.

(11) Cuando los valores numéricos de los coeficientes {A,, A, A,, A, Aj} son

conocidos, por via experimental o teodrica, el problema es trivial. Bastard para
resolverlo hallar las raices de la ecuacion caracteristica. Sin embargo, este no suele
ser el caso, ni es tampoco el método que mas informacién puede facilitar sobre los
parametros importantes desde el punto de vista de la estabilidad.

(12) Cuando el problema se desea resolver de modo generalizable, aunque existe

-como es sabido- solucion analitica cerrada, el problema practico se convierte en

mabordable.

(13) Se suele recurrir entonces a un proceso de simplificaciones y

aproximaciones sucesivas, para las que Bryan ofreci6 en 1911 una ayuda
mestimable, todavia en buena parte wvigente. El modelo fisico de Bryan es
demasiado simple para ser practico, pero no omite mencionar -aunque no pueda

calcularlo- nada esencial.

a. Un modo de abordar el problema viene sugerido por el Método de Routh
que permite establecer las condiciones de estabilidad a partir de ciertas
condiciones fijadas sobre el signo de los coeficientes del Polinomio, y sobre
una cierta combinacion algebraica de estos coeficientes denominada
“Discrimunante” de Routh. Los coeficientes, como se ha visto, son muy
diferentes en grado de complejdad; para los casos mas simples, las
condiciones de estabilidad pueden establecerse de modo rapido y eficaz.
Al ser condiciones necesarias, aportan una informaciéon fundamental,
aunque incompleta. (Bryan, 1904, 1911).
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b.

Un segundo modo de abordar el problema viene dado por el intento de
obtener directamente informacién sobre las propias raices del Polinomio
Caracteristico. Este es el proposito de De Bothezat, que utiliza el método
de la recta de Klein, y logra concluir (correctamente) que la Ecuacion de
Estabiidad - cuya representaciéon grafica obtiene fijando algunos
parametros con base en los aviones de su época- no tiene raices reales. La
localizacion de las raices imaginarias es mas compleja y solamente logra
identificar intervalos en los que -segun sus hipoétesis- deben ocurrir estas
raices. Detecta la presencia de raices imaginarias con la parte real negativa
pero pequena. La Curva de Estabihdad de De Bothezat es
conceptualmente muy completa pero resulta (hoy) menos “transparente”
debido a la relativa oscuridad del modelo de curva polar que usa.

Un tercer sistema utiliza el Método de las Envolventes de la Curva de
Estabilidad de VK&T, que -tal como la han establecido- es viahda
solamente para la zona del Dominio de Vuelo en la que se cumple la
condicion de minima resistencia aerodinamica.  Es el usado por Von
Karman & Trefftz. Es prolijjo y no nos ha parecido especialmente claro,
pero muestra -sin fijar sus valores- los mntervalos en los que es posible la
existencia de raices reales, lo que para los valores normales de los
parametros de los aviones no es posible. La Recta de Kléin muestra lo
mismo de modo mas sencillo. Von Karman & Trefftz parecen suponer que
hay continuidad en los médulos de las raices cuando estas pasan de ser
reales a ser imaginarias por alejamiento de la Recta de Klem, o por
penetracion de las tangentes a las Envolventes -pasando a ser secantes- en
el método por ellos usado, lo que no se cumple necesariamente siempre.
La critica de este aspecto requiere un estudio mas profundo.

Parte de este proceso de simplificacion puede incluir incorporar valores

tipicos propios de los aviones de la época, considerandolos como parametros
“priacticamente fijos” y trabajar, a partir de este momento, con las expresiones
simplificadas fruto de los supuestos aceptados. L.os margenes de validez de este tipo
de operaciones tienden a difuminarse con el tiempo, hasta convertir en inseguras
las eventuales afirmaciones, teoremas, consecuencias, o lemas, que supuestamente

se apoyaron en su momento en ellas. El problema matematico pierde virulencia,

pero también capacidad rigurosa de prediccion.

(15)

Un ntmero elevado de afirmaciones de Ferber, Soreau, De Bothezat y

Duchéne pertenecen a la  categoria mencionada en el punto anterior. Los
desarrollos de Ferber y mas todavia los de De Bothezat, son extraordinariamente
detallados y minuciosos, y aplican un método riguroso a una base fisica poco fiable

y no bien establecida. Las conclusiones, obtenidas tras procesos laboriosos, con
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derroche de mgenio y perspicacia, frecuentemente les conducen a resultados que
dependen de un numero grande de condiciones aparentemente bdsicamente

circunstanciales.

a. Por ejemplo, se incluyen aqui los que proceden de una conceptualizacion
madecuada del modelo de aeroplano; los que son consecuencia de
mformacion erréonea o incompleta sobre valores tipicos de parametros de
aviones; los que son consecuencia de atribuir a muchos tipos de avion lo
que solamente es propio de algunos; los que son consecuencia de
simplificaciones matematicas “ad cassum” con escaso rigor (“Pro
opportunitate”); por malinterpretar lo que uno piensa ( o ha visto desde
lejos) que otros han hecho; por insuficiente precision, o erréonea o poco
clara definicion de los conceptos usados; por trasposicion demasiado
directa de conceptos de un ambito de la mgenieria (Por ejemplo: naval,

agua) a otro diferente (aeronautica, aire) ... etc.

(16) La sintesis de concrecion y generalidad lograda por Bryan (1911) es
llamativa. Logra simplificar mucho el punto de partida reteniendo todo lo esencial,
sin abandonar un campo conceptual altamente abstracto. A pesar de su NO
aplicabilidad -que Bryan sin duda conocia- resulta certero. Dicho de otro modo:
Bryan logra que la Matematica , tal como ¢l la utiliza, llegue a conclusiones con
claridad y de un modo directo y sustancialmente generalizable; otros pioneros, con

calculos a menudo tanto o mas complicados, no lo consiguen.

(17) A partir de Bryan, con modelos matematicos mas precisos debido al
enorme avance que experimenta la aerodindmica experimental y la teorica, la
comprension del comportamiento del centro de presion y la inminente aparicion
del nuevo concepto de centro aerodinamico y su relativa fijeza, y la notable
fundamentacion matematica lograda con los trabajos de Kautta, siempre en el rango
lineal de angulos de ataque, el tratamiento matematico de la estabilidad longitudinal
dejarda de moverse en un ambito nebuloso y podra pasar a establecerse con rigor.

(18) Las simplificaciones seguiran teniendo mucha importancia. Durante mas de
cien anos se tratara de encontrar buenas aproximaciones a los modos oscilatorios
de los aviones: el modo Corto Periodo y el modo Largo periodo, como parte
mmportante del estudio de la seguridad y de las cualidades de vuelo y de la
mformacion necesaria para la instrumentaciéon de los controles automaticos de

vuelo.

(19) El trabajo realizado con la presente tesis es esencialmente, como ya se ha
dicho al principio de la misma, una sintesis critico-historica que ha procurado
comprender y acercar al presente muchas de las aportaciones de los pioneros,
vertiéndolas, en la medida que nos ha resultado posible, a la terminologia que
actualmente utiliza la mecanica de vuelo contemporanea, ilustrando sus logros,
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mostrando resultados que no siempre aparecen mencionados explicitamente en
sus Ivestigaciones, aunque estan contenidos en ellas y un aporte de trabajo
matematico por nuestra parte-en ocasiones somero, en otras mas prolijo- los hace
aflorar. Se llega asi a apreciar y valorar el trabajo de muchos pioneros cuyos logros
el paso de los anos ha 1do sepultando en un olvido que no parece razonable
considerar irreversible.
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Anexo Final (Ref. Capitulo 18)

Seleccion de libros de referenciay autores citados
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Capitulo 18. ANEXO (CITAS
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Bothezat, 1911
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