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Abstract

La creciente importancia de las competencias en nuestro sistema educativo pone de mani-
fiesto la necesidad, no solo de introducir cambios metodologicos en el proceso de ensenanza
de las Matemadticas en la educacion secundaria obligatoria, sino también de disenar nuevos
imstrumentos que permitan desarrollar las competencias bdsicas en general, y la compe-
tencia matemdtica en particular, de nuestros alumnos. Los problemas de modelizacion,
dentro del marco de la educacion matemdtica realista, se convierten en una herramienta
importante para este fin. En esta comunicacion describimos el diseno y la implementacion
de una actividad piloto de modelizacion con alumnos de 4°ESO, como primer paso para
la introduccion de este tipo de tareas en la programacion de la asignatura.

The growing importance of skills in our education system emphasizes the need not only of
methodological changes in the teaching of mathematics in compulsory secondary education,
but also to design new tools to develop the basic competences in general and mathematical
competence in particular our students. The problems of modelling, in the context of real-
istic mathematics education, become an important tool for this purpose. In this paper we
describe the design and implementation of a pilot activity modelling with students aged
15-16 as a first step in the introduction of this type tasks in the programming course.
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1 Introduccion

En el Real Decreto 1631/2006 (anexo I, pp. 686-687) se establece que la competencia matemética
consiste en “la habilidad para utilizar y relacionar los niimeros, sus operaciones basicas, los
simbolos y las formas de expresién y razonamiento matematico, tanto para producir e inter-
pretar distintos tipos de informacién, como para ampliar el conocimiento sobre sus aspectos
cuantitativos y espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados con la vida
cotidiana y el mundo laboral”. En el informe PISA se define la competencia matematica (math-
ematical literacy en el original en inglés) como “una capacidad del individuo para identificar y
entender las matematicas en el mundo, emitir juicios bien fundados y utilizar y relacionarse con
las matematicas de forma que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos
como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos”, por tanto mas relacionada con el
“saber aplicar matematicas”, que con el “saber matemadticas” ([5]).

Recogemos a continuacion los tres primeros objetivos de la ensenanza de las Matematicas para
la etapa de la ESO (Decreto 112/2007 del 20 de junio, recogido en el DOCV nimero 5562
del 24.07.2007) para senalar la importancia de presentar los problemas de matematicas en
situaciones reales, permitiendo poner el conocimiento de nuestros alumnos en contexto y por
tanto favoreciendo el desarrollo de la competencia matematica, tal y como la hemos definido
anteriormente, alejandonos de los problemas rutinarios de las clases tradicionales donde la
situacién que se plantea es un mero disfraz para un problema puramente matematico ([1]):

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y modos de ar-
gumentacion las formas de expresién y razonamiento matematico, tanto en los procesos
matematicos o cientificos como en los distintos dmbitos de la actividad humana, con el fin
de comunicarse de manera clara, concisa y precisa.

2. Aplicar con soltura y adecuadamente las herramientas matematicas adquiridas a situa-
ciones de la vida diaria.

3. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos,
elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando
los recursos mas apropiados.

En las actas del ICMI XIV ([2]) se habla de la modelizaciéon matemadtica como “el proceso de
resoluciéon de un problema del mundo real”, y se dan las claves y las nociones necesarias para
entender este proceso, que queda resumido en estas sietes fases (sobre las fases que conforman
el ciclo de modelizacion, se puede ver en detalle en [3] y [9]):

1. Se plantea una situacién del mundo real.

2. Se simplifica, estructura y se hace mas precisa la situacién, desembocando en la formulacién
de un problema y el establecimiento de un modelo real.

3. Se matematiza el modelo real, es decir, se identifican los contenidos matematicos presentes
en el modelo real, para construir un modelo matematico de la situacién original.

4. Se resuelve el modelo matemaético.
5. Se traslada e interpreta la soluciéon matematica obtenida a la situacién real original.

6. Se valida la solucién en relacion con el contexto real al que pertenece el problema.
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7. En el caso de que la solucién matematica sea validada, se comunican los resultados finales.
En caso contrario, se vuelve a comenzar el proceso, reformulando parcial o totalmente los
modelos planteados.

Teniendo en cuenta lo expuesto, decidimos plantear una primera prueba piloto con el fin de ob-
servar las actuaciones de alumnos de 4° ESO, evaluar su competencia matematica, en términos
de su capacidad para “matematizar”, y recoger sus impresiones, al enfrentarse por primera
vez a un problema de modelizacién. Esta informaciéon nos arrojard luz a la hora de dar los
primeros pasos en la introduccién, en cursos posteriores, de la modelizacion en la programacion
diaria de la asignatura. Tomando como referencia inicial la idea de los “Proyectos Matematicos
Realistas” ([17], [18] y [19]) v los “Proyectos de aula” ([20] y [21]), disehamos una actividad
consistente en la resolucion de un problema de modelizacién, en el contexto escolar, que lleva
por titulo, “Optimizacion del espacio y los recursos humanos en el comedor escolar”.

2 Metodologia

Durante las tres ultimas semanas del curso se propuso a un pequeno grupo de seis alumnos
de una clase de 4°ESO (cuatro chicas y dos chicos), escogidos de entre aquéllos que ya habian
superado con éxito las evaluaciones preceptivas (segun la Programacién didactica y el PCC del
centro), que participaran, de forma voluntaria, en una actividad dentro de la asignatura de
Matemadticas. Senalar que se trata de un centro privado, de los alrededores de la ciudad de
Valencia, donde los alumnos provienen de familias con un nivel econémico y cultural medio-
alto. Previamente se pidié permiso a la direccién del Colegio para poder llevar a cabo esta
practica y se conté en todo momento con el apoyo y la colaboracién del Jefe del Departamento
de Ciencias. En este caso, el profesor adopté también el papel de investigador.

La actividad consistia en la resolucion de un problema de modelizacion, disenado siguiendo las
orientaciones recogidas en el LEMA-Project ([3]) y en las Modelling Eliciting Activities ([9] y
[10]), que cumplia con las siguientes caracteristicas (ver también el esquema de clasificacién de
las tareas de modelizacién de [11]):

— Pertenecer a un contexto real, cercano a los alumnos, con datos auténticos.

— Donde el conocimiento matematico implicado en la resolucién del problema no estuviera
especificado.

— Donde los alumnos tuvieran que explorar previamente la situacion, seleccionando y reco-
giendo la informacién relevante, buscando distintas estrategias de resolucién y planteandose
nuevas preguntas, sin tener que seguir un procedimiento proporcionado previamente.

— Con soluciéon abierta, no tnica ni estipulada de antemano, que tiene que ser interpretada
y validada en relacion con la situacion real original.

Se trataba pues de un problema complejo, donde se pretendia que los alumnos, trabajando
de manera cooperativa, dieran respuesta a la pregunta que se les planteaba: cudl es la mejor
distribucion de los monitores en los distintos espacios del Colegio a lo largo del tiempo que
dura el comedor escolar. Para ello debian centrarse en los aspectos matematicos del problema,
seleccionar aquellas herramientas, de entre las que han aprendido a lo largo de la ESO, necesarias
para su resolucion matematica, interpretar y validar la solucién obtenida en el marco de la
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situacién real en que se situa el problema, y finalmente exponerla, de forma argumentada, al
profesor y al resto de companeros.

Tras la presentacion de la préctica, los alumnos se dividieron en dos grupos (formados a su
elecciéon por dos chicas y un chico cada uno) que llamaremos a partir de ahora grupo A y
grupo B. A cada grupo se le entregé un pequeno dossier, donde se recogia el enunciado y
el objetivo del problema, junto con una serie de cuestiones, a modo de guién de practicas,
acompanadas de fotografias y descripciones que facilitaran su comprension y las hicieran mas
amenas. Se les daba total libertad para dar respuesta al problema. Para ello podian seguir
las cuestiones planteadas, de caracter orientativo, o bien, tomar ellos mismos la iniciativa y
abordar el problema segun les pareciera.

Se les pidi6 asimismo que llevaran un diario o porfolio en el que fueran detallando los avances
y dificultades que pudieran encontrarse. Podrian trabajar durante las horas correspondientes
a la asignatura de Matematicas, pero también en horario extra-escolar, fijandose los viernes,
al terminar las clases, como momento en el que realizar una pequena reunion con el profesor-
investigador (de entre diez y quince minutos de duracién) para plantear las dudas que hubieran
surgido durante la semana (también se llevaron a cabo otras consultas con el profesor, aparte de
las entrevistas formales de los viernes). En este caso el papel del profesor es el de orientador, sin
dar mas pistas que las meramente necesarias, y solo ante un auténtico bloqueo de los alumnos.

3 Descripcion del problema

Durante el tiempo que dura el comedor escolar (desde que van terminando las clases de la
manana en los diferentes niveles hasta que empiezan las clases de la tarde) los quince monitores
con los que cuenta el colegio deben encargarse, no solo del control de los comedores sino también
de la vigilancia de los patios de recreo. Con cuatro comedores y tres patios de recreo distintos,
donde se van repartiendo los alumnos a lo largo de dos horas y media, el problema de buscar
la distribucién 6ptima de los monitores se convierte en una tarea nada trivial.

La primera cuestion que se plantea en el dossier sugiere a los alumnos que seleccionen y organi-
cen todas aquellas variables que puedan ser relevantes para la resolucién del problema (ntmero
de alumnos en cada comedor, edades, niimero de monitores disponibles actualmente, horarios,
espacios utilizados, etc.).

La segunda cuestion aborda la problemética de la vigilancia de los patios de recreo, especial-
mente en el conocido como “patio Grande” (es el tinico de los tres patios que no tiene forma
rectangular). Esta cuestién se basa en el denominado “Problema de las Galerias de Arte”, en el
que se pretende determinar el minimo niimero de puntos de un poligono que son suficientes para
ver (vigilar) a todos los restantes. Para ello es necesario que se proceda a su parcelacion, debi-
endo escoger previamente la forma geométrica mas conveniente que deben tener estas parcelas,
que tendran que ser vigiladas por el menor niimero posible de monitores.

La tercera cuestion plantea a los alumnos la necesidad de distribuir de una manera 6ptima
los monitores a lo largo del tiempo, en particular en el intervalo en el que estan ocupados los
cuatro comedores de manera simultanea. La distribucion éptima se puede obtener mediante
un reparto proporcional entre el nimero de monitores y el nimero de alumnos, o minimizando
el ratio, nimero de alumnos por monitor, en cada comedor.

Por 1ultimo, y a partir del planteamiento y resolucién de las anteriores cuestiones, los alumnos
podran llegar a dar respuesta a la pregunta principal del problema: ;como distribuiriais a los
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Figura 1: Vista del patio “Grande”.

monitores en los distintos comedores y patios a lo largo de todo el periodo de uso del comedor
escolar?

No se trata por tanto de un problema donde el alumno deba aplicar unas “matematicas com-
plejas”, mas bien al contrario, las herramientas matemaéticas que deben utilizar en su resolucion
podriamos considerarlas bésicas, unas “matemadticas sencillas” ([0]): recogida y tratamiento de
la informaciéon en la primera cuestiéon; parcelar mediante el uso de figuras geométricas, en la
segunda; reparto proporcional, variacion funcional, distribuciones estadisticas,..., en la tercera;
estimaciones, tablas y graficos para la respuesta final. La dificultad de este problema estriba,
como veremos a continuacion, en detectar estas matematicas y en proporcionar los argumentos
necesarios que respalden las estrategias y decisiones tomadas.

4 El proceso de resolucion

PRIMERAS DIFICULTADES

La primera impresion de ambos grupos, transmitida durante la presentacién del trabajo, es
que se trataba de algo “facil”, pero tras la primera semana de trabajo, esta impresién cambid.
Durante la primera entrevista con el profesor comentaron que el problema no era tan sencillo
como les habia parecido en un primer momento. No tenfan una estrategia clara con la que
afrontar un problema tan alejado de aquellos en los que habian sido entrenados durante el curso.
Se evidenci6 una falta de transferencia entre las matematicas escolares y la matematizacion de
problemas reales.

Ambos grupos comentaron también que les costaba ver las matematicas en el problema, debido
a que las herramientas matematicas que debian utilizar no se estipulaban explicitamente. Esto
resultd especialmente llamativo dado que este tipo de dificultades son dificiles de detectar con
los problemas tradicionales, donde suele estar bastante claro a priori que tipo de matematicas
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hay que utilizar para su resolucion, debido a su organizacién en tipologias.

El grupo B decidié intentar dar respuesta directamente a la cuestién principal del problema, sin
detenerse en las cuestiones previas sugeridas en el dossier. Cuando se lanzaron a esta tarea se
dieron cuenta que era muy dificil de abordar. Fue interesante su reaccién, pues comprendieron
que un problema debe ser muchas veces simplificado y resuelto por partes antes que en su
totalidad. Vieron entonces que era mas aconsejable tratar por separado el tema del patio y de
los comedores y posteriormente unirlo todo.

Fue necesario, pues asi lo demandaron los dos grupos, proporcionar unas minimas aclaraciones
que les permitieran ponerse en marcha y salir del bloqueo inicial en el que se encontraban. De
este modo se pusieron a trabajar en las tres cuestiones previas recogidas en el dossier.

Respecto a la recogida de informacion (primera cuestion del dossier), ambos grupos se limitaron
a pedir en la Secretaria del centro el nimero de comensales por grupo y los horarios aproximados
de comida. No vieron necesario la organizaron de los datos en tablas o graficas. Solo el grupo
B pidié permiso para acompanar a los monitores durante un dia de trabajo y poder contrastar
in situ la informacion.

La bisqueda del minimo niimero necesario de monitores para vigilar el patio Grande (segunda
cuestién) tampoco resulté ser un problema trivial. Fue necesario realizar un relectura conjunta
con ambos grupos de esta problematica y orientarles en la forma mas conveniente de parcelar
el patio. El grupo A hizo un primer intento utilizando sectores circulares:

“Nuestra primera idea fue dividir el patio grande en sectores circulares. Nos dimos cuenta de
que esta idea no seria efectiva, ya que quedaban zonas sin cubrir, dngulos muertos sin vigilancia”
(extracto del diario del alumno del grupo A)

También hubo dificultades en la seleccion de los criterios a tener en cuenta a la hora de decidir la
distribucion éptima de los monitores en los distintos comedores (tercera cuestién). Sus primeras
ideas eran dificiles de manejar (por ejemplo, edad de los ninos, tamano del comedor, niimero
de mesas, alumnos por mesa y por comedor,..., muchos criterios a la vez):

“Otra vez, al 1gual que cuando tratamos el tema de los patios, empezamos teniendo en cuenta
factores subjetivos (como la edad) que nos dificultaron la division de monitores ya que en unos
comedores habian mds monitores que en otros sin que pudiéramos establecer una regla objetiva
y general, ademds necesitdbamos muchos monitores” (extracto del diario del alumno del grupo

A)
PRIMEROS RESULTADOS

Ya finalizada la segunda semana, las ideas estaban mucho mas claras y el trabajo muy adelan-
tado. Ambos grupos habian llegado finalmente, y tras varios intentos, a la conclusion de que la
manera mas sencilla de parcelar el patio era mediante su triangulacion, es decir, dividiéndolo
en tridngulos, colocando los monitores en sus vértices, de tal manera que no coincidieran dos o
mas monitores en los vértices del mismo triangulo:

“Finalmente decidimos dividir el patio en triangulos y colocamos a los monitores en los vértices
de manera que cada monitor controlara los tridngulos que compartieran ese vértice. Intentamos
que los monitores mo compartieran ningun tridngulo para obtener asi el minimo numero de
monitores, pero aun asi se solaparon dos de ellos, ya que no pudimos triangular de otra manera”
(extracto del diario del alumno del grupo A)

Ademas incluyeron la posibilidad de introducir un monitor de apoyo, que en el caso de que los
monitores de vigilancia tuvieran que abandonar su puesto por cualquier circunstancia, pudiera
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Figura 2: Mapa del Patio Grande donde se situan los monitores de vigilancia y la ruta del monitor de apoyo,
recogido en el diario del alumno del grupo A.

relevarlos, y una ruta éptima de vigilancia para este monitor:

“En todo el desarrollo anterior los monitores permanecen en una posicion estdtica, sin moverse
pero pensamos que para ser mdas eficientes el monitor de apoyo del patio grande podria estar
moviéndose. Disenamos una ruta optima para que el monitor pasara por los tres puntos donde
habiamos establecido el resto y por la puerta del patio anexo, en el menor recorrido posible,
para estar cerca de los monitores el mayor tiempo posible. Asi el monitor de apoyo relevaria al
que tuviera que irse y quedaria otra vez todo el espacio vigilado” (extracto del diario del alumno
del grupo A)

Sin embargo, a ninguno de los grupos se les ocurrié ir al patio y comprobar si su solucién sobre
el papel era valida en la realidad. Una de las alumnas del grupo A comenté que ciertamente
habia observado como los monitores se situaban aproximadamente en los puntos que ellos habian
establecido en su estudio, y otra alumna anadié que no se habia tenido en cuenta otros factores
como son los arboles o palmeras que pueden entorpecer la visiéon de los monitores. Llegaron a
la conclusién de que tener en cuenta estos factores puede dificultar mucho el problema y que
a veces es necesario un proceso de simplificacion (fase de simplificacién) para poder abordarlo,
aunque una vez resuelto, se hace necesario volver al contexto real para comprobar la solucién
obtenida (fase de validacion).

Respecto a la tercera cuestion, se propusieron estrategias distintas a la hora de distribuir a
los monitores en los comedores. El grupo A sumo los comensales de los cuatro comedores y
los dividi6 entre los quince monitores. Tocaban aproximadamente a 36 alumnos por monitor.
Después, en cada comedor, agruparon los alumnos de 36 en 36 para ver cuantos monitores
necesitaban:

“Se nos ocurrio sumar todos los alumnos que utilizan el comedor de 13.00 a 13.30 y dividirlo
entre 15, que era el nimero de monitores que teniamos. La suma nos dio 540 alumnos que al
dividirlo entre 15 obtuvimos 36. En un comedor teniamos 155 alumnos, en otro 138, en otro
63 y en el grande 206. En cada uno de los comedores, de manera independiente hicimos grupos
de 36 alumnos, y a cada grupo, le correspondia un monitor. Asi que obtuvimos 4, 3, 2 y 6
monitores respectivamente que suman 15 en total” (extracto del diario del alumno del grupo

A)

El grupo B tomo6 como punto de partida que 15 monitores entre los cuatro comedores tocan
a 3,75 monitores por comedor. A partir de aqui, fueron variando el nimero de monitores en
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Figura 3: Borrador de los célculos realizados por el grupo B para resolver la tercera cuestién.

cada comedor, y mediante tablas de valores, comparaban los distintos ratios alumnos/monitor,
escogiendo aquella distribucion que les daba una suma de los ratios de los cuatro comedores
menor:

VALORACIONES FINALES

Finalmente quedaba entregar el diario del alumno, exponer las conclusiones finales y la valo-
racion del trabajo realizado, alguno de cuyos aspectos pasamos a comentar a continuacion:

— Reconocen que la actividad, en un principio, les ha desconcertado. Acostumbrados a una
ensenanza tradicional, la actividad propuesta no se correspondia a su idea inicial de lo que
es un problema de Matemaéticas.

— Sin embargo, conforme han ido entrando de lleno en la tarea, se han ido enganchando maés.
Algunos alumnos han manifestado que por primera vez habian aplicado las matemaéticas
a cuestiones reales, descubriendo su utilidad, lo que permite un aprendizaje significativo
y mas duradero de los conceptos y procedimientos utilizados.

— Este tipo de actividades ha despertado sentimientos y actitudes positivas hacia las matema-
ticas que las actividades tradicionales dificilmente pueden conseguir: “Ha sido divertido
pues resulta diferente a lo que hacemos habitualmente en clase y hemos comprobado que
las Matemdticas sirven para cosas reales”.

— Las mayores dificultades con las que se han encontrado en el proceso de resolucién han sido,
por un lado, la selecciéon de las variables relevantes para la simplificacion y construcciéon
del modelo, y por otro, la relaciéon de las herramientas necesarias para su resolucién con
los conceptos matematicos trabajados a lo largo de la ESO.

— Por otra parte, es interesante observar como los alumnos han dado poca importancia al
hecho de tener que validar las soluciones a las que han llegado en el contexto de la situacién
real original, quizds debido a que a esta ultima fase no es necesaria en los problemas
tradicionales (la solucién es correcta siempre que sea un nimero entero).
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5 Conclusiones

El objetivo de este trabajo era realizar una prueba piloto para determinar si la modelizacién
podia constituir una herramienta adecuada para evaluar la competencia matematica de alumnos
de 4°ESO que han superado la asignatura y que por tanto, en términos de evaluacién tradicional,
si deberian de poseer dicha competencia.

Estas son algunas de las conclusiones a las que hemos llegado tras este primer trabajo:

— El trabajo en resolucion de problemas que se viene realizando en la ensenanza mas tradi-
cional induce al alumno a la utilizacion de determinadas técnicas matemaéticas que sabe le
llevaran al éxito, sin que por ello se deduzca que las entiende ni que entienda porque las
aplica. Nuestra experiencia parece mostrar que cuando el contexto matematico desaparece
ya no esta tan claro para el alumno que tipo de matematicas debe utilizar y por tanto,
pese a haber superado los criterios fijados por la ensenanza tradicional, esto no asegura
que haya aprendido a “matematizar”.

— Del mismo modo, la ensenanza tradicional deja de lado algunas de las fases del ciclo de
modelizacién que son muy importantes a la hora de resolver problemas del mundo real,
como son el proceso de simplificacién y eleccion de la informacién relevante y la validacién
de las soluciones en la situacion real original, precisamente donde los alumnos se han
encontrado con mayores dificultades.

— Pensamos que la idea del trabajo basado en proyectos de modelizacién no es incompatible
con la idea de un trabajo mas tradicional en el aula, sino mas bien complementario. El
curriculum actual y el cardcter propedéutico de la ESO en muchos centros nos obligan a
tener en cuenta la preparacién de nuestros alumnos de cara al Bachillerato, en detrimento
de la finalidad de esta etapa como preparacion para la vida real de nuestros alumnos.

— Por otra parte, el trabajo en este tipo de actividades no puede depender de la habilidad
del profesor para orientar y dirigir el trabajo de los alumnos. La falta de experiencia y
material adecuado para implementar este tipo de actividades en el aula puede resultar
una dificultad anadida. Pensamos que la presentacion de la actividad en un formato
similar al utilizado en esta experiencia, el dossier, con el diseno de un problema cercano e
interesante para los alumnos, cumpliendo con las caracteristicas indicadas, y acompanado
de un cuidado guion de practicas, se hace necesario para su éxito.

— Aunque en nuestra experiencia hemos seleccionado a un pequeno grupo, este tipo de ac-
tividades debe estar abierta al mayor nimero posible de alumnos, incluyéndolas paulati-
namente en el dia a dia de la asignatura, como parte de sus contenidos y objetivos, en
este caso, aprender a matematizar (no solo la motivacién interna del alumno por poder
participar en una actividad nueva y estimulante, sino también la motivacion externa que
supone que sea también calificada y cuente para la nota).

— Por tultimo, senalar como este tipo de tareas permite no solo que los alumnos trabajen
y desarrollen la competencia matematica, sino también el resto de competencias basicas
senaladas en el Real Decreto 1631/2006: la competencia en comunicacién lingtiistica, que
se trabaja mediante la elaboracién del diario del alumno y la exposicién final de los re-
sultados; el tratamiento de la informacion y competencia digital, que se trabaja mediante
la seleccién y organizacion de los datos necesarios para la resolucion del problema que se
les plantea y el uso de herramientas informaticas para facilitar esta tarea; la competencia
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ciudadana, que se desarrolla con el trabajo cooperativo en grupo y el respeto a las ideas de
los demas; la competencia para aprender a aprender y la autonomia e iniciativa personal;
que se adquieren mediante la planificacién y organizacién de estrategias de resoluciéon de
problemas no especificamente matematicos.
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