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RESUMEN DEL TRABAJO FINAL DE GRADO

Para explicar este trabajo que he realizado empiezo con la descripcidn basica del
concepto de accion. Una accidn o acciones son las partes iguales en las que se divide el
capital social de una sociedad andnima en este caso se trata de la empresa Grifols. Estas
partes son poseidas por una persona, que recibe el nombre de accionista y representa
la propiedad que la persona tiene de la empresa, es decir, el porcentaje de la empresa

que le pertenece al accionista.

En el trabajo final de grado (TFG) vamos a realizar un estudio del Modelo Estocastico
Log-Normal, basado en un proceso estocdstico denominado Movimiento Browniano
Geométrico. Este estudio se aplicara a una accién de la empresa Grifols en un periodo
de 40 dias desde el 21 de noviembre de 2016 hasta el 16 de enero de 2017 (ambos
inclusive). El objetivo final que se pretende con el estudio, es la realizacion de

predicciones para el valor de la accién.

El Modelo Log-Normal corresponde a modelos estocasticos de un factor, los cuales son
representados por una ecuacion diferencial estocastica de tipo Ité que contiene en su
formulacidn la volatilidad y la tendencia de una accidn. La aleatoriedad es introducida
en la ecuacion mediante la derivada del movimiento browniano, nombrado como el
proceso de ruido blanco. El modelo estocastico log-normal retiene la propiedad
fundamental de que el comportamiento medio o esperado del precio de la accién es el
mismo que el valor que se obtendra bajo un modelo de inversién determinista con tasa

de retorno conocida o pactada de antemano, es decir una inversién sobre un bono.

Un parte importante del estudio de este trabajo es la eleccién del periodo temporal que
utilizaremos para la aplicacién del modelo. En el presente trabajo, el periodo de tiempo
gue hemos aplicado es de 40 dias, ya que la aplicacion del modelo Log-normal aconseja
qgue para ponerla en marcha se debe realizar en un periodo de entre 30 y 60 dias,
perdiendo este eficacia en un horizonte temporal mas amplio a causa del calculo de las
estimaciones probabilisticas (intervalos de confianza) que proporciona el modelo log-
normal, los cuales por las propias hipotesis del modelo tienden a ser demasiado

conservadores y son poco informativos.
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Antes de empezar con la aplicacién del modelo debemos estimar sus parametros. Para
ello utilizaremos el método de los momentos estadisticos y el método de maxima

verosimilitud.

Una vez realizada la estimacidon de los parametros procedemos a la validaciéon del

modelo. Para ello utilizamos diversas medidas de bondad de ajuste, las cuales son:
- Error cuadratico medio (ECM)
- Error porcentual absoluto medio (EPAM 6 MAPE)

Finalmente mostraremos mediante graficos y mediante valores numéricos los calculos
de las estimaciones puntuales y por intervalos de confianza al 95%, que constituiran las

predicciones del modelo la accion de Grifols.

Las predicciones de las acciones de Grifols se realizaran después de los dias

seleccionados (del 21 de noviembre de 2016 hasta el 16 de enero de 2017).
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OBJETIVOS DEL TRABAJO FINAL DE GRADO

El objetivo de mi trabajo es realizar un estudio sobre las predicciones del valor
de un activo financiero (accién) de la empresa Grifols a través de un modelo
matematico. El estudio se ha realizado mediante el modelo estocdstico denominado
Modelo Log-Normal, cuya resolucion requiere del conocimiento y aplicacién del célculo

estocastico de Ito.
Los objetivos que se proponen con el desarrollo de este trabajo son:

- El estudio y aplicaciéon de las herramientas estocdsticas correspondientes al
calculo de It6 las cuales son necesarias para aplicar el Modelo Log-Normal de
subyacente financiero.

- Estudiar Modelo Log-Normal y su proceso estocastico de solucién y también sus
principales propiedades estadisticas.

- Realizar la calibracién de los parametros del modelo Log-normal a partir de una
muestra de datos reales (40 dias de cotizacién de la empresa Grifols)

- Utilizar la calibracién anterior para modelizar en un periodo de tiempo
adecuado.

- Validar la modelizacidn sobre la accion de la empresa Grifols a través del modelo
tedrico log-normal utilizando medidas de bondad de ajuste.

- Realizar predicciones probabilisticas (puntuales y por intervalos de confianza) de
la accién de Grifols.

- Revisar los resultados del modelo que hemos aplicado, comparando cada una de

las predicciones con los datos reales de dicha accion.
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La aplicacién de este estudio se ha llevado a cabo a través del modelo estocastico de

prediccion de activos financieros denominado Modelo Log-Normal, cuya resolucion

requiere del conocimiento y aplicacion del Calculo Estocastico de It0.

Los objetivos que se proponen alcanzar con el desarrollo de esta trabajo son:

Estudiar y aplicar las herramientas estocdsticas pertenecientes al Cdlculo de It6

necesarias para poder aplicar el Modelo Log-Normal de subyacente financiero.

Conocer el desarrollo del Modelo Log-Normal y su proceso estocastico solucién, asi

como sus principales propiedades estadisticas.

Calibrar los pardmetros del modelo Log-Normal a partir de una muestra de datos

reales.

Utilizar la calibracidn anterior para modelizar en, un horizonte temporal adecuado, la

accion de la empresa Grifols sobre la base de un histérico de dicho subyacente.

Validar la modelizacién realizada sobre el activo financiero seleccionado a través del

modelo tedrico Log-Normal a través de medidas de bondad de ajuste.

Obtener las predicciones probabilisticas (puntuales y por intervalos de confianza) de

la accion de la empresa Grifols.

Evaluar los resultados del modelo aplicado comparando cada una de predicciones

resultantes con el correspondiente dato real de la accién.
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ANTECEDENTES Y SITUACION ACTUAL DE LA BOLSA

En estos momentos el principal motor que tiene la Bolsa son los beneficios
futuros que puede tener una empresa la cual cotiza en bolsa. La variacién del precio
de una accidn se puede deber a distintas circunstancias. Una de ellas es que a causa
de un aumento de los tipos de interés provoca que desciendan las cotizaciones de las
empresas que participan en la Bolsa. Para explicar este acontecimiento podemos
decir que a causa del aumento del tipo de interés conlleva que aumenten los costes
de financiacion los cuales utilizan las empresas para financiarse. Este aumento de los
costes de financiaciéon hace que los beneficios de las empresas disminuyan. Esto
provoca que frente a un descenso de los beneficios haya una caida de los dividendos

provocando también un descenso de las cotizaciones.

Otra circunstancia que afecta al precio de la accién es un aumento en la rentabilidad
de las inversiones de renta fija que suceden a causa de una subida de los tipos de
interés. Una renta fija tiene un gran atractivo y se concentra el flujo inversor en contra
de larenta variable. Por tanto, esto provoca que desciendan las cotizaciones y la bolsa
disminuya. Todo esto lo podemos expresar la siguiente forma: Aumentos de los tipos

de interés — Fase bajista de la Bolsa.

Seguimos con otra circunstancia que afecta al valor de las empresas participantes en
la Bolsa. Se trata de la prima de riesgo de un pais (variable macroecondmica).
Podemos decir que cuanto mayor es la prima de riesgo en un pais menos rentables
son las empresas pertenecientes a ese pais. Una empresa con poca rentabilidad
quiere pedir financiacidén en otro pais, deberd pagar mucho mas dinero que empresas
competidoras del otro pais. Por tanto, esto provocara que sus beneficios y dividendos
disminuyan, esto provocara un descenso de las cotizaciones. Todo esto lo podemos
expresar de la siguiente forma: Aumentos de la prima de riesgo — Fase bajista de la

Bolsa.

Otra variable macroecondmica es la inflacidon de un pais que a través de los tipos de
interés afecta al ciclo bursatil. La inflacion mide el aumento de los niveles de precios

existente en el mercado durante un periodo de tiempo. La mejor forma de
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contrarrestarlo es disminuyendo la oferta monetaria del pais y aumentando los tipos
de interés. Esto provoca una disminucién del consumo de los productos fabricados
por las empresas y esto provoca también un descenso de los valores que cotizan en
Bolsa. . Todo esto lo podemos expresar de la siguiente forma: Aumentos en la

inflacién — Fase bajista de la Bolsa.

A través de la “Teoria de los Ciclos”, explica cdmo el ciclo bursatil anticipa lo que

sucedera en la economia de un pais.

El valor final de una accidn que cotiza en Bolsa es importante para los inversores ya
que esto depende de sus beneficios futuros. También es muy importante para la
economia que las empresas coticen a unos valores maximos. Con todo esto podemos
afirmar que es de vital importancia el estudio de técnicas cuantitativas para poder
modelizar el comportamiento de las acciones en la Bolsa, con el objetivo de poder

anticiparse o intentar predecir el valor futuro.

La técnica de modelizar el valor de las acciones en la Bolsa no es facil a causa de la
volatilidad asociada al comportamiento y también las distintas variables que influyen
en el valor de la accién. No obstante, la investigacion econométrica que se ha
desarrollado desde hace mucho tiempo en esta area, intenta desarrollar modelos
apropiados para valorar las acciones y siempre estan intentando realizar una

continua mejora y perfeccionamiento.

Las Finanzas Cuantitativas comenzaron en Estados Unidos en los aifos setenta como
area de conocimiento, en el cual los inversores empezaron aplicar férmulas
matematicas para asignar precios a las acciones y para los bonos. Los primeros
modelos continuos para aplicar un valor de una accidn eran calculados através de
ecuaciones diferenciales ordinarias deterministas. En dicha época no tenian en

cuenta la aleatoriedad en dichos modelos.

En las ultimas décadas la aplicacion los modelos deterministas han sido muy
cuestionada. A casa de esto los modelos han sido reemplazados por otros que
contienen en su formulacién la aleatoriedad. Los modelos continuos mas populares

estdn basados en ecuaciones diferenciales estocdsticas de tipo It6, que son los que
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se aplicaran en este trabajo. Podemos destacar el Modelo Log-Normal que modeliza
la incertidumbre a través de un proceso estocdstico de tipo Gaussiano, denominado
en la literatura Movimiento Browniano o proceso estocdstico de Wiener. La
herramienta que se debe utilizar para la resolucién de este tipo de ecuaciones, es el
Calculo Estocdstico de 1t6. Este Calculo fue desarrollado por el matematico japonés
Kiyoshi It6! en 1951. No obstante, en 1969, Robert C. Merton fue quien introdujo y
aplicé el calculo estocastico en el campo de las finanzas?. Otros trabajos pioneros que
han marcado el desarrollo de la abundante literatura actual son los debidos a Roll

(1970,1971)3, Merton (1973, 1974)* y Long (1974)°.

Para finalizar este capitulo hemos observado un gran nimero de publicaciones
especializadas sobre la modelizacién de activos subyacentes cotizados. Esto ha
provocado un gran interés entre la poblacidn sobre el tema que se va a tratar en este
trabajo final de grado y que con esto podemos justificar el analisis que se va a realizar
en las siguientes pdaginas. Aplicando el estudio tanto desde una perspectiva de los

fundamentos tedricos del modelo Log-Normal como desde el punto de vista practico.

! Kiyoshi, 1t6 (1951): On stochastic differential equations. Memoirs, American Mathematical Society, vol.
4, pp. 1-51.

Kiyoshi, 1t6 (1944): Stochastic Integral. Proc. Imperial Acad. Tokyo, vol. 20, pp. 519-524.
Kiyoshi, 1t6 (1961): Lectures on Stochastic Processes. Tata Institute, Bombay.
2Merton, Robert C. (1973): Theory of Rational Option Pricing. Bell Journal of Economics and Management

Science, vol. 4, pp. 141-183.

3 Roll, R. (1970): The behavior of interest rates: The application of the efficient market model to U.S.
treasury bills. Nueva York. Basic Books.

Roll, R. (1971): Investment diversification and bond maturity. Journal of Finance, vol. 26, pp. 51-66
4 Merton, R.C. (1973): An inter temporal capital asset pricing model. Econometrica, vol. 41, pp. 867-887.

Merton, R.C. (1974): On the pricing of corporate debt: The risk structure of interest rates. Journal of
Finance, vol. 29, pp. 449-470.

5> Long, J.B. (1974): Stock prices, inflation, and the term structure of interest rates. Journal of Financial
Economics, vol. 1, pp. 131-170.
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1. EL IMPACTO DE LA BOLSA EN LA ECONOMIA

La Bolsa actia como un espejo, en el cual se ve reflejado todo aquello que esta
ocurriendo tanto en un pais como en el resto del mundo. Esto nos mostrara lo que
ocurrird en la Economia. Para poder explicar el porqué de la bolsa nos anticipa lo que
sucedera en la economia. Tenemos lo que se llama actualmente “Teoria de los Ciclos”
se explica cdmo la Bolsa se anticipa a lo que mas tarde va a ocurrir en la economia.
También estan los mercados financieros y los indices de referencia, como es el IBEX-35,
los cuales influyen en la economia de un pais. Los valores de las acciones de la Bolsa son

importantes en los siguientes aspectos.

- Los accionistas buscan obtener una alta rentabilidad de las acciones y participar

de los beneficios empresariales.

- Todas las empresas que cotizan en Bolsa buscan obtener liquidez en mercados

de capitales para que sus negocios sean financiados por terceros.

- Como todos los mercados, en este caso nos referimos al bursatil se rigen por la
ley de la oferta y la demanda. Por tanto, si hay mdas venta de acciones que
compran, podemos observar que los precios bajaran y al contrario, si se compran

mas acciones que se venden el precio de las acciones subiran.

- EI'IBEX-35 es un reflejo bastante fiel de la evolucion de las empresas de nuestro
pais. El IBEX-35 nos da una informacion bastante aproximada de cdmo ha sido la
evolucidn de la situacién financiera privada del pais durante un periodo de

tiempo.

En la continuacién de este capitulo se van a numerar las consecuencias que tiene el
mercados bursatil en los mercados financieros y en la economia. También se va a realizar
la explicacidon mas extensamente sobre la Teoria de Ciclos, que como ya se ha explicado
brevemente antes explica como el mercado se anticipa a lo que ocurrira en la economia

de un pais.
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Para finalizar este capitulo, vamos a detallar aspectos de las acciones sobre la empresa

Grifols que es en la cual se va a basar este trabajo.

1.1 La importancia de la Bolsa en la Economia
Vamos a mostrar a través de la Teoria de los Ciclos, la explicacidon que hay entre

el Ciclo Econédmico y el Ciclo Bursatil. Esta teoria fue desarrollada por unos economistas

en la escuela de Viena® .

Actualmente el valor de las acciones empieza a subir lentamente (dicha fase alcista es a
causa del aumento de las cotizaciones de las empresas). Los precios empiezan a
aumentar y las manos fuertes de la economia empiezan comprar titulos que se
encuentran en valores minimos. También comenzamos con la fase de recuperacion en
el ciclo econdmico a causa de que el gobierno estd tomando medidas (la disminucion
del paro, bajan los tipos de interés, los bancos abren lineas de crédito, las personas

empiezan a consumir mas, la prima de riesgo esta bajando).

Delante de una descenso continua de los tipos de interés, provoca que el valor de la
renta variable gane importancia frente a valores de renta fija (bonos, deuda publica y
obligaciones). Mejoran las cargas financieras de las empresas, y endeudarse provoca un
menor coste a las familias, esto provoca una subida de las cotizaciones de las empresas

y por tanto, de la Bolsa.

La subida de la bolsa provoca una fase de expansién en la economia estos significa que
hay pleno empleo y el dinero es mas barato y también es una fase en que las familias y
empresas empiezan a endeudarse. A causa de este periodo de crecimiento en la
economia, las manos fuertes sale de la Bolsa y empiezan a vender los titulos que tenian
acumulados en la fase de recesion a los minoristas y que ahora tienen capacidad

econdmica y por lo tanto pueden empezar a comprar titulos de renta variable.

Por otra parte, cuando los tipos de interés empiezan a subir esto provoca que el valor

de las empresas en la bolsa empiezan a descender poco a poco. Lo que provoca que

6 La teoria del ciclo fue elaborada en particular por L.V. Mises y F.A. Hayek.
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empiece la fase de recesidn en el ciclo bursatil. Y mas adelante empezara la fase de
recesion en la economia, con lo que esto provoca unas consecuencias como son que no
hay financiacidén y que los tipos de interés son muy elevados, que las familias y empresas
estan endeudas con créditos que pidieron en la fase de expansién y ahora estan

obligados a devolver.

Con todo esto se explica la gran relacién que hay entre Bolsa y la economia y también

como las acciones que se han negociado en la Bolsa influyen en la economia de un pais.

Las politicas que lleva a cabo el gobierno a nivel macroeconémico (el tema monetario,
fiscal y cambiario) pueden corregir los desequilibrio que pueda tener la economia de un
pais. Las politicas influirdn dependiendo en qué fase este la economia en el
comportamiento de las cotizaciones. Podemos saber que si el gobierno baja los tipos de
interés esto provocara que aumente el valor de las empresas, y por tanto si aumento

los tipos de interés se producird una baja del valor de las empresas.

1.2 Los Mercados Financieros
Los mercados financieros son un espacio fisico y virtual en el cual se realizan

intercambios de instrumentos financieros y también se definen los precios.

Estos son usados para reunir a aquellos que necesitan recursos financieros con aquellos

gue los tienen.
En el sistema financiero los mercados facilitan:

- Elaumento del capital
- Latransferencia de riesgo

- El comercio internacional
Y por ultimo decir que las principales funciones de los mercados son:

- Administrar los flujos de liquidez de productos o mercados.

- Fijar los precios de los productos financieros

- Reducir los costes de intermediacién.

- Establecer los mecanismos para poner en contacto a los participantes de la

negociacion.
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Como podremos observar, hay diferentes tipos de mercados. Los mercados financieros

se dividen en:

a) Segun los activos transmitidos
En este subtipo de mercado financiero podemos observar dos tipos de activos
financieros:

- Mercado de capitales: es la negociacion de activos financieros con vencimientos
a medio y largo plazo. Estas negociaciones son basicas para ciertos procesos de
inversion.

- Mercado monetario: la negociacién se realiza con dinero o con activos
financieros con los vencimientos a corto plazo (c/p) y con una elevada liquidez.

Son activos con un plazo temporal inferior al afio.

b) En funcién de su estructura podemos encontrar de dos tipos:

- Mercados organizados, es aquel en el cual se realiza la compraventa de
instrumentos financieros y esta autorizado por el gobierno. Dicho mercado
cuenta con una cdmara de compensacion, liquidacion y depdsitos de garantia.
Un ejemplo de mercado es la bolsa de valores.

- Mercados no organizados: no se somete a una reglamentacion entre los agentes
o intermediarios, las operaciones que se realizan no estan estandarizadas, sino
gue las condiciones de las mismas son fijadas de forma libre y directa por las
partes. Tampoco tiene un lugar fisico ya que la mayoria de las negociaciones se

realizan por teléfono u ordenador.

c) Segun la fase de negociacién de los activos financieros
En la fase de negociacidon podemos encontrar dos tipos:

- Mercados primarios: en estos mercados es donde se realiza la transmision
directa de activos por su emisor.

- Mercados secundarios: es donde se realiza el intercambio de activos financieros
ya existentes en el mercado (fueron emitidos en un momento del pasado). En
este mercado permite a los tenedores (poseedores de los activos financieros) a

vender dichos instrumentos que ya se emitieron en el mercado primario.
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d)

e)

Segun el tipo de activo negociado

Podemos encontrar dos tipos de mercados dependiendo del tipo de activo
negociado.

El mercado tradicional: en este tipo de mercado se realizan las negociaciones de
activos financieros de renta variable como son las acciones, los bonos o los
depdsitos a la vista.

El mercado alternativo: en los mercados alternativos se negocian activos
financieros alternativos como son los pagarés, inversiones en cartera o proyectos

de inversién. Estos son algunos de ellos.

Un apunte importante sobre la diferencia de un mercado tradicional a un
mercado alternativo es, en el mercado alternativo (renta fija) hay que
desembolsar unos importes especificos con un determinado tipo de interés y en
una fecha concreta, mientras que en los mercados tradicionales (renta variable)

no tienen que ser reembolsados por el emisor.

Segun la perspectiva geogréfica

Segun la procedencia de los activos y la residencia de los intervencionistas
podemos encontrar dos tipos de mercados.

Mercados nacionales: se trata de la moneda en la cual estan definidos los activos
financieros y también la residencia de los que intervienen se trata de nacional.
Mercados internacionales: es lo mismo que el mercado nacional pero en este

caso la procedencia es internacional.

Y para concluir con este apartado comentar que el presente trabajo esta centrado en el

mercado tradicional (renta variable) estudiando las acciones de la empresa Grifols la

cual pertenece a un mercado financiero que es la Bolsa.

1.2.1 E1 IBEX-35

El Ibex-35 se cred el 14 de enero de 1992. Desde entonces mas de 100 compafiias

han sido parte de un indice que se ha consolidado como referente general del

mercado bursatil espafiol y uno de los mas relevantes de Europa.
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Valores con mayor ponderacion en el Ibex 35 el 14 de enero de 1992, en porcentaje

Telerénica I 13 66
repsol - I © 55
Emp. Nac. de Electricidad ||, 17
Central Hispano || 7 -oc
Banco Bilbao Vizcaya | 7 2!
erdrola N ©-93
Santander - | 5 9
Popular | :-34
Baneste | 355
Banco Exterior || 2-%¢

Figura 1.2.1. Valores con mayor ponderacion en el Ibex 35 el 14 de enero de 1992.
Fuente: BME bolsas y mercados Espafioles

El Ibex-35 es de un indice bursatil de referencia en la bolsa espafiola, el cual esta
elaborado por Bolsas y mercados espafioles. Dicho indice muestra el comportamiento

de las 35 empresas con mas liquidez que cotizan Espaia.
Espana tiene cuatro bolsas las cuales son:

- Madrid

- Barcelona

- Bilbao

- Valencia

Para la realizacién de la entrada y salida de valores en el Ibex-35 se utiliza el grupo de
Comité Asesor Técnico (CAT). El CAT se reune dos veces al afio (normalmente en junioy
diciembre) haciéndose las modificaciones oportunas el primer dia habil de julio y enero

de cada afio.
Para que un valor forme parte del Ibex tienen que tener en cuenta lo siguiente:

- Que haya sido contratado por lo menos en la tercera parte de las sesiones de ese
periodo.

- Su capitalizacién media sea superior al 0,30% del Ibex-35 en el periodo analizado.
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Si dicha empresa no cumple dichas condiciones tiene la posibilidad de ser elegida para entrar en

el indice si estd entre los 20 valores con mayor capitalizacion.

1.3 Grifols

Grifols se fundd en el afio 1940 en Barcelona y se trata de una multinacional
espafiola especializada en el sector hospitalario y farmacéutico. En la actualidad es la
tercera mayor empresa del mundo en el sector de hemoderivados y la primera de
Europa. Ademas, es la empresa lider en suministrar a hospitales. Tiene su sede central
en Barcelonay también esta presente en mds de 100 paises. La diversificacion geografica
es una de las principales estratégicas de crecimiento del grupo, que cuenta con una

importante presencia en Estados Unidos, Canadd y Europa.

1.3.1 Historia de la empresa Grifols
La historia de dicha empresa empieza en el afio 1940 después de la guerra civil.

La cual provoco elevadas infecciones entre la poblacién y también a causa del
aislamiento del régimen franquista que impedia la llegada de vacunas y otros
preparados inmunoldgicos. Todo esto provoco que el espiritu innovador del doctor José
Antonio Grifols Roig (especialista y pionero en transfusiones y andlisis clinicos) fundara
los laboratorios Grifols (centro de investigaciones clinicas y bioldgicas para productos y

reactivos terapéuticos) con sus dos hijos José Antonio y Victor.

En el afo 1952 comenzé la diversificacion de la actividad industrial de Grifols y cuando

comenzaron a construir instalaciones para la fabricacién industrial.

Luego, en los afios sesenta la empresa toma contacto con la empresa Dade-Regantes lo
cual provocara la creacion de Dade Grifols para el comercio de los reactivos. A causa del
gran crecimiento y la demanda de los productos se construyd la gran fabrica en Parets

del Valles (Barcelona). Ha dia de hoy es uno de los puntos neuralgicos del Holding Grifols.

Hubo unos afios de grandes cambios para la compaiiia Grifols. En 1987 hubo un
importante cambio con la reestructuracién empresarial que la convierte en un holding
de empresas. En 1988 se abre unas de las primera filiales fuera de Espafia,

concretamente en Portugal.
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En la década de los 90 se convirtié en un referente en el campo de los productos
plasmaticos. Se cred la primera filial americana, concretamente en Miami en 1990 y
posteriormente se cred en Chile, Argentina y México. Dando una expansién en diversos

paises de Europa.

En el afio 1995 la empresa obtiene las primeras licencias de Food and Drug
Administration (FDA), obteniendo asi las primeras licencias comerciales de la

inmunoglobulina intravenosa para Estados Unidos.

Posteriormente, en el afio 1997 la empresa comenzd con la expansién con la compra de
las filiales de Alpha Therapeutic Corporation de Reino Unido, Alemania e ltalia
permitiendo una rapida incorporacién en estos mercados y esto provoca una confianza

para dar el salto a Estados Unidos, referente mundial del sector de los hemoderivados.

En los afios 2002 y 2003 dos adquisiciones asentaron las bases de Grifols en los Estados
Unidos con la compra de SeraCare (aseguraba en suministro de materia prima mediante
la aplicacidon del nimero de centros para la obtencién de plasma en propiedad y la de
gran parte de los activos de Alpha Therapeutic Corporation, incluyendo sus instalaciones
productivas para el fraccionamiento de plasma y purificacion de proteinas en los

Angeles.

A dia de hoy, la presencia de la presencia de Grifols en el mercado norteamericano esta
consolidad y la internacionalizaciéon del grupo se ha traducido en una presencia

comercial global con mas de 90 paises y con 24 filiales propias.

1.3.2 El modelo de negocio
El modelo de negocio de Grifols se centra en el sector farmacéutico hospitalario.

Actualmente cuenta con 3 dreas de negocio organizadas segun la naturaleza de sus

productos.

- Divisién Bioscience: es la principal drea de actividad por volumen de negocio.
Esta divisidon concentra todas las actividades relacionadas con los productos
derivados del plasma para uso terapéutico, incluyendo la investigacion,

desarrollo, produccién y comercializacién.
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- Divisién Diagnostic: en esta divisién la empresa concentra el desarrollo de
instrumentacion y reactivos dirigidos al diagndstico in vitro. También cuentan
con una linea de productos para Banco de sangre y para la seguridad

transfusional.

- Divisién Hospital: ponen un servicio a los hospitales de Espafia, Portugal y de
algunos paises de Latinoamérica una amplia gama de productos farmacéuticos y
dispositivos médicos destinados a la farmacia hospitalaria, cirugia, nutricion

clinica y fluidoterapia.

Grifols

Division
Bioscience

Figura 1.3.1. Areas de negocio de la empresa Grifols.
Fuente: Elaboracion propia.

1.3.3 Acciones
La primera vez que la empresa Grifols cotizo en las bolsas de Madrid, Barcelona,
Bilbao, Valencia y en el mercado continuo fue el 17 de Mayo de 2006 y a partir del 2 de

enero de 2008 lo hace en el Ibex-35. Por otra parte, la organizacion desde el 1 de junio

de 2011 también cotiza en la mayor bolsa de valores de los EE.UU como es la NASDAQ.

El 4 de diciembre de 2012 se realiza la propuesta y aprobacién de la ampliacion de
capital social por un importe nominal de 1.632.821,20€ mediante la emisién y puesta en
circulacion de 16.328.212 acciones sin voto de Clase B, de 0,10€ de valor nominal cada

una, sin prima de emision.
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Retribucion al accionista

Segln una noticia del periddico de la expansion Grifols acuerda a destinar 218
millones de euros a dividendos con cargo a los resultados de 2016, con un crecimiento

anual acumulado del 16% en los ultimos cuatro ejercicios.

Grifols ha aprobado este reparto que representa 0,316€ por accién (uno a cuenta ya
pagado en diciembre de 2016 de 0,18€ brutos por accién y un segundo pago, de 0,1356€

brutos por accién que se hara efectivo a partir del préximo 1 de junio).

La empresa mantiene su pay-out en el 40% del beneficio neto consolidado del grupo y

cumple con su compromiso de mantener la retribucidn para sus accionistas.
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Evolucién del valor de las acciones

La accidn de Grifols (GRF.MC) cotiza en el IBEX-35 desde el afio 2006, durante todo
su recorrido hasta el dia de hoy, la caida mas fuerte fue en Noviembre de 2010 con un
cierre de 4,45€. Y también podemos observar una subida y una bajada muy brusca en el
afio 2007 que como bien sabemos coincide con la crisis econémica que sufrimos en

Espana.

Y por ultimo, podemos observar que a partir de Noviembre de 2010 que es la caida mas

fuerte la empresa Grifols sufre una fase alcista hasta el dia de hoy.

| crrric 1025 x o
30,00

24,72

20,00

0.00

Grafico 1.3.1. Evolucion de la cotizacion de Grifols del 2006 al 2017.

Fuente: Yahoo Finanzas
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2. FUNDAMENTOS ESTOCASTICOS

En el Capitulo 3 se estudiard un modelo estocastico para modelizar la dindmica
de un subyacente cotizado, es decir de una accion que cotiza en un mercado financiero.
Como se verd en dicho capitulo el modelo que se utilizara en este Trabajo Final de Grado
estd basado en una ecuacion diferencial estocastica, de tipo It6, en la cual la
incertidumbre se introduce a través de un proceso estocastico denominado Movimiento
Browniano o proceso estocastico de Wiener. La ecuacion diferencial estocastica se
resuelve utilizando un Calculo Diferencial especial para procesos estocasticos donde
aparece involucrado el proceso de Wiener. La herramienta fundamental de este Calculo
Estocastico se denomina Lema de It6. Este capitulo estd dedicado a presentar todas las
definiciones y resultados estocasticos que se requeriran en el siguiente capitulo para
determinar el proceso estocastico solucidn de la ecuacién diferencial estocastica que
modeliza el subyacente cotizado. Dicho proceso estocastico se denomina Movimiento
Browniano Geométrico o Modelo Log-Normal.

Este capitulo esta estructurado de la siguiente manera: en el Apartado 2.1 se introduce
el Movimiento Browniano o proceso estocastico de Wiener. En el Apartado 2.2 se
presentan las principales propiedades estadisticas del Movimiento Browniano vy, en el
Apartado 2.3, se explica cdmo simular este proceso estocastico. El capitulo se cierra
presentando el Cdlculo Estocdstico de It6, concretamente se da la definicién de la

integral de It6 y sus principales propiedades estadisticas.

2.1 Movimiento Browniano o proceso de Wiener
Un proceso estocastico o funcién aleatoria es una coleccidn de variables

aleatorias indexadas por un indice. En nuestro contexto el indice representa el tiempo,
ya que estamos interesados en utilizar los procesos estocdsticos para estudiar la
evolucidn de un subyacente cotizado a lo largo del tiempo. Como se ha indicado en la
introduccidn de este capitulo, el proceso estocastico que introducira la aleatoriedad en
el modelo dinamico para el subyacente cotizado serd un proceso, denominado
Movimiento Browniano o proceso de Wiener, que es uno de los mas importantes de la

teoria de procesos estocasticos. Este proceso toma valores continuos en la recta real y
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esta indexado a la variable independiente que representa el tiempo, la cual también se

asume continua.

El Movimiento Browniano es un proceso estocastico normal o gaussiano’. El boténico
escocés Robert Brown fue quien lo utilizé por primera vez en 1827 para describir el
movimiento aleatorio de las particulas de polen suspendidas en una disolucién acuosa.
Este movimiento aparentemente erratico (aleatorio) se debe a la interactuacién intra-
molecular. A este fendmeno se le denomind “Movimiento Browniano” en honor de R.

Brown.

Posteriormente, el economista francés Louis Bachelier (1900) aplicé ideas muy
relacionadas con el fendmeno descrito de manera informal, desde el punto de vista
matemadtico, por R. Brown para describir el valor de una accién en su tesis doctoral
titulada: “La Teoria de la Especulacién”®. Desafortunadamente, el trabajo de Bachelier
no fue comprendido en su época y durante mucho tiempo permanecioé ignorado hasta
que el matematico y fisico Norbert Wiener formalizé el concepto de Movimiento
Browniano. En su honor, a este proceso estocastico también se le denomina proceso de
Wiener®. A lo largo de estas pdaginas, el Movimiento Browniano o proceso de Wiener se
denotard por: {B(t;w):t = 0,w € Q}, o brevemente por {B(t):t = 0}, aunque en

muchos textos se utiliza indistintamente también la notacion: {W (t):t = 0}.

Como ya se ha explicado, el objeto de este trabajo es el estudio y aplicacién de un
modelo estocastico para describir la dindmica temporal de activos subyacentes
cotizados, denominado Modelo Log-Normal o Movimiento Browniano Geométrico. El
ingrediente que dota de aleatoriedad al Movimiento Browniano Geométrico es el
Movimiento Browniano. Este Ultimo proceso estocastico tiene trayectorias muestrales

continuas muy irregulares (de hecho son continuas, pero no son derivables en ningun

7 Un proceso estocastico {X(t;w):t € T, w € N} se dice que es normal o gaussiano si las distribuciones
finito dimensionales de dicho proceso estocastico son normales o gaussianas. En particular, para cada
instante de tiempo t € T fijo, X(t;*) es una variable aleatoria normal o gaussiana.

8 Bachelier, L. (1900): Théorie de la Spéculation. Annales Scientifiques de I’'Ecole Normale Supérieure, pp.
21-86.

% Klebaner, C. (2011): Introduction to Stochastic Calculus with Applications to Finance. Imperial College
Press.


http://archive.numdam.org/article/ASENS_1900_3_17__21_0.pdf
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punto de su dominio). A continuacién, damos la definicidn de este proceso estocastico.
Como se verd, esta definicion no se da a través de una formula matematica, sino

enumerando una serie de propiedades estadisticas que lo caracterizan.

El Movimiento Browniano o proceso estocéstico de Wiener, {B(t):t = 0} 6 {W(t):t =

0} es un proceso estocastico que cumple las siguientes condiciones:

e MB.1. Comienza en el origen con probabilidad 1: P[B(0) = 0] = 1.
e MB.2. Los incrementos del Browniano dados por, B(t) — B(s), son variables

aleatorias independientes:

B(t;) — B(to); B(t;) — B(t1); ...; B(tn+1) — B(ty),
con t0=0St1St2SStn+1S+‘x’
e MB.3. Tiene incrementos estacionarios:

B(t+ At) —B(t)2B(s +At) = B(s), Vs, t:0<s<t<+oo,

donde el simbolo £ denota que la igualdad anterior es en sentido estadistico de
que ambas partes del simbolo igual son variables aleatorias con la misma
distribucién.

e MB.4. Los incrementos del proceso son normales o gaussianos de media 0 y

varianzat — s:
B(t) —B(s)~N[0; t —s], Vs,t:0<s <t < +oo.
En el caso en que s = 0, y aplicando las propiedades MB.1y MB.4., se deduce que
B(t) ~ N[0; ],

por tanto, que fijado un valor del tiempo, digamos t, la variable aleatoria resultante,

B(t), sigue una distribucién normal o gaussiana de media 0 y desviacién tipica vt .
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2.2 Propiedades estadisticas del Movimiento Browniano
A continuacidn, se indican Unicamente las propiedades estadisticas del proceso

estocastico Movimiento Browniano {B(t),t = 0} que se requeriran a lo largo de este
documento. Para algunas de estas propiedades no daremos la demostracién, la cual

puede verse por ejemplo en el libro de @ksendal, B.K.*°

P.1. Funcidn Media: Aplicando la condicién MB.4, se obtiene que la funcién media del

Movimiento Browniano es idénticamente nula en todo instante temporal:

En la Grafica 2.2.1. se ilustra esta propiedad.

P.2. Funcidn Covarianza: proporciona una medicion el grado de relacién estadistico de
tipo lineal entre las variables aleatorias, B(s) y B(t), que se obtienen al fijar dos

instantes s y t, respectivamente. Concretamente, se verifica que
Cov [B(t),B(s)] = min(s,t), Vs, t:0<s<t< +oo,

Para justificar esta expresidon, tomemos 0 < s <t < +oo, entonces aplicando Ia

propiedad P.1y las propiedades basicas del operador esperanza o media, se obtiene:

Cov [B(t),B(s)] = EI[B(®)B(s)] — E[BMOIE[B(s)]
= E[B@®)B(s)— (B())? + (B(s))?]
= E[(B(t) — B())B() + (B())’]
= E[(B(t) — B())B(s)] + E[(B(s))*]
= E[(B(t) — B(s))(B(s) — B(0))] + E[(B(s))?]
= E[B(t) — B(s)] E[B(s) — B(0)] + E[(B(5))?]
= (EB®)] -~ E[BESDEIB($)]) — EBO)] + E[(B(s))*]
= E[(B(s))’]
= Var[B(s)]
S.

Si en la expresién anterior tomamos s =t, se obtiene la propiedad MB.4 del

Movimiento Browniano, es decir, que la varianza del Movimiento Browniano es t.

10 @ksendal, B.K. (2003): Stochastic Differential Equations: An Introduction with Applications. Berlin,
Springer.
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P.3. B(t) es %—autosemejante: Esta propiedad tiene una interpretacion geométrica

sencilla y es muy util para simular el Movimiento Browniano. Concretamente se cumple:

B(T-t)2VT-B(t), Vt=0, VT >0,

laigualdad anterior debe entender en el sentido de “distribucion”, es decir, los procesos
estocasticos de ambas partes de la igualdad tienen la misma distribucién estadistica.

P.4. Las trayectorias muestrales o realizaciones del Movimiento Browniano B(t) son
funciones continuas en todo su dominio, pero no son diferenciables en ninglin punto, es
decir, tienen puntos “angulosos”, esto es con pico para todo instante t del dominio. Este

comportamiento muestral se observa en la Gréfica 2.2.1.

2.3 Simulaciéon del Movimiento Browniano
Para poder realizar predicciones de subyacentes cotizados serd necesario poder

realizar simulaciones del Movimiento Browniano, ya que, como se vera en el Capitulo 3,
la solucién del modelo depende del proceso estocdstico Movimiento Browniano. A
continuacion, se indica un método para obtener simulaciones de dicho proceso. No
obstante, cabe sefalar que hay numerosos programas estadisticos y matematicos

donde pueden obtener las simulaciones directamente.

Una de las formas mas sencillas de simular el Movimiento Browniano es a través de la
siguiente identidad en distribucién, que permite simular el Movimiento Browniano a

partir de variables aleatorias normales o gaussianas tipificadas:
B(t)&tz, Z~N[0;1]. (2.3.1)

En la Tabla 2.3.1. se justifica la identidad (2.3.1), y para ello basta probar que ambos
miembros de la identidad tienen la misma distribucién (normal o gaussiana), misma

media y misma varianza.
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B(t) VtZ
T, . Transformacion lineal de una variable aleatoria
Distribucion gaussiana ;
gaussiana
Media 0 [MB4] ENtZ] =+tE[Z] =0
Varianza t [MB 4] Var[Vt Z] = (\/t—)zVar[Z] =t-1=t

Tabla 2.3.1. Justificacion de la identidad (2.3.1) para la simulacién del Movimiento
Browniano.

Fuente: Elaboracién propia

En el Grafico 2.3.1. se muestra una simulacién o trayectoria discreta de Movimiento
Browniano sobre el intervalo [0,1]. La propiedad MB.1 y la propiedad estadistica P.4
introducidas anteriormente quedan ilustradas en esta grafico. Llegado este punto es
importante subrayar que en realidad el ingrediente principal mediante el cual se
introduce la incertidumbre ene | modelo de subyacentes que vamos a considerar en este
trabajo, no es directamente el Movimiento Browniano, sino otro proceso, llamado Ruido
Blanco o “White Noise” que se deriva del Movimiento Browniano. Concretamente, y
siguiendo la Teoria de las Distribuciones, el proceso estocastico Ruido Blanco, denotado
por {dB(t), Vt = 0}, es la diferencial del Movimiento Browniano, de ahi su notacion.

Este proceso estocastico también es de tipo gaussiano.

Griéfico 2.2.1. Simulacion del Movimiento Browniano.

Fuente: Elaboracién propia
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Es conveniente justificar, al menos desde un punto de vista intuitivo, la consideracion
del Movimiento Browniano y del Ruido Blanco (recuérdese, ambos de tipo gaussiano)
para modelizar la incertidumbre del valor de un subyacente cotizado. La base de la
elecciéon de estos procesos estocdsticos en nuestro contexto es el archifamoso
“Teorema Central del Limite”, ya que los factores que determinan el valor de una accién
son numerosos y distintos entre si, y en muchas ocasiones independientes. Si estos
factores se identifican con variables aleatorias, el resultado (la suma de todos los
factores) es, segun el Teorema Central del Limite una variable aleatoria gaussiana o
normal, lo que proporciona consistencia a la decisién de modelizar la aleatoriedad
asociada al valor de una accién mediante un proceso de tipo gaussiano, como lo son el

Movimiento Browniano y su diferencial, el Ruido Blanco.

2.4 El Calculo Estocastico de Ito
Kiyoshi It6 fue un matematico japonés que desarrollé el Célculo de It6, una teoria

para la diferenciacion e integracion de procesos estocasticos denominados de difusién.
El concepto central de este cdlculo es la Integral de It0, y el resultado mas importante

de este Calculo Estocastico es el Lema de Ito.

En este apartado se explican los conceptos basicos del Célculo de It6 que se requeriran
en este trabajo, sin entrar en una generalizacion que pudiera pretender ser mas
ambiciosa. Concretamente, se expondran los conocimientos que se requieren de este
Cdlculo para poder obtener, de forma exacta el proceso estocastico solucidon del modelo
de subyacentes que se aplicara posteriormente para describir la dinamica de la accién
de CaixaBank. Para ello es necesario primero introducir el patréon general de dicho

modelo, el cual se basa en la siguiente ecuacién diferencial:

dx(®) = f(t,X(©)dt + g(¢t, X(£))dB(t). (2.4.1)

La solucién de este tipo de ecuaciones no puede obtener, en general, de forma exacta,
pero si aproximada. Ello dependera de la forma especifica de los coeficientes f(t,X(t))

y g(t,X(t)). La herramienta mas util para obtener la solucidn es el Lema de It6.

El Lema de It0 es una version estocastica de la denominada “regla de la cadena” para

obtener la diferencial de un proceso estocdstico X(t). Recuérdese que la regla de la
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cadena, en el contexto determinista, se utiliza para calcular la derivada (o diferencial)
de una funcién compuesta. Para el Modelo Log-Normal, que es el caso que ocupa el
presente trabajo (véase el desarrollo del Capitulo 3), se vera que si es posible obtener

una expresion explicita del proceso estocastico solucion.

A continuacion, se enunciard el Lema de It6 en la versidn, denominada version integral,
que nos serd de utilidad en nuestro posterior desarrollo. Es importante sefialar que
existen muchas otras versiones del Lema del It6, algunas de ellas muy generales, pero la
versidn que enunciaremos es particularmente adecuada para nuestros intereses y esta
basada en ver qué ecuacidn diferencial estocastica de tipo Itd6 satisface un proceso
estocastico de difusion cuando se transforma a través de una funcion determinista,

F(t,x), de dos variables que es suficientemente suave (derivable) en ambas variables.

Lema de It (version integral)

Hipdtesis: Sea X (t) un proceso estocastico que satisface la siguiente ecuacién diferencial
estocastica tipo It6 con condicidn inicial determinista x:

ax(t) f(6x(@©)dt + g (6,x(©))dB(¢), t =0,
X0) = x

y sea F(t,x) una funcion F: [0,T] X R — R tal que las siguientes derivadas parciales existen
y son continuas.

AF(t,x) d F(t,x) 0%F (t,x)

at Fl (t' x)l ax = FZ (t' x)' axz = FZZ(tl x)'

Tesis: Entonces parat > 0, se cumple

t
F(t,x(t)) — F (0,x9) f {Fl (r,x(r)) + f(r,x(r))Fz(r,x(r))}dr
0

+

t1
f E(g(r, (x(1)))? Fyp (1, x(r))dr
0

+

t
f g(r,x())F, (r, x(r))dB ().
0
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2.4.1 La Integral Estocastica de Itd
El objetivo de este apartado, en la que introducimos el concepto de Integral de

It6 de un proceso estocastico, es dar una interpretacién a la siguiente expresion integral:
t
fo X(s)dB(s), (2.4.2)

donde X(s) es un proceso estocastico que cumple determinadas condiciones que a
continuacion se detallardn. Se dice que la expresion (2.4.2) es la Integral de It6 con
respecto al Movimiento Browniano. La exposicidn seguird las ideas dadas en el libro de
E. Allen'!. Para comenzar la explicacién, interpretaremos la integral mostrada el (2.4.2)

como si X(s) y B(s) no fueran procesos estocasticos, sino funciones deterministas.

Supongamos que f(s) y g(s) son dos funciones deterministas respecto de la variable

tiempo s y consideremos la siguiente integral de tipo Riemann-Stieltjes:

[Lg)df(s).  (2.4.3)

Cuando f(s) tiende a una funcidon diferenciable, se escribe %=f’(s), 0
equivalentemente, df(s) = f’(s)ds. Sustituyendo esta expresiébn en la integral

(2.4.3), se llega a:

[ 9@dre = [ grrras
0 0

quedando ésta definida como una integral estandar (de tipo Riemann). Si f(s) no fuese
diferenciable, todavia se puede utilizar la teoria determinista para definir la integral
anterior. En efecto, cuando f(s) no es demasiado irregular como funcién del argumento
s, es decir, cuando f(s) es lo que se denomina una funcién de variacién acotada, se

puede probar que la integral estd bien definida como el siguiente limite:

[ 96)afes) = lim " g (FCsian) = £50).
0 i=1

11 Allen, E. (2007): Modelling with Itd Stochastic Differential Equations. Springer (Series Mathematical
Modelling: Theory and Applications), New York.
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Puesto que f(s) es de variacion acotada, f(s;,1) estd proximo a f(s;). A partir de esto
es posible probar que el limite anterior existe siempre que g(s) no varie “demasiado”.
Por supuesto, sila funcion g(s) es extremadamente fluctuante en diferentes puntos del

tiempo, el limite puede ser divergente, y en consecuencia la integral no existir.

Se define la integral (2.4.2) de forma andloga mediante el siguiente limite:

fOtX(s, w)dB(s,w) = Tlll_r)zlo Y X (s, w) (B(siy1, @) — B(s, w)), w € Q.(2.4.4)

Notese que se toma el limite para cada w fijo en el espacio muestral ) de la variable
aleatoria B(s). El problema aqui es que el limite para cada w en general no existe
(empieza en t+o0) para muchos procesos estocasticos X(s), es decir, para cada w, la
funcién s — B(s,w) es muy volatil. Como se indicaba con anterioridad (véase la
propiedad estadistica P.4), el Movimiento Browniano es un ejemplo de proceso
estocastico con trayectorias muestrales continuas, pero no diferenciables en ningin
punto. Mas aun, el Movimiento Browniano como funcién del tiempo, no es de variacién
acotada para cada w, tal y como se requiere para f(s). Para compensar la irregularidad
de las trayectorias del Movimiento Browniano, se tienen que exigir dos condiciones, que
detallaremos después, en el proceso integrador X(s). Bajo estas condiciones, el limite
existird a pesar de la irregularidad de las trayectorias del Movimiento Browniano. La
primera condicion consiste en asumir que X(s) es probabilisticamente independiente
de los incrementos del Movimiento Browniano. La segunda condicion, como veremos a
continuacion, guarda relacién con la variacion del integrando (de hecho es similar a la

condicion de que g(s) en (2.4.3) no debe variar demasiado).

A partir de la propiedad MB.2 del Movimiento Browniano se sabe que la variacién de un

incremento del mismo, esta dada por:
E[(B(si+1) — B(51))*] = $i41 — si.-

Si X(s;) es independiente del incremento B(s;;,) — B(s;), se obtiene
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E [(X(Sz)(B(Si+1) - B(si)))z] E [(X(si))z] E [(B(Si+1) — B(Si))z]

2
= E [(X(Si)) ] (Sis1 — Si)-
Considerando el segundo momento estadistico de la variable aleatoria
Yt X(s)(B(sip) — B(s)),  (2.4.5)

y asumiendo que X(s;) es independiente de B(s;;;) — B(s;) paracadai=1,...,n—
1, puede verse debido a la independencia de los incrementos del Movimiento

Browniano que:

2

n-1 n-1
P (Z X(s)(B(sisn) - B(si))> = D EICXG)?] G101 = 50

2
La suma del miembro derecho es una aproximacion de la integral fOtE [(X(s)) ] ds. Por

tanto, si esta integral existe, se deduce:

lim E <Z X(s)(B(si+1) — B(s»)) = fo F [(x()*] ds,
i=1

lo cual conduce a la conclusion de que la varianza de la suma en (2.4.5) converge a

2
fOtE [(X(s)) ] ds. Asumiendo que esta integral existe, se puede probar que:

E [(,{E‘E‘o Y X(s)(B(sipe) — B(si)))z] = fOtE [(X(s))z] ds. (2.4.6).

Cabe subrayar que la integral que aparece en el lado derecho de la relacién (2.4.6), en
algunos casos, puede no existir. Existird siempre que sea finita, es decir, siempre que el
proceso estocastico X(s) sea tal que su segundo momento puede ser integrado de 0

hasta t.

Por ejemplo, para el proceso X(s) = s71B(s), por la condicién MB.2 de la definicién del

Movimiento Browniano, se tiene



Modelizacion de activos cotizados mediante modelos de difusion estocasticos de tipo Itd

t

ftE[(X(s))Z]ds = f s7lds = In(t) — In(0) = +ee.

0

Por otro lado, si tomamos X(s) = B(s), facilmente se puede reconocer que
X (s) satisface la condicion de integrabilidad. Afortunadamente, esto también se cumple

para una larga clase de procesos estocasticos.

Retomando la relacién (2.4.6), y considerando que la variable aleatoria X(s;), que
aparece en el miembro izquierdo, debe ser independiente de incrementos B(s;;1) —
B(s;) para todos los valores de i = 1,...,n— 1, se obtiene de forma motivada la

introduccion del concepto de proceso estocastico adaptado:

Definicion 1. Una variable aleatoria X se dice que es Fy-adaptada si X puede ser escrita
como (limite de una sucesion de) funciones de B(t) para uno o mds T < s, pero no como
funcion de cualquier B(u) con u > s. Un proceso estocdstico X(s) se dice que es
adaptado si para cada tiempo s € [0, t], la variable aleatoria X (s) es F;-adaptada. Aqui

F; representa la filtracion que genera la a-dlgebra del Movimiento Browniano.

Puntualizamos algunos aspectos de la Definicidn 1. En primer lugar, cabe sefialar algunos
procesos que se derivan de composiciones simples del Movimiento Browniano tales
como X(s) = f(s,B(s)) ,son adaptados, mientras que procesos tales como X(s) =
B(s + 1), no lo son, por depender de instantes temporales posteriores, en este caso a

S.

La integral X(s) = fOSB(T)dT, también define un proceso estocastico adaptado, puesto
que la integral es el limite de sumas del Movimiento Browniano en diferentes tiempos

menores que s. En definitiva, por la definicion de la integral de It6, se tiene
s n-—1
X(s) = f B(t)dr = lim Z B(t) (Tiaq —11).
0 n=ee s
=1

Por tanto, focalizando sobre la Integral de It6, obsérvese que siempre que el proceso
. . t . . .
integrando X (s) sea adaptado, la integral fo X(s)dB(s) tiene sentido como el limite

puntual en (2.4.4). Ademas, este limite (2.4.4) puede probarse que converge en media

cuadratica y por lo tanto, también para cada w € Q.
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Se concluye la exposicidn con la definicion rigurosa de la Integral de It6.

Definicion 2. Si se cumplen las siguientes condiciones:
1. X(s) es adaptado para s € [0,t], y
t 2
2. [E [(X(s)) ]ds < oo,

se dice que el proceso estocdstico, X (s), es integrable en el intervalo [0, t] en el sentido

de It6. La Integral de It6 se define como la variable aleatoria
t . -
fo X(s,w)dB(s,w) = rlll_r)go Y X(s;, w)(B(sip1, ) — B(sp, ), (2.4.7)
donde el limite es considerado por cada w € Q.

2.4.2 Propiedades de la Integral de It6
Una vez el concepto de Integral de 1t6 ha sido Introducido, a continuacion

enunciaremos las principales propiedades estadisticas de dicha integral de 1t6. Algunas
de estas propiedades seran utilizadas en el préximo capitulo. Estas propiedades se citan
distinguiendo si el integrando es una funcién determinista h(t) o un proceso estocastico

X(0).

. - t 2
Sea h(t) una funcidon determinista tal que fo (h(s)) ds, entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

I.1. Media (si el integrando determinista):

t
E U h(s)dB(s)l = 0.
0
1.2. Varianza (si el integrando determinista):

Var [fot h(s)dB(s)] = fot(h(s))zds.

I.3. Covarianza (si el integrando determinista):

tAs

Cov U thl () dB(1), fshz (t)dB (T)l = h,(t)h,(1)drT,
0 0

0

siendot A s = min(t,s).
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En particular,

= f Ashl (t)h,(1)dT.
0

E [(Lthl (t)dB (T)) (foshz (t)dB (‘L’))

I.4. Normalidad (si el integrando determinista):

[y h(s)dB(s)~N [0; [ (h(s)) ds].

Por otra parte, si el integrando es un proceso estocastico X(t) que satisface las

condiciones de la Definicidn 2 anterior, entonces se verifican las siguientes propiedades:

I.5. Media (si el integrando es un proceso estocastico):
t
E [fo X(s) dB(S)] = 0.

I.6. Varianza (si el integrando es un proceso estocastico):

t t

V{5 X(s)dB(s) | = [ E[(X(s))?] ds.

Obsérvese que a partir de las propiedades 1.5 e 1.6 se deduce

t 2 t 2

E [( [y X(s)dB(s)) ] = [JE[(x()"] as,

Ilamada isometria de It0.
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3. EL MODELO ESTOCASTICO LOG-NORMAL

El valor de un activo de una determinada compafiia que cotiza en los mercados
financieros es el resultado de una gran cantidad de complejos factores socioecondmicos,
los cuales pueden incluso depender de la climatologia o la estabilidad politica de los
paises donde la companiia tenga sus inversiones. Dado que dichos factores no pueden
conocerse de forma determinista, es natural considerar modelos matematicos
estocasticos para describir la dindmica de subyacentes cotizados. En este capitulo se
presenta el Modelo Log-Normal, el cual estda formulado a través de una ecuacién
diferencial estocastica de tipo de It0, en el cual la aleatoriedad se introduce a través de
la derivada del proceso ruido blanco, dB(t), que es la derivada, en el sentido de las
distribuciones, del Movimiento Browniano, B(t), el cual fue introducido en el Capitulo 2 de
esta memoria para. El Modelo Log-Normal se formula a través de la siguiente ecuacién

diferencial estocastica con condicion inicial:

ds(t) uS(t)dt + aS(t)dB(t),}

S0y = 50 (3.0.1)

donde:

e S(t) denota el valor del subyacente cotizado en el instante temporal t.

e 5, representa el valor del subyacente en el instante inicial (¢ = 0). Asumiremos
gue es un dato conocido, por ello lo denotaremos en minudsculas.

e u € R es un parametro del modelo denominado drift o tendencia. Un valor
positivo (negativo) de este parametro indica que en el periodo donde el modelo
se aplica el subyacente ha tenido un comportamiento global creciente
(decreciente).

e 0 >0 es un parametro del modelo denominado pardmetro de escala o de
difusion o volatilidad local.

e B(t) es el proceso estocastico de Wiener o Movimiento Browniano.

La organizacidn de este capitulo es la siguiente. Comenzaremos dando una motivacién

del modelo Log-Normal formulado a través del Problema de Valor Inicial (3.0.1). Esta
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motivacion se realizard a partir de un modelo cldsico (también denominado modelo
determinista porque se plantea en un contexto donde se conoce el rendimiento de Ia
inversion) o, como suele denominarse en la literatura, en “ambiente de certidumbre”.
En un segundo paso, se determinard el proceso estocastico solucién del Modelo Log-
Normal (3.0.1), denominado Movimiento Browniano Geométrico. Eta solucidén se
calculara aplicando el principal resultado del Calculo Estocdstico de It6, a saber, el Lema
de It6 (el cual fue introducido en el Capitulo 2). Cuando se resuelve una ecuacion
diferencial estocastica, es decir, cuando se calcula su proceso estocdstico solucion,
también se conveniente calcular las principales propiedades estadisticas de dicha
solucién, por ello, también se determinaran las funciones media y varianza. En el
Capitulo 4 se aplicaran todos los resultados teéricos de este Capitulo al activo Grifols
S.A., y para ello serd necesario calibrar los dos parametros del Modelo Log-Normal, es
decir, en la tendencia, u, y la volatilidad local, g, a partir de una serie histérica de
cotizaciones. Para ello presentaremos dos métodos de estimacién de pardmetros en el
contexto de las ecuaciones diferenciales estocdsticas de tipo 1t6. Con todo ello en el
Capitulo 4 realizaremos predicciones puntuales (a partir de la media) y por intervalos de

confianza (a partir de la desviacién tipica) del activo subyacente Grifols S.A.

3.1 El modelo clasico determinista para inversiones en ambiente de
certidumbre
En este apartado se revisara establecerd un modelo clasico o determinista de

capitalizacién de una inversién en ambiente de certidumbre, es decir, donde se conoce
desde el principio el cupdn o rendimiento de la inversidn. Ejemplos de inversién en
ambiente de certidumbre son los bonos y las letras del tesoro. Este modelo clasico
determinista sera el punto de partida del siguiente apartado donde, de un modo

razonado, se formulard el Modelo Log-Normal enunciado en la ecuacion (3.0.1).

Denotemos por S, capital inicial (también llamado principal). Supongamos que S, se
invierte mediante un sistema de capitalizacion a interés compuesto continuo con un tipo
de interés u sobre el horizonte temporal [0, T]. Por conveniencia, dividiremos primero
elintervalo [0, T] en K subintervalos de la misma longitud At > 0. En la Figura 3.1.1 se

ha representado graficamente el proceso de inversion en el intervalo [0, T].
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7N\

So So exp(p At)
| | | |

0 At 2 At (K-1) At KAt=T

Figura 3.1.1. Esquema del régimen de capitalizacion a interés compuesto continuo.

Fuente: Elaboracion propia

Llamemos $U), j = 0,1 ..., K, al capital que se obtiene mediante la inversién al cabo de

J periodos. Entonces, sabemos por Matematicas Financieras que se cumple

SW = gperdt  §@ = gWendt (37 1)
En forma general, se tiene

SO = §U-Verdt = ji=01,.. K. (3.1.2)
Razonando de forma recurrente se deduce

SU) = §U-1) gudt — $U-2) g2ult — ... = G Wb j=01,..,K. (3.1.3)
Cuandoj = K, se cumple
S(T) = S = §,ekKA = G, kT,

ya que KAt = T. La notacién .§(T) denota el capital al cabo de K periodos. Por tanto,
la capitalizacidn en los K subperiodos, cada uno de longitud At es equivalente a un paso
de tamafio T = KAt. Este modelo de capitalizacidn continua resulta de resolver la
siguiente ecuacidn diferencial ordinaria junto la condicidn inicial que indica el principal
o inversion inicial:

as@) _

=== uS@®) , $(0)=3S,. (3.1.4)

Utilizando técnicas bdsicas de ecuaciones diferenciales, es sencillo probar que la

solucion del problema de valor inicial (3.1.4)

S(t) =S, e*t. (3.1.5)
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Si ponemos t = T en la expresion (3.1.5), se obtiene la solucidn del problema (3.14), es

decir, S(T) = Sye#T.

El modelo estocdstico de partida (3.0.1) es una generalizacién del modelo clasico
determinista de capitalizacién continua (3.1.4), ya que este ultimo se obtiene poniendo

o =0en(3.0.1).

3.2 Motivando la formulacion del Movimiento Browniano Geomeétrico
para un subyacente cotizado
El modelo presentado en el Apartado 3.1 es para un subyacente que se invierte

en un ambiente de certidumbre (como por ejemplo, los bonos), y por tanto en el cual
no se considera aleatoriedad. Sin embargo, el valor de un activo subyacente que cotiza
en la bolsa depende de un buen nimero de factores econémicos, politicos, sociales, etc.
que de hecho influyen en los mercados financieros donde el activo financiero cotiza.
Estos factores pueden contener una elevada incertidumbre (volatilidad). Por ello, es mas
adecuado introducir aleatoriedad en el modelo determinista (3.1.4) para un subyacente
de modo que represente adecuadamente la dindmica de la accién. En ese caso, el
parametro u de rendimiento de la accién debe interpretarse como una cantidad
aleatoria en lugar de deterministica. Aplicando los conceptos y resultados estocasticos
presentados en el Capitulo 2, la aleatoriedad en el modelo (3.1.4) se introducird a través
el proceso estocastico Movimiento Browniano B(t); mas concretamente, mediante su
diferencial, es decir, a través del proceso de Ruido Blanco dB(t). Este planteamiento
motiva la siguiente expresion (perturbacidn) estocastica del pardmetro u del modelo

(3.1.4):
u—->u+aoB'(t), o >0. (3.2.1)

En esta expresion el parametro y denota el rendimiento medio del subyacente, pero en
este caso, se le ha afiadido fluctuaciones o perturbaciones aleatorias, siendo B'(t) el
proceso estocastico Ruido Blanco (también denominado White Noise) y o > 0 la

intensidad de dicho ruido.

Introduciendo en el modelo la notacidn diferencial de la derivada
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ds
s =2,

y considerando la aleatoriedad en el parametro u del modo en que se ha indicado, el

modelo se reescribe de la siguiente forma:

ds(t)

— = = (ut aB'®))S@®) = dS(t) = (e +0B'(®)S(t) dt.

Esta expresion puede escribirse también de la siguiente forma:
dS(t) = uS(t)dt + o S(t)B'(t)dt. (3.2.2)

En este expresidon aparece un término determinista, u S(t)dt, y otro estocastica,

o S(t)B'(t)dt, donde aparece el proceso Ruido Blanco. Formalmente, dado que
dB(t) = B'(t)dt,

el modelo (3.2.2) se puede reescribir como en expresion (3.0.1), conocido en literatura

financiera, como el modelo Log-Normal de activos subyacentes.

3.3 Solucion del Modelo Log-Normal
El objetivo de este apartado es resolver la ecuacion diferencial estocdstica de tipo

[t6 (3.0.1) que describe la dinamica del subyacente cotizado en un ambiente de
incertidumbre. Para ello aplicaremos el Lema de It6 introducido en el Apartado 2.4 del
Capitulo 2. Para ello, expresamos la ecuacién diferencial (3.0.1) a una forma integral
para poder aplicar el Lema de It6, que ha sido enunciado en su versién integral.

Obsérvese que (3.0.1) equivale a
t t t
f dsS(r) = f ,uS(r)dr+faS(r)dB(r),
0 0 0
o0 equivalentemente:
S(®) — S(0) = [, uSE)dr + [[oS@)dB(). (33.1)

A continuacién, aplicamos el Lema de It6 con la siguiente identificacion:

X@®) = S@); f(t,x@®) = f(6S©) = psw®); g(tx@®) = gt S©®) = a5,
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eligiendo la funcién determinista que transforma el proceso de 1té6 X(t) = S(t) de la

siguiente forma
F(t,x) = In(x).

Para la aplicacion del Lema de It6 se necesitan calcular las siguientes derivadas parciales:

JdF (t,x) JF(t,x) 1
F]_(t, x) - at - 0, FZ (t,X) - ax - ; )
2 F(tx) 1
Fyr(t,x) = ez RZ

Por tanto,

ln(S(t))— In(sy) = f ,uS(r)S( )+ ( ()) (( ())) dr
0

+ f oS(r) ﬁ dB(r).

Simplificando se obtiene

In <%§)> = Jot (,u —%02) dr + jotadB(r).

In (it)

So

)= (1-50)t+ o(B®) - B(O).

Por otra parte, observemos que por la definicion del Movimiento Browniano se cumple:
B(0) = 0 con probabilidad 1, (condicion MB.1), por tanto la tltima expresidn se puede

reescribir del siguiente modo equivalente:

In (%z)

>= (,u—%02>t+ o B(t),

S(t) _ e(y—%az)w oB(t)
So

)

1
S(t) = soe(“‘i"z)” 7B®)  (33.2)
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que representa el proceso estocastico solucidn, llamado Movimiento Browniano

Geométrico 6 modelo Log-Normal.

3.4 Principales funciones estadisticas del proceso estocastico solucion
del Modelo Log-Normal
El proceso estocastico solucidon dado en (3.3.2) determinada en el Apartado 3.3

se utiliza para calcular predicciones en un tiempo, digamos t = T. Si las predicciones se
construyen de forma puntual, éstas se realizan a través de la funcion media de la
expresion (3.0.1), mientras que si las predicciones son de tipo probabilistico, éstas se
construyen a través de intervalos de confianza, una vez se ha determinado la funcién
varianza. Por ello, este apartado estd dedicado al cdlculo de las funciones media y
varianza que se utilizardn posteriormente para construir predicciones puntuales y

probabilisticas de subyacentes cotizadosent = T.

Funcion media

Para el calculo de la funcidn media de (3.3.2), se aplicarad la propiedad % - auto
semejante del Movimiento Browniano, introducida en el Capitulo 2:
B(T-t)=NT-B(t), t=0, T=0,

(recuérdese que la igualdad anterior es en distribucidn). Esta relacion se aplicard al caso

particulart = 1, es decir,

B(T) =+T-B(1), (3.4.1)
donde recordemos, que por definicién el Movimiento Browniano, se cumple

B(1)~N]0;1].
Por otra parte, también se requiere de la siguiente propiedad de la esperanza de la
exponencial de una variable aleatoria gaussiana tipificada:
2 12

Ele¥] = — [T eMe™7 dz= ez, Z~N[0;1]. (3.4.2)

Tomando el operador esperanza en la expresion (3.3.2), y aplicando (3.4.1) con 1 =
o\Ty (3.4.2) con B(1) = Z~N[0; 1], se obtiene:
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2

IS = Soe* ) g[esnn]

= goe(“—”?z)T E[eaﬁm)] (3.4.3)

= Soe(ﬂ_%z)Te(df)z.

Simplificando esta ultima expresion se llega a
E[S(T)] = Sye*T. (3.4.4)

La expresion (3.4.4) nos indica que el modelo Log-Normal tiene la siguiente propiedad:
en media el precio del subyacente cotizado coincide con el valor que se obtendria en un

ambiente sin incertidumbre (véase (3.1.5) cont =T).
Funcioén varianza

La volatilidad del precio del subyacente cotizado, segin el modelo Log-Normal, se
puede determinar razonando de forma analoga a como se ha hecho para calcular la

funcién media. En este caso, se tiene

var[s()] = E|(SM)’| - EsMD?
_ E[(So)z 6203<T>+2(ﬂ_%2)Tl L (soyenT
= (Se)%e?#T(E[e2BM]e=o"T) — 1,
es decir,
Var [S(T)] = (So)?e?7 (E[e2V™M]e=oT) — 1

2

_ 2,207 (g %5 rpe T _ 3.4.5
= (Sp)‘e e 2 e 1 ( )
= (So)2e?T (e’ —1) > 0.

Obsérvese que tal y como sugiere la experiencia bursatil, la varianza crece a medida que

lo hace el horizonte temporal T':

: — 2,2uT (02T _ —
Tl_l)TooVar [S(T)] TETOO(SO) e (e 1) + 0.
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3.5 Estimacion de los parametros de deriva y volatilidad del Modelo Log-

Normal
Se ha visto que el modelo Log-Normal depende los parametros p y g, que

representan la tendencia y la volatilidad, respectivamente. Como en la practica se va a
aplicar el modelo a datos reales, es necesario describir métodos estadisticos apropiados
que permitan estimar o calibrar estos dos parametros a partir de los valores de
cotizacion de la muestra. En este apartado explicaremos dos técnicas estadisticas

diferentes para alcanzar este objetivo:

- Método de los momentos.

- Método de maxima verosimilitud.

Cabe seifalar que se aplicar dos técnicas para llevar a cabo la estimacidon de los
pardmetros porque en cualquier modelo estadistico se necesita asegurar que las
estimaciones son robustas, es decir, que no dependen, porque son similares, de las
técnicas utilizadas para realizarlas.
3.5.1 Método de momentos estadisticos

Anteriormente se ha visto que la solucién del Modelo Log-Normal estd dada por el
siguiente proceso estocastico, denominado Movimiento Browniano Geométrico (véase

(3.3.2))

S(t) = Soe(u—%az)ﬁ oB(t)

7

donde en el exponente B(t) es el proceso Movimiento Browniano, que es Gaussiano.
Para aprovechar las buenas propiedades de que gozan las variables aleatorias normales
o Gaussianas, es conveniente tomar logaritmos en la expresién anterior que modeliza la
dindmica del subyacente. De este modo se obtiene:

2

o o?
In(S(t)) — In(S,) = (u - 7) t+ oB(t)~N K — 7) t; aztl , (3.5.1)

donde hemos indicado que la distribucion estadistica es gaussiana, ya que se trata de

una transformacion lineal del proceso gaussiano B(t) ~ N [0; t].
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En la préctica cuando se aplique el Modelo Log-Normal (lo cual se hara en el Capitulo 4),
se partira de una coleccién o muestra de cotizaciones, digamos K + 1, del activo

subyacente
$(0)=S, S =5(At),S® =5 (2A0),...,S® =S (KAL),
correspondientes a los instantes
0,At, 2At, ..., KAt,

respectivamente, los cuales supondremos que estan equiespaciados (horas, dias,

semanas, meses, etc.) del intervalo [0, t]. En cada subperiodo
[(j—1) At jAt], j=12,..,K,
consideremos los K incrementos:
Uy =In(SGAD)) —In(S(G — DAL)) , 1 <j<K. (3.5.2)

Observemos que por (3.5.1) se tiene:

2

In(S(jaL)) = In(Sy) + <M - %) jAt + oB(jAb),

2

In (S((j - 1)At)) = In(S,) + (u - %) (G — DAt + oB(( — 1AY),

de donde restando la segunda expresion de la primera podemos expresar (3.5.2) de la

siguiente manera:

U= (u— %) ac+ o (BGAD - B(G - DAL)).  (353)

Por otra parte, por definicion el Movimiento Browniano, B(t), cumple que tiene
incrementos gaussianos e independientes de media cero y varianza la longitud del

incremento sobre la variable temporal t, por lo que se deduce:

o? X
U ~N ,u—7 At; o°At |.
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Por tanto, hemos deducido que las variables aleatorias U; son gaussianas e

2
independientes con media (u — %) At y varianza o2 At.

A partir de una muestra de K + 1 cotizaciones reales del activo subyacente, se pueden
construir las K diferencias definidas en (3.5.2) y realizar una estimacién de los dos
pardmetros i y o del Modelo Log-Normal, mediante el método de los momentos
estadisticos. Este método consiste en igualar la media y la varianza poblacional de las K
variables aleatorias U, a la media muestral Uy a la que quasi-varianza muestral S? dadas

por:
U=2y,u, $2=_-3K,(y-0). (@54
De este modo se construye el siguiente sistema de ecuaciones algebraico
0= (u - ”72) At, S? = g%At, (3.5.5)
cuya solucidén proporciona una estimacion de los pardmetros u y o'

T l(0+ ) so S
w= (U+ ), 0= & (3.5.6)

3.5.2 Método de maxima verosimilitud

En este apartado los parametros u y o del modelo Log-Normal se calibraran
utilizando una segunda técnica estadistica, denominada Maxima Verosimilitud. El
método de maxima verosimilitud se fundamenta en el concepto de funcién de
verosimilitud. Para revisar este concepto, supongamos que disponemos de una muestra
{x;:1 < k < N} de una poblacién (en nuestro casos los valores de un subyacente
cotizado) que asumimos sigue una cierta distribucién de probabilidad continua con una
funcion de densidad p (x; 5), siendo 6 € R™ el vector de parametros. Los conceptos
gue se expondrdn a continuacién siguen un desarrollo similar si la poblacidn es discreta.

Si consideramos muestras aleatorias simples, la probabilidad de que ocurra la

muestra (xq, X,, ..., Xy) para un valor dado del vector de parametros 6 viene descrita
por la funcién de densidad de probabilidad conjunta (f.d.p) de la muestra y que

denotaremos por L.

L(x1, %3, ) X 3 5) = [TR=1p (% 5) . (3.5.7)
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El problema que nos planteamos ahora es, dada una muestra fija estimar el valor del

vector de pardmetros 6, que es desconocido. En nuestro caso, se tratard de, dada una
muestra de valores de cotizaciones del subyacente, determinar estimaciones para la

tendencia u y la volatilidad o del Modelo Log-Normal.

Para una muestra dada (xy,x,,...,Xy), la funcién de verosimilitud esta definida

por:
L (xl,xz, o XN 5) =[18_, p(xk; 5) ,

y matemadticamente depende del vector de pardmetros 6 y no de los valores de la

muestra, la cual estd dada al construirse esta funcién después de haber obtenido la

muestra. Por este motivo, en ocasiones se utiliza la notacién L (9) o L.

El método de maxima verosimilitud consiste en tomar como mejor estimacion del vector

de pardametros 6 el valor que hace maxima la funcién L para la muestra dada. Es decir,
-

dada la muestra (x4, x5, ..., Xxy) se considera mejor la estimacion 6, que la estimacion

N
0, si se cumple
- -
L (xl, xZ, ...,xN 5 91) > L (Xl,xZ, ...,XN; 92),

- -
lo que quiere decir que el valor 8; es mas probable que el valor 8, para la muestra dada

(x4, x5, ..., Xy). Por tanto, el método de maxima estimacién consiste en tomar la moda

de la distribucidn a posteriori del parametro 6.

Dado que funcidn de verosimilitud es no negativa para todo valor del parametro 6 Y,

dado que la funcién logaritmo neperiano es mondtona creciente, se cumple:

maX[L(xl,xz, o XN 5)] = max [ln (L (xl,xz, v XN 5))]

En la practica se suele utilizar el In L en lugar de L porque la expresion resultante es mas
sencilla de tratar con herramientas de optimizacién (como las derivadas), ya que el
objetivo es determinar el maximo de la funcion de verosimilitud (o equivalentemente

de la funcidn de log-verosimilitud), pues la derivacién de una funcidn definida mediante
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suma es mas sencilla que la definida via un producto. Ademas, piénsese que en el caso
de una funcién de tipo exponencial (como sucede con el caso Gaussiano o normal), al
tomar logaritmos neperianos, la funcién resultante es mas sencilla (solo consiste en el

exponente).

Si la muestra depende Unicamente de un pardmetro, 8 entonces 6 = 6(xy, x5, ..., Xy)
es un estimador de maxima verosimilitud de 6 para la distribucion poblacional definida
por p(x; 8) si 8 hace maximo el valor de la funcién de verosimilitud, o lo que es lo

mismo, hace maximo la siguiente funcién:
N
InL(xq, x5, ..., x5; 6) = z Inp (x,60).
k=1
En consecuencia, el calculo de @ se reduce al resolver una Unica ecuacion:

dlnL_
do 7’

de forma que si 8 es solucién de esta ecuacidn 6 sera maximo si la segunda derivada es

negativa sobre un dominio convexo.

En el caso de que la distribucién poblacional depende de n pardmetros, digamos

04,0,, ...,0,, sedebe resolver el siguiente sistema de n ecuaciones

dInL(6y,6,, ...,6,)
96,

=0,

9InL(6y, 6, ...,6,)
26,

=0,

comprobando luego que si 8 = (01,92, ...,Gn) verifica este sistema, ademas hace el
hessiano correspondiente definido negativo sobre el dominio que debe ser un conjunto

convexo.

Vamos a adaptar la definicion anterior a nuestro contexto, donde dada una muestra

{x, : 0 <k <N} de un proceso estocastico x(t) en los instantes temporales
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{t, : 0 <k <N} y suponiendo que el proceso x(t) depende de un vector de

parametros 6 e R™, queremos determinar el vector 6 de modo que
maxL(0) = f (to'xo; X1, oty X 5) )

siendo f (to,xo, t, X1, oty XN 5) la funcién de densidad conjunta de la muestra. En
general, como no se cumple que la muestra sea simple, es decir, que existe
independencia, no sera siempre posible legitimar la factorizacion dada en (3.5.1). NO
obstante, para poder aplicar el método de maxima verosimilitud, necesitamos tener una
expresion de la funcidn de densidad conjunta que sea preferiblemente algebraica. Para
ello, vamos en primer lugar a recordar que el modelo de subyacente que tenemos es de

la forma (véase 3.0.1))

dx(t) = f(t,x(t); 6)dt+g(tx(); 8)dB(),

£(0) = %o, }(3.5.8)

con
x(t) = S(); xo = So; 6 = (1, 0);

f(t.x(@); 6) = pS©); g(tx(®); 6) = o S().

Se puede demostrar!? que la solucidn de una ecuacidn de I1t6 de la forma (3.5.8) es un
proceso de Markov de primer orden. Esto permite, utilizando el Teorema de la
Probabilidad Total, reescribir la funcién de densidad de probabilidad conjunta de la

muestra en términos de la funcion de verosimilitud del siguiente modo:

P(to’xo'é) p (tl,x1|t0x0; é)

p(to,XO, tl' xl, tz, xZ, ey tN,xN; 9)

X p(tz,letlxl, toxo; é)

X :

X p(tN,letN_lxN_l,...,tz,xz,tl,xl,to,xo;é)

= p (tmxoi é)P (tl,x1|t0,x0; 9)P (tz,x2|t1,x1; 5)
X p(tn Xn|tn-1,Xn-1; ),

12Teorema 5.2.5., Soong, T.T. (1973): Random Differential Equations in Science and Engineering. Academic
Press, New York.



Modelizacion de activos cotizados mediante modelos de difusion estocasticos de tipo Itd

donde p(tk,xk |tr—1, Xx—1; 5) es la funcion de densidad de transicion del proceso
estocastico x(t) que empieza en (t;_q,X,—1) Y pasa a (tx, xx). Como se ha explicado
anteriormente, para mayor comodidad en el manejo computacional trabajaremos con

la funcion del log-verosimilitud, es decir,
N
In (p (toxo, t1X1, s tNXNS 5)) = In (p(to,xo; 5)) + Z In p(tk,xk|tk_1,xk_1; 67)
k=1

S
Como los valores p (tk Xl tr—1, Xp—1; 9), 1 <k <N, suelen estar entre 0 y 1, el
logaritmo neperiano de dichos valores es negativo y el problema de maximizacién de la
funcion de log-verosimilitud es equivalente a obtener el minimo de su funcién opuesta,

por ello consideraremos el siguiente programa de optimizacion:
Min D(6)= In (p(to,xo,; 5)) — YN . In (p (i xpe|th—1) X113 5)) (3.5.9)

Ahora vamos a explicitar el valor de p (tk,xk|tk_1,xk_1,; 67) Para ello, partimos de la
ecuacion diferencial estocastica de 1t6 dada en (3.5.8) y le aplicaremos el esquema de
integracién discreto de Euler-Maruyama para aproximar dicha ecuacidon en los instantes
de la muestra que supondremos equiespaciados en el tiempo, siendo At el paso
temporal. Para ello, consideremos un subintervalo de tiempo general, [t;_q, t;], y via la

discretizacidn del esquema de Euler-Maruyama obtenemos

x(ty) — x (tg—1) = f ((tk—p x(tg-1); é) At

é (3.5.10)
+ g (tk—l» x (tg-1); 9) {B(ty) — B(tx-1)}.

Por tanto, si x;, denota la aproximacion de la solucion obtenida por (3.5.10) en el

instante t;, es decir,

X = X (tk)i

el esquema (3.5.10) se puede expresar como

x(t) = x—q  + f (tk_l,xk_l; 0) At

9 k=1,..,N.(3.5.11)
+ g (tk—lka—l; 9) {B(tx) — B(tx-1)},
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Recordemos que por las propiedades del Movimiento Browniano se tiene que
B (ty) — B(ty-1) ~N[0;At], k=12,..,N.

Por lo tanto de (3.5.11) se deduce que la aproximacién, via el esquema de Euler-

Maruyama de x(t;) dado x(t,_,), sigue la siguiente distribucién normal

125 = Xkg-1 + f tk_l,xk_l,' 5 At,
Xi| Xk—1 ~ N [ty k], { ( 5 ) (3.5.12)
o, = g (tk_l,xk_l; B)At
Por lo tanto,
(e x| 6) = — R Ny 3.5.13
b Xie | te—1) Xke—115 = e Tk ) = ,,...,N, WO,
D \Cie» Xk |tk -1, Xie—1 \/Eak ( )

siendo ury oy las expresiones dadas en (3.5.12). Esto nos permite escribir

explicitamente la funcién de log- verosimilitud dada en (3.5.9) de la siguiente forma:

D(f) = —In (p(to,xo; 5))

= —in (P(to'xo? 5)) (3.5.14)
) Y

— Nin (\/Tak +zk=1 E(—kak k)

= —In (p(to,xo; 5)) + gln(ZE)

2
+  YR=1In(oy) + % Y=t (M) .

Ok

Observemos que en nuestro modelo de subyacente x, = s, es determinista, por tanto:
p(to,xo; 5) =p (0,s0; u,0) = 1. (3.5.15)
Ademads las funciones py, y o, dadas en (3.5.6) toman la forma:
Uk = Sp—1 + USk_1 At; 0 = 0S_1VAt. (3.5.16)

Entonces sustituyendo (3.5.15) y (3.5.16) en (3.5.14) se obtiene
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N N 1 N (S, — Si_q — iSe_1 AL\
D(u,0) = —=In(2rm +Z In(oS,_{VAt) + = Z (
Ww0) 2 (2m) k=1 (05-1VA1) 2 k=1 0S,_1VAt

N N
= zln(Zn) + Eln(At) + Nin(o)
+ il Spt) + —— ZN (S"" 1 At)z
e~ n( k_l) 202At k=1 \Sk_1 K .

Por lo tanto, el programa de minimizacién de la funcién de log-verosimilitud es:

N N
Min D(u,0) = Eln(Zn) + Eln(At) + N In(o)
N N )
(1, 0)e R X 10, +oo[ + Zl(s )+ ! Z(S" 1 At)
0 -1- :
u,0)e ) L nog-1 ZO_ZAtk_l Sk—l u

Para calcular el minimo de D(u, o) en primer lugar calculamos los puntos criticos, que

son aquellos en los que el gradiente es nulo:

0D(u,o 1 N S
M = -= (—k—l—yAt)=O,
ou o k=1 \Sk—1 (3.5.17)
oD(u,0) N 1 ZN <5k ) At>2 _ o -
do 0 o3AtLuy—1\Sy_, # e

Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.5.17) obtenemos como puntos estacionarios:

o= 1ZN (S" 1) 5 = 1ZN (S" 1 At)z 3.5.18
H= Nae k=1 \Sk—1 77 Nat k=1 \Sk—1 H - (3218)

Se puede comprobar que la matriz hessiana formada por las cuatro derivadas parciales

segundas de la funcién D(u, o), es decir,

[0°D(u,0) 902D(u,0)]

H(D(w o)) = [azw, o) 9°D(u, 0)"
dadu do?

evaluada en el punto critico (71, 5) dado en (3.5.18) tiene valores propios positivos, lo
que prueba que el punto(7i, ) es un minimo de la funcién opuesta de log-verosimilitud,

y por tanto, (i, &) son los estimadores maximos verosimiles del modelo Log-Normal.
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la identificacion x; = s;.
3.6 Validacion Estadistica del Modelo Log-Normal

Una vez los parametros del modelo han sido calibrados por dos técnicas
estadisticas que otorguen robustez a las estimaciones, el siguiente es validar
estadisticamente el modelo Log-Normal cuando se aplica al activo cotizado Grifols
(GRF.MC). Las medidas que en este trabajo se emplearan en Capitulo 4, donde se aplican

los resultados tedricos a la modelizacidn son:

e Error Porcentual Absoluto Medio (Mean Absolute Percentage Error, MAPE).
e Error Cuadratico Medio (Root Mean Squared Error, RMSE).
e Construccion de Intervalos de Confianza del 95%.

e Grafico de observaciones y predicciones (puntuales y por intervalos).

En base a los resultados para estas medidas de bondad del ajuste que se obtenga en la
aplicacion del modelo a datos reales, se evaluard la adecuacion y ajuste del modelo, para

proceder asi a realizar las predicciones del subyacente.

3.6.1 Medidas estadisticas de bondad de ajuste

Error Porcentual Absoluto Medio (MAPE)

El MAPE es una error relativo global del ajuste a los datos. Su valor se calcula como
el promedio de las diferencias absolutas entre los valores pronosticados por el modelo
(en nuestro caso el Modelo Log-Normal), 5} , Yy los observados o datos reales de las
cotizaciones (en nuestro caso del activo Grifols (GRF.MC)), S;, dividido por el nimero de
observaciones o datos reales correspondientes. Se expresa mediante un porcentaje de

los valores reales. Por ejemplo, si se dispone de K datos, el MAPE se calcula como:

g 100 s = 8|
K ; S;

El MAPE se debe calcular para cada una de las calibraciones que se haya hecho del
modelo (en nuestro caso, via el Método de Momentos Estadisticos y el Método de
Mdxima Verosimilitud), ya que dependiendo de las estimaciones de los pardmetros

(aunque seran parecidas, no seran idénticas), se obtendra diferentes valores S;.
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Se considerard un error global de diagndstico tolerable, cuando el MAPE obtenido sea
inferior al 5%, constituyendo este nivel de aproximacién una referencia mas exigente al

estandar en estadistica.

Error Cuadratico Medio (RMSE)

El error cuadratico medio (RMSE), es una medida de bondad del ajuste que mide la
distancia euclidea por término medio entre los valores observados, S;, y los estimados,
S;. Cuanto menor sea el resultado del RMSE, entonces se podra decir que el error en el

modelo presentado sera menor. Su valor esta definido de la siguiente manera:

(S - §i)2

RMSE =
K

De la misma forma que con el MAPE, el RMSE se calculara considerando las predicciones
puntuales (funcidon media) que se obtengan de aplicar el Modelo teérico Log-Normal con
los dos métodos de estimacion de los parametros explicados el Apartado 3.5. Calculados
y contrastados los resultados del RMSE que arroje cada método de estimacién de los
pardmetros, sera posible tener una primera idea de cual de ellos muestra un mejor

ajuste.

3.6.2. Validacion por intervalos de confianza
Otra de las herramientas de validaciéon que vamos a emplear en la presente

trabajo para la aplicacion del Modelo Log-Normal al activo subyacente Grifols (GRF), es
la construccidn y estudio de intervalos de confianza (IC) del 95%. En este calculo, hay
dos elementos fundamentales a considerar. Por un lado, la amplitud o didametro del
intervalo, el cual da la precisidn de la estimacidn y por tanto, deberd ser la menor posible
y, por otro lado, la probabilidad de que el intervalo contenga el verdadero valor del
parametro a estimar, que se llama nivel de confianza e interesara que sea la mayor
posible. En el presente trabajo, los intervalos de confianza construidos atienden a un
nivel de probabilidad del 95%, en base a esto, es cierto que podemos ganar en precision

a costa de perder confianza en la estimacion.

Para centrar ideas, supongamos que se selecciona una muestra aleatoria simple de una

poblacién descrita por la funciéon f (x; 8) dependiente del parametro 8 que se pretende
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estimar. El problema se plantea como sigue: Se fija un nivel de confianza, que se denota
porl —a,endonde0 < a < 1,y setrata de determinar dos funciones 8 (x4, x5, ..., X,)

y 05(xq, X3, ..., X, ) de forma que:
P[O1(x1, %0, o, Xp) < 0 < 05(%1, X5, e, Xp)] =1 — .

Al intervalo [0, (x4, X2, ..., X5), 05(x1, X5, ..., X,)] se le denomina intervalo de confianza
del pardmetro 6 al nivel de confianza del (1 — @)100%. Es importante observar que
seria un error afirmar que la probabilidad indicada anteriormente, es la probabilidad de
que @ esté entre los numeros reales 0, (x4, X3, ..., Xp) Y 02(x1, X3, ..., X, ), puesto que 6
no es una variable aleatoria sino un pardmetro que tendrd un valor concreto. Las
variables aleatorias son 6, (xq, x5, ..., X,) Y 05(x1, X5, ..., X,,) al variar la muestra, luego
la probabilidad anterior debe considerarse como la probabilidad de que el intervalo

aleatorio [6; (x1, X5, ..., X5), 05(x1,%5,...,x,)] contenga el verdadero valor de 6.

Dicho en términos de frecuencias esto significa que de cada 100 muestras aleatorias que
se tomen, cabe esperar que el (1 — @)100% de ellas contenga el verdadero valor de 6

entre 01 (%1, X5, ..., X)) Y 02(X1, X3, o) Xp).

Suponiendo que (x4, X5, ..., X,) €S una muestra aleatoria simple y que X es la media

muestral. La variable aleatoria X media muestral se distribuye seglin una normal
2

N [u; %], suponiendo que la poblacién es N[u; o%] con o conocida. Esta propiedad

permite asegurar que la variable tipificada % sigue una N [0; 1], y por lo tanto, fijando

un nivel de confianza 1 — a, obtener el valor 4, /, tal que

Pl = 2] =1

Operando, resulta:
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' I-p_
l-a = P _/1(1/2 \/—— a/zl

[ o
= P —A <x—u<i —]
a/Z\/— u a/Z\/ﬁ

[ o o
= P|l—Xx—Agpp—==—u<—x+1 —]
i a/2 n u a/z\/ﬁ
Ple—Npp—<pu<i+i G]
= X — —<u<x —|.
a/Z\/ﬁ u a/Z\/ﬁ
Con lo que las funciones buscadas son:
6 F— dg/p—
= X — —,
1 a/Z\/ﬁ
o E+ Ay —
= X —_.
2 (X/Z\/E

El intervalo de confianza para la media poblacional al nivel de confianza del

(1-a) 100% es:
E —Aapp =, % +Aa/2%].

Nétese que se puede ganar en precision de dos formas, bien perdiendo confianza lo que,

en general, no interesa, o bien aumentando el tamafio n de la muestra seleccionada.

3.6.3. Graficos comparativos

Una vez calculadas la funcién media (prediccion puntual) y los intervalos de
confianza (prediccion por intervalos), bajo las dos técnicas de estimacién descritas para
la validacion del modelo, y para los instantes de tiempo que comprenden el periodo
temporal seleccionado, se realizardn sus representaciones graficas. A partir de las
mismas, se puede realizar un estudio comparativo que permita comprobar visualmente
el grado de ajuste que existe entre las predicciones puntuales y el valor real de la accién

del activo Grifols (GRF).

3.7 Prediccion estadistica
El objetivo final de este trabajo es poder realizar predicciones para el activo

subyacente seleccionado. Para ello, es necesario emplear modelos que nos permitan

poder realizar predicciones de la variable en cuestion. El modelo ajustado debe permitir
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predecir el valor medio (estimacion puntual), y encontrar un intervalo que contenga el

valor real con una determinada probabilidad (estimacién por intervalos).

Obtener una estimacién puntual sera posible mediante el valor esperado de la variable
estudiada Y, asociado a determinados valores de las variables explicativas del modelo
ajustado. Para ello, se calcula la estimaciéon de Y correspondiente a su valor medio
condicionado E(Y|xy, ..., Xx), que en el caso del Movimiento Browniano Geométrico
estd dado por

~ 1. ~
Y = soe(”_f"z)”aﬁz Z~N [0;1].

)

Para completar la prediccion puntual utilizamos la variabilidad de la estimacién,
conociéndose asi el error de la prediccién puntual y obteniendo con ambos valores, el
intervalo de confianza. El intervalo de confianza a nivel a para la estimacion de Y se

muestra a continuacion:

?i}{a/z 'S,

siendo S un estimador de la desviacién tipica de Y. Mediante la construccién del
intervalo de confianza usando la aproximacién normal y un nivel de confianza que arroje

un intervalo de confianza del 95%, se toma: /1(1/2 =196y a = 0.05.
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4. APLICACION DEL MODELO LOG-NORMAL

En este capitulo se aplicaran los conceptos y resultados tedricos desarrollados
en el Capitulo 3 para el Modelo Log-Normal a la modelizaciéon de la dinamica del
subyacente cotizado en el IBEX-35 de la accién Grifols (GRF). Se ha tomado una serie
historica de 40 valores al cierre de cotizacidn de esta accidén que corresponden al periodo
gue va desde el 21 de Noviembre de 2016 hasta el 16 de Enero de 2017. En el Grafico

4.1.1. se muestra la evolucién de este subyacente.

La herramienta utilizada para la implementacion del modelo ha sido la hoja de célculo
Excel’, mediante la cual se validard el modelo. Posteriormente, se realizaran
predicciones para la semana posterior al intervalo temporal antes sefialado. Se concluira
con un estudio comparativo de los resultados obtenidos y los valores reales que tomo

la accién en el intervalo de prediccidn.

Acciones de Grifols
21 de Noviembre - 16 de Enero de 2016

Grafico 4.1.1. Evolucion de las cotizaciones de la accion Grifols.

Fuente: Elaboracién propia
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En la Tabla 4.1.1. se muestran los valores de cierre diarios de la cotizacién de la accién
Grifols (GRF) durante el periodo seleccionado. Se ha afiadido una ultima celda para

indicar el primer dia para el cual se realizard la prediccién a partir de la serie temporal.

e
 21/11/2016 18,33 20/12/2016 18,45
22/11/2016 17,95 21/12/2016 18,46
23/11/2016 17,99 22/12/2016 18,43
24/11/2016 18,16 23/12/2016 18,68
25/11/2016 18,39 26/12/2016 18,68
28/11/2016 18,5 27/12/2016 18,88
29/11/2016 18,45 28/12/2016 18,81
30/11/2016 18,5 29/12/2016 18,84
01/12/2016 18,1 30/12/2016 18,88
02/12/2016 17,72 02/01/2017 19,05
05/12/2016 17,02 03/01/2017 19,04
06/12/2016 17,15 04/01/2017 19,6
07/12/2016 16,7 05/01/2017 19,6
08/12/2016 16,76 06/01/2017 19,57
09/12/2016 17,59 09/01/2017 19,48
12/12/2016 17,36 10/01/2017 19,35
13/12/2016 17,18 11/01/2017 19,43
14/12/2016 17,12 12/01/2017 19,2
15/12/2016 18,27 13/01/2017 19,58
16/12/2016 18,18 16/01/2017 19,21

Tabla 4.1.1. Cotizaciones de las acciones de Grifols (GRF) en el IBEX-35.

Fuente: Elaboracion propia.
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4.1 Estimacion de los parametros del Modelo Log- Normal

Para aplicar el Modelo Log-Normal se requiere estimar los pardmetros de
tendencia, u,y el pardmetro de la volatilidad local o. Las técnicas de estimacion de
parametros que se utilizaran se introdujeron en el Apartado 3.5 del Capitulo 3 y éstas

son:

e El método de los momentos.

e El método de maxima verosimilitud.

Si aplicando estos dos métodos se obtienen estimaciones parecidas, se podra afirmar
gue son robustas al no depender de la técnica estadistica utilizada, y por tanto, las

aceptaremos para aplicar el modelo.

4.1.1 Estimacion de parametros con el método de los momentos

La primera estimacién de pardmetros obtenida se realizara con el método de los
momentos estadisticos, a partir de la aplicacidn de la solucién del Modelo Log-Normal
(véase Apartado 3.5.1). Este analisis se ha realizado con Excel®. El método de los
momentos consiste en igualar los momentos tedricos poblacionales a los momentos

muéstrales.

El horizonte temporal en el que vamos a realizar los calculos es de 40 dias, ya que, la
literatura disponible sobre la aplicacién del modelo Log-Normal indica que la aplicacién
del mismo debe realizarse en un periodo temporal que oscile entre 30 y 60 dias,
perdiendo eficacia para un horizonte temporal mas amplio respecto del célculo de las
estimaciones probabilisticas (intervalos de confianza) que proporciona el Modelo Log-
Normal. Esto esta justificado por la propiedad que posee el Movimiento Browniano (que
forma parte de la solucidon del Movimiento Browniano Geométrico (véase (3.3.2)) que
describe la trayectoria del subyacente) de aumentar su volatilidad cuando el horizonte

temporal aumenta (véase propiedad MB.4 de la definicion Movimiento Browniano).
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Para aplicar el modelo es conveniente trabajar con los logaritmos de las cotizaciones

diarias, también denominadas log-cotizaciones (véase Tabla 4.1.2.).

0 21/11/2016 18,33 -0,02094895
1 22/11/2016 17,95 0,002225933
2 23/11/2016 17,99 0,009405325
3 24/11/2016 18,16 0,012585665
4 25/11/2016 18,39 0,005963693
5 28/11/2016 18,5 -0,00270636
6 29/11/2016 18,45 0,002706362
7 30/11/2016 18,5 -0,02185879
8 01/12/2016 18,1 -0,02121799
9 02/12/2016 17,72 -0,04030482
10 05/12/2016 17,02 0,00760905
11 06/12/2016 17,15 -0,02658945
12 07/12/2016 16,7 0,003586376
13 08/12/2016 16,76 0,048335464
14 09/12/2016 17,59 -0,01316185
15 12/12/2016 17,36 -0,01042279
16 13/12/2016 17,18 -0,00349855
17 14/12/2016 17,12 0,065013
18 15/12/2016 18,27 -0,00493828
19 16/12/2016 18,18 0,014742282
20 19/12/2016 18,45 0
21 20/12/2016 18,45 0,000541859
22 21/12/2016 18,46 -0,00162646
23 22/12/2016 18,43 0,013473661
24 23/12/2016 18,68 0
25 26/12/2016 18,68 0,010649728
26 27/12/2016 18,88 -0,00371452
27 28/12/2016 18,81 0,001593626
28 29/12/2016 18,84 0,002120892
29 30/12/2016 18,88 0,008963941
30 02/01/2017 19,05 -0,00052507
31 03/01/2017 19,04 0,028987537
32 04/01/2017 19,6 0
33 05/01/2017 19,6 -0,00153178
34 06/01/2017 19,57 -0,00460948
35 09/01/2017 19,48 -0,00669588
36 10/01/2017 19,35 0,004125844
37 11/01/2017 19,43 -0,01190798
38 12/01/2017 19,2 0,019598358
39 13/01/2017 19,58 -0,01907766
40 16/01/2017 19,21

Tabla 4.1.2. Log-cotizaciones de las acciones de Grifols (GRF) en el IBEX-35.

Fuente: Elaboracién propia.
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Las estimaciones de los pardmetros p y se han calculado aplicando las siguientes

féormulas obtenidas en (3.5.6) (véase Capitulo 3):

1 [_H_SZ .S
Y 2] T &

donde U y S?son la media y la quasi-varianza muestral de las log-cotizaciones,
respectivamente. El paso temporal que se ha tomado para aplicar el modelo es: At =
1/252, que corresponde al tamafo de paso diario respecto de los dias habiles (252) de
cotizacién del IBEX-35 en un afio. Los resultados de los parametros U y S2 se detallan

enla Tabla 4.1.3.

0,0011723  0,00034179

Tabla 4.1.3. Estimaciones de la media muestral y de la quasi-varianza muestral de las Log-

cotizaciones de las acciones de Grifols (GRF) en el IBEX-35.

Fuente: Elaboracién propia.

Sustituyendo estos valores en las expresiones anteriores de las estimaciones de los
parametros, se obtiene que la estimacién de los parametros de i y o son las siguientes:

Ty = 0,33845, Gy = 0,2934824.

4.1.2 Estimacion de parametros con el método de maxima verosimilitud

La segunda estimacion de los pardmetros u y o se realizard mediante el método de
maxima verosimilitud. En el Capitulo 3 se justificé que estas estimaciones son (véase

expresion (3.5.18)):

P i ) = L )
M= WAt Ly Sk-1 0T Nac Lo Sk-1 :

La aplicacion de estas formulas a los datos de cotizacidn en nuestro caso conduce a los

2

siguientes resultados:

TlEMV = 0,3379153, 6EMV = 0,293082
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Obsérvese en la Figura 4.1.1 que son muy similares a los obtenidos por el método de
momentos, lo que, como se ha sefialado anteriormente, otorga robustez a las

estimaciones.
A B c D E F G H ) K L M N o P Q R
:
2
3 A FECHA CIERRE 1) L ) |(SKSSkal1 U(S/Sra)-1-pae)2
4 0 [211172016 18.33 | ! [Ta-ysa ] —w ] 1] s2
s 1 22/11/2016 17.95| -0,020928947 2,90853906] 14668725361  -0,020731047 0,00048717| 10.0039683 | I |
6 2 2311112016 17,99 2,88759011| 1466872536  0,00222841] 0,00000079|
7 3 2411172016 18.16 2,88081605| 1466,872536  0,000449694] 0,00006575 resultado
8 4 26/11/2016 18.39| o,012585665) 2,89922137|  1466,872536] 0,012665198 0,00012824] =uEEVL'LN\l'i,ldlE\)ﬂlEE/L'LN\HE\)*(EE'LN\LIE\)”SUMA\GEG&-JﬂHS'SUMAUEJ——\)
] 5 |28/11/2016 18,5] 0005063803 2,01180704|  1466,872536|  0,005981512} 0,00002153 0,3379153 | 0,293082 Iméxima verosimilitud
10 5 29/11/2016 18,45/ -0,002706352) 291777073|  1466,872536]  -0,002702703] 0,00001635 0,3379153  0,293082 momentos estadisticos
1 7 30/11/2018 18,5] 0002706362} 2,91506437| 1466,872536  0,002710027| 0,00000187
12 8 01/12/2016 18.1] -0,021858794] 291777073|  1466,872536]  -0,021621622] 0,00052728|
13 9 02/12/2016 17.72{ -0,021217903] 2,89591194|  1466,872536]  -D,020994475) 0,00049887
14 10 05/12/2016 17.02| -0,040304822) 2,87460305|  1466,872536  -0,039503386 0,00166826|
15 11 06/12/2016 17,15 0,00750905) 2,83438912|  1466,872536) 0,007638073) 0,00003965
16 12 07/12/2016 16,7] -0,026589454] 2,84199817| 1466,872536| -0,026239067| 0,00076066
17 13 08/12/2016 16,76| 0,003586376| 2,81540872|  1466,872536] 0,003592814] 0,00000507|
18 14 09/12/2018 17.59] 0,048335264 281809510 1466,872536|  0,049522673) 0,00232148
19 15 12/12/2016 17,36 -0,01315185] 2,86733056| 1466,872536]  -0,013075611)] 0,00020784
20 16 13/12/2016 17.18| -0,010422793] 2,85416871| 1466,872536]  -D,010368664] 0,00013711
21 17 14/12/2016 17.12] -0,003498524] 2,84374500|  1466,872536  -0,003492433 0,00002336|
2 18 16/12/2016 18.27 0,065013) 2,84024737|  1466,872536) 0,00433385
23 1 16/12/2016 18,18 -0,004938282) 2,90526037| 1466,872536 -0,004926108) 0,00003328
24 20 19/12/2016 18.45| 0,014722283) 2,90032209|  1466,872536] 0,00018254
25 i 20/12/2016 18.45 of 291506437  1466,872535| 0,00000180
2 22 1/12/2016 18.46] 0,000541859) 2,91506437| 0,00000064|
27 23 22/12/2016 18.43[ -0,001626457] 2,91560623 2536 0,00000880
28 22 |23112/2016 16.69| 0,013473661 2

Figura 4.1.1. Estimaciones de los parametros del Modelo Log-Normal usando los métodos de

Momentos y Maxima Verosimilitud para la accién Grifols (GRF) del IBEX-35.

Fuente: Elaboracién propia.

La estimacion de los parametros del modelo también puede hacerse resolviendo el
programa de optimizacion indicado en el Capitulo 3. En la celda K8 de la Figura 4.1.1. se
muestra la funcidn objetivo, Funcién Log-Verosimilitud, para la que obtenemos los
valores de los parametros y y o que la minimizan. Para el resultado de la Celda K8 se

. . . 1
tiene en cuenta que, el incremento del tiempo esAt = 7o due corresponde al paso

unitario (diario) referenciado a los 252 dias que, en media, opera el Ibex-35.

4.2 Validacion del Modelo Log-Normal

La validacién del modelo se lleva a cabo a través de criterios estadisticos, teniendo
estimados previamente los parametros necesarios para la aplicacién del Modelo Log-
Normal. Esta validacién nos permitira aceptar la solucién del modelo para el caso
concreto de una accién de la empresa Grifols. Los criterios estadisticos empleados
atienden, por un lado, a medidas de bondad de ajuste y, por otro lado, a la
representacion grafica de los resultados donde se incluyen las cotizaciones, la media y
los intervalos de confianza. El principal objeto de este estudio es, en base a los
resultados obtenidos, poder validar las predicciones para una accién de la empresa

Grifols en el periodo estudiado.
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En este apartado, se procederd a calcular la funcién media (estimacién puntual de la
accion de Grifols) y a construir los correspondientes intervalos de confianza (estimacién
por intervalos de la accién de Grifols durante el periodo seleccionado). Estas funciones
estadisticas se determinaran en base al Modelo Log-Normal utilizando las estimaciones
de los pardmetros obtenidas con el método de momentos y el método de mdaxima

verosimilitud.

4.2.1 Validacion de los parametros del método de los momentos
Estimaciones puntuales por el método tedrico Log-Normal: Cdlculo de la
media y la varianza tedrica

Siguiendo el Modelo tedrico Log-Normal, se procederd a la estimacion de la funcién
media y la funcidon varianza tedrica de la accion de Grifols durante el periodo

seleccionado por cada instante fijo t.
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21/11/2016 O 18,33 18,33 0

22/11/2016 1 17,95 18,35150082  0,339363176
23/11/2016 2 17,99 18,37302686 0,480618151
24/11/2016 3 18,16 18,39457815 0,589476172
25/11/2016 4 18,39 18,41615472 0,681641592
28/11/2016 5 18,5 18,4377566  0,763188029
29/11/2016 6 18,45 18,45938382  0,837225864
30/11/2016 7 18,50 18,4810364  0,905600172
01/12/2016 8 18,10 18,50271439 0,969511439
02/12/2016 9 17,72 18,5244178  1,029792367
05/12/2016 10 17,02 18,54614667 1,087048411
06/12/2016 11 17,15 18,56790102 1,141736018
07/12/2016 12 16,70 18,5896809  1,194209326
08/12/2016 13 16,76 18,61148632  1,244749584
09/12/2016 14 17,59 18,63331732  1,293584525
12/12/2016 15 17,36 18,65517393  1,34090159
13/12/2016 16 17,18 18,67705617 1,386857221
14/12/2016 17 17,12 18,69896408 1,431583578
15/12/2016 18 18,27 18,72089769  1,475193494
16/12/2016 19 18,18 18,74285703 1,517784199
19/12/2016 20 18,45 18,76484213  1,559440172
20/12/2016 21 18,45 18,78685301 1,600235358
21/12/2016 22 18,46 18,80888971 1,640234915
22/12/2016 23 18,43 18,83095226 1,679496601
23/12/2016 24 18,68 18,85304069 1,718071895
26/12/2016 25 18,68 18,87515503  1,75600691
27/12/2016 26 18,88 18,89729531  1,79334314
28/12/2016 27 18,81 18,91946156  1,83011808
29/12/2016 28 18,84 18,94165381 1,866365746
30/12/2016 29 18,88 18,96387209 1,902117102
02/01/2017 30 19,05 18,98611643 1,937400434
03/01/2017 31 19,04 19,00838687 1,972241661
04/01/2017 32 19,60 19,03068343 2,006664599
05/01/2017 33 19,6 19,05300614  2,040691193
06/01/2017 34 19,57 19,07535503 2,074341716
09/01/2017 35 19,48 19,09773014  2,10763494
10/01/2017 36 19,35 19,1201315  2,140588287
11/01/2017 37 19,43 19,14255913  2,173217958
12/01/2017 38 19,20 19,16501307 2,205539055
13/01/2017 39 19,58 19,18749335  2,237565673
16/01/2017 40 19,21 19,21 2,269310999

Tabla 4.2.1. Calculo de la media y varianza/desviacion tipica teérica de la accién de Grifols
utilizando las estimaciones de los parametros obtenidas por el método de los momentos.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel’).
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Aplicando las ecuaciones (3.4.4) y (3.4.5) y una vez estimados los pardmetros, el
resultado obtenido proporciona la media y desviacidn tipica tedricas del subyacente
S(t) para cada t del periodo considerado utilizando el paso temporal 1/252. Los

resultados se muestran en la Tabla 4.2.1.

Una vez calculadas la media y la varianza tedricas de la accién de Grifols durante el
periodo seleccionado, el modelo se validara calculando medidas de bondad de ajuste y

determinando los intervalos de confianza.

Medidas de bondad del ajuste: Cdlculo del error cuadrdtico medio (RSME)
y del error porcentual absoluto medio (MAPE)

Segun el valor del MAPE (véase Apartado 3.6.1), un valor se considerara tolerable

siempre que no sea superior al 5%.

El RSME se determina como la raiz del error cuadratico medio y mide la distancia
euclidea al cuadrado por término medio entre los valores observados y los estimados.
Cuanto menor sea el valor del RSME, entonces se podrd afirmar que el error en el

modelo serd menor.

Para calcular el valor del MAPE, primero se calcula el error absoluto como la diferencia
en términos absolutos entre el dato observado y la estimacion obtenida del mismo, para
cada uno de los instantes de tiempo t (véase Tabla 4.2.2.). Segundo, este error absoluto
obtenido para cada uno de los instantes de tiempo t se divide entre el correspondiente
valor observado del instante de tiempo en cuestion, | Xi— XESTi|/ Xi, (véase Tabla 4.2.2.).
Por ultimo, se aplica la funcién promedio a cada uno de los datos calculado para cada

instante temporal t.

Para la estimacion del RSME, utilizamos los datos anteriormente mostrados en el calculo
del MAPE. Una vez calculado el error absoluto, diferencia entre el valor estimado menos
el valor observado, elevamos al cuadrado este valor para hallar el ERROR"2( véase Tabla
4.2.2.).Y por ultimo, aplicamos la funcién promedio para el calculo del RSME del periodo

estudiado.
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18,33 18,330 0,000 0,000000 0,00000
18,33902763 17,950 0,389 0,021673 0,151342496
18,35717745 17,990 0,367 0,020410 0,134819278
18,37684753 18,160 0,217 0,011941 0,04702285
18,39731732 18,390 0,007 0,000398 5,35432E-05
18,41830814 18,500 0,082 0,004416 0,00667356
18,43967728 18,450 0,010 0,000559 0,000106559
18,46134009 18,500 0,039 0,002090 0,001494589
18,48324148 18,100 0,383 0,021174 0,146874035
18,50534329 17,720 0,785 0,044320 0,616764083
18,52761774 17,020 1,508 0,088579 2,272911256
18,55004392 17,150 1,400 0,081635 1,960122988
18,57260561 16,700 1,873 0,112132 3,506651779
18,59528993 16,760 1,835 0,109504 3,368289139
18,61808647 17,590 1,028 0,058447 1,056961787
18,64098665 17,360 1,281 0,073790 1,640926799
18,66398334 17,180 1,484 0,086379 2,202206539
18,68707049 17,120 1,567 0,091534 2,455709932
18,71024298 18,270 0,440 0,024096 0,193813885
18,73349638 18,180 0,553 0,030445 0,306358247
18,75682685 18,450 0,307 0,016630 0,094142718
18,78023104 18,450 0,330 0,017899 0,109052539
18,80370599 18,460 0,344 0,018619 0,118133806
18,82724909 18,430 0,397 0,021554 0,15780684
18,85085803 18,680 0,171 0,009147 0,029192465
18,87453072 18,680 0,195 0,010414 0,0378422

18,8982653 18,880 0,018 0,000967 0,000333621
18,9220601 18,810 0,112 0,005957 0,012557466
18,94591359 18,840 0,106 0,005622 0,01121769
18,9698244 18,880 0,090 0,004758 0,008068424
18,99379127 19,050 0,056 0,002951 0,003159421
19,01781306 19,040 0,022 0,001165 0,00049226
19,0418887 19,600 0,558 0,028475 0,31148822
19,06601725 19,600 0,534 0,027244 0,28513758
19,09019781 19,570 0,480 0,024517 0,230210146
19,11442956 19,480 0,366 0,018766 0,133641749
19,13871175 19,350 0,211 0,010919 0,044642726
19,16304368 19,430 0,267 0,013739 0,071265679
19,1874247 19,200 0,013 0,000655 0,000158138
19,2118542 19,580 0,368 0,018802 0,135531329
19,23633163 19,210 0,026 0,001371 0,000693355

Tabla 4.2.2. Calculo medidas bondad de ajuste: RSME y MAPE utilizando las estimaciones de
los parametros obtenidas por el método de los momentos.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel’).



Modelizacion de activos cotizados mediante modelos de difusion estocasticos de tipo Itd

MAPE 2,7895%
RSME 0,7303

Tabla 4.2.3. Medidas de bondad de ajuste: RSME y MAPE

Fuente: Elaboracién propia. (Excel’).

Los valores obtenidos del RSME y del MAPE son 2,7895% y 0,7303, respectivamente. El
valor del MAPE es inferior al 5% y el RSME calculado es bajo, lo que indica que nuestro

modelo tiene un alto grado de aceptacién.

Validacién por intervalos de confianza tedricos

Para completar la validacién de la accién de Grifols en el periodo seleccionado se
realizard una ultima estimacion mediante intervalos de confianza (I.C.) al 95% (véase

Apartado 3.6.2).

El intervalo de confianza a un nivel @ = 5% para la estimacién de S(t) es:

E[S®] £+ 1,96 x o[S(D)],
donde segln, (3.4.4) y (3.4.5).
E[S(t)] = Spet,
Var [S()] = (So)2e?#t (et —1).

En la Tabla 4.2.4. se muestra el calculo de los intervalos de confianza tedricos, que han
sido construidos a partir del calculo de la media y la varianza tedricas, ya mostradas
anteriormente en la Tabla 4.2.1. Para obtener el extremo superior del I.C. se suma a la
estimacion puntual calculada con el modelo tedrico Log-Normal (media tedrica), 1,96
veces el valor de la desviacion tipica obtenida, mientras que para hallar el I.C. inferior,

la operacidn a seguir es exactamente la misma pero, sustituyendo la suma por una resta.
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18,33 0,00 18,33 18,33
18,3390276 0,34 18,9983776 17,6796776
18,3571774 0,48 19,2907708 17,4235841
18,3768475 0,58 19,5217025 17,2319926
18,3973173 0,68 19,7209804 17,0736542
18,4183081 0,76 19,9001328 16,9364834
18,4396773 0,83 20,0650636 16,814291
18,4613401 0,90 20,2192749 16,7034052
18,4832415 0,96 20,3650456 16,6014374
18,5053433 1,02 20,5039562 16,5067304
18,5276177 1,08 20,6371561 16,4180794
18,5500439 1,13 20,7655117 16,3345762
18,5726056 1,18 20,8896953 16,2555159
18,5952899 1,23 21,0102409 16,180339
18,6180865 1,28 21,1275808 16,1085922
18,6409867 1,33 21,2420708 16,0399025
18,6639833 1,37 21,354008 15,9739587
18,6870705 1,42 21,4636433 15,9104977

18,710243 1,46 21,5711908 15,8492951
18,7334964 1,50 21,6768354 15,7901574
18,7568269 1,54 21,7807373 15,7329164

18,780231 1,58 21,883037 15,6774251

18,803706 1,62 21,9838582 15,6235538
18,8272491 1,66 22,0833106 15,5711875

18,850858 1,70 22,1814921 15,520224
18,8745307 1,74 22,2784901 15,4705714
18,8982653 1,77 22,3743835 15,4221471
18,9220601 1,81 22,4692435 15,3748767
18,9459136 1,85 22,5631348 15,3286924
18,9698244 1,88 22,6561161 15,2835327
18,9937913 1,92 22,7482413 15,2393413
19,0178131 1,95 22,8395595 15,1960666
19,0418887 1,98 22,9301161 15,1536613
19,0660172 2,02 23,0199527 15,1120818
19,0901978 2,05 23,1091079 15,0712877
19,1144296 2,08 23,1976174 15,0312417
19,1387117 2,12 23,2855142 14,9919092
19,1630437 2,15 23,3728293 14,9532581
19,1874247 2,18 23,4595912 14,9152582
19,2118542 2,21 23,5458269 14,8778815
19,2363316 2,24 23,6315613 14,841102

Tabla 4.2.4. Calculo los de intervalos de confianza tedricos con 95% de confianza utilizando
las estimaciones de los parametros obtenidas por el método de los momentos.
Fuente: Elaboracién propia. (Excel®).
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Mediante este calculo establecemos entre qué valores fluctuara el precio de la accién
en el futuro con una probabilidad del 95% y asi poder establecer el rango de datos entre
los que se espera fluctien las cotizaciones para comprobar si las estimaciones

proporcionadas por el modelo son correctas.

En el Grafico 4.2.1. se muestra la evolucién de los datos reales durante el periodo
seleccionado frente a la prediccion realizada via el Modelo Log-Normal y el Intervalo de

Confianza del 95%.

Se puede comprobar que las fluctuaciones producidas en la muestra observada estan
dentro de los intervalos de confianza calculados, por lo que podemos decir que el
Modelo Log-Normal, cuyos pardmetros ha sido calibrados mediante el método de los
momentos, recoge satisfactoriamente la dinamica de la accidon de Grifols durante el

periodo seleccionado.
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Grafico 4.2.1.1.C (95%) para la accion de Grifols via la calibracion de parametros mediante el
método de los momentos.

Fuente: Elaboracién propia.
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4.2.2 Validacion de los parametros del método de maxima verosimilitud

Estimaciones puntuales por el método tedrico Log-Normal: Cdlculo de la
media y la varianza teorica

En este apartado, se seguird un desarrollo similar al expuesto en el apartado
anterior, pero procediendo a validar el Modelo Log-Normal, a partir de la calibracion de
los parametros calculados con el método de maxima verosimilitud. Para lo que se han
aplicado las expresiones (3.4.4) y (3.4.5) tedricas para la media y la varianza, segun el

Modelo Log-Normal.
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21/11/2016
22/11/2016
23/11/2016
24/11/2016
25/11/2016
28/11/2016
29/11/2016
30/11/2016
01/12/2016
02/12/2016
05/12/2016
06/12/2016
07/12/2016
08/12/2016
09/12/2016
12/12/2016
13/12/2016
14/12/2016
15/12/2016
16/12/2016
19/12/2016
20/12/2016
21/12/2016
22/12/2016
23/12/2016
26/12/2016
27/12/2016
28/12/2016
29/12/2016
30/12/2016
02/01/2017
03/01/2017
04/01/2017
05/01/2017
06/01/2017
09/01/2017
10/01/2017
11/01/2017
12/01/2017
13/01/2017
16/01/2017

0 18733
1 17,95
2 17,99
3 18,16
4 18,39
5 18,50
6 18,45
7 18,50
8 18,10
9 17,72
10 17,02
11 17,15
12 16,70
13 16,76
14 17,59
15 17,36
16 17,18
17 17,12
18 18,27
19 18,18
20 18,45
21 18,45
22 18,46
23 18,43
24 18,68
25 18,68
26 18,88
27 18,81
28 18,84
29 18,88
30 19,05
31 19,04
32 19,60
33 19,60
34 19,57
35 19,48
36 19,35
37 19,43
38 19,20
39 19,58
40 19,21

18,33
18,35146788
18,37296091

18,3944791
18,4160225
18,43759114
18,45918503
18,48080421
18,50244871
18,52411856
18,5458138
18,56753444
18,58928052
18,61105206
18,63284911
18,65467169
18,67651982
18,69839354
18,72029288
18,74221787
18,76416854
18,78614491
18,80814703
18,83017491
18,85222859
18,8743081
18,89641347
18,91854473
18,94070191
18,96288504
18,98509415
19,00732927
19,02959043
19,05187767
19,074191
19,09653047
19,11889611
19,14128794
19,16370599
19,1861503
19,20862089

verosimilitud.

0
0,338899281
0,47995997
0,588667448
0,680704725
0,762137182
0,836070987
0,904348724
0,968169257
1,028364168
1,085538097
1,14014688
1,192544177
1,243010864
1,291774369
1,339021881
1,384909635
1,429569617
1,473114508
1,515641409
1,557234688
1,597968193
1,637906994
1,677108774
1,715624943
1,753501555
1,790780049
1,827497871
1,863688991
1,899384334
1,934612149
1,969398319
2,003766631
2,037739002
2,071335676
2,104575403
2,13747558
2,170052389
2,202320911
2,234295224
2,265988498

Tabla 4.2.5. Calculo de la media y varianza/desviacion tipica tedrica de la accion de Grifols
utilizando las estimaciones de los parametros obtenidas por el método de maxima

Fuente: Elaboracién propia. (Excel’).
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El resultado obtenido atiende a la media tedrica y varianza tedrica, como muestra la
Tabla 4.2.5. para cada S(t) del periodo fijo estudiado. El incremento que se ha utilizado

es 1/252.

Medidas de bondad del ajuste: Cdlculo del error cuadrdtico medio (RSME)
y del error porcentual absoluto medio (MAPE)

Los valores obtenidos del MAPE y del RSME mediante la aplicaciéon de los
pardmetros obtenidos via el método de maxima verosimilitud, son los que se muestran

en la Tabla 4.2.6.

MAPE 2,7890%
RSME 0,7301

Tabla 4.2.6. Calculo de las medidas de bondad del ajuste: RSME y MAPE utilizando las
estimaciones de los parametros obtenidas por el método de maxima verosimilitud.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel®).

Segun el MAPE, un valor se considerara aceptable siempre que sea inferior al 5% (por
tanto el MAPE obtenido es aceptable); en cuanto al RSME, cuanto menor sera su valor

mas aceptable serd el modelo.

Validacion por intervalos de confianza tedricos

Por ultimo, para completar la estimacion del valor de la accién del activo Grifols
mediante el método de maxima verosimilitud, se realizard una validacion del modelo
mediante intervalos de confianza tedricos. Los intervalos de confianza tedricos, han sido
calculados a través de la media y la varianza tedrica. En la Tabla 4.2.7. se muestra el
calculo de la mediay la varianza tedrica, y los intervalos de confianza del 95% del modelo
mediante la estimacidn de los parametros del Modelo Log-Normal para el subyacente
utilizando el método de maxima verosimilitud. Par la determinacion de los intervalos se

utiliza la expresion:
E[S()] £ 1,96 x o[S(1)]

La prediccidn por intervalos de confianza se debe completar con el valor de la desviacién
tipica, la cual ha sido estimada anteriormente (véase Tabla 4.2.3.), conociéndose de este

modo el error en la prediccion.



 ES(M]  olS()]  L.C.Superior 1.C.Inferior
18,33 0 18,33 18,33

18,3390075 0,33594344 18,99745668 17,6805584
18,3571248 0,47567133 19,28944056 17,4248089
18,3767601 0,58330906 19,52004587 17,2334744
18,3971941 0,67441112 19,71903985 17,0753483
18,4181483 0,75499328 19,89793509 16,9383614
18,4394802 0,82813636 20,06262748 16,8163329
18,4611054 0,89566792 20,21661449  16,7055962
18,4829687 0,95877707 20,3621718  16,6037657
18,5050322 1,01828864 20,50087791 16,5091864
18,527268 1,07480236 20,63388061 16,4206553
18,5496552 1,12877038 20,76204519 16,3372653
18,5721778 1,18054351 20,88604303 16,2583125
18,5948227 1,23040034 21,00640734  16,183238
18,6175796 1,27856647 21,12356989 16,1115893
18,64044 1,32522759 21,23788606 16,0429939
18,6633967 1,37053867 21,34965247 15,9771409
18,6864436 1,41463065 21,45911971 15,9137676
18,7095758 1,45761529 21,56650173 15,8526498
18,7327886 1,49958892 21,67198292  15,7935943
18,7560784 1,54063524 21,77572348  15,7364333
18,7794417 1,58082751 21,87786363 15,6810198
18,8028756 1,62023027 21,97852696  15,6272243
18,8263776 1,65890074 22,07782301  15,5749321
18,8499452 1,69688994 22,17584944  15,5240409
18,8735764 1,73424354  22,2726937 15,474459
18,8972693 1,77100266 22,36843452  15,4261041
18,9210223 1,80720444 22,46314302 15,3789016
18,9448339 1,84288259 22,55688376  15,332784
18,9687026 1,87806778 22,64971547  15,2876898
18,9926273 1,91278804 22,74169184  15,2435627
19,0166067 1,94706905 22,83286206 15,2003514
19,0406399 1,98093441 22,92327131  15,1580084
19,0647258 2,01440586 23,01296127 15,1164903
19,0888636 2,04750348 23,1019704  15,0757568
19,1130524 2,08024588 23,19033435 15,0357705
19,1372916 2,11265032 23,2780862 14,996497
19,1615803 2,14473284 23,36525671  14,957904
19,1859181 2,17650842 23,45187456  14,9199615
19,2103041 2,20799102 23,53796652  14,8826417
19,234738 2,23919371 23,62355765  14,8459183

Modelizacion de activos cotizados mediante modelos de difusion estocasticos de tipo Itd

Tabla 4.2.7. Calculo los de intervalos de confianza tedéricos con 95% de confianza utilizando

las estimaciones de los parametros obtenidas por el método de maxima verosimilitud.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel®).
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Finalmente, para acabar de validar el modelo por el método de maxima verosimilitud,
se ha realizado un grafico en el que se muestran los valores reales que tuvo la accién en
el periodo seleccionado, junto con los intervalos de confianza y la media calculados
anteriormente. En el Grafico 4.2.2. se puede comprobar cdmo el valor de la media se
ajusta al valor real de los datos, lo que quiere decir que nuestro modelo tiene un buen
poder predictivo y las oscilaciones del subyacente permanecen dentro de los intervalos

de confianza en todo el periodo, a pesar de las grandes oscilaciones al inicio del periodo.
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Grafico 4.2.2. 1.C (95%) para la accidn Grifols via la calibracién de parametros mediante el
método de maxima verosimilitud.

Fuente: Elaboracién propia.

4.3 Predicciones del Modelo Log-Normal

Los modelos econdmicos se usan comunmente no solo para explicar cémo opera
la economia o parte de ella, sino también para realizar predicciones sobre el
comportamiento de los hechos y determinar los efectos o tomar decisiones sobre los

mismos. Uno de los objetivos perseguidos, con la utilizacion de un modelo econdémico,



Modelizacion de activos cotizados mediante modelos de difusion estocasticos de tipo Itd

es el poder hacer predicciones de los valores de una variable objetivo. En este trabajo
dicha variable es el valor de una accién de Grifols en el periodo 21 de diciembre de 2016
hasta el 16 de enero de 2017 cotizada en la Bolsa de Madrid. El modelo ajustado debe
permitir predecir el valor medio (estimacién puntual) de dicha variable, y encontrar un
intervalo que, con una probabilidad determinada, contenga el valor real de la misma

(estimacién por intervalos de confianza).

En este apartado se realiza, para el modelo tedrico Log-Normal, las predicciones
puntuales y por intervalos de confianza del 95%. Estas predicciones atenderdn al valor
de la accidn de Grifols los cinco dias posteriores al periodo estudiado, es decir, desde el

dia 17 de enero de 2017 hasta el 23 de enero de 2017.

4.3.1. Predicciones de la accion Grifols por el Método de los Momentos
Estas predicciones se llevan a cabo mediante la aplicacién del modelo tedrico

Log-Normal y los resultados obtenidos se recogen en la Tabla 4.3.1.

17/01/2017 18/01/2017 19/01/2017 20/01/2017 23/01/2017
Valor real 19.075 18.966 19.962 19.309 19.194
Prediccion 19,260 19,285 19,310 19,334 19,359
Desv.tip. 2,27 2,30 2,33 2,36 2,39
I.C Superior 23,716 23,801 23,885 23,969 24,053
I.C Inferior 14,804 14,769 14,734 14,699 14,665

Tabla 4.3.1. Calculo de predicciones puntuales y por I.C. de la accién Grifols via la calibracién
de parametros mediante el método de los momentos.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel®).

El S; empleado para el cdlculo de las predicciones se corresponde con el valor de la
accion en t =0, el dato inicial de la muestra observada. Para el calculo de las
predicciones también se han vuelto a emplear los parametros que ya se estimaron

anteriormente mediante el método de los momentos:
u = 0,33845, o = 0,2934824.

El resultado obtenido en la prediccidn puntual es el que se muestra en la segunda fila de

la Tabla 4.3.1., las predicciones por intervalos son las que figuran en las dos ultimas filas
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de dicha tabla. En el apartado 4.2.1. ya se hizo una descripcion detallada de los pasos a
seguir para el calculo de las predicciones, por lo que evitamos repetir la explicacion de

nuevo.

4.3.2 Predicciones por el método de maxima verosimilitud
Al haber quedado también validado el modelo por la calibracién de los

parametros mediante el método de mdaxima verosimilitud, se realizaran las predicciones
teniendo en cuenta dichos resultados. Estas predicciones se llevan a cabo mediante la
aplicacion del modelo tedrico Log- Normal (véase Tabla 4.3.2.) utilizando los parametros

estimados mediante el método de maxima verosimilitud.

El So empleado para el calculo de las predicciones se corresponde con el valor de la

accion en t = 0, el dato inicial de la muestra observada. Los parametros utilizados han

sido:
u = 0,3379153, o = 0,293082.
17/01/2017 18/01/2017 19/01/2017 20/01/2017 23/01/2017
Valor real 19.075 18.966 19.962 19.309 19.194
Prediccion 19,259 19,283 19,308 19,332 19,357
Desv.tip. 2,27 2,30 2,33 2,36 2,39
I.C Superior 23,708 23,793 23,877 23,961 24,044
1.C Inferior 14,809 14,774 14,739 14,704 14,670

Tabla 4.3.2. Calculo de predicciones puntuales y por I.C. de la accién Grifols via la
calibracion de parametros mediante el método de maxima verosimilitud.

Fuente: Elaboracién propia. (Excel’)

Recuérdese que en el Apartado 4.2.1 ya se hizo una descripcion detallada de los pasos a

seguir para el calculo de las predicciones y por ello ahora no incidimos de nuevo.

La Tabla 4.3.2. muestra la comparacién entre las predicciones obtenidas por el modelo
Log-Normal con calibracion de sus parametros usando el método de mdxima
verosimilitud y los valores reales que tomo la accidn en el periodo desde el martes 17

de enero al lunes 23 de enero del 2017.
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5. CONCLUSIONES FINALES

He realizado este trabajo final de grado para ampliar los conocimientos, el
desarrollo y aplicaciéon del Modelo Log-Normal, para la realizacidon de una modelizaciéon
de activos cotizados mediante modelos de difusidn estocasticos de tipo It6. Después de
realizar un breve estudio sobre las empresas las cuales cotizan en el IBEX-35 me decanté
por la empresa Grifols cotizada en la bolsa espafiola. El motivo principal por el que escogi
dicha empresa es por su gran labor, la misién y visién que tienen y aparte de todo esto,
también quiero remarcar que a pesar de ser una empresa que no es tan conocida como

el resto de empresas que cotizan en el IBEX-35, tiene un gran peso.

El modelo estocastico ha sido aplicado a una accion de Grifols cotizada en el IBEX -35 en

el periodo desde el 21 de noviembre de 2016 hasta el 16 de enero de 2017.

Para la realizacion del trabajo, se han tenido que ampliar los conocimientos adquiridos
en el Grado de Administracién y Direccion de Empresas. El presente trabajo tiene una
especial relacién con las siguientes asignaturas del grado: Introduccidén a las Finanzas,
Introduccion a la Estadistica, Métodos Estadisticos en Economia, Economia Financiera,

Matematicas Financieras y Econometria.

En el Capitulo 1 se ha realizado una explicacidn sobre la bolsa y las consecuencias que
puede tener en la economia de un pais. Se ha basado un mercado financiero,
concretamente en el IBEX-35. Y también se ha hecho un resumen de la historia y de los

datos mas relevantes de la empresa en estudio (Grifols).

En el Capitulo 2 se han explicado las herramientas estocdsticas que vamos a utilizar para
la realizacidon del calculo del Modelo Log-Normal y sus principales propiedades
estadisticas. El Capitulo 3 nos hemos basado en el estudio, desarrollo y proceso de
validacién del modelo estocdstico Log-Normal desde un punto de vista tedrico. Este
estudio incluye una introduccion del Calculo Estocastico de It6 que es imprescindible
para la resolucién tedrica del modelo y el calculo de sus principales funciones
estadisticas, las cuales son requeridas para la puesta en prdctica del modelo en el analisis

del activo financiero seleccionado.
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En el Capitulo 4 se ha puesto en practica el Modelo Log-Normal con objeto de modelizar
la accidn de Grifols en el periodo seleccionado. Para la construcciéon del modelo se ha
requerido estimar los parametros del Modelo Log- Normal. Para dicha estimacion se han
empleado dos métodos diferentes, para mostrar la robustez de las estimaciones: el
método de los momentos y el método de maxima verosimilitud. Una vez estimado el
modelo por los dos métodos se ha validado el modelo, para lo que se han calculado las
estimaciones tanto puntuales como por intervalos de confianza al 95% para los datos
del periodo seleccionado, que comprende del 21 de noviembre de 2016 al 16 de enero
de 2017, y se han empleado medidas estadisticas de bondad de ajuste, como el MAPE y
el RSME, mediante las cuales ha quedado demostrada la buena calidad del modelo. En
base a la validacidn del modelo, se han realizado predicciones puntuales y por intervalos
de confianza de la accién durante un periodo posterior al seleccionado, concretamente

desde el 17 de enero al 23 de enero del 2017.

De lo que podemos concluir que los resultados obtenidos mediante la validacion del

modelo son consistentes y, en nuestro caso de estudio, notablemente precisos.
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