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Convocatoria
de la Asamblea General Ordinaria
del 2000

JUNTA DIRECTIVA
. . Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de Profeso-
Presidente: res de Matemdticas correspondiente al afio 2000 para el sdbado dia 29 de abril del 2000, en
Jost JaviER ETAYO GORDEJUELA los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid,
Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera convocatoria y a las 12:00 en segunda, con el
Vicepresidentes: siguiente
EUGENIO ROANES MACIAS (Madrid)
JuaN Bosco ROMERO MARQUEZ (Castilla-Le6n) ORDEN DEL DIA
VICENTE MENDIOLA-MURNOZ MORALES (Castilla-La Mancha)
1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesién anterior.
Vocales: 2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad
; . i i6 ,del d
JULIO FERNANDEZ BIARGE (Redaccién de publicaciones) 3 11:11;);::)2 segl ;;i(;rero Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas de
JOSE VICENTE GARCfA SESTAFE (Relaciones Institucionales) 4. Eleccién de nuevos cargos directivos.
EUGENIO ROANES LOZANO (Gestién de publicaciones) 5. Asuntos de tramite.
MARTIN GARBAYO MORENO (Actividades y concursos) 6. Ruegos y preguntas.
Secretario:

FraNcisco GONZALEZ REDONDO

Vicesecretario:
MIGUEL ANGEL GALLARDO ORTIZ

Tesorero:
ALBERTO AI1ZPUN LOPEZ

Bibliotecario:
JOAQUIN HERNANDEZ GOMEZ

Adjunta a la presidencia:
MARfA GASPAR ALONSO-VEGA
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Figure 18: Chaotic oscillation of o
rotational pendulum

Simulating the motion of the rotational pendulum the steady state of the oscillations
encounters after a while. The transient periods are suppressed in the phase portraits
of different oscillations which are diplayed in fig.15 to 18. When the current through
the the damping magnet is varied then different oscillations appear. The first three
figures 15 to 15 demonstrates the bifurcation scenario for varying the damping of
the system. In fig.18 the phase portrait of a chaotic oscillation.

4 Conclusion

I tried to give an idea what can be done with the differential equation solvers, De-
Solve() and the numeric solver of the TI calculators. The introduction of a, CAS
in schools gives the chance to add new topics to the classical curriculum in mathe-
matics and physics because students spend less time on numerical work. It is now
possible to observe real world processes by using modern technology and to simulate
these processes by solving differential equations during mathematics and/or physics
lessons. And it’s higly rewarding!
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Algunas representaciones radicales
infinitas de los nimeros naturales

Juan Carlos Cortés Léopez
Departamento de Matematicas
L.E.S. Bonifacio Sotos
Casas Ibaiez (ALBACETE)

Abstract
This article shows how infinite radical representations of all positive
integers are obtained by means of recurrent sequences generated from
algebraic identities.

1 Representacion a través de raices cuadradas

Recientemente en [1], y por un método distinto al usual (concretamente a
través de métodos geométricos sobre poligonos regulares) hemos demostrado

la cual esencialmente llama nuestra atencién por aportar una curiosa expre-
sién de un mimero natural mediante infinitos radicales. El objetivo de este
articulo es dar un sencillo modelo de trabajo para generar representaciones
de todos los nimeros enteros positivos mediante infinitos radicales de indice
arbitrario. Para ello partiremos de la identidad algebraica

la conocida igualdad

n(n+2)=n\/1+(n+1)(n+3) (1)

Llamando oy, = n(n + 2), (1) puede reescribirse como

ap =ny/1 4+ any
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¥ aplicando sucesivamente esta formula recurrente tenemos

U =014+ apyg = ny1l+(n+1)4/1+ Qpto
=n\l+(n+ 1)\Kl+(n+2)\/1+an+3 S
esto es

ap = n-]/1+(n+1)1/1+(n+2)‘/1+(n+3)\/1+... 2)

Qp = n(n +2)

Haciendo n = 1 en esta iltima expresién obtenemos una curiosa repre-
sentacion radical infinita (R.R.L) del nimero 3

3=1/1+2~1/1+3\/1+4\/1+... (3)

Tomando n = 2,3,... se obtienen R.R.I. de los nimeros 8, 15,...

8 = 24/143\/1+4vTT
— 4)
15 = 3y1+4y/1+5vT7

las cuales en realidad se deducen implicitamente de (3).
Justifiquemos formalmente el paso al limite que hemos dado en la expresién
(3). De (3) conjeturamos

Jm (/142 1+3\/1+...+(n—1)\/1+n=3

Para probar que la sucesién

&n=4‘/1+2\/1+3\fl+...+(n—1)\/1+n

verge a 3 cuando n — oo probaremos que existen dos sucesiones {an} y
con
{An} tales que

ap S ap <4, y limanzr}LnéoAn=3

n—oo

De la cadena de identidades

3=\/1+2-4=\/1+2\/1+3-5=\/1+2\/1+3\/1+4~6=... (5)

se conjetura que

3= 1+2\11+3\‘1+4\/I+---\‘a"1+n\#(n+2)2 Vn > 2

cuya demostracién por induccién es sencilla pues se verifica

(n+2)% =1+ (n+1)y/(n + 3)2

An =41+ 2 1+3\'1+4ﬂ1/1+'--\f1+n1,/(n+2)2

n—00
—— 3, al ser

Eligiendo

se tiene dy < A, pues n +2 > 1 para todo n natural, y {4,} »
{An} la sucesién constante e igual a 3. Para encontrar {a,} utilizaremos la

siguiente desigualdad cuya demostracién es inmediata
Vitem<vVmvVitzs Ym>1, Vo1 (6)

aplicada n — 1 veces sobre la sucesién {An}, de dentro hacia fuera, tomando
primero mi = Vin + 2)2 =n+2>1yx =n>1, asi

An = 1+2\J1+3dl+‘--wl+nw(n+2)2ﬁ
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razonando como antes tenemos
SR8\l - Va T aiTe <

Bn n\/(5+n)+(n+1)\/(6+n)+(n+2)\/(7 )T } )

Bn = n(n +3)

volvemos a aplicar (6) de dentro hacia fuera tomando ahora my = vn £ 2 > 1
yr2=(n-v1+n>1

Asi, poniendo n =1 en (7)

V 8
1+2\j:3 1 s 1+<n-2)¢/m\/m 4=\/6+2 T+3VET . (8)

llegando finalmente

Nétese que de (4) y (8) tenemos dos R.R.I. distintas del ndmero 4. En

i i isten infinitas R.R.I.
realidad, para cualquier natural exis finitas T -
Usando ’un razonamiento analogo al anterior, Justjﬁcanrirgloos e.l pzso al limite
. V "V tir de (8) conjeturamos {f,} — 4 siendo
An < \1/n+2 L+2y1+3 I+t (n -Vt = ? 1n+2&n efectuado en (8). A partir de (8) conj

Denotando por

3 ~1/(n+4) +n
o = “An ﬂn=\JG+2\/7+3\/8+ + (n = 1)/( )
n = F

n+ 2 |

= Para demostrar esto encontraremos dos sucesiones {b,} y {B,} tales que
se tiene a,, < @&, y obsérvese que {an} "=5° 3, pues '

1 bn < Bn < By () r}LrIéobn=r}Lngan=4
lim =1

e .
n—oo 2"—1/“——?; N

Por otra parte a partir de la cadena de igualdades
bara ver esto basta tomar logaritmos y usar la regla de L

"Hépital \/ \/_—\/'__— S 9)
= o .5 = 3:6=16+2y74+3vV8+4-T= ..
L ) ; o . . 4=v6+2-5=16+2/7+
= lm  —— = am (n + 2)2n-T
TR T V42 o conjeturamos
In(n + 2) o0 1
lnL=—h’m-——————={—}=—h’m———-———————_=0 =>L=1
— -1 = 1 n-1 |
n—oo  9n 00 n=00 (n 4 2)2 In 2 4= 6+2J7+3\/3+..-\/(n+4)+n (n+3)?% Vn>2
Mediante (2) sélo tenemos R.R.I de "algunos” naturales (los pertenecien-
tes a la sucesién n?

+2n). Con objeto de obtener dichas R.R.I.

para cualquier
natural observemos que si partimos de la identidad

que se prueba facilmente por induccién pues

2=(n n n + 4)2
n(n+3)=n\/(?+n)+(n+1)(n+4) (n+3)" =(n+5)+ (n+1)1/(n +4)
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Tomaremos

Bp = 6+2\}7+3\/8+---\/(n+4)+n1,/(n+3)2

7n—00

que cumple B, < By, pues n + 3 > 1 para todo n natural y {B,} — 4, al
ser {Bp} la sucesién constantemente 4.
Para encontrar {b,} usaremos la siguiente desigualdad, cuya prueba es sen-

cilla
Vztmy<vVmvz+y Ym>1, Vz,y>1 (10)

aplicada n — 1 veces sobre la sucesién {B,} de dentro hacia fuera, tomando
primero mjp = \/(n+3)2 =n+3>1,z1=n+4>1ley; =n > 1,
resultando

Bp = 6+2\l7+3\/;+---\/(n+4)+n\f(n+3)2S
< 6+2J7+3\/8+---\/(n+3)+(n—1)\/n+31/(n+4)+n§

aplicamos de nuevo (10) de dentro hacia fuera tomando mg = Vn+3>1,

z1=n+3>1leys=(n—-1)y/(n+4)+n>1,y continuamos con la cadena
de desigualdades

< 6+2J T4 \/(TH-Z) + (n—2)v4n+3\/(n+3)+(n-—l) (n+4)+n

obteniendo al final

Bn< 2"_\/1n+3\JG+2\/7+3\/8+-~(n—1)\/(n+4)+n=2n_\/ln+3 Bn

Tomamos

34

y asi se tiene b, < ﬂ~n. Es facil probar como en el caso anterior {b,} "4,

En general, para k € N arbitrario, pero fijo se tiene

Tn n\/Pz(n)'f'(n-f'l)\/pz(n+1)+(n+2)\/p2(n+2)+. .

In n(n + k)
ppm) = B2 -k =1+ (k=2m, m>1

(11)

Haciendo n = 1 en (11) se deduce una R.R.I. de cualquier natural mayor que

2
k+1= \/Pz(l) + 2\/?2(2) +34/p2(3) + ...

pa(m)=(k* -k -1+ (k-2)m, m>1

2 Representacion a través de raices ciibicas

En este apartado aportaremos R.R.I. a través de raices cibicas, usando un
razonamiento analogo al anteriror.
En esta ocasiéon partiremos de la identidad

n*(n + 2) = n? {/(5 +5n +n2) + (n + 1)2(n + 3)

Llamando §, = nz(n + 2), la igualdad anterior se puede expresar como

bp = n? {'/(5 +5n + n?) + bpy1

y razonando como antes

5n=n2{/(5+5n +n?) + (n + 1)2{‘/[5+5(n+ )+ (n+1)?)+...

Haciendo n = 1 en esta iltima expresién, obtenemos la siguiente R.R.I. del

numero 3

3 ——
3= \/11+4\3/19+9{/29+16\‘741+...
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Para justificar el paso al imite efectuado implicitamente en la representacién
anterior, razonamos como en el primer apartado del trabajo.
A partir de las igualdades

3=V11+44= /1144919495 = f/11+4€/19+9€/29+16-6 =... (12)

establecemos la identidad

3= {J11+4f/19+---{’/(5+5(n~1)+(n—1)2)+n2{‘/(n+2)3 Vn > 2

que puede probarse por induccién ficilmemte, ya que

(n+2)3=5+5n+n2+(n+1)2(n+3)

Ahora probaremos que la sucesién

4 *
Y = \Jll +4{/19+9{'/29+ ~-+(n—1)2{7(5+5(n— 1)+ (n — 1)2) 4+ n?
converge a 3 cuando n — oo y para ello encontraremos dos sucesiones {en}
vy {Cr} tales que

S <Ch vy ,.li’,léoc" = rzlean =3

Tomamos

Cp = 311+4d19+9{/29+---{/(5+5(n—1)+(n—1)2)+n2\3/(n+2)3

n—oo

la cual cumple 4, < Cp y {Cp} =5 3.
Para determinar {c,} aplicaremos la siguiente desigualdad

Ve+my < ImYz+y ¥Ym > 1,Vz,y > 1 (13)

sobre la sucesién {Cy} de dentro hacia fuera. Razonando como en la seccién
anterior, pero tomando ahora en la primera aplicacion de (13) mj = n+2 > 1,
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21=5+5n -1+ ®m-1)%>1, 5 =n?> 1 En lasegunda aplicacién de
(13) tomamos mg = Vn+2>1, 2 =5+5n—-2)+5n=-22%>1, y =
(n — 12Y6E+5(n—-1)+(n—-12)+n%>1 Alcaboden — 1 aplicaciones
de (13) sobre {Cy,} obtendremos

Cu< ¥ Vnt 25,

por lo que bastard tomar

Chn
Cn = -1 ———
" 3 \1/n+2

~ —00
que satisface las condiciones deseadas ¢, < v, y {cn} ‘=3, ya que

lim

1
n s
En general, para k € N arbitrario, pero fijo se tiene

b = {os(n) + (0 + D Yraln + D+ (0 + 2 Uman D

én =n?(n + k)
p3(m)=(k3 -k - 1)+ Bk2 -2k —3)m + 2k = 3)m?, m>1

Tomando n = 1 se deduce una R.R.I. de cualquier natural mayor que 2

1= o) + 5 o) + 9 a1

p3(m) = (k> —k— 1)+ Bk2— 2% — 3)m + 2k —3)m?, m>1

3 Representacion a través de raices i-ésimas

Como se sefialé al principio terminaremos el trabajo generalizando los resul-
tados presentados en los apartados anteriores. Para ello consideraremos la

identidad algebraica

nUn +2) = 1[0 4 2) - (n + 1)L (n 4 3)] + (n + 1) L(n + 3)
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siendo ¢ € N arbitrario, pero fijo. Llamando Yn = ni_l(n + 2), la iltima
igualdad se puede escribir

Pn = n"‘l\/f(n) +(n+ 1)"—1\7f(n +1) 4+ (n+2)~ 1/ f(n +2) + ...

donde f(r) = (n +2)' — (n + 1)!(n + 3). Haciendo n = 1, tenemos la
siguiente R.R.I. general del nimero 3

3= "/(31' —2i-1.4) 4 2*’—1\'/(;'— 3i-1.5) + 3"-1\‘/(5" —4i-1.6) 4+ ...

La justificacién rigurosa del paso al limite efectuado en la representacién

anterior puede realizarse del mismo modo que se ha hecho en las secciones
anteriores.

En general, fijando los fndices i, k € N se tiene

Pn =nf“{/pz-(n) +(n + 1) pi(n 4+ 1) + (n + 2)/pi(n £ 2) %
on  =n"ln + k)
pi(m)=(m + k) = (m + ) A m +k+1), m>1

Observemos para finalizar que los resultados aqui expuestos pueden exten-
derse sin pérdida de generalidad para los nimeros reales.
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Iterando 4x(1-x) de forma exacta

Nicolds Rosillo Ferndndez

C.P.R. Valdeperias
nrosillo@olmo.pntic.mec.es

Abstract

In this article it is shown what happens when a chaotic system (the logistic equa-
tion) is iterated in an exact form by a computer algebra system like DERIVE.

1. Introduccion

El sistema dindmico discreto f(x)=4x(1—x) fue propuesto (May, 1976) como
modelo de comportamiento de una poblacién en un ecosistema. Dicho sistema estd nor-
malizado a la unidad, por lo que 0 < x <1.

Este sistema es cadtico en el intervalo [0,1] (Devaney, 1989) y, por ser caético, el
sistema dindmico a estudio es sensible a las condiciones iniciales.

Esta propiedad indica que, partiendo de dos valores iniciales tan cercanos como se
desee, las Orbitas (el conjunto de resultados obtenidos a través de la iteracién repetida de
la funcién) de ambos difieren significativamente. Este hecho tiene una importancia capital
en la dindmica cadtica, ya que, en una situacion real, cualquier error cometido al determi-
nar los datos iniciales generaré tal discrepancia entre los valores tedricos calculados para
seguir la evolucién del sistema y su comportamiento real que hara initil toda prediccién a
largo plazo. Desde otro punto de vista, en los casos en que se conoce exactamente el valor
inicial, pero se precisa un ordenador para el célculo de las sucesivas imigenes, la situa-
cion es la misma, al introducirse en los cédlculos los errores de redondeo (Romero, 1994).

2. Trabajando de forma exacta

Los comentarios anteriores surgen del mismo motivo: la introduccién en los célcu-
los de los errores de redondeo. Dicha introduccién puede producirse en dos momentos
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