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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo docente se infroduce el proceso estocdstico Movimiento
Browniano o de Wiener, explicando el rol que desempena en la modelizacion de la
dindmica de subyacente cotizados en ambiente de incertidumbre.

2 Introduccion

Un proceso estocdstico o funcién aleatoria describe la evolucién temporal de una
variable aleatoria. En este trabagjo se presentard, de forma intuitiva, uno de los
procesos estocdsticos mds importantes en Estadistica, y que se denomina el
Movimiento Browniano o proceso estocdstico de Wiener estdndar y que desempena
un papel muy importante en la modelizacién de la dindmica de activos subyacente
en Finanzas.

El Movimiento Browniano es un proceso estocdstico (o funcidn aleatoria) que toma
valores continuos y depende de una variable independiente, que por conveniencia
denota el tiempo, el cual también se considera como variable continua. El Movimiento
Browniano ha resultado adecuado para describir el comportamiento de variables
econdmico-financieras, como es el caso de los activos subyacentes cotizados.

El Movimiento Browniano es un proceso estocdstico de tipo gaussiano. Se recuerda
que un proceso estocdstico {(X(t;w):t €T,w € N} (siendo N el espacio muestral del
espacio de probabilidad donde estd definido el proceso estocdstico), dice que es
gaussiano si las distribuciones finito dimensionales de dicho proceso son de fipo
gaussinas, en particular, X(t;) es una variable aleatoria gaussiana para cada t € T fijo.

La definicién o introduccidén del proceso Movimiento Browniano la realizd de
forma intuitiva, en 1827, el botdnico escocés Robert Brown quien lo utilizé para describir
el movimiento aleatorio de las particulas de polen en el agua debido a la
interactuacién molecular. A este fendmeno se le denomind “Movimiento Browniano”
en su honor. En el siglo XX, se descubri¢ la utilidad de dicho instrumento matemdtico
en multiples campos; en particular en el campo de las Finanzas, en el que se utilizd el
Movimiento Browniano para la modelizacidén del comportamiento de los precios de
activos bursdtiles. Louis Bachelier (1900) hizo uso de las mismas en su tesis doctoral
titulada “La Teoria de la Especulacion” para modelizar ciertos activos financieros. No
obstante, el frabajo de L. Bachelier no fue comprendido en su época y durante mucho
tiempo permanecié ignorado. Con posterioridad, fue Norbert Wiener quien consiguid
formalizar matemdticamente el concepto de Movimiento Browniano y de ahi que, en
ocasiones, se le denomine también proceso de Wiener (estdndar). A lo largo de estas
pdginas, el Movimiento Browniano o proceso de Wiener estdndar se denotard por:
{B(t; w):t = 0,w € O} 0 brevemente por {B(t):t = 0}, aungue en muchos textos se utiliza
indistinfamente la notacion: {W (t):t = 0}.

El principal rol del Movimiento Browniano en Finanzas es que aparece en la
expresion matemdtica de un importante modelo, denominado modelo Lognormal,
formulado mediante la siguiente ecuacion diferencial (denominada ecuacién
diferencial estocdstica de tipo 1td), para describir la dindmica de un subyacente
cotizado, S(t), en cada instante temporal t > 0 a partir de un valor de cotizacién inicial
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conocido, sy, Y siendo u y o los dos pardmetros de dicho modelo.
ds(t) = wuS(t)dt+ oS(t)dB(t),}
S(O) = SO’

Ec. 1. Modelo Lognormal para describir la dindmica de activos cotizados en
ambiente de incertidumbre.

Utiizando un cdlculo operacional propio para ecuaciones diferenciales
estocdsticas del tipo anterior, se puede probar que la solucién del modelo Lognormal
es el siguiente proceso estocdstico, denominado Movimiento Browniano Geométrico.

o2
S(t) _ Soe(u—T)tﬂ)'B(t).

Ec. 2. El Movimiento Browniano Geométrico que es solucion del Modelo Lognormal.

3 Obijetivos

Los principales objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz de:

= Explicar el rol que desempena el Movimiento Browniano o de Wiener en la
desempena en la modelizacion de la dindmica de subyacente cotizados
en ambiente de incerfidumbre.

= Definir formalmente las propiedades que definen o caracterizan el
Movimiento Browniano o de Wiener.

= Deducir las principales propiedades estadisticas del Movimiento Browniano
o de Wiener.

=  Conocer cémo se pueden simular valores del Movimiento Browniano o de
Wiener.

4 Definicion formal del Movimiento Browniano o
proceso estocdstico de Wiener

A continuacion, damos la definicidon formal del Movimiento Browniano. Es importante
senalar que su definicidn no se da a través de una formula matemdtica, sino mediante
una serie de propiedades estadisticas que lo caracterizan.

El Movimiento Browniano o proceso estocdstico de Wiener estdndar, denotado
indistintfamente por {B(t):t > 0} 6 {W(t):t = 0}, es un proceso estocdstico que cumple
las siguientes propiedades:

e MB.1. Comienza en el origen con probabilidad 1: P[B(0) = 0] = 1.

e MB.2. Los incrementos del Browniano, dados por B(t) — B(s), son variables
aleatorias independientes:

B(t1) - B(to)i B(tz) - B(t1)i ey B(tn+1) - B(tn)l
conoi0<st <t, <<ty < oo,

e MB.3. Tiene incrementos estacionarios:
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B(t+At)—Bt)2B(s +At) —B(s), Vs,t:0<s<t<+ow,

donde el simbolo ¢ denota que la igualdad anterior es el sentido de las
distribuciones estadisticas.

e MB.4. Los incrementos del proceso son gaussianos o normales de media 0 y
varianzat — s:

B(t) —B(s)~N[0; t—s], Vs,t:0<s <t < +oo.

Obsérvese que considerando las propiedades MB.1 y MB.4., en el caso particular en
que s =0, se deduce que

B(t) = B(t) — B(0) ~ N[0;t — 0] = N[0;¢t],

es decir, que fijado t, la variable aleatoria B(t)sigue una distribuciédn normal o
gaussiana de media 0 y desviacion tipica vt.

5 Propiedades estadisticas principales del
Movimiento Browniano. Simulacién numérica

En este apartado se introducen las principales propiedades estadisticas del
Movimiento Browniano, las cuales se deducen de las propiedades que caracterizan su
definicién.

P.1. Funcién Media: A partir de la condicién MB.4, se deduce que la funcidén media del

Movimiento Browniano es idénticamente nula:

P.2. Funcion Covarianza: Mide el grado de relacién lineal entre las variables aleatorias,
B(s) y B(t), que se obtienen al fijar dos instantes sy t, respectivamente. En efecto,

veamos gue se Cumple
Cov [B(t),B(s)] = min(s,t), Vs, t:0<s<t < +oo.

En efecto, si tomamos 0 <s <t < +«, entonces utilizando la propiedad P.1 y las
propiedades bdsicas del operador esperanza se tiene:
Cov [B(t), B(s)] E [B(t)B(s)] — E[B(t)]E[B(s)]
= E[B@®)B(s) - (B($))? + (B(s))?]
- E [(B(t) — B(s))B(s) + (B(s))z]
= E[(B(t) - B(s))B(s)] + E[(B(s))?]
E[(B(t) — B(s))(B(s) — B(0))] + E[(B(5))?]
E[B(t) — B(s)] E[B(s) — B(0)] + E[(B(s))?]
(E[B(®)] — E [B(S)DE[B(s)]) — E[B(0)] + E[(B(s))?]
E[(B(s))?]
Var[B(s)]
= S.
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Obsérvese que si en la relacidén anterior tomamos s = t, se obtiene la propiedad MB.4,

es decir, que la varianza del Movimiento Browniano es t:
Var[B(t)) = Cov [B(t),B(t)] = min(t,t) =t, Vt:0<t < +oo.

P.3.B(t) es %—ou‘rosemejon’re: Esta es, Unicamente, una propiedad geométrica que

formalmente se denota de la siguiente manera:

B(T - )4VT-B(t), Yt=0, VT >0.

P.4. Las trayectorias muestrales de B(t) son contfinuas, pero no son diferenciables en
ningun punto. Se puede demostrar que B(t) tiene trayectorias que no son de variacion
acotada, lo que significa que no son derivables (las frayectorias del Movimiento
Browniano tienen puntos angulosos, es decir, con pico para todo instante t). Este
comportamiento muestral se observa en la Grdfica 1.

En la Grdfica 1 también se ilustra que la media del Movimiento Browniano es cero
(propiedad P1) y que su desviacion tipica (o varianza) crece con el tiempo (propiedad
P2).

Para poder redlizar predicciones de subyacentes cotizados segun la Ec.2 se suelen
realizar simulaciones del Movimiento Browniano. A continuacidn, se indica una forma
muy sencilla (quizds la mds elemental) de simular dicho proceso, aunque cabe senalar
que el software especializado disponible tiene implementados ofros algoritmos para
realizar dicha simulacién.

La simulacidn del el Movimiento Browniano que se presenta a continuacion se basa en
la simulacion de variables aleatorias normales tipificadas o estdndar. Concretamente
se utilizard la siguiente identidad:

B(t)2tZ, Z~N[0;1].

Ec. 3. Identidad para simular el Movimiento Browniano.

La anterior justificacion de la identidad de la Ec.3 se detalla en la Tabla 1. Basicamente
se trata de justificar que ambos miembros tienen la misma distribucién, concretamente
de tipo gaussiano, con la misma media y varianza.

B(1) VtZ
L ., . Transformacién lineal de una variable
Distribucion gaussiana .
gaussiana
Media 0 [MB 4] E[VtZ] =VtE[Z] =0
Varianza t [MB 4] Var[vt Z] = [2] = (Vt )ZVar[Z] =t

Tabla 1. Justificacion de la identidad de la Ec.3 para simular el Movimiento Browniano
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Grdfico 1. Simulacién del Movimiento Browniano en el intervalo [0,1].

6 Cierre

Con este frabajo se pretende introducir al lector a la definicién del proceso
estocdstico de Wiener o Movimiento Browniano y a sus principales propiedades
estadisticas, asi como indicar el importante papel que desempena en la modelizacién
de activos subyacentes cotizados en ambiente de incertidumbre.
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