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“To invent an airplane is nothing.
To build one is something.
But to fly is everything.”

Otto Lilienthal
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Resumen

Se aborda el estudio del pandeo de placas y paneles rectangulares, presentes en las estruc-
turas semimoncasco tipicas de construcciones aeronduticas. En primer lugar, se analiza el inicio
de pandeo por compresion de dos aproximaciones a un panel aeronautico: placas con bordes
elasticos y placa con un larguerillo rigidizador. Se hace énfasis en la distincién entre modos de
pandeos locales y globales, asi como en el comportamiento de las distintas zonas del larguerillo.
A continuacion, se estudia el postpandeo por compresion de una placa teniendo en cuenta dife-
rentes combinaciones en cuanto a la restricciéon de los bordes laterales, pudiendo asi realizar una
comparativa y obtener conclusiones. Se finaliza abordando un estudio completo del postpandeo
de un panel a compresién.

Para el andlisis de cada aspecto, son empleados tanto métodos analiticos como el método
de los elementos finitos, basado en el software comercial Abaqus®, permitiendo asi el contraste
de resultados. El postprocesado de graficas se realiza principalmente por medio del software
Gnuplot®, a través de una conexién con Matlab®.
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Abstract

The study of buckling of rectangular plates, present in the typical aeronautic semi-monocoque
structures, is discussed. First, the initial buckling under compression of two approaches to an
aeronautical panel is analyzed: plates with elastic edges and a stiffened plate by a single stringer.
Emphasis is placed on the distinction between local and global buckling modes, as well as on
the behavior of the different areas of the stringer. Next, the postbuckling under compression of
a plate is studied taking into account different combinations in terms of the restriction of the
lateral edges, thus being able to perform a comparison and obtain some conclusions. Finally, a
complete study of the post-buckling of a panel by compression is approached.

For the analysis of each aspect, both analytical methods and the finite element method, based
on Abaqus® commercial are used, thus allowing the results to be compared. The post-processing
of graphs is mainly done by means of the software Gnuplot®, through a connection with Matlab®.
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Introduccion

1.1. Motivacién

1.1.1. Introduccién al pandeo en estructuras aeronauticas

El pandeo es una inestabilidad estructural que aparece como respuesta ante un determina-
do estado de cargas, concretamente de compresion y cortante. Dicho fenémeno adquiere gran
importancia en estructuras esbeltas y/o de pared delgada que sufren cargas en la direccién o
direcciones de mayor longitud caracteristica. Los elementos estructurales mas comunes sobre los
que tiene lugar el pandeo son:

» Viga: elemento unidimensional (1D, una longitud caracteristica mucho mayor que las otras
dos) que tiende a pandear ante cargas de compresion. Ante una carga ligeramente mayor
que la que da lugar al inicio de pandeo, la viga desarrolla momentos flectores muy elevados
que la inestabilizan rapidamente, provocando su colapso casi inmediato.

= Placa: elemento bidimensional (2D, dos longitudes caracteristicas mucho mayores que la
otra) que puede pandear tanto ante cargas de compresién como de cortante, ambas aplica-
das en su propio plano. A diferencia de las vigas, las placas resisten mucho mejor el pandeo,
pues se generan deformaciones en forma de semiondas que redistribuyen las tensiones y
provocan que la estructura completa trabaje de forma 6ptima. Precisamente este motivo,
entre otros, las hace tan atractivas en el disenio estructural de aeronaves.

» Lamina: elemento tridimensional (3D, por ejemplo, cilindro, cono, elipsoide ... ) cuyo com-
portamiento ante el pandeo es bastante diferente al de placas, pues generalmente desarro-
llan deformaciones en forma de “arrugas® en lugar de semiondas.

En estructuras aeronduticas, estdin muy presentes tanto las vigas como las placas, en general
de pared delgada, de modo que el pandeo se convierte inevitablemente en un fenémeno a tener
en cuenta de cara al disefio. Por un lado, en la Figura 1.1 izquierda, se muestra una seccién
de fuselaje aerondutico formado por una piel de aluminio (placas) rigidizada con larguerillos
(vigas). Por otro lado, la Figura 1.1 derecha muestra una seccién del cajén de torsién del ala de
un Boeing 787-9. Ambos son ejemplos de secciones aeronauticas sometidas a pandeo. En ambos
casos, se combina la utilizacién de placas con vigas o larguerillos, lo que en conjunto se conoce
como panel rigidizado. Estructuras como las de la Figura 1.1 son ampliamente utilizadas en
aeronautica, pues combinan la capacidad de resistir el pandeo de las placas con la buena rigidez
a flexién y torsion de las vigas. En este sentido, existen dos formas o modos diferentes de que la
estructura completa entre en régimen de pandeo:

= Pandeo local: aparece en elementos que estructuralmente pueden considerarse aislados.
En el caso de un panel como el de la Figura 1.1 izquierda, el pandeo local tiene lugar
cuando, bien los larguerillos o bien la piel (por separado), desarrolla deformaciones como
consecuencia del pandeo.
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= Pandeo global: se presenta en el conjunto estructural completo. Observando de nuevo la
Figura 1.1 izquierda, tanto la piel como los larguerillos desarrollarian patrones de defor-
macién similares cuando la estructura entra pandea globalmente.

Figura 1.1: Ejemplos de estructuras aeronduticas. Izquierda: seccién de fuselaje aerondutico [17].
Derecha: cajon de torsion del ala del Boeing 787-9 [18].

Cuando en una placa se aplican cargas de compresion o cortante, el desarrollo de su respuesta
estructural sigue una progresién concreta:
= Primero, la placa trabaja en régimen lineal, desarrollando deformaciones en su plano.

= A continuacion, se alcanza la denominada carga critica de pandeo, dando lugar al inicio
de pandeo, que matematicamente se conoce como punto de bifurcacién. Si se aumenta la
carga, la placa comienza a desarrollar desplazamientos fuera de su propio plano.

= Al sobrepasar la carga critica, la placa entra en régimen de postpandeo; las deformaciones,
que contintan desarrollandose fuera del plano, dejan de ser proporcionales a la carga.

= Una vez se alcanza la tension de rotura en algiin punto de la placa, tiene lugar el colapso.
Es lo que se conoce como carga tltima de pandeo.

En cuanto al 4ltimo punto, en un panel aerondutico existen diferentes modos de fallo. En la
Figura 1.2 se recogen los més importantes; mas de un 50 % estén relacionados con el pandeo.

Crippling
25 %

Misc.
4%

Figura 1.2: Modos de fallo de un panel aerondutico. OHC: open hole compression. OHT: open
hole tension. Misc.: miscelaneos. [6]
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Al trabajar en régimen de postpandeo, se desarrollan desplazamientos del orden del espesor
de la estructura e incluso mayores, de modo que se entra en regimenes de comportamiento no li-
neales. Por lo tanto, las hipotesis de elasticidad lineal y de cinematica de pequenas deformaciones
deben ser dejadas a un lado si se quiere llevar a cabo un estudio detallado del pandeo, debiendo
complementarlas ademéas con un andlisis por elementos finitos. En la Figura 1.3, se pone de
manifiesto la magnitud de las deformaciones que genera el pandeo en estructuras aeronauticas.

B

ol i L

Figura 1.3: Entrada en régimen de postpandeo de una seccién del fuselaje del Boeing B-52 [19].

Uno de los mayores retos de la industria aerondutica es la reduccién del peso de la aeronave;
una estructura eficiente no sélo debe ser capaz de aguantar las cargas aplicadas sino que ademaés
debe ser ligera. Esto tltimo no seria posible si las estructuras aeronduticas no se disefiasen para
trabajar a postpandeo, fenémeno cuya plena comprension continiia, ain a dia de hoy, siendo
un reto para las grandes compaiias, dadas las complejidades que ello conlleva. La probleméatica
incluye el modelado de imperfecciones geométricas, los modelos de comportamiento pldstico
de materiales, la descripcién detallada de la cinemaética, etc. Otra ventaja de un buen diseno
en el que se contempla la entrada en régimen de postpandeo es que se consigue que los paneles
trabajen de forma éptima, es decir, todos los componentes desarrollan tensiones y deformaciones
del mismo orden de magnitud. Ademads, se debe procurar que el primer pandeo se produzca en
la piel del panel, consiguiendo asi que las vigas o larguerillos no fallen a modo de columna; en
la Figura 1.4, se aprecia el fallo por pandeo de un panel aerondutico.

Figura 1.4: Fallo de panel aeronautico en postpandeo [20].
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1.1.2. Antecedentes

Las primeras estructuras aeronauticas consistian en configuraciones sencillas formadas mayo-
ritariamente por celosias. Ejemplos de ello son los fuselajes de tipo Warren y/o Pratt, similares
a los mostrados en la Figura 1.5 izquierda en los que la piel no estd preparada para resistir
esfuerzos. Esta clase de estructuras presentaba grandes problemas de peso, ademas de que el
pandeo era de tipo columna, pudiendo resistir muy poca carga adicional antes de colapsar. Por
otra parte, estudios de la NACA han probado que la piel que constituye el alma de una viga
armada no falla cuando pandea bajo cortante, sino que desarrolla tensiones en diagonal. Ello ha
permitido disefiar las denominadas estructuras semimonocasco, como la de la Figura 1.5 derecha,
mucho mas ligeras y donde la piel y los refuerzos resisten las cargas conjuntamente.

Figura 1.5: Evolucién de las estructuras aeronduticas. Izquierda: seccién del fuselaje de un Vic-
kers Wellington [21]. Derecha: seccién del fuselaje de un Airbus A350 [22].

Este hecho pone de manifiesto que las placas aguantan mucho mejor el pandeo que las columnas,
especialmente bajo cortante. En la Figura 1.6 izquierda, puede observarse un ensayo de una viga
armada bajo cortante, mientras que en la Figura 1.6 derecha, se aprecia una seccién de timén
de cola donde el pandeo claramente se produce en diagonal.

Figura 1.6: Viga armada sometida a cortante: el pandeo del alma se produce en diagonal [23].
Seccion de timén de cola pandeando por solicitaciéon cortante [24].

Debido a las ventajas de las estructuras semimonocasco, formadas por una combinacién entre
placa y larguerillos, éstas se han empleado a fondo en componentes aeronduticos. No sélo los
fuselajes mas recientes son ejemplo de ello, sino también los largueros principales del ala que
forman el cajén de torsion, el timén de cola o los mamparos de presién (véase la Figura 1.7).
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Figura 1.7: Ejemplos de estructuras aeronduticas formadas por paneles rigidizados. Izquierda:
mamparo de presién delantero [25]. Derecha: larguero principal del ala del Boeing 747-8 [26].

No obstante, una de las grandes dificultades a la hora de disefiar estructuras aeronduticas con-
siderando el pandeo ha sido su modelado matematico y/o geométrico, especialmente de sus
condiciones de contorno CC. En consecuencia, este trabajo incide en este ultimo aspecto reali-
zando una aproximacion mas cercana a la estructura semimonocasco, ya que se estudia el panel
aeronautico en su conjunto.

1.1.3. Estado actual

Se ha visto que los componentes estructurales aeronduticos que més ventajas presentan son
las placas combinadas con larguerillos rigidizadores, constituyendo los paneles de la estructura
semimonocasco. Sin embargo, para conseguir disenos eficientes y fiables es necesario contar con
metodologias de célculo que permitan obtener resultados similares a la realidad. En principio,
los métodos analiticos son baratos y suponen un coste computacional pequefio, ademas de que
permiten realizar buenas aproximaciones en una etapa preliminar de diseno. No obstante, no
siempre se puede disponer de una solucién analitica cerrada para cada problema, especialmente
si la geometria es complicada o si se necesita simular detalladamente el postpandeo. Es por
ello crucial recurrir al método de los elementos finitos MEF de cara a un diseno mas avanzado,
pudiendo realizar simulaciones mas complejas, aunque con un coste computacional elevado, y
terminar realizando ensayos experimentales que, si bien son los que mejor reproducen la realidad,
no son recomendables hasta las ltimas etapas de disefio debido a su elevado coste econémico.

En un trabajo como el actual, es casi inevitable dejar de lado los ensayos experimentales, de-
biendo por tanto exprimir al méximo los resultados analiticos proporcionados por la bibliografia
(o incluso ampliarlos e investigar més a fondo) y compararlos con el MEF. Los més recientes
estudios relacionados con el postpandeo en placas utilizan cinemadticas de deformacién inter-
media, dando lugar a las ecuaciones de Von Karman, las teorias de tension diagonal, algunas
correcciones por plasticidad, etc. En el presente trabajo, se aplican varios de dichos métodos
al estudio de paneles aeronduticos y/o placas con CC elasticas y no sélo de placas o vigas por
separado. Queda por tanto claro que el andlisis del pandeo en estructuras aeronauticas es un
campo de investigacién abierto.
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1.2. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es reproducir el comportamiento de la estructura semimo-
nocasco en régimen de postpandeo de cara a obtener un diseno resistente, barato y ligero. Para
ello, se combinan las teorias de placas y vigas para conformar el estudio de paneles rigidizados.
Se sigue un orden creciente de complejidad, desarrollando primero soluciones de inicio de pandeo
por compresion en dos modelos de panel, continuando con un estudio en profundidad del pandeo
de placas y finalizando con el estudio del postpandeo de un panel aerondutico.

Los métodos de calculo utilizados son los analiticos, para lo cual se utilizan programas infor-
maticos como Mathematica® y Matlab®, y el MEF, empleando el software comercial Abaqus®.
Los resultados de ambos métodos se comparan también con otras referencias para discutir su
alcance y llegar a varias conclusiones.

1.3. Organizacién de la memoria

Ademsds de este capitulo introductorio, la memoria se contiene otros 5 capitulos, organizados
de la siguiente forma:

= En el Capitulo 2, se describe la teoria de célculo de placas rectangulares en los regimenes
de pequena e intermedia deformacién. También se revisa una parte de la teoria de vigas,
fundamental en el posterior calculo de paneles.

= En el Capitulo 3, se lleva a cabo un estudio de inicio de pandeo en paneles, haciendo
énfasis en el tipo de CC elésticas y la distincién entre pandeo local y global. Parte de los
resultados analiticos se comparan con Abaqus® y con otras referencias externas.

= En el Capitulo 4, se estudia el postpandeo de placas sometidas a compresion utilizando
la teoria de deformacién intermedia. Se distinguen tres casos en funcién de las CC apli-
cadas al movimiento del plano medio de la placa. Los resultados se abordan analitica y
numéricamente y se comparan a su vez con otras referencias.

= En el Capitulo 5 se realiza el estudio, tanto analitico como MEF, de un panel aeronautico
en régimen de postpandeo por compresion. Para la realizaciéon completa del capitulo, se
aprovechan algunos resultados obtenidos anteriormente, habiendo sido éstos contrastados
debidamente.

» En el Capitulo 6 se muestran las conclusiones, los posibles trabajos y/o vias de investigacién
futuras y un presupuesto global.




Fundamentos teoricos

2.1. Teoria de placas

Las placas son elementos estructurales muy frecuentes en las estructuras aeronauticas, debido
a su excelente relacion resistencia/peso. Otra propiedad que las hace interesantes es su capacidad
para resistir el pandeo: mientras que las vigas colapsan casi inmediatamente después de ser
aplicada la carga critica de pandeo, las placas no sélo no colapsan, sino que pueden resistir
cargas muy superiores (régimen de postpandeo), redistribuyendo ademés el campo de tensiones.
En el presente trabajo, se trabaja con placas delgadas, es decir, con espesor mucho menor que
sus lados t << a, b.

En la Figura 2.1, se presenta el sistema de referencia junto con las dimensiones y las cargas
externas en una placa plana rectangular.

Figura 2.1: Placa plana rectangular con espesor mucho menor que los lados, ¢t << a,b. Carga
transversal al plano de la placa: p,. Cargas aplicadas en el plano de la placa: N, Ny, Ng,.

Noétese que el eje z estd dirigido hacia abajo, de modo que la carga transversal p, es positiva
en dicha direccién. Las cargas normales N,, N, se definen positivas a traccién y negativas a
compresion, mientras que la carga cortante N, es positiva segin se muestra en la Figura 2.1.
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2.1.1. Teoria de pequenas deformaciones
Ecuaciones de gobierno

La teoria de pequefias deformaciones en placas se basa en las hipétesis de Kirchhoff [3],
que permiten simplificar considerablemente el problema a partir de la formulacién cinemaética.
Definiendo la deformacién transversal w(z,y) de una placa ante un cierto estado de cargas, las
hipétesis de Kirchhoff reducen el problema a dos dimensiones y permiten hallar las deformaciones
gi; en funcién de las curvaturas r;j, dando lugar a las ecuaciones cinematicas:

Ex = Z Ky Ey = Z Ky Yoy = 22 Kagy
2.1
0w 0w 0%w (2.1)
Kpr — ———— Ky == ———— K = —
* Ox? v Oy? Y Oxdy

Esta teoria permite determinar las condiciones en las que tiene lugar el comienzo de la inesta-
bilidad por pandeo, conocida como inicio de pandeo.

El objetivo es obtener una sola ecuacién con una incégnita: el desplazamiento w(z,y). Combi-
nando las ecuaciones cineméticas Ec. (2.1) junto con las constitutivas del material y formulando
un equilibrio de fuerzas y momentos, se obtiene la ecuacién diferencial de gobierno de una placa
isétropa en régimen de pequenas deformaciones [3]:

0tw 0tw 0*w 0w 0w 0w
D 2 =p,+ N, — +2Nyy —— + N, — 2.2
(61‘4 + 0x20y? * 8y4> Pzt Ox? * Y 0xoy Ny 0y? (22)
: Bt . y
siendo D = ———  la rigidez a flexién de la placa.
12 (1— 1?)

En el estudio del inicio de pandeo, sélo se tienen en cuenta las cargas en el plano de la placa,
de modo que se puede eliminar el término p, de la Ec. (2.2). En consecuencia, ésta se vuelve
homogénea y su resolucién se convierte en un problema de autovalores y autovectores, donde el
comienzo del pandeo viene dado por la solucién no trivial: w # 0.

Energias

Los métodos de calculo por energias se basan en el principio del valor estacionario (PVE):
dado un sistema estructural con un estado genérico de cargas, la configuracion de equilibrio es
aquella que minimiza su energia potencial total II. Esta se expresa como la diferencia entre la
energia interna de deformacién U y el trabajo de las cargas externas V':

N=U-V (2.3)
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Utilizando la definicién de energia interna de deformacion [3] y sustituyendo las ecuaciones
cinematicas y constitutivas, se obtiene la expresién de la energia interna en una placa plana
delgada que cumple las hipétesis de Kirchhoff:

D oo f (0w 0w\’ 02w 02w 92w \2
U= 5/0 /0 <w +8—y2> —2(1 —l/) 8562 8y2 - (8:66@/) dyd:r: (2.4)

donde el primer término contiene el primer invariante del tensor curvatura y el segundo su
determinante, conocido como curvatura gaussiana k,:

*w 9w 0w 2
2
= — = — 2.
e = Ra By = Fay 0x2 Oy? <8x8y> (2:5)

Para una placa sometida tnicamente a cargas en su plano, la energia externa V' que éstas le
aportan es la siguiente [3]:

1 pa rb Ow\ 2 Aw\ 2 ow Ow
_ - N (22Y) o, (22) fon,, S0 20 2.
V=3 |, l () +m ()~ g ay]dyd”” 20

El PVE se puede expresar entonces de la siguiente forma:

dll=d(U - V) =0 (2.7)

donde, si las cargas aplicadas son estacionarias, la unica variable que aparece en las Ecs. (2.4) y
(2.6) es w. Por tanto, la Ec. (2.7) puede reformularse segiin se muestra:

U - V)

5 =0 (2.8)

2.1.2. Teoria de deformacion intermedia: ecuaciones de Von Karman
Ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones de Von Karman permiten obtener resultados precisos para movimientos del
orden del espesor de la placa, lo que a su vez sirve para reproducir su comportamiento a post-
pandeo en régimen de deformacion intermedia. Por ello, su desarrollo implica considerar una
cinemdtica en la que existen algunas diferencias con respecto a la Ec. (2.1) [3], [7]:

= La hipdtesis de Kirchhoff que indica que el plano medio de la placa es inextensible bajo
flexion ya no es aceptable.

= Se retienen los términos cuadraticos de la serie de Taylor.
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Como consecuencia del primer {tem, en deformacién intermedia, los desplazamientos en las
direcciones z, y, esto es, u, v por flexién no son nulos.

Las relaciones cinematicas pasan a ser no lineales:

_ oy’
fro T Oor 2\ 0z
v 1 [0w\?
_ Ov 1 (0w 2.9
., 8y+2<8y) (2.9)

ou v 0w du
Tey = oy Ox Ox Oy

Con el objetivo de eliminar las variables u, v y trabajar sélo con el desplazamiento transversal
w, se desarrolla a partir de la Ec. (2.9) la ecuacién de compatibilidad de Saint-Venant. Esta se
obtiene derivando ¢, dos veces respecto a y, sumandole la segunda derivada de €, respecto a x
y restdndole la segunda derivada cruzada de v,, respecto a x, y:

= 2.1
oy 0x2  0Ox0y (2.10)

0%e, 82€y 82%@_ 0w 2_82_11)82_11)
Oxdy 0x2 Oy?

La primera ecuacién de Von Karman se deriva a partir de un equilibrio de fuerzas y momentos
sobre un elemento diferencial de placa como el de Figura 2.2.

z

Figura 2.2: Configuraciéon deformada de un elemento diferencial de placa en el plano zz. Para
facilitar la visualizacion, se ha exagerado la inclinacién: arctan (Ow/0z) = dw/0x.

Los valores de p;, py (este ultimo tiene la direccién perpendicular al plano de la Figura 2.2) se
obtienen en funcién de las cargas en el plano mediante un equilibrio de fuerzas:
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ON, ow ow
ZFf = <%+ pe dac) coS <£> dy — V¥, cos <£) dy

(2.11)
d

ow

N,
ayxy dy) cos (g—:) dz — Ngy cos <£) dz + p; dedy =0

Estableciendo a continuacion la hipétesis de dngulo de inclinacién pequeno, cos (Qw/dx) =1,y
realizando el proceso andlogo en la direccién y, se obtiene:

- (s

ON;  ONgy ONgy  ON,
=— — =— - 2.12
Pa ox oy Py ox oy ( )
Por equilibrio en el plano de la placa, se obtiene p, = p, = 0:
Nyz ——————
x
dx
Nyy
ON,
ON,
ny + 8—33w dx
J Nyz + ayyw dy
ON,
y Ny + a—yy dy
Figura 2.3: Equilibrio diferencial en el plano.
ON, ON,
Z v = Oz + y
(2.13)
ON, ON,
F, =0 = L+—2 =0
Z 4 Oz * oy
siendo N, = Ny, por equilibrio de la tensién cortante en el plano.

Dado que el objeto del desarrollo de este capitulo es el andlisis del pandeo, se omite la

influencia de la carga repartida p,. Con esto en mente, se introduce la funciéon ®(x, y) de tensiones
de Airy:

0*® 0*® 0*®
_ _o? _ 2.14
Tz Oy? YT Ba2 Tey Oxdy (2.14)

11



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

donde si la carga en el plano es constante a lo largo del espesor, se tiene: IV;; =t 0j;.

Siendo ps, py, p. nulas, se retoma la Ec. (2.2) y sustituyendo las cargas en el plano por la
funciéon ® de Airy de acuerdo con la Ec. (2.14), la primera ecuacién de Von Karman se escribe:

(2.15)

Otw 0w Hw ot <a?q> 02w 2o 92w O*® a%)

ox?t 2 0x20y? + oy* D oy? 0z 2 Oxdy O0xdy + ox? Oy?

Para desarrollar la segunda ecuacién de Von Karman, se deben tener presentes las ecuaciones
constitutivas [3]. Escribiendo los esfuerzos N;;, constantes a lo largo del espesor de la placa, en
funcién de las deformaciones y despejando éstas ultimas se obtiene:

1
Ex = E—t (N:L‘ — UV Ny)
1
ey = 7Ny —vNa) (2.16)
2(1+v)
Yoy = Et Nay

Si se inserta la Ec. (2.16) en la Ec. (2.10), se llega a:

(2.17)

L [PN PNy (PN PN\ PN (P Lot P
Et| 0y? Ox? Ox? 0y? g 0zdy |\ 0zdy 0xr? 0y?

Finalmente, introduciendo la Ec. (2.14) en la Ec. (2.17) (sin olvidar la equivalencia N;; =t 0y;),
se obtiene la segunda ecuacién de Von Karman:

(2.18)

(e, oo o0\ _(Pw) Pw i
E \ 0x* 0x20y2 oyt )]\ 0xzoy 0x? Oy?

Energias

Al igual que en la teoria de pequenas deformaciones, es posible trabajar con la formulacién
energética o débil de las ecuaciones de equilibrio. La energia interna U de una placa sometida a
un régimen de deformacion intermedia es igual a la suma de la energia acumulada en el régimen
de pequenas deformaciones, es decir, antes del inicio de pandeo, y la acumulada durante el
postpandeo. Por tanto, a la Ec. (2.4) se le suma el término de energia interna U; debida a la
deformacion longitudinal del plano medio de la placa:

1 a b
U = 5/0 /0 (Ng €2 + Ny €y + Ngy Vay) dyda (2.19)
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Seccion 2.2. Teoria de vigas

Sustituyendo en la Ec. (2.19) la Ec. (2.16) y aplicando la definicién de la funcién de Airy, dada
en la Ec. (2.14), se obtiene:

t oo bo%e (9@ 9@\  9%® (9% %D >*®
= — — — 2(1 dyd 2.2
Ui 2E/0 /0 l8y2 <(9y2 g + 0x? \ Ox2 V(?yQ +2(1+v) Oxdy yde (2.20)
Simplificando la Ec. (2.20) y suméndole la contribucién U, debida a flexién de la Ec. (2.4), se
obtiene la energia interna de deformacién total:

D o b w  O%w 2 0%w 0w 0w 2
v= 3 {<ﬁ+a—y2> ‘2“‘”){@;62 o2 ‘(axay> ”dydx
t e o[ /020  020)\° 20 020 [ 020 \°

Mientras el término de pequenia deformacion de U contiene los pardametros del tensor curvatura,
el término U; contiene el tensor tensién en términos de ®: primer invariante y determinante.

(2.21)

2.2. Teoria de vigas

Las vigas son elementos estructurales con una longitud caracteristica mucho mayor que las
otras dos. En el presente trabajo, las vigas se utilizan a modo de larguerillos en los paneles
aeronauticos, de modo que la seccién de éstas es de pared delgada. Ademds, se trabaja con vigas
cuya seccion es constante a lo largo de toda su longitud.

El sistema de referencia empleado en la formulaciéon de vigas se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Viga de pared delgada con su correspondiente sistema de referencia.
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Capitulo 2. Fundamentos tedricos

2.2.1. Equilibrio

La formulacién de equilibrio o formulacién fuerte de vigas se basa otra vez en las hipétesis de
Kirchhoff, aunque esta vez tanto las ecuaciones cinematicas como constitutivas se plantean de
forma unidimensional. Asi tomando un elemento diferencial en configuraciéon deformada debida
a cargas transversales a su plano y de compresion:

Dz
M, Q- dM,
Yy
\ | x / 1
w
z 0 P 2
dx
! ( dQ.
Q.+ dz
dx

Figura 2.5: Equilibrio sobre un elemento diferencial de viga en configuracién deformada.

Aplicando equilibrio de fuerzas en la direccién vertical y equilibrio de momentos respecto al

punto 0, en el que el momento del cortante @, + d—z es nulo:
x

ZFZ = Qg—kdizxdx—%—kpzdx =0

(2.22)
dM d
S M = %+d—;dx—%—dex+pzdx§—Pdw = 0

donde se asume que p, es constante en la direccién y; en consecuencia sus unidades son (N/m), a
diferencia de placas. Despreciando los términos que contienen diferenciales de orden cuadratico
y aproximando el dw mediante el término de primer orden de la serie de Taylor, se obtiene:

dQ. B
I +p- = 0
(2.23)
dM, dw
- P——-0Q, = 0
dx dx @

A continuacién, si se deriva respecto a z la segunda ecuacién para después combinarla con la
)
primera, se llega a una tnica ecuacién:

—P —4p.=0 (2.24)
x




Seccion 2.2. Teoria de vigas

Recordando la ley de Navier para un estado unidimensional de tensiones [5], combindndola con
la ecuacion constitutiva de un material isdtropo y elastico lineal e introduciendo la relacion
cinematica en la direcciéon z segun la Ec. (2.1), se obtiene la relacién momento-curvatura de
vigas:

2w M, 2w
ax:Eax:—Ez@:I—yz = M, Efde:—E[ynx (2.25)

siendo I, el momento de inercia respecto al eje y de la seccion. Finalmente, introduciendo la
Ec. (2.25) en la Ec. (2.24), se obtiene la ecuacién diferencial de vigas considerando cargas de
flexién y compresion [2]:

d*w d?w
El convenio general de signos asume que P es positiva a traccién y negativa a compresiéon; no
obstante, en la Figura 2.5 se ha dibujado a compresién, de forma que en la Ec. (2.26) debe
introducirse positiva a compresion.

Otro fenémeno a considerar cuando los paneles aeronduticos trabajan a pandeo es la torsién,
debida al giro de la placa cuando el larguerillo estd unido a ella o a la excentricidad de las cargas.
Dado que estos larguerillos son de pared delgada, es necesario considerar tanto los fenémenos
debidos a torsiéon uniforme como los debidos al alabeo seccional, lo que se traduce en emplear
la teoria de torsién mixta, cuya ley viene dada a continuacién [14]:

3
T = TJ—{-TF—GJ%—EFd(ﬁ

- 5 (2.27)

donde ¢ es el giro de la seccién, T el torsor de Saint-Venant y Tt el torsor de alabeo. Los
parametros J y I' son los médulos de torsion y de alabeo respectivamente, y dependen tinicamente
de la geometria de la seccién.

2.2.2. Formulacién energética

Manteniendo la hipétesis de pequenias deformaciones, es posible plantear la formulacién ener-
gética o débil del problema elastico en una viga. Ello permite complementar la resolucién energé-
tica de vigas con la de placas a la hora de resolver el problema de pandeo en un panel aerondutico.

En primer lugar, la energia interna asociada a la flexion vertical de una viga se obtiene
tomando la definicién de energia interna de deformacién e introduciendo la Ec. (2.25) [5]:

U b M, EI, 2d 9.8
b=3 EI 2/ d2 . (2.28)

15




Capitulo 2. Fundamentos tedricos

donde se ha asumido que la seccién de la viga tiene al menos un eje de simetria y sélo hay
flexién vertical (la energia de flexion lateral es completamente anédloga a la de la Ec. (2.28)). Por
otra parte, las vigas de pequena esbeltez geométrica y/o pared muy delgada pueden desarrollar
tensiones y deformaciones debidas a cortante de cierta importancia. La energia interna de una
viga debida a cortante en la direccién del eje z se expresa como sigue [5]:

1 b VE(x)
Uv =3 o GA,

dz (2.29)

siendo A, el area reducida a cortante segun el eje z y asumiendo que sblo hay cortante en
dicha direccién (de nuevo, la energia por cortante en la direccién y es analoga a la Ec. (2.29)).
Finalmente, la torsién en vigas de pared delgada se presenta en general de dos formas: si Ty(x) =
GJ ¢'(z) es el torsor de Saint-Venant y M = —ET ¢ (z) el bimomento de alabeo [14]. La energia
interna asociada (U la de Saint-Venant y Ut la alabeada) es la siguiente:

1 (L T%(2) 1L de\?
= = dz = = -} d
Us 2)o a7 2/0 o (dm) !

(2.30)

1 L ME(z) 1 (L 26\’
_ ! dw = = [ ET(E2) a
Ur 2)o Er 2/0 azz)

El giro de la secciéon de los larguerillos contenidos en un panel aerondutico puede expresarse
ow
segun la relacién ¢ = <(9_) gracias a las hipétesis de Kirchhoff y asumiendo ¢ = cte en toda
n ) n,
la seccién; n es la coordenada normal de la placa (la coordenada tangencial se denomina t) y n;
la posicién que ocupa el larguerillo. Ello permite expresar las energias de viga y placa en funcién

de una sola incégnita. La Figura 2.6 ayuda a entender con mayor claridad esta relacion.

Ys

|
2
Figura 2.6: Giro de un larguerillo contenido en un panel aerondutico; coordenadas ys, zs referidas
a la seccion del larguerillo.

Si ademds se necesita obtener la energia debida a la fuerza puntual externa P, puede recu-
perarse la Ec. (2.6) e integrar la carga N, en el perimetro del larguerillo:

1 E rdw)?
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2.3. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno CC son necesarias para determinar la solucién de pandeo, ya
que las ecuaciones de gobierno son diferenciales. Generalmente, se aplican en los bordes de la
placa e introducen los siguientes tipos de restricciones:

= Restricciones geométricas: imponen restricciones al movimiento, ya sea desplazamiento o
giro, de los bordes de la placa. Se conocen también como CC esenciales o de Dirichlet.

= Restricciones de fuerza: se aplican a esfuerzos internos en los bordes de la placa, ya sea
momentos o cortantes. También se denominan CC naturales o de Neumann.

En muchas ocasiones, la resolucién del pandeo de placas y/o paneles pasa por emplear mé-
todos semianaliticos que asumen una solucién w que puede separarse como el producto de una
funcién dependiente de = y otra de y:

w(z,y) = 33 wn X (@) Y(y) (2.32)

siendo X (x), Y (y) funciones de prueba que deben satisfacer las CC y wy,, el término general
del doble sumatorio.

La resolucién de las ecuaciones en su forma fuerte implica que se deben cumplir tanto las
restricciones geométricas como las de fuerza para satisfacer la Ec. (2.2) en inicio de pandeo y las
Ecs. (2.15) y (2.18) en postpandeo. En cuanto a la formulacién débil, basada en la resolucién
por energias, basta con que se cumplan las restricciones geométricas.

2.3.1. Condiciones de contorno ideales

Las CC ideales se aplican normalmente en problemas académicos o de caricter orientativo,
siendo las mas comunes:

» Empotramiento (C, clamping): se restringe el desplazamiento longitudinal en cualquier
direccién asi como el giro en el borde de la placa, de modo que la primera derivada de w
en la direccién normal es nula.

» Articulacién (S, simple support): se restringe el desplazamiento en cualquier direccién pero
se permite el giro libre en el borde.

» Corredera (R, roller) se restringe el giro en el borde de la placa pero no el movimiento w.
» Borde libre (F, free): se permite cualquier tipo de movimiento.

En la practica, las placas suelen estar delimitadas en sus bordes por vigas cuya funcion es
rigidizadora. En primera aproximacién, las vigas de escasa rigidez torsional, por ejemplo, los
larguerillos de un ala o del fuselaje de un avién, se pueden modelar como articulaciones. Por
el contrario, aquellas que presentan elevada rigidez a torsion se pueden modelar en forma de
empotramientos, siendo un ejemplo de ello las cuadernas del fuselaje.
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Capitulo 2. Fundamentos tedricos

En la Tabla 2.1, se ofrece un resumen de las restricciones geométricas y de fuerza que cada
una de estas CC impone, asi como algunas posibles funciones de prueba [2].

CcC Representacién Restr. geométrica Restr. fuerza F. prueba z = cte
Y e— ow 2mnx
cC " ow=0 — =0 - 1—005( )
on a

S h’ w =20 M, =0 sin (mﬂ'x)

a

R EE 2 n a—w:() Q,=0 cos (mwx)
on a

mm
e
a

Tabla 2.1: Resumen de las CC ideales. Las funciones de prueba en y = cte son analogas.

Ademss, la Figura 2.7 muestra la simbologia empleada para cada una de las CC ideales de placa:

NSONNANNN

000000000
Figura 2.7: CC ideales en una placa.

Resulta interesante tener en cuenta que para placas con todos sus lados restringidos, la
Ec. (2.4) se simplifica considerablemente, pues la curvatura gaussiana (véase la Ec. (2.5)) integra
a cero. Asi, asumiendo que w se puede expresar segin la Ec. (2.32) e integrando por partes en
y el segundo término de la Ec. (2.5) se obtiene:

0w 0w
= d = ——d
/“/b Pw Fw dud h Oxdy = h Ox0y? 4
gw gw r =
0o Jo O0xdy Oxdy Y iy = 0%w N o= ow
2= Ox0y 27 o (2.33)

LIS (25 % v
—Jo Ox Oy (%on o Jo \ 0z 9y? | Ox yaz
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A continuacién, se integra por partes en x el segundo término del resultado anterior:

ow 0w
/a/b 0 Puw\ow = > dh = gad
€T =
o b \0w 07 ) 0 ™ i, = 20w , = Pu
2T 01 o2 2T o2

b [ow 8%w]” a b 52y §2w
— T Ay — dyd
/0 lal‘ 392]0 ! /o / [
(2.34)

quedando:

2 b
al 92w Ow bl ow 0%w b 92w O%w
/ / <8x8y> dydm—/o l@x@y %de_/o l% 8—312] y+/ / D22 W dydz

(2.35)
Finalmente, la integral en toda el area de la placa de la Ec. (2.5) es
a rb o[ 92w ow]’ b [ow 92w]”
/0 /0 fo CUET /0 _8x8y 856]0 ﬂH_/o oxr Oy? 0 y
N _/a—a%j Qo) Tl R g 2.36
0 _(%Uay ymb ox y=b 0xdy =0 ox y=0 (2.36)
b [ o 0w ow 0w
+ / o 22 T 20zl |
0 | 0 ly=a Oy 0z |y—o Oy y=0

A partir de este resultado y de la Tabla 2.1, se puede realizar el siguiente razonamiento:

= Si un borde estd restringido, bien con un empotramiento o bien con una corredera, las
derivadas primeras en su direccién normal evaluadas sobre éste se anulan.

= Siun borde esta restringido con una articulacion continua sobre él, las derivadas primeras y
segundas en su direccién tangencial evaluadas en dicho borde se anulan. Como consecuen-
cia, al aplicar la condicién de momento nulo en el borde articulado, la derivada segunda
en su direccién normal también se anula.

Es decir, cualquiera que sea la combinacién de CC de la placa, si todos los bordes estan restringi-
dos (excepto cuatro correderas, ya que en dicho caso la placa y sus restricciones no configurarian
una estructura estable), la integracién de la curvatura gaussiana en toda la placa se anula.
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Normalmente, las CC ideales se establecen en las placas que conforman los paneles aerondu-
ticos segun el tipo de larguerillos que éstos a su vez contienen. Si son de baja rigidez torsional
(secci6én transversal abierta), el panel gira con facilidad y pueden modelarse como articulacio-
nes. Por el contrario, los larguerillos de elevada rigidez a torsién restringen dificultan el giro
del panel y pueden modelarse como empotramientos. En la Figura 2.8, puede visualizarse el
comportamiento de un panel en funcién del tipo de larguerillos que contiene.

I - N
W

Figura 2.8: Deformada y giro de un panel. Arriba: larguerillos de seccién abierta. Abajo: cerrada.

En Abaqus®, las CC se introducen a partir de fuerzas o desplazamientos: Neumann y Dirichlet
respectivamente. En el presente trabajo, se emplean las CC de Dirichlet, basadas en la restriccién
de movimientos de sélido rigido. Estos se resumen en la Tabla 2.2 con la notacién de Abaqus®.

Eje x Eje y Eje z

Desplazamiento Ul U2 U3

Giro UR1 UR2 UR3

Tabla 2.2: Resumen de los movimientos de sélido rigido en Abaqus®.

En caso de emplear CC ideales en el MEF, es necesario introducir una combinacién basada en
los desplazamientos de la Tabla 2.2 en los bordes de la placa o en los extremos de los larguerillos.
En la Tabla 2.3, se muestran los desplazamientos de sélido rigido impedidos en cada CC ideal.

CC T = cte y = cte

S U3, UR3 U3, UR3

C U3, UR2, UR3 U3, UR1, UR3
R UR2, UR3 UR1, UR3
F - ,

Tabla 2.3: Desplazamientos restringidos en Abaqus® para las CC ideales.
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2.3.2. Condiciones de contorno elasticas

Si se desea obtener una solucién analitica mas realista, es necesario prescindir del modelado
de CC ideales debidas a la colocacién de larguerillos en las placas. Esto obliga a trabajar tanto
con placas como con vigas para obtener asi una mejor aproximacion a los paneles que conforman
la estructura semimonocasco.

En primera aproximacioén, es posible modelar los larguerillos en los bordes a partir de aco-
plamientos elasticos, ya sean lineales o rotacionales:

Pz
dinnes
ty—=n

)

Figura 2.9: Borde de placa con acoplamientos elastico lineal de rigidez k,, y elastico rotacional
de rigidez kg4, ambas por unidad de longitud.

Aplicando equilibrio de fuerzas y momentos en el borde con ayuda de las expresiones de los
cortantes @), y momentos M,, de placa [3], se obtiene:

Pw Pw
2P =0 = Q= Qe = ‘D<%+m> = hew
(2.37)
d%w A%w ow
2 M= 0 = My o= My = _D<W+”W> = ho gy

Para formular las CC, la Ec. (2.37) podria aplicarse a los bordes de una placa si se conociese el
valor de las constantes de rigidez.

Es posible obtener aproximaciones mas realistas empleando la teoria de vigas. La Figura 2.10
muestra una seccién de placa con un larguerillo de seccién tipo “dngulo” o L, de poca rigidez
a torsiéon. Este larguerillo, muy empleado en vigas armadas, podria modelarse como un borde
articulado. Notese que sélo hay apoyos en los extremos del larguerillo, lo cual podria constituir
las alas flanges de una viga armada o las costillas de un ala.
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5

Figura 2.10: Borde de placa delimitado por un larguerillo.

Aplicando equilibrio de fuerzas y momentos de forma similar a la Figura 2.9, pero empleando la
formulacién de vigas (concretamente las Ecs. (2.26) y (2.27)), se obtiene:

Pw  Pw Otw O*w
. = _p(Z2 4y 2V~ _Ep P
2. =0 = oD <an3 - 8n8t2> v T o
(2.38)
0w 0w 0 foler FoAato)
= Dl=—4+,2—=2) = = Y _pr %
2 M =0 = =D <an2 o ) ot (G‘] ot ot

donde se ha despreciado la flexion lateral del larguerillo, P es el axil externo aplicado, en caso
de existir, y ¢ se relaciona con w segiin muestra la Figura 2.6. Asimismo, los momentos de area
I,, T', que aparecen en la Ec. (2.38), de la seccién del larguerillo de la Figura 2.10, deben estar
referidos al punto de unién de éste con la placa o a la linea media de ésta. Por otra parte, si no
existe un axil P aplicado sobre el larguerillo sino que la carga NV, se aplica en el borde completo
del panel, el valor de P equivalente es:

P=[ N,ds (2.39)
Cs

siendo Cj el perimetro de la seccién del larguerillo. Si N, y t son constantes, la Ec. (2.39) se
convierte en:

P=N, C, = (2.40)
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Inicio de pandeo en paneles

El estudio de la inestabilidad estructural por pandeo comienza determinando las condiciones
de inicio de pandeo. Esto consiste, a grandes rasgos, en encontrar las cargas criticas y los modos
de pandeo, ya sea de la estructura completa (pandeo global) o de una parte concreta de ésta
(pandeo local). A la hora de presentar comparaciones o estudios paramétricos entre distintas
configuraciones, es frecuente adimensionalizar la carga critica N, para hacerla independiente
del material y de parte de la geometria, dando lugar al factor K de pandeo:

NCT’

K = 7D/ (3.1)

Existen numerosos estudios dedicados al estudio de inicio de pandeo en placas y vigas por
separado. No obstante, de cara a un estudio del comportamiento a postpandeo, es interesante
analizar el comportamiento de la configuracién semimonocasco completa, es decir, el panel ae-
rondutico. Como ya es sabido, éste se construye a partir de un revestimiento en forma de piel
rigidizada con una serie de vigas o larguerillos. Ello permite modelar la estructura mediante
placas a las que se ensamblan una serie de vigas.

En este capitulo, se efecttia un estudio detallado de una placa con CC elasticas y un panel
consistente en una placa articulada con un larguerillo ensamblado en mitad de ésta. Pese a que
puedan parecer casos sencillos, dan pie a numerosos detalles y conclusiones que son de gran
utilidad en andlisis de postpandeo.

3.1. Meétodos de resolucion

3.1.1. Resoluciéon analitica

El inicio de pandeo se puede resolver de forma bastante precisa utilizando la teoria de pe-
quenas deformaciones, basada en las hipotesis de Kirchhoff en placas y en los modelos de Euler-
Bernoulli y/o Timoshenko para vigas.

Cuando las CC son iguales en dos de los bordes enfrentados de una placa o panel, resulta
util emplear el método de Levy [3]. Este método consiste en definir w(z,y) en serie simple de
Fourier mediante una funciéon de prueba X,,(x) en la coordenada de una de las CC conocidas y
dejar la funcién correspondiente a la otra coordenada como incégnita Y (y), por ejemplo:

w(z,y) = i W, Xm(z) Y(y) (3.2)
m=1

Introduciendo la Ec. (3.2) en la Ec. (2.2), se llega a una ecuacién diferencial ordinaria EDO de
cuarto orden, generalmente de coeficientes constantes. Cuando sélo hay cargas aplicadas en el
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plano de la placa, dicha EDO es ademdas homogénea; para calcular las constantes de integracién a
partir de las CC se llega a un sistema matricial homogéneo. Las cargas criticas de inicio de pandeo
las proporciona la solucién no trivial de dicho sistema, que se obtiene igualando el determinante
de la matriz de coeficientes a cero: problema de autovalores y autovectores. El método de Levy,
presenta algunas ventajas, como son la posibilidad de obtener una solucién analitica bastante
precisa en muchos casos y la independencia del coste computacional con el nimero de términos
de la funcién w(z,y). Sin embargo, también presenta diversos inconvenientes:

= El estudio de paneles a partir del método de Levy queda limitado a aquellos que cuenten
como minimo con un eje central de simetria y cuyas CC en los bordes paralelos a dicho
eje permitan encontrar una funcién de prueba conocida. Ademads, es imperativo que dicha
funcién cumpla tanto las CC geométricas como las de fuerza.

= A la hora de establecer las CC en el estudio de paneles, es necesario realizar un equilibrio
diferencial de fuerzas y /o momentos en el eje donde se encuentran situados los larguerillos.
Dicho equilibrio varia dependiendo de los fenémenos a tener en cuenta y de la posicién
que ocupan dichos larguerillos. Esto complica la posibilidad de automatizar el problema.

= La ecuacidon que aparece a la hora de igualar a cero el determinante de la matriz de
coeficientes es altamente no lineal. Ademaés, suele presentar més de una raiz en el dominio
de las cargas criticas, lo cual dificulta encontrar la soluciéon deseada. Una vez mas, este
hecho reduce la posibilidad de automatizar el método de Levy orientado al inicio de pandeo.

Por otra parte, existen varios métodos basados en el PVE, cuya aplicaciéon en célculo es-
tructural se traduce la minimizaciéon de la energia potencial total de una estructura. En este
capitulo, se utiliza el método de Ritz, basado también en la eleccién de funciones de prueba pero
esta vez en ambas coordenadas x, y:

w(x,y) = Z W fm(xay) (3.3)

m=1

siendo f,,(x,y) la funcién de prueba, la cual puede expresarse como el producto de dos funciones
X, Y y/o incluir un contador para cada una, por ejemplo: X,,, Y. El método de Ritz establece
que, dado un nimero concreto de términos de la Ec. (3.3), cada uno de ellos debe provocar que
la energia potencial total sea minima, es decir:

o, on

= 4
owq Ow,y, 0 (3-4)

conformando asi un sistema de m ecuaciones (m x n en caso de utilizar dos contadores m, n,
uno para cada funcién de prueba) en el que las incognitas son los coeficientes w,,. Ademas,
las energias U, V son funcién cuadratica de w,,, de modo que al derivar la relacion es lineal
y la Ec. (3.4) conduce a un sistema lineal homogéneo en el cual el inicio de pandeo pasa por
encontrar su soluciéon no trivial. Matematicamente, esto constituye una vez mas un problema
de autovalores N, cada uno de los cuales lleva asociados una serie de autovectores o modos de
pandeo. Las ventajas principales del método de Ritz son que la funcién de prueba no necesita
satisfacer las restricciones de fuerza, sino sélo las geométricas, ni la Ec. (2.2) per se y que la
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estructura no necesita contar con ningtn eje de simetria. Por otra parte, sus inconvenientes son la
dificultad de escoger la funcién o funciones de prueba en algunos casos y el aumento importante
de coste computacional a medida que aumenta el nimero de términos de la Ec. (3.3).

3.1.2. Resolucion numeérica

La resolucién numérica de inicio de pandeo se aborda mediante el MEF, empleando el software
comercial Abaqus®. En términos fisicos, el inicio de pandeo es un problema de estabilidad estética
de la estructura, de modo que conviene emplear la formulacién débil de las ecuaciones de la
elasticidad con un enfoque energético o variacional. Esto significa que, una vez discretizado
el dominio de calculo en una malla, se calculan la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas
externas F asociadas a cada elemento a partir de sus correspondientes energias interna y externa
respectivamente, y posteriormente se ensamblan al sistema completo:

1 1
/ 3 eT-o dQ = —u'-K-u
Q

v 2

Q

(3.5)
Vo~ /uT-bdQ+/ wtdS+uT-P = ul-F
Q A

donde los vectores b, t y P son las fuerzas de volumen, superficie y puntuales respectivamente.
Obtenidas la matriz K y el vector F del sistema completo, se minimiza la energia potencial
aplicando el PVE:

1
n=uU-V = 3 u-K-u—u"-F
(3.6)
o1l
— =0 = Ku-F=0
ou
A la hora de plasmar lo anterior en Abaqus®, se utiliza el subspace eigensolver, basado en el
célculo de autovalores y autovectores en la transiciéon de equilibrio estable (prepandeo) a inestable
(postpandeo) dada por la Ec. (3.6). Dado que las cargas criticas dependen de la geometria,

material y CC, el solver sélo debe encontrar los autovalores de la matriz de rigidez completa:

Ku =0

(3.7)
u#0 = det(K)=0
Para que esto suceda, el programa solo admite cierto tipo de cargas, esto es, aquellas que puedan
inducir inestabilidad por pandeo: cargas en el plano (shell edge loads), cargas puntuales en los
extremos (concentrated forces), diferencias de temperatura, etc.

Se utilizan CC esenciales o de Dirichlet, basadas en la restriccién de movimientos, a la hora
de comparar la solucién analitica de problemas ideales. En caso de introducir CC basadas en
larguerillos o acoplamientos elasticos en el presente capitulo, basta con ensamblar un larguerillo
en la frontera de la placa dentro del contexto de modelado geométrico.
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El MEF presenta ciertas ventajas en los cdlculos de inicio de pandeo de paneles:

= Permite encontrar una solucién alternativa a la analitica, pudiendo asi comparar ambas y
extraer conclusiones sobre ciertas hipétesis.

Posibilita analizar estructuras mas complejas que las que permiten los métodos analiticos.

El coste computacional no aumenta significativamente si se desea obtener un mayor niimero
de autovalores y autovectores.

Dado que las placas y las vigas suelen ser geometrias sencillas, no es necesario refinar
excesivamente la malla a priori.

Pero también varios inconvenientes:

= La solucién es aproximada; esto no sélo es perjudicial desde un punto de vista de la
precisién, sino que implica que el equilibrio no siempre se cumple en la frontera entre
elementos o en su interior (si en los nodos), lo cual es problemético a la hora de interpolar.

» El coste computacional aumenta al calcular geometrias complejas y/o refinar la malla.

En el presente capitulo, la solucién numérica se utiliza como complemento a la analitica, con
el objetivo de analizar las similitudes y diferencias y aprovecharlas para otros estudios.

3.2. Placa con bordes elasticos

Una primera aproximacién al pandeo de paneles es el estudio de placas con bordes elasticos.
Esto permite analizar casos intermedios entre CC articuladas y empotradas mediante la teoria
de CC elasticas del Capitulo 2.

3.2.1. Restricciones al movimiento lateral

En este caso, existe algin componente (larguerillo, muelle ...) que aporta cierta rigidez k,
al movimiento en el plano de los bordes no cargados de la placa, como en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Placa articulada con restricciones al movimiento lateral en y = 0, b.
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Noétese que el hecho de que todos los bordes de la placa estén articulados no contradice que
pueda existir rigidez lateral k, , ya que las articulaciones deslizantes sélo restringen el movimiento
vertical de los bordes.

Aparece una reaccién lateral como consecuencia de la coaccién del efecto Poisson. Aplicando
equilibrio de fuerzas en uno de los bordes y = cte se puede despejar el valor de la reaccién,
representada por la carga IV, lateral:

> Fy=-Ny—k,v=0 = Ny =—k, v (3.8)

Se escribe ésta con signo negativo para considerar que la reaccion es una compresion. El movi-
miento v en la direccién del eje y se calcula sabiendo que con cargas inferiores a la de inicio de
pandeo la solicitaciéon IV, es constante a lo largo de todo el borde; en consecuencia, su deforma-
cién €, también lo es y la relacién cinematica Ec. (2.1) segunda permite obtener:

Ny, —v N, 0Ov

T T Bt oy

b N, —v N,
= = dy=—"4—"29 3.9
v= ey dy =2t (3.9)

Introduciendo la Ec. (3.8) en la Ec. (3.9) segunda y despejando se obtiene:

Vg
=— N, 3.10
Y1+ Hy, ) ( )
k, b .. . . .
donde p, = T es la rigidez adimensionalizada.

Se ha visto que introducir rigidizadores laterales ky, se traduce en una carga adicional en la
direccién perpendicular debida del efecto Poisson. La soluciéon K de inicio de pandeo para una
compresion biaxial general en placas con todos sus bordes articulados se da en [12]:

9 2
m 2
K — " 7 5 = _Ny = 7VML (311)
m? Ny, 14u
— _{_5”2 L

Cabe mencionar que la solucién de la Ec. (3.11) coincide con la que proporciona [10] para
m=mn=1yr=1. El valor de $ para valores extremos de rigidez lateral p, es:

p, = 0 = pf =0
(3.12)
W, = 00 = 8 = v

Loégicamente, si no hay rigidez lateral no existe restricciéon al desplazamiento en la direccién y, de
modo que no hay carga N, inducida. Por otra parte, si el movimiento lateral estd completamente
restringido se recupera la carga N, = v IV, inducida por efecto Poisson.
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La curva de inicio de pandeo se representa en la Subseccion 3.2.4, contrastandola con Aba-
qus® y la referencia [9].

3.2.2. Restricciones al giro

La restriccién al giro de los bordes de la placa implica la existencia de cierta rigidez a la
rotacion de los mismos, de modo que la CC es intermedia entre articulacion y empotramiento.

Figura 3.2: Placa con restricciones al giro de los lados y = +b/2.

Las articulaciones en y = +b/2 no introducen restriccién al giro de estos bordes. Por tanto, en
la Figura 3.2 una articulacién implica kg = 0, mientras que una restriccién completa al giro
kg — o0; esta CC no tiene por qué ser un empotramiento, ya que la traslacién lateral es libre.

Para resolver el problema de inicio de pandeo, se utiliza el método de Levy. Se comienza
expresando la deformada w(z,y) como el sumatorio simple del producto una funcién seno en
direccién x y otra desconocida en direccion y:

w(z, y) = mil Wy, sin <m§x) Y(y) (3.13)

Sustituyendo la Ec. (3.13) en la Ec. (2.2) y estableciendo N, = N, = 0, se obtiene:

dy? a dy? a a

d'y(y) ) <E>2 d%Y (y) N (E)Q l<m>2 - %1 Y(y) =0 (3.14)

La Ec. (3.14) es una EDO de cuarto orden y coeficientes constantes, es decir, tiene solucién
analitica. Notese que si NV, fuese variable, los coeficientes no serian constantes y la resolucién de la
Ec. (3.14) seria muy complicada. La funcién Y (y) se obtiene mediante la ecuacién caracteristica:
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2 2 2
A4_2(m) A2+(m) (m) CNa| gL oy |, [Ne
a a a D a a D
L S Ly Ly 1 Ao | ymm (_mm [N
{)\3}_:‘:$ a <a * D) {)\4}_il$ a( a * D)

En consecuencia, Y (y) se escribe en suma de exponenciales con argumentos A1, A2. De la segunda

Ec. (3.15), se extrae un signo negativo de la raiz cuadrada en forma de unidad imaginaria, lo que
implica asumir que \/N,/D > mm/a y permite expresar Y (y) con funciones trigonométricas:

Y (y) = Ci cosh \jy + Cysinh \yy + C5 cos A2y + Cysin \yy

N o= | (mr [ Ne N = | (_mT [ Ne (310
t= a a D 2 a a D

A continuacion, se imponen las CC en los bordes y = cte; no obstante, primero se establece
una hipétesis fundamental: se asume que el primer pandeo se produce con modos simétricos
respecto a la linea central y = 0 de la placa (en cada anédlisis MEF se comprueba que esto
realmente es asi). Esta hipdtesis permite establecer las CC (desplazamiento vertical y momento)
en s6lo uno de los dos bordes y = cte:

w (x,—g) =0 = Y (—g) =0 (3.17)

Los momentos de reaccién en y = +b/2 ahora no son nulos, pues existe un acoplamiento
elastico rotacional que impone una restriccién al giro. Asumiendo que el comportamiento de
este acoplamiento es lineal (véase la Ec. (2.37)), la CC de momento en y = —b/2 queda de forma

similar a la referencia [13]:
*w O*w
-D| == z
<ay2 Y )y

ow
—kg a_y

(3.18)

y=—b/2

b k b
yr(_ZY_2yr (2 =
(2) -5 (3) =

donde en la Ec. (3.18) se ha asumido que los bordes y = 4+b/2 tienen apoyos continuos en toda

w
su longitud, de manera que 22 es nula en y = —b/2 y la primera implica la segunda.
x
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La igualdad de CC en los lados y = cte implica incluir las dos CC adicionales de simetria en
y = 0, que son:

ay y=0

(3.19)
ou o
ay y=b/2 ay y=-b/2

Combinando las Ecs. (3.19), (3.17) y (3.18) se plantea un sistema matricial lineal homogéneo
del tipo M - C = 0, donde C es el vector de constantes C; y M la matriz de coeficientes:

0 )\1 0 >\2 1
0 21 Cy, 0 2 X0 C,
M — (3.20)
Cy, —S\ Cx, —Sx,
k )\1 k )\1 k )\2 k >\2
MO+ =580 —M 8y, =55 Oy~ 00— =52 S, A8y, 57 Oy,

bA b
donde A1, A9 se definen en la Ec. (3.16) y Cy, = cosh (Tl), Sa, = sinh (Tl) (idem con Ag).

Es frecuente adimensionalizar la rigidez k¢ segtn la relacién:

ksb
Ho = - (3.21)

La carga critica de pandeo, implicita en A;, Ao, se obtiene resolviendo:

det(M)=0 = N, — N, (3.22)

Esta ecuacién es altamente no lineal y debe resolverse numéricamente para cada valor de m y r.

Los resultados de se muestran en la Subseccién 3.2.4 junto con los del apartado anterior.

3.2.3. Meétodo de los elementos finitos

El calculo por elementos finitos se realiza con ayuda del software comercial Abaqus®. Se
distinguen tres etapas fundamentales en la realizacién de cualquier calculo mediante el MEF:
preproceso, calculo y postproceso. La primera estd dedicada a la preparacion del caso, la segunda
a su ejecucion y la tercera a la muestra de los resultados y una interpretacion critica de éstos.
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Preproceso

La preparacion del célculo en Abaqus® se basa en los siguientes pasos:

Se modela la geometria con elementos shell, de pequeno espesor y que definen el contorno
a partir de la linea media y cuyo enfoque se basa en las hipétesis de Kirchhoff. El material
es eléstico lineal y la seccién homogénea.

Una vez definida la geometria, se construye la malla. Se emplean elementos shell cuadrados,
con cuatro nodos en la superficie, situados en las esquinas, cinco nodos de integracién en
el espesor e interpolacién de orden lineal.

La carga es una compresiéon N, uniforme shell edge load aplicada en los bordes = = cte.

Por tdltimo, las CC se definen en los bordes de la placa: U3 = UR3 = 0.

Ademaés, se deben tener en cuenta una serie de aspectos adicionales:

El programa permite introducir elementos lineales spring o muelles que aportan rigidez a
un punto concreto de la geometria en un solo grado de libertad gdI.

Una vez situados los springs en la estructura, la malla debe construirse de forma que los
nodos de cada elemento en los bordes y = cte coincidan con la posicién de dichos springs.

La rigidez definida en las Ecs. (3.8) y (3.18) esta expresada por unidad de longitud, mientras
que en Abaqus® los springs estan dotados de rigidez con unidades (N/m) si restringen gdl
de traslacién o (N m/rad) si son de rotacion.

Para cuantificar la rigidez k* que se ha de imponer a cada spring, se tiene en cuenta el
espacio d, entre éstos segin la relacién k* = k d,, donde k es la rigidez k, o k4 (segiin
cada caso) y d, es funcién de la longitud del lado a si se mantiene el nimero de springs.

Debido a esto ultimo, si existen nodos en los bordes y = cte que no contienen spring, éstos
se comportaran conforme a una articulacién pura y se perdera precision.

En consecuencia, un refinamiento de malla en problemas de este tipo debe llevarse a cabo
asegurando la introduccién de més springs en cada nodo adicional.

Calculo

Se define un step de perturbacién lineal con pandeo linear perturbation, buckle y se emplea el
subspace eigensolver, basado en la resolucién de la Ec. (3.7). Hay que tener en cuenta que cada
ejecucion determina una carga critica para cada valor de r, de modo se debe ir redefiniendo éste.

Postproceso

Una vez convergido el cdlculo, se obtienen las cargas criticas y sus correspondientes modos.
Las primeras se adimensionalizan segtn la Ec. (3.1) y se comparan con los resultados analiticos.
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3.2.4. Comparacién con el documento ESDU® 72019

Engineering Sciences Data Unit ESDU® es una asesorfa de ingenierfa con sede en Reino
Unido que se encarga de proveer resultados e informacién fiable que numerosas industrias de
ambito ingenieril emplean para llevar a cabo sus disenos. Su origen se remonta a 1940, momento
en que la Royal Aeronautical Society se ve obligada a recurrir a técnicas de disenio mas precisas y
rentables para sus acronaves. Para lograr sus objetivos, ESDU® se organiza en distintos comités:
aerodindmica, estructuras aeroespaciales, acustica, dinamica, transmisiéon de calor, etc. En esta
seccion, se comprueban los resultados ofrecidos en uno de los documentos relacionados con las
estructuras aeroespaciales [9], cuya temadtica es el inicio de pandeo de placas con bordes elasticos.

La mayoria de ESDUs® y concretamente el documento [9] expresan el factor de pandeo elstico
en términos de tensién. Asi, el eje de ordenadas representa la tension critica adimensionalizada
con la equivalente o, en una placa larga completamente articulada bajo compresién uniforme:

o, = % <%)2 (3.23)

y la tension critica de pandeo no es mas que:

(3.24)

Ocr =

N,  Kr’E (E)Q
t 12(1—v2) \b

De este modo es muy facil comprobar que: o.,/c, = K/4.

Comenzando con la comparacién, se plasman los resultados de inicio de pandeo en una
placa con bordes laterales rigidizados ante el movimiento lateral v. La Figura 3.3 representa la
Ec. (3.11) y los resultados extraidos de Abaqus® utilizando springs que dotan rigidez al gdl U2.

1-4 b\ I I
\ Ec. (3.11), u, =025 ——
1.3 ) HE R
\ -
1.2 - Abaqus®, p, =025 1
"\ = 1 A
\ — 4 =

& 1.1 ".‘ \\
0, 1 \A /.\

0.9 "-::’“\__A___A‘ 4 ~"A——_L__4L_-A-““
‘. ...
0.8 S .- g l e . - T
07 i i i
0.5 1 1.5 2 2.5 3
r

Figura 3.3: Tensién critica vs. ratio de lados para distintos p, . Curvas correspondientes a resul-
tados analiticos plenamente coincidentes con Data Unit [9].
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Por otro lado, la Figura 3.4 ofrece la curva de inicio de pandeo para placa con bordes laterales
dotados de rigidez ante el giro respecto a su propio eje: incluye los resultados extraidos de la
resolucién numérica de la Ec. (3.22) y los valores obtenidos en Abaqus® con springs que rigidizan
el gdl URI.

2.6

! Ec. (3.22), fiy = 2 ----n-
9.4 \\ ( )/w: 2 |
2.2 ) =32 |
1‘\ Abaqus®, pp= 2 =
2 ' = 8 A -
Ter qg bt =32 e
UO
1.6
1.4
1.2
1

Figura 3.4: Tensién critica vs. ratio de lados para distintos p4. Curvas correspondientes a resul-
tados analiticos plenamente coincidentes con Data Unit [9].

Puede comprobarse que las curvas analiticas representadas en las Figuras 3.3 y 3.4 coinciden
plenamente con las del documento ESDU® 72019. Por tanto, los resultados tanto analiticos como
MEF pueden considerarse validados.

3.3. Parametros de los larguerillos

Como ya se ha explicado, los paneles aeronduticos contienen una serie de vigas de pared
delgada, denominadas larguerillos o simplemente rigidizadores, cuya funcién es aportar rigidez
a la estructura. En consecuencia, se debe conocer con detalle el comportamiento de dichos
larguerillos, para lo cual es imprescindible calcular los distintos puntos de interés y momentos
de drea de su seccién transversal. Esta puede ser abierta o cerrada, constituyendo asi los dos
grandes grupos de vigas de pared delgada presentes en estructuras aeronduticas. Las vigas de
seccion cerrada son mucho maés rigidas a torsién que las de seccidn abierta y sus pardmetros se
calculan de distinta forma.

En esta seccién, se analiza un larguerillo de pared delgada con secciéon tipo Q de espesor
t = cte mostrada en la Figura 3.5, donde @), es la solicitacién cortante en la direccién del eje
y. Como puede observarse, esta seccién es muy similar a la de los larguerillos del fuselaje de un
Boeing 747, de modo que su uso es bastante frecuente en estructuras aeronduticas.
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h h/2
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Figura 3.5: Izquierda: esquema de una secciéon de larguerillo en forma de Q. Derecha: detalle de
la estructura del fuselaje de un Boeing 747.

Los pardmetros necesarios para analizar el pandeo de paneles son: el area A, las inercias I,
I, y los médulos de torsién de Saint-Venant J y de alabeo I'. Se comienza calculando A:

h h 9ht
A= h+2—4+2—|t=— 2
(3 valy 4) . (3.25)

Después, la posicién z del centro de gravedad cdg y los momentos de inercia I, I, (el producto
de inercia I, es nulo, pues la seccién tiene un eje de simetria [5]) respecto a dicho cdyg:

h h h 7h

2h—+2-h+2-—
— 2 29" TR 13k
shy2l ol 24
2 T4
h 3
—) ¢
Rt h 2 ht <4) ht [ h 2
_ 52 e rs we _3)2 SR L
I = htz 425 +2ht(2 z) +25 (h=2) +2-3 +24<8 z>
_ 281h%¢
- 334
h 3
B3t R 2 <§>t ht (3R\% _ht , 5kt
I, = — +2ht(= 2 2 — [ — 2—h2 ="
T (2>+ 12+2<4)+4 3

(3.26)

El médulo J se obtiene de forma muy directa aplicando la ecuacién correspondiente para sec-
ciones abiertas de pared delgada [5]:

1, 45 1 h  _h\ 5 3ht
Jzzghiti=§(3h+2§+2z>t= 5 (3.27)

Para determinar T, es necesario calcular la funcién de alabeo unitario w(s) de la seccién, que
requiere a su vez conocer la posicién e del cec. Por tanto, se obtiene primero el flujo cortante
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q(s) y se aplica equivalencia entre los momentos en la linea que pasa por el punto 5 generados
por la fuerza externa (), y los generados por dicho flujo.

Los flujos q45 v g56 no generan momentos respecto al punto 5 ya que pasan por la misma
linea de accién, de modo que no es necesario calcularlos. Ademas, al ser I, = 0, el flujo cortante
se puede calcular de la siguiente forma [5]:

q12(s) = Qf—&/htds = —%hts
I, 0 I,
® h2+4hs—2s%)t
Q23(5) = q2—%/(h—8)tds = _%( + S S) (328)
IZ 0 Iz 4
3 h(5h+4s)t
gsa(s) = %—% htds — _%&
z 0 P 8

En la Figura 3.6, se representa el flujo de cortante en los tramos calculados.

a2 o9 - 3 q34
J ls
1

Figura 3.6: Detalle del flujo cortante en la seccién Q.

Aplicando equivalencia y teniendo en cuenta que por simetria g2 = g7 ¥ ¢23 = g7, Se obtiene:

ZMemt’5 - ZMint‘EJ =

—-Qye = M(qi2)|s + M(q23)|5s + M(qs4)|5 + M(qe7)|5 + M(q78)]5 =

= h/4q h d h/2q hd hq h d
= - §) — ds — S 5+/ S s+
/0 12(8) 5 /0 23(5) 0 34(8) (3.29)
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

Obtenida la posicién del cec, se determina la funcién de alabeo unitario. Se comienza operando
en el punto 0 de interseccion del eje z con el panel 4 — 5, donde el alabeo es nulo [5]:

1 17h
- _2 - = P
wos (s) wi—23se s
Lh h (17h—80s)
= 2 - = _ _hUrh—=05Us)
ws6(s) w5 +25 58 L
(3.30)
_ 1 _ h(63h—1945)
w67(5) = we—2 5 (h—|—e) s = 160
1 h (17h+80s
wrg(s) = wr—2 3 h s = _%

donde el signo viene determinado por del el sentido del cortante positivo que recorre la seccién
respecto al cec: si coincide con el sentido en que se recorren los tramos, w es positivo y de lo
contrario negativo. El resto de tramos se calculan teniendo en cuenta que la funcién de alabeo
es antisimétrica [5]. En la Figura 3.7, se representa la funcién de alabeo en toda la seccion.
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Figura 3.7: Representacion del alabeo unitario en la secciéon Q.

W4

Finalmente, el médulo de alabeo se obtiene aprovechando la antisimetria de la funcién w(s) [5]:

r = }écﬁ(s) dA

h/2 h h/2 h/4
= 2t </ wis(s) ds +/ wis(s) ds +/ wi-(s) ds —|—/ ws(s) dS) (3.31)
0 0 0 0

237 h° ¢
1280

Se debe tener en cuenta que el larguerillo se une a la placa en el punto 0 de su seccién
(Figura 3.5 derecha), de modo que girara respecto al eje que pasa por dicho punto. Esto afecta
al momento de inercia I,, y al médulo de alabeo I', que deben ser recalculados segtin el caso.
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Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

3.4. Panel articulado con un larguerillo

Para una mejor aproximacién a un panel aeronautico, se estudia una placa de bordes articu-
lados a, b rigidizada por un larguerillo transversal de secciéon Q situado en la mitad. La carga es
una compresién uniforme N, en la direccién de la coordenada longitudinal del larguerillo. Los
datos numéricos referidos a la geometria y material de la estructura se dan en la Tabla 3.1.

Méd. Young Coef. Poisson Long. caracteristica Espesor
Placa E =70 GPa v=20.25 b=1m i, =2 mm
Larguerillo 7 7 h =2 cm ts =1 mm

Tabla 3.1: Datos numéricos de la estructura; el material es un aluminio aerondutico [6].

Como es sabido, existen diversos métodos para determinar la soluciéon de inicio de pandeo.
De cara a validar ciertas hipoétesis y comparar soluciones, se emplean tres: Levy, Ritz y el MEF.

3.4.1. Meétodo de Levy

Para resolver este caso concreto mediante Levy, conviene situar el origen de coordenadas a
mitad del borde de coordenada y, segin muestra la Figura 3.8.

Figura 3.8: Panel articulado con un larguerillo situado a distancia b/2 de los bordes y = cte.

Se aplica la solucién de prueba Ec. (3.13), ya que la funcién seno cumple las CC geométricas
y de fuerza en los bordes z = cte. Ademas, el procedimiento a seguir para el calculo de la funcién
Y (y) es analogo al de la Seccién 3.2, de modo que también puede retomarse la Ec. (3.16).

El siguiente paso es hallar las constantes de la Ec. (3.16) superior, para lo cual se imponen
las CC. Primero, en el borde y = b/2 puede establecerse, asumiendo que el apoyo es continuo:
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

w(z,b/2) = 0 = Y(b/2) = 0

(3.32)
32122;,2/) _ 0 - Y”(b/?) - 0

y=b/2

A continuacién, se establece la hipdtesis de mayor relevancia en este problema: dado que el
larguerillo se sittia justo en el centro de la placa, tanto el pandeo local de la piel como el pandeo
global tienen lugar desarrollando semiondas simétricas respecto a su eje z. Esta hipotesis permite
asumir que la energia a torsion absorbida por el larguerillo es despreciable si A << b. Por tanto,
la siguiente CC implica suponer que el giro de la placa es nulo en y = 0:

ow(z,y)

5 =0 = Y'(0)=0 (3.33)

y=0

Para aplicar la ultima CC, se separa el larguerillo, situado en y = 0, de la placa y se analiza
la interaccion entre ambos. La Figura 3.9 representan los esfuerzos internos: al cortar la placa,
aparece una reacciéon cortante @), debida a la flexién interna del larguerillo que a su vez aparece
como consecuencia de la aplicaciéon de la carga N, en configuraciéon deformada.

Figura 3.9: Equilibrio en configuracién deformada sobre un dx situado en y = 0.

En consecuencia, aplicando equilibrio de fuerzas verticales se tiene p, = 2 Q,, donde @, se
encuentra expresado en la Ec. (2.37), y ello permite reescribir la Ec. (2.26) de gobierno de vigas
de la siguiente manera:

Nltrw  N,A 0*w Pw Pw
[Elyo 8x4+ ts Ox2 2D (8—y3+8y8x2>] o =0
(3.34)
2
2D Y’”(O)—i—(%) [Elyo (?) —N”;A] Y() = 0




Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

donde por antisimetria en y = 0, el término cruzado de la expresién del cortante ), desaparece
e I, es el momento de inercia respecto al eje horizontal que pasa por el punto 0: I, = I, +A z2,
segun el teorema de Steiner.

Las CC dadas por las Ecs. (3.32), (3.33) y (3.34), junto con la Ec. (3.16), permiten construir
el sistema homogéneo M - C = 0, donde:

C>\1 S)q C)\2 S)\2 i
)‘% C>\1 )‘% S)\l _)‘% Cxo _)‘% Sz
M =
0 )\1 0 )\2
2 2 2 2
(@) [Elyo (T) _ Nl‘ﬂ 2D} (@) [Elyo (T) _ Nl‘ﬂ —2DA3
[\ a a ts a a ts l

C = { Ci, Cy C3 Cy }T, cy, = Cos <%) , Sy, = sin <b2)\2>
(3.35)

En la Ec. (3.35), el inicio de pandeo viene dado por la solucién no trivial, es decir, aquella que
resulta de igualar el determinante de la matriz M a cero. De este modo, se obtiene una ecuacién
algebraica altamente no lineal cuya incégnita es la carga critica de pandeo N, y que se debe
resolver numéricamente. Se procede de la siguiente manera: se particulariza el valor del nimero
de semiondas m que desarrolla el panel en direccién x y se buscan numéricamente las raices de
la ecuacién det(M) = 0 recorriendo en un bucle un determinado rango de valores de r = a/b.

Los resultados por Levy se dan en la Subseccién 3.4.4, comparando con Ritz y Abaqus®.

3.4.2. Meétodo de Ritz

El método de Ritz aplica el PVE a cada término de la solucién en serie w(z,y). Para utilizar
este método, se sitia el sistema de referencia segtin la Figura 3.10.

Figura 3.10: Panel articulado sometido a compresiéon uniforme.
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

Los métodos energéticos permiten expresar la solucién w(z, y) de forma que solamente cumpla
las CC geométricas y no necesariamente las de fuerza. Por tanto, dado que los bordes son
articulados, w(z,y) puede escribirse como serie de funciones seno-seno [2]:

[e.e]

w(z,y) = Z i W SIN (m;m) sin (nﬁ:y) (3.36)

m=1n=1

El potencial energético II del panel se escribe considerando las contribuciones de la placa U,
Vp y del larguerillo Us, Vi:

N=U-V=U,-V,+U,—V, (3.37)

Se comienza calculando la energia interna de la placa. Para ello se introduce la Ec. (3.36) en
la Ec. (2.4), en la que se tiene en cuenta que el término de curvatura gaussiana k, integra a
cero, ya que los cuatro bordes del panel estan articulados:

U—@/a/b[ii(ﬁ+ﬁ)w sin(mmﬂ)sin(@)rd dz (3.38)
LD o Jo L= a? b2 mn a b 4 '

Para desarrollar el integrando de la la Ec. (3.38) se emplea el siguiente razonamiento:

2
{Z men] = [fu+fiz+-+ fint+ fa+fot o+ fot o+ fon

m=1n=1
[f121+f222+"'+f3m+f11 fiz+ -+ f11 fin

+  fur foo+ fu foo+ oo+ fu fon o] (3-39)
- Z Zf%n_i_ Z fmlnl fm2n2
m=1n=1 ml%mQ
n170én2

Segtn la Ec. (3.39), un doble sumatorio al cuadrado puede reescribirse como el sumatorio del
cuadrado de cada uno de los términos més el sumatorio del producto de éstos entre si cuando
al menos uno de sus contadores m, n es distinto. Aplicando dicho razonamiento, se simplifica la
Ec. (3.38), en la cual el segundo término contiene una funciéon ¥ = ¥(m,n, a, b):

D e 02 X2 /m2  n? _ (mmz\ . [nmy 2
U, = - /O/OZZ ?—Fb—Q Wmn sin | —— Jsin | —= dydz

D e b X2 C(mamx\ . [(meomx\ . [(mmy\ . [MaTy
+ — / / U sin sin sin | —— | sin dydx
2 Jo Jo a a b b
(e}

(3.40)

mlzémg

ni#ng
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Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

Extrayendo fuera de la integral los términos que no dependen de z, y es posible integrar de
forma analitica. Teniendo en cuenta que los términos de la forma sin(n7) son nulos siempre que
n € 7, puede comprobarse que al menos una de las integrales del dltimo término de la Ec. (3.40)
siempre es nula. Operando, la energia interna U, de la placa admite la siguiente expresion:

4Dab

3 Z ( ”2)211),2% (3.41)

m=1n=1

El trabajo o energia de las cargas externas V), se calcula conforme a la Ec. (2.6) con N, = cte,
Ny = N,y = 0y siguiendo de nuevo el razonamiento de la Ec. (3.39):

2
_ 3 maz\ o (7Y
Vp = 2// { " wmncos( " )sm( 5 )] dydx

m=1n=1
b 00 00 2
= / / [— Wy COS (mmc) sin (@)} dydz
2 m=1n=1 a b (342)
+ —/ / Z U cos (m 71'3:) cos (mym:) sin (w) sin (’I’Lgﬂ'y) dydz
a b b
mwénw
nl;éng

donde la segunda integral es siempre nula sea cual sea el valor de la funcién W. Por tanto, el
trabajo V), realizado por la carga NN, sobre la placa es:

DS S P, (3.43)
m=1n=1

El hecho de poder expresar las energias U,, V,, de forma analitica ahorra un enorme coste
computacional, pues a mayor nimero de términos, el tiempo necesario para resolver las integrales
anteriores aumenta notablemente.

El siguiente paso es calcular la energia interna que se acumula en el larguerillo U,. Para ello,
se consideran las energfas de flexién y torsion segin las Ecs. (2.28) y (2.30):

US — Ubg + UJS + UFS
El,, /a (de)Q GJ [ (d¢)2 ET, (d%) }
= |=® — ) do+ == — ) do+ —2 d
[ 2 Jo \dz? T 2 Jo \dz T 2 Jo \dz? o y=b/2

Se ha asumido que la energia de cortante es despreciable frente a las de flexién y torsién debido
a que la esbeltez geométrica del larguerillo es elevada en la mayor parte de casos de estudio [12].

(3.44)
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

Asumiendo que el larguerillo estd empotrado en la placa, el giro ¢(x) de su seccién es:

ow X X nr mmx nm
o(x) = — = — nsin( >Cos<—>
) Y ly=b/2 mzzl ngl b a
. . (3.45)
= Z Z nr (—1)% Wy SIN (mwx)
m=1n=2,46 b a

donde se asume que ¢ = cte para x = cte y I'g se calcula otra vez respecto al eje que pasa por
el punto 0 de la seccion: Ty =T + €% I, (Iy, se da en la resolucién por el método de Levy).

Para no saturar demasiado las expresiones, se desarrolla la Ec. (3.44) término a término,
comenzando con la energia de flexién y utilizando el razonamiento de la Ec. (3.39):

7T4EIy ar X2 & m? . mrx\ . nr\ 12
Ups = TO/O {Z Zﬁwmnmn(T)sm(?)} dz

m=1n=1
4EI a 00 00 2 2
= u/ Z {% Wiy, SIN <m7m:) sin <T) ] dz
2 0 m=1n=1 a a 2 (346)
a o
+ By, Z ¥ s < x) sin (myrw) dx sin <—> <n2_77)
2 0 a 2
ml;iémg
n1;n2

En este caso, el segundo término de la Ec. (3.46) integra a cero si m; # mg, pero no cuando
ny # na (m1 = mg), de modo que Ups no se puede simplificar segin la Ec. (3.39). Dado que
el coste computacional asociado a este calculo no es prohibitivo para un nimero razonable de
términos, se utiliza la Ec. (3.46) para calcular la energia de flexién del larguerillo.

La energia debida a torsién de Saint-Venant se desarrolla a partir de la Ec. (3.44):

Ujs = 4GJ/ [ i; i; m—b (=1)2 Wy coS (m;m) rdx (3.47)

Del mismo modo que en la Ec. (3.46), es posible prever que el término de la Ec. (3.47) con los
productos cruzados no siempre integra a cero.

El dltimo fenémeno considerado para el larguerillo es la torsién alabeada. Esta es importante
en vigas de pared delgada, pudiendo inducir tensiones normales de elevada magnitud. La energia
asociada a este fendmeno se calcula siguiendo también la Ec. (3.44):

GEFO > < m2n nyq mrz\ 1
Urs = / [Z ;6 7 (=1)2 wmnsin( - )] dz (3.48)




Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

Al igual que las energias de flexién y torsién de Saint-Venant, la expresion de la energia de
torsién alabeada no se simplifica segin la Ec. (3.39).

Finalmente, queda calcular el trabajo V; realizado sobre el larguerillo. Aplicando la Ec. (2.40),
en la que P es la carga puntual que recibe como consecuencia de la compresiéon N, se tiene:

a 2
Vs = NxA/ (d_w) dz
2ts Jo \dz/y—p)2

NxA a o0 e . 2
/ [Z Z m(—1)Tl Wi COS (mwm)} dz
ts Jo a

2ts m=1n=1,3,5...

(3.49)

De nuevo, la Ec. (3.49) no es simplificable de acuerdo a la Ec. (3.39).

Obtenidos los términos energéticos, se minimiza la energia potencial II por el método de Ritz:

oM oUp—Vo+Us—V;)
. p— =0 (3.50)

La Ec. (3.50) conduce a un sistema de m xn ecuaciones cuya solucién no trivial permite hallar las
cargas criticas. Logicamente, es imposible operar con series infinitas, de modo que es necesario
evaluar la convergencia en funcién del nimero de términos de la Ec. (3.36).

Para interpretar la importancia de los parametros, se desarrolla la soluciéon utilizando el
primer término de la Ec. (3.36), correspondiente al modo con una semionda en toda la placa:

w(x,y) = wiy sin (%) sin (%y) (3.51)

Primero, se dan las energias del panel completo, que se obtienen introduciendo la Ec. (3.51) en
las Ecs. (3.41), (3.46), (3.47) y (3.48) para la energia interna y (3.43) y (3.49) para la externa:

Tt 2 2E1
D (1 2 Yo
U ST 3 [ (1+7%)" + — ]
, , (3.52)
T Nywi; < 2A)
— L owml (g 28
v 8r + bt

siendo r = a/b la relacién de aspecto del panel. En ambas expresiones, se distinguen las contri-
buciones debidas a la placa y al larguerillo. Tanto la rigidez a flexién de la placa D como la del
larguerillo EI,,/b incrementan la energia interna del panel, retrasando asi el inicio de pandeo.
Por otra parte, las rigideces a torsién de Saint-Venant G.J/b y de alabeo ET'g/b® no aparecen en
la Ec. (3.52); esto es 16gico si sélo hay una semionda n en la direccién y, pues de esa forma se
fuerza al larguerillo a permanecer recto, ocurriendo lo mismo si dicho nimero de semiondas es
impar. Si por el contrario n es par, el giro no es nulo en la posicién del larguerillo, de modo que
aparecen esfuerzos de torsiéon. Es por tanto 16gico que la rigidez a torsién sélo cobre importancia
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

en los términos wy,, de la soluciéon de prueba en los que n es par. Conocidas las energias, se da
la carga critica, cuya expresion coincide con las que proporcionan [1] y [4]:

72D (1412)% +2K,

Ncr =
b2 r2(1+429)

(3.53)

ET A
donde K = % s la rigidez adimensional a flexién del larguerillo y 6 = — relaciona el

bD
perimetro de la seccién con el lado b de la placa. La Ec. (3.53) lleva asociado un modo de

pandeo y ademads presenta un minimo relativo:

dN,, 2(L+72) (-147r%) —4K,
ar > r3 (14 296)

T(Ncr|min) = \/41+2ICb

= 0

(3.54)

El valor de r que minimiza la carga critica del primer modo de pandeo sélo depende de la rigidez
adimensional a flexion. Dicha relacién se da en la Figura 3.11.

3.5

T(Ncr|min) 2
5L/

0.5

0 10 20 30 40 50 60
Ky

Figura 3.11: Valor de r que minimiza la carga critica del primer modo de pandeo del panel
vs. rigidez adimensional a flexion del larguerillo.

En ella, se aprecia que 7 (N¢y|min) es mayor si la rigidez a flexién del larguerillo aumenta respecto
a la de la placa. Esto puede ser interesante a la hora de escoger las propiedades de los larguerillos
con el objetivo de que el panel trabaje fuera de dicho minimo; por ejemplo, si r = 2, interesaria
evitar que K se situase en torno a 8. No obstante, hay que recordar que la Ec. (3.53) estd limitada
al rango de r en el cual el primer pandeo es con una sola semionda m = n = 1. Este se analiza
mas adelante, una vez se disponga de los resultados completos.
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Seccién 3.4. Panel articulado con un larguerillo

3.4.3. Meétodo de los elementos finitos

La metodologia seguida en la preparacion del calculo MEF es la siguiente:

= Se modela la geometria de la estructura con los parametros de la Tabla 3.1 dividida en dos
partes: placa y larguerillo. El sistema de referencia global es andlogo al de la Figura 3.10.

» El material es eldstico lineal, con las caracteristicas de la Tabla 3.1, y la seccién homogénea
con espesores dados también en la Tabla 3.1.

= A continuacién, se ensambla el larguerillo en la placa a través de una serie de puntos de
contacto (attachment points). El programa permite interpretar éstos como remaches, cuyo
didmetro se establece de forma arbitraria en 5 mm.

Figura 3.12: Geometria del panel en Abaqus®.

= La malla, mostrada en la Figura 3.13, se construye andlogamente a la de la Seccién 3.3.

Figura 3.13: Mallado del panel en Abaqus®.

= En cuanto a la carga, es importante aplicarla también en las secciones z = 0, a del
larguerillo, ya que de lo contrario se pierde la informacién dada por la Ec. (3.49).
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

= Por tdltimo, las CC se definen en los bordes de la placa y en los extremos del larguerillo.
La introduccion de las cuatro articulaciones se basa en la Tabla 2.3.

Figura 3.14: CC y carga aplicada en el larguerillo.

El postproceso es similar al descrito en la Seccién 3.2. Ademas, los modos se visualizan en el
modulo del vector desplazamiento U dado por el programa. Hay que tener en cuenta que éstos,
al igual que las cargas criticas, s6lo pueden extraerse para un valor concreto de r.

3.4.4. Resultados
Carga critica de pandeo

En primer lugar, la Figura 3.15 estudia la convergencia del método de Ritz para 1, 4 y 16
términos a través de las curvas K —r.

30

! Ritz, 1t.

| 4t meenee
25 li 16 t: e

| /

i

!

K 20

15 "~ /< et

—— e T L o —

10

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.15: Convergencia del factor de pandeo vs. relacién de aspecto por método de Ritz
(t. = # términos).
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Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

Se observa que un mayor nimero de términos permite identificar mayor niimero de modos, lo cual
es légico. Los modos que definen la soluciéon con 1 y 4 términos son reproducidos practicamente
a la perfeccién por la solucién con 16 términos. Esto seria una ventaja si se sélo desease analizar
dichos modos en el panel, ya que un numero pequeno de términos daria resultados precisos
y permitirfa un importante ahorro de coste computacional. Por otra parte, para representar
correctamente el comportamiento a partir de r € [1.25 — 1.85] y r > 6 aproximadamente, es
necesario pasar de la solucién con 4 términos a la de 16.

Una vez analizada la convergencia del método de Ritz, se estudian las soluciones dadas por
los métodos de Levy, Ritz con 16 términos y MEF en la Figura 3.16.

30 ‘
A Levy ----
o Ritz, 16 f.
25 ! ‘\ Abaqus® o) i
K 20 .
15
o
10
0 2 4 6 8 10 12
r

Figura 3.16: Factor de pandeo vs. relaciéon de aspecto por varios métodos.

Se comienza con las diferencias entre los resultados que proporciona cada uno de los métodos:

= En rasgos generales, las soluciones analitica y numérica son muy similares en el rango
r € [2 — 10]. Por debajo de r = 2, sélo son similares los resultados de Ritz con 4 y 16
términos y del MEF, mientras que la soluciéon de Levy toma valores muy diferentes.

= Como consecuencia de lo anterior, la hipotesis de despreciar el efecto de la torsién del
larguerillo, utilizada en el método de Levy, s6lo puede emplearse en paneles con r € [2—10].
De lo contrario, es preferible utilizar la solucién de Ritz incluyendo la torsion.

= Para r > 10, la solucién del MEF comienza a tomar valores de K més pequefios que la
de Ritz con 16 términos. Asimismo, las pequeiias discrepancias entre dichos métodos en
el rango r € [2 — 10] pueden deberse a diversos aspectos: se ha despreciado el efecto del
cortante, pese a que puede tener cierta importancia en larguerillos de pared muy delgada
y seccién abierta, o el modelado de la unién entre el larguerillo y la placa.

En cuanto a los resultados, si se aceptan los que proporcionan el método de Ritz con 16
términos y el MEF, se extraen las siguientes conclusiones:
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Capitulo 3. Inicio de pandeo en paneles

= El hecho de incluir un larguerillo en la placa incrementa el valor de carga critica V r, lo
cual es favorable y explica la utilizacién de este tipo de estructuras en las aeronaves.

= En una placa completamente articulada, el valor de K se sittia en torno a 4 cuando r > 1
[3], de modo que, con un sélo larguerillo, el incremento del factor de pandeo es muy
significativo, pues el valor de K pasa a situarse en torno a 13 en los peores casos.

» Compensa estimar el incremento de peso del panel respecto al de la placa per se; suponiendo
que el material de placa, larguerillo y remaches es el mismo, dicho incremento se puede
expresar en términos de volumen. Los remaches se aproximan por un tramo cilindrico de
didmetro di = 4 mm y longitud [, = 1 cm y cabeza semiesférica en cada extremo de
didmetro d, = 5 mm. Se asume también que el nimero de remaches es n, = 25r, es decir
25 remaches por cada metro de larguerillo (véanse los datos de la Tabla 3.1).

ndd wdl,
- - Aa+n, 5 + 1
aw = ot Wstn W = Wy = 474%  (3.55)
Wy abt,

El incremento relativo AW es muy pequeifio en comparacion con el de la carga critica.

» En el rango aproximado r € [0.5 — 1.5] aparecen, tanto en la solucién de Ritz con 16
términos como en el MEF, tres modos que no tienen lugar en el inicio de pandeo de placas
no rigidizadas [3]. Se trata de modos locales, es decir, el pandeo no ocurre en el panel
completo sino que las semiondas sélo se desarrollan en la placa. Esto es muy beneficioso
para el postpandeo, ya que el pandeo global del panel conduce a modos de fallo muy
catastroficos. El principal causante de este fenémeno es el larguerillo, pues su longitud
corresponde al lado a del panel y cuando ésta no es muy elevada, tiene mayor rigidez.

Esfuerzos en el larguerillo

Las Figuras 3.15 y 3.16 dejan entrever que los modos de pandeo en r € [0 — 2], salvo el que
predice la solucién de Ritz con un término, son locales. No obstante, el larguerillo se ve sometido
a esfuerzos de torsién que pueden ser importantes. La Figura 3.17 muestra el patrén sinusoidal
seguido por la deformada U3 en Abaqus® del primer modo de pandeo para panel cuadrado.

Figura 3.17: Deformada U3 del primer modo de pandeo para r = 1 en Abaqus®.

48



Seccion 3.4. Panel articulado con un larguerillo

Se observa que, en comparacion con la deformada de las semiondas desarrolladas en la piel, el
larguerillo apenas sufre desplazamientos verticales, mientras que el giro de su seccién si parece
importante. La Figura 3.18 muestra el giro UR1 alrededor del eje x en el mismo modo de pandeo.

Figura 3.18: Giro URI en el primer modo de pandeo para r = 1 en Abaqus®.

Se aprecia que hay zonas donde el giro del larguerillo adquiere importancia debido a la pendiente
que sufre la placa como consecuencia de las semiondas de pandeo, lo cual explica en parte las
discrepancias entre las soluciones dadas por el MEF y Ritz respecto al método de Levy en torno a
r = 1. Estos giros ocasionan el desarrollo de momentos torsores, como se deduce de la Ec. (2.27),
y a su vez de tensiones tangenciales. Estas, junto con las tensiones normales debidas al alabeo,
se expresan segun la Ec. (3.56) [14]:

My - 0%¢
O = 1_‘—0 LU(S) = — W LU(S)
T T o P (8.56)
= Ly AT - v °¥
E ts To . /Aw(s) ds Gt o +FE 95 o w(s) ds

siendo Cs el perimetro de la seccién del larguerillo. Dado que los modos de pandeo son autovec-
tores, no puede cuantificarse a priori ¢ ni sus derivadas. No obstante, si podran estimarse en un
andlisis de postpandeo, de forma que la Ec. (3.56) permitird una aproximacién a las tensiones
debidas a torsién en el larguerillo.

Modos de pandeo

El célculo y representacion de los modos de pandeo es de interés, no sélo para comparar las
soluciones analitica y numeérica, sino también para un estudio de postpandeo. Esto es debido a
que a la hora de introducir imperfecciones, necesarias para analizar el postpandeo, se introduce
un patréon basado en los modos. Como ya se ha visto, existe un rango de valores de r en los
que el primer modo de pandeo es global y otro en los que es local. Para visualizar ambos, se
representan los cuatro primeros modos obtenidos mediante la soluciéon de Ritz con 16 términos
y mediante el MEF para r = 1 (primer pandeo local, Figura 3.19) y para r = 2 (primer pandeo
global, Figura 3.20).
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(a) Modo 1: K = 16.49 (b) Modo 1: K = 16.21

(¢) Modo 2: K = 19.68 (d) Modo 2: K = 19.22

(e) Modo 3: K = 23.35 (f) Modo 3: K = 21.71

(g) Modo 4: K = 23.37 (h) Modo 4: K = 22.01

Figura 3.19: Cuatro primeros modos de pandeo para r = 1. Columna izquierda: Mathematica®,
Ritz 16 términos. Columna derecha: Abaqus®.
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(a) Modo 1: K = 14.88 (b) Modo 1: K = 14.46

(c) Modo 2: K = 16.49 (d) Modo 2: K = 16.08

(e) Modo 3: K =17.70

(g) Modo 4: K = 23.35 (h) Modo 4: K = 21.50

Figura 3.20: Cuatro primeros modos de pandeo para r = 2. Columna izquierda: Mathematica®,
Ritz 16 términos. Columna derecha: Abaqus®.

Las Figuras 3.19 y 3.20 corroboran lo explicado anteriormente sobre la Figura 3.16: el primer
modo para r = 1 es local, mientras que para r = 2 es global. A simple vista, la diferencia
fundamental entre ambos es que el pandeo global se da con una sola semionda en todo el panel,
mientras que el primer pandeo local de la placa para » = 1 ocurre con dos semiondas en la
direccién del larguerillo. Por la naturaleza del pandeo de vigas, el modo de fallo de pandeo global
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es muy perjudicial, ya que el hecho de que el larguerillo pandee junto con la placa, provoca el
colapso casi inmediato del primero. Por ello, en caso de diseniar este panel con r = 2, interesaria
que la carga siempre fuera superior a la critica en régimen permanente. A pesar de que sélo se
aprecia un modo de pandeo global, puede ocurrir que en el resto de modos el larguerillo desarrolle
otros pandeos locales. Estos pueden derivar en un modo de fallo denominado crippling, que
consiste en el desarrollo de pequenias semiondas en zonas concretas del larguerillo, provocando
una elevada concentracién de tensiones [6]. Por otra parte, observando los dos primeros modos
para 7 = 1 y la Figura 3.17, puede afirmarse que en la Figura 3.16 las discrepancias del método
de Levy con r < 2 se deben a la hipdtesis de modos simétricos respecto a z (véase la Ec. (3.33)).

3.5. Estudios paramétricos

3.5.1. Posicion del larguerillo

Para estudiar la posicién del larguerillo dentro del panel, se retoma la Ec. (3.44) y se sustituye
la coordenada ys = b/2 por su valor deseado. En este estudio, se analizan las diferencias en la
carga critica de pandeo al situar el larguerillo en y;, = b/2 (ya resuelto), ys = b/3 e y; = b/4,
segtin el sistema de referencia de la Figura 3.10. Para ello, se emplea el método de Ritz y Abaqus®.

30 | |

| Ritz, ys = b/2

=b/3 ----

S b4 ——

p Abaqus®, Ys = b/2 | ]

! =b/3 e
200 “p1 |

. "\‘
1By g
10 \‘\L_,f\“____“____1.____§—___;____;,
w I _ Ty —— k- — _r_____A___.:‘

9 | | |

Figura 3.21: Factor de pandeo vs. relacion de aspecto para distintas posiciones del larguerillo.

Cabe puntualizar algunos aspectos acerca de la convergencia y del comportamiento del panel
representado en la Figura 3.21:

» Se sabe que en el rango r € [0—4] para ys = b/2, los métodos de Ritz y MEF proporcionan
resultados précticamente idénticos. En cuanto ys = b/3 e ys = b/4, hay discrepancia entre
ambos métodos a partir de r = 2.5 y r = 3 respectivamente.
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= Cuando el larguerillo no esta centrado, el panel deja de ser simétrico, habiendo dos placas
de distinta relacién de aspecto a cada lado. Esto significa que cada una desarrolla modos
de pandeo muy diferentes y que por tanto el inicio de pandeo tiende a producirse antes en
una de ellas.

= Para entender qué lado del panel propicia el inicio de pandeo, hay que tener en cuenta el
efecto del larguerillo: al situarse mas cerca de uno de los bordes, proporciona mayor rigidez
a la zona del panel comprendida entre dicho borde y el propio larguerillo. Por tanto, la
placa de menor r del panel es la que determina el inicio de pandeo.

» Esto ultimo se ve reflejado en la Figura 3.21: los modos locales que en el caso ys = b/2
tenian lugar antes del pandeo global ahora gobiernan practicamente la totalidad de los
modos de pandeo del panel (nétese que los ejes de las Figuras 3.16 y 3.21 son diferentes),
va que la zona del panel cuyo borde lateral se encuentra mas cercano al larguerillo presenta
gran dificultad para pandear. Si se desea una representacion adecuada del pandeo mas alla
de cuatro semiondas en la direccion del eje x, es necesario afiadir términos en la soluciéon

de Ritz.

= Queda claro que, de cara a un disefio que retrase el inicio de pandeo, es preferible situar
los larguerillos de un panel equiespaciados.

3.5.2. Rigidez del larguerillo

En principio, podrian plantearse estudios paramétricos variando por un lado la rigidez a
flexién y por otro la rigidez a torsion del larguerillo. No obstante, esto seria muy complicado de
realizar con secciones reales. De este modo, se plantea un estudio con tres secciones diferentes,
mostradas en la Figura 3.22.

z z‘ z

Figura 3.22: Esquema de las secciones empleadas en el estudio paramétrico, de seccién ¢ constante
y con propiedades de la Tabla 3.1. De izquierda a derecha: secciéon plana, doble T y cuadrada.

Las dos secciones abiertas son de escasa rigidez a torsién y de distinta rigidez a flexién, mientras
que la seccién cerrada tiene elevada rigidez tanto a flexion como a torsién. Notese que todas
ellas tienen dos ejes de simetria, de modo que la posicién del cec coincide con la del edg. Sus
respectivos momentos de area se dan en la Tabla 3.2 [5], [12].
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Seccion A I, I, J T
ht3 h3t ht3
Pl — — — ~
ana ht 12 12 3 0
h3t h3t hot
Doble T 3ht 7 — hit3 —
12 6 24
2h3¢ 2h3 ¢
Cuadr. 4ht 3 3 h3 ¢ 0

Tabla 3.2: Momentos de area de las secciones de la Figura 3.22.

A continuacion, se muestra la evolucién de la carga critica en funcién de la relacién de aspecto:

30 T | |
é Ritz, plana
doble T - - - -
2 a“\ \ cuadr. —-—- |7
L "l.\'\ Abaqus®, plana =
. ‘ N dobleT o |-
‘e’ Sl AN cuadr. &
K 15 ° N
\ N e
10
5 \\\./.\.___._.___._-
0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

r

Figura 3.23: Factor de pandeo vs. relacién de lados para las secciones de la Figura 3.22.

Los resultados de la Figura 3.23 pueden considerarse similares entre Ritz y MEF en todo
el rango de r salvo en el larguerillo de seccién cuadrada, en el que los resultados analiticos y
numéricos sélo son similares en el rango r € [1.5—4]. Por otra parte, del analisis de los resultados
se extraen las siguientes conclusiones:

= El panel que contiene el larguerillo de seccién plana tiene un comportamiento ante inicio
de pandeo practicamente idéntico al de una placa articulada en sus cuatro bordes [1]. Esto
es debido a que la rigidez a flexion y torsién que aporta dicho larguerillo es muy pequena,
ya que, como se observa en la Tabla 3.2, ambas son proporcionales a t3.

» La mayor rigidez a flexién de la seccién doble T respecto a la plana repercute en un aumento
importante en la carga de pandeo. Por otra parte, la mayor rigidez a torsién de la secciéon
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cuadrada respecto a la doble T apenas aumenta la carga critica en el rango en el que los
resultados de Ritz y MEF son similares. Esto explica, en parte, por qué los métodos de
Levy, en el que se desprecia la rigidez a torsién, y Ritz ofrecen resultados practicamente
idénticos en la Figura 3.16.

= Si el pandeo solo tiene lugar en la piel, la carga critica aumenta cuando la rigidez a torsion
es elevada, como es el caso de la seccién cuadrada respecto a la doble T.

3.6. Pandeo local del larguerillo

Se estudia ahora el inicio de pandeo de las distintos tramos rectangulares del larguerillo
por separado, denominados a partir de ahora subpaneles. Notese que, debido a que la esbeltez
geométrica A, del larguerillo es elevada (mayor que 10 en la mayor parte del rango r, tal y como
se puede concluir de la Tabla 3.1), los subpaneles pueden estudiarse como placas de elevada
relaciéon de aspecto. Por ejemplo, tomando r = 0.25, bastante pequefio, la esbeltez geométrica
serfa Ay = L/h = a/h = rb/h = 0.25/0.02 = 12.5, valor suficiente por otra parte para poder
despreciar la energia de cortante [5].

Retomando la Figura 3.5 izquierda, el estudio de inicio de pandeo de los distintos subpaneles
de la seccién se lleva a cabo considerando que las uniones entre subpaneles se modelan como
articulaciones.

Debido a que la compresién es uniaxial, la Ec. (2.2) se simplifica:

*w *w Ntw N, JPw
Tt2o st oot o5
ox 0z?0y oy D Ox

=0 (3.57)

Como es logico, para resolver la Ec. (3.57) se necesitan CC, las cuales dependen del subpanel
del larguerillo que se pretende resolver.

3.6.1. Subpanel 1-2: SSSF

El subpanel 1-2 de la seccién del larguerillo constituye una placa con tres bordes articulados
y uno libre, siendo éste uno de los lados largos. La funciéon de prueba empleada para cumplir las
CC es la siguiente [7]:

w(z,y) = i i Wiy Sin (?) sin ()\Tzry) (3.58)

m=1n=1

dondea = L, b= h/4y X esun pardmetro cuyo valor se escoge para reproducir aproximadamente
las flechas en la direccién y; en todo caso, este A es incapaz de cumplir las CC de fuerza en el
borde libre. Con la funcién de forma habitual A = 1 esta deformada es totalmente errénea, ya
que no permite movimiento vertical (véase la Figura 3.24). En [7], se menciona que para valores
cercanos a A = 1/2 la funcién de prueba ofrece una buena representacion de w.
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s X=13/24
’ ’ = 1/2 ........
08 /' N = 1 - - - =
0.6 ' L \
<>\7Ty> , \\
S | ——— ’ .
b ’ /o v
0.4 Nz '
02 II '."' \‘\
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Figura 3.24: Funcién de prueba en la direccion y con n = 1.

En la Figura 3.24, se aprecia que las CC geométricas se cumplen. No obstante, para A = 1/2
la pendiente de w en y = b es nula, lo cual no tiene por qué ser cierto. Ademas, las CC de
fuerza en el borde libre (momento y cortante nulo) nunca se cumplen simultdneamente, lo que
introduce un pequeno error en los resultados. En cualquier caso, es preferible que se cumpla que
el momento sea nulo antes que el cortante.

Para determinar la carga critica, se introduce la Ec. (3.58) en la Ec. (3.57) y se simplifica:
S m? n2\?  /mr\2 N
S 8 o () (e
a b D

. ( mmx ) . ( Anmy )
Wynp Sin | —— | sin =0
m=1n=1 a a b

w2a’D (m? 2n2 ? 7D (mb 2n2a ?
w20 = Ne= = (TN ) = T Y

(3.59)

Observando la Ec. (3.59), se deduce que la carga critica minima tiene lugar para n = 1. Dado
que se analizan placas de elevado r, interesa determinar el minimo:

dN,, 1
. (_mﬂz_) (mﬂzi) —0
dr r2 m r m

(3.60)
m 4X2w2D
T(Ncr|min) = X = Ncr|min = b2

Ademaés, como el lado b sobre el que se reparte la carga es muy corto, puede ser preferible
trabajar con carga puntual de pandeo en lugar de carga repartida:
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_AX7?D

Pcr:Ncrb
b

(3.61)

En [8], se propone una solucién alternativa para placas de elevada relacién de aspecto que
puede ser utilizada para comparar y discutir el valor de A adecuado:

™D /12 1
M- TR (12, 1) 3.62)

donde, si r es grande, el segundo término es despreciable frente al primero y P, es:

12D
Pep = —— = 149 x 10* N (3.63)

Los resultados se dan en la Tabla 3.3, incluyendo el error relativo respecto a la Ec. (3.63).

Carga critica (N) Error relativo
A=13/24 P.. = 1.44 x 10* err = 3.47%
A=1/2 P.. =123 x 10* err = 17.75 %

Tabla 3.3: Resultados de inicio de pandeo.

Hay que tener en cuenta que el punto 2 de unién se ha modelado como una articulacién. Esto
no es cierto, ya que el giro relativo entre ambos seria completamente libre. No obstante, tampoco
seria correcta una modelizacién con empotramientos, ya que dicho giro no estd impedido. La
articulacién es preferible, ya que sitta la solucion del lado de la seguridad.

3.6.2. Subpaneles 2-3 y 3-4: SSSS

Ambos tienen las mismas CC en sus cuatro bordes: dos articulaciones en los extremos del
larguerillo y dos articulaciones para modelizar las uniones. La diferencia entre ambos es que, en
el 2-3 el lado b es igual a h/2, mientras que en el 3-4 es igual a h. El factor de pandeo de una
placa articulada con valores elevados de r es igual a 4 [3], de forma que la carga critica es:

~4x’D
b

P, (3.64)

es decir, por comparaciéon con la Ec. (3.61), es 1/A? & 4 veces mayor que la del subpanel 1-2
si los lados b son iguales, lo que permite apreciar el efecto de tener un borde libre en vez de
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articulado. Asi, los valores de P, son:

P.lo_3 =246 x 10* N
(3.65)
P34 =123 x10* N

3.6.3. Subpanel 4-5: pandeo entre remaches

La unién entre los larguerillos y la piel de un panel aerondutico de aluminio normalmente se
lleva a cabo por medio de remaches. Esto da lugar a la aparicion de modos de fallo asociados
al pandeo entre remaches del alma o alas del larguerillo unidas a la placa. Para determinar la
carga critica de inicio de pandeo del subpanel 4-5 se deben tener en cuenta estos remaches.

O
s -

Figura 3.25: Esquema de la unién del larguerillo a la placa: d,., espacio entre remaches.

Segun [7], para analizar este caso es posible despreciar las derivadas en la direccién y de la
Ec. (3.57), tratando asi el problema como unidimensional:

NM*rw N, Pw

7T D 3z =" (3.66)

Noétese que, de este modo, las derivadas parciales se convierten automéaticamente en derivadas
totales. La Ec. (3.66) tiene la siguiente solucién general [7]:

[ Ny [ Ny
w(z) =C1 + Cy + C3 sin ( ) CE) + Cy cos ( 55} ac) (3.67)

A continuacion, las CC se aplican en las coordenadas de los remaches. Si se asume que éstos
actian a modo de articulacion en la piel del larguerillo, se obtiene:

(3.68)

=0 r=d,
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Sustituyendo en la Ec. (3.66), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo:

C1+Cy =0
. [Ny N,
Ci1+Cyd,+Cq sm< Edr>+04 COS( 3d7»> = 0
N, (3.69)
C4 3 == 0
033 51n<\/3 dr>—|—C’4F Cos< D dr> =0

La primera y la tercera igualdad imponen directamente C'y = Cy = 0 para N, # 0. Combinando
entonces la segunda y la cuarta expresion de la Ec. (3.69), se obtiene:

[Ny
Cy d, + Cy sin( 3d7»> = 0

Ny Ny
Cg f sin ( H dr> =0

(3.70)

Si C3 = 0, entonces Co = 0 y se obtiene la soluciéon trivial w = 0, lo que indica que no hay inicio
de pandeo. Para que C3 # 0 y la solucién de la Ec. (3.70) segunda sea no trivial, se establece:

(N N,
sm( fdr>_0 = o) d, = mm

m2n2b D
d?

(3.71)
Pcr =

donde b = h y el valor minimo se da para el primer modo de pandeo m = 1V r, es decir, una
semionda de pandeo en cada espacio entre remaches. La Ec. (3.71) suele ponderarse por medio
de un coeficiente de fijacién ¢ que depende del tipo de remaches empleados, siendo ¢ = 1 o
¢ = 1.5 para remaches avellanados y ¢ = 3 para remaches de cabeza redondeada [7], [11]. Por
otra parte, es posible expresar la distancia d, entre remaches en funciéon del niimero n, de éstos
y de la relacién r de lados del subpanel:

b 2D 1)2
a N PCT:CT(' (n;—i—)
n-+1 n,+1 br

r =

(3.72)

Loégicamente, la carga critica aumenta si el nimero de remaches también lo hace, aunque ello
puede repercutir en el peso de la estructura.
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La referencia [11] proporciona una férmula analitica para la tensién critica o, de pandeo
entre remaches, asumiendo régimen elastico:

oo T (i)Q (3.73)

siendo t el espesor del larguerillo. Desarrollando la Ec. (3.72) para obtener la tensién critica,
puede obtenerse una expresion similar a la Ec. (3.73):

P, mFE t\?2
= — = — I— . 4
Tt C12(1—0?) (dr) (3:74)

Puede entenderse que la referencia [11] considera v = 0 en los larguerillos, debido a su com-
portamiento cuasi-unidimensional. No obstante, para garantizar la coherencia del documento se
mantiene v = 0.25 segin la Tabla 3.1.

La Ec. (3.72) se representa en la Figura 3.26 asumiendo conocido el niimero total de remaches.

1 x 107 \ \ ‘
. . ny = 10 ——
6 \ \. = 20 ----
8 x 10 5 = 50 ceeee--- .
\ ' \ =100 —-—
6 x 10° : A <
Prcr (N) VL N
4 % 106 \ :
\ "... \-\-
2 x 109 \\\ -
0 Rl R B
0 50 100 150 200
T

Figura 3.26: Carga critica de pandeo entre remaches.

En la Figura 3.26, el maximo r es 200, lo que indica que para el subpanel b = h = 0.02 m y
consecuentemente la longitud del larguerillo es L = a = r b = 4 m. Particularizando para esta
longitud, puede apreciarse en la Tabla 3.4 que la carga de inicio de pandeo depende fuertemente
del nimero de remaches.
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# remaches Carga critica P, (N)
10 2.32 x 10*
20 8.46 x 10*
50 4.99 x 10°
100 1.96 x 106

Tabla 3.4: Carga critica vs. nimero de remaches para r = 200.

El hecho de incluir remaches aumenta mucho la carga critica de pandeo, como es légico.
Sin embargo, ello puede ser perjudicial a la hora de introducir otros tipos de carga, ya que los
agujeros, necesarios para insertar los remaches, son concentradores de tensiones.

3.7.

Conclusiones generales

Durante la realizacion del capitulo, se ha llegado a una serie de conclusiones:

La introduccién tnica de acoplamientos elasticos que restringen el movimiento lateral de
los bordes no cargados de una placa a compresién disminuye la carga de pandeo.

Si sélo se introducen acoplamientos elasticos de rotacién en los bordes no cargados de una
placa bajo compresién, la carga critica de pandeo aumenta.

La introduccién de un larguerillo en una placa, conformando un asi un panel rigidizado,
aumenta notablemente la carga critica de pandeo por compresion.

Los modos de pandeo de un panel son muy variados y dependen fuertemente de r.

El hecho de situar los larguerillos equiespaciados en un panel rigidizado maximiza la carga
de inicio de pandeo.

La rigidez a flexiéon del larguerillo tiene importancia en los modos de pandeo globales, es
decir, aquellos en los que placa y larguerillo pandean conjuntamente.

La rigidez torsional del larguerillo es més importante en el pandeo local de placa o piel.

Entre los modos de pandeo local del larguerillo, predomina el pandeo de las alas o almas
no sujetas por remaches.
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Postpandeo de placas a compresion

En este capitulo, se estudia el postpandeo de placas con cuatro bordes articulados bajo
compresién uniforme NV,. Su andlisis es imprescindible para entender el comportamiento a post-
pandeo de paneles, que se estudia en el Capitulo 5. En funcién de la restricciéon de los bordes
y = cte, se distinguen tres casos:

u v
0Q000. . .
QO O00OO0I0 T ' N 21
- | el -7 ! T<— S~ -7 ! el ——
- AN 4 I N | 1
// o \\I // - > \\I - ZZ-<_ 1
/T~ N 1 /o< N AR NN
CoroC - N, Coc Ty ! - N, Ty 0! - N,
NN N2 s vy 7] N g
N N7 o | \ Se__” /1 ~~ZZZ-~- 1
N P -
Nt [— NI -—— e | —
1 Z Y
T 7 \NT
vOPOon ‘Do CTT! Y ¥

Figura 4.1: Izquierda, A: bordes descargados inméviles. Centro, B: rectos. Derecha, C: libres.

En postpandeo, las solicitaciones desarrolladas en el plano z = 0 de la placa dejan de ser
constantes. De esta forma, se crean solicitaciones de membrana y la placa adquiere curvatura,
comportandose de forma similar a una lamina.

Para clarificar la notacién, se utiliza N, N, para designar las cargas aplicadas en los bordes
de la placa y Ny(z,y), Ny(z,y) para las solicitaciones. Si s6lo se aplica directamente carga Ny
y los bordes laterales estdan restringidos, aparece una coaccién del efecto Poisson que se traduce
en una reacciéon Ny # 0. De este modo, la compresién deja de ser uniaxial y hay que considerar
el efecto de esta carga tanto en inicio de pandeo como en postpandeo. Asimismo, en problemas
de compresién uniforme la carga cortante N, es siempre nula [4].

4.1. Resolucion de las ecuaciones de Von Karman

Se comienza calculando las incégnitas que contienen las ecuaciones de Von Karman: la defor-
mada w(zx,y) y la funcién de Airy ®(x,y). Dado que se estudian placas articuladas en sus cuatro
bordes, se recupera la solucién de prueba seno-seno dada por la Ec. (3.36). Posteriormente, se
introduce ésta en el término de la derecha de la segunda Ec. (2.18) de Von Karman:

1 [ 0*P P P 0o 00 S - 9
E <8x4 +23x28y ) lzz ; wmncos( a )cos( b )‘| —

5 5 () o (o ()] [ 35 35 (5o ()0 (5]

m=1n=1




Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

La Ec. (4.1) es una ecuacién en derivadas parciales EDP cuya incégnita primera es la funcién
de Airy; wy,, se calcula a posteriori. Es muy complicado obtener una solucién analitica exacta
de @, por lo que se expande la Ec. (3.36) con un término simétrico wy; mds otro asimétrico wa;
para reproducir el postpandeo: el primero presenta una semionda en toda la placa y el segundo
dos semiondas en la direccién de aplicacién de N, y una en la direccién perpendicular:

~ o sin (75 sin (7Y i (270 i (T
w(z,y) = wiy sm<a>sm< b)-l—wgl sm( " )sm( b) (4.2)

Esta funcién es capaz de reproducir los dos primeros modos de pandeo w por compresion uni-
forme, exista o no coaccién del efecto Poisson [12]:

(i)

Figura 4.2: Modos # 1 y 2 de pandeo por compresiéon uniforme IV,.

La funcién de Airy se despeja de la Ec. (4.1) descomponiéndola en una solucién homogé-
nea y una particular: ® = &, + &, [4]. Ya que para la homogénea sélo es necesario resolver
V4o, (z,y) = 0, se eligen las igualdades de la Ec. (2.14), que lo hacen autométicamente:

20, N, _ N
B T T = Puloy) = 5y A
P, N, Ny o

_ N, o 44
s t = D,(z,y) 5 & T R2y) (44)
%P Ny
83:81; - _ ty =0 = O, (r,y = fax)+ faly)

donde N, N, son constantes y sus signos negativos se deben a que se asumen positivas a
compresién. La tinica manera de satisfacer las tres Ecs. (4.4) simultdneamente es estableciendo:

64



Seccién 4.1. Resolucion de las ecuaciones de Von Karman

N,
fi(z) = fa(z) = ==L a?
2t
O, (z,y) = —ZQV—I Y’ - 12\7_;, a? (4.5)
Ny
fa(y) = faly) = 5 Y

Esta solucién homogénea se interpreta fisicamente como una transicién entre la tensién cerca
del borde x = a donde se aplica N, y en cualquier seccién = = cte lejos de éste. De todas
formas, la distribuciéon N, en x = a debe tener una distribucién equivalente a N,; la forma
de satisfacer dicha equivalencia es a través de la solucién homogénea, Ec. (4.5). En postpandeo
por compresion, existe una aumento de N, cerca de los bordes laterales de la placa, de ahi la
importancia de distinguir entre sus CC laterales como véase en la Figura 4.1.

La solucién particular debe satisfacer la Ec. (4.1) completa. En vez de introducir la Ec. (4.2)
en la Ec. (2.18), es mds cémodo desarrollar la Ec. (4.1) con n = 1 y hasta m = 2:

O0xdy
m {[ 2 (X 2 (TY 2 (TN 2 (TY 2
—575 9\ | €08 (—) cos (—) — sin (—) sin (—)] w1+
a’b a b a b (4.6)
2 2
[4 cos (E) cos (—mc) cos? (@) — 5 sin (E) sin (—mﬂ) sin? (@ﬂ w11 Wo1+
a a b a a b
2 2
[cos2 (%) cos? <%y> — sin? (%) sin? (%yﬂ 4w%1}

2

<62w>2_62_w62_w_

A continuacién, se emplean las igualdades sin® o + cos?a = 1, cos2a = cos® o — sin? o para

simplificar el primer término del lado derecho de la Ec. (4.6):

2 2 G2 G2 2 2 2 20\
cos” o, cos® o, — sin® o sin” a, = cos® v, cos” o, — (1 — cos® ;) (1 — cos® o) =
cos? a, + cos? a, — 1 = cos2a, + sin® o, + cos2a, +sina, — 1 =
cos 2ar, + cos 2, — (cos? o, + cos? a, — 1) =
1 2 1 2 (4.7)
2 2 o2 o2
cos 2a, + cos 2a, — (cos” o, cos® o, — sin” oy sin® o) =

2

cos? a, cos? o, — sin?

.9 1
 sin“a, =5 (cos 2ar, + cos2av,)

El segundo término de la Ec. (4.6) no se puede simplificar mucho més y el ultimo admite un
proceso andlogo al del primero. Por tanto, el lado derecho de la Ec. (4.6) queda:
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tw}, [ 2mx (2my 2 1t w3, (Arx (2my
2 2h2 CcoS T + cos T + 202 CcOoS T + cos T
4
T w11 woq [ (71'.%') (27Tx) 9 (ﬂy) . (mc) . (27‘(’1‘) . 9 (ﬂy)}
——————|4cos|{— )cos| — |cos*| — ] —Hsin|— )sin| — |sin“ [ ==
a?b? a a b a a b

Por observacién de la Ec. (4.8), puede deducirse que la solucién particular ha de contener cinco
términos de prueba diferentes. No obstante, si éstos se introducen en la Ec. (2.18), apareceran
otros dos conteniendo cosenos y un seno cruzados y viceversa. Finalmente, se deduce que es
posible emplear la siguiente funcién de prueba para poder identificar todos los términos:

(4.8)

q)P(x7y) = () cos (2—x) + Cy cos (ﬂ) + C3 cos (%Ty)

a a

+ Cy cos (E) Ccos (%—x) cos? (%y) + C5 sin (E) sin (%—x) sin? (%y) (4.9)
a a a a
T 2rr\ . o (7Y . T\ . 2mx 5 (Y

4+ Cgcos|— |Jcos(— |sin“| == ) + C7sin | — |sin | — | cos® [ ==
a a b a a b

La funcién de Airy depende de z, y a través de relaciones trigonométricas, de manera que
en postpandeo las tensiones o;; y solicitaciones N, N, (ambas magnitudes son equivalentes)
también lo hacen. Introduciendo la Ec. (4.9) en la Ec. (4.1) e identificando términos, se obtiene:

%_Ew% -0

r2 2

25§202_2 Bul, 0
1603—T£2<w7%1+2w%1> =0

(42 o, G (B, 8) g (0,106) 38, oL
1ig4+(i—1+i—g+8)05—(i—g+i—g)06—(i—g-ﬁ-S)C?—Fi—fwnwm =0
—(§+i—§)c4—(i—8+8)c5+1i§6+<i—1+i—8+8)07 =0
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Seccién 4.1. Resolucion de las ecuaciones de Von Karman

Resolviendo el sistema anterior, se despeja cada una de las constantes C; de la Ec. (4.9):

Er?
G = 39 wi)

Er?
2 = o5

C; = wi; + 4w3,)

3272 (

4 E (12818 4 64075 + 872 r* — 369) 2
Cy = - 5 w11 Wa1
9 (1674 4+ 4072 +9) (4.11)

E (640 7% + 3200 r® + 5080 r* + 3276 72 + 1845) 2
Cs = — 3 w11 Way
9(167*+ 4072 +9)

8E (2r? +5) (327° + 807" + 54r? 4 45) r?
Ce = - 3 w11 W21
9(167% + 4072 +9)

4F (212 +5) (807% 4+ 20074 + 4572 — 72) 12
Cr = - 3 W11 W21
9 (1674 + 4072 +9)

Para verificar que la funcién de Airy calculada es correcta, se retoma la Ec. (2.14) y se
comprueba la equivalencia entre las solicitaciones y/o tensiones y carga externa en los bordes
de la placa:

t [20%2®(0 t [ 9%®
Nelz=0a — Ny = —/ M dy = —/ 0°2(a,y) dy = N,
’ b Jo 2 b Jo 2

a 52 a 92
Ny‘yzo,b — Ny = E/ m dl’ — E/ m dl’ — N

a 0z a Ox? !
(4.12)
bW@Oy bW@ay
_ N, = -
t 12 02®(z,0) t (@ 0*®(x,b)
Noyly=0p = Noy = a /o 0xdy dr a /0 dxdy dr =0

Obtenida la expresion de @, ésta se introduce en la Ec. (2.15) para determinar las incognitas
w11, way. Se llega a una ecuacién no simplificable que requiere del uso de métodos aproximados
para el cdlculo de wy,,. Dado que las funciones de prueba de la Ec. (3.36) son conocidas, se
utiliza el método de Galerkin, cuyo desarrollo andlogo para la Ec. (2.2) se encuentra en [12]:
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m=1, n= =

a rbf t (920 9w 92 H*w 92d 5w | T Ty
fy — = 2 in (25 sin (22 dydz =
/0 /0 _V Y"D (83/2 0z2 + 0x2 Oy? + Oxdy 8w8y>_ 51n< >51n< b > vas 0

a
m=2, n=1 =
a rbf t (820 9w 92D H*w 92d  5%w | o Ty
Viw — = 2 in [ —— ) sin ( == | dydz = 0
/0 /0 I “TD (83/2 0x? +8x2 Oy? + Oxdy Oxdy —sm( a )sm( b) yer
(4.13)
donde V = 7 i+ 90 j es el operador gradiente en dos dimensiones. Planteando una ecuacién
€z Y
para m =n = 1y otra para m = 2, n = 1 y resolviendo el sistema, se obtiene:
K (P, + 7’273y) r? — (1+ 7“2)2
w11 = 2t
3(1—v2)(1+7r4)
(4.14)

o = 20 [K AP P 7 i)
T 3(1—v2) (16 + %)

donde K se define al comienzo del Capitulo 3 y su valor depende del caso de estudio de la
Figura 4.1; P, P, son los ratios de carga de postpandeo:

N, N,
P == P, =Y 4.15
TN, YN, ( )

Asimismo, el método de Galerkin (al igual que el de Ritz) obliga a trabajar con un nimero
finito de términos, comprometiendo asi el coste computacional en caso de que dicho niimero sea
elevado.

4.2. Postpandeo en elementos finitos: algoritmo de Riks

Para resolver el problema de postpandeo en Abaqus®, debe utilizarse un algoritmo de reso-
lucién no lineal. El programa permite introducir un step denominado Static Riks, basado como
su nombre indica en el algoritmo no lineal de Riks, que se describe con detalle en el Manual
Teodrico de Abaqus® [15].

Sea el vector P un patrén de cargas, A un pardmetro de proporcionalidad de carga LPF, de
forma que en cada instante el valor de la misma es A PN, y u" un patrén de desplazamientos.
En cada instante, la solucién se escala con desplazamiento inicial méximo en valor absoluto u y
con la norma del vector de cargas ||P||:
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Carga

z

(4.16)
Desplazamiento —

. u
a=—
a

donde el superindice ~ denota cada subespacio (desplazamiento o carga) normalizado.

Carga maxima

\ Despl. maximo

Despl. minimo u
~ N
a

Figura 4.3: Respuesta estatica inestable. Indicaciones referidas al punto de bifurcacién.

Carga minima

De este modo, la solucién sigue el camino descrito por el vector de componentes unitarias:

v o= { “A } (4.17)

A partir de este vector, se obtiene el vector tangente a la trayectoria:

N
v N
u

(4.18)
) 1

T
Suponiendo ahora que la soluciéon parte del estado A = {ﬁé\’ )\0} , se define la matriz K(])MN
de rigidez tangente:

(4.19)
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El salto del estado A" a A’ se realiza a través de un incremento de arco Al definido por:

+A
AN (vy vy ) =A2 = A= : (4.20)

(VN.V§+1)1/2

0

donde el valor Al inicial lo fija el usuario y el signo de A\, debe cumplir la siguiente relacion:
AN, (v-Av_) = an, (VA +Ax ) >0 (4.21)

De este modo, el vector que une los estados inicial A’ y final A' de una iteracién se obtiene
N
simplemente multiplicando el vector v tangente a la trayectoria por el factor A), ya conocido.

Asi, el punto A’ viene dado por:
N _N
A = { a, + ANV, } (4.22)

La solucién se corrige forzandola a pasar por el camino de equilibrio, dado por la recta perpen-
. 1 . A .
dicular al vector v, que pasa a su vez por A , mediante el siguiente algoritmo:

. e e s . . . . N N
» Primero se inicializa la iteracién i correspondiente: A)\; = A, Au; = A\ v, .

= Después, se obtiene el vector R" de fuerzas internas en los nodos y a partir de éste, la
matriz de rigidez tangente:

' R"
R" = / B o dQ K" = a_M (4.23)
Q ou

siendo B un vector de funciones de forma y o el vector tensién.
ey , . N
= Se comprueba el equilibrio a través del residuo: A, =

; (A +AN) P" —R". Si el valor
resultante es pequefio, la iteracién ha convergido.

= A continuacién, se resuelve el siguiente sistema:
K - = v (4.24)

M . . N .
donde c; es el vector desplazamiento que aparece como consecuencia del error A; asociado
a cada iteracion.
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T T
» Escalando ahora el vector vév para obtener Vév y sumandole {civ /u pl-} = {civ ,0@-} ,

donde p; = A;V .P"/||P|% es la proyeccién del residuo A;V escalado a P, se obtiene:

N N CN ) _VN
{Ci TV }-vNZO = p=——v x (4.25)
H v, vy +1
y la solucién viene dada por el estado A’:
N N N N
Ao AN+ 1

= Por tltimo, se actualizan las variables y se regresa al primer item para la siguiente iteracién:

N N N N
Au;,;, = Au; +c; +pv;
i = i+1

Un esquema del algoritmo anterior se detalla en la Figura 4.4.

1

A A

P1 ‘K
( Camino de equilibrio
2

Figura 4.4: Algoritmo de Riks modificado.

Obviamente, no es posible ejecutar el postpandeo sin antes haber calculado el inicio: carga
critica, que en postpandeo debe ser el valor de la shell edge load (definida en el Capitulo 3),
y modos de pandeo. Ademés, el algoritmo de Riks implementado en Abaqus® necesita de un
patrén de imperfecciones iniciales referido a los desplazamientos normales al plano medio de la
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

placa para reproducir el postpandeo. Se introduce el siguiente patrén w* basado en los cuatro
primeros modos de pandeo:

h h h h
*=0. — 25 — 125 — 125 — 4.2
w 0.50 1Owl—i—O 510W2+0 510W3+0 510w4 (4.28)

Existe la posibilidad de introducir otros patrones como los propuestos en [16]. No obstante, tras
realizar varias ejecuciones con el caso de la Figura 4.1 se llega a la conclusién de que es més
apropiado emplear el de la Ec. (4.28).

El resto de pardmetros del método a introducir en Abaqus® estan relacionados con el incre-
mento de longitud de arco y se dan en la Tabla 4.1, con un méaximo de 100 incrementos.

Inicial Minimo Méximo Long. estimada

0.1 10~15 1 1

Tabla 4.1: Parametros de longitud de arco introducidos en Abaqus®.

Durante el desarrollo de este capitulo, se realiza un control por carga, es decir, se introduce
el valor de N, en la shell edge load y se estudian los resultados tomando el LPF como variable
independiente.

4.3. Placa con bordes descargados inmoéviles

Se estudia ahora el problema de la Figura 4.1 izquierda. En la Figura 4.5 puede visualizarse
de forma mas esquematica.

uy

0 0 0 0 0 O 000 x
/ I_ ____________ I___

| | | ——

| |
A | : I

| | 1 Nx

| |
A | ' |

| : 1| ~——
/ e e e e e e e e e e e '___J
)

Figura 4.5: Placa a compresién con bordes descargados restringidos.
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Como puede verse, se restringe el desplazamiento u en la direccién de aplicacion de la carga en
el borde x = 0, asi como los movimientos v de los bordes laterales. Por tanto, las CC sobre u, v
se escriben de la siguiente forma:

u(0,y) = 0 u(a,y) = w
(4.29)
v(z,0) = 0 v(z,b) = 0

En cuanto al desplazamiento w, la solucién de prueba utilizada cumple automaticamente las CC
en los bordes: deformada impedida y giro libre.

4.3.1. Limitaciones

Antes que nada, es necesario estudiar los limites de aplicacién de la aproximacién realizada
en la Ec. (4.2). Es importante percatarse de que la restriccién de los bordes y = cte implica una
carga IV, adicional que aparece como consecuencia de la combinacién del efecto Poisson y de las
reacciones en dichos bordes, de modo que la placa estd sometida a una compresién biaxial. El
factor de pandeo K se da en la Ec. (3.11) para § = v, donde m y n representan el nimero de
semiondas de pandeo en las direcciones x e y respectivamente.

El minimo de la Ec. (3.11) izquierda se da siempre para n = 1. Por otra parte, es necesario
analizar el rango donde el ntimero de semiondas del primer pandeo corresponde a los términos
de la Ec. (4.2), es decir, una y dos semiondas respectivamente. Para ello, se intersectan las
curvas dadas por la Ec. (3.11) con m = 1, m = 2 para encontrar el salto del primer modo al
segundo y con m = 2, m = 3 para determinar el valor de » maximo que permite la mencionada

aproximacion:
1 2 4 2
<—2 + 1) <—2 + 1>
T T ;
= = 1,2 = +2.08 34 = +1.361
7’_2 + v ﬁ + v
(4.30)
4 2 9 2
CENELD
r = = r19 = +3.51 r34 = +2.42i
— +1lv - tv

donde se ha usado v = 0.25. De la primera igualdad, se obtiene que la transicién de una a
dos semiondas en el primer pandeo se da para r = 2.08, asunto a tener en cuenta a la hora de
interpretar el postpandeo. Ademaés, el paso de dos a tres semiondas se da con r = 3.51, valor
limite en los calculos analiticos de este problema.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

4.3.2. Reaccién lateral y movimientos en el plano

Se introduce el problema de postpandeo determinando la reaccién N, que aparece como
consecuencia de inmovilizar los bordes laterales, como en la Figura 4.5. Para ello, se integra la
Ec. (2.9) segunda y se combina con la segunda fila de la Ec. (4.29):

= 0
b v
a, dy = /U(:Uab) - ’U(CE,O) b 1 /0w 2 (431)
y Y
0 2\ 0y
La deformacién ¢, se calcula considerando las Ecs. (2.14) primera y segunda, (2.16) y (4.14).

De la Ec. (4.31), es posible despejar el valor de N,:

™ E t (w} +w})

Ny=v N, — 52 (4.32)
o lo que es lo mismo, dividiendo por la carga critica N,
3(1— 2 2 2
P, = vp, — 2L V) Wi+ (4.33)

2K t2

donde K se obtiene de la Ec. (3.11) paran = 1 y m = 1 en el primer modo de pandeo. Las
Ecs. (4.33) y (4.14) constituyen un sistema de tres ecuaciones con incognitas Py, wi1 y wo.
Los resultados de estas incognitas son algo engorrosos como para mostrarlos explicitamente. Sin
embargo, conviene tener en cuenta que si N, < Ng(m = 1), wy; toma valores imaginarios,
mientras que si N < Ng(m = 2), es we; quien lo hace. El primer caso puede visualizarse
forzando we; = 0, es decir, suponiendo que la placa pandea con una semionda:

o 3(1—1/2) w11 2
Py = ”P“T(T)

wo1 =0 = (4.34)
Py — 1

o = 26147 \/3(1—1/2)(1—{—37"4)

Resulta evidente que si P, < 1, el modelo analitico no predice desplazamiento normal al plano
de la placa, ya que la carga es menor que la critica. Si ademas la placa es cuadrada r = 1:

,P$ - 1

El préximo paso es determinar los movimientos u, v del plano medio de la placa, completando
asi el calculo de desplazamientos en las tres direcciones de los ejes espaciales. Para ello, se utiliza
la Ec. (2.9) primera y segunda combinada con las CC de la Ec. (4.29):
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* 9 z [ 1 /0w\?]
(ot = wew) o) = [Me-5 () |

(4.36)

Y Ju v [ 1 /ow\?]
; 8_ydy = v(z,y) —v(z,0) = /0 _5y—§(a—y) dy

De forma similar al desarrollo de la Ec. (4.32), las expresiones de u(z,y), v(x,y) se dan en la
Ec. (4.37) para la solucién de prueba con un solo término wa; = 0:

N, —v N, vraws, 2rx
u(z,y) = — mEt Lo+ 16b211 S < a )
2,2 )
7r8w211 { cos (T) + [2x+% sin (%x” sin? (ﬂ—)}
(4.37)
N, —v N, vrbw?, | 21y
v(w,y) = - yEt = 16a211 sm( 5 >

2.9
_Twn {y cos (277_30) + [2y + E sin (%—y)] sin? (E)}
8 b2 a T b a

En ella, puede distinguirse un término “homogéneo” que no depende de w11, el cual estd presente
tanto antes del pandeo como después.

4.3.3. Contraste de resultados

Los resultados se muestran para placa cuadrada » = 1 con los datos de la Tabla 3.1. Una vez
ejecutado el caso en Abaqus®, se representa el LPF frente a la longitud de arco.

5 Py g

4 CA g

N i S
[/

L

N

0 10 20 30 40 50 60 70 80

N

u

Figura 4.6: Evolucién del LPF de carga en Abaqus®.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

La respuesta de la Figura 4.6 es aproximadamente lineal hasta el inicio de pandeo A = 1. A partir
de ese valor, la trayectoria es no lineal y similar a la conceptual de la Figura 4.3. En un punto,
la respuesta pasa de ser creciente a decreciente; este punto representa el fin del primer modo de
pandeo, pues el programa interpreta que debe regresar al comienzo del primer modo para asi
cambiar la trayectoria de equilibrio conforme al segundo. Por tanto, el primer y segundo modo de
pandeo se manifiestan en los tramos aproximados i€ [1-35]y i e [63 — 85] respectivamente.

Deformada y movimientos en el plano

El primer andlisis de resultados se realiza a partir de la deformada. Como se ha visto en el
Capitulo 2, las ecuaciones de Von Karman representan deformaciones méximas del orden del
espesor de la placa. Para corroborar este hecho y asi comparar con el MEF, se representa en la
Figura 4.7 la deformada en el centro de la placa w(a/2,b/2) adimensionalizada con el espesor ¢
frente al ratio de postpandeo P,.

2.5 o =
) o Abaqus® /
/6/6<;O O 5

1.5
w(a/2,b/2) /@% d
9/}/~ DOO0O0OO0 O
0.5 ~ \//l/ ’[: :l\\l\\l ‘4%

NoS——

2 = e
OO 000000
0 o O
0 1 2 3 4 5

Pa

Figura 4.7: Deformada en el centro de la placa vs. ratio de postpandeo; modo # 1.

Por debajo de P, = 1, el MEF predice desplazamiento no nulo, debido a que se ha introducido
un patrén w* de imperfecciones (véase la Ec. (4.28)), basado en los primeros modos de pandeo.
Por otra parte, la prediccién de w/t por parte de las ecuaciones de Von Karman es bastante
buena hasta llegar a P, = 3, valor en el que comienza a predominar el segundo modo de pandeo.
Cuando este tltimo se establece completamente en la placa, la deformada en el centro de la
placa es nula, ya que dicho punto corresponde a un nodo en el patrén montana-valle tipico de
los modos de pandeo por compresién (véase la Figura 4.2). Esto se aprecia en el descenso de
w/t predicho por Abaqus® a partir de P, = 4.

Continuando con la deformada, se representa ésta a lo largo de una linea y = cte en distintos
tramos de la placa con P, = 2.
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Q -
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Figura 4.8: Representacion de la deformada a lo largo de distintas lineas y = cte con P, = 2;

solo primer modo para Von Karman.

El contraste entre resultados analiticos y Abaqus® de la Figura 4.8 resulta satisfactorio, ya que
el primer modo de pandeo es simétrico y por tanto menos influenciado por el patrén inicial de

imperfecciones (véase la Ec. (4.28)).

Aprovechando la extraccién de dos modos de pandeo en las ecuaciones de Von Karman, se
contrasta la deformada maxima del segundo. Para ello, hay que situarse en el centro de una de
las dos semiondas que reproduce dicho modo (véase la Figura 4.2), por ejemplo en z = a/4,
y = b/2 (esta ultima es una linea de simetria como se ha visto en la Figura 4.8). Los resultados

se comparan con el MEF en la Figura 4.9.

2
1.5

w(a/4,b/2)
t 1
0.5
0

VK
o Abaqus® o~

o

a/@/\)y

Q0000Q o

© PN TN |<—

() ;)/O o\<; O L_
2.5 3 3.9 4 4.5 )

P

Figura 4.9: Deformada en el punto (x,y) = (a/4,b/2) vs. ratio de postpandeo; modo # 2.
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Como se aprecia en dicha figura y también se deduce de la Figura 4.6, el segundo modo sélo
se manifiesta a partir de P, = 2.75. A partir de ese valor, puede decirse que el contraste de
resultados entre Abaqus® y las ecuaciones de Von Karman es satisfactorio, especialmente en el
rango aproximado P, € [3.25 — 4.5].

La deformada en toda la placa se muestra en la Figura 4.10 con los resultados de Abaqus®.
Noétese que no se predice un segundo modo de pandeo completamente antisimétrico, ya que los
valores maximo y minimo de la Figura 4.10 para P, = 3, P, = 4 no son iguales y de signo
contrario. Esto es consecuencia del patron Ec. (4.28), en el que al ponderar el primer y segundo
modo para una deformada inicial de valor residual, una de las semiondas del segundo es mas
prominente que la otra.

w/t
0.38 1.22
0.19 0.61
0 0
Pr=1
1.72 2.36
0.38 0.42
—0.96 —1.52
Py =3 Py =4

Figura 4.10: Deformada U3 en Abaqus® para distintos ratios de postpandeo.

Los movimientos u, v del plano medio de la placa, calculados en la Ec. (4.37), se muestran para
un ratio de carga P, = 2 con el objetivo principal de verificar el cumplimiento de las CC laterales,
Ec. (4.29). Ademas, el orden de magnitud de estos desplazamientos es bastante menor al de la
deformada, de modo que son poco importantes en comparacién con ésta. La comparacién entre
Mathematica® y Abaqus® también resulta satisfactoria en esta representacién, especialmente en
cuanto a la forma de la distribucién mas que en cuanto a valores méximos o minimos.
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u/t x 1072 v/t x 1073
0 0.98
—0.75 0
—15 —0.98
0 1.27
—0.87 0
-1.73 —-1.32

Figura 4.11: Movimientos u, v del plano medio de la placa para P, = 2. Arriba: resultados
analiticos, Mathematica®. Abajo: resultados numéricos, Abaqus®.

Distribucién de tensiones

Las tensiones se obtienen analiticamente a partir de la Ec. (2.14), ya que la funcién de Airy
ha sido calculada. Si sélo se considera el término wy; de la soluciéon de prueba, se obtiene:

- _&_Ew%i(z_w)?ws(%_y)
S t 32 r2\ b b
(4.38)
N, Euw} 2<2w>2 <2m~>
Oy = P 39 r a COS a

Resulta interesante estudiar el sentido fisico de la Ec. (4.38):

= La solucién homogénea de la funcién de Airy predice una tensién equivalente a la carga
aplicada en el borde correspondiente: o;; = N;;/t.

= Por el contrario, la solucién particular predice una tensién variable a lo largo de la coor-
denada perpendicular a la carga aplicada.

» Debido a que se ha eliminado la contribucién del término we; de la Ec. (4.2), la funcién
de Airy no predice variaciéon de tensién a lo largo de la coordenada paralela a la carga.

= En caso de usar la Ec. (4.2) completa, las tensiones o, o, si predicen variaciones a lo
largo de x, y respectivamente. Ello permite representar un transitorio entre las soluciones
homogénea y particular, ya que la segunda sélo adquiere importancia lejos de los bordes
que tienen carga directamente aplicada.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Queda claro que la distribucién de tension a los bordes laterales se refleja en la solucién
particular, gracias a la funcién trigonométrica contenida en la Ec. (4.38) que a su vez se deriva
de la funcién de Airy. Esta funcién se representa en la Figura 4.12.

0.5

w(22) o
N/

-1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z/a

Figura 4.12: Funcién coseno encargada de modelar la redistribucién de tensiones en postpandeo.
Andloga en la direccion del eje y.

La redistribucién de tensiéon normal queda entonces de forma similar a la Figura 4.13.

> ———— ——
// \\
|> // ///—-\ \\\
A —~ N,
|> NN TT T s
N ~——_—— - 7
\\ //
|> ————— ——————

O 00000

Figura 4.13: Redistribucion de tensién o, en varias secciones de la placa; régimen de postpandeo.

Los resultados se muestran adimensionalizados con la tensién critica o.. = — N/t para una
interpretacién mas intuitiva:

Sij = 4 (4.39)




Seccién 4.3. Placa con bordes descargados inmaoviles

En la Figura 4.14, se representa la tension normal ¢, en el plano medio de la placa. Se
utiliza una ponderacién de los dos primeros modos de pandeo similar al patrén de la Ec. (4.28)
introducido en Abaqus®: wq; = wi1/2 para P, = 2y wyp = wey/2 para P, = 3. De este modo
se asume que los modos 1 y 2 no estan completamente establecidos como en la Ec. (4.3), lo que
permite lograr menores discrepancias entre los resultados analiticos y el MEF.

Sx

—1.28 —0.17

-2 -3
—2.72 —5.83
-1.33 : —1.07
—2.05 — -3.25
—2.77 —5.43
Py =2 Py =3

Figura 4.14: Evolucién de la tensién ¢, en el plano medio de la placa. Fila superior: Mathematica®.
Fila inferior: Abaqus®.

Respecto a la comparacién entre resultados analiticos y numéricos, el porcentaje de error es
mayor cuando P, = 3 que P, = 2. Ademas, la prediccién de resultados es mas precisa cerca de
los bordes laterales, en cuyo caso el error nunca supera el 7.5 %, aproximadamente. Por otro lado,
queda contrastada la redistribucion de la tensién normal hacia los bordes de la placa, aspecto
que se refleja claramente tanto en los resultados analiticos como numéricos (en el primer caso,
gracias al uso de la Ec. (4.2) completa). También se aprecia con claridad la diferencia entre las
soluciones en el borde x = a y lejos de éste, donde tiene lugar la redistribucién anteriormente
descrita.

Para observar mejor la redistribuciéon de tensién normal, se representa ésta a lo largo del
borde x = 0 en las Figuras 4.15. Los resultados analiticos se muestran aplicando la misma
ponderacién para P, = 2y P, = 3 que en la Figura 4.14 y asumiendo que los modos 1 y 2 estan
completamente establecidos en cuando P, =1y P, = 4 respectivamente.
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Figura 4.15: Distribucién de tensién normal ¢, a lo largo del borde x = 0. Arriba: primer modo
de pandeo. Abajo: segundo modo.

Se observa con claridad que la tensién maxima en valor absoluto se distribuye a los bordes
laterales. En el centro de la placa, la tension llega incluso a ser menor que la critica para ratios
de postpandeo elevados. La discrepancia entre resultados es mayor a la hora de representar el
segundo modo de pandeo, aspecto que se ha visualizado también en la Figura 4.14.

La tension normal o, es en general bastante menor que o,, aunque no despreciable. En lugar
de mostrar sus valores, resulta preferible extraer la tension equivalente de Von Mises, ya que
incluye las tres componentes del tensor tensién en una placa: o, 0y, Tzy. La expresiéon de la
tension de Von Mises en dos dimensiones adimensionalizada con la carga critica es [3]:

Ovm

Som =

= \/§§ + 65— Sa sy T 33, (4.40)
Ocr
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Dado que ya se han realizado bastantes contrastes entre resultados analiticos y el MEF, se
representa la tension <, obtenida en Abaqus®.

Sum

1.05

0.94 2.17

0.82 1.17

|
ﬁ 0.49

5.97

3.45

0.94

Figura 4.16: Tension de Von Mises ¢, en el plano medio de la placa.

Resulta llamativo el comportamiento altamente no lineal de la tension: el valor maximo es unas
10 veces mayor cuando P, = 4 que para P, = 1, mientras que la tensién minima es mayor
cuando P, = 2 y més pequenia cuando P, = 4. Ademads, la tensién en inicio de pandeo P, = 1
es bastante homogénea e igual a la tension media; las pequenas diferencias son debidas una vez
més al patrén de imperfecciones de la Ec. (4.28). Por otra parte, queda clara la importancia de
un buen diseno de las CC de los bordes laterales de la placa, lo que da pie al estudio de placas
con bordes elasticos o de paneles completos.

La tension tangencial 7., no es nula, pero resulta despreciable en comparacion con las ten-
siones normales. Si se utiliza un término en la solucién de prueba se obtiene 7., = 0, mientras
que con dos términos se predice una distribucién muy pequena.

4.3.4. Comparacion con el documento DES 8726

La referencia [10] contiene un documento de la Cranfield University en el que se recogen
aspectos conceptuales importantes del postpandeo de placas a compresién, asi como ciertas
correlaciones que pueden ser de interés para contrastar resultados.
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Estudio de las tensiones

Primero, se definen en la Ec. (4.41) dos pardmetros relacionados con la tensién normal o :
la tensién méxima oy,q, v la tensién promedio o4, (véase la Figura 4.13).

Omar = O'x(0,0) - U$(Ovb)
1 o b (4.41)
Oav = b /O /O O'm(xay) dzdy
Recuperando la Ec. (4.38) y aplicdndola a la Ec. (4.41) se obtiene:
Tmar = ST g
(4.42)
Ny
Oav = T

En la Figura 4.12, es facil ver que el término de o, debido a la solucién @, (x,y) integra a cero,
de modo que la tensién media es igual a la que permanece en equilibrio con la carga N,.

Adimensionalizando los pardmetros de la Ec. (4.42) con la tension critica, se llega a:

3(1 — 2 2
o pﬁM<w)

2K 2 \ t (4.43)

I

Pa

g(w

donde K se obtiene de la Ec. (3.11) para m = n = 1. Recuérdese que las expresiones anterio-
res estdn calculadas considerando sélo el primer término de la Ec. (4.2), lo que permite una
profundizacién en el sentido fisico de las expresiones analiticas.

Se define ahora el parametro v que relaciona las tensiones promedio y maxima:

- 1
~ = arctan <M> = arctan <L> (4.44)
T

Omax — Oc Smaz — 1

Logicamente, en postpandeo 0,4 > 04y, pero antes del pandeo la tension es uniforme en toda
la placa:

P.#1 = y=1
(4.45)

Pr>1 = <1
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Asumiendo régimen de postpandeo e introduciendo la Ec. (4.43) y posteriormente la Ec. (4.34),
se tiene, para el problema de la Figura 4.5:

3(1—0v? w2 - 1+72)? -
v = arctan { 1+ pr—)l) <%) ] } = {arctan [1 + %] } (446)

Si K (véase la Ec. (3.11)) estd referida al primer pandeo con una semionda (P, < 2.75, véase la
Figura 4.9), es decir, conforme al término wi1, la Ec. (4.46) conduce a:

-1
v = arctan { ll + 2U4vr) Chs 1/7"2)‘| } (4.47)

1+3r4

Por su parte, el documento [10] establece que v admite la siguiente relacién con 7:

_ (L+3rY) @ +rY
7 = arctan { B+r)(1+3r%) —2r22r2 — v (11 7)) } (4.48)

Esta expresién es vélida para P, < 2, tal y como indica [10].

La Figura 4.17 exhibe una comparativa entre el valor de v deducido en la Ec. (4.47) y la
Ec. (4.48), proporcionada por [10]. Puede comprobarse que ambas son completamente equiva-
lentes y que a mayor r, la pérdida de rigidez compresiva en régimen de postpandeo es menor.

0.9 ‘
VK
08 L= — [10]
L
0.7
0.6
4 /
0.5 //
0.4 /
_
0.3
0 05 1 15 2 25 3 35 4
T

Figura 4.17: Pardmetro de relaciéon de tensiones vs. relacién de lados, v = 0.25.

Particularizando para r = 1 y comparando con Abaqus®, se dibuja <4y VS. Smaz €n la Figu-
ra 4.18 y se expresa en la Ec. (4.49). Por su parte, el valor de v en régimen de postpandeo, dado
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tanto por la Ec. (4.47) como la Ec. (4.48), es v = 0.552.

g S s P, <1
Y= - Sav = { e ’ (449)

B 8§max 1+ y (gmam — 1) s P, >1

VK, [10]
o5 L O Abaqus

Sav 1.5 @/U

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Smazx

Figura 4.18: Relacion entre tensiones media y maxima. Pendiente del segundo tramo definida ~.

Logicamente, las tensiones promedio y méaxima son iguales hasta el inicio de pandeo, para el
que Say = Smaz = 1. A partir de entonces, la placa pierde rigidez siguiendo un comportamiento
cuasilineal. En Abaqus®, se aprecia que la pendiente 7 es en realidad no lineal y ademés sufre
un ligero aumento a medida que ¢4, €s mayor que 2.75 aproximadamente.

Pérdida de rigidez a compresién

Durante el postpandeo tiene lugar una pérdida de rigidez en la placa que se traduce en una
nueva relacion entre tensién y deformacién. Esto significa que el médulo de Young aparente E*
decrece por el simple hecho de que la placa pandee (no por plastificacion del material). Esta
pérdida de rigidez se estudia a través de la tensién media ¢4, y la deformacién lineal £, maxima
en el borde x = a de aplicacién de la carga de compresion:

€e = €4 (a, g) o u(a,Tb/Q) (4.50)

La deformacién e, se particulariza en y = b/2, ya que ésta no es totalmente constante a lo
largo de z = a, aunque su variacién es muy pequena. La Ec. (4.50) se adimensionaliza con la
deformacion critica:

€ = —% O (4.51)
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En [10], se define otro pardmetro u de rigidez adimensional bajo compresion:

- 1
W = arctan <M> = arctan (L) (4.52)

O¢ — Ocr Ge— 1

siendo 0. = FE €.. No se deduce una expresién genérica para pu porque en ella estd implicito
el movimiento u de la Ec. (4.37), expresién que resulta algo engorrosa. Para el problema de la
Figura 4.5, ;1 admite la expresion en funcién de r de la Ec. (4.53), dada por [10]:

(1+7r%) (14374 (1 —v?) } (4.53)

,u:arctan{ 5
(3474 (1+3r4) — 212 — v (1 +1r4)]

Comparando el resultado que proporciona la Ec. (4.52) con el de la Ec. (4.53) para r = 1, el
error relativo es:

I

1(VK) 0.54

} err = 8% (4.54)
p(10)) = 0.5

La relacion entre tension y deformacion se asume lineal y, al igual que con la relaciéon entre
tensiones de la Ec. (4.49), se distinguen dos tramos en funcién de la carga aplicada (véase la
Figura 4.19):

0 OF* € o Pp<l
p=Lw _ =1 ’ (4.55)
Oee ) 1+p(ee—1) P >1
2.5 \ =
—— VK ~ -0
---- [10] o
2 - o Abaqus® it
1.5 =
Sav /
1
0.5
0

Figura 4.19: Pérdida de rigidez compresiva. Pendiente del segundo tramo definida pu.
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El médulo E* se reduce practicamente a la mitad, lo que significa que su rigidez a compresién
también disminuye a la mitad. Esto es consecuencia de la redistribucién de o, a los bordes
descargados de la placa, ya que la carga tensional en el centro disminuye como consecuencia de
la redistribucién de tensién. Ademés, el comportamiento cuasilineal de la rigidez en postpandeo
lo reproduce bastante bien el MEF, con lo que puede afirmarse que el contraste de resultados es
satisfactorio.

Ancho efectivo

El concepto de ancho efectivo by se basa en la redistribucién de o, hacia los bordes laterales,
haciendo referencia a la anchura de la zona en la que se encuentra acumulada la mayor carga
tensional.

%

bey
2

Omax

b i <_< o:(y) —

Figura 4.20: Representacion esquematica de las tensiones/solicitaciones junto con modelo del
ancho efectivo en borde de placa paralelo a direcciéon de carga externa.

El ancho efectivo se define entonces aplicando la equivalencia N, o, para ambas Figuras 4.20
izquierda y derecha, teniendo en cuenta que la carga externa es la misma:

b b
Ny = /0 0z dy = 04p b= Opas bef = ~L = Tav (4'56)

b Omazx

De este modo, por la Ec. (4.44) y retomando las Ecs. (4.43) primera y (4.45) se desarrolla:

b 1 —tan~y
= tamy be; | — tann (4.57)
Smaz ’P$>1 = T:tanfy—|— T 5
vr
2 —1)—

Conocido v por la Ec. (4.47), es posible representar el ancho efectivo en funcién de ¢4, Esta
relaciéon se muestra en la Figura 4.21, con los resultados analiticos y los del MEF.
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Figura 4.21: Ancho efectivo vs. tensién méxima adimensional.

Antes del inicio de pandeo, el ancho efectivo es igual al ancho original del borde cargado, ya
que la tension es homogénea. Por el contrario, la relacién entre ancho efectivo y tensién maxima
en régimen de postpandeo es aproximadamente hiperbdlica. Logicamente, la maxima tensién
aumenta a medida que lo hace la carga N, de forma que a mayor carga externa el ancho
efectivo es menor. Esto significa que la tension estd cada vez més concentrada en los bordes
laterales, provocando que los elementos que los soportan (larguerillos, costillas . ..) sufran maés.

4.4. Placa con bordes descargados rectos

Esta vez, los bordes y = cte tienen permitido el desplazamiento v pero estan forzados a
mantenerse rectos, como puede observarse en la Figura 4.22.

Ui
[ | /
O 0O O 0O 0O 0O O O x€x
I—D—D—D—D—D—D—D—D—D—I T [ | U1
A Qdr-——-———----- al Q| :
[} 1 B — /] 1 1 I —
Q1 1 q, .
1 1
o} 1 B e A — Nx = O: : g N:B
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Figura 4.22: Placa a compresion con bordes laterales forzados a mantenerse rectos.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Las CC de este caso sobre los desplazamientos en el plano de la placa son:

u(0,y) = 0 u(a,y) = w
(4.58)
v(z,0) = —u; v(z,b) = v

donde la segunda fila indica por un lado que ha de existir simetria o antisimetria respecto a la
linea y = b/2 y por otro que el desplazamiento v en y = 0, b debe ser constante.

4.4.1. Limitaciones

El hecho de que los bordes laterales deben permanecer rectos implica que no existe restriccién
al desplazamiento de éstos sino a su giro en el plano x — y. De este modo, el valor medio de
la tensién o, debe autoanularse en cada uno de los bordes laterales. En términos de inicio de
pandeo, esto corresponde a una compresién uniaxial N,, donde el factor de pandeo se da en [3]:

K= <T + 1>2 (4.59)

T m

Al igual que en el caso anterior, la Ec. (4.59) es valida con un solo modo m = 1 siempre
que el pandeo ocurra con una semionda. De nuevo, la limitacién de r se determina buscando las
intersecciones en los cambios de modo:

1 2 2
(4.60)
2 2 /3 2
(— + f) = (— + f) = ri2 = +6 T34 = *i V6

r 2

es decir, es posible trabajar con placas r < 2.45 si se consideran solo dos modos.

4.4.2. Reaccion lateral y movimientos en el plano

Se pasa ahora al analisis del postpandeo. Como ya se ha mencionado, la tensiéon promedio en
cada uno de los bordes y = cte debe ser nula, de donde puede obtenerse el valor de N, usando
el resultado de las Ecs. (4.5) y (4.9) (esta tltima con sus C; correspondientes):

1 e 1 [29°® N,
Oyav =0 = —/ oy(x)de =—- | = do= _Ty = Ny=P,=0 (4.61)
a Jo

El hecho de que la reacciéon N, sea nula significa que la contribucién de la tensién debida a la
solucién homogénea de la funcién de Airy es nula, pero no necesariamente la correspondiente a
la solucién particular.
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Seccion 4.4. Placa con bordes descargados rectos

Retomando la Ec. (4.14) e introduciendo N, = 0 se obtiene:

Pr—1
= 2t(1+4r? -
w11 ( +r)\/3(1—]j2)(1+7"4)
(4.62)
Pr—1
= 4t(4+r? "
w1 ( +T) \/3(1—V2)(16+T4)
Resulta interesante obtener una comparativa con r = 1 entre la deformada de la placa con

bordes laterales restringidos w7 (véase la Ec. (4.35)) y la Ec. (4.62) para bordes rectos w,?:

A
wll \/5 ~
— =—=0."71 4.63

A la vista de este resultado, la placa con bordes laterales restringidos presenta una deformada
algo menor pero a costa de una reaccién N, adicional.

El movimiento u se calcula también a partir de la Ec. (4.36) primera. Sin embargo, para
obtener v se debe imponer una CC adicional de simetria en la linea y = b/2, ya que el valor v;
que aparece en la Ec. (4.58) es incognita:

0
v(z,y) = /O_Zdy+cl

; vbN, 7 (w} +wh)
L= _

4.64
b 2FEt 165 ( )
v(x, 5) = 0

El primer término en la Ec. (4.64) permanece tanto en inicio de pandeo como en postpandeo.
Para introducir la CC de simetria respecto a la linea y = b/2 en Abaqus®, debe establecerse un
control por deformacién en los bordes no cargados:

vb N

U2 =+
2FEt

(4.65)

Este valor corresponde al desplazamiento v cuando tiene lugar el inicio de pandeo y su incremento
esté relacionado con el del LPF.

4.4.3. Contraste de resultados

Para comprobar que la ejecucién del calculo en el MEF ha sido correcta, se representa en la
Figura 4.23 la evolucién del LPF frente a la longitud de arco. La respuesta es algo distinta a la
obtenida en la Figura 4.6, ya que el cambio del primer modo al segundo tiene lugar con mucha
mas facilidad, sin necesidad de disminuir tanto el LPF. Esto probablemente sea debido a que la
placa estd menos restringida que en el caso de los bordes descargados inméviles.
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Figura 4.23: Evolucién del LPF en Abaqus®.

Deformada y movimientos en el plano

El incremento de la deformada en funcién de P, se reproduce en la Figura 4.24.

w/t
0.38 1.27
0.19 § 0.64
0 0
Py =1
2.03 2.77
0.34 § 0.49
—1.34 —-1.79
Py =3 Py =4

Figura 4.24: Deformada U3 en Abaqus® para distintos ratios de carga de postpandeo.
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Seccién 4.4. Placa con bordes descargados rectos

Puede observarse que cuando la carga externa es igual a la critica (Figura 4.24 superior izquierda)
los valores son exactamente los mismos que los de la Figura 4.10 para placa con bordes laterales
inmoviles en su plano medio. Esto es consecuencia de que en inicio de pandeo no se predice
movimiento fuera del plano medio, de no ser por el patrén de imperfecciones de la Ec. (4.28),
que es el mismo para ambos problemas aunque cada uno con sus correspondientes modos. Por
otra parte, si se aprecia un aumento de la deformada respecto a la Figura 4.10 cuando el ratio
de carga es mayor, debido a la menor restriccién de los bordes no cargados de la placa.

De nuevo, con el propdsito de comprobar las CC referidas a los movimientos del plano medio
de la placa, éstos se representan en la Figura 4.25, correspondiente tanto a los cdlculos analiticos
como a Abaqus®. Puede comprobarse que, manteniendo el orden de magnitud, los valores ma-
ximos de u, v son algo mayores a los del anterior problema. Esto es légico ya que si los bordes
descargados presentan menor restriccion, sus correspondientes desplazamientos seran mayores.

u/t x 1072 v/t x 1073
0 1.75
1
—~1.05 0
—2.10 ~1.75

0 2.58
. I I ﬁ | E
—2.25 —2.70

Figura 4.25: Movimientos u, v del plano medio de la placa para P, = 2. Arriba: resultados
analiticos, Mathematica®. Abajo: resultados numéricos, Abaqus®.

Distribucién de tensiones

Este problema presenta una distribucién de tensiones andloga a la de la Ec. (4.38) pero con
N, =0y wi; definido en la Ec. (4.62); excepto por el término homogéneo de oy, las expresiones
son analogas a la Ec. (4.38). El término que marca la diferencia con el problema anterior es w;y,
deducido en la Ec. (4.62). Puede comprobarse facilmente que la tensién promedio en los bordes
no cargados es nula, ya que la funcién coseno integra a cero (véase la Figura 4.12).

A continuacién, en las Figuras 4.26 y 4.27 se muestra la tensiéon o, correspondiente a este
problema, con la misma ponderaciéon de los modos de pandeo que para la Figura 4.14, y la
tensién de Von Mises, con el objetivo de localizar los puntos de mayor carga tensional.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Sx

—0.63 —0.65
-2 -3

—-3.37 —6.65
—1.54 —0.56
—2.02 —3.59
—2.50 —6.63

P, =2 P, =3

Figura 4.26: Evoluciéon de la tension normal ¢, en el plano medio de la placa. Fila superior:
Mathematica®. Fila inferior: Abaqus®.

Svm
1.13 3.20
1.04 2.46
0.96 1.73
Py =1
7.62 12.37
4.32 6.76
1.02 1.14
P.=3 Pry=4

Figura 4.27: Tensiéon de Von Mises ¢, en el plano medio de la placa extraida de Abaqus®.
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Seccion 4.4. Placa con bordes descargados rectos

A grandes rasgos, se aprecia en la Figura 4.26 una redistribucién de tensiéon normal similar a
la de la Figura 4.14. No obstante, una diferencia significativa es que la prediccién del segundo
modo de pandeo en este caso es mas precisa; o, méxima es algo mayor, probablemente debido
a que el desplazamiento cerca de los bordes laterales, y en consecuencia las deformaciones, son
mayores. Respecto a la tensién de Von Mises, puede afirmarse también que las tensiones son
algo mas elevadas que las obtenidas en la Figura 4.16.

4.4.4. Comparacion con el documento DES 8726
Estudio de las tensiones

Para obtener las expresiones de ¢y ¥ Gmar con un solo término se recupera la Ec. (4.43),
ya que la tensiéon normal o, admite la misma expresién que para placa con bordes descargados

inmoviles (véase la Ec. (4.38)), pero con distinto wy; dado esta vez en la Ec. (4.62). Introduciendo
ambos en la Ec. (4.44) y simplificando se obtiene para régimen de postpandeo:

1 4
= arctan ( tr ) (4.66)

344

que es exactamente la misma expresién que facilita [10]. Particularizando para r = 1, el para-
metro de relacién de tensiones en postpandeo es: v = 0.464. En la Figura 4.28, se muestra dicha
relacién de tensiones comparando con el MEF.

25 T O]

ED L
15 o —
Sav o
1
0.5
0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

gmaaﬂ

Figura 4.28: Relacion entre tensiones media y maxima. Pendiente del segundo tramo definida ~.

Pese a que existe algo de discrepancia entre los valores de Von Karman y MEF, la pendiente de la
curva se mantiene mas o menos similar, aunque la no linealidad predicha por Abaqus® es mayor.
Esto a su vez indica que la aproximacién de las ecuaciones de Von Karman a este problema es
algo menos precisa que la del caso A de la Figura 4.1.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Pérdida de rigidez a compresién

En este caso, [10] propone la siguiente expresion para el parametro de pérdida de rigidez:

1 4
p = arctan <%> (4.67)

A partir de la tensiéon méxima en este problema asi como la Ec. (4.50) aplicada al mismo, se
obtiene: p = 0.464, tanto para la Ec. (4.67) como para los resultados extraidos de las ecuaciones
de Von Karman.

La relacion entre tensién y deformaciéon de la placa se muestra en la Figura 4.29.

2.5 \
VK, [10
5 o  Abaqus /
- o
/
1.5
o /

1
0.5

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

€e

Figura 4.29: Pérdida de rigidez compresiva. Pendiente del segundo tramo definida pu.

Ancho efectivo

Para finalizar con el estudio del problema de la Figura 4.22, se calcula y representa el ancho
efectivo. Recuperando la Ec. (4.57) izquierda, particularizada para P, > 1, introduciendo la
Ec. (4.43) (correspondiente a este problema gracias a la Ec. (4.62) superior) y simplificando:

be 1—1t
~L — tany + a (4.68)
b P +2(77x—1)

’ 1474

El ancho efectivo obtenido en la Ec. (4.68) se representa, junto con el que se extrae de
Abaqus®, en la Figura 4.30. Puede apreciarse que los resultados analiticos y de Abaqus® son algo
mas discrepantes que los de la Figura 4.21; no obstante, el maximo error se sitiia en torno al
8 %, de modo que la aproximacién no es del todo imprecisa.
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Seccion 4.5. Placa con bordes descargados no restringidos
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Figura 4.30: Ancho efectivo vs. tensién méxima adimensional.

La disminucién del ancho efectivo con la tensiéon maxima es mas acelerada en este caso que en
el anterior. Esto es consecuencia directa de que las tensiones maximas son algo mayores y se
encuentran mas concentradas. El aumento o, puede parecer perjudicial para la estructura; sin
embargo, hay que tener en cuenta que iinicamente se esta analizando la placa y no los elementos
que la sostienen o actiian a modo CC como pueden ser los larguerillos de un panel. En definitiva,
los larguerillos pueden llegar a beneficiarse del hecho de que la placa reciba més carga tensional,
retrasando asi modos de pandeo como el global de panel, en general no deseados por motivos
explicados en el Capitulo 3.

4.5. Placa con bordes descargados no restringidos

En este caso, no existe ninguna restriccién a los movimientos en el plano de los bordes no
cargados, tal y como se observa en la Figura 4.31.

U1

/ IO\ T
o= —————--- Sralabuinly
1 S~ =" 1 et e

4 | | |
| | |

/ ! | ! Ny
| | |
| |

AW - S s
b e e —

V4

Yy

Figura 4.31: Placa a compresién con bordes laterales no restringidos.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Las CC ahora sélo pueden imponerse al desplazamiento u de los bordes = = cte:

u(0,y) = 0 u(a,y) = w (4.69)

La solucién de inicio de pandeo de este problema es idéntica a la anterior, de modo que las
limitaciones en cuanto a relacion de aspecto y carga son también las mismas.

Este problema no se aborda analiticamente, ya que reproducir de esta manera el postpandeo
implica resolver ecuaciones e integrales que pueden requerir el uso de métodos numéricos apro-
ximados; de este modo, es preferible usar directamente el MEF y extraer conclusiones a partir
de estos resultados. No obstante, si se explica el planteamiento tedrico correspondiente:

» En la Ec. (4.69), no hay restriccién alguna al desplazamiento v de los bordes no cargados,
de modo que no es posible aplicar CC de Dirichlet sino de Neumann a los bordes y = 0, b.

= No existe restricciéon alguna a los desplazamientos u, v de dichos bordes; si a w por estar
articulados. Por tanto, el equilibrio en el contorno de los bordes descargados s6lo se cumple
si la tension en la direccion normal a éstos es nula punto a punto: oy(z,y) =0 VY (z,y).

Es complicado abordar un caso analitico con este tipo de equilibrio, ya que implica resolver el
problema con las CC en su formulacion fuerte.

4.5.1. Contraste de resultados

De la misma manera que para los casos anteriores, se representa primero el LPF frente a la
longitud de arco en la Figura 4.32. Puede observarse que curiosamente no tiene lugar ningin
cambio de modo, ya que no existe descenso apreciable del LPF en ninguna de las iteraciones.
Esto puede ser debido a la escasa restriccién de los movimientos en el plano medio de la placa.

3.5
3 OOJ\OO
2.5 ”Opoo

>
o
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Figura 4.32: Evolucién del LPF en Abaqus®.
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Seccién 4.5. Placa con bordes descargados no restringidos

Deformada y movimientos en el plano

La deformada se muestra en la Figura 4.33, siguiendo su evolucién para distintos valores de
carga de pandeo P,. Como se ha deducido en la Figura 4.32, no tiene lugar una transicién del
primer modo al segundo, haciendo que las deformaciones desarrolladas sean mayores que las de
las Figuras 4.10 y 4.24, debido a su vez a la inexistencia de restriccién lateral de los bordes
descargados. No obstante, el orden de magnitud de la deformada méaxima sigue siendo del orden
del espesor de la placa, de modo que la teoria de deformacién intermedia sigue siendo apropiada
incluso para mayores ratios de carga.

w/t
0.58 2.44
0.29 1.22
0 0
3.99 5.54
2 2.77
0 0
P, =3 Pr=4

Figura 4.33: Deformada U3 en Abaqus® para distintos ratios de postpandeo.

De nuevo, se muestra en la Figura 4.34 la distribucién de desplazamientos wu, v del plano
medio de la placa. Puede observarse el cumplimiento de las CC, destacando que el movimiento
de la Figura 4.34 derecha sigue una distribucién similar a la representada esquemaéaticamente en
la Figura 4.31. Ademas, el orden de magnitud del desplazamiento v resulta bastante similar al
de u, hecho que no ocurre en los casos anteriores (véanse las Figuras 4.11 y 4.25) y que se debe
precisamente a que los bordes no cargados tienen el movimiento libre en el plano medio z = 0
de la placa.
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u/t x 1072 v/t x 1073

0 12.39

—2.09

—4.17 —12.50

Figura 4.34: Movimientos u, v del plano medio de la placa para P, = 2. Arriba: resultados
analiticos, Mathematica®. Abajo: resultados numéricos, Abaqus®.

Distribucién de tensiones

Solo se considera interesante mostrar la tensién equivalente de Von Mises. La tension normal
oy es en general muy pequena en este problema, ya que en los bordes descargados es nula por
equilibrio con el contorno; de este modo o, es siempre predominante frente al resto y o, es
muy similar a la primera. La Figura 4.35 muestra su distribucién para distintos ratios de carga
de postpandeo.

Sum
1.40 5.31
1.09 2.91
0.79 0.51
10.87 21.19
5.50 10.63
0.12 0.07

Figura 4.35: Tensién de Von Mises G, en el plano medio de la placa extraida de Abaqus®.
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Seccion 4.5. Placa con bordes descargados no restringidos

Puede observarse claramente que la tensién redistribuida a los bordes laterales estda mucho mas
concentrada que en los otros dos casos (véanse las Figuras 4.16 y 4.27). Ademds, si la carga es
elevada, existe una zona adicional de concentracién de tensiones en el borde de aplicaciéon de
la carga externa. Las tensiones méaximas en dichas zonas de concentracion pueden llegar a ser
aproximadamente el doble que en los mencionados casos anteriores.

4.5.2. Comparaciéon con el documento DES 8726
Estudio de las tensiones

En la Figura 4.36 se compara la relacién entre tensiones promedio y maxima dadas por
la referencia [10] y Abaqus®. Respecto a la primera, el factor de relacién de tensiones admite
la Ec. (4.70). Notese que, a diferencia de las Ecs. (4.48) y (4.66), se trata de una expresién
que contiene ntimeros no enteros que parecen haber sido extraidos de correlaciones empiricas y
no de resultados analiticos; esto refuerza el hecho de que este caso es complicado de abordar
analiticamente y de que es preferible la resolucién de las ecuaciones de Von Karman mediante
métodos numeéricos o directamente emplear el MEF.

0.0833
v = arctan (0.25 +0.0045 r + m) (4.70)
2 \
[10] o
o Abaqus® o __—
1.5 5 O
’9)/
Sav 1
0.5
0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Smazx

Figura 4.36: Relacion entre tensiones media y maxima. Pendiente del segundo tramo definida ~.

Si r = 1 se obtiene: v = 0.254. Se trata de un valor significativamente menor al obtenido en
los anteriores casos, lo cual corrobora lo explicado anteriormente acerca de que la redistribuciéon
de tensiones es bastante significativa en este problema.
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Capitulo 4. Postpandeo de placas a compresion

Pérdida de rigidez a compresion
En cuanto al anédlisis de la rigidez compresiva durante el pandeo, [10] propone la Ec. (4.71):
2

N 2.151 73
4.659 + r3

p=arctan | 1 — (4.71)

De nuevo, se trata de una expresiéon que contiene nimeros no enteros y que probablemente se
halla extraido a través de métodos alternativos a los analiticos. Si la placa es cuadrada, el factor
de pérdida de rigidez en postpandeo es: p = 0.388, algo menor que el obtenido en el resto de
casos, como consecuencia de la menor restriccién lateral.

Esta pérdida de rigidez, traducida en un médulo E* < E, se representa a partir del modelo
analitico de la Ec. (4.55) en la Figura 4.37 y comparandola con Abaqus®.

2.5 ‘

Sav 9)/

Figura 4.37: Pérdida de rigidez compresiva. Pendiente del segundo tramo definida p.

Ancho efectivo

Finalmente, se representa en la Figura 4.38 el ancho efectivo de la placa frente a la tension
méxima. Como ya se ha mencionado, el problema de la Figura 4.31 presenta una importante
concentracién de tensiones, de modo que el ancho efectivo se ve reducido si se compara con los
de las Figuras 4.21 y 4.30. Por otra parte, resulta llamativo que los errores maximos entre los
resultados de [10] y del MEF son menores en casi todo el régimen de postpandeo que antes del
inicio; no obstante, este hecho es poco preocupante, ya que es de sobra conocido que antes del
pandeo b,y = b, ademds de que solamente resulta 1til trabajar con el concepto de ancho efectivo
en postpandeo.
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Figura 4.38: Ancho efectivo vs. tensién méxima adimensional.

4.6. Conclusiones generales

Se ha analizado el comportamiento a postpandeo por compresion uniforme de tres configu-
raciones distintas de placa articulada, mostradas en la Figura 4.1.

En las Figuras 4.39, 4.40 y 4.41 se comparan los parametros estudiados en la referencia [10]
una vez contrastados, todos ellos obtenidos mediante Abaqus®. Se destaca que, pese a que las
diferencias entre la distribucion de tensiones y el ancho efectivo sean significativas en postpandeo,
los tres casos presentan una pérdida de rigidez compresiva bastante similar (véase la Figura 4.40).
Por otra parte, la Figura 4.41 corrobora el hecho de que la concentracién de tensién sea més
importante en el caso C de la Figura 4.1 que en el resto.

Sev 1.5 o e

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Smazx

Figura 4.39: Comparacion de la relacién entre tensién promedio y méxima obtenida en Abaqus®.
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Figura 4.40: Comparacion de la pérdida de rigidez a compresién obtenida en Abaqus®.
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Figura 4.41: Comparacién del ancho efectivo obtenido en Abaqus®.

Después de todo el analisis se ha llegado a una serie de conclusiones que conviene considerar:

= Sea cual sea la restriccion de los bordes descargados, el postpandeo por compresiéon genera
una redistribucién de tensiéon normal hacia éstos debida al pandeo del centro de la placa.

= La tension tangencial durante el postpandeo por compresién es al menos dos érdenes de
magnitud menor que las tensiones normales.

= Cuanto menor es la restriccion de los bordes no cargados, mayor es la deformada maxima.

= Contrariamente a lo que pudiera parecer, a mayor libertad de movimiento de los bordes
laterales de la placa, mayor es la concentraciéon de tensiones. Esto provoca que los picos
maximos de tensién equivalente tiendan a ser también més elevados.
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Postpandeo de paneles

En este capitulo, se pretende reproducir el comportamiento a postpandeo del panel de la
Figura 5.1. Se trata de un panel cuadrado r = 1 = a = b en el que el larguerillo esta situado a lo
largo de la linea y = b/2, ya que de esta forma se prioriza el pandeo de la piel tal y como se ha
visto en la Figura 3.19. Esta estructura ha sido estudiada bajo condiciones de inicio de pandeo
por compresion en el Capitulo 3, a través de varios métodos; teniendo en cuenta las ventajas
e inconvenientes de cada uno de ellos asi como el contraste de resultados, se recuperan dos de
ellos para el presente capitulo: el método de Ritz y el MEF.

/]
X
/] | A
| 1 R ]
| 1
/] 1 1
o o o ¢ o o o o o o o o o w—— NN,
I I
/ 1 1
1 1 R —
/ b - - J
/
Y

Figura 5.1: Panel articulado sometido a compresiéon uniforme.

Los bordes descargados del panel de la Figura 5.1 tienen libre el desplazamiento v en la
direccion del eje y pero estan forzados a mantenerse rectos. Por tanto, como se ha visto en el
Capitulo 4, la reaccién lateral es: Ny, = 0.

5.1. Planteamiento energético: método de Ritz

Previo a cualquier andlisis de postpandeo, se deben conocer las condiciones de inicio de
pandeo. No obstante, tanto los modos de pandeo como las correspondientes cargas criticas de
la estructura de la Figura 5.1 se han obtenido en el Capitulo 3; los cuatro primeros modos para
panel cuadrado se muestran en la Figura 3.19. Para estudiar el primero de ellos, se asume una
solucién w(x,y) de prueba con dos semiondas en las direcciones de los ejes z, y:

2 2
w(z,y) = wee sin (ﬂ) sin (%) (5.1)
a

En la Figura 5.2 puede comprobarse que esta funcion de prueba reproduce el primer modo de
pandeo de la Figura 3.19:
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Figura 5.2: Modo # 1 de pandeo por compresién del panel.

La carga critica adimensional o factor de pandeo se puede obtener a partir de la Ec. (5.1),
siguiendo un proceso completamente analogo al que se realiza en la Secciéon 3.4:

1 2 82K
K:4l(—+r> 4200y + (5.2)
r r
. GJ ET, .. . . . .
siendo KC; = Kr las rigideces adimensionales a torsién de Saint-Venant y alabeada

vD’ " T D
respectivamente; para r = 1 se obtiene: K = 16.5. Nétese que la Ec. (5.2) no contempla la flexién

del larguerillo: al asumir dos semiondas antisimétricas a lo largo de la coordenada y, éste no se
ve sometido a movimiento w en la direccién del eje z y no almacena energia de flexién vertical.

Las ecuaciones de Von Karman contienen dos incognitas: la deformada w(z,y) y la funcién
de Airy ®(z,y); una vez propuesta una expresién para la primera, se debe calcular la segunda.
Dado que se trata de un problema de compresién pura, la solucién homogénea @, (z,y) pue-
de recuperarse directamente de la Ec. (4.5), aunque con N, = 0. Por otra parte, la solucién
particular @, (z,y) se calcula introduciendo la Ec. (5.1) el lado derecho de la Ec. (2.18):

2w\’ 0w Pw 8t dmx 47y 9
(8x8y> T 9P 2 [ (—> - cos (T)]w” (53)

En consecuencia, ¢, (z,y) debe tener la siguiente forma:

O, (z,y) = Cq cos <4TTx> + Cy cos (MTy) (5.4)

Las constantes C7, C3 se hallan insertando la Ec. (5.4) en la Ec. (2.18) e identificando términos:

256 * [g CcoS (477_33) + @ CcOos (47r_y>] = —87T4 [cos (477_3:') + cos (477_?/” wi, =
E a?t a bt b a2 a b 2

Er? w%2 FE w%2
=5 C2= 35,2

(5.5)
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Finalmente la funcién de Airy queda:

N, E 4 1 47y
b(z,y) = —2—; v+ 3 |:T‘2 cos <T) + 3 cos <T>] w3e (5.6)

El planteamiento empleado para la resoluciéon analitica del postpandeo es energético, basado

concretamente en el método de Ritz. Las energias interna y externa de la placa se calculan a
partir de las Ecs. (2.21) y (2.6) respectivamente.

27T4D(a2+b2)2 ,  NZ2ab mEt(a*+0bY)

Up = a3 b YT oy 6a30° 2
(5.7)
2N, b
Vp = 2; W%Q

Por otro lado, las energias asociadas al larguerillo se calculan con las correspondientes expre-
siones dadas en el Capitulo 2, estableciendo y = b/2 en la solucién de prueba:

Ups = 0
A74GT
Ujs = WW%Q
(5.8)
16 70 ET
Uns = —p vk
Vi =0

Aplicando el método de Ritz y simplificando es posible despejar el valor del coeficiente wao:

o1l _ O(Up+Ups +Uyjs+Urs =V, = Vi) _ 0
Owags - Owa B

= 2br |Ng (Pp—1)
2 7 s\ Eta+h
donde N, se calcula introduciendo la Ec. (5.2) en la Ec. (3.1); siendo K = 16.5, se obtiene:
N¢r = 8106.24 N/m.

(5.9)

5.2. Analisis por elementos finitos

El analisis del panel bajo condiciones de postpandeo sigue un preproceso similar al de la
Seccién 3.4, aplicando la misma geometria y material. La carga introducida debe ser igual a
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la critica; Abaqus® proporciona N, = 7931.6 N/m, de modo que el error relativo respecto al
resultado analitico es entonces de un 2.15%. En cuanto a las CC, se realizan algunos cambios:

Borde Ul U2 U3 UR1 UR2 URS3

z=0 0 - 0 - - -
r=a - - 0 - - -
vb N
y=0 “oEr 0 " 0
vb N,
=b - -
Y 2Bt 0

Tabla 5.1: CC del panel en Abaqus®. Valor de U2 en y = cte tomado de la Ec. (4.65).

Los bordes y = cte tienen restringido el giro alrededor del eje z, y su desplazamiento U2 corres-
ponde a la Ec. (4.65) en el instante de inicio de pandeo.

El movimiento U3 de las imperfecciones de la Ec. (5.10) se muestra en la Figura 5.3:

(a) Imperfeccién # 1, N, = 7931.6 N/m. (b) Imperfeccién # 2, N = 9340.4 N/m.

(c¢) Imperfeccién # 3, N, = 10505 N/m. (d) Imperfeccién # 4, N, = 10694 N/m.

Figura 5.3: Cuatro primeros modos de pandeo del panel en Abaqus® (véase también la Figu-
ra 3.19).
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Por otra parte, se estima necesario realizar un refinamiento de malla en el larguerillo, con
el objetivo de realizar un andlisis preciso. Mientras que en inicio de pandeo se han obtenido
resultados similares a los analiticos con sélo cuatro elementos a lo largo del canto, en postpandeo
se debe controlar que las variables converjan. Esto se lleva a cabo con un estudio de independencia
de malla, mostrado en la Figura 5.4, cuya variable es la maxima o, en el larguerillo.

20
19

NN
| maz| (MPa) /\

17 @/

16

o

15
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

# elementos

Figura 5.4: Evolucién de la tensién o, maxima en el larguerillo para P, = 1.5 vs. niimero de
elementos de malla en el mismo.

Se asume suficiente usar una malla con 23000 elementos en el larguerillo; la placa contiene 40000.

Esta vez, se introduce el patrén inicial de imperfecciones de la Ec. (5.10), propuesto en [16]:

h h h h
= D — 25 — 125 — Nl
w 1OW1—|—0510W2+0 510W3+0 510W4 (5.10)

Noétese que es muy similar al de la Ec. (4.28), pero permitiendo algo mas de imperfeccién para
una mejor reproduccion de la torsién que provocan los patrones "montana-valle“ del pandeo
antisimétrico (véanse los modos de la Figura 5.3).

Por otra parte, también se modifican los pardmetros del método de Riks, esta vez con un
maximo de 200 incrementos. Estos se dan en la Tabla 5.2.

Inicial Minimo Miéximo Long. estimada

0.25 10~10 0.5 1

Tabla 5.2: Pardmetros de longitud de arco introducidos en Abaqus® para el estudio de un panel
en régimen de postpandeo, obtenidos tras aplicar un control del paso al LPF.
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5.3. Resultados

5.3.1. Deformada

En primer lugar, se estudia la deformada del panel. Cabe mencionar que el resultado de la
Ec. (5.9) combinado con la Ec. (5.1) proporciona una deformada completamente antisimétrica; en
el MEF, la antisimetria no es exacta debido en primer lugar a las imperfecciones de la Ec. (5.10)
y a la CC aplicada en el borde u(0,y) = 0, o en Abaqus®, Ul = 0 en 2 = 0. La Figura 5.5
muestra la deformada del panel para distintos ratios de carga de postpandeo.

w/t
0.47

0.02

—0.52

2.16

0.03

—2.22

Py =3

Figura 5.5: Deformada del panel en Abaqus® para cuatro distintos LPF.

En esta figura, los modos # 1 y # 2 se reproducen de forma muy similar a los de las Figuras 3.19 y
5.3; no ocurre lo mismo con el modo # 3, que aparece con P, = 4, ya que el nimero de semiondas
a lo largo del eje = es bastante mayor. La deformada maxima sigue manteniendo un orden de
magnitud similar al espesor de la placa, de la misma manera que en los casos estudiados en el
Capitulo 4. El pandeo también sigue siendo local, es decir, sélo pandea la piel situada a los lados
del larguerillo, lo cual es beneficioso y permite lograr una estructura menos pesada. Asimismo,
el larguerillo se mantiene practicamente inmévil en el plano z = 0, de manera que su modelado
mediante una articulacion ideal no hubiese sido una mala aproximacién.

En la Figura 5.6 se muestran los valores de la deformada maxima obtenidos en Abaqus®, para
asi ofrecer una representacién més visual de su orden de magnitud.
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2.5 o P

bl 5

0.5 o

Figura 5.6: Evolucién de la deformada méxima del panel en Abaqus®.

Cuando la carga es menor que la de pandeo P, < 1, la deformada méxima sufre un aumento
aproximadamente parabdlico basado en el patrén de imperfecciones introducido en la Ec. (5.10).
A continuacién, con P, > 1 la deformada maxima sigue una tendencia similar a las de los casos
analizados en el Capitulo 4, aunque con valores ligeramente superiores. Observando de nuevo
la Figura 5.5, cuando la carga es P, > 2 comienzan a acumularse dos semiondas de mayor
prominencia que el resto cerca del borde cargado x = a, ocasionando deflexiones significativas.

5.3.2. Tensiones en la piel

Se realiza ahora un analisis de las tensiones en la piel del panel, esto es, en la placa. Estas se
pueden obtener aplicando la Ec. (2.14) a la funcién de Airy, Ec. (5.6):

N, Ew, (47r)2 (47Ty)
= —— = — | cos| —
T t 3272 \ b b

Er?w3, (477)2 (47730)
oy = ———F——|— | cos|—
32 a a

De forma similar a la Figura 5.5, la tensiéon o, obtenida en Abaqus® y adimensionalizada
con la tensién critica, oo, = N/t = 3.97 MPa, se muestra para varios P, en la Figura 5.7.
Aniélogamente a como ocurre en los problemas estudiados en el Capitulo 4, la tensién normal se
redistribuye a los bordes no cargados. Esta vez, el larguerillo actiia a modo de CC, provocando
que la tensiéon también se redistribuya hacia éste. En consecuencia, la placa no absorbe las
tensiones maximas, sino que éstas se manifiestan en el larguerillo, hecho imposible de visualizar
en problemas de pandeo de placas, pues las CC laterales se asumen ideales. Esta distribucion se
obtiene aplicando la Ec. (2.14) a la Ec. (5.6) y se contrasta con el MEF en la Figura 5.8.

(5.11)
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Sz

—0.33 —0.36

~1.15 —3.58

—2.63 —6.79

—0.64 0.77

~5.81 —8.33

~10.98 —17.44

P, =3 P, =4

Figura 5.7: Distribucién de tensiéon normal o, en el panel.
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Figura 5.8: Vista lateral de la Figura 5.1 en la posicién x = 0: redistribucién de tensién normal
hacia los bordes laterales y hacia el larguerillo con P, = 1.5.

De cara a un dimensionamiento geométrico del panel, resulta interesante visualizar la tensién
equivalente de Von Mises G,y ; ésta se muestra en la Figura 5.9, obtenida en Abaqus®.
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Sum
2.66 6.80
0.08 0.48
P, =1
11.28 17.67
6.08 8.90
0.88 0.13

Figura 5.9: Distribucion de tension equivalente de Von Mises en el panel.

Una vez mas, destaca que las tensiones maximas se trasladan al larguerillo, lo cual deja entrever
que hace falta un estudio mas detallado del mismo.

5.3.3. Anadlisis del larguerillo

Para estudiar el larguerillo con mas detalle, se calcula primero la ley de giro de su secciéon a
lo largo de la coordenada adimensional £ = x/a a partir de la Ec. (5.1):

ow 2
= — = —— wyg sin (27€ 5.12
3y |y , W22 (2m8) (5.12)

$(§)
Este giro es funcién tanto de las parametros estructurales del larguerillo como de la placa, ya
que el coeficiente wyy, dado en la Ec. (5.9), se obtiene considerando ambas contribuciones para
la energia interna. Una hipétesis que introduce la Ec. (5.12) y que conviene no perder de vista
es que toda la seccion del larguerillo gira al unisono; es decir, ¢ # ¢(s), siendo s la coordenada
curvilinea (véase la Figura 3.5). En Abaqus®, esta hipétesis se cumple con bastante precisién en
el subpanel de la seccion donde se colocan los remaches (tramo 4-5 de la Figura 3.5), mientras
que las alas y almas ejercen mayor resistencia al giro. Este giro se muestra en la Figura 5.10.

El hecho de conocer la ley de giro del larguerillo a lo largo del eje x permite eludir la necesidad
de resolver la Ec. (2.27) de torsién mixta. No obstante, para que los resultados sean fiables, se
ha de contrastar primero la Ec. (5.12) con los resultados de Abaqus®. Esta comparacién se
reproduce en la Figura 5.11 para dos ratios de carga distintos aunque siempre dentro del primer
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modo de pandeo, ya que la aproximacion realizada en la Ec. (5.9) no permite llegar a méas carga
analiticamente. Por otra parte, los resultados de Abaqus® se extraen en el punto 6 de la seccién
seglin la Figura 3.5, con el objetivo de contrastar también la validez de la hipotesis de que toda
la seccién gira al unisono.

Figura 5.10: Detalle del giro del larguerillo obtenido en Abaqus® .
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Figura 5.11: Ley de giro del larguerillo. Arriba: P, = 1.1. Abajo: P, = 1.5.
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En la Figura 5.11, puede apreciarse que la aproximacién es buena cuando la carga no es
demasiado elevada. Si por el contrario P, = 1.5, la estructura esta cerca de entrar en el segundo
modo de pandeo (imperfeccion # 2 de la Figura 5.3), los errores méximos se sittian en torno al
40 % y la aproximacién deja de ser fiable.

Como ya se ha mencionado, no es necesario integrar la Ec. (2.27), ya que la ley de giro es
conocida. No obstante, una vez contrastado el giro, resulta interesante recuperar esta ecuaciéon
para analizar la influencia de los torsores de Saint-Venant y de alabeo Ty, TT respectivamente:

d(b GJ d¢ 471'?1}22 2rx
T = _— = _ = - 3 -
7(€) Gde o dt = GJcos,( - >
(5.13)
d3¢ ET d3¢ 16 7wy 2mx
TI’(:C) = —ETly @ = - e d—f‘g’ = _WEFO CcOS <—>

Representando conjuntamente los torsores Ty, Tt y la suma de ambos, esto es, el torsor total,
se obtiene la Figura 5.12.

0.1

T.(&§) (Nm) 0 A S
T N e

T, —-—.

§

Figura 5.12: Momentos torsores a lo largo del larguerillo: torsor de Saint-Venant T;, torsor de
alabeo Tt y torsor total T'= T + Tr.

De forma general, el momento torsor que aparece como consecuencia del pandeo de la piel, con
semiondas antisimétricas, tiene un orden de magnitud pequeno. A pesar de ello, las tensiones
debidas a torsion si pueden llegar ser elevadas, como se estudia més adelante. Asimismo, el torsor
de alabeo ejerce mayor influencia que el de Saint-Venant, aunque ambos son del mismo orden
y por tanto ninguno despreciable frente al otro. Esto dltimo se ratifica si se calcula la esbeltez
torsional del larguerillo [14]:

GJ
=L/ ——— =4. .14
r ETy g (5.14)
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donde L = a. Segun la referencia [12], si A\, € [2 — 5] ambos torsores T, Tt tienen una impor-
tancia similar y el dominio es de torsién mixta, aspecto que se corrobora en la Figura 5.12.

Una vez estudiados y analizados el giro y los torsores, las variables de mayor interés son
las tensiones en el larguerillo. La Ec. (3.56) permite estimar ambas o, 7,s debidas a la torsién
originada a su vez por el pandeo de la piel; ademas, a o, se le anade el término “homogéneo”
de compresion:

N, 87mEwy . (27nx
ox(x,8) = T Sl w(s)
(5.15)
42 Gt 2 167 E 2
Tes(X,8) = _AnTG s way cos( mc) + 0L wa cos <ﬂ>/ w(s)ds
ab a a3b a c

donde la funcién de alabeo w(s) se ha calculado en la Ec. (3.30). Téngase en cuenta que la
Ec. (5.15) sélo permite reproducir las tensiones que tienen lugar en el primer modo de pandeo,
debido a la aproximacién realizada en la Ec. (5.1).

La tensién normal o, en el larguerillo obtenida en Abaqus® se representa en la Figura 5.13.

Sz

~0.33 ~0.36

—1.15 —3.58

~2.63 ~6.79

~0.95 0.77

~5.96 ~8.33

~10.98 —17.44

Po=3 Pr=4

Figura 5.13: Distribucién de tensién normal o, en el larguerillo.

Mientras que las tensiones méximas en la placa apenas alcanzan un orden de magnitud por
encima de o, (véase la Figura 5.7), en el larguerillo pueden llegar a doblarse; la tensién mas
elevada es de unos 70 MPa, de modo que la carga ain podria aumentar antes de entrar en
modos de fallo como el crippling o el pandeo entre remaches. Nétese también que, en las esquinas
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superiores que unen las almas con las alas de la seccién, se aprecia el efecto del alabeo seccional:
al ser éste antisimétrico, tal y como se ha indicado en la Seccién 3.3 y puede apreciarse en
la Figura 3.7, una de dichas esquinas absorbe mucha mas tensién que la otra, pues la tensién
normal debida al alabeo adquiere la misma magnitud y signo contrario. También cabe mencionar
que la tensién tangencial 7,5 es un orden de magnitud menor a o, debido al término N, /t de la
Ec. (5.15) primera, de forma que no se considera especialmente necesaria su representacion.

Para contrastar la Ec. (5.15), se visualiza la tensién o, en Abaqus® para P, = 1.1 en la
seccion £ = 3/4 (donde, segin la Figura 5.13, o, es aproximadamente méxima) a lo largo de la
coordenada curvilinea 7 = s/h: desde el punto 0 hasta el 8 de la Figura 3.5.

Ritz, VK
Abaqus®  ©

(3/4,m) -1 N

'\ (@]

15 © .9

n

Figura 5.14: Comparacion de tensién normal en la seccién & = 3/4 del larguerillo para P, = 1.1.

En la Figura 5.14, puede apreciarse que el contraste resulta satisfactorio lejos de los extremos de
7, es decir, en los tramos 5-6 y 6-7 de la seccién. En puntos 0 y 8 los errores son aproximadamente
un 27 % y un 18 % respectivamente. Los motivos de estas discrepancias son los siguientes:

= En el punto 0 se encuentran los remaches que unen el larguerillo a la placa. Ello implica
en Abaqus® la prescripcién de un vinculo entre ambos componentes, lo que ocasiona una
concentracion de tensiones cerca de la superficie de dicho vinculo. En la Figura 5.14, la
tension en n = 0 predicha por Abaqus® es mayor que la que predice el calculo analitico,
lo cual sigue la légica del razonamiento anterior. Ademaés, este razonamiento sirve para
explicar la discrepancia entre las soluciones analitica y numérica de la Figura 5.8 cuando
y/b=0.5.

= Por otro lado, el extremo libre de la secciéon (punto 8) presenta algo menos de discrepancia.
Esta se debe a la hipétesis de giro uniforme en toda la seccién del larguerillo (véase la
Figura 5.10): como puede apreciarse en la Figura 5.14, a medida que 7 se acerca al valor
final, la diferencia entre resultados analitico y numérico va creciendo.
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Conclusiones, trabajos futuros y presupuesto

6.1. Conclusiones

En el presente Trabajo de Fin de Grado, se ha resuelto el inicio de pandeo y el postpandeo bajo
compresién de paneles que conforman la estructura semimonocasco de una aeronave, es decir, del
conjunto formado por las placas o piel de dichos paneles y los larguerillos rigidizadores. Para ello,
se han combinado métodos analiticos puros y semianaliticos, haciendo uso de las herramientas
Mathematica® y Matlab®, con métodos numéricos, concretamente el MEF a través de Abaqus®.
Algunas soluciones también se han contrastado con resultados de organizaciones de renombre
como ESDU® o de otros centros de investigaciéon como la Cranfield University.

Segun lo mencionado, las principales conclusiones que se pueden extraer del trabajo realizado
son las siguientes:

= La comprensién de las bases tedricas asi como de los desarrollos analiticos es crucial para
una interpretacién apropiada de los resultados que proporciona el MEF, facilitando asi la
deteccion de errores y el contraste de resultados.

= Se ha analizado y reproducido el documento ESDU® 72019, que estudia el inicio de pan-
deo por compresién en placas con CC elasticas. Ello ha permitido un estudio preciso del
pandeo de piel cuando las CC de sus bordes dejan de ser ideales, permitiendo una buena
aproximacion al pandeo local de los paneles que conforman las estructuras semimonocasco.

= En el calculo de inicio de pandeo de panel, los métodos de Levy y Ritz proporcionan resul-
tados muy similares cuando los efectos de la torsién son despreciables o poco importantes.
Esto ocurre cuando el panel pandea a flexion de forma global, es decir, piel y larguerillo
conjuntamente. Por tanto, para estudiar y asi poder priorizar el pandeo local de piel es
preferible recurrir al método de Ritz o a otros andlogos como el de Galerkin.

» En inicio de pandeo, practicamente la totalidad de resultados analiticos y MEF coinciden
con un error relativo muy pequefnio. De esta manera, puede afirmarse que se han obtenido
resultados satisfactorios.

» El montaje de larguerillos en la piel de un panel aerondutico incrementa sustancialmente
la carga critica de pandeo. Este hecho, entre otros, justifica la predominancia de disenios
aeronauticos basados en estructuras semimonocasco de aluminio frente a las monocasco.

= Un panel aeronautico debe disefiarse priorizando el pandeo local de la piel para obtener
una estructura eficiente de cara al postpandeo y evitar asi que los larguerillos pandeen a
modo de columna.

= Si el disenio prioriza el pandeo local de la piel, se debe realizar un buen dimensionado de
la rigidez a torsion de la seccion de los larguerillos.

= Existen valores de r que maximizan o minimizan la carga critica de inicio de pandeo. Un
buen diseno requiere tener en cuenta dichos extremos, los cuales se ateniian a medida que
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r aumenta, provocando que la carga critica tienda a un valor asintético.

El disefio de paneles aeronauticos considerando pandeo permite reducir considerablemente
el peso de la estructura de la aeronave.

El calculo del postpandeo de placas con dos términos ha permitido estudiar los dos primeros
modos de pandeo. Ello ha posibilitado a su vez introducir cargas mas elevadas en el MEF,
pudiendo contrastar dichos resultados con los analiticos.

El contraste de resultados analiticos y numéricos en postpandeo ha sido satisfactorio en
muchos casos. No obstante, a veces es complicado hacer coincidir ambas soluciones, ya que
se deben tener en cuenta multitud de aspectos.

A la hora de analizar el postpandeo, puede ocurrir que pese a estar tratando de comparar
un mismo problema, haya factores que provoquen que se esté abordando en el MEF un
caso ligeramente diferente al estudiado analiticamente. La mayoria de las veces, estos
factores estan relacionados con las imperfecciones iniciales, sin las cuales no es posible
reproducir numéricamente el postpandeo, y las CC. Es importante comprender por tanto
qué diferencias existen y si son o no relevantes.

En el postpandeo de placas, se ha comprobado que una mayor restricciéon de los desplaza-
mientos del plano medio en los bordes no cargados reduce tanto las deflexiones de la placa
como las tensiones maximas en la misma.

Si se tiene en cuenta el efecto de los larguerillos en el postpandeo de paneles a compresién,
se deduce que éstos absorben una parte importante de las tensiones. Por tanto, pese a que
en postpandeo de placas se obtenga que a mayor restriccién lateral menor tension maxima
en la piel, es el larguerillo quien termina absorbiendo mayores tensiones.

El estudio de inicio pandeo en paneles a compresion mediante el método de Ritz puede
abordarse utilizando un niimero variable de términos en la solucién de prueba. Si es ele-
vado, los resultados abarcan mayores rangos de carga y relaciéon de aspecto, pero el coste
computacional aumenta. Si por el contrario es reducido, el coste computacional se reduce,
a cambio de que las soluciones queden acotadas a cierto rango de validez.

Segun el punto anterior, el postpandeo de un problema concreto puede analizarse por el
método de Ritz utilizando un solo término de la soluciéon de prueba. Para ello, es impres-
cindible conocer la deformada del primer modo de pandeo, ya que la solucién de prueba
a utilizar depende del nimero de semiondas en las direcciones de los ejes z, y. Ademaés, el
estudio queda supeditado al rango de validez de dicho modo de pandeo.
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6.2.

Trabajos futuros

A lo largo de la realizacion del presente trabajo, han surgido nuevas ideas y posibles vias de
investigacion en las que profundizar, ya sean relacionadas con el pandeo de paneles o de distinto
caracter. Las més destacadas son:

Estudio del postpandeo de paneles aeronduticos bajo solicitacién cortante y/o solicitaciones
combinadas.

Estudio del postpandeo de paneles fabricados de material compuesto.

Optimizacién de los pardmetros geométricos de un panel aeronautico disefiado para traba-
jar a pandeo: espaciado entre larguerillos y/o entre remaches, relacién entre los espesores
de piel y larguerillo, etc.

Estudio del pandeo de paneles por interaccién térmica.

Estudio del efecto de los larguerillos de los paneles aeronauticos cuando se aplican cargas
dindmicas: vibraciones, impactos y fenémenos aeroeldsticos.

Analisis del pandeo no elastico de paneles aeronduticos considerando diferentes modelos
de plasticidad, asi como los distintos modos de fallos asociados a los larguerillos: pandeo
global de flexién, crippling o interaccién entre ambos.

Estudio de la influencia de la curvatura inicial en el pandeo por compresién y/o cortante
de paneles aeronauticos.

Estudio del pandeo en estructuras formadas por laminas: cilindros, conos, elipsoides, etc.

Desarrollo de modelos que permitan el estudio de pandeo de paneles por métodos experi-
mentales para su comparacion con el MEF.
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6.3. Presupuesto

En el siguiente desglose se detalla el coste total para la realizaciéon del presente trabajo:

Cantidad Concepto Precio/ud. Precio total

400 Horas totales ingeniero 40.00 € 16,000.00 €
40  Busqueda de informacion
60 Formacion tedrica
30  Formacion en Abaqus®
40 Modelos analiticos en Mathematica®
30  Modelos MEF en Abaqus®
20  Programacién en Matlab®
40  Anélisis de resultados
60 Validaciones y depuraciéon de errores
80 Redaccién del informe

250 Horas totales de servidor 5.00 € 1,250.00 €
100 Resolucion analitica
150 Resolucion MEF

1/4 Licencia de Abaqus® académica 1,000.00 € 250.00 €
1/4 Licencia de Mathematica® académica 1,515.00 € 378.75 €
1/4 Licencia de Matlab® académica 500.00 € 125.00 €
Coste total (sin IVA) 18,003.75 €
IVA (21 %) 3,780.79 €
Total presupuestado 21,784.54€

Tabla 6.1: Presupuesto del trabajo.

El presupuesto total del trabajo asciende a la cantidad de 21,784.54 €.
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