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AEROELÁSTICO CON DOS

GRADOS DE LIBERTAD

Análisis Aeroelástico
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Resumen

El presente Trabajo de Final de Grado versa sobre el fenómeno aerolásti-
co conocido como Flameo (Flutter) que puede darse en el ala de cualquier
aeronave, fruto de la interacción entre fenómenos aerodinámicos, inerciales y
elásticos. En primer lugar se introducen los conceptos y términos del ámbito
aerolástico necesarios para la compresión del fenómeno, aśı como sus causas
y consecuencias.

Con el objetivo de realizar el estudio, se abordan dos caminos: un estudio
anaĺıtico mediante el robot matemático Matlab, y un estudio experimental
en el túnel de viento del Hangar de la escuela ETSID. El punto en común
de ambas metodoloǵıas es el desarrollo de un modelo representando el ala
de un avión con dos grados de libertad: desplazamiento en el eje vertical y
torsión.

Finalmente, se comparan los resultados obtenidos en ambos estudios
para diferentes configuraciones de masa y rigidez del modelo, obteniendo
conclusiones de gran interés académico.
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Motivación

A lo largo del presente trabajo se trata matemáticamente con el modelo
aeroelástico descrito en el apartado 2. No obstante, uno de los aspectos más
importantes y desafiantes en el campo ingenieril es conseguir llevar a cabo
los experimentos f́ısicos. Dichos experimentos son esenciales desde el punto
de vista de la validación del modelo teórico y de garantizar la seguridad en
las actuaciones de vuelo de cualquier aeronave. De ah́ı que el objetivo del
trabajo no consista únicamente en la deducción del punto de flameo ma-
temáticamente, sino que se ahonde en la materia mediante la realización
de diversos ensayos en el túnel de viento. Dichos ensayos están pensados
para tratar de abarcar un abanico de situaciones que puedan darse en una
situación de vuelo real. Por este motivo, se estudian diferentes distribucio-
nes másicas e inerciales en un intento de simular situaciones reales. Dichas
situaciones podŕıan ser la pérdida de masa por una rotura parcial de la es-
tructura tras una colisión, o el aumento de masa debido a que una masa
puntual se ha enganchado a dicha estructura alar.

Desde otro punto de vista, a lo largo de los cuatro años de duración del
presente grado, se han tratado la gran mayoŕıa de aspectos desde un pro-
cedimiento matemático. Por tanto, la realización de ensayos experimentales
supone una gran oportunidad para conocer más detalladamente cómo fun-
ciona la industria aeronáutica y obtener una experiencia valiosa en vistas al
futuro. En el plano personal, durante el tercer curso, se acometió el estudio
experimental del flameo mediante un proyecto grupal en la asignatura de
”Aerodinámica”. Sin embargo, no pudo completarse debido a la limitación
de medios con los que trabajar y la rotura del modelo construido. Por tanto,
el presente trabajo supone una especie de redención personal.
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Lista de śımbolos

Caṕıtulo 1

CLmax Valor máximo del coeficiente de sustentación.
∆cp Diferencia del coeficiente de presión alrededor del perfil ae-

rodinámico entre intradós y extradós.
h, θ Grados de libertad del modelo: desplazamiento vertical y

rotación, respectivamente.
L Fuerza aerodinámica de sustentación generada por el perfil

aerodinámico.
ρ∞ Densidad del aire en situación de vuelo en kg/m3

b Semicuerda del perfil aerodinámico en m.
a Distancia longitudinal respecto al centro de gravedad para

la que se particularizan la fuerza y momento aerodinámico.
Viene dada en m.

U∞ Velocidad de vuelo o velocidad del aire impulsado en el túnel
de viento. Unidades de m/s

C (κ) Función de Theodorsen. Se trata de un número imaginario
en la mayoŕıa de casos.

Ma Momento aerodinámico generado por el perfil evaluado en
el punto x = a. Unidades de N/m.

κ Frecuencia reducida. Adimensional.

H
(2)
0 (κ) , H

(2)
1 (κ) Funciones de Hankel de orden 0 y 1, respectivamente.

ω Frecuencia a la que vibra el sistema en situación de vibración
armónica. Unidades de frecuencia: (Hz) o (rad/s).

Tpaso Tiempo que tarda una part́ıcula en recorrer el perfil longi-
tudinalmente. Unidades de segundos.

Toscilacion Tiempo que requiere el perfil para realizar un ciclo de su
oscilación armónica. Unidades de segundos.

CL Coeficiente de sustentación. Adimensional.
CLQ , CLA Componentes del coeficiente de sustentación asociados a una

naturaleza circulatoria y a una masa aparente, respectiva-
mente. Adimensionales.

Sw Superficie alar en m2.

θef Ángulo de ataque efectivo. En rad.
T Enerǵıa Cinética del sistema. Unidades energéticas de J .
U Enerǵıa Potencial, Interna o de Deformación del sistema.

Unidades energéticas de J .
D Enerǵıa asociada al potencial disipativo de Rayleigh. Unida-

des energéticas de J .
u(x, t) Vector columna que recoge los grados de libertad del sistema.
Q(t) Vector de fuerzas generalizadas del sistema.

zp(x, t) Distancia vertical de cada uno de los puntos del perfil res-
pecto a la ĺınea de sustentación nula del perfil. Unidad: m.

w En el ámbito de las estructuras, flecha de la viga. Unidad de
m.

EI Rigidez a flexión.
GJ Rigidez a torsión.
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Caṕıtulo 3

k, kθ Rigidez caracteŕıstica de un muelle. Respectivamente, para
un muelle lineal y para un muelle de torsión. Unidad: N/m.

k1, k2 Rigidez de los muelles delanteros y traseros, respectivamen-
te. Unidad: N/m.

x1, x2 Distancia en el eje longitudinal a la que están colocados los
muelles delanteros y traseros, respectivamente. En m.

z1, z2 Desplazamiento vertical respecto a la ĺınea de nula sustenta-
ción del perfil, de los muelles delanteros y traseros, respec-
tivamente. En m.

K, K̄ Matriz de rigidez del sistema y matriz de rigidez adimensio-
nalizada.

KT Rigidez total del sistema proporcionada por la suma de las
rigideces de los muelles introducidos. Unidad: N/m.

M ,M̄ Matriz másica y matriz de masa adimensional.
S0 Momento Estático respecto del origen. Unidad: kgm

I0, IG Momento de Inercia respecto al origen y al centro de grave-
dad, respectivamente. Unidad: kg ·m2

xCDG Distancia entre la posición del centro de gravedad del siste-
ma y el origen del sistema de referencia. Unidad: m

A (κ) ,B (κ) ,C Matrices aerodinámicas del sistema. Adimensional
δW Trabajo virtual.
δh Desplazamiento virtual del grado de libertad h.
δθ Desplazamiento virtual del grado de libertad θ.
ωθ Frecuencia de torsión. Frecuencia del sistema suponiendo

que el perfil tiene una articulación en el eje elástico. Uni-
dad: rad/s .

ω0 Frecuencia natural. Unidad: rad/s.
µ Coeficiente másico utilizado para el tratamiento de la ecua-

ción del movimiento.
λ Frecuencia adimensional.
V Velocidad adimensional.

Uflameo Velocidad no adimensional (m/s) en el punto de flameo.
τ Cambio de variable aplicado en la resolución por el método

Espacio de Estados.
Meq,Ceq,Keq Matrices del sistema equivalente para la aplicación del Méto-

do de Espacio de Estados. Adimensional.
x,x1,x2 Vector que recoge las incógnitas del problema para resolver

mediante el Método Espacio de Estados.
I Matriz Identidad. Adimensional.

AEE ,BEE Notación de las matrices de la ecuación matricial a resolver
en el Método Espacio de Estados.

Aest,Best,Cest Particularización de las matrices aerodinámicas para el caso
estacionario.

κest Valor de la frecuencia reducida de flameo para el caso esta-
cionario. Adimensional.



8

Caṕıtulo 4

ωr Frecuencia de referencia en rad/s
κflameo−est Valor de la frecuencia adimensional de flameo para el caso

estacionario. Adimensional.
ωf
ωr

Frecuencia adimensional solución del problema de autovalo-
res. Contiene parte real e imaginaria. Adimensional.

Anexos

µL Masa por unidad de longitud en kg/m
S Superficie. m2

lsubindice Longitud de cada uno de los componentes del modelo glo-
bal. No confundir con l cuando se hace referencia al perfil
aerodinámico, pues para éste significa envergadura. En m.

bsubindice Ancho de los componentes. No confundir con b cuando se
hace referencia al perfil aerodinámico, pues para éste signi-
fica semicuerda. En m.

tsubindice Espesor. En m.
ψacetato, ψadhesivo Masa por unidad de superficie. En kg/m2.

D Diámetro de la varilla de madera. En m o mm.
vcinta, viman Volumen. No se utiliza la letra mayúscula para evitar confu-

sión con la velocidad, aunque por el contexto es fácilmente
diferenciable. Unidad de m3 o cm3.

IX Momento de inercia respecto al eje x. Unidad de mm4.
IY Momento de inercia respecto al eje y. Unidad de mm4.
IG Momento de inercia global respecto al centro de gravedad.

Unidad de kg m2.
I0 Momento de inercia global respecto al origen del sistema de

referencia escogido. Unidad de kg m2.
mp Masa puntual en kg.
xp Distancia de la posición de la masa puntual respecto al ori-

gen en m.
xCDG Posición del centro de gravedad respecto al origen del siste-

ma de referencia. En m.



Índice de cuadros

2.1. Datos descriptivos de cada uno de los componentes del sistema 38

4.1. Datos descriptivos del Experimento 1 . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2. Datos descriptivos del Experimento 2 . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3. Datos descriptivos del Experimento 3 . . . . . . . . . . . . . . 58
4.4. Datos descriptivos del Experimento 4 . . . . . . . . . . . . . . 59
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B.4. Cinta magnética adhesiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
B.5. Imanes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
B.6. Modelo completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

B.6.1. Modelo completo sin imanes . . . . . . . . . . . . . . . 85
B.6.2. Modelo completo con imanes . . . . . . . . . . . . . . 88

C. Anexo III: Diseño 3D 90
C.1. Perfil aerodinámico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
C.2. Varilla interna de madera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
C.3. Pletina lateral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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1
Introducción teórica

1.1. Teoŕıa de Aeroelasticidad

El primer paso es la comprensión del concepto de Aeroelasticidad. La
Aeroelasticidad se puede definir como la rama de la mecánica aplicada que
estudia la respuesta de un sistema flexible en presencia de una corriente de
aire. La inmersión de la estructura dentro de una corriente de aire, no sólo
provocará un cambio en la dirección de vuelo de la aeronave de acuerdo a
las leyes de la Mecánica de Vuelo, sino que causará fenómenos elásticos en
cada uno de los componentes de la aeronave que se estudian en esta rama.
Esencialmente, se tratan con mayor importancia aquellos relacionados con
las superficies sustentadoras de la aeronave, como puede ser el ala principal o
estabilizadores verticales/horizontales. Este fenómeno se puede entender de
la siguiente manera: Las fuerzas aerodinámicas no son independientes de las
deformaciones, puesto que al deformarse la estructura, el ángulo de ataque
puede verse incrementado/disminuido. Teniendo en cuenta que la estructu-
ra no se puede considerar infinitamente ŕıgida en un caso real, habrá una
relación estrecha entre la deformación elástica de la estructura y las fuerzas
aerodinámicas. Esta flexibilidad no es por śı misma un aspecto negativo.
Sin embargo, el problema aeroelástico radica en que esta deformación puede
provocar fuerzas aerodinámicas mayores hasta el punto en que si aumen-
tan demasiado pueden romper la estructura. De hecho, si las estructuras
aeronáuticas fueran completamente ŕıgidas, no existiŕıa la Aeroelasticidad
como tal.

Se tiene, por tanto, una interrelación entre tres materias básicas: Aero-
dinámica-Elasticidad-Mecánica. Al estudiar problemas en el que se considera
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN TEÓRICA 16

la combinación entre las tres materias básicas mencionadas, surgen materias
compuestas de interés de las que destacamos la propia Aeroelasticidad y Vi-
braciones.1 Esta interrelación se aprecia visualmente mediante el siguiente
diagrama conocido como el triángulo de Collar:

Figura 1.1: Triángulo de Collar de la aeroelasticidad

Por este motivo, se considera importante realizar una pequeña introduc-
ción en apartados posteriores sobre cada una de estas materias, de forma
que un estudiante o ingeniero no especializado en alguna de éstas, pueda
comprender el objetivo y los resultados de este trabajo.

Continuando con la explicación de la Aeroelasticidad, encontramos dos
tipos:

Aeroelasticidad estática: Esta rama surge de la combinación en-
tre Elasticidad y Aerodinámica. Es el producto de considerar que las
fuerzas y movimientos son independientes del tiempo. En otras pala-
bras, asumiendo que la sustentación y momento actuando sobre un
ala dependen solamente de la incidencia de cada sección del ala. Esto
implica que a la hora de considerar la fuerza de sustentación generada
por el perfil, no se tiene en consideración los términos con derivadas
temporales de primer y segundo orden de los grados de libertad. De
aqúı proviene la caracterización de Aeroelasticidad estática, pues so-
lamente se considera la aplicación de cargas estáticas, aerodinámicas,
en el caso que nos atañe.

Aeroelasticidad dinámica: Esta rama surge de la interrelación en-
tre Elasticidad-Aerodinámica-Mecánica. Las fuerzas aerodinámicas ge-

1La teoŕıa sobre la Mecánica de Vuelo no es interesante desde el punto de vista de un
estudio que pretende encontrar el punto en que la relación entre fenómenos aerodinámicos
y vibratorios producen el colapso de la estructura
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neradas en el perfil ya no se considerarán estacionarias, sino que será
necesario añadir los términos de sustentación asociados a las acele-
raciones. El hecho de que se consideren las derivadas temporales de
los grados de libertad implica que la estructura no experimentará una
deformación constante, sino que podrá variar conforme vaŕıen las fuer-
zas aerodinámicas. Esto implica que conforme pase el tiempo y vaŕıe
la velocidad de vuelo, se puede dar el caso en que la deformación que
adquiera la estructura provoque tal aumento de las fuerzas aerodinámi-
cas que se llegue a una situación de inestabilidad dinámica. Es en este
punto donde aparece el fenómeno más representativo de la Aeroelas-
ticidad y sobre lo que versa este trabajo: el flameo. Se analizará con
más detalle a lo largo del trabajo.

1.1.1. Principales fenómenos aerolásticos

Los fenómenos más importantes dentro del campo aeroelástico se pueden
reducir a:

Buffeting (Bataneo): Vibraciones transitorias de componentes es-
tructurales de la aeronave debido a impulsos aerodinámicos produ-
cidos por la estela posterior a alas, góndolas u otros componentes
aerodinámicos de la aeronave. Este fenómeno suele suceder median-
te vibraciones transitorias en la cola de las aeronaves de combate en
situación de CLmax a altas velocidades. La solución adoptada por los
ingenieros ha sido simplificar el diseño aerodinámico de éstos. Hasta
la fecha, no se ha encontrado solución anaĺıtica al problema.

Divergencia: Se trata de una inestabilidad propia de la Aeroelastici-
dad Estática de una superficie sustentadora volando a una velocidad
denominada como ”Velocidad de divergencia”. Conforme se aumenta
la velocidad de vuelo, el ángulo de ataque se ve incrementado por la
deformación elástica de forma no lineal. Matemáticamente, se llegará a
un punto en que el denominador del problema de autovalores se anule
para la velocidad de divergencia. En este punto la respuesta, es decir,
el movimiento de la superficie sustentadora, no está acotada, por lo que
se dice que diverge. De ah́ı la nomenclatura del fenómeno aeroelástico.

Efectividad e inversión del control de mando: Fenómeno asocia-
do a una superficie sustentadora fija unida a una superficie de control,
como puede ser un alerón, spoiler o timón vertical. La peculiaridad
de este comportamiento es que, aunque el piloto mande una cosa, co-
mo resultado obtenga algo diferente a lo ordenado, hasta el punto que
pueda darse una situación de pérdida de control. El motivo viene dado
por la deformación elástica de la estructura encargada del control de la
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aeronave, y se conoce como Efectividad del control de mando. Adicio-
nalmente, se puede dar el caso que si la aeronave se encuentra volando
a la velocidad de inversión de mando, las deformaciones elásticas sean
tales que anulen completamente el control de mando.

Flutter (Flameo): Objetivo del presente trabajo, es una inestabili-
dad dinámica ocurrida a la velocidad de flameo, en la que la propia
elasticidad de la estructura juega un papel muy importante en dicha
inestabilidad.

1.1.2. Teoŕıa aerodinámica

La dualidad Aeroelasticidad dinámica/estática viene fundamentada por
la propia concepción de la aerodinámica, pues las fuerzas aerodinámicas
influyen directamente en la modelización de la aeroelasticidad del ala. Es
decir, la diferente formulación de la fuerza y momento de sustentación en
función de si se consideran los términos asociados a aceleraciones provoca
que se analice bien el caso estático o bien el dinámico. Para completar esta
explicación, se parte de la formulación no-estacionaria de la sustentación
y momento. A partir de ésta, se simplificarán los términos adecuados para
llegar a la formulación estacionaria. Este apartado es de gran interés, pues
repercutirá en las fuerzas generalizadas que se incluyen en la ecuación del
movimiento, que se introducirá en posteriores apartados.

Fuerza y momento aerodinámico no-estacionario

Tal y como ha sido comentado anteriormente, es importante la conside-
ración de todos los términos que contribuyen a la generación de sustentación
para un estudio en profundidad de cómo afectan al fenómeno aeroelástico
de flameo. En la acometida de este problema, se recurre a la teoŕıa potencial
linealizada de perfiles en régimen incompresible, esto es, para valores del
número de Mach menores a 0,3. La sustentación se obtiene a partir del ba-
lance de presiones entre intradós y extradós, calculado, a su vez, en función
del cambio del potencial de velocidades de perturbación. Mediante la intro-
ducción de la expresión de circulación Γ y el uso de variables armónicas, se
llega a una expresión de la variación del coeficiente de presiones tal que se
puede sintetizar como:

∆cp (ξ, t) = ∆cpsteady (ξ, t) + ∆cpquasi−steady (ξ, t) + ∆cpunsteady (ξ, t) (1.1)

Esta expresión, agrupada, tiene tres términos de interés:

Término estacionario (Steady): Las derivadas temporales son nu-
las, no aparecen en este término.
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Término quasi-estacionario (Quasi-steady): Tan sólo se tienen
en cuenta las velocidades y aceleraciones en la dirección perpendicular
a la corriente.

Término no-estacionario (Unsteady): Se tienen en cuenta tanto
todas las derivadas temporales de primer orden (velocidades) como
todas las de segundo orden (aceleraciones).

Como bien es sabido, la fuerza de sustentación se obtiene mediante la
integración a lo largo del perfil de la diferencia en el coeficiente de presiones.
Asimismo, el momento de sustentación es la integración del producto entre
la diferencia del coeficiente de presiones y el brazo. En el caso de un perfil
con dos grados de libertad (flexión-torsión), es esencial introducir el efecto
de ambos grados de libertad en la expresión del coeficiente de presiones
que, consecuentemente, tiene un impacto importante a la hora de obtener la
fuerza aerodinámica y momento aerodinámico totales. Para ello, se utiliza el
Principio de Superposición. Esto es, se analizan dos casos por separado: uno
únicamente con flexión, y otro solamente con torsión. Se obtiene la fuerza y
momento aerodinámicos en cada caso, para posteriormente sumarse gracias
a la aplicación de este Principio, que requiere asumir que los fenómenos
asociados a ambos grados de libertad son independientes entre śı.

Grado de libertad de flexión - Desplazamiento vertical

Figura 1.2: Grado de libertad de desplazamiento vertical

Los puntos del perfil vienen dados por la expresión zp (x, t) = −h (t).
De esta manera, y operando con las distribuciones de presiones, se
obtiene una sustentación y momento tal que:

L = CLαbρ∞U∞C (κ) ḣ+
1

2
CLαb

2ρ∞ḧ (1.2)

Ma = CLαb
2ρ∞U∞C (κ)

(
1

2
+ a

)
ḣ+

1

2
CLαρ∞b

3aḧ (1.3)
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Grado de libertad de torsión

Figura 1.3: Grado de libertad de torsión

Se considera la torsión α(t) ≡ θ(t) en el punto x = ab. Considerándose
únicamente este grado de libertad, la expresión que determina los pun-
tos del perfil a lo largo del tiempo y posición es zp (x, t) = −α (t) (x− ab).
De esta manera, operando análogamente, se obtienen las expresiones:

L =
1

2
CLαb

2ρ∞U∞α̇−
1

2
b3ρ∞α̈+CLαρ∞U∞bC (κ)

[
aU∞ + b

(
1

2
− a
)
α̇

]
(1.4)

Ma = −1

2
CLαρ∞b

2

[
U∞b

(
1

2
− a
)
α̇+ b2

(
1

8
+ a2

)
α̈

]
+ CLαρ∞U∞b

2

(
1

2
+ a

)
C (κ)

[
U∞α+ b

(
1

2
− a
)
α̇

]
(1.5)

De esta manera, tan solo restaŕıa superponer ambas expresiones (ecua-
ciones 1.2 y 1.4) y (ecuaciones 1.3 y 1.5) respectivamente. Las expresiones
que incorporan la influencia total de los grados de libertad son:

L =
1

2
CLαρ∞b

2
(
ḧ+ U∞ − abθ̈

)
+CLαρ∞U∞b C (κ)

(
ḧ+ U∞θ + b

(
1

2
− a
)
θ̈

)
(1.6)

Ma =
1

2
CLαρ∞b

2

(
abḧ− U∞b

(
1

2
− a
)
θ̇ − b2

(
1

8
+ a2

)
θ̈

)
+ CLαρ∞U∞b

2

(
1

2
+ a

)
C (κ)

(
ḣ+ U∞θ + b

(
1

2
− a
)
θ̇

)
(1.7)

Donde C (κ) es la función de Theodorsen y κ es la frecuencia reducida.
La conocida como función de Theodorsen tiene el efecto de introducir la
influencia que tiene la estela de torbellinos en la generación de sustentación.
Un torbellino produce velocidad inducida sobre el perfil, hecho que afecta a



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN TEÓRICA 21

la fuerza de sustentación global generada. La formulación de la función de
Theodorsen es la siguiente:

C (κ) =
H

(2)
1 (κ)

H
(2)
1 (κ) + iH

(2)
0 (κ)

(1.8)

Donde las funciones H
(2)
0 (κ) y H

(2)
1 (κ) se denominan funciones de Han-

kel de orden 0 y 1 respectivamente. Sin embargo, existe una aproximación
algebraica más manejable definida tal que:

C (κ) ≈ F (κ) + iG (κ) = 1− iκ
(

0,165

0,0455 + iκ
+

0,335

0,3 + iκ

)
(1.9)

En ambos casos, la función de Theodorsen toma valores complejos para va-
lores enteros de κ. Cuando se multiplica una función armónica por C(κ), su
amplitud se reduce y se introduce un desfase.

Por otro lado, tal y como se ha comentado, tiene una dependencia de la
frecuencia reducida. Se trata de una magnitud adimensional que relaciona
dos tiempos caracteŕısticos: el tiempo que una part́ıcula tarda en recorrer
el perfil longitudinalmente (en la dirección de la cuerda) y el tiempo que
requiere el perfil para realizar un ciclo de su oscilación armónica. Junto
con la función de Theodorsen introducen en el cálculo la influencia sobre la
sustentación de los torbellinos generados en el borde de fuga por el propio
movimiento del perfil aerodinámico.

κ =
ω b

U∞
= π · Tpaso

Toscilacion
(1.10)

El hecho de considerar la estela del perfil y su evolución implica la con-
dición no-estacionaria de las fuerzas aerodinámicas. Además, la frecuen-
cia reducida sólo aparece para flujos no-estacionarios. Por estos motivos,
otra forma de comprender dicha magnitud es como una medida de la no-
estacionariedad de un flujo. Por otro lado, los valores que normalmente
adquiere para el vuelo de aviones convencionales es entre 0 y 1. Una vez
formulada la sustentación y el momento, podemos obtener los coeficientes
adimensionales respectivos, que permite explicar en qué se fundamenta cada
término de la sustentación. Es decir, cuál es la aportación a la sustentación
de diversos fenómenos o movimientos. Aśı pues,

CL =
L

1
2ρ∞U

2
∞Sw

(1.11)
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Analizando la ecuación 1.6, se pueden diferenciar dos términos en función
de su naturaleza: uno multiplicado por la función de Theodorsen y uno
que no lo está. Podemos operar de la misma manera con el coeficiente de
sustentación. Ello posibilita hablar de un término de naturaleza circulatoria(
CLQ

)
y que viene multiplicado por C (κ), y un término denominado de masa

aparente (CLA). Los términos circulatorios son provocados por el ángulo
de ataque efectivo no-estacionario del perfil directamente proporcional a la
circulación en cada instante, mientras que los términos de masa aparente
vienen dados por las fuerzas de inercia en el perfil.

CL = C (κ)CLQ + CLA (1.12)

Se procede a analizar cada término por separado:

CLQ : Representa la parte circulatoria asociada a la diferencia de pre-
siones generada por el efecto de las velocidades relativas entre el perfil
y la corriente. Se puede expresar como:

CLQ = 2πθef = 2π

(
α+

ḣ

U∞
+

θ̇

U∞

(
b

2
− ab

))
(1.13)

Además, el hecho de ir multiplicado por C (κ) implica que se está intro-
duciendo el efecto que tiene la vorticidad de la estela en la generación
de velocidad relativa entre perfil y corriente.

CLA : Representa una masa aparente, entendiendo este concepto como
las fuerzas de inercia del perfil provocadas porque existe una masa de
aire alrededor del perfil que le acompaña en las oscilaciones. Se puede
descomponer en tres términos diferenciados:

CLA =
πb

U2
∞
ḧ+

πb

U∞
θ̇ − πb2a

U2
∞
θ̈ (1.14)

�
πb
U2
∞
ḧ : Representa la inercia del cilindro de aire con radio igual a

la semienvergadura y que se desplaza con una aceleración vertical
ḧ. Se trata de una componente de la sustentación que no depende
de la velocidad de vuelo. Su efecto es contrario al movimiento del
perfil, es decir, frena al perfil cuando éste tiene una aceleración
vertical hacia arriba, y lo acelera cuando la aceleración es de
sentido hacia abajo.
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�
πb
U∞

θ̇ : Incluye el efecto de la aceleración de Coriolis en las fuerzas
de inercia del aire alrededor del perfil.

� −πb2a
U2
∞
θ̈ : Este término recoge las fuerzas de inercia asociadas a

la velocidad angular de giro del perfil (α̈ ≡ θ̈). Como ocurŕıa
en el primer subtérmino del coeficiente, la fuerza de sustentación
asociada a este fenómeno no depende de la velocidad de vuelo.

Se omite el estudio del momento aerodinámico, pues es de la misma
naturaleza.

Fuerza y momento aerodinámico estacionario y casi-estacionario

La formulación anterior se corresponde con un enfoque no-estacionario.
Sin embargo, en función del problema a analizar, puede ser interesante con-
siderar otro tipo de enfoques que simplifiquen el estudio sin perder la esencia
del fenómeno aeroelástico real. Estos dos enfoques seŕıan:

Fuerzas aerodinámicas estacionarias: Se trata de la aproximación más
simple. La sustentación generada por el perfil proviene únicamente del
ángulo de ataque efectivo de éste con respecto a las ĺıneas de corriente
del aire. Obtenida a partir de la teoŕıa lineal de perfiles, presenta la
siguiente expresión:

L =
1

2
ρ∞U

2
∞SwCLαα =

1

2
ρ∞U

2
∞SwCLαθ (1.15)

Esta formulación tendrá una implicación a la hora de definir las matri-
ces aerodinámicas del sistema en el apartado 3. Complementariamente,
se utiliza la hipótesis clásica estacionaria: κ ≈ 0 → C (κ) ≈ 1. Esta es
una traducción matemática del razonamiento de que las oscilaciones
son lentas en comparación con la velocidad del flujo para el análisis
estacionario. Dicho razonamiento no es inmediatamente aplicable en
régimen incompresible (valores del número de Mach inferiores a 0,3).
Sin embargo, su introducción viene justificada por su gran utilidad a
la hora de determinar el fenómeno de flameo de forma cualitativa. El
caso estacionario no es más que un punto de partida sobre el que fun-
damentar posteriores análisis exhaustivos, por lo que los criterios a la
hora de definir las variables que intervienen son más laxos.

Fuerzas aerodinámicas casi-estacionarias: Es una alternativa más apro-
piada que el caso estacionario, puesto que no se infravalora la contri-
bución a la sustentación de fenómenos no-estacionarios, por lo que el
modelo adquiere valores más realistas. En esencia, se desprecian aque-
llos términos que no tengan que ver con las velocidades y aceleraciones
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en la dirección perpendicular a la corriente. Aśı pues, la expresión de
la sustentación quedaŕıa como:

L =
1

2
ρ∞U

2
∞SwCLα

(
θ +

ḣ

U∞

)
(1.16)

De forma similar que para el caso estacionario, esto se debe traducir
de alguna manera en la definición de las matrices aerodinámicas del
sistema. En este caso, se trabaja con el resultado de flameo obtenido
mediante el análisis del caso estacionario. Matemáticamente se traduce
en que se evalúa la función de Theodorsen para el valor de la frecuencia
reducida de flameo en el análisis estacionario. Se extiende la explicación
con más detalle en el apartado 3.5.1.

Se profundizará más en este aspecto en el apartado 3, en el que será impor-
tante qué enfoque se utiliza a la hora de definir las fuerzas generalizadas del
sistema para obtener la correspondiente velocidad a la que el modelo flamea.

1.1.3. Teoŕıa de vibraciones

Una vez introducidos los conceptos aerodinámicos necesarios para la
comprensión del problema se procede a explicar aspectos claves del cam-
po de las vibraciones en cuerpos/estructuras de un cierto número de grados
de libertad. Este campo se conoce como ”Vibraciones de Sistemas con N
grados de libertad”. Pese a que el modelo que se vaya a analizar contará
con los dos grados de libertad mencionados anteriormente (desplazamiento
vertical (h) y torsión (θ)), se mantendrá una generalización a la hora de
proseguir la explicación de este campo.

El concepto de vibración está normalmente asociado a la variación repeti-
tiva de la configuración de un sistema alrededor de su posición de equilibrio.
Se debe tener en cuenta que los términos movimiento, oscilación y vibración
no son sinónimos estrictamente hablando. Toda vibración es una oscilación
y toda vibración es un movimiento, pero no se puede aseverar tal afirmación
en sentido contrario. En realidad, podŕıa decirse que las vibraciones son pe-
queñas (no siempre es aśı) oscilaciones en sólidos deformables.

Tanto las oscilaciones como las vibraciones se prolongan en el tiempo
mediante un proceso de conversión entre distintos tipos de enerǵıa. Sin
embargo, para que se pueda hablar de vibración de un sistema mecánico
es necesario que aparezca un tipo de enerǵıa adicional: Enerǵıa Potencial
Elástica / Enerǵıa de deformación. A partir del instante inicial existe una
conversión entre la Enerǵıa Potencial Elástica y la Enerǵıa Cinética, que es
lo que justifica ese movimiento oscilatorio. Además, en los sistemas reales
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se introducen mecanismos de disipación de enerǵıa que producen el amor-
tiguamiento de la vibración. Ese mecanismo, conocido comúnmente como
amortiguador, puede ser de tres tipos:

Amortiguamiento viscoso: La fuerza de amortiguamiento es pro-
porcional a la velocidad relativa entre los dos extremos del amortigua-
dor.

Amortiguamiento histerético/estructural: Se produce por la fric-
ción interna del material y es muy complicado de modelar, de ah́ı que
usualmente no se considere.

Rozamiento de Coulomb: Se produce entre cuerpos en contacto
con movimiento relativo.

Sin embargo, no se tendrá en cuenta ningún tipo de amortiguación en
el modelo de estudio, pues solamente se han introducido elementos de rigi-
dez (muelles) en el perfil aerodinámico. Por tanto, se estaŕıa hablando de
un ”Sistema de N grados de libertad no amortiguado externamente”. Será
interesante estudiar, por tanto, cuándo las vibraciones que experimenta el
ala/perfil producen una inestabilidad y produce la rotura del sistema.

El último aspecto a destacar en este apartado es la posible clasificación
de las vibraciones desde el punto de la causa de éstas. Se puede distinguir,
por tanto, entre:

Vibraciones libres: No existen fuerzas excitadoras externas, y las
frecuencias a las que vibra el sistema se llaman frecuencias naturales.

Vibraciones forzadas: Producto de la aplicación de fuerzas excita-
doras externas durante una cierta duración.

En el análisis del problema se trabaja con las frecuencias de vibración
del sistema. En este aspecto, y como se trata posteriormente en mayor pro-
fundidad, se obtendrá una evolución de éstas en función de la velocidad de
vuelo del modelo (en este caso, de la velocidad a la que se impulse el aire
mediante el túnel de viento). El estudio de flameo consistirá en un análisis
del problema de autovalores de vibraciones libres. Un aspecto importante
a destacar es la no inclusión de las fuerzas gravitatorias. El peso tan solo
influye en el equilibrio estático. Si el modelo comienza a vibrar a partir de es-
te punto de equilibrio, el peso no tendrá ninguna influencia en el movimiento.
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1.1.4. Teoŕıa del planteamiento energético

Aquello comentado en el anterior apartado tiene gran relevancia a la ho-
ra de determinar la ecuación de movimiento del modelo. Pese a la existen-
cia de diversos procedimientos, se opta por la aplicación del planteamiento
energético de la ”Ecuación de Lagrange”:

d

dt

(
∂T
∂u̇

)
+
∂D
∂u̇

+
∂U
∂u

= Q (t) (1.17)

Donde T es la Enerǵıa Cinética, U es la Enerǵıa Potencial o Interna ,D
es el término denominado potencial disipativo de Rayleigh, del cual derivan
las fuerzas de amortiguamiento; y u es el vector que recoge los gdl. Dado que
se analizan las vibraciones no-amortiguadas del sistema, este término no se
tiene en consideración a la hora de plantear las ecuaciones del movimiento
del sistema/modelo.

Es interesante, por tanto, introducir cómo se plantean las diferentes
enerǵıas en función de los elementos que consta el sistema.

Enerǵıa Cinética

La Enerǵıa Cinética es un tipo de enerǵıa asociada a la velocidad. Para
el caso de un perfil aerodinámico, viene dada por la velocidad de cada uno
de los puntos del perfil. Si se desprecian las velocidades horizontales por ser
de orden muy inferior a las verticales, y asumiendo un tratamiento integral
para analizar la contribución de cada uno de los puntos del perfil a la Enerǵıa
Cinética, se obtiene la expresión:

T =
1

2

∫ b

−b
żp

2 (x, t) dm (1.18)

Esto significa que se analiza, a lo largo de la cuerda del perfil, la velocidad
vertical de cada uno de los puntos que componen el perfil mediante el vector
żp (x, t). A destacar de este vector es que se define en función de las variables
que definen los grados de libertad del sistema.

Enerǵıa Potencial - Deformación - Interna

Este tipo de Enerǵıa se conoce por distintas nomenclaturas: Potencial,
Deformación e Interna. La Enerǵıa Interna vaŕıa dependiendo de dónde se
produce la deformación del sólido. Esto puede implicar dos aproximaciones:
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Viga: Una aproximación es suponer que el ala de un avión se corres-
ponde con una viga empotrada que sufre flexión y torsión. La Enerǵıa
asociada a la deformación de la viga vendŕıa dada por:

U i =
1

2

∫ l

0
EI

(
d2w

dy2

)
dy (1.19)

Donde w es conocida, en el ámbito de las estructuras, como la flecha
de la viga. También se puede entender como el desplazamiento vertical
de cada punto respecto a su posición inicial. La segunda derivada de
esta magnitud se corresponde con la curvatura adquirida por la viga.
Por tanto, la Enerǵıa Interna de flexión será el resultado de sumar
la contribución de la curvatura del ala a lo largo de su envergadura,
multiplicado por el término EI denominado rigidez a flexión.

Dado que el otro grado de libertad que se le permite al ala en situación
de empotramiento es la torsión, existe una Enerǵıa Interna asociada a
esa torsión, calculada mediante:

U i =
1

2

∫ l

0
GJ

(
d2θ

dy2

)
dy (1.20)

De la misma manera, el término GJ es la rigidez a torsión, y θ es el
ángulo de torsión del ala modelizada como una viga.

Muelles: La segunda opción de modelar el ala, y por la que se ha
optado en el presente trabajo, es mediante un perfil aerodinámico no
deformable. A este perfil aerodinámico se le colocan muelles que le
otorgan la capacidad de desplazarse verticalmente (primer grado de
libertad) y torsionar (segundo grado de libertad). Por tanto, se trata
de modelizar que la Enerǵıa Interna del sistema completo se acumula
en los muelles introducidos. La manera de calcularla es:

U i =
1

2
kx2 (1.21)

U i =
1

2
kθθ

2 (1.22)

Para un muelle lineal y un muelle de torsión respectivamente. En el
modelo tratado en el presente trabajo, y que se detallará profunda-
mente posteriormente, solamente se han introducido muelles lineales,
por lo que la Enerǵıa Interna se calcula acorde a la ecuación 1.21.
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1.2. Flutter

El flameo (Flutter) se define formalmente como una inestabilidad dinámi-
ca de una aeronave asociada a una interacción entre fuerzas aerodinámicas,
elásticas e inerciales. Se trata de una oscilación auto-excitada y potencial-
mente destructiva en la que las fuerzas aerodinámicas sobre un cuerpo fle-
xible se acoplan con los modos naturales de vibración, produciendo movi-
mientos oscilatorios de gran amplitud.

Se podŕıa aseverar que la Aeroelasticidad, y el estudio del flameo, na-
ció con el primer vuelo propulsado. Sin embargo, no fue hasta la Segunda
Guerra Mundial donde estos fenómenos adquirieron una mayor relevancia
en el diseño de las aeronaves y los propios misiles. La tendencia a aumentar
las dimensiones alares de los aviones, especialmente en los bombarderos de
la época, provocó precisamente una mayor flexibilidad de estas estructuras
aerodinámicas, llegando hasta el punto en que el flameo se convirtió en el
criterio cŕıtico de diseño, tal y como afirma una persona representativa de
la industria de la época: ”El problema de flameo es aceptado generalmente
como un problema principal en el diseño de las estructuras aeronáuticas ac-
tuales. El criterio de rigidez basado en los requerimientos de flameo es, en
muchos casos, el punto cŕıtico de diseño”.

El problema aeroelástico más generalizado en la época en que los aviones
de combate eran mayoritariamente biplanos era el conocido como Tail flut-
ter. En lugar de ocasionarse flameo en las alas principales, teńıa lugar en la
cola. El motivo era que, al ser un biplano, exist́ıan largueros que uńıan am-
bos planos, otorgando al conjunto una gran rigidez torsional. Precisamente,
el primer caso documentado sobre flameo fue en relación a su aparición en el
empenaje trasero horizontal del bombardero ”Handley Page 0/400”. La cau-
sa de la aparición de dicho fenómeno se adujo al acoplamiento de los modos
de las vibraciones auto-excitadas. Un caso similar fue el experimentado por
la aeronave ”DH-9” en 1917. En ambos casos, la solución adoptada fue la
unión de ambos elevadores al mismo tubo de par. Esta medida fue un punto
de inflexión, a partir del cual se extendió esta práctica en las posteriores
generaciones de aeronaves.

Al abandonar los aviones biplanos en favor de las monoplanos, se perdió
esa rigidez torsional caracteŕıstica de los aviones biplanos. Este cambio im-
plicó la aparición de los fenómenos aeroelásticos introducidos en el apartado
1.1.1. El primer caso fue el del ”Fokker D-8”. Dicho caso se estima como
el primer caso documentado sobre la influencia de los efectos aeroelásticos
estáticos en la distribución de la carga aerodinámica, provocando en última
instancia un fallo de la estructura. El problema radicó en que se obtuvo su
rigidez torsional a partir de la metodoloǵıa que se utilizaba anteriormente
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para los aviones biplanos. Al poner la aeronave en funcionamiento, se pro-
dujeron una serie fallos en la estructura alar al realizar maniobras de picado
caracteŕısticas de un avión de combate. Tras una serie de ensayos llevados a
cabo tanto por la armada alemana como por la compañ́ıa aeronáutica Fok-
ker, se llegó a la conclusión de que el ángulo de ataque en la punta del ala era
considerablemente mayor por el aumento de las cargas aerodinámicas. Este
problema se acentuaba durante las maniobras de picado por el aumento de
la velocidad de vuelo, dando lugar al mencionado fallo por la elevada torsión
a la que se véıa sometida el ala en tales maniobras.

Otro problema recurrente en los primeros monoplanos durante en la déca-
da 1920-1930 era el conocido como Wing aileron flutter. Pese a que no se
produćıa una rotura del alerón, śı que se observaba una violenta deformación
de éste. La medida adoptada para prevenir tal suceso fue un balanceo de la
masa. Como se puede apreciar, la época de desarrollo de los primeros aviones
monoplanos se puede considerar como el periodo en el que comenzó un estu-
dio profundo de los fenómenos aeroelásticos. Sin embargo, pocos diseñadores
fueron capaces de comprender la multitud de estudios matemáticos sobre la
Aeroelasticidad y, por este motivo, se mostraban reacios a introducir estos
aspectos a la hora de realizar la fase de diseño.

Tipos de Flutter

A parte de la definición clásica de flameo introducida en varias ocasiones
a lo largo del presente proyecto, existe una mayor variedad de fenómenos de
flameo, entre los que destacan:

Stall flutter : Ocurre con la separación parcial o completa del flujo
alrededor del perfil, existiendo una periodicidad en dicha separación
durante la vibración. La principal caracteŕıstica es la no-linealidad de
la fuerza y momento aerodinámicos, que explican de alguna manera
la inestabilidad dinámica que experimenta el perfil. Esta no-linealidad
viene dada por una situación en la que el perfil se encuentra a un
ángulo de ataque tan elevado que se produce la separación del flujo,
imposibilitando aśı el tratamiento clásico del flameo, entendiendo de
alguna manera este tratamiento clásico como que el flujo se encuentra
perfectamente adherido en todo momento al perfil.

Resulta complicado que una aeronave convencional actual se encuentre
en situación de Stall (pérdida) a altas velocidades, por lo que este tipo
de flameo es más caracteŕıstico de los rotores de los helicópteros.

Galloping flutter : También definido como Wake galloping. Con-
sidérese dos cilindros, uno aguas arriba del otro. En función de las
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circunstancias en las que se hallen ambos, existe la posibilidad de que
el cilindro aguas abajo experimente galloping (”galope”) inducido por
la estela del cilindro posicionado aguas arriba de éste. Esta situación
de ”galope” crece de amplitud hasta llegar a una órbita eĺıptica esta-
cionaria, siendo ésta el ĺımite.

Este fenómeno es fácilmente apreciable en las ĺıneas de corriente.

Engine whirl flutter : Ocurre cuando el régimen de giro del motor
o hélice del avión sujeto/a en el ala coincide con la frecuencia natural
de flameo del ala. Este acoplamiento produce que el ala comience a
vibrar bruscamente hasta el punto que se acaba partiendo en la ráız.
Sin embargo, no se trata de algo directo, sino que representa una com-
pleja interacción entre la rigidez de la unión ala-motor y los efectos
giroscópicos producidos por la rotación del motor/hélice.

Pannel flutter : Tiene lugar únicamente en régimen supersónico. Este
fenómeno ocurre cuando el panel no está adecuadamente sujeto a la
estructura principal. Esto da lugar a una vibración no controlada e
inestable que puede dar lugar a problemas de fatiga en el material o
la propia rotura del componente.

1.3. Teoŕıa sobre túneles de viento

Un túnel de viento es una herramienta de investigación para el estudio
del movimiento del aire alrededor de objetos sólidos. Se utiliza especialmente
para el estudio de aeronaves, coches de competición, edificios, etc. Se trata
de un circuito cerrado o abierto, en función del tipo de túnel de viento con el
que se trabaje, en el que se hace mover el aire a una determinada velocidad
con el objetivo de medir diversos parámetros de interés relacionados con el
comportamiento del aire alrededor del objeto introducido.

En aquellos sistemas complejos de los que no se entienda al completo las
propiedades mecánicas ni aerodinámicas, el estudio y posterior eliminación
del flameo solamente puede ser alcanzada mediante ensayos. Adicionalmente,
se pretende demostrar que la inestabilidad dinámica (flameo) no se produ-
cirá en ningún punto del dominio de vuelo del avión. Sin embargo, el estudio
de componentes en lugar del modelo del avión completo es un procedimiento
aceptable, especialmente cuando el objetivo del experimento es el de correlar
los cálculos matemáticos con los que se puedan obtener en el túnel de viento,
más que extrapolarlos al avión completo real.

Para estudios de flameo en modelos de baja velocidad, como es el caso
del presente proyecto, se ha de prestar especial atención a la hora de defi-
nir/restringir los grados de libertad del modelo, pues no es dif́ıcil provocar
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una inestabilidad dinámica del sistema al introducir una restricción del mo-
vimiento vertical mediante un muelle. Asimismo, se ha demostrado que los
fenómenos asociados a un flujo no-estacionario dependen en gran medida de
la escala, de manera que la frecuencia reducida, número de Reynolds o capa
ĺımite pueden no estar bien representados en un modelo de pequeña escala.
Pese a estas limitaciones, un gran ventaja de los experimentos en túnel de
viento con modelos de escala pequeña es que pueden servir para perfeccionar
los métodos computacionales matemáticos.

No obstante, no hay que perder de vista que diseñar un experimento que
pretenda analizar el flameo acorde a la realidad es extremadamente dif́ıcil.
De ah́ı que, a nivel académico, se acabe recurriendo por un diseño de un
modelo de un ala bastante simplificado que, pese a ello, permita conocer en
mayor profundidad aspectos de esta inestabilidad dinámica y su importan-
cia en la fase de diseño de cualquier aeronave. Por este motivo, se considera
recomendable el conocimiento de los diversos ensayos y diferentes metodo-
loǵıas que se han utilizado a lo largo de la reciente historia en la industria
aeronáutica, aunque no se desglosen en el presente proyecto.

Por último, queda introducir las caracteŕısticas del túnel de viento con
el que se va a trabajar. Dicho túnel de viento se encuentra en el Hangar
de la escuela ETSID (Escuela Técnica Superior de Ingenieŕıa del Diseño),
dentro de la Universidad Politécnica de Valencia. Las vistas de la caja de
metacrilato en la que se introduce el modelo son:

Figura 1.4: Vista inferior de la caja de metacrilato. Dimensiones en mm
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Figura 1.5: Vista lateral de la caja de metacrilato. Dimensiones en mm

Figura 1.6: Vista frontal de la caja de metacrilato. Dimensiones en mm

Estas medidas, junto con las de la tapa superior, limitarán las dimensio-
nes del modelo de estudio y todos sus componentes, tal y como se indica en
el caṕıtulo 2.



2
Modelo y Montaje

En el presente caṕıtulo se trata el propio modelo y su construcción/mon-
taje. En primer lugar se detallan las principales fases transcurridas durante
la construcción del modelo, para pasar a hablar de las caracteŕısticas de éste.
Una vez construido en su totalidad, el siguiente paso consiste en introducir-
lo en el túnel de viento. Este aspecto determinó la fase de diseño, pues un
aspecto important́ısimo son las dimensiones de las placas del túnel de viento
que se pueden desmontar para introducir por dichas cavidades el objeto a
analizar en dicho túnel.

2.1. Construcción y diseño del modelo

La base con la que se parte en el diseño no es nula, sino que durante el
curso académico se realizó una práctica que pretend́ıa mostrar el fenómeno
del flameo, por lo que fue necesario la construcción de un modelo para lle-
varla a cabo. Dicho modelo, encargado a una empresa especializada, tuvo
un coste elevado de construcción, además de no poseer mucha versatilidad.
Por estos motivos, desde un primer momento se buscó construir un modelo
que, a parte de ser viable económicamente, otorgara una gran versatilidad
que permitiera analizar el fenómeno de flameo en diferentes condiciones, con
un cambio ágil del set-up entre un experimento y otro. A fin de facilitar la
comprensión de la diferenciación entre el modelo utilizado en dicha práctica
y en el presente trabajo, se denomina como ”Modelo 0” el de la práctica.

La principal limitación de dicho ’Modelo 0” teńıa que ver con los muelles,
tanto por su colocación como sus caracteŕısticas. En este ”Modelo 0” hab́ıa

33
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cuatro barras metálicas por fuera del perfil aerodinámico posicionadas en
dirección de la envergadura del perfil. La posición de estas cuatro barras era
totalmente fijas. Por este motivo, aparećıan dos restricciones que coartaban
su versatilidad:

La posición de los muelles era fija respecto al centro de gravedad,
motivo por el cual no se pod́ıa estudiar adecuadamente cómo variaba
la aparición del flameo en función de la posición relativa del eje elástica
con respecto al centro de gravedad.

Las caracteŕısticas de los muelles utilizados están condicionadas a di-
cha posición de las barras metálicas, pues se encuentran a una de-
terminada distancia vertical. Esta distancia vertical fija condiciona el
muelle a utilizar, pues se debe tener en cuenta tanto la elongación de
éste en el punto de equilibrio como su longitud inicial.

Dadas estas limitaciones, el primer objetivo consist́ıa en diseñar y cons-
truir un soporte del perfil que permitiera la libertad de variar la posición de
los muelles con respecto al centro de gravedad, tanto en el sentido vertical
como longitudinal del perfil. Es aqúı donde entra en juego la caja formada
por perfiles agujereados metálicos utilizada en el presente trabajo. El hecho
de construir una caja con elementos que disponen de agujeros permite, con
el simple hecho de cambiar la posición de un conjunto reducido de tornillos
y tuercas, variar por completo la situación del experimento. Dado que las
dimensiones de dicha caja vienen limitadas por las propias dimensiones del
túnel de viento, hubieron de cortarse los perfiles metálicos con el objetivo
de acondicionarlos para conseguir las dimensiones ĺımites requeridas.

Una vez construido el soporte, era el turno del perfil aerodinámico. Las
dimensiones del perfil utilizado en el ”Modelo 0” estaban condicionadas por
el túnel de viento utilizado, más pequeño que el usado en el presente trabajo.
Por este motivo se optó por aumentar las medidas de éste. En un primer
momento el material, al igual que en el ”Modelo 0”, pensaba ser de madera.
Sin embargo, tras una reunión con el Departamento de Construcción de la
ETSID, se llegó a la conclusión que el material más adecuado era el porex-
pan, por la facilidad para ser moldeado.

Los muelles necesitaban ser enganchados de alguna manera al perfil ae-
rodinámico. Por este motivo se consideró correcto la introducción de unas
placas rectangulares unidas en los laterales del perfil. Al tener que ser agu-
jereadas para obtener diversas distancias con respecto al centro de gravedad
donde enganchar los muelles, el material escogido fue PVC. Aśı pues, se rea-
lizaron 18 agujeros de 6 mm de diámetro separados entre śı por 12,5 mm en
la parte superior e inferior de cada placa lateral. El siguiente paso consist́ıa
en plantear la unión de dichas placas laterales al propio perfil aerodinámico.
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En primer lugar se barajó la posibilidad de unirlos mediante un elemento
adhesivo. Sin embargo, dado que el modelo estaŕıa expuesto a vibraciones
relativamente fuertes, era más que posible que acabaran despegándose y cau-
sando algún daño en la estructura del túnel. Finalmente, se consideró como
óptima la solución de introducir dos varillas circulares de madera que cruza-
ran la envergadura del perfil por el interior de éste, de forma que habŕıa de
realizarse unos agujeros adicionales en las placas laterales acorde al diáme-
tro de dichas varillas para unir aśı las placas al perfil. Este aspecto motivó
la elección del perfil a experimentar, puesto que deb́ıa ser lo suficientemente
ancho en su interior para albergar las varillas. Por comodidad, se optó por la
rama de perfiles ”NACA airfoils” que, mediante una nomenclatura de 4, 5 o
6 d́ıgitos, definen completamente la curvatura del perfil aerodinámico. Entre
los perfiles simétricos se escogió el perfil aerodinámico NACA0018. A par-
tir de la base de datos pública de los perfiles NACA disponible en la página
web www.airfoiltools.com, se realizó un diseño tridimensional mediante el
software Autodesk Inventor. Los planos de este diseño fueron generados de
forma que se enviaron al responsable del Departamento de Construcción de
la ETSID para su construcción conforme a lo acordado en reuniones previas.

Por otro lado, para dotar al modelo de una mayor versatilidad en cuan-
to a inercia y masa se refiere, se plantea la unión de imanes como masas
puntuales que modifiquen tanto el centro de gravedad del modelo como su
inercia. Para ello, se introducen 4 tiras en las placas laterales que permitan
posteriormente la unión de los citados imanes. Para garantizar que éstos no
se suelten durante las vibraciones que experimenta se fijan con cinta adhe-
siva a las placas laterales.

Una vez construidos cada uno de los elementos que forman parte del
modelo completo, el paso final consiste en realizar el ensamblaje de la for-
ma deseada. Los muelles se acaban uniendo a las placas laterales mediante
un conjunto de tornillo-arandela-tuerca para asegurar su fijación durante el
experimento. Asimismo, destacar que, para garantizar el anclaje de la caja
metálica al suelo de la cavidad del túnel de viento, se introduce una pieza
rectangular de madera con cuatro agujeros que permiten la unión del con-
junto al suelo mediante una serie de tornillos y tuercas.

2.2. Caracteŕısticas del modelo

Conforme a lo comentado en diversas ocasiones, se trata de un modelo
con dos grados de libertad, conseguidos mediante la introducción de los
citados muelles. Por tanto, es importante conocer la posición de los muelles.
En la figura 2.1 se representa el boceto que define la geometŕıa del perfil y
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las placas laterales de soporte, aśı como la posición inicial de los muelles:

Figura 2.1: Definición geométrica del perfil, placas de soporte y muelles
elásticos

Mientras que los grados de libertad vienen dados por:

Figura 2.2: Definición de los grados de libertad del sistema

Estos bocetos, aplicados a la vida real tras la construcción del sistema,
tienen el resultado final que se puede apreciar en la figura 2.3, producto de
una fotograf́ıa realizada instantes antes de la introducción del modelo en el
túnel de viento:
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Figura 2.3: Situación del modelo completo en la vida real, previo a ser in-
troducido al túnel de viento

Una vez demostradas las caracteŕısticas geométricas del modelo, resulta
interesante estudiar las caracteŕısticas f́ısicas de cada uno de los componentes
que conforman el sistema. Para una mejor visualización, dichos datos se
recogen en diferentes subtablas referenciadas a cada uno de los componentes.
Para la obtención de estos datos se han utilizado diversos métodos, entre los
que destaca el uso de básculas de precisión, hojas de cálculo de Microsoft
Excel y el uso del software Inventor. Estas metodoloǵıas y/o herramientas
se explican en detalle en el Anexo B. En vistas a lo expuesto, se procede a
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la enunciación de dichas caracteŕısticas:1

PERFIL AERODINÁMICO NACA0018

Cuerda 0,15 m

Envergadura 0,40 m

Densidad 35 kg/m3

Alargamiento 2,67 −
Coeficiente sustentación 3,1416 −

Masa 0,08 kg

PLACAS LATERALES PVC

Longitud 0,25 m

Anchura 0,040 m

Espesor 0,0027 m

Densidad 1450 kg/m3

Masa 0,038 kg

VARILLA INTERNA MADERA

Longitud 0,4 m

Diámetro 0,008 m

Densidad 900 kg/m3

Masa individual 0,018 kg

CINTAS ADHESIVAS MAGNÉTICAS

Longitud 0,0875 m

Espesor 0,001 m

Anchura 0,022 m

Densidad 5195 kg/m3

Masa individual 0,01 kg

IMANES

Longitud 0,0375 m

Espesor 0,005 m

Anchura 0,02 m

Densidad 3067 kg/m3

Masa individual 0,0115 kg

Cuadro 2.1: Datos descriptivos de cada uno de los componentes del sistema

1El valor de la masa del perfil aerodinámico ya incluye el peso adicional del acetato y
adhesivo. El Anexo B explica detalladamente esta influencia.
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Por último quedaŕıa pendiente la introducción de los datos másicos de los
tornillos, tuercas, arandelas y muelles que se adjuntan a las placas laterales.
Sin embargo, se cree conveniente considerar dichos elementos como parte de
la estructura de la caja, por lo que no se incluyen dichos elementos como
parte del ensamblaje del modelo.

2.3. Montaje en el túnel de viento

Una vez completada la fase de diseño y construcción del modelo, se
procede a realizar su montaje en el túnel de viento para llevar a cabo los
experimentos deseados. El primer montaje se realiza fuera de éste dada la
mayor comodidad que otorga el trabajar sin restricción en cuanto al espacio
que se dispone.

El primer paso consiste en conformar la caja metálica que actúa como
soporte del perfil aerodinámico. Una vez se han recortado los perfiles para
conseguir las dimensiones deseadas, éstos se unen entre ellos mediante un
juego de tornillo-arandela-tuerca, dándole la caracteŕıstica forma prismática.
Destacar que los perfiles metálicos utilizados no son todos iguales. La utili-
zación de ”perfiles en L” en la parte frontal de la caja (aquella que recibe en
primera instancia el flujo de aire) seŕıa contraproducente, pues perturbaŕıa
el flujo de aire que posteriormente llegara al perfil aerodinámico, causando
aśı interferencias en cuanto a la generación de las fuerzas aerodinámicas. De
esta manera, para la parte frontal de la caja se recurre a perfiles planos, po-
sicionando su espesor en la dirección perpendicular al flujo, de manera que
la interferencia sea la menor posible. En la parte posterior de la caja, dado
que la interferencia que pudieran ocasionar seŕıa relativamente pequeña, se
utilizan los llamados ”perfiles en L”, pues otorgan una gran rigidez y estabi-
lidad a la caja de cara a las vibraciones transmitidas por el perfil a la caja,
de manera que ésta se mantenga quieta durante el experimento. Siguiendo
el mismo razonamiento se utilizan placas de unión en los laterales y parte
trasera de la caja, consiguiendo aśı una estructura completa más estable y
compacta.

Dicha caja se conecta con el bloque de madera inferior mediante una
serie de agujeros-tornillos-tuercas que juntan los perfiles inferiores de la ca-
ja con el bloque de madera. Considerando este ensamblaje como una única
pieza, el siguiente paso consiste en anclarla al suelo del túnel de viento para
garantizar que no se desplace o rote durante el experimento. Para conseguir
este cometido se realizan agujeros previamente en el bloque de madera del
mismo diámetro que los propios agujeros que incorpora el suelo del túnel de
viento. De esta manera se consigue unir la pieza completa al túnel de viento
con el uso de un juego de tornillos-arandelas-tuercas que fijan completamen-
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te la estructura al suelo.

Una vez la estructura que actúa como soporte está totalmente montada
seŕıa necesario introducir el perfil aerodinámico en ésta. Existen dos posibles
metodoloǵıas: la primera consistiŕıa en unir el perfil a la caja mediante los
muelles fuera del túnel para posteriormente introducir el modelo completo
en la cavidad de éste. La segunda consiste en introducir previamente la caja
en el túnel de viento. Posteriormente, una vez se ha fijado ésta, se procede
a enganchar el perfil aerodinámico aprovechando que las partes laterales y
superiores del túnel de viento disponen de partes que se pueden destapar
para acceder a la cavidad interior. Pese a ello, la metodoloǵıa empleada es
una solución intermedia entre ambas. El primer experimento y aquel que
requiere de un cambio de los muelles utilizados se abordan con la primera
metodoloǵıa porque facilita el trabajo. Para el resto de experimentos se re-
curre a la segunda metodoloǵıa, pues pese al incremento de la complejidad
al verse reducido el espacio de trabajo, permite un considerable ahorro de
tiempo al no tener que desanclar y anclar de nuevo la estructura completa
al túnel de viento.

Igualmente, resulta interesante comentar cómo era el procedimiento pa-
ra realizar las modificaciones entre un tipo de experimento y otro. Una vez
realizado un experimento y, como resulta lógico, detenido el flujo de aire en
el interior del túnel, se procede a desmontar las paredes laterales y superior
del túnel. La pared superior se acopla al túnel de viento por su propio peso
con el uso de una goma en sus paredes, por lo que para levantarla sola-
mente era necesario el uso de una herramienta que incorpora una ventosa.
Las paredes laterales se acoplan mediante el uso de quince tornillos en cada
una de ellas. Sin embargo, puesto que con un uso inferior de tornillos éstas
se acoplaban perfectamente a la estructura del túnel de viento, únicamente
se utilizaban cuatro tornillos en cada una de ellas, para aśı reducir enorme-
mente el tiempo transcurrido entre la preparación de un experimento y otro.

Por último, el flameo es un fenómeno de una naturaleza bastante brusca,
por lo que se corŕıa el riesgo de sufrir daños y roturas durante el proceso
de experimentación, aspecto que habŕıa afectado en gran medida en el desa-
rrollo del presente trabajo experimental debido a que no se dispońıa de un
perfil alternativo. Sin embargo, la cautela caracterizó cada uno de los expe-
rimentos, variando la velocidad del aire muy gradualmente para evitar una
entrada súbita de flameo que pudiera ocasionar susodichas roturas. De esta
forma solamente se produjo una situación peligrosa en la que los muelles su-
periores delanteros se soltaron cuando el perfil estaba entrando en situación
de flameo. Sin embargo, se actuó rápidamente para detener el funcionamien-
to del túnel de viento, evitando aśı que el perfil sufriera daños. En el caso de
no haber conseguido evitarlo, el trabajo habŕıa sufrido un retraso elevado,
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pues hubiera sido necesaria la construcción de un nuevo perfil, con toda la
carga de trabajo adicional que aquello supondŕıa.

Lo expuesto previamente puede parecer fácil de conseguir. Sin embargo,
no lo es. Esto se evidencia en la experiencia personal, tal y como se ha
anticipado en la motivación que sustenta la realización del presente proyecto.
Durante el tercer curso del grado se realizó un proyecto menos ambicioso que
el actual para examinar el flameo de un ala. En aquella ocasión se sometió
al perfil y unas cuerdas elásticas que actuaban de muelles a una gran fatiga
que terminó ocasionando la rotura del modelo, dejándolo inservible para
proseguir con el experimento. Teniendo en cuenta que el periodo de tiempo
del que se dispońıa para la entrega del proyecto era especialmente reducido,
hubo de enfocarse el trabajo experimental desde un punto de vista teórico
más que experimental.



3
Modelo matemático - Velocidad flameo

El objetivo del presente caṕıtulo es la obtención de la Ecuación del Movi-
miento del modelo introducido en el apartado 2. En dicha ecuación intervie-
nen términos másicos, de rigidez y aerodinámicos. Se trata cada uno de ellos
por separado, incluyendo su consiguiente explicación. Finalmente, se ope-
ra con la ecuación completa, resolviéndola mediante el método matemático
conocido como Espacio de Estados.

3.1. Matriz de rigidez

El primer término a considerar es la conocida como ”Matriz de rigidez”.
En esta matriz se recoge la influencia de la rigidez de los muelles que se han
introducido en el modelo a evaluar. En base a lo explicado en el apartado
1.1.4, dicha matriz se construye a partir del planteamiento de la enerǵıa de
deformación del sistema. Teniendo en cuenta los 8 muelles unidos al perfil,
y asumiendo que la única deformación existente en el sistema es la asociada
a los muelles (el perfil aerodinámico se considera lo suficientemente ŕıgido
como para no sufrir deformaciones en el rango de velocidades del túnel de
viento):

U = 4 ·
(

1

2
k1z

2
1 +

1

2
k2z

2
2

)
(3.1)

La nomenclatura tiene la siguiente explicación: 1

1La comprensión de dicha nomenclatura resulta más fácil observando la figura 2.1

42
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k1: Es la rigidez de los muelles colocados en la parte delantera del
perfil.

k2: Rigidez de los muelles de la parte trasera del perfil.

x1 y x2: Distancia horizontal respecto del origen a la que se sitúan los
correspondientes muelles.

z1 y z2: Distancia vertical respecto a la ĺınea de nula sustentación del
perfil que une el borde de ataque y fuga.

El siguiente paso seŕıa expresar dicha enerǵıa en función de los grados de
libertad del sistema. Para facilitar el tratamiento matricial, se trabaja con
el que se denomina ”Vector de grados de libertad”, compuesto por:

u =

{
h/b
θ

}
(3.2)

El grado libertad de desplazamiento vertical (h) se divide por la semicuer-
da (b) para adimensionalizarlo, por convenio. De esta manera, el desplaza-
miento vertical de los puntos del perfil donde se sitúan los correspondientes
muelles se puede expresar en función de los grados de libertad como:

z = −h− θx = {−b,−x}
{
h/b
θ

}
= dz

ᵀ · u (3.3)

Y teniendo en cuenta la teoŕıa asociada a las matrices, se define:

A2 = AᵀA (3.4)

Mediante esta nomenclatura matricial, es posible reescribir la ecuación
que determina la enerǵıa de deformación del sistema tal que:

U = 4 ·
(

1

2
k1u

ᵀdz1d
ᵀ
z1
u +

1

2
k2u

ᵀdz2d
ᵀ
z2
u

)
=

1

2
uᵀ (4k1dz1d

ᵀ
z1

+ 4k2dz2d
ᵀ
z2

)
u

=
1

2
uᵀKu

(3.5)

Por tanto, operando con los vectores, la matriz de rigidez K resultante
es:

K =

[
4b2 (k1 + k2) 4b (x1k1 + x2k2)

4b (x1k1 + x2k2) 4
(
k1x

2
1 + k2x

2
2

) ] (3.6)
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Finalmente se realiza un proceso de adimensionalización de dicha matriz.
Para ello, es preciso definir la magnitud ”Rigidez total” (KT ) que permite
la deducción de la matriz adimensionalizada (K̄) a partir de la total:

KT = 4 (k1 + k2)→K = KT K̄ (3.7)

3.1.1. Eje elástico

Un parámetro fundamental que se utiliza en secciones posteriores para
analizar el flameo es el denominado ”Eje elástico”. Se trata del único punto
de la sección en el cual, aplicada una fuerza vertical, el perfil se desplaza
verticalmente sin girar. Dicho punto coincide con el centro de esfuerzos cor-
tantes de la sección estructural si el ala es recta y de sección constante. De
otra manera, este punto puede entenderse como el centro de gravedad de los
muelles considerándose que las masas son sus rigideces.

El eje elástico puede obtenerse matemáticamente mediante la aplicación
de su propia definición. Equivalentemente existe otro procedimiento, en el
que para la posición del eje elástico, la matriz de rigidez expuesta en la
expresión 3.6 debe ser diagonal. Esto significa que el término a12 = a21 = 0.
De esta manera, la expresión que permite calcularlo es:

xE = 4 · x1k1 + x2k2
KT

=
x1k1 + x2k2
k1 + k2

(3.8)

Este concepto será imprescindible a la hora de comprender los resultados
expuestos en el caṕıtulo 4.

3.2. Matriz másica

Acorde a lo planteado en el apartado 1.1.4, la obtención de la ”Matriz de
masas” (M) requiere del planteamiento de la enerǵıa cinética del sistema.
Al igual que para la Matriz de rigidez, se busca una expresión de la enerǵıa
en función de los grados de libertad del sistema. Por último, se trabaja asi-
mismo con una adimensionalización de la matriz total de cara a operar en
la Ecuación de Movimiento del sistema.

En primer lugar se plantea la ecuación cinética del sistema de acuerdo a
la ecuación 1.18. Para expresar la posición vertical de cada punto del perfil,
utilizamos la expresión 3.3. De esta forma:

zp (x, t) = −h− θ (x−�x0) = dᵀ
zp (x)u (t) (3.9)
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Aplicando el cuadrado de la derivada, obtenemos el integrando de la
expresión de la enerǵıa cinética:

ż2p (x, t) = u̇ᵀ (t)dzp (x)dᵀ
zp (x) u̇ (t) (3.10)

Por tanto, planteando la ecuación 1.18, obtenemos la matriz de masas:

T =
1

2

∫ b

−b
żp

2 (x, t) dm =
1

2
u̇ᵀ (t)

(∫ b

−b
dzp (x)dᵀ

zp (x) dm

)
u̇ (t) (3.11)

M =

∫ b

−b
dzp (x)dᵀ

zp (x) dm =

∫ b

−b

[
b2 bx
bx x2

]
dm (3.12)

Procediéndose a analizar la integral término por término:

Término a11 →
∫ b
−b b

2dm = b2m

Término a12 = a21 →
∫ b
−b bx dm = bS0

Nótese que se ha omitido la variable x0 porque la estamos conside-
rando como el origen del sistema de referencia, por lo que seŕıa nula.
Sin embargo, esto no impide deducir que la correspondiente integral
representa el Momento Estático respecto del origen (S0).

Término a22 →
∫ b
−b x

2dm = I0

De la misma manera, la integral se corresponde con al formulación
del Momento de Inercia respecto al origen (I0).

Dado que el perfil se modela mediante el Software de diseño en 3D Au-
todesk Inventor, se conocen los momentos de inercia y la posición del centro
de gravedad de éste con gran exactitud. Sin embargo, este programa nos
proporciona los momentos de inercia respecto al centro de gravedad, por lo
que será necesario la aplicación del Teorema de Steiner:

I0 = IG +m · (xCDG −�x0)
2 (3.13)

Asimismo, el momento estático respecto al origen vendrá dado por:

S0 = m · (xCDG −�x0) (3.14)

Con todo esto, la formulación final de la matriz de masas es la siguiente:

M =

[
b2m bS0
bS0 I0

]
(3.15)
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Por último, se procede a adimensionalizar de la misma forma que para
la matriz de rigidez. La diferencia radica en el factor que se utiliza para
adimensionalizar, siendo éste en el presente caso:

M = mb2M̄ (3.16)

3.3. Fuerzas aerodinámicas - Vector de fuerzas ge-
neralizadas

El tercer paso para definir completamente la Ecuación del movimiento
es trabajar con las fuerzas aerodinámicas, que forman el denominado ”Vec-
tor de fuerzas generalizadas”. Para conservar generalidad, se trabaja con la
formulación no-estacionaria de las fuerzas generalizadas correspondiente a
la ecuación 1.6. Posteriormente, en caso de ser necesario para la resolución
por alguno de los métodos explicados en apartados siguientes, se modificará
este vector de fuerzas generalizadas acorde a la aproximación de las fuerzas
aerodinámicas con la que se pretenda trabajar.

Con todo esto, se parte de las ecuaciones de sustentación y momento,1.6
y 1.7 respectivamente. El procedimiento es el habitual: tratar de representar-
las en función de los grados de libertad del sistema. De esta forma aparecen
inevitablemente las matrices aerodinámicas A, B y C. Acorde a esta formu-
lación, y en base a la experiencia previa adquirida durante la realización de
multitud de ejercicios de la asignatura ”Aeroelasticidad”, el vector de fuerzas
generalizadas que se pretende conseguir tendŕıa la siguiente expresión:

Q (t) = ρ∞lb
2U2
∞Au + ρ∞lb

3U∞Bu̇ + ρ∞lb
4Cü (3.17)

Para llegar a tal expresión será necesario la aplicación del Principio de
Trabajos Virtuales (PTV). Omitiendo la demostración, el trabajo virtual se
puede expresar como una combinación lineal:

δW = δh (L) + δθMa = {δh/b, δθ}
{
−Lb
Ma

}
= δuᵀ ·Q (3.18)

Esto significa que a partir del planteamiento del Principio de Trabajos
Virtuales, se puede obtener el vector de fuerzas generalizadas tal que:

Q =

{
−Lb
Ma

}
(3.19)

De esta forma, operándose con cada término del vector columna de la
ecuación 3.19, con la previa aplicación de a = 0 puesto que se considera el
momento aerodinámico sobre el origen:
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− Lb = ρ∞lb
2U2
∞ {0,−CLαC (κ)}u

+ ρ∞lb
3U∞

{
−CLαC (κ) ,

−1

2
CLα (C (κ) + 1)

}
u̇

+ ρ∞lb
4

{
−CLα

2
, 0

}
ü (3.20)

Ma = ρ∞lb
2U2
∞

{
0, CLα

C (κ)

2

}
u

+ ρ∞lb
3U∞

{
CLα
C (κ)

2
,
1

4
CLα (C (κ)− 1)

}
u̇

+ ρ∞lb
4

{
0,
−CLα

16

}
ü (3.21)

De esta forma, identificando componentes, se definen las matrices del
vector de fuerzas generalizadas:

A (κ) =

[
0 −CLαC (κ)
0 CLαC (κ) /2

]
(3.22)

B (κ) =

[
−CLαC (κ) −CLα (C (κ) + 1) /2
CLαC (κ) /2 CLα (C (κ)− 1) /4

]
(3.23)

C =

[
−CLα/2 0

0 CLα/16

]
(3.24)

Estas matrices ya son de por śı adimensionales, por su propia definición,
por lo que no seŕıa necesario ningún paso adicional. Es fácilmente apreciable
su dependencia con la frecuencia reducida a través de la función de Theodor-
sen. Esto implica que se ha de conocer previamente el valor de la función de
Theodorsen para poder definir numéricamente dichas matrices. Este aspecto
es de gran relevancia, pues definirá los procedimientos espećıficos a seguir
para la resolución completa del problema de flameo.

3.4. Ecuación del movimiento

La ecuación del movimiento consiste en la aplicación de la ecuación de
Lagrange, introducido en la ecuación 1.17. Con la explicación de cómo ob-
tener las matrices de rigidez y masa, y el vector de fuerzas generalizadas,
se han sentado las bases para el desarrollo de dicha ecuación. Asimismo,
la formulación tanto de las enerǵıas como de las fuerzas generalizadas en
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función del vector que recoge los grados de libertad, permite la aplicación
directa de la ecuación 1.17. Aplicando dicha expresión se llega a la ecuación
del movimiento del sistema:

Mü + Ku̇ = Q (3.25)

Desarrollándose:

Mü + Ku̇ = ρ∞lb
2U2
∞Au + ρ∞lb

3U∞Bu̇ + ρ∞lb
4Cü (3.26)

Sin embargo, esta expresión no es con la que se quiere trabajar, sino que
dependiendo del método utilizado para resolver esta ecuación, se tratará con
un diferente desarrollo de la actual ecuación 3.26.

3.5. Resolución matemática

En la presenta sección se explica el método aplicados para la resolución
del problema de flameo. En primer lugar, se hab́ıa considerado como opción
utilizar el conocido como ”Método κ”. De hecho, al principio se trató de
reproducir en Matlab. Sin embargo, finalmente no ha sido incluido en el es-
tudio, pero no está de más introducir brevemente en qué consiste y por qué
se ha descartado. El método κ es una solución ingenieril basada en el análi-
sis clásico de flameo con el objetivo de determinar las condiciones de vuelo
que se corresponden con la frontera de flameo. El procedimiento consiste
en asumir que la solución a la ecuación del movimiento es un movimiento
armónico simple, y el propósito es averiguar para qué condiciones de vuelo
se produce tal armónico. La diferencia principal con el método escogido, el
de Espacio de Estados, es que el proceso iterativo consiste en dar valores a la
frecuencia reducida. Un inconveniente de este método, y el motivo principal
por el cual finalmente ha sido descartado, es que para determinadas configu-
raciones del centro de gravedad y aerodinámico, presenta anomaĺıas en las
curvas de flameo que dificultan notablemente la comprensión del problema.

3.5.1. Método Espacio de Estados

Una alternativa al método κ y que proporciona unas distribuciones más
cercanas a la realidad es el conocido como el ”Método de Espacio de Esta-
dos”. Éste no es, ni mucho menos, único para la aeroelasticidad, sino que
se trata de un método matemático común utilizado para la resolución de
ecuaciones diferenciales de n orden. Es altamente utilizado en ramas de la
ingenieŕıa como ”Tecnoloǵıa de Control Automático”, que forma parte de
las materias cursadas en Ingenieŕıa Aeroespacial, grado por el que se realiza
el presente trabajo.
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El procedimiento a seguir difiere con respecto al método κ, como ya se ha
anticipado previamente. En este particular caso, se trabaja con la ecuación
de movimiento 3.26 de una manera diferente. Adicionalmente, no se busca
desde el primer momento encontrar la solución para el caso no-estacionario
de las fuerzas generalizadas. A diferencia del método κ, el proceso iterati-
vo no consiste de dar valores a la frecuencia reducida, sino que consiste en
asignar valores a la velocidad de vuelo. Por este motivo, no se puede co-
nocer, a priori, el valor de la frecuencia reducida y, por consiguiente, de la
función de Theodorsen. Esto motiva el partir de una aproximación del pro-
blema estacionario, pues permite asumir que C (κ) ≈ 1. Con esto, se evita
tener la función de Theodorsen como incógnita a la hora de intentar resol-
ver la ecuación, por lo que las matrices aerodinámicas (A (κ), B (κ) y C)
serán matrices numéricas. Esto es, sus términos están definidos por valores
numéricos en lugar de por incógnitas del problema a resolver.

Posteriormente, una vez se haya resuelto el problema estacionario, se
puede obtener el valor de la frecuencia adimensional a la que se produce el
flameo, mediante el análisis de las distribuciones obtenidas (al igual que se
hizo en el anterior método). Con este valor se puede proceder a resolver el
llamado caso casi-estacionario. Para ello, se trata de definir la función de
Theodorsen para que no vuelva a ser una incógnita del problema. Ésta se
define con el valor de frecuencia reducida de flameo del caso estacionario,
por lo que las matrices aerodinámicas vuelven a ser numéricas.

A continuación se procede a la explicación del proceso a seguir para
operar con la ecuación del movimiento 3.26 para adecuarla para su resolu-
ción por Espacio de Estados. Introduciendo los conceptos de rigidez total y
matrices adimensionales en 3.26 se obtiene:

mb2M̄ü +KT b
2K̄u = m

(
U2
∞
µ

A (κ)u + b
U∞
µ

B (κ) u̇ +
b2

µ
Cü

)
(3.27)

En la obtención de la ecuación 3.27 se han introducido una serie de co-
eficientes adimensionales para compactar la ecuación y por la utilidad, como
se ha visto a lo largo del grado de Aeroespacial, de trabajar con coeficientes
adimensionales siempre que se puedan. Éstos son:

Coeficiente másico: µ = m/πb2ρ∞

Frecuencia reducida: κ = ωb/U∞

Frecuencia adimensional: λ = ω/ωθ

Dividiendo toda la ecuación 3.27 por mb2 e introduciendo el concepto de

frecuencia natural ω0 =
√

KT
m :
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M̄ü + ω2
0K̄u =

U2
∞

b2µ
A (κ)u +

U∞
bµ

B (κ) u̇ +
1

µ
Cü (3.28)

Reordenando:

(
M̄ − 1

µ
C

)
ü +

(
−U∞
bµ

B (κ)

)
u̇ +

(
ω2
0K̄ −

U2
∞

b2µ
A (κ)

)
u = 0 (3.29)

A continuación se aplica un cambio de variable que permita considerar
de manera diferente las derivadas que aparecen en la ecuación 3.29.

τ = ω0t→
d

dt
= (̇) =

d

dt
ω0t = ()′ω0 (3.30)

(
M̄ − 1

µ
C

)
ω2
0u

′′ +

(
−U∞
bµ

B (κ)

)
ω0u

′ +

(
ω2
0K̄ −

U2
∞

b2µ
A (κ)

)
u = 0

(3.31)
Adicionalmente, este cambio posibilita introducir el concepto de veloci-

dad adimensional (V ). Además, dividiendo la ecuación 3.31 por la frecuencia
natural al cuadrado (ω2

0), se consigue la formulación final de dicha ecuación:

(
M̄ − 1

µ
C

)
u′′ +

(
−V
µ
B (κ)

)
u′ +

(
K̄ − V 2

µ
A (κ)

)
u = 0 (3.32)

Un paso adicional que conllevaŕıa una importante simplificación de esta
expresión seŕıa la consideración de matrices equivalentes, tal que:


Meq = M̄ − 1

µC

Ceq = −V
µB (κ)

Keq = K̄ − V 2

µ A (κ)

(3.33)

Siendo la expresión final de la ecuación de movimiento para su resolución
por el método de Espacio de Estados:

Mequ
′′ + Cequ

′ + Kequ = 0 (3.34)

Una vez se ha operado adecuadamente con la ecuación de movimiento
3.26, se procede a relatar la resolución de ésta por el actual método escogido.
Para resoverlo numéricamente se introduce el vector que recoge las incógnitas
del problema:

x =

{
u
u̇

}
=

{
x1

x2

}
(3.35)
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Esta ”nueva” consideración de la incógnita del problema permite escribir
la ecuación anterior (3.34) como:

Meqẋ2 + Ceqx2 + Keqx1 = 0 (3.36)

Que, junto a la ecuación trivial ẋ1 = x2, da lugar a un sistema de
ecuaciones diferenciales de rango 2 (por la consideración de únicamente dos
grados de libertad. En el caso de tener un sistema con n grados de libertad,
el sistema de ecuaciones al que se llegaŕıa seŕıa, de la misma manera, de
rango n):

Meqẋ2 + Ceqx2 + Keqx1 = 0 (3.37)

ẋ1 = x2 (3.38)

Dada la mayor comodidad de trabajar con un sistema matricial, éste se
conforma a partir de las ecuaciones 3.37 y 3.38 como:

[
Ceq Meq

I 0

]{
ẋ1

ẋ2

}
+

[
Keq 0

0 −I

]{
x1

x2

}
=

{
0
0

}
(3.39)

Donde I indica la matriz identidad. Se plantea una solución armónica del
problema de vibraciones x = x0e

iωt. Asociando las matrices que aparecen en
la ecuación 3.39 como AEE y BEE para simplificar la notación, la ecuación
matricial a resolver quedaŕıa como:

(AEE (iω) + BEE)x0e
iωt = 0 (3.40)

De la ecuación final 3.40 se debe resolver el problema de autovalores de la
parte que aparece dentro del paréntesis, pues es lo único que puede hacerse
0 en algún momento, ya que se asume que x0 no es nulo. Se trata de un
problema de autovalores mediante el cual se obtienen frecuencias con una
parte real y con otra imaginaria. La solución consiste en dar como válidos
únicamente aquellos autovalores con parte real positiva. Adicionalmente,
para almacenar las soluciones válidas y realizar las gráficas pertinentes, se
crean vectores en los que se asocia a cada valor de velocidad adimensional
que se evalúa un valor de frecuencia adimensional real y otro imaginario.
De esta forma, las curvas de flameo quedarán representadas, siendo una de
ellas la parte real de la solución y la otra la parte imaginaria de la solución
del problema de autovalores (y que se entiende como el amortiguamiento del
movimiento. De ah́ı que cuando la curva asociada a cualquiera de los modos
de vibración adquiera valores negativos en la parte imaginaria, se considera
que el movimiento oscilatorio no se está amortiguando y que, por tanto, ha
entrado en situación inestable de flameo). De esta manera, la velocidad de
flameo es la última para la cual el sistema es estable.
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Caso estacionario

En primer lugar, como ya se ha mencionado, se trata el caso estacionario,
seguido de la resolución del caso casi-estacionario. La principal diferencia
radica en la elección de las matrices que intervienen dentro de las matrices
equivalentes del sistema. La particularidad del caso estacionario es que se
puede asumir que C (κ) ≈ 1. Esta hipótesis se complementa con la asunción
de que las matrices Best y Cest son nulas en esta aproximación. A partir de
estas dos hipótesis esenciales, las matrices equivalentes del sistema quedan
definidas como: 2 

Meq = M̄

Ceq = 0

Keq = K̄ − V 2

µ Aest

Donde Aest hace referencia a la matriz A particularizada para el caso
estacionario en que la función de Theodorsen se considera la unidad.

Caso casi-estacionario

En segundo lugar, se realiza la aproximación al caso casi-estacionario.
Para ello se parte de la solución de flameo del caso estacionario. Esto es,
se evalúa la función de Theodorsen con el valor de frecuencia reducida de
flameo del caso estacionario. Por tanto, las matrices aerodinámicas y, consi-
guientemente, las matrices equivalentes serán numéricas. Esto significa que,
en lugar de utilizar una posible aproximación de las fuerzas aerodinámicas
casi-estacionarias correspondiente a la ecuación 1.16, se parte de la expresión
no-estacionaria 1.6 con un valor de la función de Theodorsen definido acor-
de a lo mencionado anteriormente. En última instancia, lo que esto implica
realmente es que las matrices aerodinámicas (A (κ), B (κ) y C) tienen la
misma expresión simbólica para ambos casos (casi-estacionario y estaciona-
rio), variando su valor numérico por la diferente consideración de la función
de Theodorsen en cada caso de estudio. De esta manera, las matrices equi-
valentes del caso casi-estacionario quedan como: 3


Meq = M̄ − 1

µC

Ceq = −V
µB (κest)

Keq = K̄ − V 2

µ A (κest)

2Destacar que las matrices aerodinámicas A, B y C siguen estando definidas acorde a
lo expuesto en el apartado 3.3

3(De este razonamiento surge el anterior pie de nota).
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Resulta de extremada importancia aclarar cómo se obtiene la velocidad
de flameo a partir de la resolución por Espacio de Estados. En las curvas
de flameo se puede determinar el punto de flameo, estando este punto for-
mado por dos coordenadas: Velocidad adimensional (Vadim) y la frecuencia
adimensional (

ωf
ωr

). El hecho de obtener la velocidad adimensional nos per-
mite la obtención de la velocidad no adimensional de flameo, pues tienen
la siguiente relación matemática por la propia concepción de la magnitud
velocidad adimensional:

Vadim =
U∞
bω0
→ Uflameo = Vadim · ω0 · b (3.41)

Para finalizar el apartado 3.5, se vuelve a recalcar y aclarar la utiliza-
ción de ambos métodos de resolución introducidos en éste. Tal y como se ha
comentado, el método κ puede proporcionar evoluciones un poco distorsiona-
das por diversos factores. Esto ocurre a la hora de evaluar los experimentos.
Por este motivo, tan solo se hará uso del método de Espacio de Estados
dada su extremada utilidad a la hora de representar las conocidas curvas de
flameo para determinar el punto de flameo.

Por último, cabe destacar que los script de Matlab utilizados para la
resolución por el citado método se incluyen al final de documento, en el
Anexo A.



4
Experimentos

Habiéndose introducido la resolución matemática del problema de la ve-
locidad de flameo del modelo se procede a la experimentación con la estruc-
tura final ya diseñada y construida. En el presente caṕıtulo se detalla cada
uno de los experimentos llevados a cabo durante la realización del trabajo
actual, explicando la motivación detrás de cada uno de ellos. Finalmente se
exponen los resultados obtenidos, tanto los anaĺıticos como experimentales,
a fin de realizar una aproximación en cuanto a la exactitud del método ma-
temático a la hora de predecir la velocidad de flameo con respecto al valor
obtenido en la vida real mediante la experimentación en el túnel de viento.

4.1. Detalle de cada experimento

Habiéndose comentado en diversas ocasiones previamente, la motivación
de este trabajo es tratar de comprender cómo afectan parámetros importan-
tes en la aparición del fenómeno de flameo. Para ello es necesario realizar
varios ensayos con el fin de obtener una idea clara del citado efecto. Pese a
que la estructura en śı no sufra excesivas modificaciones, śı que se realizan
pequeños cambios que, pese a dar la apariencia de ser irrelevantes, cambian
por completo la esencia del ensayo llevado a cabo. A fin de comprender exac-
tamente cuáles han sido dichos cambios y las razones por las cuales se han
llevado a cambio, se procede a realizar un detalle de cada uno de los ensayos
ejecutados.

54
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4.1.1. Experimento 1

Mal llamado ”Experimento 1”, se trata del primer ensayo efectuado real-
mente en el túnel de viento. Sin embargo, no se trata del primer experimento
ideado, pues la primera idea era la de experimentar con una posición de los
muelles simétrica con respecto al origen del sistema de coordenadas. En
efecto, el plan era colocar tanto los ”Muelles 1” como los ”Muelles 2” a una
distancia de 100 mm del origen. Con el objetivo de comprobar que dicho en-
sayo era viable se lanzaron los cálculos anaĺıticos conforme a lo introducido
en el caṕıtulo 3. Sin embargo, el resultado fue insatisfactorio, no obteniéndo-
se un valor para la velocidad de flameo. El problema resid́ıa en la posición
relativa entre el centro de gravedad y el eje elástico. En el particular caso
en que los ”Muelles 1” y ”Muelles 2” tienen el mismo valor de constante de
rigidez y se encuentran a la misma distancia del origen, la posición del eje
elástico coincide exactamente con el origen. Dado que, por la forma del perfil
elástico, acumula más masa en el borde de ataque que en el borde de fuga,
el centro de gravedad se encuentra desplazado hacia dicho borde de fuga.
Por el sentido escogido en el Sistema de Referencia, y que se explicita en la
figura 2.1, el centro de gravedad se encuentra por delante de la posición del
eje elástico. Esto podŕıa explicarse como que esta posición relativa facilita la
amortiguación de las vibraciones, generando aśı una mayor estabilidad que
dificulta la aparición del flameo en un rango aceptable de velocidades para
las condiciones particulares de ese experimento.

Lo expuesto anteriormente justifica la configuración final del modelo para
el desarrollo del primer experimento. Ésta se corresponde con la imagen
introducida en la figura 2.3. Las caracteŕısticas de este primer experimento
quedan definidas como:

EXPERIMENTO 1

Posición ”Muelles 1” −0,1 m

Posición ”Muelles 2” 0,05 m

Rigidez ”Muelles 1” 80 N/m

Rigidez ”Muelles 2” 80 N/m

Posición centro de gravedad −0,004369 m

Posición eje elástico −0,025 m

Masa 0,234 kg

Inercia 8,44 · 10−4 kg m2

Cuadro 4.1: Datos descriptivos del Experimento 1

Este experimento supone un punto de partida sobre el cual desarrollar el
resto de ensayos. Se trata de un experimento base del que se conoce, gracias
a un cálculo matemático por el procedimiento expuesto en el apartado 3, que
flamea a una velocidad aceptable dentro de la limitación del túnel de viento.
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Sobre este ensayo se ejecutan diversas variaciones con el fin de comprender
la influencia de éstas en el punto de flameo del perfil aerodinámico.

4.1.2. Experimento 2

El posterior ensayo tiene el objetivo de variar el centro de gravedad del
perfil aerodinámico. Es decir, se modifica la distancia entre el centro de gra-
vedad y el eje elástico, el cual se mantiene al no modificar ni la rigidez ni
la posición de los muelles utilizados. Con tal objetivo se introducen cuatro
imanes en las pletinas laterales, poniendo dos de ellos en cada una de las
pletinas. Dichos imanes se fijan a dichas pletinas laterales mediante la cinta
adhesiva magnética previamente colocada. Para asegurar la fijación de éstos,
con la intención de que no se generen daños por un posible desanclaje, se
recurre al uso de cinta adhesiva.

La posición de estos imanes, que actúan como cargas puntuales, no es
arbitraria, sino que se busca posicionarlos de tal manera que se favorezca el
flameo y éste ocurra a una velocidad menor que en el primer ensayo. Para
ello, se colocan en la parte posterior del perfil. Esto es, cerca del borde de
fuga del perfil. Con esto se pretende que se favorezca que el borde de ataque
se desplace hacia arriba, aumentando aśı el grado de libertad de rotación
del perfil aerodinámico. Sin embargo, como se podrá apreciar en el apartado
4.2, no ocurre aśı. El motivo vendrá explicado más adelante, pero se anticipa
que tiene que ver con un incremento de la inercia, tal y como se aprecia en
la tabla 4.2.

A continuación se introduce una imagen en la figura 4.1 que escenifica
el montaje de este segundo experimento, con la introducción de los imanes,
manteniendo la rigidez y posición de los muelles respecto al caso anterior.
Asimismo, de igual forma que anteriormente, se introduce una tabla que re-
coge los datos importantes de este experimento, a fin que se pueda visualizar
fácilmente las modificaciones realizadas con respecto a casos anteriores.

EXPERIMENTO 2

Posición ”Muelles 1” −0,1 m

Posición ”Muelles 2” 0,05 m

Rigidez ”Muelles 1” 80 N/m

Rigidez ”Muelles 2” 80 N/m

Posición centro de gravedad 0,011103 m

Posición eje elástico −0,025 m

Masa 0,2792 kg

Inercia 1,191 · 10−3 kg m2

Cuadro 4.2: Datos descriptivos del Experimento 2
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Y la situación del experimento se aprecia cómodamente mediante la fi-
gura 4.1:

Figura 4.1: Situación del modelo para la realización del segundo ensayo

4.1.3. Experimento 3

Para abordar un nuevo experimento, siendo éste el tercero que se lleva
a cabo, se decide modificar los muelles con los que se ha venido trabajan-
do hasta el punto actual. Atendiendo a la expresión 3.8, la posición del eje
elástico vaŕıa en función de la constante de rigidez de los muelles y con
la posición en la que se colocan dentro del modelo. Por tanto, el hecho de
cambiar los muelles utilizados por otros con una rigidez menor supone un
intento de modificar la posición del eje elástico. Sin embargo, trabajando
con la expresión 3.8, para el caso particular en que todos los muelles tienen
el mismo valor de rigidez, sea éste cualquiera, la posición del eje elástico
depende únicamente de la posición de los muelles. Por tanto, al mantenerse
las mismas posiciones que en ambos casos anteriores, no se está modificando
el eje elástico.

Lo que śı se está modificando es la matriz de rigidez del sistema. Dicha
matriz aparece en cualquiera de las versiones explicadas de la ecuación del
movimiento del sistema, por lo que matemáticamente tendrá una influencia
a la hora de resolver el problema de autovalores del sistema. Desde un pun-
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to de vista f́ısico-experimental, el hecho de reducir la rigidez del sistema se
entiende como que se favorecerán las vibraciones de éste, reduciendo aśı la
velocidad a la que pueda aparecer el flameo. Estas hipótesis propias se con-
firmarán o desecharán en función de los resultados obtenidos y presentados
en el siguiente apartado.

De la misma manera que anteriormente, se incluyen los datos del expe-
rimento y una imagen que escenifique a éste:

EXPERIMENTO 3

Posición ”Muelles 1” −0,1 m

Posición ”Muelles 2” 0,05 m

Rigidez ”Muelles 1” 50 N/m

Rigidez ”Muelles 2” 50 N/m

Posición centro de gravedad 0,011103 m

Posición eje elástico −0,025 m

Masa 0,2792 kg

Inercia 1,191 · 10−3 kg m2

Cuadro 4.3: Datos descriptivos del Experimento 3

Siendo su situación real la siguiente:

Figura 4.2: Situación del modelo para la realización del tercer ensayo
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4.1.4. Experimento 4

El último experimento ejecutado consiste en una modificación directa
del anterior. El cambio consiste en retirar los imanes que actuaban como
masas puntuales. En definitiva, se trata del mismo ensayo que el primero,
con la diferencia en la rigidez de los muelles utilizados. El motivo es poder
compararlos directamente, llegando a entender cómo afecta la diferencia de
rigidez en el flameo. Esto podŕıa indicarnos la importancia en el sector ae-
ronáutico de construir un elemento sustentador de mayor o menor rigidez.

Desgraciadamente, no se dispone de una imagen de este último experi-
mento. Pese a ello, en esencia, se correspondeŕıa con la figura 4.2 si en ella
se obviaran las masas puntuales. Los datos del experimento final quedan
recogidos en la siguiente tabla:

EXPERIMENTO 4

Posición ”Muelles 1” −0,1 m

Posición ”Muelles 2” 0,05 m

Rigidez ”Muelles 1” 50 N/m

Rigidez ”Muelles 2” 50 N/m

Posición centro de gravedad −0,004369 m

Posición eje elástico −0,025 m

Masa 0,234 kg

Inercia 8,44 · 10−4 kg m2

Cuadro 4.4: Datos descriptivos del Experimento 4

4.2. Resultados anaĺıticos - experimentales

En el presente apartado se introducen los resultados obtenidos en el pro-
pio experimento y los predichos matemáticamente. En el aspecto matemáti-
co, se hace uso del método de espacio de estados. A continuación se explica
el procedimiento a seguir para la obtención de los resultados. En primer
lugar se considera el caso estacionario con los datos propios de cada ensayo.
De éste se obtiene el valor de la frecuencia reducida a la que se produce el
flameo en el caso estacionario. Este valor se almacena para ser utilizado pos-
teriormente en el análisis del caso casi-estacionario, pues se evalúa la función
de Theodorsen para tal valor. Éste último es el que proporciona las gráficas
y valores anaĺıticos definitivos.

Se vuelve a recordar que, puesto que se trata de un parámetro impor-
tante, la frecuencia de referencia del sistema se utiliza para adimensionalizar
el problema y que no tiene por qué coincidir con la frecuencia natural del



CAPÍTULO 4. EXPERIMENTOS 60

sistema. Dicha frecuencia de referencia se calcula como:

ωr =

√
KT

m
(4.1)

4.2.1. Experimento 1

Los datos de este primer experimento se introducen en la tabla 4.1. Como
se ha mencionado en diversas ocasiones, el método a utilizar es el de Espacio
de Estados, habiendo una aproximación estacionaria y una, más cercana a
la realidad, casi-estacionaria. Se parte de la aproximación estacionaria, para
la cual se obtiene una κflameo−est = 0,3429 en la iteración número 320. Este
valor se toma como punto de partida para la aproximación casi-estacionaria
que permite la obtención de las curvas de flameo y el valor de la velocidad
de flameo del modelo. A continuación se introduce la parte real e imaginaria
de la curva de flameo. Además, se incorpora una tabla que actúa de resumen
de los valores más importantes obtenidos en el cálculo iterativo-matemático.

Figura 4.3: Curvas de flameo para el primer experimento. Parte real de la
solución.



CAPÍTULO 4. EXPERIMENTOS 61

Figura 4.4: Curvas de flameo para el primer experimento. Parte imaginaria
de la solución.

Apréciese en el gráfico 4.4 que es el ”Modo 1” de vibración, asociado en
mayor medida a uno de los dos grados de libertad, el que acaba produciendo
la situación de flameo en el perfil. No es conveniente caer en el error de
asociar cada modo de vibración a cada grado de libertad. Esto sólo seŕıa
correcto en el hipotético caso de que el eje elástico coincida con el centro de
gravedad, pues ambos modos de vibración estaŕıan totalmente desacoplados.
En el presente trabajo, el ”Modo 1” se asociará comúnmente al modo de
torsión, mientras que el ”Modo 2” se adscribe al modo de flexión, siempre
teniendo en cuenta la anterior e importante puntualización. El punto clave es
cuando la parte imaginaria de la frecuencia adimensional comienza a adquirir
valores negativos, pues significa que en lugar de amortiguarse la vibración,
se acentúa. Este punto se remarca con una estrella negra para una mejor
visualización. Los datos obtenidos resultan ser:

RESULTADOS ANALÍTICOS EXPERIMENTO 1

Velocidad adimensional de flameo 3,7635 −
Frecuencia reducida de flameo 0,3109 −
Frecuencia de referencia (ωr) 52,2976 rad/s

Velocidad de flameo 14,7617 m/s

Cuadro 4.5: Resultados anaĺıticos Experimento 1. Casi-estacionario.

Por otro lado, el valor obtenido durante la experimentación se correspon-
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de con una frecuencia de giro del ventilador del túnel de 40 Hz, equivalente
a una velocidad del aire de 16 m/s. La diferencia obtenida entre ambos de
1,23 m/s o 4,439 km/h se asume considerablemente razonable, y se trata
con más detalle en las conclusiones del presente proyecto.

4.2.2. Experimento 2

Se continúa con el procedimiento argumentado anteriormente. Por tanto,
se adjuntan tanto las gráficas correspondientes a este segundo experimento,
como los valores alcanzados anaĺıticamente y de forma experimental.

Figura 4.5: Curvas de flameo para el segundo experimento. Parte real de la
solución.
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Figura 4.6: Curvas de flameo para el segundo experimento. Parte imaginaria
de la solución.

Obsérvese que, en este caso, es el segundo modo de vibración en el que se
produce la situación flameante. Por otro lado, los resultados anaĺıticos son
los que se introducen a continuación:

RESULTADOS ANALÍTICOS EXPERIMENTO 2

Velocidad adimensional de flameo 4,8245 −
Frecuencia reducida de flameo 0,2124 −
Frecuencia de referencia (ωr) 52,2976 rad/s

Velocidad de flameo 17,3239 m/s

Cuadro 4.6: Resultados anaĺıticos Experimento 2. Casi-estacionario.

El resultado obtenido en el túnel de viento es un flameo a la velocidad
de 17,07 m/s, por lo que la diferencia es muy reducida con respecto al
valor predicho por el modelo matemático, a diferencia de lo que ocurre en
el primer experimento. Se analiza por qué puede ocurrir esto en la sección
de conclusiones.

4.2.3. Experimento 3

El tercer experimento se caracteriza por las siguientes curvas de flameo:
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Figura 4.7: Curvas de flameo para el tercer experimento. Parte real de la
solución.

Figura 4.8: Curvas de flameo para el tercer experimento. Parte imaginaria
de la solución.

Al igual que para el segundo experimento, es el modo 2 el que acarrea el
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flameo del perfil. Los datos se recogen a continuación:

RESULTADOS ANALÍTICOS EXPERIMENTO 3

Velocidad adimensional de flameo 4,8175 −
Frecuencia reducida de flameo 0,2128 −
Frecuencia de referencia (ωr) 41,3449 rad/s

Velocidad de flameo 13,6759 m/s

Cuadro 4.7: Resultados anaĺıticos Experimento 3. Casi-estacionario.

Por otro lado, el resultado adquirido durante la experimentación en el
túnel de viento es de una velocidad de flameo de 13,27 m/s. Apréciese que,
al igual que ocurre con el segundo experimento, la diferencia entre el modelo
matemático y el experimental se cifra en alrededor de 1 km/h, por lo que es
de admirar la precisión de los cálculos, todo y que se han realizado diversas
hipótesis para simplificar el cálculo que no tienen por qué corresponderse
con la realidad.

4.2.4. Experimento 4

El último experimento nos deja la siguiente distribución:

Figura 4.9: Curvas de flameo para el cuarto experimento. Parte real de la
solución.
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Figura 4.10: Curvas de flameo para el cuarto experimento. Parte imaginaria
de la solución.

Es ahora, como en el primero de todos, el modo 1 el causante. Los resul-
tados se adjuntan a continuación:

RESULTADOS ANALÍTICOS EXPERIMENTO 4

Velocidad adimensional de flameo 3,7365 −
Frecuencia reducida de flameo 0,3109 −
Frecuencia de referencia (ωr) 41,3449 rad/s

Velocidad de flameo 11,6701 m/s

Cuadro 4.8: Resultados anaĺıticos Experimento 4. Casi-estacionario.

Por su parte, el flameo se alcanza experimentalmente para este caso a
una frecuencia de giro del ventilador de 33,2 Hz, correspondiéndose ésta con
una velocidad de la corriente de 12,39 m/s. La diferencia con respecto al
valor anaĺıtico, todo y siendo relativamente pequeña, es superior que para
los experimentos 2 y 3. Una vez más, destacar que se analizan todos estos
detalles en las conclusiones sacadas a partir del análisis de los resultados
anaĺıticos y experimentales.



5
Conclusiones

En el caṕıtulo actual se pretende concluir el presente trabajo con una
serie conclusiones alcanzadas tras la experimentación y análisis matemático.
Se intenta dar respuesta a las diferencias acaecidas entre ambos métodos de
análisis. A fin de facilitar su visualización, se incorpora una lista de puntos
que contiene dichas conclusiones logradas.

En el Experimento 1, la diferencia obtenida entre ambos de 1,23 m/s
o 4,439 km/h se asume considerablemente razonable. La diferencia
acontecida motivaŕıa un refinamiento del proceso iterativo-matemáti-
co, quedando éste pendiente para trabajos posteriores. Es más, la dis-
crepancia puede venir por dos razones: la propia concepción del caso
casi-estacionario y la estimación de la inercia total del modelo. Si bien
es cierto que en el ámbito de la ingenieŕıa resulta altamente compli-
cado una correlación exacta entre los datos obtenidos en una experi-
mentación y los resultados matemáticos. Dicha discrepancia se puede
entender como que el modelo matemático utilizado es inexacto desde
el punto de vista de que no ha conseguido tener en cuenta todos los
factores que intervienen en el mundo real. Pese a ello, y como se co-
menta posteriormente, la gran exactitud en la predicción para el resto
de experimentos invita a pensar que la correlación es considerablemen-
te buena, siendo una pequeña excepción (si puede considerarse como
excepción) este primer caso.

En el Experimento 2 y 3, al introducirse los imanes como masas pun-
tuales en la zona del borde de fuga del perfil, parećıa lógico que dismi-
nuyera la velocidad de flameo con respecto a los experimentos homólo-
gos sin imanes (1 y 3, respectivamente). Sin embargo, el propio d́ıa del

67
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ensayo se confirmó que esto no ocurŕıa. Como ya se dijo en la introduc-
ción teórica del flameo, en este fenómeno existe una alta interrelación
entre fuerzas aerodinámicas e inerciales. La introducción de los ima-
nes, a parte de producir un retraso en el centro de gravedad hacia el
borde de fuga del perfil, produce un aumento del momento de inercia
altamente notable. Tal aumento de inercia provoca un incremento de
la frecuencia de referencia. De forma gráfica, implica que la curva de
flameo se desplace hacia arriba, retrasándose el corte con el eje de ab-
cisas. Dado que el aumento de masa producido por la incorporación
de los imanes no provoca un cambio sustentable en la frecuencia de
referencia, la velocidad de flameo aumenta con respecto a la de los
experimentos 1 y 4.

Por tanto, queda como trabajo futuro la ejecución de un ensayo en que
se consiga variar el centro de gravedad sin variar la inercia, a fin de
confirmar la hipótesis de que retrasando el centro de gravedad, el perfil
flameará con mayor facilidad (manteniendo constante la posición del
eje elástico).

En el Experimento 3, con el cambio de los muelles, se está reduciendo
la rigidez total del sistema. Un efecto directo de esto es que la frecuen-
cia de referencia del sistema, atendiendo a la expresión 4.1, también se
reduce al mantenerse constante la masa. Observando la expresión que
permite la obtención de la velocidad de flameo (3.41), un descenso en
la frecuencia de referencia implicaŕıa que la velocidad de flameo de-
creciera. Este factor se evidencia en la diferencia entre los resultados
obtenidos entre el Experimento 2 y el 3, cuantificada matemáticamen-
te en unos 3,648 m/s de diferencia entre sus respectivas velocidades
de flameo. De hecho, en el propio desarrollo del ensayo ya se obser-
va una mayor facilidad de movimiento/oscilación a bajas velocidades,
producto de esa reducción de la rigidez del sistema. Se confirma, por
tanto, la hipótesis introducida en el apartado 4.

Las diferencias entres los valores predichos anaĺıticamente y experi-
mentalmente son relativamente pequeños, especialmente para los Ex-
perimentos 2 y 3. Para el primero y último esa diferencia se aumenta
ligeramente en comparación, todo y que continúa siendo una diferencia
bastante aceptable. Destacar que, cuando es el Modo 2 de vibración
el asociado al flameo, las diferencias entre modelo teórico y resultado
experimental son las más reducidas. De alguna manera esto implicaŕıa
que el Modo 1, más asociado al modo de torsión, se está despreciando
algún término asociado a la torsión del sistema. Teniendo en cuenta
que se trata de una aproximación casi-estacionaria, el motivo puede
aducirse a no considerar el término de la sustentación no-estacionaria
que recoge las fuerzas de inercia asociadas a la velocidad angular del
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giro del perfil (θ̈). Por tanto, una tarea a elaborar en el futuro consis-
tiŕıa en aumentar la complejidad del estudio con el análisis del caso
puramente no-estacionario.

Se aprecia un patrón entre los experimentos que incorporan o no los
imanes como masas puntuales, apreciándose un aumento de la veloci-
dad de flameo del mismo orden entre los experimentos (1-2) y (3-4),
respectivamente.

Se ha conseguido el objetivo fundamental del presente proyecto: un
experimento muy versátil que permite cambios en el centro de grave-
dad, eje elástico, masa e inercia; y muy barato, puesto que ha sido
conformado a partir de materiales adquiribles en una ferreteŕıa.

Se confirma la extremada dificultad de la comprensión y análisis del
flameo por la multitud de factores y fenómenos que influyen en él, y
la dificultad de aislar unos de otros para comprender en qué grado y
de qué forma afecta cada uno de ellos en el propio flameo.
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Trabajos Futuros

En el presente caṕıtulo se pretende exponer los trabajos que habŕıan de
realizarse en el futuro para completar la información expuesta en el actual
proyecto.

El tiempo del que se dispone para realizar y entregar el Trabajo Final de
Grado constituye una limitación en cuanto al alcance del estudio realizado
sobre una particular materia. El presente trabajo no supone una excepción.
El hecho de ser un proyecto enfocado al ámbito experimental ha producido
una gran dependencia con el diseño y construcción del modelo a evaluar.
Por este motivo los retrasos en la construcción del modelo, provocados por
un cambio de ubicación del departamento de construcción de la ETSID, han
retrasado el desarrollo del trabajo. Habiéndose de presentar durante el mes
de Julio debido a la necesidad de tener todos los créditos aprobados antes
del inicio del ”Máster en Ingenieŕıa Aeronáutica”, dichos retrasos no han
hecho más que limitar la cantidad de experimentos posibles de realizar.

Ante esta tesitura, se plantean los siguientes trabajos futuros:

Estudio más exhaustivo: Con un mayor tiempo disponible, resul-
taŕıa interesante elaborar un estudio más detallado del efecto que tie-
nen las variables destacadas en el fenómeno del flameo. Para ello, un
estudio paramétrico parece un buen método a seguir. Además, otra ta-
rea a elaborar resultaŕıa abandonar la caracterización casi-estacionaria
de la aproximación para tratar de realizar un análisis puramente no-
estacionario, con el consecuente incremento de la complejidad de dicho
análisis.
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Luz estroboscópica: Un estroboscopio permite encender y apagar la
luz en un lapso de tiempo dado la cantidad de veces que se desee. Dado
que las vibraciones son de frecuencia muy elevada, resulta un poco
complicado observarlas adecuadamente durante el propio experimento.
Por ello, el uso de un estroboscopio permitiŕıa observar el movimiento
oscilatorio del perfil cómo si este estuviera ocurriendo muy lentamente,
en función de la frecuencia utilizada con el estroboscopio. Por tanto,
constituiŕıa un método para acabar de comprender mejor el flameo del
perfil y por qué es importante evitarlo en el caso de cualquier avión
real.

Diferentes cargas puntuales: En el presente proyecto tan solo se
han introducido un tipo de cargas puntuales y en una posición fija, sin
variar ninguno de estos parámetros. Por tanto, una posible diferente
v́ıa de exploración seŕıa trabajar con otras posiciones de las cargas
puntuales, observando cómo afecta esto a la aparición del flameo. Tras
la realización del actual trabajo, ha quedado latente la importancia de
la masa y la inercia en la velocidad a la que se produce la aparición del
flameo. Este estudio futuro tendŕıa el objetivo de no quedarse con la
idea general, sino profundizar tratando de dibujar una relación entre
el momento de inercia y la velocidad de flameo.

Variación del cdg: En ĺınea con el anterior punto y con lo establecido
en las conclusiones de los ensayos, seŕıa necesario efectuar un ensayo
en el que se consiga variar el centro de gravedad actuando lo menos
posible en la inercia del conjunto. Esta v́ıa permitiŕıa confirmar si un
retraso del centro de gravedad, lo que implica aumentar la distancia
entre la posición del eje elástico y éste, produce una disminución de la
velocidad de flameo, lo que significaŕıa que se estaŕıa facilitando que
el ala entre en situación de flameo.

Diferenciación resonancia-flameo: Éste se trata de un trabajo a
nivel personal. En varias ocasiones en el ámbito ingenieril, hay concep-
tos y/o fenómenos que a menudo se confunden entre ellos, no siendo
clara la diferencia entre ellos. En mi particular opinión, éste es el caso
de la resonancia y flameo. De hecho, el famoso caso del puente de Ta-
coma se atribuye a la resonancia, cuando en realidad seŕıa un caso de
flameo. Pese a que personalmente se haya indagado en las diferencias
entre ambos fenómenos, seŕıa atractivo seguir profundizando en el te-
ma a fin de evitar cualquier tipo de dudas a la hora de catalogar un
caso real como resonancia o flameo.



7
Presupuesto

Con el objetivo de perfeccionar el actual proyecto se realiza una esti-
mación del presupuesto que ha sido necesario para llevar a cabo el presente
trabajo final de grado, haciendo hincapié tanto en el coste aducido a la pro-
pia construcción del modelo, como al coste por las horas invertidas y el gasto
por el uso de software privado. Es preciso tener en cuenta que ha trabajado
un ingeniero aeronáutico como un doctor ingeniero aeronáutico, este último
como tutor del proyecto. Se acepta, por convención, que un ingeniero ae-
ronáutico tiene un coste por hora de 20e/h, mientras que el de un doctor
ingeniero aeronáutico subiŕıa hasta los 40e/h. A continuación se desglosa el
coste asociado al desarrollo del trabajo: 1

Revisión bibliográfica: Se trabaja con una extensa bibliograf́ıa que
supone alrededor de unas 12 horas de trabajo por parte del ingeniero
aeronáutico, lo que constituye un coste aproximado de 240e.

Desarrollo teórico: En este apartado se incluyen todas las horas
invertidas en el tratamiento de la información obtenida mediante la
revisión bibliográfica, traduciéndose esto en el desarrollo de cada uno
de los apartados que conforman el presente trabajo. Es decir, se incluye
tanto el desarrollo teórico puro como el matemático.En este proceso
el ingeniero aeronáutico dedica alrededor de 90 horas, mientras que el
doctor realiza un trabajo de apoyo evaluado aproximadamente en 5
horas. El coste asociado se cuantifica en 2000e.

1Destacar que los valores son aproximados, puesto que no se dispone de un recuento
exacto de las horas dedicadas al proyecto
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Software: Se trabaja con dos principales programas informáticos:
Matlab e Inventor. Dado que de ambos se dispone de la licencia es-
tudiantil gratuita, no supone un coste adicional su uso. Sin embargo,
se intenta cuantificar el coste asociado por hora al uso del software.
Éste se estima a partir del coste asociado a la suscripción a cada uno
de estos programas. Asumiendo que un trabajador dedica alrededor
de 8 horas diarias, siendo el coste de la suscripción de Inventor de
514,25e anuales y de 574e para una versión apropiada de Matlab,
obtendŕıamos un gasto por hora de: 0,176e/h y 0,197e/h, respectiva-
mente. Para el desarrollo del código y la generación de resultados, el
ingeniero aeronáutico ha requerido de aproximadamente 20 horas de
dedicación con el software Matlab. Por otro lado, para el diseño en 3D
previo a la construcción del modelo se ha requerido de unas 11 horas
de trabajo con el programa Inventor. Todo esto constituye un gasto
aproximado de 625,88e.

Coste experimental: En este apartado se incluye el coste asociado a
la construcción del modelo, aśı como el propio coste debido al uso del
túnel de viento. El coste debido a la compra de todas las herramientas
y materiales necesarios para la construcción y modificación del modelo
asciende a 128,47e, coste del que se dispone una factura emitida por
la empresa Leroy Merlin. Por otro lado, el coste asociado a la propia
construcción del perfil aerodinámico, tanto por el material utilizado
como las horas dedicadas por el operario, se cuantifica en 144,62 e.
Finalmente, el ingeniero aeronáutico dedica 3,5 horas a la realización
del experimento, mientras que el doctor ingeniero aeronáutico dedica
alrededor de 7 horas. Sumándole un coste de 10e/min asociado al
funcionamiento del túnel de viento (el túnel se mantiene únicamente
en funcionamiento alrededor de 12 mins), el montante final asociado a
la experimentación se cuantifica en 739,09e.

En vista al desglose realizado, el presupuesto del presente proyecto se
cuantifica aproximadamente en 3604,97e. Este valor no incorpora IVA. Te-
niendo en cuenta un IVA del 10 %, el valor final es 3965,47e.
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Anexo I: Código de Matlab

El primer Anexo supone un espacio donde introducir el código desarro-
llado en Matlab para la resolución del problema de flameo por el método
introducido en el caṕıtulo 3.

A.1. Código 1 Matlab: Método Espacio de Estados

1 %%% Método Espacio de Estados para la obtención de las ...
curvas de flameo %%%

2 clc; clear all; close all;
3

4 %% CASO A ANALIZAR
5 % Seleccionamos el caso a analizar: 'est' para ESTACIONARIO ...

y 'casi-est'
6 % para CASI-ESTACIONARIO.
7

8 caso='casi-est';
9

10 %% Declaración de las variables del experimento
11 % Condiciones vuelo
12 rho=1.225; %kg/mˆ3 a nivel del mar
13 % Perfil
14 b=75*10ˆ-3; %semicuerda
15 l=400*10ˆ-3; %envergadura
16 % Muelles
17 Kdl=80; %N/m
18 Kul=Kdl;
19 Kdr=80; %N/m
20 Kur=Kdr;
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21 x1=-100*10ˆ-3; %m
22 x2=50*10ˆ-3; % same
23 % Masas e inercias
24 m=0.234; %kg
25

26 xcdg=(-4.369)*10ˆ-3; %m
27 Ig=844.059*10ˆ-6; %Ig=Iyy en kg*mˆ2
28 Io=Ig+m*xcdgˆ2;
29 So=m*xcdg;
30 x0=0;
31 xE=(Kdl*x1 + Kul*x1 + Kdr*x2 + Kur*x2)/(Kdl + Kdr + Kul + Kur);
32 % Fuerzas generalizadas
33 AR=l/(2*b);
34 % CLalpha=2.99; %de las condiciones de vuelo en Javafoil
35 CLalpha=(2*pi*AR)/(2+sqrt(4+ARˆ2));
36

37 %% 1) Matriz de Rigidez del Sistema
38 % Quitamos ya lo de diferenciar entre muelles de arriba y ...

abajo de la misma
39 % posición. Llamamos por tanto k1 y k2 a las rigideces de ...

los muelles.
40

41 k1=Kdl; k2=Kdr;
42 K=[4*bˆ2*(k1+k2), 4*b*((k1)*x1+(k2)*x2); ...

4*b*((k1)*x1+(k2)*x2), 4*(k1)*x1ˆ2+4*(k2)*x2ˆ2];
43 Kt=4*(k1+k2);
44 Kadim=K/(Kt*bˆ2);
45

46 %% 2) Matriz másica del Sistema
47

48 M=[bˆ2*m, b*So; b*So,Io];
49 Madim=M/(m*bˆ2);
50 Coefmasico=m/(rho*bˆ2*l);
51

52 %% 3) Vector fuerzas generalizadas
53

54 %Definimos la función de Theodorsen como 0, aunque para ...
cada caso en

55 %concreto se sustituirá por su valor correspondiente.
56 CTheodorsen=0;
57 % Matrices fuerzas generalizadas
58 A=[0,-CLalpha*CTheodorsen; 0, (1/2)*CLalpha*CTheodorsen];
59 B=[-CLalpha*CTheodorsen, ...

(-1/2)*CLalpha*(1+CTheodorsen);(1/2)*CLalpha*CTheodorsen, ...
(1/4)*CLalpha*(-1+CTheodorsen)];

60 C=[-CLalpha/2,0; 0, -CLalpha/16];
61

62 %% 4) Ecuación del movimiento en Espacio de Estados
63 % Diferenciamos ahora entre ambos casos: CASO ESTACIONARIO ...

('est') y CASO
64 % CASI ESTACIONARIO ('casi-est')
65

66 if strcmp(caso,'est')
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67 CTheodorsen=1; % El Caso Estacionario se caracteriza por ...
esto, y porque se aproxima que B=C=0.

68 A=[0,-CLalpha*CTheodorsen; 0, (1/2)*CLalpha*CTheodorsen];
69 B=zeros(2);
70 C=zeros(2);
71 espacioiteracion=0.01;
72 elseif strcmp(caso,'casi-est')
73 load('kappa flameo est experimento4') % Cargamos la ...

solución del caso estacionario
74 CTheodorsen=Theodorsen(kappa flameo est); % Trabajamos con ...

un valor fijo correspondiente a la frec reducida de ...
flameo del caso estacionario

75 % Redefinimos las matrices A,B,C
76 A=[0,-CLalpha*CTheodorsen; 0, (1/2)*CLalpha*CTheodorsen];
77 B=[-CLalpha*CTheodorsen, ...

(-1/2)*CLalpha*(1+CTheodorsen);(1/2)*CLalpha*CTheodorsen, ...
(1/4)*CLalpha*(-1+CTheodorsen)];

78 C=[-CLalpha/2,0; 0, -CLalpha/16];
79 espacioiteracion=0.001;
80 end
81

82 % Proceso iterativo para obtener las curvas de flameo
83 V0=0;
84 Vmax=5;
85 contador=0;vectorvelocidad=[]; ...

contadorfrecmodo1=1;contadorfrecmodo2=1;frecreal=[]; ...
frecimag=[];

86 modo1=0;
87 for V=V0:espacioiteracion:Vmax
88 Meq=Madim-(1/Coefmasico)*C;
89 Ceq=-(V/Coefmasico)*B;
90 Keq=Kadim-((Vˆ2)/(Coefmasico))*A;
91

92 A EE=[Ceq,Meq; eye(2),zeros(2)];
93 B EE=[Keq,zeros(2);zeros(2), -eye(2)];
94

95 eigenvalues=eig(B EE,-i*A EE);
96

97 for k=1:length(eigenvalues)
98 if real(eigenvalues(k))≥0 && modo1==0
99 frecreal(1,contadorfrecmodo1)=real(eigenvalues(k));

100 frecimag(1,contadorfrecmodo1)=imag(eigenvalues(k));
101 contadorfrecmodo1=contadorfrecmodo1+1;
102 modo1=1; % Levantamos una bandera como que ya se ha ...

guardado el correspondiente al modo 1
103 elseif real(eigenvalues(k))≥0 && modo1==1
104 frecreal(2,contadorfrecmodo2)=real(eigenvalues(k));
105 frecimag(2,contadorfrecmodo2)=imag(eigenvalues(k));
106 contadorfrecmodo2=contadorfrecmodo2+1;
107 modo1=0; % Reseteamos la bandera como que ya se ha acabado ...

de guardar los dos modos, de cara a la próxima ...
iteración global

108 end
109 end
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110 vectorvelocidad=[vectorvelocidad,V];
111 contador=contador+1;
112 end
113

114 %% PLOTS Y RESULTADOS - Gráficas de las curvas de flameo y ...
punto de flameo

115

116 % a)CASO ESTACIONARIO
117 if strcmp(caso,'est')
118 figure(1)
119 plot(vectorvelocidad,frecreal);
120 xlabel('V {adim}'); ylabel ('Re(\omega)');
121 legend('Modo 1','Modo 2');
122 grid on;
123

124 figure(2)
125 plot(vectorvelocidad,frecimag);
126 xlabel('V {adim}'); ylabel ('Im(\omega)');
127 legend('Modo 1','Modo 2');
128 grid on;
129

130 % Almacenamos la solución para su posterior uso en el Caso
131 % CASI-ESTACIONARIO
132 % La velocidad de flameo es aquella para que la parte ...

imaginaria de la
133 % solución (frecuencia de oscilación) se hace 0.
134

135 omegar=sqrt(Kt/m); %rad/s
136 Ur=b*omegar*1;
137

138 % Sacamos el punto de flameo del caso estacionario
139 modoflameo=1;
140 Vflameo est=vectorvelocidad(320);
141 Frecflameo adim=frecreal(modoflameo,320);
142 kappa flameo est=Frecflameo adim*(1/Vflameo est);
143 Velocidad flameo est=Vflameo est*omegar*b;
144 resultados est=[Vflameo est,Frecflameo adim,kappa flameo est,
145 Velocidad flameo est];
146 save('kappa flameo est experimento4.mat','kappa flameo est')
147 save('resultados est experimento4.mat','resultados est');
148 end
149

150 % b)CASO CASI-ESTACIONARIO
151

152 if strcmp(caso,'casi-est')
153 % Buscamos ahora el punto de flameo para la aproximación hecha
154 % casi-estacionaria. Para ella, necesitamos ver cuándo la ...

parte imaginaria
155 % pasa de ser positiva a negativa. Esto es, cuando deja de ...

ser estable el
156 % modo de vibración. Por tanto, debemos evaluar el punto en ...

que se hace 0.
157 % Dependiendo del experimento, será un Modo u otro (1-2) el ...

que nos
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158 % interese para sacar el punto de flameo del Experimento.
159

160 omegar=sqrt(Kt/m); %frecuencia de referencia
161 modoflameo=1; %indicamos qué Modo queremos analizar
162 for u=2:length(frecimag) % No evaluamos en el primer punto, ...

porque nos darı́a error a la hora de evaluar el punto ...
anterior.

163 if frecimag(modoflameo,u-1)>0 && frecimag(modoflameo,u)≤0
164

165 %Tres posibilidades para coger automáticamente el punto de
166 %flameo en la gráfica:
167

168 %COGIENDO PUNTO DONDE SE HACE NEGATIVO
169 % disp('Punto flameo CASO Casi-Estacionario')
170 % Vflameo casiest=vectorvelocidad(u)
171 % Ratio imag omega casiest=frecimag(modoflameo,u);
172 % Ratio omega casiest=frecreal(modoflameo,u)
173 % ...

Kappa flameo casiest=Ratio omega casiest*(1/Vflameo casiest)
174 % Velocidad flameo casiest=Vflameo casiest*omega0*b ...

%m/s
175

176 %COGIENDO PUNTO ANTERIOR A DONDE SE HACE NEGATIVO
177 % disp('Punto flameo CASO Casi-Estacionario')
178 % Vflameo casiest=vectorvelocidad(u-1)
179 % Ratio imag omega casiest=frecimag(modoflameo,u-1);
180 % Ratio omega casiest=frecreal(modoflameo,u-1)
181 % ...

Kappa flameo casiest=Ratio omega casiest*(1/Vflameo casiest)
182 % Velocidad flameo casiest=Vflameo casiest*omega0*b ...

%m/s
183

184 % COGIENDO PUNTO INTERMEDIO - Opción escogida por acercarse más
185 disp('Punto flameo CASO Casi-Estacionario')
186 Vflameo casiest=(vectorvelocidad(u-1)+vectorvelocidad(u))/2
187 Ratio imag omega casiest=(frecimag(modoflameo,u-1)
188 +frecimag(modoflameo,u))/2;
189 Ratio omega casiest=(frecreal(modoflameo,u-1)
190 +frecreal(modoflameo,u))/2
191 Kappa flameo casiest=Ratio omega casiest*(1/Vflameo casiest)
192 Velocidad flameo casiest=Vflameo casiest*omegar*b %m/s
193

194 break;
195 end
196 end
197

198 %RESULTADOS=[Vflameo casiest,Ratio imag omega casiest,
199 %Ratio omega casiest,Kappa flameo casiest,
200 %Velocidad flameo casiest];
201 % save('RESULTADOS 80 20 separacion1.mat','RESULTADOS');
202

203 %PLOTS - Gráficas
204 figure(1) %Parte real de la solución
205 plot(vectorvelocidad,frecreal,'o-');
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206 hold on;
207 plot(Vflameo casiest,Ratio omega casiest,'k','Marker','p',
208 'MarkerSize',10);
209 tit=title('Parte real de la curva de flameo');
210 xlab=xlabel('$V {adim}$'); ylab=ylabel ('$Re(\omega f / ...

\omega r )$');
211 leg=legend('Modo 1','Modo 2','Punto flameo');
212 grid on;
213 xlim([0 5])
214 ylim([0 2])
215 % Adecuamos fuente a la de LaTex
216 set(xlab,'Interpreter','latex');
217 set(xlab,'FontSize',14);
218 set(ylab,'Interpreter','latex');
219 set(ylab,'FontSize',14);
220 set(gca,'TickLabelInterpreter','latex')
221 set(tit,'Interpreter','latex');
222 set(tit,'FontSize',20);
223 set(leg,'Interpreter','latex');
224 set(leg,'FontSize',10);
225

226 figure(2) %Parte imaginaria de la solución
227 plot(vectorvelocidad,frecimag,'o-');
228 hold on;
229 plot(Vflameo casiest,Ratio imag omega casiest,'k','Marker','p'
230 ,'MarkerSize',10);
231 tit=title('Parte imaginaria de la curva de flameo');
232 xlab=xlabel('$V {adim}$'); ylab=ylabel ('$Im(\omega f / ...

\omega r )$');
233 leg=legend('Modo 1','Modo 2','Punto flameo');
234 grid on;
235 ylim([-0.01 0.05])
236 xlim([0 5])
237 % Adecuamos fuente a la de LaTex
238 set(xlab,'Interpreter','latex');
239 set(xlab,'FontSize',14);
240 set(ylab,'Interpreter','latex');
241 set(ylab,'FontSize',14);
242 set(gca,'TickLabelInterpreter','latex')
243 set(tit,'Interpreter','latex');
244 set(tit,'FontSize',20);
245 set(leg,'Interpreter','latex');
246 set(leg,'FontSize',10);
247 end
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A.2. Código 2 Matlab: Función de Theodorsen

1 function [C] = Theodorsen(k)
2

3 %H nˆK(z) = besselh(n,K,Z)
4

5

6 % n=1, K=(2), Z=k
7 H12 = besselh(1,2,k);
8 % n=0, K=(2), Z=k
9 H02 = besselh(0,2,k);

10

11 C = H12 / (H12 + (1i)* H02);
12

13 % Cálculo aproximado
14 d1 = 1 - 0.0455*(1i)/k;
15 d2 = 1 - 0.3*(1i)/k;
16 % C = 1 - 0.165/d1 - 1.335/d2;
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Anexo II: Caracteŕısticas modelo

En el presente anexo se incorporan todos los cálculos efectuados para
la obtención de las caracteŕısticas másicas e inerciales del modelo en cada
una de sus configuraciones (con y sin imanes). En un primer momento se
hace uso de una plantilla de Microsoft Excel que permit́ıa calcular dichos
parámetros del perfil aerodinámico, quizás la parte más dif́ıcil de cálculo por
la compleja geometŕıa del perfil. A partir de ah́ı, se incorpora la influencia de
las placas laterales de madera, varillas de madera introducidas a lo largo de
la envergadura del perfil, acetato y cinta adhesiva de doble cara que recubren
el perfil, cintas adhesivas magnéticas y los propios imanes. Sin embargo, se
complementa el estudio con un diseño en 3D de la geometŕıa completa con un
software que permite la obtención de las deseadas caracteŕısticas másicas e
inerciales. Ante las diferencias existentes en los valores alcanzados en ambos
métodos, no por ello imprevistas, se acaba recurriendo al que se considera
como más exacto y fiable: el proporcionado por el software Inventor.

B.1. Perfil aerodinámico

En primer lugar se establecen las caracteŕısticas básicas del perfil: una
envergadura de 400 mm, una cuerda de 150, un área de sección transversal de
2658,12 mm2 y una densidad del porexpan de aproximadamente 35 kg/m3.
A partir de ah́ı se define lo que se conoce como la masa por unidad de
longitud:

µL =
ρS

1 · 106
=

35 · 2658,12

1 · 106
= 9,3 · 10−2 kg/m (B.1)

Esta magnitud permite la obtención de la masa de dicho perfil:
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mperfil = l ∗ µL = 0,4 · 9,3 · 10−2 = 0,0372 kg (B.2)

Sin embargo se está infravalorando el valor másico del perfil aerodinámi-
co. El motivo reside en que, durante la construcción, se recurrió al uso de
acetato para recubrir el porexpan con el fin de dotarle de un mejor acabado
y evitar la porosidad. Para adherir dicho acetato se usa un adhesivo. Por
tanto, es imprescindible añadir la contribución másica de estos elementos.
La aproximación ejecutada consiste en aproximar la cantidad de material
utilizado a un elemento prismático de forma rectangular de dimensiones de
envergadura y cuerda del perfil. Esto es, una longitud de dos veces la cuer-
da (para considerar la parte superior e inferior) y una anchura igual a la
envergadura. Una búsqueda por Internet proporciona unos valores de masa
por unidad de superficie de 0,065 kg/m2 para el acetato, y de 0,292 kg/m2

para el adhesivo utilizado. De esta manera, despreciando el posible ı́nfimo
espesor de éstos, el área se puede calcular como:

S = l · ancho = 0,4 · 0,3 = 0,12 m2 (B.3)

La masa que aporta cada uno resulta de multiplicar los valores de masa
por ud de superficie y la propia superficie de ambos:

macetato = ψacetato · S = 0,065 · 0,12 = 0,0078 kg (B.4)

madhesivo = ψadhesivo · S = 0,292 · 0,12 = 0,03504 kg (B.5)

Apréciese la importancia de considerar dichas contribuciones másicas,
pues tan solo el adhesivo ya tiene prácticamente la misma pasa que el pro-
pio perfil de porexpan. En un primer momento se hab́ıan despreciado tales
contribuciones. Sin embargo, a fin de cerciorarse de que no se comet́ıa un
error de bulto, se utilizó una báscula de precisión para pesar el conjunto for-
mado por el perfil aerodinámico, las placas laterales, las varillas internas, las
cintas adhesivas magnéticas, tornillos/tuercas y muelles. El valor obtenido
era 0,241 kg, por lo que era evidente que despreciar dichas contribuciones
era incorrecto. En los siguientes subapartados del anexo actual se continúa
puntualizando cómo se ha conseguido refinar la aproximación para acercarse
al valor real de 241 gr.

Resulta importante destacar las decisiones tomadas acerca de la obten-
ción de un valor de la inercia lo más aproximado a la realidad posible. Para
ello se hace uso del software Inventor ya comentado. En una primera apro-
ximación se crea el material de porexpan con su correspondiente valor de
densidad, pues en la biblioteca de materiales no exist́ıa. Sin embargo, en
la ĺınea del párrafo anterior, el valor de masa difiere del que se tiene en la
realidad. Por ello, la v́ıa de actuación ejecutada consiste en, conociendo el
valor de masa total que debe poseer el perfil tras la suma de los valores (B.2,
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B.4 y B.5), se calcula la densidad que debe poseer un hipotético material
que aúne los tres mencionados con anterioridad. Con este procedimiento se
consigue el valor de la masa real. Sin embargo, se está cometiendo un error
en el cálculo del momento de inercia, puesto que éste depende de la masa.
En realidad, tanto el acetato como el adhesivo se encuentran uniformemen-
te distribuidos por toda la superficie del perfil aerodinámico de porexpan.
No obstante, no ocurre lo mismo a lo largo del espesor de éste. Por tanto,
seguramente se esté subestimando dicho momento de inercia.

B.2. Placas laterales

Las placas laterales que actúan como soporte para los muelles están
fabricadas de PVC. El valor de su densidad se encuentra en torno a los
1450 kg/m3. De esta manera, con unas dimensiones de 250 mm de largo,
40 mm de ancho y 2,7 mm de espesor, se calcula la masa asociada a cada
una de las placas:

Splaca = lplaca · bplaca = 250 · 40 = 10000 mm2 (B.6)

mplaca = ρplaca · Splaca · tplaca =
1450 · 10000 · 2,7

1 · 109
= 0,0392 kg (B.7)

Como se ha venido comentando, las placas laterales incorporan una se-
rie de agujeros para sujetar tanto las varillas internas de madera como los
muelles. Por tanto, el valor B.7 está sobrevalorado. Por comodidad, se re-
curre al modelo realizado con el software Inventor para su cálculo exacto
con los valores de densidad y dimensiones previamente introducidos. De esta
manera:

mplaca = 0,038 kg (B.8)

Destacar que se trata del valor másico de un único soporte. Al existir dos
de ellos en la estructura, habŕıa que multiplicar por dos dicho valor másico.

B.3. Varillas internas de madera

Las varillas internas de madera ejercen como soporte para las placas
laterales. El material del que están hechas es madera. Existen muchos tipos
de madera, por lo que es realmente necesario concretar el valor de densidad,
muy diferente según con qué tipo de madera se trabaja. En este particular
caso, la densidad de la madera utilizada asciende a 900 kg/m3. Se procede
de la misma manera que en casos anteriores, definiendo las dimensiones para
posteriormente establecer la masa que aportan al conjunto. En este caso:

Svarilla = π · D
2

4
= π · 82

4
= 50,27 mm2 (B.9)
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mvarilla = lvarilla ·Svarilla ·ρvarilla = 400 ·50,27 ·900 ·10−9 = 0,018 kg (B.10)

Tales varillas no incorporan ningún tipo de agujero o elemento adicional,
por lo que no resulta necesario recurrir a otra metodoloǵıa para calcular la
masa de éstas, puesto que el valor obtenido ya se considera exacto.

B.4. Cinta magnética adhesiva

Se colocan 4 unidades de cinta magnética adhesiva para poder, poste-
riormente, añadir los imanes que actuarán como cargas puntuales. Las di-
mensiones de cada una de ellas son aproximadamente son 87,5 mm de largo,
22 mm de ancho y 1 mm de espesor. No es necesario el cálculo puesto que
se conoce que se sitúa en aproximadamente 10 g cada una. De esta manera,
el valor de la densidad del material se situaŕıa en:

ρcinta =
mcinta

vcinta
=

10

87,5 · 22 · 1 · 10−3
= 5,195 g/cm3 (B.11)

Este valor es imprescindible a la hora de hacer el diseño del modelo en
el programa Inventor.

B.5. Imanes

Dos pares de imanes se introducen en cada una de las placas laterales
como masas puntuales durante la experimentación. Antes de introducirlos
se procede a pesarlos en la báscula de precisión. Su masa, por tanto, se
establece en 11,5 g para cada uno de ellos. De la misma manera que para
la cinta magnética adhesiva, resulta necesaria la obtención de la densidad
para el modelo en 3D. Las dimensiones de los imanes se corresponden con
37,5 mm de largo, 20 mm de ancho y 5 mm de espesor. Aśı pues:

ρiman =
miman

viman
=

11,5

37,5 · 20 · 5 · 10−3
= 3,067 g/cm3 (B.12)

B.6. Modelo completo

Una vez se ha calculado por separado cada una de las masas de los
componentes que forman parte del modelo completo, es preciso y necesario
calcular el valor másico e inercial de éste modelo completo. Eso śı, será
necesario distinguir entre el modelo que incluye los imanes y el que no.

B.6.1. Modelo completo sin imanes

En primer lugar, el cálculo de su masa parece bastante evidente, pues es
el resultado de la suma aritmética de las masas de cada uno de sus elementos.
De esta forma:
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mtotal = mperfil +macetato +madhesivo

+ 2 · (mplaca +mvarilla) + 4 · (mcinta +miman) = 0,234 kg (B.13)

Se aprecia que este valor difiere un poco con el valor exacto obtenido con
la báscula y que era de 0,241 kg. Tal diferencia se puede explicar, principal-
mente, por la ausencia del efecto de tornillos y muelles en cuanto al peso del
conjunto, puesto que al pesarlo en la báscula śı incorporaba tanto los muelles
como sus elementos de sujeción. Sin embargo, se ha considerado conveniente
asumir dichos elementos como parte del elemento de sujeción global: la caja.

En segundo lugar, el cálculo del momento de inercia resulta conside-
rablemente más complicado que el cálculo de la masa. Tal y como se ha
comentado en el preámbulo de este anexo, se utilizan dos metodoloǵıas di-
ferentes. La primera de ellas consiste en el uso de una hoja de cálculo del
programa Microsoft Excel. En ésta se considera el perfil aerodinámico, las
placas laterales y las cintas magnéticas adhesivas como masas distribuidas.
Sin embargo, tanto las varillas como los imanes se consideran como masas
puntuales. Adicionalmente, la aproximación comentada para introducir la
masa aportada por el acetato y adhesivo no permite un cálculo fácil de su
contribución en el momento de inercia global.

Para el cálculo del momento de inercia de los soportes laterales y cintas
magnéticas se recurre a las fórmulas propias de las secciones rectangulares,
de modo que:

IX =
1

12
· longitud · ancho3 (B.14)

IY =
1

12
· longitud3 · ancho (B.15)

IG = µL · (IX + IY ) (B.16)

Esto permite el cálculo del momento de inercia respecto a sus ejes. Sin
embargo, en última instancia se busca obtener el momento de inercia en el
sistema de referencia global del modelo, y con respecto al origen o el centro
de gravedad del modelo completo. Por tanto, resulta inevitable el uso del
Teorema de Steiner:

IP = IG +m · d2 (B.17)

Adquiere gran importancia la consideración del origen del Sistema de
Referencia. Tanto en el diseño 3D como en el boceto introducido en la figura
2.1, se considera el origen en el centro del perfil. Sin embargo, la plantilla
de Microsoft Excel teńıa el origen situado en el borde de ataque del perfil.
Por comodidad, se mantiene ah́ı para los cálculos de distancias y centros de
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gravedad, pero siempre teniendo en cuenta que ”nuestro” origen está situado
en el centro del perfil. En el caso del soporte lateral, su centro de gravedad se
encuentra desplazado 75 mm del origen (el fijado en Microsoft Excel). Para
las varillas, el centro de gravedad de una se sitúa a 50 mm, mientras que el
de la otra está a 100 mm. Por otro lado, el centro de gravedad de la cinta
magnética adhesiva se encuentra desplazado 43,75 mm para las delanteras
y 118,75 mm para las traseras. Finalmente, el centro de gravedad de los
imanes se sitúa a 183,75 mm del origen.

Haciendo uso de las ecuaciones B.14,B.15 y B.16 para los soportes late-
rales y cinta magnética, se obtiene que:

IXplaca = 1333333 mm4 (B.18)

IYplaca = 52083333 mm4 (B.19)

IG2placas
= 4,18 · 10−4 kg m2 (B.20)

IXcinta = 77641 mm4 (B.21)

IYcinta = 1228190 mm4 (B.22)

IG4cintas = 2,71 · 10−5 kg m2 (B.23)

Que, mediante el Teorema de Steiner (B.17 y las distancias previamente
introducidas, se alcanza una contribución inercial en origen global del modelo
de:

I02placas = 8,59 · 10−4 kg m2 (B.24)

I04cintas = 3,47 · 10−4 kg m2 (B.25)

Respecto a las varillas, ya se ha comentado que se tratan como masas
puntuales. Su tratamiento es distinto que para masas y/o cargas distribuidas.
En este caso, el de una masa puntual, su contribución al momento de inercia
global en el origen del modelo se calcula directamente como:1

I0puntual = mp · x2p (B.26)

De esta manera:

I0puntual = mvarilla1 ·x2varilla1+mvarilla2 ·x2varilla2 = 2,25 ·10−4 kg m2 (B.27)

De esta manera, sumando aritméticamente la contribución calculada al
momento de inercia de cada uno de los elementos comentados previamente,
se obtiene el momento de inercia respecto al origen del Sistema de Referencia:

1Porque el hecho de considerar masa puntual implica que no hay momento de inercia
respecto a su centro de gravedad
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I0total = 1,74 · 10−3 kg m2 (B.28)

Además, para completar el estudio, se puede aproximar la posición del
centro de gravedad del modelo total, haciendo uso de la fórmula conocida:

xCDG =

∑
imixi∑
imi

(B.29)

De esta forma, el centro de gravedad global se situará a una distancia
del borde de ataque del perfil aerodinámico de:

xCDG = 71,68 mm (B.30)

Por tanto, respecto al centro de gravedad, el valor del momento de iner-
cia se modifica a 5,35 · 10−4 kg m2.

Hasta este instante, los valores calculados del momento de inercia son
efectuados mediante el uso de las fórmulas introducidas. Sin embargo, dado
el carácter aproximativo de la mayoŕıa de cálculos, se explora una segunda
metodoloǵıa. Ésta consiste en el uso de Inventor para los cálculos dada su,
a priori, mayor exactitud. Destaca el hecho de poder introducir, pese a que
sigue siendo una aproximación, la influencia del acetato y el adhesivo en el
cálculo de la inercia. Una vez hecho el ensamblaje total, se va a la opción
”IProperties” dentro del propio programa. En la pestaña que se abre se
visualizan los datos requeridos, los cuales se muestran a continuación y que
se tomarán como los óptimos.

La posición del centro de gravedad, calculada respecto a la posición del
origen en el borde de ataque y en el centro del perfil, respectivamente:

xCDG = 70,631 mm (B.31)

xCDG = −4,369 mm (B.32)

Y el momento de inercia global respecto a su centro de gravedad:

IG = 8,44 · 10−4 kg m2 (B.33)

Es fácilmente apreciable una notable diferencia en su valor con respecto
al calculado anteriormente con las fórmulas y procedimiento descrito. Esto
ejemplifica la hipótesis de que faltaba exactitud en ese cálculo.

B.6.2. Modelo completo con imanes

El modelo completo con imanes tan solo refleja una diferencia conceptual
con respecto al modelo sin imanes. Y es precisamente la introducción de los
imanes como masas puntuales, que afectarán tanto la masa como la inercia
y, consiguientemente, la posición del centro de gravedad del modelo. En este
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aspecto, se utiliza directamente los valores proporcionados por Inventor,
presentándose de la misma manera que en B.31, B.32 y B.33:

xCDG = 86,103 mm (B.34)

xCDG = 11,103 mm (B.35)

IG = 1,191 · 10−3 kg m2 (B.36)

Por otro lado, y como no podŕıa ser de otra forma, la masa asciende en
46 gramos por la introducción de estos imanes, quedándose un valor total
de 0,279 kg.



C
Anexo III: Diseño 3D

El Anexo actual tiene como objetivo ilustrar el diseño tridimensional
efectuado a través del programa informático Inventor.

C.1. Perfil aerodinámico

Figura C.1: Perfil aerodinámico de porexpan
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C.2. Varilla interna de madera

Figura C.2: Varilla interna de madera

C.3. Pletina lateral

Figura C.3: Pletina lateral de PVC
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C.4. Cinta magnética adhesiva

Figura C.4: Cinta adhesiva magnética

C.5. Imán

Figura C.5: Imán
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C.6. Ensamblaje completo sin imanes

Figura C.6: Versión final del ensamblaje sin imanes

C.7. Ensamblaje completo con imanes

Figura C.7: Versión final del ensamblaje con imanes



D
Anexo IV: Velocidad túnel de viento

El túnel de viento con el que se trabaja consiste en un ventilador que
mueve el aire. Manualmente, se puede seleccionar la frecuencia a la que gira el
ventilador. Sin embargo, es necesaria una expresión que nos permita calcular
la velocidad a la que es impulsada el aire en función de la frecuencia de giro
del ventilador. Ésto se consigue mediante de la siguiente ĺınea de tendencia
efectuada en una hoja de cálculo de Microsoft Excel :

Figura D.1: Ĺınea de tendencia que relaciona velocidad del aire y frecuencia
de giro del ventilador
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[13] Theodore Theodorsen. General theory of aerodynamic instability and
the mechanism of flutter. Report National Advisory Committee for
Aeronautics, 1935.


