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Resumen

El presente trabajo realiza un analisis comparativo de diferentes métodos de control para
un robot con una articulacion elastica. Se centrara en el control por realimentacion de los
estados, control por el método de perturbacion singular y el control 6ptimo LQR con
seguimiento de trayectoria, los cuales deben de compensar el efecto de elasticidad.
Adicionalmente se realiza un analisis del consumo energético de cada uno de los
controladores detallados. Para probar cada control se han realizado pruebas en Matlab.

Palabras Clave: Robot, articulaciones elasticas, control de un robot con articulaciones
elasticas por realimentacion de los estados, control de un robot con articulaciones
elasticas por el método de perturbacion singular, control LQR, ahorro de energia para
robots con articulaciones elasticas

ABSTRACT

The present work makes a comparative analysis of different control methods for a robot
with an elastic joint. It will focus on the control by feedback of the states, the control by
the singular perturbation method and the optimal LQR control with tracking of the
trajectory, which should compensate the elasticity effect. In addition, an analysis is made
of the energy consumption of each of the detailed controllers. To test each control tests
have been performed in Matlab.

Keywords: Robot, flexible joints, feedback control for a robot with flexible joints,
Singular Perturbation Model of Robots with Elastic Joints, LQR control, energy saving
for robots with flexible joints
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1. Introduccion

En la actualidad la robética es un campo muy conocido por la teoria de control, en especial con
robots rigidos, los cuales son disefiados para aplicaciones industriales, en donde son representados
como elementos mecanicos robustos, conectados por trasmisiones/reductores rigidos.

Por otra parte, en los ultimos afios, hay un creciente interés que los robots formen parte de
escenarios, donde puedan trabajar cerca de los humanos. En este caso el disefio del robot debe ser
mas ligero y compacto.

Para esto, en los tltimos afios el uso de harmonic drive ha logrado reducir la eficiencia dinamica
y garantizar altas reducciones con la misma eficiencia que una reductor rigido; sin embargo, este
componente al ser sujeto al par de movimiento, tiene intrinsecamente elasticidad.

Esta elasticidad, provocan inestabilidad en la posicion de los actuadores, desgastes en las
articulaciones, asi como oscilaciones en el robot, lo cual no se presenta en un robot con
articulaciones rigidas. Por tanto, se ve la necesidad de analizar estrategias de control que tomen
en cuenta no solo la dindmica rigida del cuerpo, sino que también la flexibilidad articular.

Por estas razones en el presente trabajo se presentan diferentes técnicas de control para el
seguimiento de trayectoria de robots con articulaciones flexibles, aportando una comparativa de
los resultados obtenidos para cada uno de los controles propuestos.

En el segundo capitulo, donde, se definira el modelo del robot con una articulacion elastica, el
cual es de cuarto orden con respecto a la posicion; ademas se detalla las caracteristicas que posee
el caso particular de estudio, para el presente trabajo; el tercer capitulo se describira la generacion
de trayectoria que el robot tomara para simular las pruebas utilizando un perfil de cuarto orden,
el cual toma en cuenta los limites fisicos del movimiento e incluye las variables fisicas del jerk
(Sobreaceleracion) y el snap (derivada de la sobreaceleracion).

Por otro lado, en el cuarto capitulo se da una perspectiva de las caracteristicas que tendran los
controladores y hablaremos un poco de cada uno de ellos; comenzando en el quinto capitulo, en
el cual, se analiza el control por realimentacion de los estados y su efecto en el modelo del robot.

Luego, en el sexto capitulo, se hablard sobre el control de doble bucle interior y exterior; para
luego tomar este mismo enfoque en el séptimo capitulo, donde utilizaremos el control por el
método de perturbaciones singulares para robots con articulaciones elasticas, utilizando dos
diferentes escalas de tiempo, simplificando el modelo del sistema.

Por consiguiente, en el octavo capitulo, se detalla el uso del control optimo LQR para robots con
articulaciones flexibles, con el objetivo de reducir el consumo energético. Por ultimo, en el
noveno capitulo se presenta las conclusiones y en el décimo capitulo culminando con la
bibliografica.



1.1. Objetivos

Los objetivos del trabajo residen en el analisis de diferentes leyes de control para un robot con
articulaciones elasticas. Por esta razon, se deben cumplir los siguientes objetivos:

e Analizar las diferentes técnicas de control, utilizando la respuesta obtenida de
simulaciones

e Estudiar los problemas que se encuentra para el control de robot con articulaciones
elasticas
e Compensar el efecto de elasticidad en el modelo del robot

e Aprender las ventajas y diferencias de varios controladores para una articulacion elastica.

e Comparar el consumo de energia de las diferentes técnicas de control

1.2. Justificacion

En la actualidad, los sistemas roboticos con articulaciones rigidas, han sido tratados por
mucho tiempo por la comunidad cientifica, a diferencia de los robots con articulaciones
elasticas.

La problematica viene dada con el modelado dindmico del robot con articulaciones
elasticas, que, a diferencia del robot con enlace rigido, se necesita el doble de variables
para caracterizar por completo la configuracion del robot, aumentando la dificultad de
crear esquemas de control que realicen tareas basicas de movimiento.

Adicionalmente para la implementacion de una ley de control, se requerira el doble de
sensores (Dos de posicion y dos de velocidad para el motor y el eslabon respectivamente),
ya que el par debido a la elasticidad de la articulacion, provoca oscilaciones que producen
desplazamientos instantaneos de posicion entre el rotor del motor y el eslabon; lo que
implica instalar un par de sensores, antes y después de la articulacion.

de modo que, es evidente dar analizar diferentes tipos de controladores que actien
directamente sobre el modelo del robot y regule la elasticidad de la articulacion,
utilizando o no las cuatro variables de control.



2. Modelo de un robot manipulador con articulacion elastica

A continuacion, comienza la descripcion matematica de las caracteristicas fisicas y
cinematicas de un brazo robot con articulaciones elasticas, el cual sera la base
fundamental para el desarrollo del presente trabajo.

Primero, se procede a describir el modelo dindmico del robot; para luego con la definicion
de este modelo, desarrollar en el capitulo 6 el modelo por el método de perturbaciones
singulares y a su vez utilizar ambos modelos en el proceso del andlisis de los
controladores.

Por otra parte, definir la variable jerk en el algoritmo de la planificacion, nos permite
tener un mejor seguimiento de trayectoria, ya que disminuye los desgastes de los
actuadores del robot, es decir reduce la excitacion de las frecuencias de resonancia del
manipulador, produciendo una menor oscilacion en las articulaciones del robot.

2.1. Modelo dinamico

Con relacion al modelo del robot con articulaciones elasticas, consideramos un modelado
dinadmico, en el cual, describe la relacion entre el movimiento del robot y las fuerzas que
causan el movimiento.

Existen diferentes métodos para obtener el modelo dinamico; dos de los mas comunes
son el método de LaGrange [1] y el método de Newton-Euler. Ambos métodos producen
el mismo resultado, aunque las ecuaciones de ambos, pueden diferir en eficiencia
computacional.

Para el presente trabajo se utiliza el método de LaGrange para el modelado del robot con
articulaciones elasticas, por lo cual se debe definir la estructura del robot y las
interacciones entre cada elemento.

Para esto, se asume que el robot estd compuesto por N + 1 eslabones, interconectados
por N enlaces; estos enlaces estan compuestos por N articulaciones rotativas sometidas a
una deflexion y accionadas por N motores eléctricos, tal y como se muestra en la

Motor 1

World
frame

Link0 Joint1 Motor?2

basc

Figura 1. Estructura del robot con N articulaciones [2].



Para comenzar con el modelado se debe asumir lo siguiente, tal como en [2]:

e Las deflexiones en las articulaciones son pequefas, de tal manera que su efecto
de elasticidad tiene un comportamiento lineal.

e Los rotores de los motores eléctricos son cuerpos uniformes rigidos, teniendo su
centro de masa en el eje de rotacion.

e Los motores estan ubicados en una posicion anterior al eslabon accionado, en el
brazo del robot (Esto es en el caso que el robot tenga mas de un eslabon).

Por otro lado, el método de LaGrange esta basado en describir la energia cinética K (0, ©)
y la energia potencial V (©) por funciones escalares. Estas funciones estan expresadas en
funcion de la siguiente variable.

o (e -

La variable © es una agrupacion vectorial de q y 0, de acuerdo a los N elementos que este
compuesto el robot; donde q es el vector de posicion de los eslabones y @ es el vector de
posicion de los rotores de cada motor.

Siguiendo este enfoque, se describirdn las contribuciones energéticas L como

. (2.2)
L=K(0,0)-V(0).

Asimismo, la energia potencial V(@) en (2. 2), estd compuesta por la accion de la
gravedad y la fuerza de elasticidad de la articulacion.

En cuanto a la fuerza de elasticidad, en una articulacion i tendra un comportamiento lineal
y esta modelada por un muelle de rigidez K; > 0, el cual es torsional para articulaciones
rotacionales. Por otro lado si analizamos una articulacion i, se tiene que

0; = n;q;.

Donde, n; > 0 es la relacién de reduccion en la i-ésima articulacion; por otro lado
expresaremos a §; = q; — 6; como la deformacion en la i-ésima articulacion, con lo
que se puede expresar a la fuerza de elasticidad como

7, = K; (6; —qi)

Que para el caso general se tiene que

1 (2.3)
V= E(q - G)TK(Q -0) + (aUgravedad @)/ GQ)T

2.4
K = diag(Kl,Kz, '"'KN)

En cuanto a la gravedad esta relacionada con la posicion del baricentro o centro de masas
de los eslabones (cada uno de masa m;) y de los motores (de masa m,.). Debido a la
suposicion 2, este tltimo sera independiente de 6.



Por otra parte, la energia cinética del robot K (@, 9), esta compuesta por la suma de las
contribuciones del eslabon y del motor. Para los eslabones, no existe diferencia con
respecto al caso del robot rigido y, en definitiva, se la puede definir como

L @.5)
Kesiabon = Eq ML(CI)q-

Donde M; (q) es la matriz de inercia del eslabon, y esta debe ser definida positiva y
simétrica. Para saber mas propiedades de esta matriz se puede revisar [3].

Una vez definida la formulacion por el método de LaGrange, el modelo derivado es el
siguiente.

. (2.6)
M(q)g+C(q,q) +9(q@ —KO—-—q)—BO—q) =0
) . . 2.7)
M@©@08+f(0)+KO—-q@+BO-@ =1

Como podemos observar las caracteristicas del modelo son descritas por dos ecuaciones;
(2. 6) modela toda la dinamica del lado del elemento, mientras (2. 7) sera para el lado del
motor respectivamente, donde ambas estan acopladas por el par de elasticidad.
Adicionalmente se puede decir que el modelo no es lineal, ya que incluye la fuerza de
gravedad.

2.2. Caso de estudio

Para las simulaciones se considera un robot con un solo eslabon elastico, con el eje de
rotacion en posicion horizontal, el cual es rotado por el acoplamiento de un motor y una
articulacion elastica, tal como se muestra en Figura 2.

La articulacion esta compuesta por un harmonic drive, el cual reduce la velocidad de giro
del eslabon N veces y aumenta el par del motor en la misma medida; ademas este
engranaje presenta caracteristicas elasticas en su funcionamiento, con una constante de
rigidez B y de elasticidad K en funcion, al desplazamiento entre la posicion del motor 8
y la posicion del eslabon q.

Al mismo tiempo, se asume que existe un rozamiento estatico del lado del motor y del
eslabon representados por b, y b,,, , denominados coeficientes de friccion viscosa.

Igualmente existira una fuerza rotativa resultante del esfuerzo realizado por el motor para
mover el sistema T,,, y si es el caso, una fuerza externa del lado del elemento T;, que
puede traducirse como una carga externa sujeta a la articulacion del robot o la accion de
la gravedad. Por ultimo, para mayor simplicidad, asumiremos que no existe friccion en
las articulaciones.



Figura 2. Modelo de una articulacion elastica.

A continuacioén, utilizaremos (2. 6) y (2. 7) para definir nuestro modelo de una sola
articulacion, quedando lo siguiente.

L 0 .0 . (2.8)
]eq+beq+K( _N>+B q—ﬁ + mglLsin(q) =0
b o K /6 B(6 _r (2.9)
Jmb + by +N(N_q>+N N~ 1)Tm

Como se puede observar el sistema es de cuarto orden y se espera controlar la posicion
del eslabon.

Se observa que, para controlar el robot se puede variar el torque de motor T,,, sin
embargo, normalmente para controlar el par del motor se utiliza una etapa de potencia, la
cual puede generar un cambio de corriente o voltaje en la armadura del motor
proporcional a la accion de control.

Por otro lado, se tiene requiere que el robot mantenga una posicion establecida, por lo
que, se requerird una conversion entre la posicion de referencia a par motor.

Por tanto, podemos deducir una relacion entre la posicion y el par requerido.

(2.10)
0 = Kal,, ; I = KmT,,

Para este trabajo se considera que la etapa de potencia maneja la corriente de armadura
del motor, donde Ka sera la relacion entre la trayectoria de referencia y dicha corriente ;
por otro lado, Km sera la relacion entre la corriente de armadura y el par generado del
motor.

De acuerdo a (2. 10), facilmente podemos realizar una conversion de posicion deseada a
par motor con las ganancias Ka y Km. Generalmente estas ganancias son determinadas
experimentalmente o pueden ser suministrada por el fabricante. El proceso de
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experimentacion, no es parte de estudio en este documento, por lo que usaremos
ganancias prestablecidas.

Ahora, para las demas variables, a continuacion, se detalla los valores utilizados para un
robot con una articulacion elastica, teniendo en cuenta la gravedad, las inercias del
eslabon y del motor y sobre todo teniendo en cuenta la elasticidad, efectos de rozamiento
y la viscosidad.

Tabla 1. Datos de las variables del modelo del robot.

Variable Valor Descripcion

L 0.49 Longitud del eslabon [m]

M 2.80 Masa del eslabon [Kg|

K 7000.00 Rigidez eléstica de acoplamiento [N - m/rad]
B 5.00 x 107° Coeficiente de rozamiento viscoso [N - s/rad]
Be 5.00 x 10~° | Viscosidad del eslabon [N - s/rad]
Bm 1.00 x 10~> | Viscosidad del motor [N - s/rad]

Je 0.67 Momento de inercia del eslabon [kg - m?]

m 1.80 X 10~° Momento de inercia del motor [kg - m?]

N 80.00 Relacion de reduccion

g 9.80 Gravedad [m/s?]

K, 2.20 Ganancia de corriente[rad /A]

Kn 1.00 Ganancia de par motor[A/N - m]

Estos valores seran utilizados para modelar el sistema, el cual sera utilizado para los
distintos controladores que en el presente trabajo seran expuestos.

2.3. Modelo del robot con una articulacion elastica en espacio
de estados

Ahora para realizar la implementacion de los sistemas de control, consideraremos la
aplicacion del método de espacio de estado, para describir nuestro modelo del robot.

Para el caso de una articulacion eldstica, es que, gracias a la presencia de elasticidad, la
ley de control puede depender de cuatro variables las cuales serdn la posicion y velocidad
tanto del motor, como del eslabon.

Por esta razon, se puede utilizar cuatro sensores de medicion; dos de posicion (encoders)
y dos de velocidad como tacometros, todo esto dispuesto antes y después de la
articulacion. En ocasiones no se tendra un sensor para medir la velocidad, lo que conlleva
a utilizar observadores o reconstrucciones numéricas utilizando un adecuado instrumento
de medicion de posicion.

A continuacion, escogemos las variables de estados.
. (2.11)
x1=06;x,=0
(2.12)
X3=q; X4 =4
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En términos de las variables de espacio de estado tenemos lo siguiente,

. Kx; Kx; Bx, Bx, (2. 13)
]mx4_ + bmx4 + NZ - N + N2 - N = Tm
. Kx3 Bx, . (2. 14)
JeXs + boxy + Kxq — N + Bx, — A + mgLsin(q) = 0.
Donde en forma de matriz, puede ser descrita como
(2.15)
x = Ax(t) + Bu(t); x(0) = x,.
Remplazando (2. 13) y (2. 14) en (2. 15) tenemos lo siguiente,
0 1 0 0
K b.+ B K B
Je Je NJ, NJ, (2. 16)
A4=1 0 0 0 1 :
K B K bm+B/N2
INJ,, N, N2 Jm
(2.17)
B=[0 0 o K‘;K’" +mgLsin(q) |-

Como esta descrito anteriormente, se escoge para la salida las cuatro variables de estado,
las cuales pueden ser medibles.

(2. 18)
y(6) = Cx(t)
En donde,
1 0 0 O
oo 100 (2.19)
10 0 1 0
0 0 0 1

Por consiguiente, el modelo del robot con una articulacion eléstica en espacio de estado
sera de cuarto orden y su control, debera ser verificado en algiin simulador el cual genere
los resultados necesarios para realizar un analisis mas exhaustivo. Por tanto, se debera
seleccionar una herramienta informatica que ayude a solucionar este objetivo.
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2.4. Simulaciones

Para realizar las simulaciones del modelo y control, utilizaremos Simulink el cual es
ejecutado en el entorno de Matlab. Esta decision fue tomada ya que, este programa nos
permite trabajar en un ambiente de programacion comodo, rapido y flexible; sin la
necesidad de una implementacion fisica que en esta ocasion resultaria ser muy costoso ya
que muchos de los sensores y equipos eléctricos, dependiendo de su calidad pueden
alcanzar precios muy elevados. Como ejemplo a continuacion, se presenta un detalle de
la construccion del modelo del robot; se puede decir que en los demas capitulos no se
detallara esto, ya que siempre se utilizara el mismo modelo.

L

Scope

» theta

[t,qvelvect]

From
Workspace1

[t,qvect]

From
‘Workspace

Error de velocidad

Derivativa

Error Corriente

Cte de Cte de
etapa de par del
potencia motor

Proporcional
Sum2

Error de posicion

To Workspace

%= Ax+Bu
y=Cx+Du

State-Space

Par

Posicion motor

theta_prim

Velocidad motor

b ]

Posicion robot

Velocidad Robot

Figura 3. Modelo de una articulacion eléstica implementado en Simulink-Matlab.
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3. Generacion de trayectoria

3.1. Seleccion de trayectoria

Una vez detallado el modelo del robot con articulaciones elasticas, ahora se debe de tener
en cuenta, la forma de como efectuara el robot su movimiento en el espacio; para esto, se
requiere generar una planificacion del movimiento, la cual genere una trayectoria que
seguira fielmente, cada articulacion del robot.

Para el presente trabajo, es necesario detallar algiin proceso de planificacion, la cual sera
base para tomar medidas, en la accion de control del modelo del robot.

Cuando hablamos de trayectoria, siempre nos referiremos a un conjunto de puntos que
determinan una posicion en el espacio; estos puntos identifican el camino que debe de
seguir una o varias articulaciones del robot para ubicarlo en alguna posicion deseada.
Estas trayectorias pueden ser generadas punto a punto o mediante funciones polindmica.

El objetivo de la generacion de trayectoria es que se produzca un camino, el cual sera una
sefal de referencia para el controlador de las articulaciones del robot.

Por otro lado, es necesario que la trayectoria cumpla los siguientes requisitos:

e El recorrido generado lo debera hacer en el menor tiempo posible

e Se debe de tomar en cuenta, los limites mecanicos o problemas de seguridad de
los actuadores

e La posicion final planificada de la trayectoria debera ser igual a la posicion final
deseada

e Se debe de minimizar el tiempo de procesamiento de la planificacion de la
trayectoria

e El algoritmo a escoger para generar la trayectoria, siempre deberd darnos una
solucion valida

e Debe haber uniformidad en el movimiento

e Losvalores maximos de la trayectoria estaran limitados por las condiciones fisicas
del robot

Estos puntos indican que la trayectoria deberd presentar el maximo de prestaciones,
conociendo las limitaciones fisicas que pueda tener el robot.

En la mayoria de aplicaciones industriales los robots comerciales, normalmente utilizan
un perfil trapezoidal, debido a su sencillez de implementacion y bajo consumo
computacional; el cual posee tres etapas, de aceleracion constante, velocidad constante y
desaceleracion constante, tal como se aprecia en la Figura 4.

14



Trayectoria trapezoide Trayectoria trapezoide

(=] v
L
[N)

Radianes/s"2

b
Radianes /s

1.234 2.468 3.702 4.936 0 1.234 2.468 3.702 4.936

Time(s) Time(s)
a) b)
3 Trayectoria trapezoide
3 . -
@22
¢
£
E
a1
oL . . .
0 1.234 2.468 3.702 4.936
Time(s)
c)

Figura 4. Graficos del perfil trapezoidal; a) Trayectoria de aceleracion, b) Trayectoria de
velocidad, c) Trayectoria de posicion.

No obstante, al integrar la elasticidad en la articulacion del robot, el modelo se vuelve de
cuarto orden con respecto a la posicion; lo que evidentemente, requiere que la aceleracion
no tenga esos cambios bruscos de valor, como lo presenta el perfil trapezoidal.

Para nuestro caso, utilizaremos un perfil en S de cuarto orden, el cual contempla las
limitaciones del snap (d), jerk (j), aceleracion (a) y velocidad (v), suponiendo que en
el instante inicial todas estas variables son cero. Estas condiciones aseguran una
trayectoria (q) uniforme y suave; permitiendo un movimiento factible y evitando el
desgaste de todas las articulaciones del robot.

La gran mayoria de los fabricantes proporcionan los valores limites de estas variables,
pero en la practica, se los puede determinar con ensayos experimentales o solicitarlos
directamente al fabricante.

El perfil en S de cuarto orden se basa en un algoritmo, el cual construird una trayectoria
simétrica, compuesta por 4 periodos de movimiento, el intervalo de snap constante, el de
jerk constante, la de aceleracion constante y el intervalo de velocidad constante. El
resultado del algoritmo lo podemos ver en la Figura 5.
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Figura 5. Graficos del perfil en S de cuarto orden; a) Trayectoria de snap, b) Trayectoria
de Jerk, c) Trayectoria de aceleracion, d) Trayectoria de velocidad, e) Trayectoria de
posicion.

Conviene subrayar que, a diferencia de otras trayectorias, se asocio al perfil en S de cuarto
orden la variable snap, el cual es la variacion del jerk con respecto al tiempo, con el
propodsito de que, la aceleracion posea una trayectoria lineal, lo que eliminaria una
discontinuidad en la energia transmitida por la elasticidad de la articulacion, en las
aceleraciones y desaceleraciones.

Por otra parte, definir la variable jerk en el algoritmo de la planificacion, nos permite
tener un mejor seguimiento de trayectoria, ya que disminuye los desgastes de los
actuadores del robot, es decir reduce la excitacion de las frecuencias de resonancia del
manipulador, produciendo una menor oscilacion en las articulaciones del robot.

En conclusion, este perfil esta capacitado para ser utilizado en robot con articulaciones

flexibles, que requieran mayor suavidad en sus movimientos, a diferencia de otros
perfiles, como el trapezoidal. Para mas informacion ver [4].
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3.2. Simulacion
Una vez determinado el planificador de trayectoria, para el proposito de simulacion, se
dard al robot la tarea de moverse desde la posicion inicial ¢ = O[radianes], hasta una
posicion final igual a 2m [radianes]. Adicionalmente, se detalla los limites de
movimiento en la siguiente tabla.

Tabla 2. Datos del limite de movimiento del robot.

Variable Valor Descripcion
Amax 4.15 Aceleracién maxima [radianes/ SZ]
Umax 3.59 Velocidad maxima [radianes/s |
Jmax 41.00 Jerk maximo [radianes /s3]
Smax 103.00 Snap maximo [radianes/s*]
tm 1.00 X 10~3 | Tiempo de muestreo [s]
trinal 2.00 Tiempo final de movimiento [s]

Como se puede observar, el tiempo de simulacion de la trayectoria esta definida por tfnq;,
teniendo un tiempo de muestreo t,,; adicionalmente, una vez finalizado su recorrido, se
dard 1 segundo de tiempo extra de simulacion, con el objetivo de verificar el
comportamiento del robot cuando llega a su posicion final.
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4. Control de un robot manipulador con articulacion elastica

En la actualidad, los sistemas roboticos con articulaciones rigidas, han sido tratados por
mucho tiempo por la comunidad cientifica, a diferencia de los robots con articulaciones
elasticas; de modo que, el objetivo en este capitulo, es dar a conocer diferentes tipos de
controladores que actien directamente sobre el modelo del robot y regule la elasticidad
de la articulacion. La problematica viene dada con el modelado dindmico del robot con
articulaciones elasticas, que, a diferencia del robot con enlace rigido, se necesita el doble
de variables para caracterizar por completo la configuracion del robot, aumentando la
dificultad de crear esquemas de control que realicen tareas basicas de movimiento.

Adicionalmente para la implementacion de una ley de control, se requerira el doble de
sensores (Dos de posicion y dos de velocidad para el motor y el eslabon respectivamente),
ya que el par debido a la elasticidad de la articulacion, provoca oscilaciones que producen
desplazamientos instantdneos de posicion entre el rotor del motor y el eslabon; lo que
implica instalar un par de sensores, antes y después de la articulacion.

Por otro lado, existe la posibilidad de no contar con un par de sensores a cada extremo,
por lo que se puede reconstruir la medicion mediante una diferenciacion numérica
adecuada, de un sensor de alta precision. Pongamonos por caso un robot con articulacion
elastica sin sensores de velocidad; esta puede reconstruirse con un encoder de posicion
que esté utilizando el robot. Cabe aclarar que no es tema de estudio para el presente
trabajo, la compensacion de la gravedad, pero trataremos de darle un enfoque derivativo
a la compensacion del mismo, sin dejar de lado el tema principal de compensar el par
elastico de a articulacion.

Una vez establecido una idea basica de la situacion actual de los controladores para
articulaciones elasticas, se comienza con una idea basica de realimentacion de los estados;
analizando su papel en la accion de control del sistema; luego tomaremos un enfoque de
control en cascada con un doble bucle interior y exterior, con el fin de probar una division
de controladores para regular no solo su posicion, si no el par de elasticidad. Por otro
lado, retomando el enfoque de dividir la accion de control, utilizaremos el control por el
método de perturbaciones singulares para cambiar el proceso de regulacion a dos
diferentes escalas de tiempo, simplificando de manera beneficiosa el modelo de nuestro
sistema. Por ultimo, analizaremos el control optimo LQR, el cual nos ayuda a regular la
cantidad de energia consumida por el robot para alcanzar la posicion final.

Cabe mencionar que, se plantea dos criterios que debemos tomar en cuenta para el control:

¢ Al implementar el control, no debe existir una sobreoscilacion, es decir el sistema
no puede ser subamortiguado.
e Larespuesta del sistema debe ser rapida.
Estas condiciones, deberan de cumplirse sintonizando el controlador hasta obtener una
respuesta aceptable para cada caso. Adicionalmente para determinar la potencia
consumida por el motor se utilizara la siguiente formula

Potencia = T,,w [W]

Donde Ty, es el par del motor y w es la velocidad angular del motor.

18



5. Control por realimentacion de los estados

Para los sistemas dinamicos, se puede expresar que, luego de un tiempo finito, las
variables de estado de dicho sistema, pueden ser controladas por una acciéon de control
que no sea enganchada a ninguna restriccion. Por lo tanto, si alguna de estas variables,
sometidas a un estudio de controlabilidad, resulta ser controlable, se puede desarrollar un
controlador para lograr los requerimientos establecidos.

Con relacion al robot con una articulacion eléstica, se puede contar con dos variables de
posicion y dos de velocidad correspondiente al lado del eslabon y del motor. Asi mismo,
al ser un modelo de cuarto orden, las variaciones de la aceleracion no pueden ser
instantaneos, por lo que, derivadas de orden mas superior, pueden corregir en gran medida
la estabilidad del sistema como accion de control.

+
Referencia %@7 k —— »  Robot »4a

Figura 6. Diagrama de control por realimentacion de estado.

En este capitulo, intentaremos analizar estas realimentaciones y observar el
comportamiento del sistema de estudio ante ellas.

Cabe mencionar, que no siempre se puede contar con todos los sensores disponibles para
medir las variables, por lo que nos centraremos en realizar combinaciones que
posiblemente puedan darse el caso en la vida real.

Para esta ocasion, no se tomara en cuenta la fuerza de gravedad en el modelo del robot,
ya que el objetivo no es centraremos en compensar el efecto de oscilacion que produce la
elasticidad en la articulacion.

5.1. Control PD del lado del elemento

Implementaremos un control PD, en el cual, la ley de control estd compuesta de un
término proporcional al error de posicion y la derivada del error de velocidad, ambos del
lado del eslabon, donde la ley de control quedara de la siguiente manera:

=Ky (Grer =) + Ko (Qrep — 4)

Donde K, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional y
derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador son K, =10y K, =1,

estos valores fueron determinados de manera analitica y no constara su deduccion en este
trabajo.

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 7. Trayectoria de posicion del eslabon. En azul la respuesta del modelo y en rojo
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Figura 8. Trayectoria de velocidad del eslabon. En azul la respuesta del modelo y en
rojo la referencia.
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Figura 9. Trayectoria del torque como accion de control a la izquierda, y la potencia
consumida por el motor a la derecha.
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En relacion a la respuesta del controlador PD por el lado del elemento, podemos decir
que, aunque parece logico hacer el control del eslabon, ya que es este lado el cual estamos
interesados, resulta que su respuesta es inestable, independientemente de la ganancia del
controlador que se pueda elegir.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 3. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 1.228 - 103° 8.629 - 103* 4.512 - 10%
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico/Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes]/s
Cl 1.544 - 101 Ninguno 1.544 - 10%/4.010

Al observar la Tabla 3, podemos observar que el error de posicion y velocidad del
elemento, es muy elevado, lo que produce una sobreoscilacion en la respuesta del sistema,
con lo cual nunca se lograra utilizando este controlador, la estabilidad.

5.2. Control PD del lado del motor

Ahora, para el control PD utilizando realimentacion por el lado del motor, la ley de control
estd compuesta, asi como el anterior, un término proporcional al error de posicion y la
derivada del error de velocidad. Con lo que, la ley de control sera la siguiente:

6 .6
u= Ky \drep ~ )+ Ko\ Gres —
Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y

derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla
que se presenta a continuacion.

Tabla 4. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 10. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias del
controlador.
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Figura 11. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias del
controlador.
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Figura 12. Torque del motor de las tres diferentes ganancias del controlador PD del lado
del motor.
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Figura 13. Potencia del motor de las tres diferentes ganancias del controlador.

Observando la accion del controlador, se puede observar que existe una mejor respuesta
del sistema. Para C1, se puede decir que existe un retraso con respecto a la referencia,
algo que se disminuye en C3 al aumentar la ganancia proporcional. Por otro lado,
aumentar la ganancia derivativa solo corrigio el amortiguamiento de la respuesta.

Cabe notar que, para mayores valores de la ganancia proporcional, el motor exige mas
potencia, algo que se debe tomar en cuenta en la vida real, donde el motor posee una
capacidad limitada de generacion de par nominal.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 5. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 1.515 1.756 3.4731
C2 0.919 0.158 6.747
C3 0.009 0.103 5.417
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 40.7168 Ninguno 8.839 — 3.186
2 29.53 Ninguno 8.137 — 4.015
C3 2.408 3.612 6.433 — 4.015

Al observar la Tabla 5, podemos observar que el error de posicion y velocidad del
elemento, son bajos y que entre menos ganancia proporcional tenga mas potencia
consume. Por otro lado, con el resultado del valor pico, se puede deducir que la ganancia
derivativa disminuye en la respuesta el amortiguamiento; esto se nota entre el cambio de
C1 y C2, en el cual disminuye su pico, sin embargo, esto retrasa el sistema. Por ultimo,
se aprecia cuando se aumenta la ganancia proporcional se disminuye este retraso en la
respuesta y con ayuda de la ganancia derivativa, la misma se mantiene amortiguada, lo
que logra menor error de seguimiento de trayectoria.
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En conclusion, la respuesta del controlador PD por el lado del motor, es la respuesta mas
estable y llega a la referencia con las ganancias escogidas para el control. Se nota que es
una mejor opcion que la anterior, la cual es siempre inestable.

5.3. Control PD combinado

Por otro lado, para el control PD combinado, la ley de control estd compuesta de un
término proporcional al error de posicion del motor y la derivada de velocidad del motor.
Con lo que, tenemos que la ley de control sera la siguiente:

6 Z
“:Kv<qref‘ﬁ>‘K“ N

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional y
derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la Tabla
6, la cual se presenta a continuacion.

Tabla 6. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 14. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 15. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 16. Potencia del motor de las tres diferentes ganancias.
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Figura 17. Torque del motor de las tres diferentes ganancias del controlador PD lado
combinado.

Observando la accion del controlador, se puede observar que Para C1, con el mismo valor
de ganancia que el control anterior, no tiene un buen seguimiento de trayectoria, y que al
aumentar la ganancia derivativa empeora aiin mas. Por otro, lado al aumentar la ganancia
proporcional el cambio de C2 a C3 mejora drasticamente, mejorando el seguimiento de
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la trayectoria, aunque tenga el mismo retraso en la respuesta, debido al amortiguamiento
del sistema.

Lo mismo ocurre en la sefial de velocidad y, por consiguiente, al mejorar la accion de
control, nuevamente aumenta la potencia que el motor exige para corregir la posicion del
eslabon.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 7. Caracteristica de resultado de la simulacidn

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 289.5 186.6 0.999
2 1624.5 388.7 0.165
C3 4.6 6.2 29.873
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0 Ninguno 5.704 — 4.015
2 0 Ninguno 1.384 — 4.015
C3 0 2.702 6.282 — 4.015

Al observar la Tabla 7, podemos observar que el error de posicion y velocidad del
elemento, para el caso C1 y C2 son altos, cosa contraria el caso C3, el cual tiene errores
bajos. Esto se debe al aumento de la ganancia proporcional, que en esta ley de control
tiene un mayor peso.

Por otro lado, aumentar solo la ganancia derivativa, no mejora el seguimiento de
trayectoria, como se observa en el caso C1 y C2. Ademas, en C3 se puede observar que
llega sigue la referencia y llega a su valor final, aunque tenga un retraso.

En conclusion, la respuesta del controlador PD combinado, es también estable y llega a
la referencia con las ganancias escogidas para el control. Se nota que es una mejor opcion.

Ahora solo analizaremos la mejor respuesta posible y ese es el caso cuando K, = 100y K, =
0.5. A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 18. Trayectoria de posicion del eslabon.

. Velocidad del eslabon
— Ref.
5 simulacion
w
~
w
2
S 27
=
3
oo
1tk
0 . . . . )
0 1 2 3 4 5
Time(s)

Figura 19. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 20. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Al disminuir la ganancia derivativa y mantener la ganancia proporcional como C3, se logra mejorar la
respuesta del sistema, esto se da, ya que , al realimentar la velocidad del motor, estamos aumentando la
friccién viscosa, lo que hace que la respuesta se atrase con respecto a referencia por estar mas
amortiguada; si disminuimos el amortiguamiento, se reduce este retraso, pero puede provocar que
aparezcan oscilaciones; para este caso la respuesta es muy estable y tiene un fiel seguimiento de la

trayectoria.
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Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 8. Caracteristica del resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 14331072 1.805- 1072 22.857
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] —s
Cl 6.3758-107* 2.585 6.2821 — 2.962

Con estos parametros disminuyeron notablemente el error de posicion y adicionalmente
llega a la coordenada final satisfactoriamente, mucho antes que los otros dos
controladores estudiados, por lo que se puede decir que, este controlador del sistema es
estable y puede ser utilizado con el disefio de parametros del controlador.

5.4. Control PD con prealimentacion del Jerk del eslabon
Para el control PD combinado con prealimentacion de la cuarta derivada, la ley de control
esta compuesta de un término proporcional al error de posicion del motor, la derivada de
velocidad del motor, ambos vistos desde el lado del eslabon y una prealimentacion de la
derivada jerk de referencia.

En esta ocasion se va a analizar la inclusion de la referencia del jerk, en el control
combinado, estudiado anterior; se espera que mejore los resultados.

tenemos que la ley de control sera la siguiente:

4
0 0\ Nelm oy
u=Ky <qref a N) —K (N) T KKK

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional y
derivativa respectivamente.

.Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la Tabla
9, la cual se presenta a continuacion.

Tabla 9. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 21. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 22. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 23. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Como podemos observar, incluir la pre alimentacion del jerk, no tiene gran diferencia con el
control anterior, por lo que se puede decir que, esta variable no aporta casi nada al control del
sistema. Esto se puede apreciar con los datos de las caracteristicas presentados en la siguiente
tabla, los cuales tienen los mismos valores que el anterior controlador.
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Tabla 10. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 284.500 186.600 0.999
2 1624.500 388.700 0.165
C3 4.600 6.200 29.873
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0 Ninguno 5.704 — 4.015
2 0 Ninguno 1.384 — 4.015
C3 0 2.702 6.282 — 4.015

En conclusion, la prealimentacion del jerk del lado del eslabon, no aporta de gran manera la
controlabilidad del sistema.

5.5. Control PD con prealimentacion del jerk del eslabon
con compensacion de los estados con valores de referencia

Para el control PD combinado con prealimentacion del jerk del lado del eslabon y
compensacion de los estados con valores de referencia, la ley de control esta compuesta
de un término proporcional al error de posicion del motor visto del lado del eslabon, la
derivada de velocidad del motor visto del lado del eslabon, la prealimentacion de la
derivada jerk, jerk, velocidad y aceleracion de referencia como compensacion de estados.

tenemos que la ley de control sera la siguiente:

0 6
u:Kp(qref_ﬁ)_Kv N +

(be + bm)qr.ef
KK,

4
(K(]m +]e) + (Bbe + Bbm + bebm))q;ef + (]m(B + be) +]e(B + bm))‘l;;’f + N]e]m q—;:f
K, KK

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional y
derivativa respectivamente, las demas son retroalimentaciones de los estados.

Los valores correspondientes a la sintonizacién del controlador se presentan en la
siguiente tabla, la cual se presenta a continuacion.

Tabla 11. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Posicion del eslabon

Radianes

0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)

Figura 24. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.

Velocidad del eslabon

Radianes/s

0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)

Figura 25. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 26. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:
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Tabla 12. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 1517.100 3740.200 10.389
2 1420.200 418.200 0.239
C3 4.800 9.000 27.932
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 11.498 Ninguno 7.004 — 1.122
2 0 Ninguno 1.359 — 4.015
C3 0 2.8345 6.2821 — 4.015

Como conclusion, se puede decir que agregar una pre alimentacion del jerk del lado del
eslabon y los demas compensadores de estados, no aporta mucho al control.

Ahora, tomaremos el mismo ejemplo anterior, solo con valores correspondientes a la
sintonizacion del controlador son K,, = 500y K, = 10.

Radianes

\S)

Posicion del eslabon

Ref.

simulacion

0 1.0038

2.0075
Time(s)

3.0112

4.015

Figura 27. Trayectoria de posicion del eslabon.

Velocidad del eslabon

4r

w
T

Radianes/s
N

Ref.
simulacion

Time(s)

Figura 28. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Time(s) Time(s)

Figura 29. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 13. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de g [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 0.200 0.400 138.301
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico/Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes]/s
Cl 1.296-107* 2.626 6.282/3.097

En definitiva, se necesita mayor ganancia proporcional para mejorar el control, lo que implica
un aumento de consumo de energia del motor. Por tanto, aunque es un buen controlador, no
mejora mucho la controlabilidad del sistema.

Aunque no se puede observar en simulacion, este controlador implementado en la vida real,
puede ser mas robusto que los demés anteriores.

5.6. Control PD combinado con prealimentacion del jerk de

lado del eslabon con compensacion de los estados
Para el control PD combinado con prealimentacion del jerk del eslabon y compensacion
de los estados con valores de referencia, la ley de control esta compuesta de un término
proporcional al error de posicion del motor visto del lado del eslabon, la derivada de
velocidad del motor visto del lado del eslabon, la prealimentacion de la derivada jerk,
jerk, velocidad y aceleracion de posicion del eslabén como compensacion de estados.

tenemos que la ley de control sera la siguiente:

4
0 0\ | (KU +Je) + (Bbe + Bbyy + beby))ii + Um(B + be) + Jo(B + b)) + NloSim rey

”:K"(q’ef_ﬁ)_K” Nt KKK

a“*m
(be + byn)gq
KoK

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional y
derivativa respectivamente, las demas son retroalimentaciones de los estados.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla,
la cual se presenta a continuacion.
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Tabla 14. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
C1 1 1
C2 10 1
C3 10 100
A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
L5 X 10%2 Posicion del eslabon
— Ref.
1
L 2
3
3
S 05 B
3
3 |
Df' 0 \Iv
-0.5
_1 | | | |
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Figura 30. Trayectoria de posicion del eslabon.
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2
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0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
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Figura 31. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 32. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Como se puede observar, al realimentar las variables de velocidad, aceleracion, jerk y snap del
lado del eslabdn, resulta que, a diferencia de realimentar las mismas variables, pero con los
valores de referencia, el controlador no es estable.

Tabla 15. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 1.092 - 10** 1.112-10*® 9.190 - 10*7
2 1623.400 388.500 0.126
C3 4.630 6.970 29.963
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 2.081-10%3 Ninguno 1.170 - 1023 — 3.996
2 0 Ninguno 1.386 — 4.015
C3 0.0817 2.704 6.287 — 3.989

Para que pueda estabilizarse, se necesita aumentar las ganancias, lo que produce un
aumento en la accion de control que requiere para mantener la trayectoria, es decir, se
aumenta la energia de consumo.

Por otro lado, las ganancias no pueden ser demasiado altas, ya que los sistemas
clectronicos de control en la vida real, tienen limites fisicos, los cuales limitan la accion
de control ejercida al sistema, asi como también sus parametros.

A continuaciéon, mostraremos un ejemplo correspondientes a la sintonizacion del

controlador con K, =500y K, =1

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 35. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

36



Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 16. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 4.600 6.200 191.42
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico/Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes]/s
Cl 5.633-107° 2.704 6.282/3.965

A simple vista se logra mejorar los resultados, pero evidentemente, se lo pudo gracias al
aumento de las ganancias del sistema. En conclusion, aunque esta ley de control logre
solucionar el problema de seguimiento de trayectoria y no se produzcan oscilaciones
debido a la elasticidad de la articulacion, se necesita mucha energia para lograrlo.

5.7. Controlador combinado con realimentacion la velocidad

del lIado del motor
Ahora, construiremos un control PD utilizando realimentacion de la velocidad del motor,
la ley de control esta compuesta, asi como el anterior, un término proporcional al error de
posicion del eslabon y la derivada de la posicion del motor. Con lo que, la ley de control
sera la siguiente:

6
u= Kp(qref - C[) - K, N
Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y
derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla,
la cual se presenta a continuacion.

Tabla 17. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 1 100
C3 100 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Radianes

0 1 1 1 |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 36. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 37. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias
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Figura 38. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Como podemos observar, el sistema es estable a la accion de control; como se ve la accion
de control C3 y C2, tiene un mejor seguimiento de trayectoria que C1. Por otro lado, si
aumentamos la accion derivativa, se amortigua la respuesta del sistema, como se puede
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observar en la transicion desde C1 a C2. Entre C2 Y C3, no existe mucha diferencia que
se pueda apreciar a simple vista.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:

Tabla 18. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 4.451 92.420 2.646
2 2.085-107* 0.001 22.501
C3 0.012 1.111 3.364
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 5.6175 Ninguno 6.635 — 2.686
2 0.001 2.580 6.282 — 3.046
C3 0.176 2.574 6.293 — 3.164

Ahora que tenemos algunos detalles de la respuesta de cada modificacion en la ganancia
del controlador, se puede observar que entre C2 y C3 hay una diferencia en todos los
parametros, ya que C2 tiene mejor respuesta que C3, con lo que podemos concluir que,
para esta ley de control, al aumentar la ganancia derivativa, aumenta el amortiguamiento
de la respuesta, con lo que, disminuye el seguimiento de trayectoria.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se observan en la tabla, la
cual se presenta a continuacion.

Tabla 19. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador son K, =10y K, =1,
estos valores fueron determinados de manera analitica y no constara su deduccion en este
trabajo.

Ahora solo analizaremos la mejor respuesta posible y ese es el caso cuando K, = 100y K, =
1. A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 39. Trayectoria de posicion del eslabon.
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Figura 40. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 41. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:
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Tabla 20. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 2.085-107* 0.001 22.501
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico/Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes]/s
Cl 0.001 2.580 6.282/3.046

En conclusion, se puede decir que el control estabiliza el sistema y presenta un bien
seguimiento de trayectoria, aunque su consumo de energia no es tan elevado, no podemos
decir que haya un ahorro del mismo. Asi mismo, la accion de control logra alcanzar la
posicion final en el tiempo establecido en la trayectoria de referencia.

5.8. Control PD combinado con realimentacion de la

aceleracion del lado del motor
Ahora, construiremos un control utilizando realimentacion de la aceleracion del motor, la
ley de control estda compuesta, asi como el anterior, un término proporcional al error de
posicion del eslabon y la derivada de la v del motor. Con lo que, la ley de control sera la
siguiente:

g
uzKp(qref_q)_Kv N
Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y

derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla,
la cual se presenta a continuacion.

Tabla 21. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 10 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 42. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias
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Figura 43. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias
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Figura 44. Torque del motor.
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Figura 45. Potencia del motor.

En esta ocasion la inclusion de la aceleracion del lado del motor, tiene el mismo efecto de
amortiguamiento que la velocidad del sistema, con la diferencia que el aumento de la ganancia de
la aceleracion representa un incremento en la inercia del motor, lo que hace que frene al motor en
su movimiento. Esto posibilita que, a mayor ganancia proporcional, menor sobre oscilacion tendra
la respuesta del sistema.

Tabla 22. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 6.072 123.097 1.896
2 13.911 96.056 2.265
G3 6.122-107* 0.004 22.552
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 7.161 Ninguno 6.7319 — 2.759
2 2471 3.596 6.437 — 2.545
3 5.225-107° 2.578 6.282 — 3.091

Una vez revisado los resultados de las simulaciones, podemos corroborar que el aumento de la
ganancia derivativa logra un mejor ajuste en el control para el seguimiento de trayectoria.
También se evidencia que con este control no se puede dar un ahorro de energia, ya que igual que
los anteriores, tienen a aumentar la accion de control al aumentar la ganancia del control.

En conclusion, se puede decir que existe la posibilidad de utilizar esta ley de control, para robots
con articulaciones elasticas, ya que controla el seguimiento de trayectoria y que convenientemente
la realimentacion de la aceleracion, disminuye las oscilaciones producidas por la elasticidad.

Para una mejor vision, presentaremos los valores correspondientes a la sintonizacion del
controlador que mas se ajustan al modelo y estos son K, =100 y K, =10. A
continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Figura 47. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 48. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Por otro lado, los errores de la trayectoria de posicion y la informacion de la respuesta del
sistema fueron las siguientes:
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Tabla 23. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 6.122-107* 0.004 22.552
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 5.225-107° 2.578 6.282 — 3.091

En conclusion, se pude implementar este controlador para un robot con articulacion
elastica.

5.9. Control PD combinado con realimentacion de la
aceleracion del lado del eslabon

Como la seccidn anterior, ahora construiremos un control PD utilizando realimentacion
de la aceleracion del lado del eslabon, la ley de control esta compuesta, asi como el
anterior, un término proporcional al error de posicion del eslabon y la segunda derivada
de la posicion del eslabon. Con lo que, la ley de control sera la siguiente:

u= Kp(qref - CI) - Kv(Q)

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y
derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador son K, = 10y K, = 1y
los resultados de las simulaciones se presentan a continuacion.
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Figura 49. Trayectoria de posicion del eslabon.
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Figura 51. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

A simple vista, la ley de control implementada, no es estable para ningtn valor de ganancias.

En conclusion, se puede decir que esta ley de control no es apta para un robot con
articulacion elastica. Se esperaba que al igual que la realimentacion de la aceleracion del
lado del motor, aumente la inercia en este caso en el lado del elemento, pero no se cumple
con esto. Aunque se tenga una respuesta negativa, se da a conocer para futuras
observaciones y analisis.

5.10. Control PD combinado con realimentacion de la
jerk lado del eslabon

Ahora, para la construccion de un control PD utilizando realimentacion del jerk del
eslabon, la ley de control estd compuesta por un término proporcional al error de posicion
del eslabon, y la sobreaceleracion o jerk. Con lo que, la ley de control sera la siguiente:

u= Kp(Qref - CI) - Kv(Q)
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Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y

derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla,

la cual se presenta a continuacion.

Tabla 24. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 1 100
C3 10 100
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Figura 52. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 53. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 54. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.
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Como se puede observar, la ley de control implementada no estable para cualquier
ganancia. Se estudia el caso ya que, la sobreaceleracion o jerk, puede suavizar el
amortiguamiento de las posibles oscilaciones que presente el robot, por cambios bruscos
de movimiento.

En conclusion, esta ley de control no es apta para nuestra aplicacion y se descartaria su
utilizacion en la forma presentada.

5.11. Control PD combinado con realimentacion de la
jerk lado del motor

Ahora, para la construccion de un control PD utilizando realimentacion del jerk del
eslabon, la ley de control estd compuesta por un término proporcional al error de posicion
del eslabon, y la sobreaceleracion o jerk. Con lo que, la ley de control sera la siguiente:

u=Kp (qTef - q) - KV(é)

Donde K,, y K, deben ser definidas positivas y representan la ganancia proporcional, y
derivativa respectivamente.

Los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador se presentan en la tabla,
la cual se presenta a continuacion.

Tabla 25. Ganancias del controlador para la simulacion

Control K, K,
Cl 1 1
C2 1 100
C3 10 100
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Figura 55. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes
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Figura 56. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres ganancias.
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Figura 57. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor

Como se puede observar, la ley de control implementada para un robot con una
articulacion eléstica no estable para cualquier ganancia del controlador. Se tenia pensado
como en el caso anterior que la sobreaceleracion frene la accion de control del sistema,
pero al ser una tercera derivada, se nota mucho que afecta a la sensibilidad del sistema.

En conclusion, esta ley de control no es apta para nuestra aplicacion y se descartaria su
utilizacion en la forma presentada.

5.12. Conclusiones
En conclusion, la ventaja del control por realimentacion de los estados es que se puede
utilizar toda la informacion que nos ofrece el modelo del modelo, para generar una ley de
control, que estabilice la respuesta del sistema. Adicionalmente resulta facil de ser
implementada y tiene un coste computacional muy bajo.

Evidentemente, realizamos varias combinaciones de los cuatro estados que tiene el robot
con una articulacion elastica, las cuales, algunas presentan una estabilidad en su respuesta
y de manera completa, compensan en gran medida las oscilaciones producidas por el par
de elasticidad, mas que todo las del lado del motor como la posicion, velocidad y
aceleracion, las cuales representan un aumento en los parametros fisicos del modelo y
estos a su vez producen consecuencias en sus respuestas.
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Uno de estos es la aceleracion, que en el caso del lado de motor aumenta la rigidez del
sistema, o como la velocidad aumenta el amortiguamiento; estas dos caracteristicas son
imprescindibles para modificar la respuesta al sistema. Cabe mencionar que el jerk
amortigua la sobreaceleracion cuando existe cambios bruscos de movimiento, como
paradas imprevistas; aunque la trayectoria del perfil S de cuarto orden es suave, no se
pudo notar su accion de control en el sistema.

También vemos que otras, como la realimentacion delas variables del lado del eslabon,
que intuitivamente se piensa que es la mejor opcion para realizar el control, ya que es
lado en el cual se esta interesado, casi no aporta mucha controlabilidad en las leyes de
control propuestas.

En cuanto al consumo energético la gran mayoria de las leyes de control implementadas,
no tienen una directa de ahorro, ya que, al aumentar las ganancias, la accion de control
aumento, lo que produce aumento de potencia requerida por el actuador, que en este caso
es el motor.

Por ultimo, el inconveniente que tiene esta solucion es que, la realimentacion y las
ganancias de las mismas, son sensibles a perturbaciones y errores de modelado, lo que
provoca que, en gran medida, si se requiriera utilizar en la industria, solo se puede utilizar
en tareas que no necesitan mucha precision.

En cuanto al consumo energético la gran mayoria de las leyes de control implementadas,
no tienen una directa de ahorro, ya que, al aumentar las ganancias, la accion de control
aumento, lo que produce aumento de potencia requerida por el actuador, que en este caso
es el motor.

Por ultimo, el inconveniente que tiene esta solucion es que, la realimentacion y las
ganancias de las mismas, son sensibles a perturbaciones y errores de modelado, lo que
provoca que, en gran medida, si se requiriera utilizar en la industria, solo se puede utilizar
en tareas que no necesitan mucha precision.
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6. Control por el método de perturbacion singular

A continuacion, describiremos varios conceptos basicos para entender el desarrollo del
control para un robot con una articulacion elastica, utilizando el método de perturbacion
singular.

Para comenzar, la estructura del modelo por el método de perturbacion singular, puede
ser utilizado en sistemas donde exista la inclusion de un variable pequefia y positiva ¢ ,
la cual cambie el orden del sistema y produzca considerables perturbaciones a la respuesta
del mismo; esta variable debe de estar multiplicada por lo menos, en alguna derivada de
cualquier estados de sistema.

Por otro lado, la base fundamental del uso del método de perturbacion singular, es que la
respuesta causada por alguna perturbacion, puede eliminarse si se analiza en dos escalas
de tiempos diferentes. Esta metodologia es una de las caracteristicas principales de este
método y sera tratada en este capitulo con mas detalle.

Los hechos expuestos motivan al estudio del modelado y control por el método de
perturbacion singular, el cual tiene el objetivo para nuestro problema, tratar de controlar
la elasticidad del robot.

Para nuestro caso, se presenta un robot con una articulacion sometida a una fuerza de
elasticidad; esta fuerza, introduce deformaciones dinamicas de posicion, produciendo un
comportamiento oscilatorio en la respuesta, tal y como pudimos apreciar en el capitulo
anterior.

Cabe comentar que, al utilizar el método de perturbaciones singulares, se espera que, en
la escala de tiempo mas lenta, afecte el control solo al modelo de un robot con articulacion
rigida; esto es algo beneficioso ya que, para el control de posicion de este modelo, existe
un vasto estudio ya desarrollado en la actualidad.

Por otro lado, para el control en la escala de tiempo mas rapida, este capitulo se enfoca
en presentar dos caminos para compensar la elasticidad en el modelo del robot. Cada una
de ellas, tienen la funcién de controlar el sistema de capa limite, las cuales son
aproximaciones de la respuesta del sistema y seran explicados en detalle en las secciones
presentadas a continuacion.

Con relacion al modelado mostraremos una formulacion del método de perturbaciones
singulares de manera general y posterior aplicaremos el control a nuestro problema del
robot con una articulacion elastica.
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6.1. Definicion del método
Para comenzar consideremos la siguiente forma de expresar el modelo sistema dindmico
no lineal invariante en el tiempo, tal como en [5].

x = f(t,x,2,¢€) (6.1)

ez=g(t,x,2z¢) (6.2)

Donde (6. 1), describe la planta no lineal con vector de estados x(t) y (6. 2) definen las
variables de comportamiento asociado al problema.

Una vez definidas las funciones f y g, estas deben ser continuas y diferenciables en sus
argumentos f(t,x,z,¢),t € [0,t;],x € Dy,z € D,, € € [0,&], donde D, cR™ y D, C
R™. A continuacion, asumiremos que € =0 en (6. 1) y (6. 2); lo que resulta que la
dimension del estado del sistema se reduce de n + m a n debido a que (6. 2) cambia a la
ecuacion presentada a continuacion.

0=g(x,20) (6.3)

Ahora podemos afirmar que la forma de expresar el modelo del sistema (6. 1) y (6. 2) es
correcta, si en (6. 3) se puede determinar todas las k > 1 raices reales.

z = h;(t,x), i=12, ..,k (6.4)
Esta asuncion asegura que podamos definir un modelo n-dimensional reducido el cual

correspondera a cada raiz de (6. 4). Para obtener este modelo reducido, se debe sustituir
(6. 4) en (6. 1), con la asuncion de € = 0, asi obtener lo siguiente,

x = f(t,x, hi(t,x),0), i=12,..,k. (6.5)

Este tipo de modelo es llamado un modelo de estado casi estacionario debido a z, cuya
velocidad Zz = g/e puede ser grande cuando ¢ es pequefia y la funciéon g # 0, y pudiera
converger rapidamente a una de las raices de (6. 3), las cuales son el punto de equilibrio
de (6. 2).

Conviene subrayar que modelar un sistema por este método no es facil, ya que siempre
se debe de tener claro que parametro se podria considerar pequefio; afortunadamente para
algunos casos, el conocimiento del proceso y sus componentes nos pueden llevar a una
buena asuncion.

Adicionalmente se debe decir que (6. 5) es conocida como el modelo lento.
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6.2. Respuesta del modelo utilizando dos escalas de tiempo

Ahora hablaremos de las propiedades de tener dos escalas de tiempo en (6. 1) y (6. 2).
Las perturbaciones singulares causan un comportamiento multi-tiempo en la dindmica del
sistema, caracterizado por la presencia transitorios rapidos y lentos en la respuesta ante
un estimulo externo.

La respuesta lenta es aproximada por (6. 5), mientras que ahora toca resolver la
discrepancia entre la respuesta de este modelo reducido y el completo, al que llamaremos
respuesta rapida.

Para comprender esto, vamos a considerar el problema de resolver la siguiente ecuacion
de estado, las cuales fueron tratadas anteriormente.

x=ftxze), x(t)=E®) (6.6)

€z=g(t x,z¢), z(ty) = n(e) (6.7)

Donde é(¢) y n(e) dependen de la suavidad de € y t, €[0,t1). Ahora x(t, &) y

z(t, €) seran tratados como la notacion de la solucion del problema completo para las
ecuaciones (6. 6)y (6. 7).

Ahora al definir el problema para el modelo reducido (6. 5), solo podeos especificar N
condiciones iniciales, ya que el modelo es de orden N. Naturalmente, nosotros podemos
retener el estado inicial de x para obtener el problema reducido.

%=t hi(t,x),0),  x(ty) = &) =&, i=12, ..k (6. 8)

La solucion de la ecuacion (6. 8), se la notara como X (t);esto es debido a que la variable
z ha sido excluida del modelo reducido y sustituida por su estado casi estacionario h(t, x).
La unica informacion que se puede obtener de z después de resolver la ecuacion (6. 8), es
calcular 7 = h(t, x(t)).

Esta ecuacion, describe el comportamiento del estado casi estacionario de z cuando x =
X. En contraste con la variable original z que comienza en t, desde un n(¢) prescrito, el
estado casi estacionario Z no es libre de comenzar desde un valor prescrito y puede haber
una gran diferencia entre el valor inicial Z(ty) = h(ty, &) y el estado inicial prescrito
n(e). Por lo tanto, z(t) no puede ser una aproximacion uniforme de z(t, €). Lo mejor que
podemos esperar es que la estimacion.

z(t, &) — z(t) = 0(¢)

Se mantendra en un intervalo excluyendo t,. Eso es para t €[ty, t;]cuando t;, > t,. Por
otro lado, es razonable esperar la estimacion.

x(t, &) —x(t) = 0(¢)

Para mantener uniformemente para todot € [t;,t;], ya que
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x(to, &) — x(to) = §(e) —£(0) = 0(e)

Si el error z(t, &) — zZ(t) es O(¢) sobre [ty, t1], entonces debe ser cierto que durante el
intervalo inicial [ty, t;] (Capa limite), la variable z se aproxima a Z.

Recordemos que la velocidad de z puede ser alta porque Z = g/e. De hecho, habiendo
establecido e = 0en (6. 2), hemos hecho que el transitorio de z sea instantaneo, siempre
queg # 0.

De nuestro estudio previo de la estabilidad de los puntos de equilibrio, para que z converja
a su estado casi estacionario Z, se deben cumplir ciertas condiciones que satisfagan la
estabilidad. Tales condiciones seran el resultado del proximo analisis.

Para efectuar este analisis, es mas conveniente realizar el cambio de variables.

y =z — h(t, x) (6.9)

Esto desplaza el estado casi estacionario de z al origen. En las nuevas variables (x, y), el
problema completo es

x = f(t,x,y + h(t, x),&),x(ty) = &(¢) (6. 10)

oh dh
6}7 = g(t; X,y + h(t, x), 8) - EE — Saf(t’ X,y + h(t’ x)’ E), (6. 11)

y(to) = n(e) — h(to, & (€))

El estado casi estacionario de (6. /1) es ahora y = 0, que cuando esto es sustituido en
(6. 10) resulta en el modelo reducido de la ecuacion (6. 8). Para analizar (6. 11),
observemos que €y puede permanecer finito incluso cuando € tiende a cero y y tiende al
infinito. Por esta razon, es muy conveniente cambiar la escala de tiempo,

dy dy dy 1
s§ = a,por lo tanto,a = Z
Usando 7 = 0 como el valor inicial en t = t,; la nueva variable de tiempo t = (t —
to)/€ se estira; es decir, si € tiende a cero, T tiende al infinito incluso para un t finito, solo
ligeramente mayor que ty por una diferencia fija (independiente de ¢). En la escala de
tiempo 7, la ecuacion (6. 11) esta representada por

dy oh  oh
e glt,x,y+ (t,x),¢&) — i 8§f(t.x,y + h(t, x), €), (6. 12)

y(0) =n(e) — h(to,$(€))

Las variables t y x en (6. 12) variaran lentamente ya que, la escala de tiempo 7, viene
dado por

t =ty +er,x = x(ty + €1, €).
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El ajuste e = 0 congelaestas variablesent = tyyx = &, yreducea (6. 12) al sistema
auténomo.

dy 6. 13
=~ = gty 8.y + h(t0,6).0),  ¥(0) =1(0) = h(to, o) @19
El cual tiene un equilibrio en y = 0. Si este punto de equilibrio es asintdticamente
estable y si y(0) pertenece a su region de atraccion, es razonable esperar que la solucion
de (6. 13) alcance una vecindad de O(§) en el origen, durante el intervalo de la capa
limite.

Mas alla de este intervalo, necesitamos una propiedad de estabilidad que garantice que
y(7) permanecera cerca del origen, mientras que los parametros (t, x), los cuales varian
lentamente, se alejaran de sus valores iniciales (ty, ;). Para analizar esta situacion,
permitiremos que el parametro congelado tome valores en la region del parametro (¢, x)
[3] que varia lentamente. Supongamos que la solucion x(t) del problema reducido se
define para te[0,t;] y x(t) € D, € R™, para algin dominio D,. reescribimos (6. 13)
como

a_y =g(t,x,y+ h(t,x),0) (6.14)
ot

Donde (t,x) € [0,t;] X D, se tratan como parametros fijos. Nos referiremos a la
ecuacion 14 como el modelo de capa limite o el sistema de capa limite. A veces, también
nos referiremos a (6. /3) como una evaluacion de (6. 14), para un tiempo inicial y un
estado inicial dado. La estabilidad crucial que necesitamos para (6. /4) es la estabilidad
exponencial de su origen, uniformemente en los pardmetros congelados, como se
establece en la siguiente definicion.

Definicion 1. El punto de equilibrio y = 0 del sistema de capa limite (6. 14) es
exponencialmente estable y uniformemente en (t,x) € [0,t;] X Dy, si existen las
constantes positivas k, ¥y y po, de tal manera que las soluciones de (6. 14) satisfacen

ly @Il < klly @)l exp(=yo), Iy (Ol < po, ¥(t,x) € [0,6] X Dy, ¥z = 0. (6-15)

Aparte de los casos triviales donde la solucion del modelo de capa limite puede conocerse
en forma cerrada, la verificacion de la estabilidad exponencial del origen tendrd que
hacerse ya sea por linealizacion o por medio del analisis de lyapunov. Se puede demostrar
que si la matriz jacobiana dg/dy satisface la condicion de autovalores

(6. 16)

d
Re [/1 {% (t, x, h(t, x), 0)} < —c<0,V(t,x) €[0,t;] X D,

Luego existen las constantes k, y y p, para las cuales se cumple en (6. 15). Esto, por
supuesto, es un resultado local. Es decir, la constante p, podria ser muy pequeiia.
Alternativamente, se puede mostrar que si hay una funcion de Lyapunov V (¢, x,y), se
satisface lo siguiente.
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alyl? <V, xy) < cllyll? (6.17)

14
@g(t, x,y + h(t,x),0) < c3llyll? (6. 18)

Para (t,x,y) € [0,t;] x D, x D, donde D, c R™ es un dominio que contiene el origen; la
ecuacion (6. 15) cumple con las siguientes estimaciones.

.1
Po:P\/C1/Cz'k=\/Cz/C1.]/=C3/2C'2' (6. 19)

Enque B, c D,,.
6.3. Teorema de Tikhonov

Teorema 6.1 Considere el problema de perturbacion singular de la ecuacion (6. 6) y (6.
7) deja que z = h (t, x) sea una raiz aislada de (6. 3). Supongamos que se cumplen las
siguientes condiciones para todos [6] y [5].

(t € [0,t,],x € D,z — h(t,x) € D, 0 € [0,])

Para algunos dominios D, € R™ y D,, ¢ R™, en los que D, es convexo y D, contiene el
origen.

e Las funciones f, g, sus primeras derivadas parciales con respecto a (x,y,¢€), y la
primera derivada parcial de g con respecto a t son continuas. La funcion h(t,x) y
la jacobiana [dg(t, x, z,0)/0z] tienen las primeras derivadas parciales continuas
con respecto a sus argumentos. Los datos iniciales (g) y n(e) son funciones
suaves de ¢.

e La ecuacion de problema reducido 8 tiene una solucion tnica x(t) € S, parat €
[to, t1], donde S es un subconjunto compacto de D,.

e El origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable de (6. /4) del
modelo de capa limite, uniformemente en (t,x). sea R, € D, la region de
atraccion de (6. 13) y ,, sea un subconjunto compacto de R,,.

Entonces, existe una constante positiva £* tal que para todo 7y — h(ty,&p) € 2, y 0 <
e < ", el problema de perturbacion singular de (6. 6) y (6. 7) tiene una solucidn Unica
x(t,€),z(t,e)en[0,t;]y

x(t, &) —x(t) = 0(¢) (6.20)
z(t, &) — h(t, %(0)) — 9(t/e) = 0(¢) (6.21)

Mantenga uniformemente para t € [t,, t;], donde $(t/¢) es la solucion de (6. 13) del
modelo de capa limite. Ademads, dado cualquier t, > t,, hay €™ < &* tal que

z(t,&) — h(t,%(t)) = 0(¢) (6.22)
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Se mantiene de forma uniforme durante t € [¢ty, t;] cuando £ < £**.

Este teorema se conoce como el teorema de Tikhonov. Su demostracién usa las
propiedades de estabilidad del modelo de capa limite para mostrar que

—a(t —ty)
ly(t, e)ll < kqexp — | &6b.

6.4. Variante del modelo para una respuesta lenta y rapida

En esta seccion, damos una vista diferente al comportamiento de dos escalas de tiempo
de las soluciones de (6. 1) y(6. 2) como trayectorias en R™*™. Para simplificar la notacion,
consideramos que f y g son independientes de €. por lo tanto, consideramos la siguiente
forma mas simple de la ecuacion del sistema singularmente perturbada (6. 1) y (6. 2).

%= f(0,2) (6. 23)

ez =g(x,2) (6.24)

Primero hacemos que z = h(x), la cual debe ser una raiz aislada de 0 = g(x,z) y
supongamos que las suposiciones del teorema 6.1 satisfacen para cada raiz de g. La
ecuacion z = h(x) describe una variedad n-dimensional en el espacio de estado
dimensional n + m de (x, z). Es una solucion invariante para el sistema

%= fu2) (6. 25)

0= g(x2) (6. 26)

Dado que una trayectoria de (6. 25) y (6. 26) que comienza en una solucion de respuesta
z = h(x) permanecera en la solucion para todo el tiempo futuro. El movimiento en esta
solucion es descrito por el modelo reducido

% = f(x, h(x)) (6. 27)

El teorema 6.1 muestra que las trayectorias de (6. 23) y (6. 24), que comienzan en una
vecindad O(¢) de z = h(x), permaneceran dentro de una vecindad O(¢) de z = h(x).
Esto motiva la siguiente pregunta: ;existe alguna respuesta andloga a la solucion de
respuesta invariante z = h(x) parae > 0 ?.

Resulta que, bajo las suposiciones del teorema 6.1, hay una solucion de respuesta
invariante cercano para (6. 23) y (6. 24) que se encuentra dentro de un vecindario O (¢€)
de z = h(x). Seleccionamos la solucion invariable para la ecuacion (6. 23) y (6. 24) en
la forma

z = H(x,¢) (6. 28)

Donde H es una funcion suficientemente lisa (es decir, muchas veces continuamente
derivable) de x y €. la expresion (6. 28) define una variedad n-dimensional, depende de
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g, en el espacio de estado dimensional n + m de x, z. para que z = h(x) sea una
solucion de respuesta invariable de la ecuacion (6. 23) y (6. 24), debe ser cierto que,

2(0,8) —H(x(0,¢),e) =0 - z(t,e) — H(x(t,£),e) =0,Vt € ] c [0, 0).

Donde ] es cualquier intervalo sobre el cual existe la solucion [x(t, €), €]. Diferenciando
ambos lados de (6. 28) con respecto a t, multiplicandolo por &, y sustituyendo por x, €2
y z de la ecuacion (6. 23), (6. 24) y (6. 28) respectivamente, obtenemos la condicion
multiple,

0= g(x,H(x, £) — sg—Zf(x,H(x, g))_ (6.29)

H(x, €) debe satisfacer para todo x en la region de interés y todo € € [0,&5].ene =0, la
ecuacion diferencial parcial (6. 29) degenera en,

0= g(x, H(x, 0)).

Lo que muestra que H = (x,€). yaque 0 = g(x, z) puede tener mas de una raiz aislada
z = h(x), podemos buscar una solucion invariante para la ecuacion (6. 23) y (6. 24) en
la vecindad de cada raiz. Se puede demostrar que existe €* > 0 y una funcion H(x, €)
que satisface la condicion multiple para todo € € [0,&"] y,

H(x,&) — h(x) = 0(¢).

Para acotado x. la solucion invariante z = H(x, €) se llama una solucion lenta para (6.
23) y (6. 24). Para cada solucion lenta, corresponde un modelo lento.

x = f(x, H(x, s))
Que describe exactamente el movimiento en esa variedad.

En la mayoria de los casos, no podemos resolver la condicion multiple (6. 29)
exactamente, pero podemos aproximar H(x, €) arbitrariamente de cerca como una serie
taylor en ¢ = 0. El procedimiento de aproximacion comienza sustituyendo a (6. 29) por
una serie Taylor para H(x, €),

H(x,€) = Hy(x) + eHy (x) + e2Hy(x) + -+

Calculando Hy(x), H,(x) y asi sucesivamente, por términos de ecuacion de potencias
similares de €. esto requiere que las funciones f y g sean continuamente diferenciables
en sus argumentos una cantidad de veces suficiente. Esta claro que Hy(x) = H(x,0) =
h(x). La ecuacion para H, (x) es

P oh
% (3, R0 Hy () = 5~ f (x, h(x))

Y tiene una solucion unica si el dg/dz de jacobiano en z = h(x) es no singular. La no
singularidad del jacobiano esta implicita en la condicion de valor propio.
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Similar a H;, las ecuaciones para términos de orden superior seran lineales y
solucionables si el jacobiano dg/dz es no singular. Para introducir la nocion de una
variedad rapida, examinamos la ecuacion (6. 23) y (6. 24) en la escala de tiempo t =
t /€. Ene = 0, mientras z(t) evoluciona de acuerdo a,

% 9.2,
Acercandose al punto de equilibrio z = h(x(0)); este movimiento describe las
trayectorias (x,z) en R™™, que, para cada x(0) dada, se encuentran en una solucion
rapida F, definida porx = x(0) = constante y desciende rapidamente a la solucion z =
h (x). para € mayor que cero, pero pequefio, las soluciones rapidas son foliaciones de
soluciones que se acercan rapidamente a la variedad lenta.

6.5. Aplicacion del método de perturbacion singular al

modelo del robot
Ahora, para modelar el robot, asumiremos que estd compuesto solo por una articulacion
elastica; utilizaremos las ecuaciones (2. 8) y (2. 9), que fueron descritas para el modelo
dinadmico del robot. Cabe notar que todas las definiciones de cada variable se explican en
el capitulo 2.

Para comenzar, recordaremos las ecuaciones (2. 8) y (2. 9), las cuales son

L 0 .8 (6. 30)
]eq+beq+K(q—N>+B q—ﬁ + MgLsen(q) =0 )

, . K /6 B(6 1

1m9+bme+ﬁ(ﬁ—q)+ﬁ(ﬁ—q>=KaKme (.31

A continuacion, como fue descrito en la seccion anterior, la constante que debemos
seleccionar de &, debe ser pequefia y positiva y por lo menos, tiene que estar multiplicada
por la derivada de una variable del modelo; por lo que, es evidente que seleccionaremos
a la constante de rigidez (K) para nuestro caso, ya que es nuestro objetivo de estudio [7].

Si identificamos K, lo que se puede decir es que siempre, presenta un valor muy grande
y finito, por lo que podemos definir a € como,

=1/, (6.32)

Una vez definido &, ahora debemos definir z; por conveniencia, z la definiremos como la
fuerza eléstica de la articulacion y Ty, la accion de control del sistema . En consecuencia,
tomaremos a T, y Z como,

6 6.33
Z=K(q—ﬁ); T = Kgms Ky = KoKy, - ( )

Una vez definidas estas variables, procedemos a reemplazar (6. 33)en (6. 30) y(6. 31).

. be. ~z Be  MgLsen(q) (6. 34)
+=g+—+—z2+———==0 :
TR T e

59



bamg_ L,y B, Kamt (6.35)
Jm  JmN JmN Jm

Dividiendo (6. 35) por -N y sumandolo a (6. 34) se obtiene,

b, . b, z Be K,Kn,au z Be MgLsen(q)
&Z———0+—q+ + zZ+ +—+—Zz+——=0
TN 0 U TN T N2 T TN e e Je
Donde,
B B b, b, by 1 11 Kgnu
R e e B e B e
TR RS VR S T A A
MglLsen(q)
Je
Por ultimo, obtenemos el modelo en términos de q y z es
4 =a,q9+Az+ asez + aysen(q) (6. 36)
L . (6.37)
gZ=azq+auez+ A,z + Bou + azsen(q)
Donde,
[be] MgL] b, bm]
a; = —|— a, = |- az; =—|———
R ’ Je U olUe m
ot 7 4 =[]
Ay = — _ —_— A = — |— = — |—
C UV e ’ Ye ol
A, = —[ +—] B, = ——
0 UnN? T ImN

La ecuacion (6. 36) y (6. 37) seran consideradas como nuestro modelo de perturbacion
singular y desde este punto se hara el analisis del mismo para determinar la mejor opcion
de control.

6.6. Definicion del control
Para comenzar, nos basaremos en los conceptos expresados en la seccion 6.2, el cual
considera que, el modelo, esta caracterizado por dos transitorios, uno rapido y otro lento;
para el transitorio lento, la accion debe ser elegida para el sistema estandar o llamado
modelo de estado casi estable (6. 5), el cual como se detallo debe tener una tinica solucion;
por conveniencia la accién de control estara definida en términos de la variable posicion
del eslabon.

Mientras para la respuesta rapida necesita un control disefiado para que compense la
variable de perturbacion y no afecte al modelo de estado casi estable.

Por tanto, nuestra accion de control, debera estar expresada por una accion de control para
la respuesta lenta y otra para la rapida, con lo cual tendremos lo siguiente.
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U = Ugion (9,4, 1) + €Usase(2, 2,4, 4, 1) (6. 38)

Donde usqs; no contiene algiin término de orden 1/¢ o mayor y esta disefiado para
compensar la accion de la variable de perturbacion; ug,, en términos generales esta
disefiado para compensar la correccion de la variable de control del modelo sin la variable
de perturbacion.

Referencia + Accionde | q
control Robot >
i lento +
Accion de
control
rapido

Figura 58. Diagrama de control por el método de perturbaciones singulares

A continuacion, asumiremos que € = 0 en (6. 36)y (6. 37), teniendo el siguiente resultado,

G =ai1q+ Az + aysen(q) (6. 39)

0 =azq+ A,z + Bu + azsen(q) (6. 40)

Como resultado de despejar z en (6. 40), tal como se expresa en (6. 5), es decir definimos
h(t, x), obtenemos lo siguiente,

z= A, ~azq — A,z — Byu — aysen(q)] = h(t, x) (6.41)
Ahora procederemos a sustituir (6. 47) en (6. 39), obteniendo lo siguiente,
4 = @oq + @15en(q) + Byu. (6.42)
Donde,
Po= @™ A1A2'1a3 ¢ =a; - A1A2_1a2 By = _[AlAZ_lBZ]

La ecuacion (6. 42) sera nuestro modelo reducido, modelo de estado estacionario o
modelo lento. Como se puede observar, (6. 42) presenta una caracteristica muy
importante, y es que es equivalente al modelo de un robot con articulacion rigida, la cual
no toma en consideracion la fuerza de elasticidad en la articulacion. Esta conclusion sera
muy importante ya que, nosotros podemos incluir al modelo lento cualquier control; para
robots con articulaciones rigidas existe mucha informacion ya investigada.
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Por otro lado, nos queda atn el problema de controlar la fuerza de elasticidad, la cual
como detalla en las definiciones presentadas en este capitulo, debe de tener una accion de
control mucho mas rapida.

6.6.1. Control para la respuesta lenta

Con respecto a la respuesta lenta, habiamos establecido que la ecuacion (6. 42), es
equivalente al modelo de un robot con articulacion rigida, por lo cual es muy conocido su
comportamiento en presencia de diferentes tipos de controladores. Para nuestro caso,
utilizaremos un control PD para regular la posicion de la articulacion.

Ahora para nuestro proposito, volveremos a enunciar la ecuacion (6. 42) a continuacion,
4 = @oq + @15en(q) + Bou

El principal propoésito del controlador es que la posicion el eslabon g, siga fielmente la
trayectoria gy¢s, por lo que podemos decir que es necesario que el error de seguimiento
de trayectoria sea cero, entonces podemos definir lo siguiente,

(drer = §) + Ko(Grer = Q) +Kp(drer —q) = 0 (6.43)
Despejando la accion de control se tiene lo siguiente,
Usiow = Bo ™[4 = poq — ¢15en(q)] (6. 44)
Donde tenemos que, para el seguimiento de trayectoria (6. 43), se tiene
(6. 45)

q = qref + Kp(qref - C[) + Kv(CIr'ef - q).

Donde K, es la accion proporcional, K, la accion derivativa, Grer €s la trayectoria de
referencia de la aceleracion, g, es la trayectoria de referencia de posicion y gy¢r es la
trayectoria de referencia de velocidad. Ahora incluyendo (6. 45) en (6. 44) tenemos lo
siguiente,

Ustow = Bo_l[i['ref + K, (q — qref) + Ky (4 — Grer) — 9oq — @15en(q)] (6. 46)

Se puede mencionar que se pudo haber utilizado cualquier otra estrategia de control para
definir uggyy, -

6.6.2. Primera variante de control para la respuesta
rapida

Ahora necesitamos definir un procedimiento para compensar la respuesta rapida, para
esto nos basaremos en la seccion 6.2; para comenzar, anteriormente se obtuvo el modelo
reducido (6. 42), el cual no toma en cuenta la variable z, ya que fue sustituida por (6. 41).

Es decir, la tnica informacion que tenemos de z, puede ser su propia solucion en (6. 41),
la cual es llamada Z; pero, como se describe anteriormente, esta solucion no se la puede
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contemplar como una respuesta correcta. Lo que mejor se puede hacer es que se cumpla
lo expresado en (6. 9), la cual asume que cumpliendo los requisitos del teorema de
Tichonov, esta solucion cumple con ser la solucion a la respuesta rapida del modelo.

Primeramente, expresaremos a la accion de control en u en (6. 37) por (6. 38), obteniendo
lo siguiente,

£Z = a3q + a4z + Ayz + ByUgow + Balgqse + azsen(q). (6.47)

Para el analisis, ahora debemos de realizar el cambio de variable detallado en (6. 9).

& = azq + +a,e(y + h(t,x)) + A;(y + h(t,x)) + BoUsiow + Balisase (6. 48)
+ a,sen(q)

Este cambio de variable y el ajuste de € = 0, es con el proposito que la ecuacion
resultante nos mantenga en una region de respuesta limite, en el cual mantenga el sistema
estable.

ey = azq + A, (y + A, ' [—asq — A2z — Byugew — azsen(q)]) (6. 49)
+ Bzuslow + Bzufast + azsen(Q)

Por ultimo, utilizaremos el resultado del andlisis descrito en la seccion 6.2, para describir
la ecuacion como en (6. 14), obteniendo lo siguiente.

ey = Ay + Bzgufast (6. 50)

De acuerdo a la definicion 1. La respuesta de (6. 50), debe ser exponencialmente estable
¢ uniforme en toda su trayectoria. Para resolver esto, necesitamos definir un usqg, que
cumpla estas condiciones, por lo tanto por conveniencia lo definimos como,

Wrase = —Kpy = —Kpz (6.51)

Sustituyendo (6. 51) en (6. 50) se tiene lo siguiente,
£J = Ayy — BoeKry. (6.52)

Como se observa, (6. 52) y de acuerdo al teorema de Tychonov, la meta del disefio del
controlador es obtener una ecuacion exponencialmente estable y para la trayectoria, con
anterioridad sabemos que la cursa en S de cuarto orden no posee saltos en su trayectoria,
con lo cual cumple con lo descrito.

Por ultimo, el control para la respuesta rapida quedara definido como,

]

Ahora que tenemos, toda la respuesta, nuestra accion de control quedaria asi,
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u= BO_l[q.ref + Kp(qr.ef - CI) + Kv(qr.ef - CI) - <P051 - (plsen(q)]
7]
— K g —
(r7)

6.6.3. Segunda variante del control para la respuesta
rapida
En el andlisis anterior, la parte del control lento se disefié con la asuncion de € = 0,

logrando obtener un resultado estable, dentro de una region aproximada a la solucion del
modelo [7].

(6. 54)

Para darle una mayor complejidad, se puede ampliar la validez del control lento mas alla
de € = 0. Para esto se puede expresar la accion de control como una expansion de una
seria de Taylor, la cual como vimos en la seccion 6.4 puede mantener la evolucion del
sistema dentro de una region estable.

Como hemos comentado, para dar otra perspectiva al método de perturbaciones
singulares; a continuacion, nos basaremos en los conceptos expresados en la seccion 6.4,
el cual aproxima la solucion invariante z = h(x) como una serie de Taylor.

Primeramente, como utilizaremos para el modelo del robot una expresion definida en una
seria de Taylor, se asumird que nuestra accion de control, debera estar expresada de la
misma manera, con lo cual tendremos lo siguiente.

u=1uy+ euy + e2uy + - (6. 55)

Abhora, utilizaremos el modelo descrito en (6. 36) y(6. 37) para proceder con nuestro
analisis. El procedimiento de aproximacion comienza sustituyendo en (6. 36) una serie
Taylor para H(x, €), definida de la siguiente forma,

h=hy + chy + €2hy + - (6. 56)
Una vez reemplazado (6. 56) en (6. 36), se tiene lo siguiente,
g(hg + ehy + 2Ry + -+
( 0 1 2 ) . (6 57)

= a3f[ + a4€(h0 + Shl + Szhz + "') + Az(ho + Shl
+ &2hy + ) + azsen(q) + By(ug + euy + e%uy + )

Ahora, para mejor comprension clasificaremos a cada variable como potencia de € [7].

£%:0 = azq + azsen(q) + Byug + Ayhy (6. 58)

€% hy_q = aghy_q + Ayhy, + Byu, (6. 59)

La variable n, representa la potencia de €.Una vez, clasificado cada miembro, se realiza
una recursion para determinar cada elemento de (6. 56).

ho = A '[—asq — Byug — azsen(q)] (6. 60)
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hn = Az_l[hn.,.—l — a4hn._1 — Bzun] (6 61)

Podemos observar que el resultado (6. 60) es equivalente a (6. 41), el cual era una
validacion del procedimiento que se detalla en la seccién 6.5. A continuacion se procedia
a sustituir h como (6. 56) en (6. 39). Esta sustitucion se la puede realizar hasta el grado
de precision deseado para €.

G =a;q+ Ay(hg + €hy + €2hy + -+ ) + azsen(q) (6. 62)

Sustituyendo cada variable h de (6. 62) por (6. 60) y cada potencia de € evaluado en la
ecuacion (6. 61), se obtiene lo siguiente,

i§ = (a1 — A1Ay "a1)q + (az — A4y "ap)sen(q) — A4, Boug
+ eA14, 7 ho — aghy — Bouy | + -+ (6. 63)
+ snAlAz_l[hr;q — aghy_q — Bzun]

Para mayor comodidad, los términos de potencias mayores a 2, se denominaran P (£™32).
Ahora nos podemos dar cuenta que (6. 63) tiene algunos parametros de (6. 42), por lo que
podemos expresarlo de la siguiente forma.

G = @oq + p15en(q) + Boug + A1 4,7 Ry — ashy — Bouy| + P(e™32) (6. 64)

Nuevamente obtenemos un modelo reducido, en el cual podemos observar que podemos
realizar una accion correctiva para cualquier orden de €. Por otro lado, para el valor de
u, reutilizaremos la ecuacion (6. 46) que previamente fue calculada, para determinar la
accion de control procedente del resultado de obtener un modelo equivalente al robot con
articulacion rigida. Cabe recordar que la accion de control elegida para (6. 46), fue un
control PD, el cual fue disefiado para la tarea de seguir una trayectoria de referencia [7].

Uy = BO_I[Qref + Kp(Qref - Q) + Kv(CIr'ef - CI) - <Pofl - (plsen(Q)]

Ahora, debemos compensar la fuerza de elasticidad, para esto el control u; esta disefiado
para ser eliminado del termino de &, de la siguiente manera,

uy = B, [hy — agho)- (6.65)
Como podemos observar (6. 65) debe de estar en funcion de las variables del modelo, por

lo que a simple vista, debemos derivar a hy que fue determinado en (6. 60). A
continuacion, se presenta un breve resumen de la accion de control determinada.
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Tabla 26. Resumen del control por el método de perturbaciones singulares, cuando
suponemos que £>0.

Modelo del 4 =a,q+ Az + asez + a,sen(q)

sistema: £Z = azq + asez + A,z + Byu + azsen(q)

U =uy+ euy + %uy + -

Asunciones: h = hy + ehy + e2hy + --
., Ug = Bo_l[Qref + Kp(q - qref) + Kv(q - gr'ef) —Qoq — Qolsen(Q)]
Accion de uy = B, [ho — ayhy).
control: 1 )
ho = A, "[—a3q — Byuy — azsen(q)]
6.7. Resultados

En cuanto a los resultados obtenidos, para simplificar la comparacion con los otros
controladores, el modelo del robot de una articulacion elastica se basara en las
condiciones de modelado descritas en el capitulo 2 y, ademas, se utiliza el perfil S de
cuarto orden, con el objetivo de verificar la capacidad del control para el seguimiento de
la trayectoria. Por tltimo, se incluye el efecto de la gravedad en el modelo del robot.

La accion de control, como fue descrito en un control lento y un control rapido, en el cual
se ha descrito dos variantes; para ilustrar la importancia de cada controlador, primero
comenzaremos por observar el comportamiento del controlador lento; luego la primera
variante del control rapido y la union de los dos, y por ultimo analizaremos la segunda
variante del control rapido.

El control de la respuesta lenta estd compuesto de un término proporcional al error de
posicion, un término proporcional al error de velocidad, otro termino proporcional a la
velocidad y otro para comenzar la gravedad; todo esto del lado del eslabon. A
continuacion, se puede observar nuevamente el control.

u= Bo_l[éI.ref + Kp(CIref - Q) + Kv(Qr.ef - CI) - fpoq - (plsen(Q)]

Ahora los valores correspondientes a la sintonizacion del controlador son K, = 100,
K, = 10 y Kf = 0. A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Posicion del eslabon

Ref.

simulacion

Radianes

-5 : :

0 1.0038 2.0075 3.0112

Time(s)

4.015

Figura 59. Resultados de la simulacion de la posicion del eslabon.

4.015

Velocidad del eslabon
2000
Ref.
simulacion
1000 -
Va)
~
3
g 0
=
3
[Nt
-1000 r
-2000 ' ' :
0 1.0038 2.0075 3.0112
Time(s)

Figura 60. Resultados de la simulacion de la velocidad del eslabon.

Torque del motor

simulacion

15 X 10 Potencia del motor
- — 200
o 100
3T £
= 0
0 -100 |
5 ‘ ‘ : ‘ 200
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015 0
Time(s)

1.0038

2.0075
Time(s)

3.0112

Figura 61. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el

torque del mismo a la derecha.

Como se puede observar, el control lento, el cual es un controlador PD, no estabiliza el

sistema como ya lo habiamos deducido en el capitulo de realimentacion de estados;
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adicionalmente las dos ganancias de velocidad del eslabon y la compensacion de la
gravedad casi no presentan ninguna compensacion, por lo que por si solo no es un buen
controlador.

Ahora se presenta las modificaciones del controlador PD para K;, = 10,K,, = 100y Ky =
0.

’ 1% ]070 Posicion del eslabon
Ref.
1+ simulacion
3
2 0
3
~§
S
2t
_3 1 1 1 |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)

Figura 62. Resultados de la simulacién de la posicion del eslabon.

: ><1073 Torque del motor
0.5¢
g
= 0 ‘\&
-0.5
_1 L 1 1 |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 63. Resultados de la simulacién de la posicion del eslabon.

En ambos ejemplos, podemos observar que cambiando las ganancias proporcional y
derivativa no tiene mucho efecto en la accién de control, por lo que por si solo el
controlador lento no estabiliza la respuesta del sistema.

Ahora modificaremos la ganancia K para observar su efecto en el sistema, y las
variaciones de esta ganancia se presenta a continuacion.
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Tabla 27. Disefio del controlador disefiado en simulaciones.

Control K, K, K,
Cl 0 0 10
C2 0 0 100
C3 0 0 1000

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.

Posicion del eslabon

Radianes

2 ' ' ' '
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 64. Resultados de la simulacion de la posicion del eslabon para la variacion de
Kfen C1, C2 y C3.

Velocidad del eslabon
w
~
w
\S)
N
S
=
3
8
2t
_4 1 1 1 |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)

Figura 65. Resultados de la simulacion de la velocidad del eslabon para la variacion de
K¢en C1,C2 y C3.



Nm

Potencia del motor

Torque del motor 507
02r Cl
\ ﬁ\ &
N C3
o1t oL —
e 7
0l " .
-0.1 C1 -50
2
3
-0.2
03¢ . ) -100 : : '
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015 0 1.0038 2.0075 3.0112
Time(s) Time(s)

Figura 66. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el
torque del mismo a la derecha; para K¢ en C1, C2 y C3.

Como podemos observar el control rapido de alguna manera corrige el error de posicion
del eslabon y entre mas grande Ky, menos correccion existe. De acuerdo a lo enunciado
para que Usqgsea mas rapido que Ugy,, la variable Ky debe de ser menor a 1/e. En
nuestro caso Ky debera ser menor a K, que para nuestro trabajo tiene un valor de 7000.

Una vez, establecido la importancia de cada regulador, es hora de juntar ambos y verificar
si la accion de control en conjunto mejora drasticamente la estabilidad del sistema y logra
reducir el par de elasticidad.

Para esto, se presenta las modificaciones del controlador combinado con las ganancias
K, = 100, K, = 10 los cuales no controlaban el sistema y Ky = 1, ya que fue la que
mejor resultados dio. A continuacion, se presentan los resultados de las simulaciones.

Posicion del eslabon

8-
6t
5
S
i L
= simulacion
2t
O 1 1 1 I
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 67. Resultados de la simulacion de la posicion del eslabon.
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Velocidad del eslabon

4 -
Ref.
simulacién

3 |

2

w

s

S 2r

=

3

~

1 L
0 . 1 . 1
0 1 2 3 4 5

Time(s)
Figura 68. Resultados de la simulacion de la velocidad.

Potencia del motor Torque del motor

simulacion

100 021

simulacion

50 -

w
o
Nm

-50

-0.2
4.015 0

-100

1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

2.0075
Time(s)

0 1.0038 3.0112

Figura 69. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el
torque del mismo a la derecha; para K¢ en C1, C2 y C3.

Tabla 28. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 1.308-107* 0.001 1.884
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0.0015 2.582 6.282/3.316

Como observamos el control con doble regulador, estabiliza al sistema correctamente; los
errores de posicion y velocidad son muy bajos y el consumo de energia a diferencia de
los anteriores, es mucho menor. Nos podemos dar cuenta que la accion de control rapida,
compensa perfectamente el par elastico y el control normal el cual es idéntico al control
de un robot rigido, hace un perfecto seguimiento de trayectoria.

En conclusion, este controlador sirve para robots con articulaciones elasticas, ya que
ademas de seguir fielmente la trayectoria, realiza la compensacion de la elasticidad,
disminuyendo la accion de control para el control directo.
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Ahora, nos enfocaremos en medir la estabilidad del sistema variando Ky, para analizar las
dos escalas de tiempo afectan al sistema y como se contempla en forma simulada la
estabilidad por Tikhonov. A continuacion se presenta las variaciones de Ky en la siguiente
tabla.

Tabla 29. Disefio del controlador disefiado en simulaciones.

Control K, K, K,
Cl1 10 100 1
C2 10 100 10
C3 10 100 100

5 Posicion del eslabon
Ref.
C1
10 - 2
c3
5]
g
S st —
3 /
~ /
0 -
-5 ' ' ' |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 70. Resultados de la simulacion de la posicion del eslabon.

Velocidad del eslabon
100 r
Ref.
C1
c2
W L C3
= 50
[\5)
N
3
3
s O0r—m
_50 1 1 1 |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)

Figura 71. Resultados de la simulacion de la velocidad del eslabon.

72



C1

w

Potencia del motor

C1
C2
C3

Nm

0 1.0038

2.0075
Time(s)

3.0112 4.015 0 1.0038

Torque del motor

2.0075 4.015

Time(s)

3.0112

Figura 72. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el
torque del mismo a la derecha; para K¢ en C1, C2 y C3.

De acuerdo a lo enunciado para que Usqg.S€a mas rapido que U,y , la variable Ky debe

de ser menor a 1/¢ y mayor a 0 para que el sistema siempre se encuentre dentro de la
region limite a la respuesta de compensacion de elasticidad. En nuestro caso Ky debera

ser menor a K, que para nuestro trabajo tiene un valor de 7000.

Por ultimo, desarrollaremos la segunda variante del control rapido, la cual solo utiliza las
ganancias K, y K,. A continuacion, se presenta las variaciones propuestas para la
simulacion en la siguiente tabla.

Tabla 30. Disefio del controlador disefiado en simulaciones.

Control K, K,
Cl 1 1
C2 10 1
C3 1 10
A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
g Posicion del eslabon
6 L
2 40
g
S Ref.
"§ 5 1
- €2
& 3
0 -
_2 | | | |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)
Figura 73. Resultados de la simulacién de la posicion del eslabon.
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Velocidad del eslabon

Radianes/s

_1 | | | |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015
Time(s)
Figura 74. Resultados de la simulacion de la velocidad del eslabon para la variacion de
Kfen C1,C2 y C3.
Potencia del motor
100 1
C1
2
50 C3
= o -
-50
- 1 00 | | | |
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 75. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el
torque del mismo a la derecha; para K¢ en C1, C2 y C3.

Torque del motor

0.4

Cl

C2
0.2+ a3

- \/
\
0.2
0.4 ' ' ' ;
0 1.0038 2.0075 3.0112 4.015

Time(s)

Figura 76. Resultados de la simulacion de la potencia del motor en la figura de la izquierda y el
torque del mismo a la derecha; para K¢ en C1, C2 y C3.
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Tabla 31. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 0.007 1.133 0.963
2 1.298 1.906 0.658
C3 0.44010* 0.045 1.906
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0.5972 2.628 6.319 — 4.015
2 0.217 2.632 6.295 — 3.423
C3 0.161 2.594 6.292 — 2.928

Como se puede observar la segunda variante del control por el método de perturbacion
singular, regula de mejor manera que la anterior, con menos ganancia del regulador.

Esto se debe a que el control rapido esta disefiado para que sea una aproximacioén a la
region limite de compensacion de la elasticidad, que a diferencia de la primera variante.

En conclusion, esta variante funciona correctamente, ademas, también se produce un
consumo menor de energia, ya que como el caso anterior se divide la accion de control
en el regulador del modelo simple y la compensacion de la elasticidad.

Cabe indicar que ambas variantes funcionaron correctamente, gracias a la buena seleccion
de la variable de perturbacion, ya que conociamos el comportamiento de las variables
fisicas del robot con articulacion elastica.

6.8. Conclusiones
En conclusion, la ventaja del control por el método de perturbacion singular es dividir el control
en dos escalas de tiempo, donde la escala mas lenta nos presenta un modelo reducido del robot
rigido, en el cual se puede utilizar cualquier tipo de controlador, que en la actualidad esta mas que
estudiado por la comunidad cientifica. Luego para escala mas rapida, el control compensa el par
de elasticidad del robot directamente.

Para la primera version, las asunciones se basaron en el teorema de Tykhonov, donde el objetivo
es disefiar una capa limite exponencialmente estable, y al mismo tiempo se tiene que converger
el error de seguimiento de trayectoria en el estado casi estable, esto suponiendo que exista un
valor pequefio de un &, que haga que esta capa limite sea mucho mas rapida.

Para la segunda version, también se basa en el teorema de Tykhonov con la tnica diferencia que
la respuesta de la capa limite sea una aproximacion de Taylor, el cual no necesite de manera
algebraica resolver determinar su funcion. Cabe mencionar que si se presenta en la vida real mas
perturbaciones en el sistema, se puede utilizar mas variables en el orden de € para la seria de
Taylor.

Por otro lado, para la primera variante, de acuerdo a los experimentos propuestos, se nota que por
si solo la accion lenta no regula el sistema, sino que necesita de la accion rapida para tener un
mejor control.

En cuanto al consumo energético, se nota que al separar la accion de control divide el esfuerzo de
cada uno, logrando una disminucion de la accion de control, esto equivale a que el motor no tenga
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sobresfuerzo para seguir la trayectoria fielmente. Ademas, se nota que a pesar de tener presente
la accion de gravedad no pierde la trayectoria, con lo que se podria decir que es menos sensible a
perturbaciones que los casos mencionados anteriormente.

Por 1ltimo, el mayor inconveniente es que el método de perturbacion singular esta limitado al
teorema de Tykhonov, el cual tiene una débil justificacion tedrica para tratar la estabilidad, ya que
como hemos visto, la compensacion de cada ganancia se lo realiza de manera intuitiva y existe
solo detalles o procedimientos para establecer una regulacion para estabilizar el sistema.
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7. Control LQR

El controlador linear cuadratico (LQR) es una estrategia de control 6ptimo, el cual se basa
en minimizar el costo de la accion de control, para que un sistema dindmico linear,
expresado en la forma de variable de estados, obtenga una respuesta de acuerdo a una
trayectoria Optima definida de antemano, para cualquier variable de estado del sistema.

Esto quiere decir que si tenemos una trayectoria Optima entre los instantes ¢, y un instante
determinado t, podemos utilizar esta metodologia para calcular una trayectoria proxima
a la optima entre el instante ¢, y un instante final t; <t , la cual, el coste de la accion de
control, no deba ser mayor que el valor de coste para la trayectoria 6ptima.

De acuerdo a lo expresado, nos enfocaremos en disefiar un control LQR para un robot
con articulacion elastica, debido a que, en el uso cotidiano de articulaciones elasticas en
robot colaborativos, requiere una mejora drastica en el comportamiento dinamico del
movimiento, con el objetivo de disminuir el error de posicion, asi como también
considerar de manera cuantificada el consumo energético que requiera la articulacion para
generar su movimiento.

Por otro lado, el control LQR garantiza que el sistema alcance el estado estable, pero no
garantiza que, en cada instante de muestreo, el modelo, deba seguir la trayectoria; por lo
que, resulta interesante integrar al proceso un compensador que ayude al esquema de
control a seguir una trayectoria deseada durante todo el intervalo de tiempo. En este
sentido, se puede mejorar la precision de posicionamiento y generar bajos errores de
seguimiento de trayectoria teniendo en cuenta el bajo consumo energético que requiera la
accion de control.

7.1. Control LQR

Para definir el método general del control LQR, daremos un detalle general sobre esta y
nos enfocaremos con mas profundo al seguimiento de trayectoria.

En primer lugar, consideremos un sistema discreto lineal, descrito en forma de variable
de estados como se ve en (7. 1) y (7. 2). Ademas, asumiremos que todos los estados estan
disponibles para su medicion, es decir que el sistema es observable.

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (7.1)
y(k) = Cx(k) (7.2)

Cabe indicar que k, representa el estado temporal que se encuentra el sistema. Ahora,
para el sistema queremos calcular la ley de control u(k), tal que el sistema pase de un
estado inicial a uno final, de tal manera que el coste de la accion de control sea la minima;
para esto se tiene una ecuacion J, llamada ecuacion de coste, el cual debe de tener
involucrado todas las variables de interés, para lograr un control 6ptimo. Por tanto, esta
funcién de coste viene dado por, la cual es una funcion cuadratica.
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N-1
1 1
J =52 QN )X(N) +5 > x()T Q) + () R(u(k) (7.3)
k=i

La funcidn en (7. 3), se lo puede tratar como el costo total que requiere el control para la
transicion de un estado inicial a uno final. Ademas, podemos decir que, Q(k) es la
penalizacion de las variables de estado x, para que el modelo consiga seguir la trayectoria
eficientemente, Q¢ (k) es la penalizacion del modelo para llegar a la posicion final, R (k)
es la penalizacion del control que determina el gasto energético del sistema, x(k) es el
vector de estados y u(k) es el vector de entrada; siendo N el instante de tiempo final y k
cada instante de tiempo.

Las matrices Qf, @ Y R deben cumplir el siguiente requerimiento:

e Q,Q=0yR>0

Esto quiere decir que las matrices Qf y Q deberan ser simétricas y no negativas, mientas
R debera ser definida positiva y simétrica.

Esta funcion de coste esta dada por la ley de control realimentacion de estado,
u(k) = —K(k)x(k). (7.4)
Con K fijado en
K(k) = R(k) " 'B(k)TS(k). (7.5)

Donde S es la solucion unica a la ecuacion de riccati; esta ecuacion puede ser resuelta
por herramientas numéricas en algebra lineal.

S=AR)T(Sk+1)1 + B(k)R(k)‘lB(k))_lA(k) + Q(k). (7. 6)

Con las ecuaciones (7. 4), (7. 5) y (7. 6), podemos obtener una ganancia 6ptima en cada
instante, hasta un tiempo finito final.

7.2. Control LQR con seguimiento de trayectoria

Ahora, necesitamos disefiar un sistema de control que ayude al sistema a seguir una
trayectoria deseada durante cada instante de tiempo. Estas estrategias tienen una notable
importancia en el control de robots.

Para esto, primero utilizaremos la forma de ecuacion de estado discreto (7. 1) y (7. 2) para
definir nuestro modelo. Por otro lado, se define una trayectoria de referencia r(k) la cual
este descrita para todo el intervalo de tiempo [t,, N]. Ahora, utilizaremos (7. 3) como
funcién de coste e incluiremos esta referencia, teniendo lo siguiente,
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1
] = 5 (Cx V) = r(N)T QN (Cx(N) = r(NY)
= 7.7
+5 2 (€x(R) = ()T QUACx () = (k) + u)RGYu(K).
k=i

Las matrices Qf, @ Y R deben cumplir el siguiente requerimiento:

i Qf,QZOyR>O

Esto quiere decir que las matrices Q5 y @ deberan ser simétricas y no negativas, mientas
R debera ser definida positiva y simétrica. Adicionalmente el valor de x(N) no esta
restringido [8].

Una vez definido la funcion de coste, la ley de control por realimentacion de estado, esta
fijado en,

u(k) = —R7BTA(k + 1); x(k + 1) = f(x(k), u(k)) (7. 8)

Ademas, el sistema de co-estado es el siguiente,

A(k) = (i)T Ak + 1) + CTQCx(k) — CTQr(k) (7.9)
ax (k)

Por ultimo, la condicion estacionaria y limite sera la siguiente,

_(of
0= (m) Ak + 1) + Ru(k) (7. 10)

A(N) = CTP(Cx(k) — r(k)). (7.11)

Una vez definidas las condiciones, la accion de control (7. 8), se lo puede expresar de la
siguiente manera.

_ o[ 9N
u(k) = —R 1(W) Ak + 1) (7.12)

La entrada jacobiana en (7. 12), es decir la derivada df /du(k), es no lineal, de modo que
la retroalimentacion serd también no lineal asi como también el co-estado. En conclusion
el efecto de agregar la referencia r(k) al modelo del sistema, adhiere dos términos
adicionales a la ecuacion del regulador, lo que hace que el sistema hamiltoniano no sea
homogéneo, como lo vemos a continuacion.

A —BR7'BT|[ x(k)

[x(k+1)] :[CTQC il A(k+1)]+[_COTQ]r(k) (7. 13)

A(k)
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Como observamos, no podemos expresar el control como una retroalimentacion de
estado; sin embargo, se puede expresar u(k) como una combinacion de una
retroalimentacion lineal de los estados mas un término que depende de r(k). Para hacer
esto, debemos asumir para todo k < N lo siguiente,

A(k) = S(k + Dx(k) — v(k) (7. 14)

Donde S(k)y v(k), seran matrices auxiliares todavia desconocidas. Se puede ver que
S(k) es una matriz nxn y v(k) es un vector de dimension n, donde n es el nimero de
variables de estado.

Para determinar estas variables sustituiremos (7. 14) en (7. 13), obteniendo lo siguiente.

x(k+1)=Ax(k+1) —BRBTS(k + Dx(k+ 1) + BR™'BTv(k + 1) (7. 15)

Al resolver para x(k + 1) se tiene,

x(k +1) = (I — BRTBTS(k + 1))"*(Ax (k) — BR™'BTv(k + 1)) (7. 16)

Por otro lado si se utiliza (7. 16) y (7. 15) en (7. 9) se obtiene lo siguiente,

SU)x(k) — v(k) = CTQCx(k)
+ ATS(k)(I — BR'BTS(k + 1)) (Ax(k) — BR™'BTv(k + 1)) (7. 17)
—ATv(k + 1) — CTQr(k)

Esta ecuacion debe mantener todos los estados x(K) dado cualquier x,, de manera que
algunos términos pueden desaparecer. Usando el lema de inversion de matrices, se puede
definir a S(k) y v(k) como,

S(k) = AT[S(k + 1) — S(k + 1)B(BTS(k + 1)B + R)™'BTS(k + 1]A + CTQC (7. 18)
v(k) = [AT — ATS(k + 1)B(BTS(k + 1)B + R)"'BT|v(k + 1) + CTQr (k) (7.19)

Si comparamos (7. 14) y (7. 11), las condiciones limites para estas recursiones deben ser
las siguientes,

S(N) =CTPC (7. 20)
v(N) = CTP r(N) (7.21)

Con esto las secuencias S(k)y v(k) ya pueden ser programadas; luego (7. 14) es valida
si el control es,

u(k) = —R™B7 (SCk + 1)(Ax(k + 1) + Bu(k)) + RBTv(k + 1)), (7.22)

Pre-multiplicando a (7. 22) por R y resolvemos para u(k), se tiene lo siguiente,
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u(k) = (B"S(k + DB + R)7'BT(—S(k + 1)Ax) + v(k + 1)). (7. 23)
La ecuacion (7. 23), podemos obtener dos ganancias, las cuales son
K(k) = (B"S(k+1)B+R)"'B"S(k + 1)A (7.24)
K(k)’ = (B"S(k + 1)B + R)~'BT. (7.25)
A continuacion, se presenta un breve resumen de la accion de control determinada.

Tabla 32. Resumen del control LQR con seguimiento de trayectoria.

Detalle Valores

Modelo del x(le+ 1) = Ax(l) + Bu(k)

sistema: y(k) = Cx(k)

indice d 1 15

ndice de

rendimiento: J= Ex(N)TQf(N)x(N) t3 Z x(l)TQk)x (k) + u(k)T R (k)u(k)
k=i

Asunciones: Qr, @ =0 y R > 0; todas simétricas

K(k) = (BTS(k + 1)B+ R)™*BTS(k + 1)A,S(N) = CTPC
5 S(k) = ATS(k + 1)(A — BK(k)) + CTQC
Accién de v(k) = (A— BK() v(k + 1) + CTQr(k)
control: K (k)" = (B"S(k + 1)B + R)'B".

u(k) = K(K)x(k) + K(k) vk + 1)

Gran parte del trabajo de la Tabla 32 , se lo puede realizar fuera de linea, esto con el
proposito de simplificar la implementacion del control, ya que se puede ver que la
ecuacion de Ricatti no depende de la trayectoria de los estados.

Por lo tanto, S(k), K(k)V y K(k) se puede pre-calcular antes de iniciar la accion de
control, almacenandose en la memoria, para poder usarla en la ejecucion del control en
un robot real. Por otro lado, se puede verificar que la trayectoria de referencia r(k) , es
conocida, por lo que también se puede pre-calcular v(k).

Con esto, solo queda en la ejecucion del control en tiempo real, calcular el control optimo

u(k).

7.3. Resultados

Una vez establecido el algoritmo de control, los resultados obtenidos se basaran en analizar la
regulacion del control, el ahorro de energia y la importancia de las matrices Qf,Q y R en el
regulador LQR.

Primero, analizaremos para que sirve cada matriz de ganancia; para esto se han establecido tres
diferentes ganancias, las cuales implican un mayor valor a cada matriz, con el proposito de dar
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relevancia en la accion de control a cada una en las simulaciones. A continuacion, se presentan
estas ganancias en la siguiente tabla.

Tabla 33. Ganancias del controlador para la simulacion

Control Qs Q R
Cl 1 1 100
C2 100 1 1
C3 1 100 1

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.

Posicion del eslabon

8 -
—— Ref.
o |
L C2
6 C3
3
S
S AT
=]
=
2 L
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014

Time(s)

Figura 77. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.

A Velocidad del eslabon
- - — TRef.
/ \ a1
3t / \ C2
w c3
~
Va)
[\8)
§a2t
=
3
~
1 L
O I I | .
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 78. Trayectoria de velocidad del eslabon para las tres diferentes ganancias.
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Torque del motor
027

C1

C2
0.1 / C3

_0'2 1 1 1 I
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)
Figura 79. Torque del motor.
Potencia del motor
10 1
C1
C2
5t C3
5t
-10 ' : ' :
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 80. Potencia del motor

De acuerdo a los resultados de la simulacion, nos podemos dar cuenta que al aumentar la
ganancia en la matriz Q en C2, aumenta el seguimiento de trayectoria, en comparacion
con C1y C3. Por otro lado cuando se aumenta la ganancia de la matriz Q en C2, se puede
observar que llega a la posicion final mejor que C1, pero no mantiene un fiel seguimiento
a la trayectoria, ya que lo hace de una manera muy similar de C1.

Por ultimo, aumentando la ganancia de la matriz R en C1, se nota que la respuesta del
sistema sigue peor la trayectoria, ya que utiliza menos accion de control que las otras dos.
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Tabla 34. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
C3 1.775 7.373 1.047
Cl 2.993-107° 2.383-107° 1.183
C2 5.578-10~* 0.0058 1.181
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
C3 1.118 2.833 6.352 — 4.014
Cl 0.007 2.581 6.283 — 2.987
2 0.023 2.584 6.283 — 3.034

Una vez obtenido las caracteristicas de los resultados, podemos apreciar como es logico que C2,
el cual tiene mayor ganancia en @, tendra un menor error de trayectoria en velocidad como
en posicion. Por otro lado, el que posee menor consumo de energia sera C1, ya que tiene
mayor ganancia en R la cual penaliza la accion de control. Por ultimo si comparamos el
tiempo de estabilizacion, observamos que C2, tiende a estabilizar mas rapido, ya que ¢él
tiene mayor ganancia en @y, lo que lo obliga a llegar a su valor final de manera mas

rapida.

Ahora, analizaremos el ahorro de energia variando R, para esto se da una tabla que se
presenta a continuacion, donde se ird aumentando la ganancia de esta matriz, con el
objetivo de analizar los resultados de la misma. Por otro lado se mantiene constante la
matriz Q, con el propdsito de no influir en el seguimiento de trayectoria y para Qf se le
da un valor de 100 para que siempre el resultado llegue a la posicion final.

A continuacion, se presentan estas ganancias en la siguiente tabla.

Tabla 35. Ganancias del controlador para la simulacién

Control Qs Q R
Cl 100 1 10
C2 100 1 100
C3 100 1 1000

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.
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Posicion del eslabon

8 -
6 -
3
S
ST
3
~
2 L
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0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 81. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.

A Velocidad del eslabon
Ref.
C1
3+ 2
0 C3
~
3
St
=
3
~
1 L
0 L 1 ]
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 82. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.

Torque del motor
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c1
2
0.1 7 C3
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Time(s)
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Figura 83. Torque del motor.

Potencia del motor

C1
2
C3
E :
5k
_10 1 1 1 1
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 84. Potencia del motor para las tres diferentes ganancias.

Como se puede dar cuenta, al aumentar la ganancia de R, disminuye la potencia consumida
por el motor, y gracias a Qy, la trayectoria simulada llega a la posicion final.

Por otro lado, se ve que en C3, el cual la ganancia de R es mayor a Q, la trayectoria
simulada, se propasa de la posicion final y sigue su camino, pensando que si continua asi,
no llega nunca a estabilizarse.

Con esto se puede decir que el ahorro de energia empeora la trayectoria; pero si se
mantiene una buena relacion con la penalizacion de la posicion final Qf, nos puede
resultar muy util, en condiciones de ahorro energético.

Tabla 36. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 0.042 0.318 1.159
2 1.780 7.344 1.046
C3 45.141 73.163 1.045
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0.142 2.615 6.291 — 3.227
C2 1.008 2.836 6.345 — 4.014
C3 4,719 Ninguno 6.578 — 4.014

Estos resultados solo nos confirma lo expresado anteriormente sobre el uso medido de la matriz
de ganancia R. Cabe notar que a mayor R es menor la energia consumida y peor el error de
posicion y velocidad.

Con respecto a la matriz de ganancia @, la cual no se tuvo en cuenta en el experimento anterior
por muchas razonas, una de las cuales es que al aumentar el consumo energético también. Por
esta razon en las siguientes simulaciones vamos a detallar su funcionamiento. Para esto se han
preparado varias ganancias que se presentan en la tabla a continuacion.
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Tabla 37. Disefio del controlador disefiado en simulaciones.

Control Qs Q R
Cl 100 10 10
C2 100 100 100
C3 100 1000 100

A continuacion, presentaremos los resultados de la simulacion.

Posicion del eslabon

8 -
Ref.
L C1
6 C2
“ C3
S
SR
3
X
2 L
0 1 1 1 |
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014

Time(s)

Figura 85. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.

4 Velocidad del eslabon
— Ref.
C1
L 2
@ 3 C3
~
w
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=
3
<
l L
0 Il 1 ] 1
0 1.0035 2.007 3.0105 4.014
Time(s)

Figura 86. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Torque del motor
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Figura 87. Torque del motor para las tres diferentes ganancias.

Potencia del motor
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Figura 88. Potencia del motor para las tres diferentes ganancias.

Como se puede observar, visualmente no hay una diferencia entre cada variacion de las ganancias
del controlador, ya que todos siguen la trayectoria fielmente. Por esta razon, utilizaremos los datos
presentados a continuacion para diferenciar la respuesta de cada uno.

Tabla 38. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 3.287-107° 9.163-107° 1.183
2 5.589-107° 0.005 1.181
a3 3.287-107° 9.162-107° 1.183
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] —s
Cl 0.0089 2.5816 6.2826 — 2.993
2 0.024 2.584 6.283 — 3.035
C3 0.008 2.5816 6.2826 — 2.993
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Con estos resultados, podemos notar que, aunque se aumente la ganancia de la matriz R, no tiene
mayor relevancia ya que en esta ocasion se observa que @ tiene mayor ponderacion en el
algoritmo de control. Por las demas caracteristicas, nos damos cuenta que todas se comportan de
igual manera.

7.4. Ahorro de energia variando R en dos estados
(aceleracion y desaceleracion)

De acuerdo a los resultados obtenidos, podemos observar que al variar de manera adecuada la
matriz de ganancia R, obtenemos una disminucion muy ponderada de la energia consumida por
el motor.

Por esta razon, esta funcionalidad del control LQR, se la puede utilizar como ejemplo en una tarea
normal de un robot con fuente de alimentacion inalambrico, en el cual, al tener su bateria cargada,
el control puede funcionar normalmente a toda su capacidad. Por otro lado, cuando le quede poca
bateria, el control debera de perder precision para ganar ahorro de energia, siempre pensando en
que realice la tarea correctamente.

Esta situacion, se la puede resolver afladiendo dos etapas de regularizacion del sistema utilizando
el control 6ptimo LQR. Estas etapas vienen dadas por el movimiento del robot, ya que el robot
comenzara su movimiento hasta detenerse en su posicion final. Al principio el robot tendrd que
acelerar para ganarle a la inercia del sistema, luego se mantendra con una velocidad constante
para luego desacelerar.

Una vez mencionado esto, el objetivo de las dos etapas es pensar que, al momento de acelerar y
mantener su velocidad, no es primordial que lo realice con una trayectoria correcta; luego en su
desaceleracion aumenta la importancia de alcanzar su posicion final. Llevando esta idea al control
LQR, podemos usar dos diferentes valores de R para que cuando este en la etapa inicial se tenga
un ahorro de energia sin pensar en seguir una trayectoria, luego en la segunda etapa modificar
esta matriz de ganancia, de modo que se le dé mas importancia al seguimiento de trayectoria.

Une vez explicado esto, en la tabla a continuacién pondremos a prueba este andlisis, al variar la
accion de control modificando la matriz de ganancia R.

Tabla 39. Ganancias del controlador para la simulacion

Control Q f Q Rinax Ruin
Cl1 100 1 1000 1
C2 1000 1 1000 1
C3 1000 1 100 1
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Figura 89. Trayectoria de posicion del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 90. Trayectoria de velocidad del eslabon de las tres diferentes ganancias.
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Figura 91. Torque del motor para las tres diferentes ganancias.
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Figura 92. Potencia del motor para las tres diferentes ganancias.
Los resultados de las simulaciones se presentan a continuacion.

Tabla 40. Caracteristica de resultado de la simulacion

Control Error de q [%)] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 18.016 34.009 0.853
2 16.895 34.666 0.869
C3 0.601 3.014 1.107
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0 Ninguno 6.103 — 4.014
2 0 3.733 6.185 — 4.014
& 0 2.674 6.274 — 4.014
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Como se puede observar todas las variaciones de ganancia ahorran energia, menos en C3, la cual
el valor de la matriz de ganancia R es menor a (f, lo cual aumento la energia consumida por
el motor. Por otro lado C2, la ganancia de la matriz R es igual a Qf, lo que por los
resultados podemos decir que llega a la posicion final con la misma energia que Cl1, la
cual por tener un valor muy bajo de Qf, no lo logra hacer lo mismo.

En conclusion, con la implementacion de las dos etapas se logra reducir el consumo de
energia, pero es muy importante que @y tenga un valor igual o mayor que R, para que la
respuesta del sistema llegue a la posicion final.

Por ultimo, se analiza el caso en que el motor regenera energia en el proceso de
desaceleracion. A continuacion, se presenta los resultados de la simulacion.
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Figura 93. Trayectoria de posicion del eslabon.
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Figura 94. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 95. Torque del motor.
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Figura 96. Potencia del motor.

Se puede observar demasiada oscilacion en la respuesta de velocidad, lo que en la vida real puede
ser un problema de desgaste en el motor y la articulacion.

Tabla 41. Ganancias del controlador para la simulacion

Control Error de q [%] Error de q [%] Energia consumida por
el motor [W]
Cl 9.433 49.880 —0.4929
Sobreimpulso % Tiempo de Valor Pico-Tiempo pico
estabilizacion [s] [Radianes] — s
Cl 0 3.353 6.216 — 4.014

Como se puede apreciar las ganancias del regulador LQR, en la primera etapa no le importa seguir
la trayectoria, luego en la segunda etapa mejora el seguimiento de la misma causando que llegue
a su estado final. También se debe notar que, aunque se cumple con la trayectoria, existe mucha
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oscilacion en la velocidad lo que conlleve, a desgastes del motor y de la articulacion. Por altimo,
logramos regenerar energia utilizando este tipo de control.

Por ultimo veamos una nueva inclusion de una etapa cuando el robot mantiene su velocidad
constante. A continuacion, los resultados.
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Figura 97. Trayectoria de posicion del eslabon.
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Figura 98. Trayectoria de velocidad del eslabon.
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Figura 99. Torque del motor a la izquierda y a la derecha la potencia del motor.

Como podemos observar con esta inclusion de una regulacion lineal cuando el robot
presenta una velocidad constante, se ha eliminado esa sobrescilacion que presentaba el de
dos etapas. Aunque no se ha podido regenerar energia, se ha logrado reducir el consumo
en comparacion al control normal.

7.5. Conclusiones
En conclusion, podemos decir que el control 6ptimo LQR presenta tres matrices de ganancias que
penalizan el seguimiento de trayectoria @, el consumo de accion de control para seguir la
trayectoria R y la condicion de llegar a la posicion final de la trayectoria Q. El ajuste de estas

ganancias es muy poco intuitivo, ya que no refleja de por si un seguimiento real a la penalizacion
de cada una, sino que debe ser un acuerdo entre todas, para dar un mejor resultado.

Al momento de darle mayor ajuste a @, la respuesta del sistema tiende a darle prioridad al
seguimiento de trayectoria y no importa si R es mas alto, por el algoritmo de control siempre
tendra més privilegio. Caso que no se da entre Qf y R, donde siempre Qf debera ser mayor
o similar a R, para que la respuesta a la accion de control llegue a su posicion final.

En cuanto al consumo de energia, se vio la posibilidad de ajustar dicho parametro gracias a la
matriz de ganancia R. Esto se nota en los resultados de las simulaciones y hasta
presentamos un canso de regeneracion de energia. Esto es muy util en robots con
alimentacion inalambrica, ya que en estos casos se requiere de manera especial una
regulacion controlada del consumo de energia.

Por este motivo, al dividir en dos etapas el algoritmo de control LQR, se puede notar que
se mejora el ahorro de energia, identificando que en la aceleracion no importa el camino
que tome y desaceleracion del robot si importe.

Por otro lado, al dividir entre aceleracion, velocidad constante y desaceleracion, logramos
reducir las oscilaciones vistas en el control de dos etapas, regulando en la etapa de
velocidad constante un incremento lineal hasta alcanzar el valor de R en la etapa de
desaceleracion. En el futuro esto puede ser motivo de investigacion si se tratara de regular
este incremento por diferentes recursos matematicos.

Por ultimo, un inconveniente es que este método de control funciona en sistemas lineales;
pero a través de nuevas técnicas de linealizacion actuales, este inconveniente queda mas
que solucionado.
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8. Conclusiones

En conclusion, se puede decir que, para el control de un robot con articulaciones flexibles, en el
presente trabajo se analizd diferentes métodos de control; el primero es basado en la
realimentacion de los estados, el segundo es el control por el método de perturbaciones singulares
y por ultimo el control éptimo LQR. Como resultado si analizamos la respuesta del sistema para
cada regular se puede decir lo siguiente.

Para el caso de la realimentacion de estados, se puede decir que tiene la ventaja de ser
facil de implementar y que se puede utilizar toda la informacion del modelo, para generar
diferentes leyes de control, las cuales estabilicen el sistema. Por otro lado, existen casos
los cuales resultaron tener un buen seguimiento de trayectoria. En referencia a la
compensacion de la elasticidad, estos tipos de controladores no realizar un estudio directo
sobre la misma, pero a la final logran compensar el par elastico, reduciendo las
oscilaciones de la respuesta del sistema. También cabe indicar que existen casos que, al
realimentar los estados, sobre todo los del lado del eslabon no estabilizan el sistema.

En cuanto al consumo de energia, es evidente que todos los casos presentados, tienen un
mayor consumo a diferencia del método de perturbacion singular y el control LQR.

Por 1ultimo, este tipo de controladores es sensible a perturbaciones externas y errores de
modelado, lo que provoca que su utilizacion quede a tareas de poca precision.

Ahora para el método de perturbacion singular podemos decir que es un buen método de control,
ya que también es facil de implementar y que separa en dos escalas de tiempo la regulacion, donde
la escala mas lenta presenta el modelo de un robot rigido, de la cual existe actualmente muchas
técnicas de control implementadas; para la escala de tiempo mas rapida se present6 dos variantes
las cuales compensan el par de elasticidad directamente. En general la respuesta al control, es
considerablemente estable, ya que sigue fielmente la trayectoria, presentando errores de
seguimiento muy bajos.

En cuanto al consumo de energia se nota que disminuye en par generado por el motor, esto es
gracias a que la accion de control estd dividida exclusivamente en dos reguladores diferentes, lo
que hace que en general ambos ataquen al mismo problema al mismo tiempo, reduciendo la
necesidad de aumentar la accion de control.

Por ultimo, el principal inconveniente es que este método estd limitado al teorema de Tykhonov,
el cual tiene muy poca justificacion de estabilidad.

Por ultimo, del control optimo LQR es un control mas complejo de implementar ya que requiere
de una mayor capacidad de computo que de las otras dos; adicionalmente se ha desarrollado este
control con el fin de ahorrar energia para robots con alimentacion inalambrica. Este caso no ha
sido estudiado actualmente y puede dar un gran aporte a la comunidad cientifica, ya que, al
realizar los experimentos y diferentes modificaciones en el algoritmo de control, podemos hasta
en cierta medida regenerar energia. El principal inconveniente es que su utilizaciéon queda para
sistemas lineales, que con las actuales técnicas de linealizacion esto queda superado.

Con estas aclaraciones queda cumplido todos los objetivos propuestos y solo queda decir que cada
controlador tiene sus beneficios y desventajas y que cada uno es util en medida de su aplicacion
real.
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Queda para futuros trabajos, determinar el uso correcto de estos controladores en un robot con
articulacion elastica en la vida real, en especial el ahorro de energia para aplicaciones de robots
inalambricos.
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