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Resum

L’arquitectura efímera ha de reunir una sèrie de condicions constructives i arqui-
tectòniques que poden ser assolides per les estructures recíproques, les quals son el 
principal eix temàtic del treball.

Aquesta família d’estructures conté un camp de coneixement tan ampli com les 
possibilitats que ofereix. Tanmateix, el fet que hagen de formar bucles de forces 
tancats, les converteix en una tipologia especialment dependent de la geometria, 
arribant a convertir el seu disseny geomètric en un assumpte bastant complex. Al 
present treball es pretén abordar aquesta mateixa qüestió a través de la modelitza-
ció matemàtica de quatre casos d’estudi, a partir dels quals es buscaran conclusions 
i consells pràctics. 

Prèviament a les modelitzacions, s’hauran explicat els trets generals de les estruc-
tures recíproques, així com s’haurà proveït d’una base teòrica sobre superfícies 
quàdriques, que són el tipus de superfícies que es pretén reproduir. 

Al treball es presenten les modelitzacions amb gran detall, i per això també pot ser 
considerat com a una ferramenta útil per aprendre a utilitzar i entendre els codis 
“Grasshopper” i “Mathematica”.
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MAT-F0023. Ephemeral architecture and 
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Keywords. Reciprocal structures, quadric surfaces, parametric design, grasshop-
per, Leonardo grids.

Author. 		  Adrián Soriano Valera
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Abstract

Ephemeral architecture must gather a series of constructive and architectural condi-
tions that can be reached by the reciprocal structures, which are the main thematic 
axis of the bachelor thesis.

This family of structures contains a field of knowledge as broad as the possibilities 
they offer. However, the fact that they require closed loops of forces makes them a 
typology that is especially dependent on geometry, turning their geometric design 
into a rather complex subject. The present work seeks to address this same issue 
through the mathematical modelling of four case studies, from which conclusions 
and practical advice will be sought.

Before the modelling, the general features of the reciprocal structures will have been 
explained, as well as a theoretical basis on quadric surfaces, which are the type of 
surfaces to be reproduced.

In this bachelor thesis, all the modellings are presented with great detail, and for 
that reason it can also be considered as a useful tool to learn how to use and under-
stand the “Grasshopper” and “Mathematica” codes.
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MAT-F0023. Arquitectura efímera y modelización 
matemática: diseño de estructuras recíprocas

Resumen

La arquitectura efímera debe reunir una serie de condiciones constructivas y arqui-
tectónicas que pueden ser alcanzadas por las estructuras recíprocas, las cuales son 
el principal eje temático del trabajo.

Esta familia de estructuras contiene un campo de conocimiento tan amplio como 
las posibilidades que ofrece. Sin embargo, el hecho de que deban formar bucles de 
fuerzas cerrados las convierte en una tipología especialmente dependiente de la geo-
metría, llegando a convertir su diseño geométrico en un asunto bastante complejo. 
El presente trabajo pretende abordar esta misma cuestión a través de la modeli-
zación matemática de cuatro casos de estudio, a partir de los cuales se buscarán 
conclusiones y consejos prácticos.

Previamente a las modelizaciones se habrá explicado los rasgos generales de las 
estructuras recíprocas, así como se habrá provisto de una base teórica sobre super-
ficies cuádricas, que son el tipo de superficies que se pretende reproducir.

El trabajo presenta las modelizaciones con gran detalle, y por eso también puede 
ser considerado como una herramienta útil para aprender a utilizar y entender los 
códigos “Grasshopper” y “Mathematica”.



 4 

“Aquells que s’enamoren només de la pràctica, 
sense cuidar de l’exactitud o de la ciència, 
són com el navegant que s’embarca sense timó 
ni brúixola, i mai sap on pot arribar a parar”

DA VINCI, Leonardo
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Capítol 0. Introducció

Arquitectura i matemàtiques tenen un vincle extremadament fort a través de la 
geometria, el qual mai s’ha d’obviar. Al llarg de la història, mestres com Leonardo 
da Vinci, Filippo Brunelleschi, Buckminster Fuller, Eduardo Torroja, Félix Candela, 
Frei Otto... Comprengueren la importància de l’anàlisi geomètrica per aplicar-la 
en aquest art, resultant no només en construccions que resolien d’una manera 
brillant qüestions complexes, sinó que a demés estaven dotades d’una expressivitat 
arquitectònica que els va conduir cap a arquitectures inèdites. 

Sens dubte, de tots els aspectes que s’han de contemplar a l’hora de fer arquitectura, 
l’estructura és la més vinculada amb la geometria, i és en aquest camp on se centra 
el treball. Més concretament, s’abordarà el disseny geomètric de les estructures 
recíproques. 

Figura 1. Esquema de maqueta 
d’estudi trobada a pocs metres de Santa 
Maria del Fiori, Florència, consisteix en 
una cúpula amb nervis en espiral

LORENZI, Rossella, 2013. Scale model discovered for 
Florence cathedral. Seeker. [en línia] [consulta: 13/08/2018]. 

Andrew and Annemarie/Creative Commons  Disponible 
a: <https://www.seeker.com/scale-model-discovered-for-

florence-cathedral-1766364569.html>

Figura 2. Maqueta de torre de 
refrigeració, Frei Otto

AA.VV. , 2012. Frei Otto/Atelier Warmbronn, Cooling 
Tower, 1974 . Archive of affinities. Tumblr [en línia]

[consulta:13/08/2018]. Disponible a: <http://archiveofaffinities.
tumblr.com/post/7544646918/frei-ottoatelier-warmbronn-

cooling-tower-1974>

https://www.seeker.com/scale-model-discovered-for-florence-cathedral-1766364569.html
https://www.seeker.com/scale-model-discovered-for-florence-cathedral-1766364569.html
http://archiveofaffinities.tumblr.com/post/7544646918/frei-ottoatelier-warmbronn-cooling-tower-1974
http://archiveofaffinities.tumblr.com/post/7544646918/frei-ottoatelier-warmbronn-cooling-tower-1974
http://archiveofaffinities.tumblr.com/post/7544646918/frei-ottoatelier-warmbronn-cooling-tower-1974
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Capítol 0. Introducció

0.1. Objectius de l’estudi.

El treball té dos objectius principals; d’una banda desenvolupar una seqüència de 
disseny geomètric d’estructures recíproques, i d’altra banda exposar dita seqüència 
assolida mitjançant la seua aplicació en diversos casos pràctics a mode de manual. 
El treball és d’una alta vocació instructiva, i després de llegir el treball, el lector 
hauria de ser capaç d’entendre què són les estructures recíproques i com es poden 
dissenyar geomètricament.  

0.2. Metodologia.

El procés per arribar a poder determinar una seqüència de disseny, així com establir 
uns criteris sobre els quals poder basar unes decisions o altres passa per 3 etapes, 
les quals corresponen amb els 3 primers capítols del treball; 

- Definició d’arquitectura efímera i establiment de criteris de disseny. 

- Compilació dels aspectes més essencials sobre les estructures recíproques. 

- Anàlisi d’algunes de les propietats de les superfícies quàdriques per obtenir un 
millor tessel·lat. 

Els altres 2 capítols restants exposen la seqüència de disseny assolida i la desenvo-
lupen a través de casos pràctics, aportant conclusions i consells, cada cas atendrà 
a una problemàtica diferent, la qual podrà ser extrapolada a altres situacions. Així 
mateix, els exemples pràctics s’organitzen per passos, a cada pas primer es mostra el 
codi que s’executa, després s’explica què està fent el codi i per últim pot aparèixer 
una imatge il·lustrant el procediment. Els dos codis utilitzats per procedir en els 
casos d’estudi són “grasshopper” i “mathematica”.
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Capítol 1. La variable temporal en 				 
	 arquitectura

Potser “arquitectura efímera” puga semblar un concepte massa obert o poc definit, 
molts autors han reflexionat sobre aquest tema, i és cert que no existeix un consens 
global, com tampoc existeixen definicions universals i objectives comunes, ja que 
cadascú realitza les classificacions i definicions pertinents en funció del seu camp. 

És per aquesta raó que el punt de partida serà arribar a una definició concreta i 
pròpia a partir d’una anàlisi i classificació de termes, tot plegat requerirà d’una 
reflexió sobre el caràcter temporal de l’arquitectura.

1.1. Definicions genèriques  i classificació de termes

L’arquitectura es pot entendre com la configuració espacial premeditada de l’espai 
habitable; aquesta configuració és habitualment assolida mitjançant estructures ma-
terials que fan possible un determinat espai o conjunt d’espais.

Un cop definit el concepte arquitectura a efectes d’aquest treball, s’hi caldrà fer la 
següent pregunta, què varia en funció del temps en l’arquitectura? Per tal d’organit-
zar conceptes, s’hauran de classificar totes les possibles alteracions espacials que es 
poden donar sobre una configuració espacial inicial en funció del temps, incloent-hi 
canvis en la localització i la desaparició total del propi espai inicial. A mode de 
simplificació, s’ha optat per agrupar la naturalesa de les possibles configuracions es-
pacials en base a dos paràmetres clau, tot i no ser els únics; “Efímera i no efímera” 
i “Transportable/Estacional i No transportable/No estacional”. 

Primera classificació, “Efímera i no efímera”

En termes arquitectònics, s’entén per arquitectura efímera aquells espais concebuts 
per existir físicament durant un període curt i limitat en el temps. Per exemple, la 
majoria de pavellons anuals de la Serpentine Gallery a Londres poden ser conside-
rats arquitectura efímera, són espais concebuts per existir durant períodes inferiors 
a l’any. També existeix el cas d’espais que són concebuts per existir físicament du-
rant una curta durada en el temps però acaben romanent in-indefinidament, com és 
el cas del pavelló Mannheim Multihalle, de Frei Otto, aquest tipus d’arquitectura 
també estarà inclosa a la definició d’arquitectura efímera. Tot allò no inclòs en 
aquest criteri és considerat arquitecta no efímera.

Segona classificació, “Transportable/Estacional i No transportable/No 
estacional” 

En la majoria de situacions la materialitat és la responsable de poder assolir una 
determinada configuració espacial, per tant, avaluar aquest segon paràmetre sobre 
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Capítol 1. La variable temporal en arquitectura

les estructures materials que conformen un espai o un conjunt d’espais serà vàlid 
per classificar les diferents configuracions espacials.

S’entén per arquitectura transportable aquells espais conformats a partir d’una 
materialitat que oferisca la possibilitat de ser configurada en un format que faça 
possible el transport. Ja siga aconseguint dur-la a un estat compacte mitjançant 
fàcil des-assemblatge i re-muntatge, mitjançant plegat, o preveient una configuració 
de servei que permeta el transport sense necessitat de cap altre canvi. Per exemple, 
aquest últim és el cas d’una caravana.

Per al cas d’un espai o conjunt d’espais conformats a partir d’una materialitat 
concebuda per ser emmagatzemada i re-instal·lada a la mateixa localització, seran 
classificats com a “estacionals”. Els similars requeriments per classificar arquitec-
tura transportable i estacional són equiparables, convertint-les en equivalents en 
aquest estudi. Tot allò no inclòs en aquest criteri és considerat arquitectura no 
transportable i no estacional.

La combinació d’ambdós termes donarà lloc a quatre possibles grups, sent l’ar-
quitectura que reuneix les classificacions d’efímera i transportable el tipus d’ar-
quitectura en què s’han d’ubicar les estructures recíproques es pretenen dissenyar 
al present treball. A continuació es proporcionen alguns exemples de les diferents 
classificacions i un quadre resum.

Durabilitat

No efímera Efímera

M
at

er
ia

lit
at

No transportable/no estacional
Exemples de materialització

Estructures de formigó armat in 
situ
Murs de rajola travada amb morter

Espais perma-
nents que no són 
susceptibles de 
ser transportats o 
guardats.

Espais temporals, 
pavellons que una 
volta des-mun-
tats no estan 
concebuts per ser 
re-muntats.

Transportable/estacional
Exemples de materialització

Estructures d’acer amb unions 
caragolades
Tancaments i cobertes amb lones i 
tèxtils

Espais que estan 
concebuts per 
ser des-muntats, 
transportats/
emmagatzemats i 
re-muntats amb la 
mateixa configu-
ració espacial.

Espais que estan 
concebuts per 
ser des-muntats, 
transportats/
emmagatzemats 
i re-muntats no 
necessàriament 
amb la mateixa 
configuració espa-
cial.
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1.2. Arquitectura efímera. Exemples.

Figura 3. “Galaxia”. Escenari per al festival “Burning Man 2018” , Nevada, Estats Units. 
Autor: Arthur Mamou-Mani.

MAMOU-MANI, Arthur, 2018. Pàgina web corporativa [en línia]  LONDRES. [consulta: 05-05-2018]. Disponible a: <https://mamou-
mani.com/project/galaxia/>

Figura 4. Paper Temporary Studio. 2004
Autor: Shigeru Ban

JODIDIO, Philip. Shigeru Ban : Complete Works, 1985-2010. Köln : Taschen, cop. 2010. ISBN 9783836517003

Figura 5. Mannheim Multihalle pavilion. 1975 - 1976
Autors: Frei Otto, Carlfried Mutschler i Winfried Langner

AA. VV., 2017. Mannheim Multihalle. Architects Architecture Architectuul. [en línia] [consulta: 6-05-2018].Disponible a: < http://
architectuul.com/architecture/mannheim-multihalle > 

https://mamou-mani.com/project/galaxia/
https://mamou-mani.com/project/galaxia/
 http://architectuul.com/architecture/mannheim-multihalle 
 http://architectuul.com/architecture/mannheim-multihalle 
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1.3. Arquitectura transportable/estacional. Exemples.

Figura 6. Instant City. Ciutat itinerant.
Autors: Archigram

HERRON, Ron (Imatge esquerra) - COOK, Peter (Imatge dreta), 1969. The Archigram Archival Project [en línia] [consulta: 5-05-2018].
Disponible a: <http://archigram.westminster.ac.uk/project.php?revID=355 >

Figura 7. Teatro itinerante. 
Autor: Emilio Pérez Piñero

PRIETO, Eduardo. 2017. ‘Camera and Model’ at Madrid’s ICO Museum. Arquitectura Viva [en línia] [consulta: 5-05-2018].Disponible a: 
< http://www.arquitecturaviva.com/en/Info/News/Details/9958 >

Figura 8. DYODON, habitation pneumatique experimentale. 1967
Autor: Jean-Paul Jungmann

DESSAUCE, Marc. i Architectural League of New York, 1999. The Inflatable Moment: Pnuematics and Protest in ‘68. Nova Yersey: 
Princeton Architectural Press. ISBN 1568981767, 9781568981765

Capítol 1. La variable temporal en arquitectura

http://archigram.westminster.ac.uk/project.php?revID=355
http://www.arquitecturaviva.com/en/Info/News/Details/9958


Arquitectura efímera i modelització matemàtica: disseny d’estructures recíproques

 13 

Figura 9. Ciutat-campament per a peregrins a la Meca, La Meca.
Autor: Kenzo Tange

TANGE, Kenzo, 1970. Kenzo Tange : Arquitectura y urbanismo. 1946-1969. Barcelona: Gustavo Gili.

1.4. Arquitectura efímera i transportable/estacional. Exemples.

Figura 10. Pavelló Espanyol de l’exposició de Brussel·les. 1958
Autors: Corrales y Molezún

CÁNOVAS, Andrés, et al.  Pabellón De Bruselas ‘58 : Corrales y Molezún, 2005. Madrid: Ministerio de la Vivienda.

Figura 11. Pavelló dels 25 anys de pau. 1966
Autor: Emilio Pérez Piñero

PÉREZ ALMAGRO, Mª Carmen i PÉREZ BELDA, Emilio. 2016. La arquitectura desplegable conmemora los XXV años de paz : 50 
Aniversario del Pabellón de Emilio Pérez Piñero. EGA: Revista de expresión gráfica arquitectónica. Vol: 28, pp. 146-155. València: 
Universitat Politècnica de València.  ISSN: 1133-6137
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Figura 12. Museu nòmada. 2004
Autor: Shigeru Ban

JODIDIO, Philip. Shigeru Ban : Complete Works, 1985-2010. Köln : Taschen, cop. 2010. ISBN 9783836517003

1.5. Arquitectura efímera i transportable. Subgrups i criteris de 	
	 disseny.
En absència de consens global, existeixen diferents nomenclatures per referir-se a 
aquest tipus d’arquitectura, Robert Kronenburg es refereix a l’arquitectura efímera 
i transformable com a arquitectura Kinètica “component d’edificis o edifici amb mo-
bilitat, localització i/o geometria variable” (Kronenburg, 2003) quatre anys més tard 
el mateix autor definirà  els termes “transformable”; “edificis de canviant disseny, 
espai, forma i figura mitjançant l’alteració física de la seua estructura, interior o 
pell. És arquitectura que s’obre, es tanca, s’expandeix i es contrau” i el terme “por-
tàtil”; “edificis que es mouen  d’un lloc a un altre per tal de jugar el millor possible 
el seu paper: és una arquitectura que roda, sura o vola” (Kronenburg, 2007). En 
2010, l’investigador Alemany Maziar Asefi va diferenciar “una classe d’estructures 
basades en elements rígids o transformables, connectats per unions mòbils que poden 
canviar la seua geometria reversible-ment i repetida, i té la característica innata de 
re-configuració controlada” (Asefi, 2010)

Dins d’aquesta classificació, hi ha autors que estableixen subgrups en funció del seu 
camp. Per aquest estudi, són interessants els grups que Asefi estableix en funció 
del tipus d’estructura, ja que es pretén treballar sobre una determinada tipologia 
estructural.

Classificació de l’arquitectura “transformable” segons Maziar Asefi, en 
funció de la tipologia estructural.

1. 	Estructures transformables tensades.

	1.1. 	Transformable de membrana tensada.
	-	 Estructures transformables tèxtils. (Fig. 13.)
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	-	 Estructures transformables pneumàtiques. (Fig. 14.)

	 1.2.	 Transformable compressió-tracció.
	 - 	Estructures de tensegritat. (Fig. 15.)
	 - 	Altres estructures de cable i elements a compressió.

2.	 Estructures transformables sotmeses fonamentalment a compressió i moments 
flectors.

	 2.1.	 Estructures espacials de barres.
	- 	Pantogràfiques amb barres rectes. (Fig. 16.)

	 -	 Pantogràfiques amb barres angulades.
	 - 	Estructures recíproques. (Fig. 17.)

	2.2.	 Estructures de malla espacial. (Fig. 18.)

13) 14)

16) 18)17)

15)

Figures 13 a 18. Diferents tipologies estructurals d’arquitectura “transformable”

13, 14, 18 ENGEL, Heinrich, 1970. Sistemas de estructuras. Primera edició. Madrid: Editorial Blume. Depósito legal: M12838 1970

15 BUCKMINSTER FULLER INSTITUTE, 2014. Tensegrity tower wins Santiago Radio Tower competition [en línia] [consulta: 
09/05/2018]. Disponible a: <https://www.bfi.org/dymaxion-forum/2014/03/tensegrity-tower-wins-santiago-radio-tower-competition>

16 ZAKRZHEVSKII, A. E., 2012. Modelling of Spacecraft Dynamics at Deployment of Large Elastic Structure. Modelling and Simulation 
in Engineering [en línia] [consulta: 09/05/2018]. Disponible a: <https://www.researchgate.net/publication/258384931_Modelling_of_
Spacecraft_Dynamics_at_Deployment_of_Large_Elastic_Structure>

17 DOUTHE, Cyril i BAVEREL, Olivier, 2014. Morphological and Mechanical Investigation of Double-Layer Reciprocal Structures. Nexus 
Network Journal. Vol 16. Pàgines 191-206. 10.1007/s00004-014-0185-9. 

https://www.bfi.org/dymaxion-forum/2014/03/tensegrity-tower-wins-santiago-radio-tower-competition
https://www.researchgate.net/publication/258384931_Modelling_of_Spacecraft_Dynamics_at_Deployment_of
https://www.researchgate.net/publication/258384931_Modelling_of_Spacecraft_Dynamics_at_Deployment_of
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Capítol 1. La variable temporal en arquitectura

Criteris de disseny

Els aspectes avaluables de l’arquitectura efímera i transportable, al llarg de tot el 
seu cicle de vida són; facilitat d’execució; capacitat de reús; cost econòmic; capacitat 
d’expansió, desenvolupabilitat i transportabilitat; manteniment i reparació; bellesa 
i funcionalitat.

Per avaluar aquests criteris s’han de tindre en compte paràmetres de projecte, tal 
com la funció que va a complir l’edifici, així com l’escala de la peça, l’entorn, el tipus 
d’ús -temporal o permanent-, el cicle de vida que s’espera i altres criteris específics 
del projecte. (Asefi, 2010)

Mitjançant l’experiència, se sap que la majoria de paràmetres anteriorment esmen-
tats estan majorment condicionats per les unions entre els diferents elements dels 
quals es compon el cos material de la instal·lació. Un pitjor comportament del 
disseny de les unions implicarà un empitjorament considerable dels tots els aspectes 
globals. És per això que les estructures recíproques presenten un gran avantatge 
front la resta de tipologies per estar formades a partir unitats simples -barres i  
superfícies-, que poden ser modulades i teòricament ofereixen la possibilitat de 
no disposar d’unions entre els elements, l’estabilitat estarà garantida gràcies al 
fregament entre les peces. En la pràctica, la majoria de construccions recíproques 
d’aquest tipus compten amb unions molt senzilles que busquen assegurar un ade-
quat fregament entre les peces.

Figura 19. Esquemes d’unió  del museu nò-
mada, Shigeru Ban

JODIDIO, Philip. Shigeru Ban : Complete Works, 1985-2010. 
Köln : Taschen, cop. 2010. ISBN 9783836517003

Figura 20. Unió Kinètica patentada per 
Emilio Pérez Piñero al 1965. En estat de ser-
vei, es comporta d’acord amb el principi de 
reciprocitat

PÉREZ PIÑERO, Emilio, 1965.Folding three-dimensional reticular 
structure. Canadà, Patent d’invenció CA707069 (A) 1965-04-06 
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Capítol 2. Les estructures recíproques

2.1. El principi de reciprocitat

El principi de reciprocitat es basa en l’ús d’elements resistents els quals se supor-
ten mútuament al llarg de les seues llums i mai a les extremitats, component una 
configuració espacial sense una jerarquia estructural clara. (Pugnale, Sassone, 2014)

Per exemple (Figura 21), se suposen 3 llumins distribuïts en un triangle equilàter 
circumscrit a una circumferència de diàmetre igual a la llum que es pretén cobrir. 
Cada llumí tindrà dos punts de recolzament, un a la base, proporcionada per un 
element extern, i el segon sobre un altre llumí, el llumí A es recolzarà sobre el llumí 
B, el llumí B es recolzarà sobre el llumí C, i el llumí C sobre el llumí A, aquesta 
circularitat condueix a poder afirmar que el llumí B està alhora suportant i sent 
suportat pel llumí A.

D’aquesta definició es dedueix que els elements estructurals resistents hauran d’es-
tar configurats formant bucles, aquests bucles són denominats per alguns autors 
amb el terme anglès “fans”. La unió d’aquests fans genera una malla recíproca 
(Figura 23). Les malles recíproques es poden estendre fins l’infinit, d’igual manera 
que es poden superposar una sobre l’altra, formant estructures recíproques de més 
d’una capa. 

C

A

Ø

B

Figura 21. Representació de l’exemple.

(PRÒPIA)

Figura 22. Diferents maneres d’unir “fans”.

PENG Song, CHI-WING Fu, PRASHANT Goswami, JIANMIN 
Zheng, NILOY J. Mitra i DANIEL Cohen-Or, 2013. Reciprocal 
Frame Structures Made Easy. ACM Transactions on Graphics. 
[en línia] Vol: 32 Num: 4. [consulta: 10/05/2018].  Disponible a: 
<http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_
frame/reciprocalFrames_sigg13.html>.

http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
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Capítol 2. Les estructures recíproques

En el món de la construcció, per l’aplicació del principi de reciprocitat es requereix:

- La presència d’almenys dos elements permetent la generació d’una certa interacció 
forçada.

- Que cada element de la composició suporte i a la vegada estiga suportat per un 
altre.

- Que cada element suportat interseque el seu suport al llarg de la seua llum i mai 
als extrems per tal d’evitar una malla espacial amb unions articulades. 

(Parigi i Pugnale, 2011)

Figura 23. Exemples de malles recíproques a partir de diferents mòduls bàsics o “fans”

POPOVIC Olga, CHILTON C., CHO B.S.,1996. Rapid construction of modular buildings using the “Reciprocal Frame’. Transactions on 
the Built Environment. School of Architecture, University of Nottingham. Civil Engineering Department, University of Nottingham. Vol. 
21. ISSN 1743-3509

2.2. Comportament tridimensional

Existeixen dos efectes que condicionen el comportament tridimensional d’una malla 
recíproca, aquests dos efectes poden actuar d’una manera conjunta o separada. En 
absència d’aquests dos efectes la malla recíproca resultant serà plana.

La majoria d’investigadors a l’hora de fer simplificacions per analitzar l’estructura 
menyspreen un dels efectes generats per les diferents situacions, la simplificació 
s’haurà de fer en funció de les característiques geomètriques i resistents de la malla.

Comportament tridimensional degut a la geometria no recta dels ele-
ments que integren la malla.

El conjunt de curvatures, i/o de geometries no rectes dels elements que integren la 
malla recíproca dóna lloc a una superfície no plana. Aquestes geometries poden ser 
pròpies, degudes a la geometria inicial de l’element, o bé poden ser induïdes a través 
d’una acció mecànica, un moment flector. En funció de la naturalesa  del moment 
flector es diferenciarà entre moment passiu i moment actiu. (Figura 24.) (Barrallo 
i González, 2017)
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D’aquest paràgraf es dedueix que tant la rigidesa del material emprat als elements 
de l’estructura com la presència d’accions externes, són paràmetres condicionants de 
la geometria resultant, i s’hauran de tindre en compte si es pretén controlar el com-
portament tridimensional per mitjà de la deformació experimentada pels materials.

És l’efecte que els investigadors Javier Barrallo i Francisco González fan servir per 
aconseguir un comportament tridimensional de les estructures recíproques laminars 
al seu article “Laminar construction and reciprocal structures”

Comportament tridimensional degut al gruix dels elements que inte-
gren la malla.

A les interseccions entre dos elements d’una malla recíproca, el fet que les masses 
dels elements no puguen ocupar el mateix espai impossibilita l’existència d’un punt 
intersecció entre eixos, és a dir, els eixos o les superfícies dels elements no poden 
tindre cap punt en comú, i com a conseqüència no existeix un plànol que puga 
contindre tots dos. Aquest fet és la causa d’un comportament tridimensional de la 
malla, el qual a escala global esdevé en una curvatura. En definitiva, el comporta-
ment tridimensional d’una malla recíproca està condicionat pel gruix dels elements 
que la conformen (Barrallo i González, 2017) En la pràctica, és possible reduir el 
gruix localment per tal de contrarestar aquest efecte (fer una osca), arribant  inclús  
a possibilitar una intersecció entre eixos, la qual anul·laria el comportament tridi-
mensional degut a aquest efecte.

Per ajudar a la comprensió s’ha il·lustrat un exemple (Figura 26); Se suposen dos 
cilindres d’igual radi r, l’eix del cilindre A està comprès al plànol z=0, és a dir, el 
cilindre A es recolza sobre una superfície plana. Mentre que la projecció de l’eix del 
cilindre B sobre el plànol z=0 queda definida per dos punts, el primer punt (a) se 

Figura 24. Estructura sota l’acció 
d’un moment passiu (dalt) i estructura 
sota l’acció d’un moment actiu (baix) 

BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, 
Antonio, 2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. 
Nexus Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams 
Books. DOI 10.1007/s00004-017-0346-8

Figura 25. Variacions en la geometria 
global a partir de la deformació dels 
elements integrants.

BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, 
Antonio, 2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. 
Nexus Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams 
Books. DOI 10.1007/s00004-017-0346-8
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situa a un punt qualsevol del plànol z=0 (x0, y0, 0) i el segon punt, (b) se situa a 
un punt de la recta eix del cilindre A (x, y, 0). L’eix del cilindre B serà el resultat 
d’unir els punts a i b’, sent el punt b’ el mateix punt b desplaçat una distància ver-
tical igual a la meitat de l’espessor vertical d’ambdós cilindres, per a aquest cas, 
i fent una simplificació, un desplaçament en z de 2r. En cas que s’hagen practicat 
osques (Figures 26.b i 26.c), aquest desplaçament vertical es veurà disminuït en 
una distància igual a la suma de les profunditats verticals de les osques d. Arribant 
a donar-se el cas en què les profunditats de les osques contrareste totalment el des-
plaçament vertical, en aquest cas (2r=d) (Figura 26.c), situació en la qual els eixos 
dels dos cilindres se situaran sobre el plànol z=0, no existint diferències verticals 
entre els elements de la malla. 

Capítol 2. Les estructures recíproques

Els paràmetres que defineixen una estructura recíproca i les seues interdependències 
poden ser determinats a partir de les equacions de Chilton i Choo, 1992. En aques-
tes equacions se suposen elements, rectes i  in-deformables. Per tant, només es té en 
compte el comportament degut al gruix dels elements.

Equacions de Chilton i Choo

b(x,y,0) b(x,y,0) b=b’(x,y,0)

a(x0,y0,0)A A A
B B B

a(x0,y0,0) a(x0,y0,0)

b’(x,y,2r)
b’(x,y,2r-d)

26.a) 26.b) 26.c)

Figura 26. a) No hi ha solapament entre barres b)El solapament entre barres és 
de la meitat del diàmetre de la barra  c)El solapament és total. 

(PRÒPIA)
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27.a) 27.b)

Figura 27. Nomenclatura utilitzada en un mòdul bàsic o “fan”

POPOVIC, Olga. 2008. Reciprocal frame architecture. Burlington: Elsevier, 2008. ISBN: 978-0-7506-8263-3

2.3. Reciprocitat en elements laminars.

Donada una estructura recíproca de barres qualsevol, els espais compresos entre les 
barres poden ser coberts per elements laminars, recents investigacions dels doctors 
Javier Barrallo, Francisco González i Antonio Sánchez, han demostrat que eixos 
elements laminars poden “funcionar perfectament com a substituts dels elements 
estructurals lineals [barres]”. 

Els avantatges de fer servir elements superficials com a elements estructurals són 
evidents, ja que aquests poden actuar simultàniament com a estructura i com a 
tancament, tal i com ocorre a una estructura de closca de formigó. El resultat són 

Figura 28. Adaptació d’una estructura 
recíproca de barres.

BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, 
Antonio, 2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. 
Nexus Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams 
Books. DOI 10.1007/s00004-017-0346-8

Figura 29. Exemple d’estructura recíproca 
laminar.

BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, 
Antonio, 2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. 
Nexus Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams 
Books. DOI 10.1007/s00004-017-0346-8
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estructures modulars, fàcilment construïbles i sense la necessitat de cap altre ele-
ment addicional per complir les funcions de suport i cobriment. 

Aquests mateixos investigadors fan servir l’exemple d’una estructura recíproca la-
minar composta per mòduls quadrats, (Figura 28)  a la qual “les vores dels qua-
drats actuen com a barres, flectant degut a l’espenta sobre les vores de les peces 
adjacents. La forma original es distorsiona degut a la presència de quatre pestanyes 
al voltant del quadrat. Dues de les pestanyes es recolzen sobre dues peces adjacents, 
mentre les altres dues donen suport a un altre parell de mòduls adjacents”. Aquest 
comportament és homòleg al d’una estructura recíproca de barres amb capacitat de 
sobreeixir del plànol gràcies a la deformació dels elements que la integren, ja que, en 
estructures laminars, el gruix del material és menyspreable. 

Malgrat les similituds, l’anàlisi rigorós de les possibilitats geomètriques d’aquest ti-
pus de reciprocitat seria objecte d’una tesi doctoral i per tant no és objecte d’aquest 
treball final de grau. Cal esmentar el treball que estan duent a terme en aquest 
camp els investigadors Javier Barrallo, Francisco González i Antonio Sánchez a la 
Universitat del País Basc. UPV-EHU

Capítol 2. Les estructures recíproques

2.4. Comportament estructural.

Sol·licitacions

Les estructures recíproques són estructures que treballen fonamentalment a flexió. 
Això significa que, sota càrregues gravitatòries, generalment els moments flectors i 
el tallant seran les sol·licitacions més importants a les quals estaran sotmesos els 
elements de l’estructura. 

De fet, quan les estructures recíproques no tinguen un desenvolupament tridimen-
sional, és a dir, siguen completament planes i a més a més estiguen sotmeses a 
càrregues gravitatòries, aquestes no desenvoluparan esforços axials (Nx). (Sánchez, 
J. Escrig, F., Rodríguez Mª T, 2010) 

suport 
intern

suport 
externP+R

R P

3P

“R”

“M”

a = 3/4 L

suport 
intern

suport 
externP+R

R P

3P

“R”

“M”

a = 3/4 L

Figura 30. Tallant i moment flector sobre una barra en un mòdul aïllat pla.

POPOVIC, Olga. 1996. Reciprocal frame structures [En línia]. Tesi doctoral. University of Nottingham [Consulta: 28/08/2018]. 
Disponible a <http://eprints.nottingham.ac.uk/11494/1/320023.pdf>
Re-dibuix.

http://eprints.nottingham.ac.uk/11494/1/320023.pdf
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A partir de les investigacions dels autors anteriorment esmentats es coneix que les 
estructures recíproques, quan treballen en malles planes, tenen un comportament 
notablement pitjor que les estructures de malla (estructures on les barres són con-
tínues). 

Figura 31.a) Modelització d’estructura recíproca plana b) Diagrames de moments flectors 
per a estructura recíproca plana c) Modelització d’estructura de malla plana d) Diagrames 
de moments flectos d’estructura de malla plana.

SÁNCHEZ, J. ESCRIG, F., RODRÍGUEZ Mª T, 2010. Una aproximación analítica a las mallas recírpocas diseñadas por Leonardo. 
Informes de la construcción. Vol 62, 518, pàgs. 5-14. ISSN: 0020-0883

31.a)

31.c)

31.b)

31.d)

No obstant, aquests autors puntualitzen que el comportament estructural de les es-
tructures recíproques millora considerablement quan la malla es desenvolupa tridi-
mensional-ment.

La raó per la qual es produeix aquesta milloria és perquè s’introdueixen esforços 
axials en detriment del moment flector i el tallant (figura 32), havent una tendència 
al comportament laminar, amb tots els avantatges que això implica.

Si l’aplicació de càrregues és simètrica, així com la geometria de l’estructura, s’evi-
taran forces residuals com moments torsors o moments laterals (Olga Popovic, 
2008), dites sol·licitacions no contribueixen en absolut a millorar el comportament 
estructural.
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Figura 32. a) Modelització estructural d’una estructura recíproca de malla rectangular. b) 
Diagrames de forces axials. c) Moments flectors.

SÁNCHEZ, J. ESCRIG, F., RODRÍGUEZ Mª T, 2010. Una aproximación analítica a las mallas recírpocas diseñadas por Leonardo. 
Informes de la construcción. Vol 62, 518, pàgs. 5-14. ISSN: 0020-0883

32.a) 32.b) 32.c)

Tipus d’unions

Hi ha diverses maneres de resoldre la intersecció entre barres; es triarà una moda-
litat o una altra en funció del tipus de sol·licitació que s’espera transmetre entre 
barres, de les limitacions constructives, i del tipus de comportament tridimensional 
desitjat. El material en què estiguen construïdes les barres també condicionarà el 
disseny de la unió.  

En el cas del present treball, els requeriments de l’arquitectura transportable i 
efímera limita les opcions disponibles, sent possible només aquells tipus d’unions 
que no alteren la geometria de la barra, podent variar la seua posició al llarg de 
la mateixa sempre que siga necessari. D’aquesta manera, la construcció podrà ser 
des-muntada i re-muntada amb configuracions diferents.

A continuació s’estableix una classificació en funció de la relació entre la distància 
més curta entre eixos (h2) i la part de dita distància ocupada pel material de les 
barres que es pretenen connectar (2r).

Unions amb osques. (h2 < 2r) (fig. 33.a)

Com l’espai teòric ocupat per les masses dels elements que es pretén unir és major 
que l’espai disponible, s’han de practicar osques sobre el material, les quals reduei-
xen localment la secció de la barra o les barres. És l’únic tipus de connexió que pot 
evitar un comportament tridimensional de la malla en estructures de barres (h2 = 
0 < 2r)

Si la connexió es realitza sense cap altre element addicional, aquesta és capaç de 
funcionar a compressió i tallant sense grans problemes, no obstant, no pot treballar 
a tracció ni transmetre moments flectors.
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Unions recolzades (h2 = 2r)

Com a regla general, són les unions més senzilles de realitzar, ja que les barres són 
recolzades directament l’una sobre l’altra. Una malla elaborada a partir de bar-
res rectes idèntiques, amb un tessel·lat regular i exclusivament amb aquest tipus 
d’unió sempre tindrà curvatures constants.

Dins d’aquesta classificació es poden distingir dos subgrups;

	 - Unions simplement recolzades. (fig. 33.b) Funcionen majoritàriament a 
compressió, no obstant, el fregament entre peces fa possible una  mínima capacitat 
de resistència a tall. 

En la pràctica, les unions simplement recolzades sempre van acompanyades d’algun 
element addicional que assegure l’estabilitat global de l’estructura.

	 - Unions recolzades restringides. (fig. 33.c) Quan el dispositiu que acompa-
nya la unió recolzada està dissenyat per fer funcionar la unió sota altres tipus de 
sol·licitacions, com poden ser les traccions.

Figura 33. Diferents tipus d’unió entre barres. a) Unió amb osca b) Unió simplement 
recolzada c) Unió recolzada amb restriccions d) Unio estesa o extensió

(PRÒPIA)

33.a) 33.b)

33.c) 33.d)
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Unions esteses o extensions (h2 > 2r) (fig. 33.d)

Com les barres que es pretenen unir no estan en contacte, la connexió s’haurà de 
garantir a través d’un element capaç de connectar-les  efectivament. 

La capacitat per transmetre els diferents tipus de sol·licitacions dependrà del dis-
seny del dispositiu.

Dimensionat

Els punts més sol·licitats a tallant i moment flector sempre són les interseccions on 
es dóna suport a altres barres, sent aquests els punts crítics per als quals s’hauran 
de dimensionar els elements. Quan es practiquen unions oscades s’ha de tindre en 
compte que la secció útil es redueix just al punt més sol·licitat, aquest punt és 
determinant per al disseny de la barra.

Generalment, el fenomen del vinclament no és condicionant per al dimensionat en 
estructures recíproques de barres, no obstant, pot arribar a ser significant quan 
l’esveltesa de les barres siga elevada, ja siga per una llargària de vinclament elevada 
(Lk) o per tindre una secció efectiva molt menuda, com sol ser el cas de seccions 
metàl·liques de classe1 4. També, perquè aquest fenomen siga rellevant, l’esforç de 
compressió axial haurà d’assolir valors rellevants, és el cas de les estructures amb 
càrregues verticals, amb grans pendents respecte del plànol del sòl i amb connexions 
no simplement recolzades. El risc de vinclament lateral també existirà quan la inèr-
cia d’un dels eixos de la barra siga molt més gran respecte de la inèrcia de l’altre 
eix, com pot ser el cas d’un perfil normalitzat d’acer IPE o una secció de fusta amb 
una secció transversal molt més alta que ampla.

Els mecanismes de connexió entre les barres també poden fallar, implicant una falli-
da global de l’estructura. De fet, amb connexions basades en el fregament entre bar-
res, és a dir, connexions simplement recolzades, la fallida es produirà quan la força 
axial transmesa supere la resistència màxima a fregament estàtic de les superfícies 
en contacte de les barres, d’altra banda, dita resistència màxima no és una constant, 
si no és funció de la força vertical transmesa.

Dit això, la fallida per lliscament entre superfícies serà condicionant per al disseny 
d’estructures de barres amb pendents moderades o grans i amb connexions simples, 
recomanant sistemes alternatius a les esmentades connexions que garantisquen un 
comportament estructural més òptim. Com s’havia mencionat abans, les connexions 
simples i les connexions oscades no suporten traccions, per tant es produirà una 
fallida sempre que en alguna connexió d’aquest tipus hi apareguen traccions. En 
aquest treball s’evitarà que apareguen traccions a les connexions entre les barres.

1	 Segons el DB-SE-A, són classe 4 els elements totalment o parcial comprimits de les seccions 
esveltes que vinclen localment abans d’assolir el límit elàstic en la fibra més comprimida. Si la secció 
conté un element de classe 4, tota la secció és considerada classe 4.
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Relació geometria-sol·licitacions en estructures de barres.

Segons Olga Popovic, al seu llibre Reciprocal Frame Architecture, 2008. Les següents 
característiques geomètriques influeixen en les sol·licitacions en un “fan” : (La no-
menclatura es pot consultar a la figura 27)

- El diàmetre extern de la llum global de l’estructura. (ro)

- El diàmetre intern de l’obertura. (ri)

- La pendent de l’estructura.(H/x)

- La profunditat dels elements principals.

- El nombre d’elements principals. (n)

Degut a les interrelacions geomètriques pròpies de les estructures recíproques, tots 
aquests paràmetres afecten la distància entre interseccions i la inclinació de les bar-
res, que seran les dues característiques últimes de les quals es deriva la magnitud 
de les sol·licitacions. 

- A més distància entre punts d’intersecció, més moments flectors i tallants en rela-
ció a les càrregues imposades.

- A més inclinació de les barres respecte del plànol del sòl, més proporció de forces 
axials respecte de moments flectors i tallants.

2.5. Antecedents històrics

Resulta molt difícil poder establir alguna data o període exacte a partir del qual 
es va començar a utilitzar el principi de reciprocitat tal i com s’entén a dia de hui. 

Al llarg de la història, tant éssers humans com alguns animals han fet servir  el 
recolzament mutu entre diferents elements estructurals per conformar sistemes esta-
bles que pogueren complir amb la funció de refugi que, malgrat no poder ser entesos 
com a estructures recíproques, sí presenten importants similituds amb aquestes. 
Olga Popovic cita al seu llibre “Reciprocal Frame Architecture” alguns exemples 
d’aquestes construccions com els tipis indis (Figura 34.a) o els habitatges navahos 
hogan. (Figura 34.b)

En la pràctica, poques construccions recíproques no contemporànies han arribat 
als nostres dies, en primer lloc, per la seua escassesa i intermitència al llarg de la 
història, i en segon lloc per la durabilitat del material en què estaven construïdes, 
la fusta. En la majoria de casos s’ha tingut constància del coneixement  d’aquesta 
tipologia estructural a través de dibuixos com, per exemple, els de Leonardo da 
Vinci als Còdexs Atlàntic i Madrid. (Figures 35 i 38)

Se sap de la utilització del principi de reciprocitat tant a la cultura europea com al 
món oriental, encara que probablement per motius diferents, l’ús de la fusta com a 
material constructiu en aquestes estructures és comú en les dues cultures.
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Figura 34. a) Tipi indi  b)Hogan Navaho.

POPOVIC, Olga. 2008. Reciprocal frame architecture. Burlington: 
Elsevier, 2008. ISBN: 978-0-7506-8263-3

Figura 35. Pont de Leonardo.

DA VINCI, Leonardo, 1493. Còdex Madrid I. [en línia]: Leonardo 
Interactivo. Edició 2011. Madrid: Biblioteca Nacional de España. 
[consulta: 20 juny 2018]. Disponible a: http://leonardo.bne.es/
index.html

D’una banda, les estructures recíproques eren utilitzades en Europa per raons  tec-
nològiques i constructives (Pugnale, Sassone, 2014), entre l’any 1225 i el 1250 Vi-
llard de Honnecourt va proposar al seu llibre de dibuix una solució per cobrir espais 
amb bigues més curtes que la llum que es pretenia cobrir (Figura 36), posterior-
ment Leonardo da Vinci va treballar amb la mateixa idea i la possible utilització 
del criteri de la reciprocitat per a la construcció ràpida i desmuntable de ponts de 
caràcter militar (Figura 35) que, malgrat no haver evidències de què arribaren a 
ser construïts presenten un considerable grau de detall, tant gràficament com en la 
descripció de processos d’execució, el detall era tal que han pogut ser reproduïts en 
l’actualitat (Sánchez, Escrig, Rodríguez, 2008) . A més a més, Leonardo da Vinci 
probablement va ser la primera persona que va concebre el concepte de malla re-
cíproca tal i com s’entén actualment, de fet, alguns autors es refereixen a aquestes 
malles com a “Malles de Leonardo”. 

Un cas d’utilització de les estructures recíproques en occident que crida l’atenció 
és el de la sala de la música en el Palazzo Piccolomini a Pienza (Figura 37), a on 
la disposició de les bigues sembla ser purament decorativa, ja que és una sala re-
lativament xicoteta, que admet altres solucions de cobriment més senzilles però es 
va optar per una disposició recíproca, la qual no només no és ocultada com ocorre 
en la majoria de casos a occident, sinó que és decorada. (Pugnale, Sassone, 2014)

La reducció a termes funcionals i estructurals que generalment es dóna en la cultu-
ra occidental contrasta amb la concepció simbòlica que representen les estructures 
recíproques a l’orient, a on cobra especial importància el fet de ser estructures amb 
una carència de jerarquia, on totes les peces se suporten mútuament.

http://leonardo.bne.es/index.html 
http://leonardo.bne.es/index.html 
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(74)

Figura 36. “Com procedir en una casa 
o una torre inclús si les bigues són massa 
curtes” Villard de Honnecourt. 1225-1250.

ERLANDE-BRANDERBURG. PERNOULD, Alain. GIMPEL, 
Régine ,BECHMANN, Ronald.., & HONNRCOURT, Villard. 
(1991). Villard De Honnecourt : Cuaderno S. XIII. A Partir Del 
Manuscrito Conservado En La Biblioteca Nacional De Paris. 
Madrid : Akal, D.L. 1991. ISBN 8476006705

Figura 37. Palazzo Piccolomini. Sostre de 
la sala de la música.

PUGNALE, Alberto, SASSONE, Mario & Fotografia per INSALL, 
Donald. Structural Reciprocity: Critical Overview and Promising 
Research/Design Issues. Nexus network journal: Architecture and 
Mathematics. 16:9–35. Torino: Kim Williams Books. DOI 10.1007/
s00004-014-0174-z

Figura 38. Full 899v del còdex Atlàntic on apareixen diferents malles 
recíproques.

DA VINCI, Leonardo. Codex Atlanticus. [en línia]. [consulta: 20 juny de 2018]. Disponible a: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/8/83/Codex_Atlanticus_foli_899v.jpg

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/83/Codex_Atlanticus_foli_899v.jpg 
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/83/Codex_Atlanticus_foli_899v.jpg 
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Segons Alberto Pugnale i Mario Sassone, l’interès per les estructures recíproques a 
l’orient prové de dos conceptes separats:

D’una banda, el concepte religiós de Mandala, amb la forma simbòlica del cercle 
màgic (Gombrich, 1979) 

D’altra banda i especialment a la Xina, “[...] l’ús d’entrellaçaments de bambú per la 
realització de cistelles com a antiga tradició que ha sigut transferida a objectes de 
major escala” L’exemple més clar és el pont de “l’Arc de Sant Martí” a Shandong 
(Figura 39). (Pugnale, Sassone, 2014)

És ben cert que hi ha constància de l’ús del principi de reciprocitat en diversos llocs 
del nosrtre planeta i durant períodes intermitents al llarg de la història, no obstant 
això, cada autor s’ha referit a aquestes estructures amb diversos noms fins que el 
terme “Reciprocal frames”, pòrtics o marcs recíprocs, va aparèxer per primera vega-
da a l’any 1992 de la ma dels l’investigadors Chilton i Choo.

Capítol 2. Les estructures recíproques

Figura 39. Pont de l’Arc de Sant 
Martí a Shandong.

BASHAR ALTABBA, P. E., 2000. Re-creating the Rainbow 
Bridge. ASCE Civil Engineering [en línia]. May 2000, n. 5. 
[consulta: 20 de juny de 2018] http://www.pbs.org/wgbh/nova/
lostempires/china/builds.html

Figura 40. Sostre del complex de 
teatre de titelles dissenyat per Kazuhiro 
Ishii a l’any 1992.

TUSUKUBA, Kentaro, 1992. Seiwa Bunraku-Kan, Complex de 
teatre de titelles dissenyat per Kazuhiro Ishii. [Digital]

2.6. Estat de l’art

Potser l’increment de la capacitat de computació i representació gràcies a l’aparició 
dels ordinadors durant la segona part del segle passat ha incentivat l’estudi de les 
estructures recírpoques, des de noves possibilitats geomètriques fins estudis més 
detallats del seu comportament estructural, així com noves possibles aplicacions. 
El resultat és l’existència de bibliografia molt recent i investigacions en curs sobre 
aquesta tipologia estructural, la qual encara té molt de potencial per desenvolupar. 
A continuació, es fa una compilació dels treballs més rellevants que s’estan duent a 
terme, o han conclòs recentment, arreu del món per diferents investigadors.
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Estudi i millora de criteris per obtenir millors patrons de tessel·lat. 

En aquest aspecte, els doctors Javier Barrallo, Francisco González i Antonio Sánc-
hez, de la UPV-EHU han realitzat publicacions recents on s’aprofundeix en la de-
senvolupabilitat de les superfícies com a principal ferramenta per dissenyar patrons 
plans que després poden ser aplicats directament gràcies a la geometria d’aquest 
tipus de superfície.

Càlcul automatitzat de malles recíproques de barres rectes mitjançant 
software

L’equip d’investigació integrat per Peng Song�, Chi-Wing Fu�, Prashant Goswami, 
Jianmin Zheng, de la  Nanyang Technological University, Singapore; Niloy J. Mitra, 
de la University College London i Daniel Cohen-Or de la Tel Aviv University, ha 
arribat a desenvolupar una ferramenta informàtica que automatitza el procés de 
disseny geomètric d’una manera molt similar a com s’ha procedit en aquest TFG. A 
més a més, la ferramenta va més enllà, sotmetent cada element individual de la ma-
lla a un procés d’optimització, el qual redistribueix cada element mitjançant diver-
ses rotacions que fa possible que totes les unions puguen ser simplement recolzades. 

Fig. 10 Fourteen conical shapes may be developed from four different planar patterns (a, b, c, d) using
only the sheet shown in Fig. 8a. Images: authors
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1. First, the user selects two RF-units in RF Pattern editor (Fig. 5a). These two

RF-units need not be the same, as it depends on the design of the user. Then, he/

she can connect the two RF-units in the working canvas to define a grammar

rule, i.e., how the two RF-units are connected.

2. After that, RF Pattern editor will repeatedly apply the grammar rule

procedurally and attempt to generate a coherent 2D RF-tessellation (Fig. 5b).

Note that one may also define more than one rule and/or employ more than one

RF-unit to achieve a coherent RF-tessellation.

3. After achieving a coherent RF-tessellation, the user can open RF Creator, and

import a desired OBJ model as the 3D guiding surface. Then, RF Creator can

automatically generate an approximated RF-structure with the 2D RF-

tessellation on the guiding surface (Fig. 5c).

4. Now, the user can apply the tessellation window in RF Creator to modify how

to map the tessellation pattern onto the 3D RF-structure with interactive

feedback. For example, users can perform rigid transformation on the 2D

tessellation such as translation, rotation, and scaling. Figure 5d shows an

example of scaling, as compared with Fig. 5c.

5. Moreover, the user can modify the geometrical parameters of the RF-units, for

example, the size of the RF-units as relative to the distance between them in a

Fig. 3 The rods in (a) the approximated RF-structure might (b) slightly float over or penetrate one
another so we further optimize the rod positions to (c) ensure their collinear contact

Fig. 4 Our tool can assist the physical construction of RF-structures: a clicking a rod to see its contact
information; and b a top–down 2D map view of the RF-structure

114 P. Song et al.

Figura 41. Adaptació de patrons plans a 
superfícies reglades
 
BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, Antonio, 
2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. Nexus 
Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams Books. 
DOI 10.1007/s00004-017-0346-8. 

Figura 42. Captura de pantalla de la 
ferramenta informàtica desenvolupada per 
l’equip de Song 

BRANCART Stijn, POPOVIC LARSEN Olga , DE LAET Lars 
, DE TEMMERMAN  Niels. 2017. Bending-active reciprocal 
structures based on equilateral polyhedral geometries. A: Annette 
Bögle, Manfred Grohmann. IASS Annual Symposium 2017
“Interfaces: architecture.engineering.science”[en línia]. Hamburg, 
Alemanya. [consulta: 30/08/2018]. Disponible a: <https://
www.researchgate.net/publication/320076892_Bending-active_
reciprocal_structures_based_on_equilateral_polyhedral_
geometries>
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Estructures recíproques basades en elements no rectes

Les estructures recíproques amb geometries no rectes ofereixen amplies possibilitats, 
resultant el seu estudi d’especial interès, tant en estructures recíproques laminars 
com en estructures recíproques de barres. En aquest aspecte, una vegada més els in-
vestigadors Javier Barrallo, Francisco González i Antonio Sánchez, de la UPV-EHU 
també duen a terme un estudi geomètric sobre estructures recíproques laminars.

D’altra banda, l’equip integrat per la doctora Olga Popovic, de la KADK (The 
Royal Danish Academy of Fine Arts), Stijn Brancart, Lars De Laet i Niels De Tem-
merman, tots tres de la de la VUB (Vrije Universiteit Brussel) està estudiant  les 
estructures recíproques de barres deformades per efecte de moments actius basades 
en poliedres equilàters.

Every polyhedron has several associated laminar reciprocal patterns, so they can

be constructed in different ways, depending in how pieces are assembled. The

constructive material used is smooth and bends nicely so the pieces do not need any

closing system apart from the bending-frictional mechanism.

Figure 11 shows the five regular polyhedra constructed in plastic, metal and

wood. Models from Fig. 11a–e were constructed in small/medium size. The large

icosahedron in Fig. 11f was constructed using medium density fibreboard and has a

height of 150 centimetres. Although it is stable and self-supporting, all the laminar

panels were secured with rivets as a precaution.

Note that all the polyhedra constructed in this section have two different shapes

of perforations. One is the perforation corresponding to the regular polygon that

generates the polyhedra (one type of polygon for regular polyhedra and two or three

polygons for semi-regular polyhedra). The second perforation corresponds to the

gaps in the union of the tabs, which leaves empty spaces with the polygonal shapes

corresponding to the dual polyhedron. The rhomboid pieces are the edges; the tabs

situated in the shorter sides define the apex of the polyhedron. The apexes generate

empty spaces that cannot be considered faces; the empty spaces around the edges

are the faces of the polyhedron.

Thus, the cube in 11a has six squares as generative polygons for a cube plus six

triangles as gaps in the union of the tabs. The octahedron in Fig. 11c (dual of the

cube) has six triangles as generative polygons and six squares in the joints.

Dodecahedra (Fig. 11d), composed of twelve pentagons and Icosahedra (Fig. 11e),

dual of dodecahedra and composed of twenty triangles, also present this duality in

the number of polygons and the number of gaps created in the assembly of the tabs.

Fig. 11 Platonic solids: a cube; b tetrahedron; c octahedron; d dodecahedron; e icosahedron; f big scale
icosahedron. Images: authors
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laminar reciprocal structures by flexion, since the thickness does not condition the

form. When the geometry is complex, the difference between both types of structure

is further accentuated and the scope of application is wider: separating panels, light

facades, ephemeral constructions… and the architectural possibilities are more

interesting.

The generated surface acts as a sheet with perforations. The pieces can be glued

to form a unitary element, avoiding shear stresses in the overlaps and reinforcing the

joints. Waterproofing, the great problem of reciprocal structures, is more easily

achieved than in linear reciprocal structures, as there is more continuity with less

protrusion. The shapes generated with simple curvature (cones, cylinders, convo-

lutes…) can have a textile or laminate coating without facings or cuts if the size of

the sheet or fabric allows it.

It is important to highlight that there are many types of surfaces that may be

covered using this kind of sheet. At this point it is possible to anticipate that any

kind of developable surface can be built using sheet patterns. Warped and double-

curvature surfaces may be adapted successfully and the possibilities for further

works are really enormous. The application of this type of reciprocal structures on

developable surfaces and their adaptation to complex double-curvature forms is

explained in the Ph.D. Thesis of Francisco González-Quintial (González 2016).

Also interesting is the use of wood sheets and plywood boards either through the

structural concept of active form, as presented in the work of Nabaei et al. (2017) or

though constructions that take advantage of the potential of the geometric curvature

itself without introducing overstresses, as (Narváez-Rodrı́guez et al. 2015).

Fig. 13 a Two examples of helixes, b one example of a quadric surface: an ellipsoid, c two Russian
dolls. Images: authors
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Figura 43. Estructures recíproques corbes i 
laminars sotmeses a moments actius
 
BARRALLO, Javier. GONZÁLEZ, Francisco. SÁNCHEZ, 
Antonio, 2017. Laminar Constructions and Reciprocal Srtructures. 
Nexus Network Journal. 24 Juny de 2017. Torino. Kim Williams 
Books. DOI 10.1007/s00004-017-0346-8. 

Figura 44. Cúpula recíproca de barres 
corbes sotmeses a un moment actiu

PENG Song, FU Chi-Wing, GOSWAMI Prashant,
ZHENG Jianmin,  MITRA Niloy J, COHEN-OR Daniel, 2014. An 
Interactive Computational Design Tool for Large
Reciprocal Frame Structures. Nexus Network Journal. 5 Març 
de 2014. Torino. Kim Williams Books. DOI 10.1007/s00004-014-
0173-0

43.a) 43.b) 44)

Les investigacions de Rhinus Roelofs

Rhinus Roelofs, el qual porta investigant les estructures recíproques des de l’any 
1989, ha investigat i experimentat sobre múltiples aspectes de les estructures re-
cíproques, com per exemple, la confecció de malles recíproques amb barres corbes, 
també va ser la primera persona que vora l’any 2005 va plantejar un mòdul recíproc 
cúbic (figura 45.b) així com ha experimentat amb transicions entre diferents malles 
recíproques, entre altes investigacions, sempre amb la geometria com a punt central. 
També ha organitzat múltiples workshops que tracten de divulgar sobre les malles 
recíproques. 
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Estructures recíproques modulars

És un pas més enllà pel que fa a la transportabilitat i el fàcil muntatge d’aquest 
tipus de construccions. La investigadora Eliana Manuel Pinho va estudiar recent-
ment la possibilitat d’obtindre malles recíproques complexes a partir d’altres malles 
recíproques que funcionen com a mòduls individuals, l’interès resideix en la manera 
en què s’uneixen les diferents malles mòdul.

Figura 45. Diferents estudis de Rhinus Roelofs; a) Transició entre diferents patrons de 
malla b) Mòdul cúbic recíproc transformable. c) Volum construit a partir de mòduls cúbics 
recíprocs .

ROELOFS, Rinus, 2005. Pàgina web coorporativa [en línia][consulta: 28/08/2018] Disponible a: <http://www.rinusroelofs.nl/
structure/3d-dynamic/st-3dd-26.html>

these kinds of structures in a pedagogical context with teachers and students of

architecture.

There was even an opportunity to present our work to the mayor of Terras de

Bouro, Dr. Joaquim Cracel, who generously offered the group a tour of the hills

around Geres, and a fine dinner (Fig. 11).

The 2013 workshop was made possible by the generous support of the Faculdade

de Arquitectura da Universidade do Porto (FAUP) and its Dean, Prof. Carlos

Guimarães, the Centro de Estudos de Arquitectura e Urbanismo (CEMU)

and its Dean, Prof. Doutor Rui Póvoas, the city of Terras de Bouro and its Mayor,

Fig. 9 Eliana Manuel Pinho and the final dome constructed with four modular pods. Photo: Kim
Williams

Fig. 10 Alberto Pugnale and his reciprocal structure. Photo: Dmitri Kozlov

244 K. Williams, J. P. Xavier

authors of this conference report, João Pedro Xavier, 2013 workshop host, and Kim

Williams, host of the 2003 meeting, workshop leader Rinus Roelofs (Netherlands),

Chris Glass (USA) and Biagio Di Carlo (Italy). Joining them were Alberto Pugnale

(Australia), Dmitri Kozlov (Russia), Eliana Manuel Pinho (Portugal), Javier

Barrallo (Spain), and José Pedro Sousa (Portugal) (see Fig. 1 below).

The plan was to construct reciprocal domes featuring double curvatures and dual

layers, including areas of negative curvature, under the supervision of Rinus Roelofs

(Fig. 2), who kindly accepted our invitation to ‘command’ the ‘construction site’, as

well as other similar structures suggested and directed by other participants.

Sculptor Rinus Roelofs arrived in Perdizes with a van full of small and large

elements to use for building models in order to understand the system, and larger

elements to build full scale domes. Rinus began his work on reciprocal structures in

1989, when he found that he had independently developed a structural system that

was just like the one sketched by Leonardo on fol. 899v of the Codex Atlanticus

Fig. 1 Leonardo 2013 workshop participants are looking to the future. Photo: Luis Ruivo

Fig. 2 Workshop leader Rinus Roelofs with Alberto Pugnale and Eliana Manuel Pinho. Photo: Dmitri
Kozlov

240 K. Williams, J. P. Xavier

Figura 46. Eliana Manuel Pinho observant 
la seua pròpia estructura modular. 

WILLIAMS Kim, XAVIER Joao Pedro, 2014. Leonardo 2013, 3-5 
June 2013, Perdizes, Portugal.  Nexus Network Journal. 18 de 
març de 2014. Torino. Kim Williams Books. DOI 10.1007/s00004-
014-0186-8

Figura 47. Assistents al workshop 
organitzat en 2013 en Perdizes, Portgugal.
 
WILLIAMS Kim, XAVIER Joao Pedro, 2014. Leonardo 2013, 3-5 
June 2013, Perdizes, Portugal.  Nexus Network Journal. 18 de 
març de 2014. Torino. Kim Williams Books. DOI 10.1007/s00004-
014-0186-8

http://www.rinusroelofs.nl/structure/3d-dynamic/st-3dd-26.html
http://www.rinusroelofs.nl/structure/3d-dynamic/st-3dd-26.html


Aquesta pàgina roman 
intencionadament en blanc



Arquitectura efímera i modelització matemàtica: disseny d’estructures recíproques

 35 

Capítol 3. Llocs geomètrics
Havent arribat a aquest punt, una volta determinat el concepte d’arquitectura efí-
mera i transportable, i ja coneixent què és una malla recíproca, és el moment d’en-
trar en definicions geomètriques en l’espai de tres dimensions, i més en detall de les 
superfícies quàdriques. Comprendre aquests conceptes és clau per poder analitzar 
superfícies geomètricament i traduir-les a una malla recíproca. Partint previ conei-
xent del comportament tridimensional d’un “fan” o mòdul individual (punt 2.2), 
i coneixent la naturalesa de la superfície buscada, es pot ajustar el comportament 
tridimensional de la malla per generar dita superfície. Realment, les malles recípro-
ques de barres no generen superfícies en el sentit estricte, ja que estan conformades 
a partir d’elements lineals amb buits entre ells, més bé es podria dir que generen 
superfícies virtuals, percebudes com a tal per l’usuari.

“Un conjunt de punts de l’espai es diu que constitueix un lloc geomètric respecte 
d’una propietat P, quan qualsevol punt del conjunt posseeix aquesta propietat” (Án-
gel Montesdeoca, 2001)

Llavors, una equació expressa la propietat P a partir d’una relació de coordenades 
de cada punt del lloc geomètric. Si l’equació s’expressa en els eixos de coordinades 
cartesianes , coincidents amb els eixos principals del lloc geomètric, aquesta se sim-
plifica considerablement, permetent una identificació ràpida del tipus de geometria 
de què es tracta. A les equacions expressades en els eixos de coordinades principals 
se les anomena “equacions reduïdes”

“Si la propietat P d’un punt P(x,y,z) es tradueix per una condició simple, el lloc dels 
punts que posseeixen aquesta propietat vindrà determinat per una sola equació entre 
les coordinades x, y i z; resulta, en general, una superfície. Si P s’expressa per dues 
condicions simples, el lloc vindrà determinat per dues equacions, i serà, en general, 
una corba” (Ángel Montesdeoca, 2001)

Per exemple, determinant una condició simple expressada mitjançant l’equació 5 x2 
+ 5 y2 - 3 z2 = 1 s’obté la superfície representada a la figura 48.a, no obstant això, 
si s’afegeix una segona condició x=0 i se superposen ambdues totes dos, el resultat 
serà la corba en l’espai definida per les equacions 5 x2 + 5 y2 - 3 z2 = 1 i x=0, ubi-
cada a la intersecció de les dues superfícies. 

Una altra manera d’expressar un lloc geomètric és definir per a cada eix una funció 
que determine la coordenada a partir d’un o diversos paràmetres. 

x=ſx(u,v,...)   y=ſy(u,v,...)   z=ſz(u,v,...)

3.1. Concepte de lloc geomètric.
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Figura 48. a) Tots els punts en l’espai tridimensional que compleixen l’equació  5 x2 + 5 
y2 - 3 z2 = 1 
b) Tots els punts en l’espai tridimensional que compleixen l’equació x=0. En roig tots els 
punt que compleixen simultàniament les anteriors equacions.

(PRÒPIA)

En l’espai tridimensional, si la funció que assigna valors a les coordinades depèn 
d’un sol paràmetre, s’obté una corba. Per contra, si aquesta funció depèn de dos 
paràmetres, s’obté una corba variable, o dit d’una altra manera, una superfície. 
Aquesta forma d’expressar un lloc geomètric s’anomena equació paramètrica.

3.2. Generació de superfícies.

Com s’havia dit abans, una superfície pot ser entesa com una corba variable, llavors, 
és possible generar superfícies a partir de corbes. Dita corba variable generadora 
de la superfície es denomina “generatriu”, si la condició d’engendrar una superfície 
s’expressa indicant que la generatriu es recolza sobre una altra corba fixa, aquesta 
segona corba es denomina “directriu”. 

Quan les generatrius són rectes es diu que la superfície és una superfície reglada 
(Figura 49), per exemple, les següents quàdriques són superfícies reglades; els cilin-
dres, els cons, els hiperboloides d’un full i els paraboloides hiperbòlics. El fet que 
les superfícies reglades tinguen generatrius rectes les converteix en superfícies molt 
útils per al camp de l’arquitectura, ja que són molt fàcils de construir, tanmateix 
no serà el cas de les superfícies que potencialment pot generar el comportament 
tridimensional de les malles recíproques, ja que en aquest cas els elements lineals 
no creuen de banda a banda. En les malles recíproques les superfícies més fàcils 
d’obtindre són els cilindres i les esferes, ja que per a la seua construcció no s’ha de 
variar ni el gruix ni la llargària de les barres en tota la malla.

Capítol 3. Llocs geomètrics
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Figura 49. Exemples de generació de superfícies reglades a partir d’una recta generatriu. 
Aquestes superfícies difereixen en la inclinació de les generatrius.

(PRÒPIA)

Tot seguit s’estudiaran dos casos particulars de generació de superfícies degut a la 
seua rellevància; les superfícies de revolució i les superfícies de translació. 

Superfícies de revolució

“A la superfície engendrada per circumferències Υ (Generatrius) els centres de les 
quals estan en una recta fixa ℮ (eix de revolució) que és perpendicular a els plànols 
que les contenen i de radis variables de tal manera que cadascuna d’elles interseca 
a una corba fixa ℧ (directriu) es denomina superfície de revolució” (Ángel Montes-
deoca, 2001)

Superfícies de translació

“Es denomina superfície de translació de directriu C i generatriu C*, al lloc geomè-
tric dels punts de les corbes que s’obtenen de traslladar la generatriu C* paral·lela-
ment a ella mateixa, de tal forma que un punt M0 fixe d’ella recòrrega la directriu” 
(Ángel Montesdeoca, 2001) A mode explicatori, es pren una il·lustració del mateix 
autor. (Figura 51)
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3.3. Superfícies quàdriques

Un cas particular de superfícies són les superfícies quàdriques, l’interès per aquesta 
família de superfícies radica en què el tall de les mateixes per determinats plànols 
genera corbes còniques, dites corbes còniques presenten propietats geomètriques 
conegudes; trajectòries, pendents i curvatures, que poden simplificar l’anàlisi de la 
superfície. També són superfícies que posseeixen una regularitat desitjable per al 
món de l’arquitectura, són geometries àmpliament utilitzades tant en el camp de 
disseny de productes com en el disseny d’edificis, així com estan presents en diversos 
elements de la natura.

“S’anomena quàdrica al lloc geomètric en R3 dels punts reals o imaginaris, les 
coordinades homogènies dels quals, respecte d’un determinat sistema de referència, 
satisfan una equació de segon grau de la forma:” (Ángel Montesdeoca, 2001)

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

Expandint el sumatori: Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

Capítol 3. Llocs geomètrics

Figura 50. Generació de superfícies per 
revolució.

MONTESDEOCA-DELGADO, Ángel, 2001. Geometría proyectiva 
cónicas y cuádricas. 1ª Edició. Arafo-Tenerife: Gobierno de 
Canarias: Consejería de educación, cultura y deportes. ISBN: 

84-699-4085-6

Figura 51. Generació de superfícies per 
translació.

MONTESDEOCA-DELGADO, Ángel, 2001. Geometría proyectiva 
cónicas y cuádricas. 1ª Edició. Arafo-Tenerife: Gobierno de 
Canarias: Consejería de educación, cultura y deportes. ISBN: 
84-699-4085-6
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Expressant en forma matricial:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

Abreviant la forma matricial:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

a on la matriu A és una matriu simètrica, A=At, de coeficients reals. Aquesta ma-
triu es denomina “matriu de la forma quadràtica f” o matriu associada a l’equació 
de la quàdrica.

La matriu X és una matriu columna formada per les coordinades dels punts de la 
quàdrica.

Canvi de sistema de referències

Donada una quàdrica en un sistema de referències X mitjançant de la matriu asso-
ciada A:

Suposat un canvi M en el sistema de coordinades s’obté el nou sistema de coordi-
nades Y:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

La nova equació matricial resulta:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0
Denotant B per:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0
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La matriu B també serà una matriu simètrica:

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0
Llavors, s’obté la nova matriu associada B, que expressa la mateixa quàdrica inicial 
per a un nou sistema de coordinades Y.

Quàdriques

f( ( x_{0},x_{2},x_{3}) )= a_{00}x_{0}^2+a_{ 11 }
x_{1}^2+a_{ 22 } x_2 ^2+a_{ 33 }x_3^2 newline
+2a_{ 01 }x_0 x_1+2a_{ 02 }x_0 x_2+2a_{ 03 }x_0
x_3 newline +2a_{ 12 } x_1 x_2 +2a_{ 13 }x_1 x_3
+2a_{ 23 }x_2 x_3 =0 newline newline f( (
x_{0},x_{2},x_{3}) )= sum from{i,j=0} to{3} a_ij x_i
x_j newline a_ij=a_ji newline newline left lbrace
x_0,x_1,x_2 ,x_3 right rbrace left lbrace matrix{
a_00#a_01#a_02#a_03##a_01#a_11#a_12#a_13##a_02#a_12#a_22#a_23##a_03#a_13#a_23#a_33 } right rbrace left lbrace matrix{ x_0##x_1##x_2##x_3 } right rbrace =0 newline newline X^t A X=0 newline
Y=MX "  demés  " det( M ) <> 0 newline
X^t A X= (M^-1 Y  )^t A(M^-1 Y  ) newline X^t A X=
Y^t( (M^t)^-1 AM^-1 )Y=0 newline
B=( (M^t)^-1 AM^-1 ) " resulta que " B^t=B newline
Y^t B Y=X^t A X=0

f((x0,x2,x3))=a00x0
2+a11x1

2+a22x2
2+a33x3

2

+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3
+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0

f((x0,x2,x3))= ∑
i,j=0

3

aijxixj

aij=aji

{x0,x1,x2,x3}{
a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

}{
x0
x1
x2
x3
}=0

XtAX=0
Y=MX  demés  det(M)≠0
XtAX=(M−1Y)tA(M−1Y)

XtAX=Yt((Mt)−1AM−1)Y=0
B=((Mt)−1AM−1) resulta que Bt=B

YtBY=XtAX=0

Quàdriques degenerades 

Es diu que una quàdrica és degenerada quan el determinant de la matriu associada 
és 0. (det[A]=0), en cas contrari, la quàdrica serà no degenerada.

“Les úniques quàdriques que tenen punts singulars són les degenerades [...]”  (Ángel 
Montesdeoca, 2001)

Un punt singular d’una superfície és un punt de no diferencialitat de la mateixa, és 
a dir, un punt amb més d’un plànol de tangència.

Tipus de quàdriques i identificació

El tipus de quàdrica és independent del sistema de referències adoptat, i pot ser 
identificada a simple vista a partir de les seues equacions reduïdes, aquestes equa-
cions expressen la quàdrica en un sistema de referències coincident amb els eixos 
principals de la mateixa, aquestes s’obtenen a partir de dos moviments; una trans-
lació i una rotació.  La superfície cònica també pot ser reconeguda si es diagona-
litza la matriu associada A a partir del signe dels seus valors, si la matriu A no és 
diagonalitzable, la quàdrica és de tius parabòlic. A continuació es proporciona una 
infografia amb els diferents tipus de quàdriques.

Capítol 3. Llocs geomètrics
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El·lipsoide1 Hiperboloide 
d’un full

Hiperboloide 
de dos fulls

Paraboloide 
hiperbòlic

1 2

4

3

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

x=ct. → el·lipses
y=ct. → el·lipses
z=ct. → el·lipses

x=ct. → hipèrboles
y=ct. → hipèrboles
z=ct. → el·lipses

x=ct. → hipèrboles
y=ct. → hipèrboles
z=ct. → el·lipses

x=ct. → paràboles
y=ct. → paràboles
z=ct. → hipèrboles

Paraboloide 
el·líptic5

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

x=ct. → paràboles
y=ct. → paràboles
z=ct. → el·lipses
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Con el·líptic6

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

x=ct. → hipèrboles
y=ct. → hipèrboles
z=ct. → el·lipses

Cilindre 
el·líptic

Cilindre 
parabòlic87

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

x=ct. → rectes
y=ct. → rectes
z=ct. → el·lipses

x=ct. → rectes
y=ct. → rectes
z=ct. → paràboles

Cilindre 
hiperbòlic

Plànols 
secants9 10

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

Fòrmules de les quàdriques

x^2 over a^2 + y^2 over b^2 + z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =1
newline
y^2 over q - x^2 over p =2z newline ( p>0,q>0 )
newline
y^2 over q + x^2 over p =2z newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 - z^2 over c^2 =0
newline
x^2 over a^2 + y^2 over b^2 =1 newline
y^2=2px newline
x^2 over a^2 - y^2 over b^2 =1 newline
( y+ax )( y+bx )=0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=1

x2

a2
−
y2

b2
−
z2

c2
=1

y2

q
−
x2

p
=2z

(p>0,q>0)
y2

q
+
x2

p
=2z

x2

a2
+
y2

b2
−
z2

c2
=0

x2

a2
+
y2

b2
=1

y2=2px
x2

a2
−
y2

b2
=1

(y+ax)(y+bx)=0

x=ct. → rectes
y=ct. → rectes
z=ct. → hipèrboles

x=ct. → rectes
y=ct. → rectes
z=ct. → rectes



Arquitectura efímera i modelització matemàtica: disseny d’estructures recíproques

 43 

3.4. Anàlisi de superfícies
Viabilitat de la superfície

Cada superfície que es plantege haurà de ser analitzada per tal d’avaluar la possi-
bilitat de traduir-la a una malla recíproca viable, ja que no totes les superfícies són 
susceptibles de poder ser reproduïdes. Més estrany seria el cas d’una superfície sí 
poguera ser reproduïda geomètricament però que fóra incapaç de mantindre l’equi-
libri estàtic degut a les seues condicions de recolzament, encara que no impossible. 
En moltes ocasions, el resultat d’analitzar les superfícies implicarà un re-disseny de 
les mateixes.

Estudi de la viabilitat geomètrica

L’equip d’investigació integrat per Peng Song, Chi-Wing Fu, Prashant Goswami, 
Jianmin Zheng, Niloy J. Mitra i Daniel Cohen-Or, durant el desenvolupament d’una 
eïna informàtica capaç de poder adaptar malles recíproques sobre qualsevol su-
perfície pogueren identificar dues limitacions relacionades amb la geometria de la 
superfície que es pretenia reproduir; 

Figura 53. Fallides en l’adaptació de la malla a determinades superfícies.

PENG Song, CHI-WING Fu, PRASHANT Goswami, JIANMIN Zheng, NILOY J. Mitra i COHEN-OR Daniel, 2013. Reciprocal Frame 
Structures Made Easy. ACM Transactions on Graphics. [en línia] Vol: 32 Num: 4. [consulta: 10/05/2018].  Disponible a: <http://vecg.
cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html>.

53.a) 53.b) 53.c)

Situacions en què la malla no pot reproduir la superfície

- En regions de gran curvatura Gaussiana (K)1, ja siga possitiva o negativa, en 
relació amb les dimensions i patró del mòdul bàsic o “fan”. (Figures 53.a i 53.b)

- Regions relativament estretes, on les dimensions del mòdul bàsic excedisquen o 
s’aproximen a les dimensions de la superfície. (Figura 53.c)

1	 La curvatura Gaussiana és el producte de les dues curvatures principals; K=k1·k2 en un punt 
p sobre una superfície regular en R3. La curvatura gaussiana també pot ser donada per: K(p) = det(S(p))
On S és l’operador de forma

http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
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Front aquestes situacions hi ha tres opcions, o bé es re-dissenya la superfície evitant 
aquests punts, o es redueixen les dimensions del mòdul bàsic o fan, o bé es modifica 
el tessel·lat per dotar a la malla de més adaptabilitat.

En la majoria de casos, tans sols caldrà una representació gràfica de la superfície 
per detectar possibles fallides en l’adaptació. En casos menys obvis, la fallida es pot 
detectar analitzant la curvatura de la superfície en tots els punts de la superfície i 
comparant-la amb la curvatura màxima admissible per a un “fan” o mòdul, com ja 
s’ha dit abans aquesta curvatura màxima dependrà de les dimensions del “fan” i del 
tipus de malla; triangular, quadrangular, hexagonal... En tot cas, les fallides sempre 
es poden detectar una volta feta la modelització.

Estudi de la viabilitat estàtica en estructures de malla

Per estudiar la viabilitat estàtica tan sols es farà una senzilla valoració, són capaces 
les reaccions als suports d’equilibrar l’estructura? Tenint en compte que en una ma-
lla recíproca totes les barres no recolzades per altres barres requereixen de suport 
extern, és correcte poder afirmar que en realitat la superfície tindrà recolzaments al 
llarg de les corbes que la limiten, la qual cosa garantirà l’estabilitat de la superfície 
pel que fa a les reaccions en els punts de recolzament. Un cas especial és el d’aque-
lles configuracions a on les superfícies són tancades, com als tors o les esferes sense 
cap tall. En no tindre barres sense recolzar per altres barres s’hauran de determinar 
els punts de recolzament, disposant-hi un mínim de 3 punts recolzament no alineats. 

Figura 54. Exemple de punts de suport 
per a: a) Superfícies tancades b) Superfícies 
seccionades.
(PRÒPIA)

Figura 55. Punts de suport en una malla 
recíproca.
SGAMBI, Luca. GARAVAGLIA, Elsa. PIZZIGONI, Attilio. 
BASSO, Noemi. 2013.  Collapse behaviour in reciprocal frame 
structures. Structural Engineering & Mechanics. Vol. 46, No. 4 
(2013) 533-547. DOI: http://dx.doi.org/10.12989/sem.2013.46.4.533

54.a) 54.b) 55)

Des d’un punt de vista constructiu, els punts de recolzament es materialitzen com 
a connexions puntuals amb els fonaments, amb un pilar, o bé amb un congreny 
perimetral. Per tal de valorar l’estabilitat, els punts de recolzament es consideren 
articulacions i la superfície es considera un sòlid rígid.

Capítol 3. Llocs geomètrics
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Estudi de la viabilitat estàtica en estructures  basades en mòduls bidi-
mensionals

Les estructures basades en mòduls bidimensionals, com per exemple en el cas de la 
modelització del punt 4.3 (veure pàgina 53), funcionen de manera homòloga a una 
estructura de pòrtics. Per tant, malgrat estar garantida l’estabilitat en el plànol 
sobre el qual es desenvolupa l’estructura, s’ha de tenir especial cura amb la direcció 
normal al plànol. En aquesta direcció s’ha de preveure una correcta riosta per ga-
rantir l’estabilitat, d’igual manera que es faria amb una estructura porticada. Com 
a apunt, cal dir que aquest treball se centra exclusivament en el disseny geomètric i, 
per tant, a les modelitzacions no es contemplarà la inestabilitat en aquesta direcció, 
tot i haver de preveure-la al disseny final. 

Figura 56. Exemple de riosta en estructura 
basada en mòduls bidimensionals. (En roig)

(PRÒPIA)

Figura 57. Tessel·lat de malles 
recíproques.

PENG Song, CHI-WING Fu, PRASHANT Goswami, JIANMIN 
Zheng, NILOY J. Mitra i DANIEL Cohen-Or, 2013. Reciprocal 
Frame Structures Made Easy. ACM Transactions on Graphics. 
[en línia] Vol: 32 Num: 4. [consulta: 10/05/2018].  Disponible a: 
<http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_
frame/reciprocalFrames_sigg13.html>.

Tessel·lat de superfícies

El tessel·lat té com a objectiu obtindre un conjunt de cares planes disposades en 
R3 de tal manera que reproduïsquen, amb el menor error possible, la superfície ori-
ginal. És a dir, convertir una superfície amb curvatura contínua en una superfície 
facetada. Als casos que s’exposen a continuació, els vèrtexs de les cares resultants 
seran la malla base sobre la qual es construirà la malla recíproca, dit això és impor-
tant assenyalar que l’elecció del patró de tessel·lat sempre estarà condicionat pel 
patró que es desitja obtindre en la malla recíproca.

Tenint en compte les condicions constructives imposades al Capítol 1, la malla 
haurà d’aconseguir el seu comportament tridimensional no fent servir macles, així 
com les barres hauran de ser totes de la mateixa mida, d’aquesta manera, i d’acord 

http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
http://vecg.cs.ucl.ac.uk/Projects/SmartGeometry/reciprocal_frame/reciprocalFrames_sigg13.html
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amb el comportament tridimensional de les malles ja explicat al Capítol 2, apartat 
2.2, l’única manera d’introduir canvis en la curvatura és variant els punts d’unió, 
deixant més o menys llargària de la barra a l’exterior dels punts d’unió. 

Per tal de minimitzar la quantitat de material utilitzat i aconseguir minimitzar 
seccions de barra que poden alterar la percepció visual global de la superfície, el 
tessel·lat haurà de ser tan regular com siga possible. Ací resideix un problema, ja 
que s’haurà de traspassar un patró pla de tessel·lat a una superfície amb curvatura.

Aquesta és una qüestió merament geomètrica, i resulta més complicada del que 
sembla a simple vista, hi ha la excepció de dos casos als quals obtindre una malla 
regular sobre una superfície és considerablement més senzill:

- Superfícies desenvolupables. K=0 en tots els punts de la superfície. En aquest 
cas, les malles planes poden ser fàcilment col·locades sobre les superfícies.

- Esferes. dK/dS=0, K>0 en tots els punts de la superfície. En aquest cas parti-
cular, l’esfera pot ser fàcilment reemplaçada per una esfera geodèsica, la qual ja 
és una geometria facetada.

Capítol 3. Llocs geomètrics
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Capítol 4. 	Disseny geomètric d’estructures 		
		  recíproques
4.1. Procediment general

Diagrama de flux del disseny d’una estructura recíproca amb unions 
simplement recolzades

Necessitat/ 
Programa

Disseny 
espacial

Superfície 
inicial per 
reproduir

Disseny 
geomètric

Estudi de 
viabilitat

- Geomètrica
- Estàtica

Tessel·lat

Conversió a 
malla 

recíproca

Anàlisi 
geomètrica

 - Generatrius
 - Directrius
 - Curvatures

és vàlida?

és viable?

Si

No

No

Càlcul de:

- Gruix 
  de les barres.
- Nombre 
  de barres.
- Punts d’unió

Comprovació 
estructural

Elecció del 
material  de 
construcció

Pressupost Estructura 
final

Si

és vàlida?

Si
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Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

4.2. “Fan” o mòdul bàsic

Aquesta primera modelització té com 
a objectiu l’aplicació i estudi en un cas 
pràctic de les relacions obtingudes per 
Chilton i Choo (veure pàgina 20), en 
aquest primer cas no es pretén reproduir 
cap superfície, sinó modelitzar l’estruc-
tura recíproca més simple que existeix, 
que és un “fan” o mòdul bàsic per tal 
d’apreciar a simple vista la relació di-
recta entre la variació del paràmetres 
introduïts i la variació de la geometria 
final. Una altra particularitat d’aquesta 
modelització és que no només es con-
templen unions simplement recolzades, 
també es permet controlar l’osca entre 
els diferents membres, aquesta decisió 
permet que es puga apreciar quina in-
fluència té la profunditat de l’osca de les 
peces sobre l’altura total del fan. (veure 
pàgina 20)

La modelització consisteix a“n” rectes 
en R3, que són eixos d’uns cilindres re-
colzats un sobre l’altre formant un bu-
cle tancat, el següents paràmetres s’han 
establert com a independents; radi en 
coronació (ri), radi base (r0), nombre 
d’elements (n), Altura total sense osques 
(ALT), extensió sobre el punt d’inter-
secció (Ext) i percentatge d’osca (CDif), 
podent engendrar així infinits mòduls o 
fans bàsics. 

Aquesta modelització s’ha realitzat fent 
servir llenguatge mathematica, ja que 
per la seua simplicitat es més compren-
sible expressar-la d’aquesta manera.

Codi mathematica

Com a primer pas, es defineixen les vari-
ables independents a partir de les quals 
s’executarà tot el codi, havent d’avaluar 
tot el fitxer cada volta que es produïsca 
un canvi. 

Si per qualsevol motiu; constructiu, de 
disseny... es volguera substituir els pa-
ràmetres independents per altres, com 
per exemple l’altura total a canvi del 
gruix de les barres, cap la possibilitat 
d’aïllar-lo a les equacions que apareixen 
a continuació i així poder predeterminar 
dit paràmetre en la modelització.

Paràmetres d' entrada

In[3]:= ri = 3.2;
r0 = 10;
n = 3;
ALT = 2.76;
Ext = 0.2;
CDif = 0;

Funcions útils

In[9]:= A[ang_] :=
{{Cos[ang], Sin[ang], 0},
{-Sin[ang], Cos[ang], 0},
{0, 0, 1}}

Càlcul de paràmetres

Es defineix una matriu de gir en R3, la 
qual s’emprarà més tard.

Paràmetres d' entrada

In[3]:= ri = 3.2;
r0 = 10;
n = 3;
ALT = 2.76;
Ext = 0.2;
CDif = 0;

Funcions útils

In[9]:= A[ang_] :=
{{Cos[ang], Sin[ang], 0},
{-Sin[ang], Cos[ang], 0},
{0, 0, 1}}

Càlcul de paràmetresDesprés es calcula la resta de paràmetres 
a partir de les equacions de Chilton i 
Choo. Algunes equacions no apareixen 
tal qual, si no que han sigut aïllades prè-
viament. Una altra modificació respecte 
de les conegudes equacions és la intro-
ducció del valor CDif, que modific l’al-
tura total del fan, aquest valor expressa 
del 0 al 1 en quina proporció hi ha osca 
en les peces.

In[10]:= H = ALT * CDif;
AN = (2 * Pi) / n;
x2 = 2 * ri * Sin[AN / 2];
x1 =

(r0^2 - (ri * Cos[AN / 2])^
2)^(1 / 2) - x2 / 2;

x = x1 + x2;
h1 = H * (x1 / x);
h2 = (H - h1);
h2r = (ALT - ALT * (x1 / x));
DIF = h2r / 2;

In[19]:= DESPL = ArcCos[
(r0^2 + ri^2 - (x1 + x2)^

2) / (2 r0 * ri)];

Punt de control base

In[20]:= PB = {0, r0, 0};

Punt de control final

2     estructures_reciproques_3.nb

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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In[10]:= H = ALT * CDif;
AN = (2 * Pi) / n;
x2 = 2 * ri * Sin[AN / 2];
x1 =

(r0^2 - (ri * Cos[AN / 2])^
2)^(1 / 2) - x2 / 2;

x = x1 + x2;
h1 = H * (x1 / x);
h2 = (H - h1);
h2r = (ALT - ALT * (x1 / x));
DIF = h2r / 2;

In[19]:= DESPL = ArcCos[
(r0^2 + ri^2 - (x1 + x2)^

2) / (2 r0 * ri)];

Punt de control base

In[20]:= PB = {0, r0, 0};

Punt de control final

2     estructures_reciproques_3.nb

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Coneixent els paràmetres anteriors i 
aplicant la matriu de gir “A[ang_]” 
s’obtenen els punts de control, que servi-
ran per obtindre les equacions paramè-
triques de les rectes eix marcant l’inici i 
el final de la recta.

In[10]:= H = ALT * CDif;
AN = (2 * Pi) / n;
x2 = 2 * ri * Sin[AN / 2];
x1 =

(r0^2 - (ri * Cos[AN / 2])^
2)^(1 / 2) - x2 / 2;

x = x1 + x2;
h1 = H * (x1 / x);
h2 = (H - h1);
h2r = (ALT - ALT * (x1 / x));
DIF = h2r / 2;

In[19]:= DESPL = ArcCos[
(r0^2 + ri^2 - (x1 + x2)^

2) / (2 r0 * ri)];

Punt de control base

In[20]:= PB = {0, r0, 0};

Punt de control final

2     estructures_reciproques_3.nb

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

In[21]:= PF = {0, ri, H}.A[DESPL];

In[22]:= Segment[u_] :=
u * PF + (1 - u) * PB;

In[23]:= Segments =
Table[A[j * 2 * Pi / n].

Segment[u],
{j, 0, n, 1}];

In[24]:= EstructuraS =
ParametricPlot3D[
Segments, {u, -0, Ext + 1},
PlotStyle � Directive[

Tube[DIF], White],
PlotRange � All]

estructures_reciproques_3.nb     3

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Es defineix l’equació paramètrica d’un 
dels elements que composen el “fan”, i 
després es copia “n” vegades mitjançant 
una matriu circular, obtenint les equaci-
ons de tots els eixos  dels cilindres que 
formen el “fan”.
In[21]:= PF = {0, ri, H}.A[DESPL];

In[22]:= Segment[u_] :=
u * PF + (1 - u) * PB;

In[23]:= Segments =
Table[A[j * 2 * Pi / n].

Segment[u],
{j, 0, n, 1}];

In[24]:= EstructuraS =
ParametricPlot3D[
Segments, {u, -0, Ext + 1},
PlotStyle � Directive[

Tube[DIF], White],
PlotRange � All]

estructures_reciproques_3.nb     3

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Es reprodueixen gràficament les equa-
cions dels eixos fent servir el comand 
“ParametricPlot3D” , alhora introduint 
l’argument “Tube[ ]” per representar els 
cilindres dels quals són eix.  

In[21]:= PF = {0, ri, H}.A[DESPL];

In[22]:= Segment[u_] :=
u * PF + (1 - u) * PB;

In[23]:= Segments =
Table[A[j * 2 * Pi / n].

Segment[u],
{j, 0, n, 1}];

In[24]:= EstructuraS =
ParametricPlot3D[
Segments, {u, -0, Ext + 1},
PlotStyle � Directive[

Tube[DIF], White],
PlotRange � All]

estructures_reciproques_3.nb     3

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Anàlisi de resultats

A continuació es proporcionen diversos 
resultats, cadascú amb uns diferents pa-
ràmetres independents.

A
ri 2 (m) ALT 3 (m)
r0 10 (m) Ext 1
n 3 CDif 1

Cas A. Mòdul recíproc modelitzat.



 50 

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

C
ri 2 (m) ALT 2 (m)
r0 3 (m) Ext 0.1
n 5 CDif 1

D
ri 2 (m) ALT 2 (m)
r0 10 (m) Ext 0.1
n 5 CDif 1

Com es pot observar en el cas B, a mesu-
ra que s’augmenta el nombre d’elements, 
i si els elements sobreïxen la mateixa 
distància que la distància entre el punt 
base de recolzament i el punt final de 
recolzament (Ext =1)  el mòdul  bàsic 
pren forma d’hiperboloide d’un full. 

Si s’aprofundeix en la relació entre radi 
base, radi en coronació, altura, i com 
afecta al radi dels cilindres es pot arribar 
a la conclusió que el radi de les barres; 

- Incrementa quan la altura total que 
es pretén assolir també incrementa.

- Si la relació r0/ri augmenta, el gruix 
de les barres disminueix. (Cas D)

En casos pràctics, existeix una proporció 
límit mínima r0/ri a partir de la qual 
l’estructura és inviable. Al capítol 2 ja 
es va fer referència a la profunditat de 
les osques, que és directament proporci-

B
ri 1 (m) ALT 2 (m)
r0 3 (m) Ext 1
n 20 CDif 1

Cas B. A mesura que augmenten els 
elements “n”, el mòdul bàsic pren forma 
d’hiperboloide d’un full.

Cas C. Una relació r0/ri relativament 
baixa dóna lloc a barres poc esbeltes.

Cas D. Una relació r0/ri relativament alta 
dóna lloc a barres molt esveltes.
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E
ri 2 (m) ALT 5 (m)
r0 8 (m) Ext 0.1
n 5 CDif 0.5

F
ri 2 (m) ALT 5 (m)
r0 8 (m) Ext 0.1
n 5 CDif 0

Cas E. La presència d’osques entre peces 
disminueix la altura total “H” del fan.

onal amb la variació d’altura del mòdul 
bàsic. (Veure pàgina 20). De fet, aquesta 
relació es trivial, ja que en aquesta mo-
delització l’altura de càlcul “H” s’obté 
de multiplicar la variable ALT (Altu-
ra suposada del fan sense osques) per 
CDif, que és el la proporció en la que 
està oscada la peça. Es dedueix que, per 
als casos on l’osca és màxima, no hi ha 
desenvolupament del mòdul en l’eix “z” 
(Cas F)

No és la primera vegada que algú ana-
litza aquestes interrelacions, de fet, la 
investigadora Olga Popovic al seu llibre 
“Reciprocal frame architecture” va ela-
borar una interessant gràfica a partir 
d’anteriors investigacions dutes a terme 
per ella mateixa i per Chilton i Choo als 
anys 90. (Figura 58)

Cas F. Quan la profunditat de l’osca és 
màxima el fan no es desenvolupa sobre l’eix 
z. Tots els eixos pertanyen al mateix plànol.

Profunditat 
biga  200 mm · 60 mm

r0 1.5 m
ri 0.25 m 0.5 m 0.75 m

N
om

br
e 

de
 b

ar
re

s 
(n

)

3
Pendent sostre 30.3 º 16.5º 11.7 º

Pendent barra 27.1 º 13.1 º 8.4 º

4
Pendent sostre 32.1 º *2-18.8 13.1 º

Pendent barra 29.5 º *2-15.7 13.3 º

5
Pendent sostre 38.8 º 21 º 14.9 º

Pendent barra 36.5 º 18.4 º 12.4 º

6
Pendent sostre 45.3 º 24.2 º 16.7 º

Pendent barra 43.3 º 21.8 º 14.6 º

9
Pendent sostre 81.6 º 33.7 º 22.8 º

Pendent barra 81.3 º 32 º 21.7 º

12
Pendent sostre 78.1 º 82.8 º 29.9 º

Pendent barra 77.7 º 82.6 º 29.8 º

Tabla. Fragment de tabla compilada Chris 
Dunn; combinacions de paràmetres i els 
angles que generen amb el plànol del sòl.

POPOVIC, Olga. 2008. Reciprocal frame architecture. Burlington: 
Elsevier, 2008. ISBN: 978-0-7506-8263-3. Traduït de l’Anglès
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Aquesta gràfica anticipa la relació h2/H 
donada la relació ri/r0 i el nombre d’ele-
ments “n”, podent ser útil com a ferra-
menta de predimensionat geomètric per 
tal d’obtindre relacions h2/H no molt 
altes ni tampoc no molt baixes.

Chirs Dunn va compilar els resultats de 
posteriors investigacions dutes a terme 
utilitzant software paramètric en una 
tabla on es posa en relació les dimensi-
ons de les barres, la llum que es pretén 
cobrir, el radi en coronació i el nombre 
d’elements, tot plegat amb l’angle que 

Figura 58. Relació h2/H amb el nombre d’elements i ri/r0

POPOVIC, Olga. 2008. Reciprocal frame architecture. Burlington: Elsevier, 2008. ISBN: 978-0-7506-8263-3. Traduït de l’Anglès

Nombre de bigues (n)

Re
la

ci
ó 

h2
/H

 (
n)

formaran els elements amb la seua res-
pectiva projecció horitzontal. D’aquesta 
tabla es dedueix que contra més pendent 
es desitja, menys radi intern es reque-
reix “ri”. També es diferencien amb gris 
aquelles combinacions per a les quals 
l’estructura és físicament impossible, ja 
que no queda espai per a la unió dels 
diferents elements en coronació.

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques
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4.3. Reciprocitat bidimensional, cilindre el·líptic i con

Figura 59. Con, cilindre i les seues 
curvatures principals, una de les quals és 
nul·la.

(PRÒPIA)

Figura 60. Circumferència formada a 
partir de mòduls bidimensionals recíprocs.

(PRÒPIA)

Tant els cilindres el·líptics com els cons 
són superfícies reglades, de revolució i 
amb curvatura només en una direcció 
principal que demés és constant. Aques-
tes propietats geomètriques poden ser 
molt interessants a l’hora de plantejar 
un patró de tessel·lat que potencial-
ment puga simplificar la tasca de disse-
nyar una estructura recíproca. Més con-
cretament, si s’adopta un patró en dues 
direccions, les quals siguen coincidents 
amb les direccions principals, s’obtenen 
aproximacions de circumferències en una 
direcció i rectes contínues al llarg de tota 
la superfície en l’altra direcció. 

L’aparició d’aquestes rectes continues 
permet l’eliminació d’una de les direc-
cions del problema, podent fent servir 

mòduls recíprocs bidimensionals, molt 
més fàcils de calcular i muntar.

Els mòduls recíprocs bidimensionals 
(Figura 60) formen bucles recíprocs en 
R2 , i a diferència dels mòduls tridi-
mensionals o “fans”, només poden estar 
formats per 3 barres. També necessiten 
d’unes restriccions addicionals per poder 
tancar el bucle recíproc, aquestes res-
triccions estan vinclades amb la geome-
tria de les barres que integren el mòdul. 
Per al cas d’aquesta modelització, dites 
restriccions estaran generades pel gruix 
de les barres transversals i contínues que 
recorren la superfície seguint les gene-
ratrius.
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x
y z

Figura 61. Tessel·lats d’un con i d’un 
cilindre adoptats per a la modelització.

(PRÒPIA)

L’única diferència entre el tessel·lat 
adoptat  per a un con i el tessel·lat 
adoptat per a un cilindre és el radi de 
les aproximacions a circumferències, 
constant en el cilindre i variable en el 
con. (Figura 61) Aquestes similituds fan 
possible que es puga obtindre un únic 
algoritme en codi Grasshopper capaç de 
generar les dues geometries.

Codi Grasshopper

A. Introducció de paràmetres.

Primer, s’haurà d’introduir el paràmetre 
“TIPUS” és a dir, especificar si el que 
es vol obtenir és un cilindre o és un con, 

aquest paràmetre pren el valor de 1 per 
a cilindres, o 2 per a cons, que serà uti-
litzat posteriorment.

Els paràmetres “sy”, “ny”, “r” i “n” 
defineixen la geometria del tessel·lat, 
mentre que els paràmetres “rT” i “Ex” 
fa referència a la geometria de les barres, 
aquests dos són relatius; el primer res-
pecte del radi màxim que podria assolir 
la barra longitudinal i el segon respecte 
del llarg inicial de cada barra. “rT” con-
trola el gruix de les barres longitudinals, 
però afecta també el radi de les barres 
transversals com a variable depenent. El 
paràmetre “vtx” és exclusiu del cilindre, 
i situa el seu vèrtex, també és un parà-
metre relatiu.

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

B. Generació dels plànols base.

Es generen ny plànols normals a la di-
recció y, separats equidistantment una 
distància sy. 

C. Càlcul del radi de les 
circumferències transversals.
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Aquest és l’únic moment en què l’algo-
ritme es comporta diferent en funció de 
si es vol dissenyar un cilindre o un con.  

En la primera línia es calcularà la posi-
ció sobre l’eix y del vèrtex del cilindre, 
i en la segona línia primer s’avalua el 
paràmetre TIPUS per després tornar el 
paràmetre “r” en totes les circumferèn-
cies, o bé obtindre els valors de la funció 
f(y)= r-(r/VTX ABS)*y per a la posició 
y de totes les circumferències.

1

Un cop obtinguts els radis de totes les 
circumferències, aquestes es dividiran en 
“n” parts a on traçant línies entre punts 
adjacents s’obtindran les circumferènci-
es simplificades.

D. Simplificació de circumferències

1

1	 Aquest component pren el color taronja perquè l’arbre entrada conté més branques que les 
eixides del component, com només necessita extreure la primera branca, això no afecta el comportament 
de l’algoritme.

E. Escalat de les divisions.

Obtingudes les divisions, aquestes s’es-
calen respecte del seu propi centre per 
tal de fer-les sobreeixir.

F. Càlcul de l’espai disponible.

L’escalat del pas anterior genera un tri-
angle isòsceles, del qual s’ha d’obtindre 
l’altura mitjançant raons trigonomè-
triques per tal de conèixer l’espai que 
haurà de ser ocupat per les masses dels 
cilindres. Així dons, d’aquesta manera 
s’imposa la restricció que fa possible la 
reciprocitat de l’estructura.
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G. Càlcul del radi màxim.

El següent pas es buscar el cercle inscrit 
en el triangle isòsceles obtingut anterior-
ment, el radi d’aquest cercle serà el radi 
màxim que podran adoptar les barres 
transversals. Per construir-lo, primer 
s’han trobat els 3 punts de tangència, 
que han servit d’argument de l’ordre     , 
la qual obté una circumferència a partir 
de 3 punts.

H. Obtenció de tots els radis.

Coneixent el radi màxim de les barres 
longitudinals, se selecciona el de la cir-
cumferència transversal més propera al 
vèrtex del cilindre, que serà on el radi 
màxim prendrà el valor mínim, per al 

cas del cilindre és indiferent agafar-ne 
qualsevol, ja que aquest valor no canvi-
arà. Tenint aquest valor es multiplicarà 
pel valor “rT” (radi relatiu), que varia 
de 0 a 1, obtenint d’aquesta manera el 
radi en valor absolut que han de prendre 
les barres longitudinals i continues en 
tota l’estructura. No obstant això, per al 
cas dels cons, l’espai disponible (l’altura 
del triangle isòsceles) incrementa lineal-
ment a mesura que també ho fa el radi 
de les circumferències transversals. Per 
tant, en aquesta situació, el radi de les 
barres transversals haurà de variar de la 
mateixa manera. En definitiva, plante-
jant l’equació r1 + r2 = h, s’obté el radi 
de les barres que les conformen, aquesta 
equació ha de ser vàlida en totes les cir-
cumferències transversals.

I. Eixos de les barres longitudinals.

Connectant tots els centres de totes les 
circumferències inscrites en tots els tri-
angles isòsceles s’obtenen els eixos de les 
barres transversals. En aquest algoritme 
primer s’obté l’eix d’una de les barres, 
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s’escala per fer-lo sobreeixir (per raons 
constructives) i per últim es fa una ma-
triu polar. Obtinguts els eixos i conei-
xent el radi, ja es poden obtindre les 
barres longitudinals.

J. Eixos de les barres transversals.

Prèviament, ja s’havien calculat els ei-
xos de les barres que conformen les cir-
cumferències transversals als passos 4 
i 5, però, aquests eixos estaven situats 
sobre un mateix plànol, la qual cosa no 
és viable degut a l’existència del gruix 
de les barres. És per això que els eixos 
s’han de desfasar una distància almenys 
de 2 vegades el radi de les barres trans-
versals, com a direcció del desplaçament, 
es pren la direcció de l’eix de les barres 
transversals, que per al cas dels cilindres 
és paral·lela amb l’eix y. Conegudes les 
posicions exactes dels eixos i els radis, es 
poden obtindre les barres transversals.

K. Creació d’un plànol de sòl.

El pont de Leonardo

Al còdex Madrid I, (Veure pàgina 28) 
Leonardo da Vinci va dibuixar un tipus 
de construcció recíproca que aproximava 
la superfície d’un cilindre, la utilitat de 
la qual era un pont amb fins militars. 

Da Vinci va tessel·lar el cilindre seguint 
les direccions de les curvatures princi-
pals i va fer servir mòduls recíprocs bidi-
mensionals, fet que li va permetre obtin-
dre un disseny que poguera ser muntat i 
desmuntat d’una manera ràpida i fàcil. 
Tot muntat amb peces de les mateixes 
dimensions. Bé dons, com el tessel·lat 
adoptat per da Vinci i el tessel·lat 
adoptat en aquest algoritme són els ma-
teixos, aquest pont pot ser reproduït a 
partir del codi grasshopper anteriorment 
confeccionat.

Figura 62. Modelització del pont de 
Leonardo
 
(PRÒPIA)
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Paràmetres utilitzats en la 
modelització  del pont de Leonardo

Paràmetres utilitzats en la 
modelització  de la volta cilíndrica

Paràmetres utilitzats en la 
modelització  de la volta cònica

Voltes recíproques

Tan sòls cal adoptar un paràmetre ny 
major de 2 per obtindre voltes recípro-
ques, les quals en realitat són cilindres 
i cons recíprocs als quals se’ls ha llevat 
una part.

Si els radis de les circumferències són 
constants s’obté una volta cilíndrica, 
mentre que si els radis de les circum-
ferències varien linealment s’obté una 
volta cònica. Com ja s’ha comentat, la 
diferència de radis es controla primer se-
leccionant la pestanya “Con” i després 
ajustant la posició del vèrtex.

Figura 63. Volta cilíndrica recíproca
 
(PRÒPIA)

Figura 64. Volta cònica recíproca
 
(PRÒPIA)

Precaucions durant el disseny

Per a un mateix diàmetre relatiu “rT”, 
A mesura que s’incrementen el nombre 
de divisions “n” augmenta l’angle entre 
les barres que formen la circumferència 

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques
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entre sí, i per tant es redueix l’altura 
del triangle isòsceles entremig, és a dir, 
disminueix l’espai disponible per a les 
seccions de les barres transversals i lon-
gitudinals. (Figura 65)

La relació entre el radi de les circumfe-
rències que formen el cilindre el·líptic i 
el radi del cilindres que formen les barres 
és directament proporcional, per tant, 
en un con s’ha de parar especial atenció 
al diàmetre de les barres longitudinals, 
ja que aquestes barres són dimensiona-
des en base al radi de la circumferència 
transversal més menuda, especialment si 
aquesta es troba molt a prop del vèr-
tex, lloc on el radi de les circumferències 
transversals és 0 i per tant el diàmetre 
de les barres longitudinals també ho 
serà. (Figura 66)
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Figura 65. Relació nombre de divisions 
“n” amb el diàmetre de les barres
 
(PRÒPIA)

Figura 66. Cas on l’última circumferència 
es troba molt a prop del vèrtex. Es dóna 
lloc a diàmetres excessivament menuts.
 
(PRÒPIA)

Figura 67. Cilindre recíproc amb un n 
molt baix, com a conseqüència, els radis de 
les barres són molt grans.
 
(PRÒPIA)



 60 

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

4.4. Esfera recíproca
Les esferes són molt fàcilment reproduï-
bles amb estructures recíproques degut a 
que la seua curvatura gaussiana és cons-
tant en tota la superfície.

Figura 68. Curvatures principals d’una 
esfera
 
(PRÒPIA)

Com que la curvatura gaussiana és cons-
tant en tota la superfície, si el tessel·
lat es realitza amb un patró on totes les 
divisions tenen idèntiques dimensions, 
l’angle entre els vectors normals de di-
tes divisions també serà el mateix, això 
implica que els paràmetres r0, ri, n i 
ALT, els quals defineixen el mòdul bàsic 
o “fan” seran els mateixos per a cada 
cara. Aquest fet simplifica considerable-
ment el procés de disseny i construcció 
d’una cúpula recíproca.

La majoria de cúpules geodèsiques poden 
interpretar-se com a tessel·lats d’esferes 
que compleixen les característiques an-
teriorment descrites, es construeixen a 
partir de poliedres i tenen la capacitat 
d’aproximar-se amb molta exactitud a la 
geometria d’una esfera quan la freqüèn-
cia1 “V” és molt elevada. 

La major part d’aquesta modelització 
serà obtindre una cúpula geodèsica que 
servisca com a tessel·lat de l’esfera, una 
volta obtinguda, tan sols caldrà rotar els 
eixos sobre els seus respectius centres i 

calcular el paràmetre h2 per obtenir l’es-
tructura recíproca.

Codi grasshopper

A. Introducció de paràmetres.

Els dos primers paràmetres “r” i “V” de-
terminen la geometria de la cúpula geo-
dèsica; el primer especifica la distància 
de qualsevol vèrtex amb el centre de la 
cúpula geodèsica, és a dir, el radi de l’es-
fera a la qual pertanyen tots els vèrtexs. 
El paràmetre “V” permet determinar la 
frequüència1 de l’esfera geodèsica, per-
metent l’obtenció d’infinites cúpules Ico-
saedre nV, on “n” és qualsevol número 
natural.

Els dos següents paràmetres fan referèn-
cia a la posició i geometria de les barres.

El paràmetre “Angle de gir” determina, 
en graus, el gir de les barres sobre l’eix 
normal a la superfície que transcorre 
pel punt intermedi de cada barra, tam-
bé afecta el gruix de les barres en ser 
aquest un paràmetre depenent de l’an-
gle de gir. El paràmetre “d” especifica, 
en metres, l’increment del llarg de les 
barres respecte del llarg abans del gir, 
realment és un paràmetre depenent de 
l’Angle de gir, per aquesta modelització 
s’ha deixat a llibertat de l’usuari, encara 
que hi ha combinacions  apreciables a 

1

1	 La freqüència representa el nombre de divisions sobre l’aresta d’una cara del poliedre original. 
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simple vista, que no generen estructures 
recíproques ni construïbles.

El paràmetre “origen” és un punt, i de-
termina el centre de la circumferència en 
què s’inscriu el pentàgon inicial.

B. Construcció de l’icosaedre base.

B.1. Pentàgon inicial.

Primerament es construirà un pentàgon 
a través de l’ordre     , de la qual s’obtin-
drà un dels costats.

B.2. Cara de l’icosaedre abatuda.

A partir del costat seleccionat, es cons-
trueix un triangle equilàter, el qual cor-
respon amb una cara abatuda sobre el 
plànol xy de l’icosaedre buscat.

C

A

B

B.2. Abatiment de les cares.

El següent pas és buscar l’angle que ha 
de girar sobre l’eix A-B per convertir el 
triangle obtingut en cares de l’icosaedre. 
Per tal propòsit es calcularan els punts 
F i E el quals seran els vèrtexs dels tri-
angles equilàters corresponents amb ca-
res de l’icosaedre. 

El punt F pertany a la circumferència 
amb radi de l’altura del triangle equi-
làter i que és perpendicular al segment 
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A-B. També se sap que la recta resultant 
d’unir la seua projecció vertical sobre el 
plànol del pentàgon (Punt G) amb el 
punt A forma 36º ((360/5)/2) amb la 
recta A-B. Una volta conegut el punt G, 
es traça una recta vertical fins intersecar  
la circumferència a què pertany el punt 
F, obtenint dit punt.

El punt E pertany a la mateixa circum-
ferència i se situa en la projecció vertical 
del  punt “Origen”

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

Coneguts els punts F i E, ja es poden 
realitzar els dos abatiments.

F

E

B

A
G

B.3. Centre de l’icosaedre.

A continuació es calcularà el punt que es 
troba a la mateixa distància de tots els 
vèrtexs, és a dir, el centre de l’icosaedre 
i el que serà també el centre de la cúpula 
geodèsica. D’aquest punt es coneix que 
se situa a l’altura del punt mig del seg-
ment F-G i que les seues coordenades xy 
són coincidents amb les del punt “Ori-
gen”. (El punt “Origen” és la projecció 
vertical d’aquest centre sobre el plànol 
del pentàgon base). Coneixent això es 
pot determinar la posició del centre.

B.4. Obtenció de totes les cares.

El centre calculat al pas anterior serveix 
de punt base per fer una matriu polar de 
gir que obtinga totes les cares inferiors. 
Tot seguit, reflectint eixe resultat sobre 
un plànol paral·lel a xy i situat a una 
altura z del punt “Centre geodèsica”, i 
rotant després el resultat 36º s’obtenen 
totes les cares de l’icosaedre a partir del 
qual es construirà la cúpula geodèsica.
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C. Obtenció de la cúpula geodèsica.

C.1. Divisió de les cares.

Per construir la cúpula geodèsica a par-
tir de l’icosaedre bàsic, el primer pas és 
dividir les cares de l’icosaedre en funció 
del paràmetre “V”, en aquesta mode-
lització s’ha seleccionat una cara de la 
geometria per fer aquesta divisió, i més 
tard dur aquests punts obtinguts a to-
tes les cares mitjançant matrius polars i 
reflexes, tal i com s’ha procedit en l’ico-
saedre.

En aquest pas se selecciona una aresta 
d’una de les cares i es divideix segons 
el paràmetre “V”. Obtenint el grup de 
línies “Ln ico dir 3”

Després, cada línia del grup “Ln ico dir 
3” és dividida en tantes parts com lí-
nies hi ha entre cada línia i el vèrtex 
del triangle, incloent la pròpia línia en el 
compte. D’aquesta manera s’obtenen els 
punts resultants de la divisió.

V0
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C.2. Projecció sobre l’esfera.

Els punts obtinguts al pas anterior hau-
ran de ser projectats sobre l’esfera en la 
direcció normal a la superfície de cada 
punt.

C.3. Traçat de les arestes de la cú-
pula.

Connectant cada punt amb els seus adja-
cents sobre la superfície de l’esfera s’ob-
tenen les arestes de la cúpula geodèsica 
en una direcció. Degut a l’estructura de 
llista que conté tots els punts ordenats 
per files, la forma més ràpida de deter-
minar punts adjacents és desplaçar els 
punts de la llista en 1 posició per després 
traçar línies entre els punts de la llista 

original i la llista desplaçada. No obstant 
això, en els canvis de fila apareixen unes 
connexions que no corresponen amb cap 
aresta de la cúpula geodèsica i han de 
ser eliminades fent servir un patró d’eli-
minació, el qual segueix una successió 
numèrica amb una llargària total depe-
nent del paràmetre “V”. 
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Un cop es tenen totes les arestes en una 
direcció, es farà una matriu polar sobre 
el plànol de la cara de l’icosaedre cor-
responent en el seu baricentre, obtenint 
així les arestes en les 3 direccions.

Una vegada més, a partir d’una matriu 
polar amb base el punt “origen” (el qual 
comparteix coordenades xy amb el cen-
tre de l’esfera) s’obtenen totes les arestes 
de les cares superiors, llavors obtenint 
les arestes simètriques respecte d’un plà-
nol paral·lel a xy i que passe pel centre 
de la cúpula s’obtenen les arestes de les 
cares inferiors de l’icosaedre, “pl xy cen-
tre”
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Calculant la simetria de les arestes de la 
cara que inicialment s’havia dividit res-
pecte del plànol bisector entre la cara 
superior i la cara lateral, s’obtenen les 
arestes d’una de les cares laterals.

Es fa una simetria del resultat pel plànol 
“pl xy centre” i es disposen ambdós con-
junts, l’original i el simètric, en dos ma-
trius polars, una desfasada 36º respecte 
de l’altra, obtenint finalment la cúpula 
geodèsica que serà utilitzada com tes-
sel·lat de l’esfera.

D. Conversió a estructura recíproca.

Havent obtingut el tessel·lat, els se-
güents passos són comuns per a totes 
les estructures recíproques de mòduls 
tridimensionals. Com tots els mòduls o 
“fans” tenen els mateixos paràmetres, 
havent-ne calculat un, ja estarà calcula-
da tota l’esfera.

D.1. Gir de les arestes.

Les arestes de la superfície tessel·lada 
son  rotades un angle “Angle de gir” so-
bre el vector normal a la superfície en el 
seu punt mig, obtenint així una configu-
ració recíproca. Aquestes arestes rotades 
són els eixos de les barres que conformen 
la cúpula recíproca.

D.2. Càlcul de paràmetres del mòdul 
bàsic.
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Fent servir les equacions de Chilton i 
Choo (Veure pàgina 20), es poden calcu-
lar tots els paràmetres del mòdul o “fan” 
bàsic a partir dels dos paràmetres que 
es poden obtindre directament; que són 
el radi exterior “r0” i “Angle de gir”, el 
qual és un paràmetre introduït al prin-
cipi del codi.

L’algoritme de la part superior calcula 
gràficament l’angle que formen, entre 
elles, les arestes del polígon regular ob-
tingut de seccionar l’esfera geodèsica per 
un plànol paral·lel a xy i que passa pel 
centre.

Amb aquest valor es poden calcular al-
tures del mòdul bàsic amb la finalitat de 
trobar-hi la dimensió “h2”, determinant 
per establir el gruix de les barres i la di-
mensió “L”, la qual representa el llarg de 
les barres que s’utilitzaran per la cons-
trucció de la cúpula recíproca.

D.3. Obtenció de les barres.
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Coneixent la direcció dels eixos, la llar-
gària exacta de les barres i el radi ne-
cessari per obtindre unions simplement 
recolzades, ja es poden obtenir totes les 
barres que formaran l’esfera recíproca.

E. Creació d’un plànol de sòl.

D’igual manera que s’ha procedit en la 
modelització anterior, es crea un plànol 
de sòl per ubicar la geometria en con-
text.

Icosaedre recíproc

Si les cares de l’icosaedre no són divi-
dides V=1, aquest algoritme genera un 
altre icosaedre afí els vèrtexs del qual 
pertanyen a una esfera de radi “r” amb 
centre coincident amb el centre geomè-
tric del mateix icosaedre. 

Aquesta geometria obtinguda també és 
susceptible de ser transformada en una 
estructura recíproca de la mateixa ma-
nera que l’esfera geodèsica. De fet, tots 
els sòlids platònics admeten aquesta 
transformació.

Figura 69. Icosaedre recíproc
 
(PRÒPIA)

Cúpules recíproques

Des d’un punt de vista estructural, les 
unions simples no poden suportar trac-
cions (Veure pàgina 25) . Per això, i as-
sumint càrregues verticals gravitatòries, 
l’única part de l’esfera recíproca que pot 
suportar tant accions imposades com el 
pes propi amb aquest tipus d’unions és 
aquella obtinguda a partir de les cares 
superiors de l’icosaedre, les normals de 
les quals no formen un excessiu angle 
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amb la vertical. D’aquesta manera se 
seleccionaran només aquestes cares per 
dissenyar les cúpules recíproques, de 
diferents llums i generades a partir de 
cúpules geodèsiques, basades en icosae-
dres, de diferents freqüències.

Figura 70. Cúpula recíproca d’unions 
simplement recolzades basada en una cúpula 
geodèsica Icosaedre 4V
 
(PRÒPIA)

A mesura que el paràmetre “Angle de 
gir” és més menut, la cúpula recíproca 
s’assembla més a una cúpula geodèsica, 
no obstant, el gruix de les barres també 
és redueix. (figura 71)

Figura 71. Cúpula recíproca d’unions 
simplement recolzades basada en una 
cúpula geodèsica Icosaedre 3V
 
(PRÒPIA)

En la pràctica, les unions simplement re-
colzades sense cap altre mecanisme ad-
dicional són poc comunes (Veure pàgina 
25) , inclús en aquests casos existeixen 
mecanismes auxiliars amb l’objectiu de 
garantir l’estabilitat horitzontal. 
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Assumint l’ús de dits mecanismes, o 
practicant un altre tipus d’unió recolza-
da, es poden obtindre cúpules recípro-
ques fent servir també les parts de l’es-
fera recíproca amb normals que formen 
majors graus amb la vertical.

Figura 72. Cúpula recíproca d’unions 
recolzades fixes basada en una cúpula 
geodèsica Icosaedre 6V
 
(PRÒPIA)

Precaucions i consells durant el 
disseny

Tant el radi de les barres com el llarg, 
són paràmetres molt vinculats amb la 
freqüència “V” de l’esfera geodèsica que 

genera l’estructura recíproca, així com 
amb el paràmetre “Angle de gir”, i és a 
través de la manipulació aquests parà-
metres com es poden assolir les dimen-
sions desitjades de les barres. El llarg 
de les barres també es veu directament 
afectat pel paràmetre sobreeixida “d”, 
que és el que controla l’extensió de la 
barra sobre allò que és estrictament ne-
cessari, la correcta manipulació d’aquest 
paràmetre dóna lloc a l’arrodoniment 
del llarg de les barres. 

En les freqüències 1 (icosaedre recíproc) 
i 2, els radis relatius són molt grans en 
comparació amb els radis que es donen 
en freqüències més altes perquè es dóna 
la combinació de dues variables; els an-
gles entre les normals de les cares adja-
cents del tessel·lat presenten valors mà-
xims i alhora com la mateixa esfera es 
divideix en menys cares, les arestes són 
més llargues. A mesura que augmenta 
la freqüència, els esmenats angles es fan 
més menuts en una tendència asimptòti-
ca, mentre que el llarg de les barres tam-
bé es veu reduït d’una manera exponen-
cial, resultant en disminucions del radi 
relatiu cada vegada més menudes. En la 
majoria de casos, serà més recomanable 
dissenyar cúpules recíproques basades 
en cúpules geodèsiques de freqüències 
iguals o superiors a 3, on aquest parà-
metre pren valors acceptables per ser 
traslladats a la realitat.

Degut a les interrelacions trigonomè-
triques presents en el mòdul bàsic re-
cíproc, el llarg de les barres varia sinu-
soïdal-ment a mesura que el angle de gir 
varia, començant pel llarg que tindria la 
barra en la cúpula geodèsica en què es 
basa la malla, amb un període de 120º i 
per tant, assolint un màxim als 30º.
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Figura 73. Radi de les barres relatiu en 
funció de l’angle de gir
 
(PRÒPIA)

Figura 74. Radi de les barres relatiu en 
funció de V
 
(PRÒPIA)
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Figura 75. Llarg de les barres relatiu en 
funció de l’angle de gir.
 
(PRÒPIA)

Figura 76. Esveltesa en funció de l’angle 
de gir.
 
(PRÒPIA)

En la pràctica, l’esveltesa de les barres 
és el paràmetre que determinarà si és 
viable la construcció, ja que tant esvel-
teses excessivament elevades com exces-
sivament menudes són inviables, les pri-
meres per no arribar a desenvolupar una 
capacitat resistent viable (front a com-
pressions, tallants i moments flectors) 

(Veure pàgina 26), i les segones per un 
malbaratament innecessari de material.

Dins dels marges acceptables i amb ca-
ràcter general, si l’esveltesa de les barres 
és elevada es triarà l’acer estructural com 
a material de construcció, i si aquesta és 
més baixa serà més convenient triar la 
fusta laminada com a material.
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Com s’ha dit abans, el radi de les barres 
tendeix a 0 a mesura que l’angle de gir 
també s’aproxima a aquest valor i, per 
tant, l’esveltesa tendeix a infinit, això 
significa que valors de l’angle de gir per 
sota dels 10º rara vegada s’obtindran es-
velteses acceptables.

Quan s’incrementa la freqüència, les bar-
res es fan més curtes però d’altra banda 
el radi disminueix del tal manera que es 
contraresten les dues funcions entre sí, el 
resultat és la funció esveltesa, que és una 
funció linear, amb una pendent diferent 
per a cada valor de l’angle de gir però 
sempre creixent, que varia més ràpida-
ment amb angles més menuts. 
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Figura 77. Esveltesa en funció de V.
 
(PRÒPIA)

4.5. Hiperboloide d’un full i cilindre amb mòduls tridimensionals.

Quan les curvatures en la direcció del 
tessel·lat, les llargàries de les arestes 
o bé els angles entre les arestes no són 
iguals al llarg de la superfície, cada mò-
dul recíproc tindrà uns paràmetres defi-
nitoris específics. 

Tant en termes de disseny com construc-
tius, això implica una complicació addi-
cional, i dins de les possibilitats, s’haurà 
de buscar un patró de tessel·lat tan re-
gular com siga possible que minimitze 
les irregularitats, tant en llargàries com 
en curvatures. Els patrons molt irregu-

lars condueixen a un complex procés 
constructiu i normalment a un pitjor 
comportament estructural, així com a 
una aparença poc regular que podria 
distorsionar la reconstrucció virtual de 
la superfície que es pretén reproduir.

Els criteris per realitzar un bon tessel·
lat passen per identificar les curvatures 
constants de la superfície, i dins de les 
curvatures constants, també és conve-
nient identificar les curvatures nul·les, 
per exemple, la curvatura en la direcció 
de les generatrius de les superfícies re-

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques
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glades sempre són nul·les. Sabent això, 
és pot dir que les curvatures principals 
podrien no ser sempre les més recoma-
nables. Una volta identificades les direc-
cions en les quals les curvatures són més 
regulars, la superfície haurà de buscar 
divisions tan equidistants com siga pos-
sible al llarg de la seua direcció. 

La variació de paràmetres dels mòduls 
bàsics per tal d’adaptar-se a cada mòdul 
patró desitjat sol ser introduïda a través 
de dos paràmetres; o bé es modifica l’an-
gle de gir de les barres per a cada mòdul, 
o bé s’altera la distància entre eixos mit-
jançant els següents mecanismes; osques, 
radis diferents de les barres, o introduint 
separadors. 

En aquesta modelització, degut a re-
queriments constructius de l’arquitectu-
ra efímera transportable (Veure pàgina 
16), s’optarà per la modalitat dels se-
paradors (Veure pàgina 25) , unes pe-
ces prefabricades que abracen les barres, 
podent variar la distància entre eixos de 
barres d’idèntiques dimensions que po-
den ser desmuntades i re-muntades en 
altra forma. Els separadors també seran 
re-utilitzables i segons la seua disposició 
s’obtindrà una geometria o una altra.

Codi grasshopper

A. Introducció de paràmetres

Els paràmetres es divideixen en 3 blocs, 
el primer bloc fa referència a la gene-
ració de la superfície, el segon bloc fa 
referència a paràmetres de tessel·lat i 
de generació de la malla recíproca, con-
cretament els dos primers al nombre de 
divisions de la superfície i el tercer fa 
referència a l’angle de gir.

La gran diferència amb les anteriors mo-
delitzacions en aquest algoritme és el 
tercer bloc, on es permet la introducció 
en valors absoluts de les dimensions de 
les barres, cal recordar que en aquest cas 
el gruix de les barres és completat amb 
uns separadors que asseguren la distàn-
cia desitjada entre eixos així que mentre 
que el radi no siga major a la meitat de 
la distància entre eixos  les barres po-
dran tindre qualsevol radi.

B. Construcció de la superfície

La superfície que es pretén reproduir és 
una superfície generada per infinites lí-
nies rectes, que connecten dues circum-
ferències “Circ 1” i “Circ 2” de radi “r” 
situades sobre plànols paral·lels a una 
distància y, i sobre una de les quals es 
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produeix una rotació “Ang” sobre l’eix 
y, si la rotació és nul·la el resultat és 
un cilindre, si la rotació pren un valor 
comprés en l’interval 0º < Ang < 180º,  
s’obté un hiperboloide d’un full.

Capítol 4. Disseny geomètric d’estructures recíproques

C. Tessel·lat

Aquest algoritme tessel·la la superfície 
en dues direccions, una coincident amb 
les circumferències de curvatura cons-
tant, i l’altra coincident amb les rectes 
generatrius, on la curvatura és nul·la.

x
y z

D. Gir de les arestes

La reciprocitat és aconseguida d’igual 
manera que en el cas de l’esfera, és a 
dir, girant les barres sobre la normal de 
la superfície en el punt mig de la barra, 
generant així mòduls recíprocs tridimen-
sionals. Es procedirà igual per a les bar-
res de les dues direccions, amb l’excepció 
que se suprimirà de la llista “línies dir 
B” la primera de les línies, ja que està 
superposada amb l’última línia de la llis-
ta, d’aquesta manera s’eviten duplicats. 

El tipus de transformació a estructura 
recíproca és la principal diferència entre 
el cilindre recíproc que es pot obtindre 
amb aquest algoritme i el cilindre re-
cíproc que es pot obtindre amb l’algorit-
me de la modelització 2.



Arquitectura efímera i modelització matemàtica: disseny d’estructures recíproques

 75 

E. Escalat de les barres

Cada barra de la malla recíproca té una 
llargària característica, però es necessita 
que totes les barres tinguen el mateix 
llarg, el qual  és una dimensió especifica-
da a la inserció de paràmetres. Per adap-
tar els llargs de totes les barres, cada 
barra va a ser escalada un factor igual a 
la divisió de la llargària desitjada entre 
la seua llargària abans de la transforma-
ció, cal comentar que també per evitar 
duplicats se suprimeix l’ultima barra de 

la llista de barres en direcció A “L roda-
des A”. El punt base per aplicar l’escala 
és el punt mig de cada barra.

F. Obtenció de les barres

D’igual manera que s’ha procedit en els 
casos anteriors, les barres s’obtenen fent 
servir l’ordre      sobre els eixos de les 
barres, amb la diferència que aquesta 
vegada l’argument R (radi) no ha sigut 
calculat, sinó que és directament apor-
tat per l’usuari.  

Fins aquest punt la modelització ha 
seguit tots els passos que ja s’havia se-
guit amb modelitzacions anteriors, no 
obstant això, com les unions es faran 
en diferents posicions i amb diferent se-
paració entre eixos, cal calcular aquests 
valors per tal de poder definir totalment 
la malla.

G. Càlcul de la distància entre eixos

Per calcular la distància entre els dife-
rents eixos de les barres s’utilitzarà l’or-
dre    , la qual obté la distància més cur-
ta entre dues rectes. No obstant, primer 
es necessita conèixer entre quines barres 
s’ha de calcular la distància més curta. 
Com és una superfície de revolució, no-
més es calcularan les distàncies en una 
de les generatrius, les quals seran iguals 
per a totes les generatrius. 
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Per tant, es necessitarà conèixer la dis-
tància entre cada eix, resultant de rotar 
un segment de generatriu i les quatre 
barres adjacents. Aquestes línies s’hau-
ran de seleccionar de les col·leccions 
“L rot escalades A” i “L rot escalades 
B” on, a més a més, hauran de tindre 
l’estructura adequada perquè l’ordre as-
socie correctament els arguments “A” i 
“B”. El pas on es preparen les col·lecci-
ons es detalla a continuació.

La informació continguda a les 
col·leccions “L rot escalades A” i “L 
rot escalades B” té forma d’arbre, 
en la direcció A cada circumferència 
transversal és una branca i en la direcció 
B cada família de d’eixos que pertanyen 
a la generatriu són una branca.

A les il·lustracions següents apareixen 
les branques i la posició dels elements 
dins de cada llista, havent representat 
només una de les branques per a la 
direcció B (direcció longitudinal, al llarg 
de y). Per ajudar a la comprensió s’han 
representat els eixos abans de rotar i 
escalar.

G.1. Selecció i ordenació de rectes
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Les estructures de branques han de ser 
equivalents entre les barres desitjades 
en la direcció A i les barres desitjades 
en la direcció B perquè l’ordre funcio-
ne correctament (grasshopper associa els 
elements entre les posicions equivalents 
de les diferents col·leccions), en concret 
l’estructura buscada és la següent, cal 
recordar que en la direcció B només s’ha 
seleccionat una branca.

B
ra

nc
a

Direcció A 
Eixos transversals

Direcció B
Eixos longitudinals

0 0, 1, 2, 3 0

1 0, 1, 2, 3 0

... 0, 1, 2, 3 0

v 1 0, 1, 2, 3 0

Tanmateix, l’estructura de les col·lec-
cions abans de la seua reordenació és la 
següent.
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B
ra

nc
a Direcció A 

Eixos 
transversals B

ra
nc

a Direcció B
Eixos 

longitudinals

0 0, 1, 2, 3...u 0 0,1,2,3...v
1 0, 1, 2, 3...u 1 0,1,2,3...v
... 0, 1, 2, 3...u ... 0,1,2,3...v
v 1 0, 1, 2, 3...u u 1 0,1,2,3...v

12 

1	 v i u, representen el nombre de divisions longitudinals i transversals, respectivament, de la 
superfície inicial per obtindre el patró de tessel·lat. Aquests paràmetres són introduïts per l’usuari.
2	 Aquest component pren el color taronja perquè l’arbre entrada conté més branques que les 
eixides del component, com només necessita extreure la primera branca, això no afecta el comportament 
de l’algoritme.

2

Obtindre l’estructura desitjada en la di-
recció B és molt simple; tan sols caldrà 
extraure una de les branques i obtindre 
un nou arbre elevant la llista amb un 
“Graft”    .

Obtindre l’estructura en la direcció A és 
un procés una mica més complicat; pri-
mer se seleccionaran el primer i l’últim 
eix de cada branca, els quals correspo-
nen amb els eixos de les barres adjacents 
als eixos seleccionats en la direcció B. 
Com l’estructura de les branques no és 
la desitjada, aquesta és destruïda, po-
sant tots els elements al mateix nivell 
en una llista mitjançant un “flatten”    .

Llevat dels extrems laterals, cada barra 
de la direcció “A” ha de ser connectada 
amb dues barres diferents de la direc-
ció “B”, per aixó es dupliquen tots els 
elements de la llista en grups de 2. Una 
volta obtinguda la nova llista, se supri-
meixen els dos primers i els dos últims 
elements. Per últim, la llista es divideix 
en grups de 4, que correspondran amb 
les quatre barres de la direcció “A” que 
s’uneixen a cada barra de la direcció 
“B”. Realitzat aquest pas, tota la infor-
mació ja té l’estructura desitjada.

G.2. Càlcul de distàncies

Calculades les distàncies entre els eixos, 
es descompta dues vegades el radi dels 
tubs per conèixer el llarg dels separa-
dors.
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Si la distància disponible fóra menor del 
doble dels radis, llavors caldria fer una 
osca, però el propòsit de la modelització 
serà resoldre la geometria sense macles, 
i per això es verificarà no es requerisca 
cap osca en tota l’estructura.

Després també es necessita conèixer la 
posició exacta, mesurada des dels ex-
trems de les unions entre barres la qual 
és obtinguda mitjançant l’ordre    . El 
resultat de l’ordre és relatiu al llarg total 
de la barra i per tant s’haurà de multi-
plicar pel llarg de cada barra per ob-
tindre-ho en valor absolut. Una vegada 
coneguts tots aquests valors, l’estructura 
pot ser construïda.

Cúpula basada en hiperboloide 
d’un full

El fet d’haver deixat a elecció de l’usuari 
tant el llarg de les barres com el radi 
de les mateixes requerirà d’una cura es-
pecial a l’hora de modificar paràmetres. 
Unes divisions adequades del tessel·lat 
també són importants perquè la cúpula 
siga construïble així com una limitació 
de la curvatura Gaussiana, ja que a par-
tir de certs valors el tessel·lat es torna 
molt irregular, amb els problemes que 
això implica.

Figura 78. Cúpula recíproca reproduint un 
hiperboloide d’un full
 
(PRÒPIA)
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Cúpula cilíndrica amb mòduls 
tridimensionals.

Quan el paràmetre Rotació eixos “Ang” 
pren el valor de 180º, les línies que unei-
xen les dues circumferències són paral·
leles a la direcció principal “y”, generant 
així un cilindre. 

Per a aquest cas particular, les distànci-
es entre eixos es poden agrupar en dos 
grups, podent dimensionar el gruix de 
les barres en funció del grup de dimen-
sions menors. D’aquesta manera, s’ob-
tenen unions simplement recolzades en 
un dels grups i extensions de la mateixa 
dimensió en el segon grup.

La construcció en aquestes condicions 
resulta considerablement més senzilla 
degut a la regularitat de totes les unions.

Figura 79. Cúpula recíproca resolta amb 
fans reproduint un cilindre.

(PRÒPIA)

Interpretació de resultats

En base als paràmetres inicials, l’algo-
ritme compta amb uns panells que con-
tenen tota la informació necessària per 
poder materialitzar el disseny. La infor-
mació representada conserva l’estructu-
ra i l’ordre de l’arbre obtingut en el pas 
G. 

Figura 80. Cúpula recíproca presa 
d’exemple per explicar les distàncies entre 
unions.
 
(PRÒPIA)
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Barra 
0

0 77 3,934 0,742
1 60 0,279 2,505
2 101 5,560 3,238
3 65 2,269 5,051

Barra 
1

0 40 3,665 0,903

1 100 0,471 2,449
2 131 5,378 3,312
3 27 2,421 4,905

Barra 
2

0 10 3,471 1,011
1 134 0,580 2,446
2 146 5,277 3,373
3 4 2,470 4,827

Barra 
3

0 4 3,390 1,033
1 146 0,583 2,487
2 134 5,280 3,414
3 10 2,389 4,849

Barra 
4

0 27 3,439 0,955
1 131 0,482 2,548
2 100 5,389 3,411

3 40 2,195 4,957

Barra 
5

0 65 3,591 0,809
1 101 0,300 2,622
2 60 5,581 3,355
3 77 1,926 5,118

Tabla. Dimensions i posicions de les unions 
per a cada barra

(PRÒPIA)
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Apreciant la doble simetria de la geome-
tria, els resultats per a les barres 0, 1, i 
2 són simètrics respecte dels valor per a 
les barres 3, 4 i 5, sent la barra 0 la si-
mètrica de la 5 i així respectivament. La 
simetria en l’altra direcció permetrà que 
es calculen resultats per a una branca de 
barres en la direcció B i que aquests pu-
guen ser aplicats en totes les branques.

El nombre de separadors totals depèn 
dels paràmetres u i v de la següent ma-
nera:

4vu = n

Sent “n” el nombre de separadors. 

Per a modelitzacions amb paràmetres 
“Ang” que donen lloc a hiperboloides 
d’un full hi haurà com a màxim 2v de 
llargs diferents d’unions. Mentre que 
per al cas de cilindres només existiran 2 
llargs diferents d’unions.

En la pràctica es fabricaran n peces de 
connexió amb un màxim de 2v famílies 
de llargs.

4

3

2

1

0

5

210

3210

3210

3210

3210

3
21

0

3

Figura 81. Nomenclatura de les barres
 
(PRÒPIA)

Figura 82. Nomenclatura de les connexions
 
(PRÒPIA)

Figura 83. Detall de les connexions
 
(PRÒPIA)
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Capítol 5. 	Conclusions

5.1. Aspectes pràctics durant la modelització

Tessel·lat

-	 Com més regular siga el tessel·lat en què es base una malla recíproca, millor 
comportament estructural, ja que les sol·licitacions es distribueixen més uniforme-
ment.

-	 Els cilindres i les esferes, en la seua condició de superfícies de curvatura constant 
en una i dues direccions, respectivament, són geometries que admeten tessel·lats de 
cares idèntiques, i poden ser resoltes fàcilment mitjançant la seua reproducció amb 
malles recíproques bidimensionals i tridimensionals, respectivament, amb unions 
simplement recolzades.

-	 És molt més fàcil adaptar patrons de tessel·lat a superfícies desenvolupables que 
a la resta de superfícies, podent inclús dissenyar-se sobre pla i ser transportats a la 
superfície. (Barrallo Calonge, Javier, González Quintal, Francisco, Sánchez Paran-
diet, Antonio. 2017)

	 - Degut a la regularitat que presenten totes les cares, tots els poliedres regulars 
convexos, en els quals s’inclouen els sòlids platònics, admeten ser adaptats a estruc-
tures recíproques d’unions simplement recolzades.

Dimensions

	 - Quan es resolga l’estructura amb unions simplement recolzades, la secció de les 
barres estarà imposada per les dimensions de la geometria que es pretén reproduir 
i pel patró de tessel·lat, no podent efectuar una predimensió basada en principis 
estructurals.

	 - Escalar les dimensions globals de tota una malla recíproca és una transformació 
afí, i com a tal, altera linealment les característiques de les barres.

	 - Les malles recíproques tridimensionals es generen a partir de malles tridimensi-
onals no recíproques, les subdivisions de les quals rotaran un cert angle sobre el seu 
propi eix i s’escalaran, aquest eix és normal a la superfície en el punt mitjà de  cada 
element. L’angle de rotació afecta directament la geometria de les barres, en llarg i 
gruix, així com pot ser un determinant del tipus d’unió quan no es vulguen realitzar 
unions recolzades i es desitge controlar la secció de la barra.
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Estructura

	 - Les estructures recíproques de malles amb curvatura tenen tendència a adquirir 
un comportament laminar, és a dir, apareixen esforços axials, que milloren significa-
tivament el comportament estructural global, arribant a aconseguir un millor com-
portament que les malles no recíproques planes. (Sánchez, J. Escrig, F., Rodríguez 
Mª T, 2010) (Veure pàgina 24).

Capítol 5. Conclusions

5.2. Estructures recíproques, avantatges i inconvenients.

Les estructures recíproques de barres són una solució més entre la resta de possi-
bilitats, i depenent del que s’espere d’elles en cada projecte, el seu ús serà més o 
menys aconsellable.

Inconvenients

- No garanteixen l’estanquitat per elles mateixes, necessiten d’un altre element 
addicional.

- Les malles planes recíproques, en termes estructurals, es comporten pitjor que les 
malles planes no recíproques. (Sánchez, J. Escrig, F., Rodríguez Mª T, 2010) (Veure 
pàgina 23).

- El seu disseny geomètric pot arribar a ser complex i condicionat, hi ha determina-
des limitacions geomètriques (Veure pàgina 43)

Avantatges

- Poden resoldre grans llums amb mòduls individuals relativament curts.

- Els mateixos elements individuals poden generar múltiples geometries segons la 
seua col·locació, això les dota de la capacitat de poder ser re-utilitzades tant com 
es desitge.

- Fàcil i ràpid muntatge i desmuntatge, sobretot quan l’estructura es resol amb 
unions simplement recolzades.

- Si les unions són simplement recolzades o amb osques no es requereix de ma d’obra 
especialment qualificada.

- Generalment, baix cost econòmic.

A continuació es presenta una tabla comparativa on apareixen les estructures re-
cíproques de barres rectes amb la resta d’estructures  efímeres i transportables 
segons la classificació de Maziar Asefi (Veure pàgina 14)
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Estrcutures 
tèxtils

3 4 2 2 4 4 2

Estructures 
pneumàtiques

5 5 3 1 5 3 1

Estructures de 
tensegritat

3 3 4 3 1 * 4

Estructures 
pantogràfiques

5 5 3 1 5 * 2

Estructures de 
malla espacial

3 3 4 5 1 * 3

Estructures 
recíproques

4 4 5 3 1 * 5

5.3. Possibles complementacions al treball.

Al treball es presenta una seqüència desenvolupada pel que respecta al disseny 
geomètric a nivell de TFG, però aquesta seqüència no és suficient per abordar de 
principi a fi la producció d’arquitectura amb estructures recíproques. Per fortuna, 
la formació de l’arquitecte és multi-disciplinar i a la nostra escola d’arquitectura 
s’imparteixen classes de les tres principals branques de coneixement necessàries per 
dur a terme un bon disseny integral.

Per a tal, primer caldria reflexionar sobre els espais que es van a concebre, i ava-
luant les possibilitats que ofereix aquesta tipologia estructural, es pot arribar a la 
valoració d’optar pel principi de reciprocitat o no per aconseguir els espais desitjats. 
Una reflexió d’aquest tipus pot ser contemplada des del departament de projectes.

Com a complementació del disseny geomètric de les estructures recíproques, seria 
convenient abordar el disseny estructural de la mateixa manera, des d’un punt de 
vista pràctic.  Aquest estudi pot ser contemplat des del departament d’estructures. 

Només així es podrà assolir arquitectura basada en estructures recíproques amb raó 
de ser i amb un bon disseny físic.

Tabla. Comparativa entre les diferents famílies d’estructures transportables i efímeres.

(PRÒPIA)
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