
INTRODUCCIÓN

El objetivo de este trabajo es estudiar los efec-
tos de la correlación entre las variables intensidad y
duración sobre la función de densidad de probabili-
dades y los momentos de la altura de la precipita-
ción. En esta propuesta se aplica el modelo de pre-
cipitación de pulsos rectangulares con una función
de densidad de probabilidades bivariada (Gumbel,
1960), que incluye la correlación entre la intensi-
dad y la duración de los eventos de precipitación,
con un intervalo de -0.25 a 0.25. El modelo se apli-
ca a distintas series históricas de altura de precipi-
tación en escalas de tiempo horaria y diaria.

Córdova y Rodríguez-Iturbe (1985) incluyen
la correlación entre la intensidad y la duración en

las expresiones de los momentos de primero y se-
gundo orden de la altura de precipitación y del es-
currimiento superficial, utilizando una función de
densidad de probabilidades bivariada propuesta por
Nagao y Kadoya (1971). Córdova y Rodríguez-
Iturbe (1985), en escala horaria, obtuvieron valores
positivos para los coeficientes de correlación entre
la intensidad y la duración y demuestran la impor-
tancia de este  coeficiente en las expresiones de la
media y la varianza de la altura de precipitación y
del escurrimiento superficial.

Bacchi et al. (1994) utilizan una función de
densidad de probabilidades bivariada (Gumbel,
1960), con un intervalo del coeficiente de correla-
ción comprendido entre 0 y -0.4, para representar
las intensidades y duraciones de eventos extremos
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Resumen
El objetivo de esta investigación es estudiar los efectos que la correlación entre las variables in-
tensidad y duración de la precipitación tiene sobre la función de densidad de probabilidades de la
altura de precipitación. Se deducen nuevas expresiones para la función de densidad y para los mo-
mentos de primero y segundo orden de esta variable. 
En la primera parte se presentan las nuevas expresiones de la función de densidad de probabili-
dades, la esperanza matemática y la varianza de la altura de precipitación, deducidas a partir de
una función de densidad de probabilidades bivariada propuesta por Gumbel (1960) que considera
la correlación mencionada.
En la segunda parte se discuten los resultados al aplicar las nuevas expresiones a series de preci-
pitaciones observadas en escalas horaria y diaria y se demuestra la importancia de considerar la
correlación para preservar los momentos de primero y segundo orden.
Los estadísticos de Kolmogorov-Smirnov y Cramér-von Mises se utilizan para medir las distancias
entre las dos distribuciones acumuladas estimadas con el modelo de Gumbel (con y sin correla-
ción) y la distribución empírica de los datos de precipitación.
Finalmente, se presenta la comparación entre los momentos de primero y segundo orden de la al-
tura de precipitación estimados usando las nuevas  expresiones y las propuestas por Córdova y
Rodríguez-Iturbe (1985).

Palabras clave: modelos matemáticos, modelos de precipitación, propiedades probabilísticas de la
precipitación.
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de precipitación y muestran la importancia de con-
siderar la correlación negativa para la simulación
de  valores extremos que son principalmente utili-
zados en hidrología urbana.

Islam et al. (1990) investigan la capacidad de
un modelo de precipitación estocástico puntual de
pulsos rectangulares, para tener en cuenta las carac-
terísticas estadísticas subyacentes del proceso en
distintas series de precipitaciones horarias en la re-
gión central de Italia.

METODOLOGÍA

En esta investigación se aplica la función de
densidad de probabilidades bivariada propuesta por
Gumbel (1960), para representar la relación entre
las variables aleatorias intensidad y duración y es-
tudiar los efectos de su correlación sobre la función
de densidad de probabilidades y los dos primeros
momentos de la altura de precipitación. 

La función de densidad de probabilidades bi-
variada es:

donde:
α: inversa del valor medio de la intensidad
[T/L]
δ: inversa del valor medio de la duración [1/T]
i: intensidad de la precipitación [L/T]
tr: duración de la precipitación [T]
ε:parámetro relacionado con el coeficiente de
correlación ρ entre la intensidad y  la duración
(ρ = ε/4)

con las siguientes funciones de densidad de proba-
bilidades marginales exponenciales:

A partir de la función de densidad de probabi-
lidades bivariada (1) se deducen las expresiones de
los primeros momentos de la altura de precipita-
ción:

Las expresiones deducidas para la esperanza
matemática E [ h ] y de  E [ h2 ] son:

siendo la varianza de la altura de la precipitación:

La función de densidad de probabilidades de
la altura de precipitación h, se obtiene a partir de la
función de distribución acumulada FH(h):

Reemplazando en la ecuación (10) la expre-
sión de la función de densidad bivariada (1), y re-
solviendo la ecuación (11) con respecto a la altura
de precipitación h se obtiene:

donde Kν( ) es la función Bessel modificada de or-
den ν.

Información básica utilizada

Para la aplicación del modelo de precipitación
es necesario estimar los momentos de primer orden
de la intensidad y la duración de los eventos inde-
pendientes y el coeficiente de correlación.
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Los parámetros de la nueva función de densi-
dad de probabilidades bivariada se estiman con las
series de precipitación observadas en distintas esta-
ciones ubicadas en la cuenca del arroyo Tapalqué.
La cuenca presenta un área extensa de llanura con
algunas ondulaciones debido a las sierras Negra y
Dos Hermanas, la superficie es de 1560 km2, con
pendientes medias comprendidas entre 1.2 a 5.0 ‰.
Para el período 1988 - 1997 la precipitación media
anual es de 900 mm, la temperatura máxima media
anual de 21º C y la temperatura mínima media
anual de 7.8º C. En la Tabla N°1 se presenta un re-
sumen de la información básica que se utiliza para
estimar los parámetros del nuevo modelo de la fun-
ción de densidad de probabilidades de la altura de
precipitación (ecuación 12). 

Análisis de la información de precipitación

En escala horaria, la separación de eventos in-
dependientes de precipitación, se realiza con el mé-
todo propuesto por Córdova y Bras (1981), consis-
tente en definir un período sin ocurrencia de preci-
pitación de doce horas entre eventos. Además en
este análisis no se consideran los pulsos cuya altura
sea menor que 2.5 mm. El período analizado co-
rresponde a los meses octubre - abril, que es la épo-
ca de mayor precipitación del año y también cuan-
do ocurren las crecidas en la cuenca. 

En escala diaria se adopta un período sin ocu-
rrencia de precipitación de un día para la separa-
ción entre los eventos, no se consideran las precipi-
taciones menores a 2.5 mm y los datos analizados
son de todo el año. 

En las Tablas N° 2 a 5 se presentan la media y
el desvío estándar estimados para las cuatro series
de precipitación en las dos escalas de tiempo estu-
diadas.

Estimación de los parámetros del modelo

Para las series de medición de precipitación
estudiadas, una vez realizada la separación de los
eventos, se estiman los parámetros de las dos fun-
ciones de densidad de probabilidades marginales
exponenciales y el coeficiente de correlación, los
cuales se presentan en la Tabla Nº 6.

Se realiza, con la ecuación (13), la estimación
del intervalo de confianza del coeficiente de corre-
lación, Draper y Smith (1981). En la Tabla Nº 7 se
presentan los coeficientes de correlación entre la
intensidad y la duración y sus intervalos de con-
fianza para las distintas series estudiadas. 
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Serie

Olavarría
Durañona

Chillar
16 de Julio

Escala 
temporal
Horaria
Diaria
Diaria
Diaria

Número de
eventos

227
2921
2966
1014

Variable

i (mm/h)
t (horas)
h (mm)

Media

9.86
3.92
23.98

Desvío 
Estárdar

14.13
3.72
21.68

Tabla  N° 2  Momentos estimados para la serie observada 
en Olavarría, escala horaria

Tabla N° 1 Características de las series de precipitación estudiadas

Variable

i (mm/día)
t (días)
h (mm)

Media

13.62
1.39
19.51

Desvío 
Estárdar

14.32
0.71
23.08

Tabla  N° 3  Momentos estimados para la serie observada en Du-
rañona, escala diaria

Variable

i (mm/día)
t (días)
h (mm)

Media

13.94
1.39
19.74

Desvío 
Estárdar

13.96
0.74
23.64

Tabla  N° 4  Momentos estimados para la serie observada en Chi-
llar, escala diaria

Variable

i (mm/día)
t (días)
h (mm)

Media

16.14
1.31
21.49

Desvío 
Estárdar

14.83
0.64
22.60

Tabla  N° 5  Momentos estimados para la serie observada en 16
de Julio, escala diaria

Tabla Nº 6 Parámetros del modelo de precipitación

Olavarría
Durañona

Chillar
16 de Julio

horaria
diaria
diaria
diaria

0.101
1.762
1.722
1.487

0.255
0.030
0.030
0.032

-0.278
0.063
0.040
0.034

Serie
Escala

Temporal
Parámetros

α(h/mm) δ(1/h) ρ

(13)

                                           



donde:
r : coeficiente de correlación muestral
n : tamaño de la muestra
1-α : nivel de confianza del intervalo
z : variable normal estándar.

En escala diaria, la estimación de los distintos
intervalos de confianza del coeficiente de correla-
ción entre la intensidad y la duración para las series
observadas en las estaciones Durañona, Chillar y
16 de Julio muestran que los intervalos de confian-
za del coeficiente incluyen al cero. 

En escala horaria, el intervalo de confianza
del coeficiente de correlación estimado para la serie
observada en Olavarría, muestra que este coefi-
ciente es significativamente distinto de cero y justi-
fica el interés de estudiar su influencia sobre el ni-
vel de ajuste alcanzado por el nuevo modelo.

En las figuras 1a y 1b se muestra el efecto que
la correlación entre la intensidad y la duración tie-
ne sobre la forma de la función de densidad de pro-
babilidades bivariada de Gumbel para dos casos: 
ρ = 0 y  ρ = -0.25. 

RESULTADOS OBTENIDOS 

En la Tabla 8 se presenta una comparación en-
tre las estimaciones que se obtienen con las nuevas
expresiones, que consideran la dependencia entre
la intensidad y la duración de la precipitación, y los
valores de la media y el desvío estándar estimados
a partir de la serie histórica horaria observada en
Olavarría.

Los resultados muestran que los momentos de
la altura de precipitación estimados bajo la hipóte-
sis de independencia sobrestiman considerable-
mente a los valores históricos. Se observa que el
nuevo modelo se ajusta mejor a los datos observa-
dos, aunque ambos sobrestiman la dispersión. 

A continuación se presentan los resultados
que muestran la importancia del coeficiente de co-
rrelación entre la intensidad y la duración de la pre-
cipitación en el ajuste de la función de distribución
acumulada de la altura de precipitación. 

En la Figura 2 se presentan las funciones de
distribución acumuladas estimadas para los coefi-
cientes de correlación -0.25 y  0, y la función de
distribución acumulada empírica.  

La figura anterior muestra que el ajuste de la
función de distribución acumulada mejora al in-
cluir la correlación entre la intensidad y la dura-
ción, aunque ambos modelos muestran una tenden-
cia a sobrestimar la proporción de valores atípicos
o muy grandes.
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Serie

Olavarría
Durañona

Chillar
16 de Julio

Escala 
temporal

horaria
diaria
diaria
diaria

Coeficien-
te de co-
rrelación
-0.278
0.063
0.040
0.034

Intervalo de 
confianza 

(95 %)
-0.394   -0.153
-0.115    0.237
-0.138    0.215
-0.144    0.210

Tabla 7. Coeficientes de correlación e intervalos de confianza

Figura1a. Función de densidad de probabilidades bivariada (ρ = 0)

Figura 1b. Función de densidad de probabilidades bivariada 
(ρ = -0.25)

Obser-
vada

23.98

Estimada
ρ = 0

38.62

Estimada
ρ < 0

28.64

Obser-
vado

21.68

Estimado
ρ = 0

66.89

Estimado
ρ < 0

37.39

Media Desvío estándar

Tabla  8.  Comparación de los primeros momentos para la  serie
de Olavarría

Figura 2. Funciones de distribución acumuladas de la altura de
precipitación en la serie Olavarría

                                            



Se han calculado dos medidas de distancia en-
tre las dos funciones de distribución acumuladas
estimadas con el modelo de Gumbel (con y sin co-
rrelación) y la distribución empírica. En la Tabla 9
se presentan los resultados de aplicar la distancia de
Kolmogorov-Smirnov (ecuación 14) y la de Cra-
mér-von Mises (ecuación 15).

donde:
Dn: distancia de Kolmogorov-Smirnov
Wn: distancia de Cramér-von Mises
Xi: altura de precipitación observada
Fx(Xj): función de distribución acumulada de
la altura de precipitación
j : número de orden
n: tamaño de la muestra.

Los resultados de la tabla anterior muestran
cuantitativamente el efecto del coeficiente de co-
rrelación sobre las dos distancias utilizadas. Ambas
distancias muestran que la función de distribución
que incluye la correlación está más cerca de la em-
pírica.

Finalmente, se analiza el ajuste de la función
de densidad de probabilidades teórica al conjunto
de observaciones, superponiendo la función de
densidad ajustada y el histograma de los datos. Pa-
ra que la comparación sea factible es necesario
cambiar la escala de la función de densidad de pro-
babilidades o la del histograma de tal manera que el
área total de las barras sea igual a uno, Wilks
(1995).

Se realiza un histograma con los datos de al-
tura de precipitación horaria en la estación Olava-
rría y en la Figura 3 cada barra del histograma re-
presenta la cantidad de ocurrencias de la variable
en estudio en cada intervalo dividido por el ancho
del mismo. 

Las curvas corresponden a las funciones de
densidad de probabilidades de la altura de precipi-
tación utilizando la función de densidad bivariada
de Gumbel, para ρ = 0 y ρ = -0.25.

En la figura anterior se observa que el ajuste
alcanzado con la función de densidad de probabili-
dades de la altura de precipitación que incluye la
correlación entre la intensidad y la duración, es me-
jor que el obtenido bajo la hipótesis de independen-
cia.

Con el propósito de estudiar la influencia que
la expresión de la función bivariada tiene sobre los
momentos de la altura de precipitación, se compa-
ran las estimaciones de los dos primeros momentos
de la serie histórica observada en Boconó, Vene-
zuela, con los estimados usando dos modelos: el de
Córdova y Rodríguez-Iturbe (1985), que utiliza una
función de densidad de probabilidades bivariada
propuesta por Nagao y Kadoya, y el considerado en
este trabajo con las nuevas expresiones deducidas
usando la función de densidad bivariada de Gum-
bel, ecuaciones 7 y 9, Tabla 10.

Los resultados de la Tabla 10 indican que la
función de densidad de probabilidades de la altura
de precipitación que utiliza la función bivariada
propuesta por Gumbel, muestra un desvío estándar
más cercano al estimado con los datos observados
que la que utiliza la función bivariada  de Nagao y
Kadoya (1971) para un coeficiente de correlación
entre la intensidad y la duración distinto de cero.
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(14)

(15)

ρ
- 0.25

0.00

Dn

0.18
0.21

Wn

2.25
3.16

Tabla 9. Comparación de las funciones de distribución acumulada
de la altura de precipitación en la serie Olavarría, escala horaria.

Figura 3. Funciones de densidad de probabilidades de la altura de
precipitación

Tabla 10. Comparación de los estadísticos de la altura de precipi-
tación en Boconó (Venezuela)

Estadísticos
de h

Media (mm)
Desvío estándar

(mm)

4.39

7.08

3.37

5.84

4.38

9.05

3.37

5.84

4.20

7.47

Obser-
vado

Nagao y Kadoya* Gumbel
ρ = 0 ρ ≠ 0 ρ = 0 ρ ≠ 0

* Datos obtenidos de Córdova y Rodríguez-Iturbe (1985)

                         



CONCLUSIONES

Los resultados del trabajo incluyen la estima-
ción del coeficiente de correlación entre la intensi-
dad y la duración de la precipitación para escalas
diaria y horaria y muestran que el coeficiente es
significativamente distinto de cero solamente para
la serie de datos de precipitación en escala horaria.
Este último resultado fundamenta que el estudio de
las precipitaciones se haya centrado en esta escala
de tiempo y permitirá considerar los efectos de la
correlación entre la intensidad y la duración de la
precipitación sobre el escurrimiento superficial en
escalas temporales pequeñas, Córdova y Rodrí-
guez-Iturbe (1985).

Se estudió la influencia de la correlación entre
ambas variables sobre la forma y los momentos de
la función de densidad de probabilidades de la altu-
ra de precipitación, en escala horaria. El análisis in-
cluyó la comparación gráfica de las funciones de
densidad de probabilidades y de las funciones de
distribución acumuladas, con y sin correlación, con
la empírica y mostró un mejor ajuste al incluir el
nuevo parámetro.

Para evaluar el mejor ajuste de la función de
densidad de probabilidades que incluye la  correla-
ción,  se estimaron dos medidas de distancia entre
las distribuciones teóricas y la empírica (distancias
de Kolmogorov-Smirnov y Cramér-von Mises).
Los resultados obtenidos mostraron cuantitativa-
mente la importancia de incluir el nuevo parámetro
sobre el ajuste de la función de densidad de proba-
bilidades de la altura de precipitación a las observa-
ciones históricas.
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