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Restuimenes de tesis

Resumen

La presente memoria se desarrolla dentro del marco de la Teoria de Grupos Fini-
tos; concretamente se estudia la relacién existente entre la estructura de un grupo y
los tamanos de clases de conjugacion de sus elementos. La obtencién de informacién
sobre las propiedades estructurales del grupo a partir de sus tamanos de clases de
conjugacién es un campo clasico en la Teoria de Grupos Finitos. En los tltimos anos
se han abierto nuevas lineas de investigacién que dan cabida al estudio estructural
del grupo a partir de los tamanos de clases de ciertos subconjuntos de elementos del
grupo. Es el caso de los elementos reales, los elementos racionales; los elementos de
orden potencia de primo, los elementos p-regulares y los elementos de un subgrupo
normal del grupo, entre otros. Se trata de un drea poco investigada, cuyos resulta-
dos tienen aplicacién en el propio campo, en la obtencién de informacién sobre la
estructura de los grupos y de sus subgrupos, al considerar los tamafios de sus clases
ordinarias.

En este trabajo estudiamos los tamanos de clase de conjugacién de los elementos
p-regulares del grupo y de los elementos de orden potencia de primo. Asimismo, se
investiga la influencia de los tamanos de G-clases de los elementos de un subgrupo
normal en la estructura de dicho subgrupo. Partiendo de un teorema cldsico para
el caso ordinario, como es el Teorema de It6 ([43]), que establece la nilpotencia
de un grupo con dos tamanos de clases de conjugacion, se desarrollan nuevas de-
mostraciones que permiten extender este resultado, cuando consideramos algunos
subconjuntos de elementos del grupo. Al realizar dichas extensiones utilizamos, en
la medida de lo posible, técnicas sencillas que no requieran resultados profundos.

El primer capitulo de la memoria es una recopilacién de conceptos y resultados
béasicos sobre tamafios de clase de conjugacién en un grupo finito. En él se realiza
un “survey” que recoge algunos de los resultados mas importantes conocidos hasta
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el momento, y que constituyen el punto de partida de nuestra investigacién.

En el segundo capitulo se recogen los resultados preliminares que hemos necesi-
tado para abordar los problemas planteados sobre los tamanos de clases de conju-
gacién. Los resultados estandar de la teoria de grupos sélo se enuncian, mientras que
aquellos resultados menos conocidos que hemos necesitado para desarrollar nuestro
trabajo, se incluyen con demostracién.

Nuestros resultados quedan recogidos en los tres ultimos capitulos de la memoria.
El tercer capitulo estd dedicado al estudio de la p-estructura del grupo a partir de
los tamanos de clase de conjugacién de sus elementos p-regulares. En [7], A. Beltrdan
v M.J. Felipe obtienen una generalizacion del Teorema de It6 para tamanos de clases
de conjugacién de elementos p-regulares, para un cierto primo p, bajo la hipétesis de
p-resolubilidad del grupo. En este capitulo se presenta una demostraciéon conjunta
de los resultados obtenidos en [7] y [2], que establece que si G es un grupo finito
con tamanos de clase de conjugacién de elementos p-regulares 1 y m, para algin
entero m, entonces m = p®q®, con p un primo distinto de ¢, y a,b > 0. Se demuestra
que si b = 0 entonces el grupo G tiene p-complemento abeliano, y si b # 0 entonces
G = PQ x A, con P un p-subgrupo de Sylow de G, @ un g-subgrupo de Sylow de
Gy A <Z(G). Asimismo, se demuestra que si a = 0 entonces G = P X () X A, con
A < Z(G). En particular, se obtiene que G es resoluble.

En el cuarto capitulo se investiga la estructura de los grupos a partir de los
tamanos de clases de conjugacion de elementos de orden potencia de primo y se pre-
sentan los principales resultados recogidos en [4]. El resultado principal del capitulo
establece que si GG es un grupo p-resoluble con tamafos de clase de conjugacion de
p-elementos de orden potencia de primo 1 y m, entonces m = p®g® con ¢ un primo
distinto de p, y a, b > 0. Se demuestra que si b = 0 entonces G tiene p-complementos
abelianos, y si b # 0 entonces G = PQ x A, con P un p-subgrupo de Sylow de G, @
un ¢-subgrupo de Sylow de G y A C Z(G). Obtenemos por tanto, una generalizacién
del teorema principal de [7] para elementos de orden potencia de primo. Concluimos
el capitulo aplicando el anterior resultado al estudio de la estructura de un grupo
G con dos tamarnios de clases de conjugacién de elementos de orden potencia de
primo. Partiendo de la resolubilidad del grupo, se demuestra que G es de la forma
G = P x A, con P un p-subgrupo de Sylow de G y A un subgrupo abeliano; por
consiguiente, el grupo es nilpotente. Se obtiene asi una generalizacién del Teorema
de Ito para elementos de orden potencia de primo. Obsérvese que para obtener las
citadas generalizaciones se presentan demostraciones alternativas del resultado de
It6 y del teorema principal de [7] para grupos resolubles.

En el quinto y ultimo capitulo se estudia la estructura de los subgrupos normales
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de un grupo, bajo ciertas condiciones aritméticas sobre los tamanos de las G-clases
de conjugacion contenidas en dichos subgrupos. En particular se demuestra que si
N es un subgrupo normal de G tal que los tamanos de G-clases de N son 1y m,
para algin entero m, entonces N es abeliano 6 es producto directo de un p-grupo no
abeliano por un subgrupo central de G, y por tanto, es nilpotente. La conclusién final
se obtiene demostrando primero la nilpotencia en el universo resoluble, y extendiendo
el resultado al caso no resoluble. La demostracién del caso no resoluble se apoya en el
conocimiento de la estructura de los C'P-grupos simples, determinada recientemente
por Heineken. Concluimos el capitulo extendiendo una propiedad de los p-grupos con
dos tamanos de clases, a los p-subgrupos normales no abelianos de un grupo G con
dos tamanos de G-clases. Concretamente demostramos que si G es un grupo finito
y P es un p-subgrupo normal no abeliano de G, con dos tamanos de G-clases de
conjugacién, entonces P/(Z(G) N P), y en particular P/Z(P), tienen exponente p.
Todos estos resultados aparecen publicados en [3].
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Summary

This essay is developed within the context of the Finite Group Theory. It studies
the relationship between the structure of a group and the conjugacy class sizes of its
elements. The search of information about the structural properties of a group from
its conjugacy class sizes is a traditional problem in Finite Group Theory. In the last
few years, new lines of investigation have emerged to include the structural analy-
sis of the groups from the conjugacy class sizes of given subsets of elements of the
group. This is the case of real elements, rational elements, elements of prime power
order, p-regular elements or elements of a normal subgroup of the group, among
others. This is an under-researched field and the results can be applied again to get
information on the structure of a group or a subgroup, from its ordinary conjugacy
class sizes.

In this research we study the conjugacy class sizes of p-regular elements y el-
ements of prime power order. We also investigate the influence of the conjugacy
G-class sizes of the elements of a normal subgroup on its structure. From a classical
theorem for the ordinary case, as it is It6’s Theorem, which establishes the nilpo-
tency of a group with two conjugacy class sizes, we develop new proofs in order to
extend this result, when the above mentioned subsets of elements of the group are
considered. While making such extensions we use, when possible, straightforward
methods which do not require deep or complex results.

In chapter one of the essay we make a short review of the concepts and basic
results on conjugacy class sizes of a group. It includes a survey which collects some
of the most important results known so far, as a starting point of our investigation.

The second chapter contains all the preliminary results which we have needed to
deal with the different problems on conjugacy class sizes we have treated. Standard
results are only stated, while those results, less common, that we have used to
develop our work, are provided with demonstration.

Most of the proofs are provided, so as to obtain a self-contained document, but
some well-known results results are only stated, since the demonstrations are out of
our framework.

Our findings are collected in the last three chapters of the essay. The third chap-
ter is dedicated to the study of the p-structure of the group from the conjugacy
class sizes of its p-regular elements. In [7], A. Beltrdan and M.J. Felipe prove a gen-
eralization of It6’s Theorem for class sizes of p-regular elements, for some prime p,
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given the hypothesis of p-solvability of the group. In this chapter we provide a joined
demonstration of the results obtained in [7] and [2], which shows that if G is a finite
group with conjugacy class sizes of p-regular elements 1 and m, for some integer m,
then m = p®q®, with p and ¢ two different primes, and a,b > 0. It is also shown that
if b = 0 then the group G has abelian p-complement, and if b £ 0 then G = PQ x A,
with P a Sylow p-subgroup of G, @ a Sylow g-subgroup of G and A < Z(G). It is
proved as well that if a = 0 then G = P x Q x A, with A < Z(G). In particular, it
is deduced that G is solvable.

In chapter four we investigate the structure of the groups from the conjugacy
class sizes of elements of prime power order and expose the main results obtained
in [4]. The main result of the chapter asserts that if G is a p-solvable group with
conjugacy class sizes of p/-elements of prime power order 1 and m, then m = p®¢’
with ¢ and p two different primes, and a, b > 0. It is shown that if b = 0 then
G has abelian p-complements, and if b # 0 then G = PQ x A, with P a Sylow
p-subgroup of G, @ a Sylow g-subgroup of G and A C Z(G). Therefore we get a new
generalization of the main theorem in [7] for elements of prime power order. We end
the chapter by applying the latter result to the study of the structure of a group G
with two conjugacy class sizes of elements of prime power order. Given that such a
group is solvable, we prove that it can be written as a product G = P x A, with P a
Sylow p-subgroup of G and A an abelian subgroup; therefore, the group is nilpotent.
This is a new generalization of 1t6’s Theorem for elements of prime power order.
Notice that in order to obtain the mention generalizations, we provide alternative
proofs of It6’s Theorem and of the main theorem of [7] for the class of solvable groups.

In chapter five we investigate the structure of the normal subgroups of a group,
under determined arithmetical conditions on the conjugacy G-class sizes contained
in such subgroups. In particular, it is shown that if NV is a normal subgroup of G
such that the conjugacy G-class sizes in N are 1 and m, for some integer m, then N
is abelian or N is a direct product of a non abelian p-group by a central subgroup
of G, and therefore, is nilpotent. The final conclusion is obtained by proving first
the nilpotency in the solvable universe, and extending the result to the non solvable
case. The proof of the non solvable case relies on the knowledge of the structure
of simple C' P-groups, recently determined by Heineken. We conclude the chapter
extending a property of p-groups with two conjugacy class sizes, to normal non
abelian p-subgroups of a group G with two conjugacy G-class sizes. Specifically we
show that if G is a finite group and P is a normal non abelian p-subgroup of G,
with two conjugacy G-class sizes, then P/(Z(G) N P), and in particular P/Z(P),
have exponent p. All these results have been published in [3].
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Resum

La present memoria es desenvolupa dins del marc de la Teoria de Grups Finits,
concretament en 'estudi de la relacié existent entre I’estructura d’un grup i les mides
de classes de conjugaci6 dels seus elements. L’obtencié d’informacié sobre les pro-
pietats estructurals del grup a partir de les seues classes de conjugacié és un camp
classic en la Teoria de Grups Finits. En els ultims anys s’han obert noves linies
d’investigacié que donen cabuda a 'estudi estructural del grup a partir de les mides
de classes de certs subconjunts d’elements del grup. Es el cas dels elements reals, els
elements racionals, els elements d’ordre potencia de primer, els elements p-regulars i
els elements d’un subgrup normal, entre altres. Es tracta d’un area poc investigada,
quins resultats tenen aplicacié en el propi camp, en obtencié d’informacié sobre
Iestructura dels grups i dels seus propis subgrups, al considerar les mides de les
seues classes ordinaries.

En aquest treball estudiem les mides de classe de conjugacié dels elements p-
regulars del grup i dels elements d’ordre potencia de primer. Aixi mateix, s’investiga
la influencia de les mides de G-classes dels elements d’un subgrup normal en I'estruc-
tura d’aquest subgrup. Partint d’un teorema classic per al cas ordinari , com és el
Teorema d’'Tto, que estableix la nilpotencia d’un grup amb dues mides de classes de
conjugacié, es desenvolupen noves demostracions que permeten estendre aquet resul-
tat, quan considerem alguns subconjunts d’elements del grup. Al realitzar aquestes
extensions utilitzem, en la mesura del possible, tecniques senzilles que no requereix-
en resultats profunds.

El primer capitol de la memoria és una recopilacié de conceptes i resultats basics
sobre mides de classe de conjugacié en un grup finit. En ell es realitza un ”sur-
vey” que recull alguns dels resultats més importants coneguts fins al moment, i que
constitueixen el punt de partida de la nostra investigacio.

En el segon capitol es recullen aquells resultats preliminars que hem necessitat
per abordar els problemes plantejats sobre les mides de classes de conjugacié. Els
resultats estandard de la teoria de grups només s’enuncien, mentres que aquells
resultats meyns conneguts que hem necessitat per desenvolupar el nostre treball,
s’inclouen com a demostracié.

Els nostres resultats estan recollits en els tres tultims capitols de la memoria.
El tercer capitol esta dedicat a I'estudi de la p-estructura del grup a partir de les
mides de classe de conjugacié dels seus elements p-regulars. En [7], A. Beltran i
M. J. Felipe obtenen una generalitzacié del Teorema d’'Ito per a mides de classe
de conjugacié d’elements p-regulars, per a un cert primer p, baix la hipotesi de p-
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resolubilitat del grup. En aquest capitol es presenta una demostracié conjunta dels
resultats obtinguts en [7] i en [2], que estableix que si G és un grup finit amb mides
de classe de conjugacié d’elements p-regulars 1 i m, per a algun enter m, aleshores
m = p®q®, amb p un primer distint de ¢, i a, b > 0. Es demostra que si b = 0 aleshores
el grup G té p-complement abelia i si b # 0 aleshores G = PQ x A, amb P un p-
subgrup de Sylow de G, @ un g-subgrup de Sylow de G i A < Z(G). Aixi mateix
es demostra que si a = 0 aleshores G = P x Q x A, amb A < Z(G). En particular,
s’obté que G és resoluble.

En el quart capitol s’investiga 'estructura dels grups a partir de les mides de
classes de conjugaci6 d’elements d’ordre potencia de primer i es presenten els princi-
pals resultats recollits en [4]. El resultat principal del capitol estableix que si G és un
grup p-resoluble amb mides de classe de conjugacié de p’-elements d’ordre potencia
de primer 1 i m, aleshores m = p%¢® amb ¢ un primer distint de p, i a, b > 0. Es
demostra que si b = 0 aleshores G té p-complements abelians, i si b # 0 aleshores
G = PQ x A, amb P un p-subgrup de Sylow de G, Q un g-subgrup de Sylow de
G i A < Z(G). Obtenim per tant, una generalitzacié del teorema principal de [7]
per a elements d’ordre potencia de primer. Concloem el capitol aplicant 1’anterior
resultat a 'estudi de lestructura d’un grup G amb dues mides de classes de conju-
gacié d’elements d’ordre potencia de primer. Partint de la resolubilitat del grup, es
demostra que G és de la forma G = P x A, amb P un p-subgrup de Sylow de G i
A un subgrup abelia; llavors, el grup és nilpotent. S’obté aixi una generalitzacié del
Teorema d’Tto per a elements d’ordre potencia de primer. Observeu que per a obtenir
les citades generalitzacions es presenten demostracions alternatives del resultat d’Tto
i del teorema principal de [7] per a grups resolubles.

En el quint i ultim capitol s’estudia I'estructura dels subgrups normals d’un
grup, baix certes condicions aritmetiques sobre les mides de les G-classes de conju-
gacio contingudes en aquests subgrups. En particular es demostra que si N és un
subgrup normal de G tal que les mides de G-classes de N sén 1 i m, per a algun
enter m, aleshores N és abelia o és producte directe d'un p-grup no abelia per un
subgrup central de G, i per tant, és nilpotent. La conclusio final s’obté demostrant
primer la nilpotencia en 'univers resoluble , i estenent el resultat al cas no resoluble.
La demostracié del cas no resoluble es recolza en el coneixement de I'estructura dels
C P-grups simples, determinada recentment per Heineken. Concloem el capitol este-
nent una propietat dels p-grups amb dues mides de classes, als p-subgrups normals
no abelians d'un grup G amb dues mides de G-classes. Concretament demostrem
que si G és un grup finit i P és un p-subgrup normal no abelia de G, amb dues mides
de G-classes de conjugacié, aleshores P/(Z(G) N P), i en particular P/Z(P), tenen
exponent p. Tots aquestos resultats apareixen publicats en [3].






Introduccion

La presente memoria se desarrolla dentro del marco de la Teoria de Grupos Fini-
tos, concretamente en el estudio de la relacion existente entre la estructura de un
grupo y los tamanos de clases de conjugacion de sus elementos.

La obtencion de informacién sobre propiedades estructurales de un grupo a par-
tir de sus clases de conjugacién es un tema clasico. Los primeros resultados se deben
a M.L. Sylow y W. Burnside. Sylow demuestra que un grupo cuyos tamanos de clase
son todos potencia de un cierto primo p tiene centro no trivial, mientras que Burn-
side prueba que si el grupo G tiene un tamano de clase de conjugacién potencia de un
primo, entonces es no simple. Posteriormente, en 1990, L. S. Kazarin obtiene una ex-
tension de este resultado demostrando que en tales circunstancias el grupo generado
por la clase de conjugacién de dicho elemento es un subgrupo normal resoluble de G.

En la década de los 90, tras una etapa de evolucién y desarrollo de la Teoria
General de Grupos, renace el interés por el estudio de las propiedades aritméticas
de las clases de conjugacién y su influencia en la estructura del grupo. Lejos de ser un
tema cerrado, en los iltimos anios se han obtenido nuevos e interesantes resultados,
abriéndose lineas de investigacién alternativas. Se consideran los tamaifios de clases
de los elementos reales, los elementos racionales, los elementos de orden potencia de
primo, los elementos p-regulares y los elementos de un subgrupo normal del grupo,
por citar algunos. Se trata de un area de investigacién con numerosos problemas
abiertos y muchos de los resultados conocidos tienen aplicacién en el propio campo,
en la obtencién de informacién sobre la estructura de los grupos y de sus propios
subgrupos, al considerar los tamafios de sus clases ordinarias.

En este trabajo se estudian los tamanos de clase de conjugacién de los elementos
p-regulares y los elementos de orden potencia de primo (también llamados elementos
primarios). Asimismo, se investiga la influencia de los tamartios de G-clases de los
elementos de un subgrupo normal en la estructura de dicho subgrupo. Partiendo
de un teorema cldsico para el caso ordinario, como es el Teorema de 1t6 ([43]), que
afirma que un grupo con dos tamanos de clases de conjugacién es, salvo factores
centrales, un p-grupo, para un cierto primo p, se desarrollan nuevas demostraciones
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que permiten extender este resultado cuando se consideran los citados subconjuntos
de elementos del grupo. Al realizar dichas extensiones utilizamos, en la medida de
lo posible, técnicas sencillas que no requieran resultados profundos. Hemos podido
comprobar que las generalizaciones que se obtienen aportan informacién relevante
sobre la estructura del grupo. También hemos manejado situaciones nuevas que han
requerido ser tratadas con nuevas técnicas, todo lo cual aportamos como parte de
nuestra investigacion.

La memoria consta de cinco capitulos. Todos ellos estudian diferentes exten-
siones del citado teorema de It6 en diversos contextos. Comenzaremos haciendo un
resumen en el primer capitulo de algunos de los resultados méds importantes que se
conocen hasta el momento, y que determinan el estado actual de las investigaciones
sobre tamanos de clase de conjugacion y su influencia en el estudio de la estructura
del grupo.

El segundo capitulo recopila aquellos resultados preliminares que hemos necesita-
do para abordar los problemas planteados en los siguientes capitulos de la memoria.
Omitimos la demostracién de aquellos resultados que son estandar en la Teoria Ge-
neral de Grupos.

El tercer capitulo de la memoria esta dedicado al estudio de la p-estructura del
grupo a partir de los tamanos de clases de conjugacion de sus elementos p-regulares.
Obsérvese que este estudio no es sencillo, incluso bajo la hipdtesis de p-resolubilidad
del grupo, ya que los tamanos de clase de los elementos en un p-complemento no di-
viden necesariamente a los tamanos de clase de dichos elementos en el propio grupo.
En el ano 2003, A. Beltran y M.J. Felipe obtienen una generalizacién del teorema
de It6, considerando sélo tamanos de clase de conjugacion de elementos p-regulares,
para un cierto primo p, bajo la hipotesis de p-resolubilidad del grupo.

En este capitulo se desarrolla una demostracion conjunta de los resultados obteni-
dos en [7] y [2], que establece que si G es un grupo finito con tamanos de clase de
conjugacion de elementos p-regulares 1 y m, para algin entero m, entonces m = p%q®,
con p un primo distinto de ¢, y a,b > 0. Se demuestra que si b = 0 entonces
el grupo G tiene p-complemento abeliano, y si b # 0 entonces G = PQ x A, con
P e Syl,(G), Q € Syl (G) y A < Z(G). Astmismo, se concluye que si a = 0 entonces
G=PxQxA, con A<Z(G). En particular, se demuestra que G es resoluble,
obteniéndose una forma alternativa de probar el resultado de A. R. Camina sobre la
resolubilidad de los grupos con dos tamafios de clases de p’-elementos, que no hace
uso de la Clasificacién de Grupos Simples 6 de resultados profundos de la Teoria de
Grupos Finitos.
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Es importante senalar que en [7], Beltran y Felipe se encuentran con dos situa-
ciones distintas. Una situaciéon en la que los centralizadores de los elementos p-
regulares no centrales no son todos conjugados, andloga al caso ordinario, y otra
situacion, en la que los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales
si que son todos conjugados. Esta es una situacién nueva, de mayor complejidad,
que no puede darse en el caso ordinario, ya que en tal circunstancia G se obtiene co-
mo unién de conjugados de centralizadores, concluyéndose que el grupo es abeliano.
Sin embargo, pueden encontrarse ejemplos de grupos en los que todos los centrali-
zadores de elementos p-regulares no centrales son conjugados, como veremos en el
tercer capitulo. Este es un claro ejemplo de las dificultades que surgen al trabajar
con los elementos p-regulares del grupo, siendo necesario introducir técnicas nuevas
para tratar los problemas que se plantean debido a que las extensiones de los resul-
tados no son directas.

En el cuarto capitulo se investiga la estructura de un grupo a partir de los
tamanos de clases de conjugacién de sus elementos de orden potencia de primo o
elementos primarios y se presentan los principales resultados que hemos obtenido y
que aparecen recogidos en [4]. El hecho de que los tamaifios de clases de los elemen-
tos compuestos sean multiplos de los tamanos de clases de los elementos primarios
sugiere que parte de la informacion estructural del grupo puede quedar codificada en
el subconjunto de los tamanos de clase de sus elementos primarios, como se muestra
en el capitulo. En 1996, L. Shirong prueba que si el grupo finito G tiene exacta-
mente dos tamanos de clases de elementos de orden potencia de primo, entonces
es resoluble. Su demostracién se apoya en la Clasificacién de Grupos Simples y en
el Teorema de Feit-Thompson sobre la resolubilidad de los grupos de orden impar,
lo que demuestra la dificultad que surge al trabajar sélo con tamanos de clase de
elementos primarios (elementos de orden potencia de primo), dado que la prueba
del teorema de It0 es sencilla. Siguiendo un esquema similar al resultado de Shirong,
X. Zhao y X. Guo prueban recientemente, bajo la hipétesis de p-resolubilidad del
grupo, que si G es p-resoluble con dos tamarfios de clases de p’-elementos de orden
potencia de primo, entonces G es resoluble. En el resultado principal del cuarto
capitulo se demuestra que este tipo de grupos tiene la misma estructura de grupo
que la obtenida en el tercer capitulo para todas las clases de p’-elementos; es decir, G
tiene p-complemento abeliano o G, salvo factores centrales es {p, ¢}-grupo, con p y
q dos primos distintos. Obtenemos por tanto una nueva generalizacién del resultado
dado por Beltran y Felipe en [7], bajo la hipétesis de p-resolubilidad del grupo.

En particular, si los tamanos de clase de elementos de G de orden potencia de
primo son 1 y m, para algin entero m, se aplica el resultado de resolubilidad de
Shirong y se obtiene que m es potencia de un primo p y que G es producto directo
de un p-grupo por un subgrupo abeliano. Por tanto, el grupo es nilpotente y se ob-
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tiene una nueva generalizacién del teorema de It6 para elementos de orden potencia
de primo. Obsérvese que este es, probablemente, el conjunto mas reducido que se
puede considerar, ya que si debilitamos las hipdtesis del teorema y trabajamos solo
con los elementos de orden primo, podemos encontrar ejemplos que muestran que
la tesis del teorema de It6 es falsa.

También queremos hacer notar que ambos resultados principales se demuestran
con métodos sencillos, a partir de la hipdtesis de resolubilidad del grupo, que apli-
camos teniendo en cuenta los resultados de Shirong y de Zhao y Guo. Insistimos
de nuevo en la dificultad que surge al considerar sélo los tamafios de clases de p'-
elementos primarios.

En el quinto y ultimo capitulo se estudia la estructura de los subgrupos normales
de un grupo G a partir de los tamanos de las G-clases de conjugacion contenidas
en el normal. Este es un tema poco investigado y la bibliografia es escasa en resul-
tados. Ademas, la extensién de propiedades a subgrupos normales del grupo no son
inmediatas, debido a que el conjunto de tamanos de clases del subgrupo normal y
el conjunto de tamanos de G-clases contenidas en él, no tienen necesariamente el
mismo cardinal. En particular se demuestra que si N es un subgrupo normal de G
tal que los tamanos de G-clases de N son 1 y m, para algin entero m, entonces
N es abeliano 6 es producto directo de un p-grupo no abeliano por un subgrupo
central de G, y por tanto, es nilpotente. La conclusion final se obtiene demostrando
primero la nilpotencia para grupos resolubles, y extendiendo el resultado al caso no
resoluble, para lo cual nos servimos del conocimiento de la estructura de los CP-
grupos, o grupos con todos sus elementos de orden potencia de primo, determinada
recientemente por H. Heineken para el caso no resoluble.

Concluimos el capitulo extendiendo una conocida propiedad de los p-grupos de-
mostrada por varios autores independientemente, que establece que para un p-grupo
G con dos tamaifios de clases de conjugacidn, el grupo cociente G/Z(G) tiene ex-
ponente p. Concretamente demostramos que si G es un grupo finito y P es un
p-subgrupo normal no abeliano de G, con dos tamanos de G-clases de conjugacién,
entonces P/(Z(G) N P), y en particular P/Z(P), tienen exponente p. Todos estos
resultados aparecen publicados en [3].



Capitulo 1

Tamanos de clases de conjugacion
y estructura de grupos

Con el fin de obtener un mayor conocimiento sobre la estructura de los grupos,
algunos autores se han interesado por determinar qué informacién puede extraerse
de los tamanos de clase de conjugacién de todos o parte de los elementos del grupo,
cuando estos tamanos de clase verifican determinadas condiciones. Recordemos que
el tamano de clase de un elemento del grupo, que también se conoce como indice
del elemento, coincide con el nimero de coclases de su centralizador en el grupo.

Asi por ejemplo, varios autores han estudiado la estructura de un grupo cuan-
do todos o parte de sus elementos tienen tamano de clase potencia de primo. Los
primeros resultados son los de M.L. Sylow ([63]) y W. Burnside ([20]). Por un lado,
Sylow demuestra que un grupo cuyos indices son todos potencia de un primo dado
tiene centro no trivial, y por otro, Burnside prueba que si G tiene un elemento x
con tamano de clase de conjugacién potencia de un primo, entonces es no simple.
Posteriormente en 1990, S.L. Kazarin ([46]) obtiene una extensién de este resultado
demostrando que en tales circunstancias el grupo (%) generado por los elementos
conjugados de x es subgrupo normal resoluble de G. Utilizando este resultado, A.R.
Camina y R.D. Camina ([23]) muestran que cualquier elemento con {ndice potencia
de primo estd en el segundo Fitting. A.R. Camina también prueba en [21], que si
G es un grupo finito y p® es la mayor potencia del primo p que divide a un tamafno
de clase en G entonces, si existe un p-elemento en G con indice p?, el grupo posee
p-complemento normal.

Considerando aquellos primos que dividen el orden del grupo y no dividen a
ningtn tamano de clase en G, podemos encontrar algunos resultados elementales,
por ejemplo, que un grupo G tiene un p-subgrupo de Sylow central si y sélo si el
primo p divide a |G| y no divide a ningin elemento de ¢s(G), donde ¢s(G) denota

1
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el conjunto de tamanos de clase de conjugacién de G. También obtenemos otros
resultados més profundos y dificiles, como el de D. Chillag y M. Herzog ([26]) de
1990, que demuestran que si ningin elemento de ¢s(G) es divisible por 4, entonces
G es resoluble.

La informacién que podemos obtener sobre la estructura de un grupo depende
del conjunto de sus tamafos de clase. Asi por ejemplo, sabemos que G es abeliano
si y s6lo si G tiene un tinico tamano de clase, es decir ¢s(G) = {1}, pero no sabemos
de qué grupo abeliano se trata. ;Qué informacién se conoce cuando el grupo tiene
dos tamanos de clase?

N. It6 demostré en 1953 ([43]) que si ¢s(G) = {1, m}, entonces m = p*, para
algun primo p, y G es nilpotente. En particular, G = Px A con P € Sylp(G) y Aun
p/-grupo abeliano, y ademds P tiene un subgrupo normal abeliano H tal que P/H
tiene exponente p. Este resultado, que permite enfocar el estudio de la estructura de
los grupos con dos tamanos de clase de conjugacion a través del conocimiento de los
p-grupos, motivé la obtencion y aplicacién de algunos resultados importantes como
los que se mencionan a continuacion.

En 1951, Knoche demostré ([48]) que G es un p-grupo con tamartios de clase 1
y p siy solo si el orden del grupo derivado es p, mientras que en 1953, It6 prueba
que si los tamanos de clase de un p-grupo son 1 y p® entonces G tiene un subgrupo
normal abeliano A tal que G/A tiene exponente p. En particular, si p = 2 entonces
G es metabeliano. En 1970, Isaacs demostré que si los tamanos de clase del p-grupo
son 1y p® entonces el grupo cociente G/Z(G) tiene exponente p, y en el afio 2002,
Ishikawa demuestra ([42]) que para estos grupos la clase de nilpotencia del grupo es
menor o igual que 3 y el grupo derivado es elemental abeliano.

Debemos citar el resultado de E. Fisman y Z. Arad ([5]) del ano 1987, que prue-
ban que si G tiene dos tamanos de clase coprimos, entonces es no simple. En su
demostracién utilizan la Clasificacién de Grupos Simples. Asimismo, en 1996, L.
Shirong ([62]) obtiene una extensién del citado teorema de Ito ([43]), probando la
resolubilidad de los grupos finitos cuyos elementos de orden potencia de primo tienen
tamaifios de clase 1 6 m.

El estudio de la estructura de los grupos finitos con tres tamafnos de clase de
conjugacién tiene su principal resultado en un teorema de Itd de 1970 ([44]) que
dice que si ¢s(G) = {1, m,n}, entonces G es resoluble. En su demostracién, It6 uti-
liza el Teorema de Feit-Thompson y algunos resultados profundos de la Clasificacién
de Grupos Simples debidos a M. Suzuki. Poco después, en 1971, J.Rebmann ([57])
simplifica este resultado para el caso de F-grupos, determinando la estrutura de este



tipo de grupos. Recordemos que un grupo G verifica la propiedad F', 6 es F-grupo, si
para cualquier par de elementos no centrales x, y de G se verifica que Cg(z) £ Ca(y)
y Ca(y) £ Ce(z). Por su parte, S.L. Kazarin ([47]), y asimismo Bertram, Herzog
y Mann ([17]), prueban independientemente que si ¢s(G) = {1,m,n}, donde m y n
son enteros coprimos, entonces G/Z(G) es grupo Frobenius.

En 1971, A. R. Camina ([22]) utiliza la descripcién de los grupos finitos con
2-subgrupos de Sylow diédricos, dada por D. Gorenstein y J.H. Walter, para de-
mostrar que si G es un grupo con tres tamanos de clase que no es F-grupo, entonces
es producto directo de un grupo abeliano por un {p, ¢}-grupo. Con este resultado y
el de Rebmann se obtiene la resolubilidad de los grupos con tres tamafios de clases
de conjugacién, dada inicialmente por It6. Por otro lado, Camina analiza en [21] la
estructura de los grupos con cs(G) = {1, p% p®q®}. Este andlisis ha sido extendido
por A. Beltrdn y M.J. Felipe en [15] para grupos con ¢s(G) = {1, m,mn}, con m y
n dos enteros coprimos, que demuestran que m = p y obtienen algunas propiedades
estructurales de los p-subgrupos de Sylow y los p-complementos.

Recientemente, S. Dolfi y E. Jabara ([29]) mejoran los resultados anteriores,
caracterizando los grupos con tres tamanos de clases de conjugacién, pero en su
demostracién utilizan la resolubilidad de este tipo de grupos debida a Ito. Estos
autores demuestran que dichos grupos son F-grupos o son producto directo de un
grupo abeliano por un grupo de orden potencia de primo, y después aplican el re-
sultado de Rebmann para clasificar los F-grupos con tres tamanos de clase.

El estudio de los grupos con cuatro tamanos de clase de conjugacién nos lleva al
afio 1970, en que It6 ([44]) demuestra que los tnicos grupos simples con |es(G)| = 4
son los grupos SL(2, 2™), con m > 2. Poco después, en 1972 Camina ([21]) prueba
que si cs(G) = {1,p% ¢*, p°q*}, entonces G es nilpotente.

En el afio 2006, A. Beltrdn y M.J. Felipe extienden ([10], [11]) el resultado de
Camina a grupos con c¢s(G) = {1, m,n,mn}, siendo m y n coprimos, y prueban
que para estos grupos n = p® y m = ¢’, con p un primo distinto de ¢, y G es
nilpotente. Los autores generalizan ([14]) poco después este resultado para grupos
resolubles con ¢s(G) = {1, m, n, mk}, con m y n coprimos y k un divisor estricto
de n, concluyendo que si 7 = 7(m), entonces k = ¢° para un cierto primo ¢, G posee
un m-subgrupo de Hall abeliano y los m-complementos de G son de la forma QA,
con @ € Syl (G) y A abeliano. Més recientemente, Beltran y Felipe han clasificado
([16]), utilizando técnicas sencillas, los grupos con cuatro tamanos de clase tales que
dos de ellos son coprimos. Por otro lado, A.R. Camina y R.D. Camina prueban en
[24] que cuando un grupo tiene més de tres tamanios de clase y de cada tres, dos de
ellos son coprimos, entonces el grupo tiene como méximo cuatro tamanos de clase
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v es resoluble. En su demostracién utilizan la Clasificacién de Grupos Simples.

Algunos autores han estudiado los grupos cuyos tamafios de clase son todos li-
bres de cuadrados. Por ejemplo, J. Cossey y Y. Wang demuestran ([28]) que estos
grupos son superresolubles y que ambos, G/F(G) y G’ son grupos ciclicos de orden
libre de cuadrados. Ademds concluyen que la clase del subgrupo Fitting de G es
como mucho 2 y que G es metabeliano. Utilizando los resultados en [31], Shirong
refuerza este resultado demostrando ([61]) que si p es el primo més pequeio que
divide el orden del grupo G, y asumiendo que p? no divide el tamafio de clase de
ningin elemento de orden potencia de ¢, para un primo ¢ distinto de p, entonces GG
es p-nilpotente, y en particular, resoluble.

Como se ha comentado en la introduccién, nuevas lineas de investigacién apare-
cen en el estudio de las clases de conjugacién de elementos reales y, en particular,
de elementos racionales. Por citar algunos de los resultados obtenidos, en 1979, S.
Iwasaki ([45]) caracteriza los grupos que tienen exactamente dos clases de conju-
gacién reales. Posteriormente, en [52], Moreté y Navarro extienden los resultados
de Iwasaki y analizan la estructura de los grupos con tres clases reales. Por otro
lado, D. Chillag y A. Mann caracterizan ([27]) aquellos grupos tales que todo ele-
mento racional es central. Este resultado ha sido posteriormente generalizado por G.
Navarro y L. Sanus en [53] para clases racionales. Por su parte, S. Dolfi, E. Pacifici
y L. Sanus determinan en [30] la estructura de los grupos que tienen todas las clases
reales no centrales de tamano un primo, probando que el grupo es resoluble ([30]).
Recientemente J. Sangroniz y J. Tent determinan la estructura de los 2-grupos fini-
tos con 4 6 5 clases racionales.

Por otro lado, se han obtenido algunos resultados sobre la estructura del grupo
cuando los tamanos de clase de conjugacién de sus elementos p-regulares verifican
determinadas condiciones aritméticas. Estos resultados, que extienden o generali-
zan propiedades conocidas en el caso ordinario al caso p-regular, no son siempre
directas y ello se debe, principalmente, al hecho de que los tamanos de clase en un
p-complemento no necesariamente dividen a los tamanos de clase en el grupo. Por
otro lado, las demostraciones de algunos de estos resultados para clases p-regulares
introducen pruebas alternativas mas sencillas que sus andlogas para el caso ordi-
nario. Si ademas, el grupo no es p-resoluble, las extensiones o generalizaciones se
complican, al no poder garantizarse la existencia de p-complementos.

El interés por el estudio de los tamafios de clases de conjugacion de los elementos
p-regulares y su influencia en la p-estructura del grupo es reciente. Durante los anos
90 aparecen algunos resultados, entre los que podemos citar el trabajo de Y.C. Ren
([56]) o los trabajos de Y. Ninomiya ([54],[55]). Ren determina la estructura de los



grupos con valores de rc,(G) pequetos, siendo ¢ el menor primo que divide a |G| y
rcy(G) la mayor potencia de g que divide a los cardinales de las clases p-regulares

de G.

En 1972, Camina demuestra ([21]) que si G es un grupo y p un primo tal que
todo elemento de cs,(G) es p'-ntimero entonces G = P x H, con P € Syl,(G) y
H un p-complemento de G, donde cs,(G) denota el conjunto de tamanos de clase
de conjugacién de Gy, siendo G el conjunto de p’-elementos de G. Posteriormente
X. Liu, Y. Wang y H. Wei obtienen una variante debilitada de este resultado ([50])
que dice que si p es un primo que no divide ningin tamano de clase de elementos de
orden potencia de primo en Gy, entonces el p-subgrupo de Sylow de G es un factor

directo de G.

En el ano 2001, S. Dolfi y M.S. Lucido introducen la siguiente definicién: un
grupo finito G verifica la propiedad P(p, q) si cada p’-elemento tiene ¢’-indice. Estos
autores demuestran que si G es un grupo que satisface la propiedad P(p, ¢), con p
un primo distinto de ¢, entonces OP(G) es g-nilpotente y G tiene g-subgrupos de
Sylow abelianos. También obtienen una clasificacion para este tipo de grupos uti-
lizando la Clasificaciéon de Grupos Simples. Posteriormente S. Dolfi, A. Moreté y G.
Navarro determinan la estructura de los grupos que tienen exactamente una clase
de conjugacion con tamano un multiplo de un primo p.

Por otra parte, Beltrdn y Felipe obtienen en [7] una caracterizacién de los gru-
pos con p-complementos abelianos demostrando que todo tamano de clase en G,
es potencia de un cierto primo p si y sélo si G tiene p-complementos abelianos.
También obtienen una extensién del teorma de It6 ([43]) para grupos p-resolubles
con ¢sy(G) = {1, m}. Concretamente, los autores prueban que m = p* y G tiene
p-complemento abeliano 6 m = p®q®, con p y ¢ primos distintos, y G = PQ x A, con

P e Syl(G), Qe Syl (G)y AcZ(G).

Otro resultado sobre grupos con csy(G) = {1, m} es el de Camina de 1974
([22]), que demuestra que si G es un grupo finito con todas las clases de conjugacién
de elementos p-regulares no centrales del mismo tamano y |G/Z(G)| es divisible al
menos por dos primos distintos de p, entonces G es resoluble. En [2], E. Alemany, A.
Beltran y M.J. Felipe presentan una demostracion alternativa mas sencilla de este
resultado y la utilizan para eliminar la condicién de p-resolubilidad en la hipétesis
del teorema principal de [7], anteriormente citado. Obtienen as{ una prueba unifica-
da de los dos resultados.

Por su parte, A.R. Camina y R.D. Camina demuestran en un estudio reciente
sobre la influencia de los tamanos de clases de conjugacion sobre la estructura de los
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grupos finitos que si G es un grupo resoluble y p un primo, asumiendo que ningin
tamario de clase en G,y es divisible por p?, entonces G/O(G) es un ™ /—grupo, siendo
7 el conjunto de primos divisores de |G|, distintos de p, que no dividen a p — 1.

En [8] Beltrdn y Felipe extienden el resultado principal de M. Bianchi et al.
([18]) para clases ordinarias y demuestran que si G es un grupo p-resoluble y m
y n son dos elementos maximales de cs,(G), con m y n coprimos, m, n > 1, y
p es un primo que no divide a m, entonces G es resoluble, ¢sy(G) = {1, m, n} y
cada p-complemento de G es un grupo cuasi-Frobenius con nicleo y complemento
abelianos. También se demuestra que los tamanos de clase del p-complemento son
{1, my, ny}. Como corolario de este teorema se obtiene que si G es un grupo p-
resoluble y ¢s,/(G) = {1, m, n}, con m y n coprimos y m, n > 1, entonces G es
resoluble y los p-complementos de G son cuasi-Frobenius con nticleo y complementos
abelianos. Recordemos que un grupo G se dice que es cuasi-Frobenius si G/Z(G) es
Frobenius. En tal caso, la imagen inversa en G del ntcleo y de un complemento se
conocen como nucleo y complemento de G.

Aplicando este dltimo resultado, Beltran y Felipe obtienen en [8] la estructura de
los grupos p-resolubles cuyos tamanos de clase p-regulares no centrales son nimeros
enteros consecutivos, extendiendo asf el resultado obtenido por Bianchi et al. ([19])
para clases de conjugacion ordinarias. En este trabajo también se obtiene una carac-
terizacion de los grupos p-resolubles cuyas clases de conjugacion p-regulares tienen
cardinal potencia de primo, lo que constituye una extension de los dos resultados de
D. Chillag y M. Herzog para clases de conjugacién ordinarias recogidos en [26].

Un resultado andlogo al obtenido por Beltrdn y Felipe en [14], comentado an-
teriormente, para grupos p-resolubles con condiciones similares en clases de conju-
gacién p-regulares, es el obtenido por estos autores en [12] donde demuestran que
si G es un grupo p-resoluble con csy(G) = {1, m, n, mn}, siendo m y n enteros
positivos coprimos, y p no divide a m y n, o n = p%, entonces los p-complementos de
G son nilpotentes y m y n son potencias de algiin primo. Queda abierto el problema
del estudio de la estructura cuando del grupo cuando m y n no son potencia de primo.

Otra linea de investigacién poco explorada enfoca el estudio de la estructura
del grupo a partir de los tamanos de clase de sus elementos de orden potencia de
primo. El primer resultado se debe a R. Baer ([6]) que demuestra en el afio 1953 que
un grupo G, cuyos tamanos de clase de elementos de orden potencia de primo son
también potencia de primo, es resoluble. Posteriormente en el ano 1996, L. Shirong
utiliza la Clasificaciéon de Grupos Simples y el teorema de Feit-Thompson para de-
mostrar ([62]) la resolubilidad de los grupos con dos tamanos de clase de elementos
de orden potencia de primo. En [4], Alemany, Beltran y Felipe obtienen la nilpoten-



cia de este tipo de grupos y extienden la demostracion al caso no resoluble haciendo
uso del resultado de Shirong. Recientemente X. Zhao y X. Guo ([66]) generalizan el
resultado de Shirong en el contexto de p’-elementos. Concretamente prueban que si
G es un grupo p-resoluble con dos tamarnos de clase de conjugacién de p’-elementos
de orden potencia de primo, entonces G es resoluble. En [4], Alemany, Beltrdn y Fe-
lipe prueban que en realidad G es nilpotente. Concretamente prueban que G tiene
p-complemento abeliano o G = PQ X A, obteniéndose una nueva generalizacién del
caso ordinario, anteriormente mencionado.

Finalmente, hemos de comentar que recientemente se han obtenido algunos re-
sultados que relacionan la estructura del grupo y de sus subgrupos normales con
los tamafios de las G-clases de conjugacién de los elementos del normal. Este tipo
de informacién parcial relativa a la estructura normal de un grupo a partir de sus
tamanos de G-clases es un drea novedosa. En [34], X. Zhao y X. Guo hacen un
esfuerzo en esta direccion probando que si N es un subgrupo normal de G con dos
tamanos de G-clases y IV contiene un r-subgrupo de Sylow no central de G, para un
cierto primo r, entonces N es nilpotente. En [3], Alemany, Beltrdn y Felipe mejo-
ran este resultado, eliminando la condicién de existencia del r-subgrupo de Sylow,
y demuestran que N es nilpotente. En particular demuestran que N es abeliano,
o es producto directo de un p-grupo por un subgrupo central de G. Asimismo, los
autores extienden una conocida propiedad de los p-grupos con dos tamanos de clases
ordinarios y demuestran que si P es un p-subgrupo normal de un grupo G con dos
tamanos de G-clases de conjugacién, entonces el grupo cociente P/Z(P) tiene ex-
ponente p.

Respecto a grupos que poseen un subgrupo normal con tres tamanos de G-clases,
cabe destacar el reciente resultado obtenido por Z. Akhalaghi et al. en [1], que es-
tablece la resolubilidad de un subgrupo normal N de un grupo G, cuando el conjunto
de los tamanos de las G-clases es csg(N) = {1,m,n}, con m < n y m no divide
a n. Los autores obtienen ademads algunas propiedades estructurales del subgrupo
normal, dejando como problema abierto el caso en que m divide a n.






Capitulo 2

Resultados previos

En los capitulos siguientes, al abordar nuestro estudio sobre ciertas propiedades
estructurales de un grupo finito a partir de sus tamanos de clases de conjugacion,
hemos utilizado algunos resultados que recopilamos en este capitulo. Omitimos la
demostracién de algunos de ellos, por ser resultados estdandar en Teoria General de
Grupos.

Para trabajar con elementos p-regulares o de orden potencia de primo, y con
sus clases de conjugacién, es imprescindible conocer la {p, p'}-factorizacién de un
elemento cualquiera del grupo. Esta factorizacién puede extenderse para obtener la
descomposicién de un elemento como producto de elementos de orden potencia de
primo.

Lema 2.1 Sea G un grupo finito, g € G y p un nimero primo que dwvide |G]|.
Entonces ezisten dos elementos unicos, g, y gy tales que:

1. g, es un elemento potencia de g y de orden potencia de p.
2. gy es un elemento potencia de g y de orden no divisible por p.
3 9= 99y = Yp'9p-

Al elemento g, se le conoce como la p-parte de ¢ y al elemento g,, como la p’-parte
de g. Obsérvese que, al ser g, y gy potencias de g, se tiene que Cg(g) € Cq(g,) v
Cal(g) € Calgp)-

Considerando un conjunto arbitrario de primos y la unicidad de la descomposi-
cién del lema anterior se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2 Sea G un grupo finito, g € G y ™ un conjunto de primos. Entonces
existen dos elementos unicos, g, y g tales que:

9
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1. Todo primo divisor de o(g,) pertenece al conjunto ™ y g, es potencia del ele-
mento g.

2. Los primos divisores de o(g) no pertenecen al conjunto ™ y g es potencia
del elemento g.

3. 9= GnGn' = Gn'Gr-

Al elemento g, se le conoce como la m-parte de g y al elemento g, como la
m'-parte de g. De nuevo, al ser g, y g» potencias de g, se tiene que Cg(g) C Cg(gx)

y Ca(g) € Caly,,,)-

La siguiente propiedad general de los conmutadores de los elementos de un grupo
nos facilitard la manipulacién algebraica de los mismos en resultados posteriores.
Obsérvese que el lema es aplicable cuando el conmutador de dos elementos es central.

Lema 2.3 Consideremos un grupo G y dos elementos z, y € G tales que [z, y] €
Ce(2)NCq(y). Entonces [z", y] = [z, y]" = [z, y"], para todo n € Z.

Demostraciéon. Procederemos por induccién sobre n. Recordemos la siguiente
propiedad de los conmutadores

a) [r,y2] = [z, z][x, y)*
b) [zz,y] = [z, y]*[2, Y]
Sin=006n=1, el resultado se obtiene trivialmente. Si n = 2, se tiene que

(2%, y] = [z, )" [2, 9] = [2,9][2,y] = [2,9]?,

y de manera analoga

[z, ¥*] = [z, ][z, y)! = [z, ][z, y) = [x, 9]

n—1

Supongamos primero n > 0. Por la hipétesis de induccién se tiene que [z, y] =

[z,4]"" = [z,y"]. Entonces

2", y] = [o" T, y) = [0yl e, y) = (e, y]" ) e, y] = oy [, y) = [, y)"
y, asimismo,

[2,y"] = o, y"'y] =[x, ylle,y" 7Y = [yl ([, y)" )Y = (o ylle g = o)
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Supongamos ahora que n < 0. Entonces

n

™yl =[x, y] " [2", y]

L= [z"a" y) = [z g 2", y) = ([, 9] "
de manera que [z",y] = [z,y]". Del mismo modo,
L= [z, y™"y"] = [,y e,y = [,y ([e,y] ) = [2,y" [z )7,

y se obtiene que [z,y"] = [z,y]". O

El siguiente lema recoge algunos resultados que utilizaremos frecuentemente en
capitulos posteriores y que relacionan los tamanos de clases de los elementos de un
subgrupo normal del grupo con sus correspondientes tamanos de clases en el grupo.
También muestra la relacion entre los centralizadores de elementos del grupo de
orden coprimo que conmutan. Recordemos que 2% = {g~'zg : ¢ € G} denota la
clase de conjugacién de un elemento z de G.

Lema 2.4 Sea G un grupo finito, N 1G, x € N y g € G. Entonces:
1. |2N]| divide a |2¢].
2. |gNN| divide a |g%|.

3. Sixz,y € G son de orden coprimo y conmutan, entonces Cg(zy) = Cg(z)N
Cea(y)

Demostracién. (1) Como N <G y Cg(z) < G se tiene que N Cg(z) < G.
Aplicando el Teorema de Lagrange sobre la transitividad de indices se tiene que

|G- Cx(2)| = |G : Ca(@)||Cq(x) : Cn ()]

Como ademds Cy(z) < N < N Cg(z) < G, aplicando de nuevo la transitividad
de indices

|G : Cn(x)] = |G : N Cg(x)||N Cg(z) : N||N : Cy(x)|, (2.1)

y por el segundo Teorema de Isomorfia de grupos

N Cg(z)/N = Cg(x)/(Ce(z) N N)

por lo que,

IN Ca(x)/N| = |Cq(x)/(Cg(x) N N)I.
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Es decir, |INCg(z) : N| = |Cg(z) : Cg(x)NN| = |Cq(z) : Cy(z)|, y sustituyen-
do este resultado en la ecuacién 2.1, se tiene
|G : Cn(z)] = |G : N Cqg(x)||Cg(x) : Cn(z)||N : Cn(zx)]. (2.2)
De manera andloga, |G : Cy(z)| = |G : Cg(2)||Cq(z) : Cn ()|, de donde

|G : Ca(x)] = |G : Cy(2)]/|Cq(x) : Cn(z)],
Y sustituyendo ahora en la ecuacion 2.2 y simplificando se obtiene que

IG: Ce(x)| = |G : NCe(2)||N : Cy(z)]

y por tanto |zV| divide a |2¢|.

(2) Veamos en primer lugar que

Ca(g) N/N < Cgyn(gN)

Si AN es un elemento de Cg(g) N/N entonces h € Cg(g) N y, por tanto, existen
hi1 € Cg(g) y n1 € N tales que h = hyny. Es decir AN = hynyN = hyN. Como
(hN)(gN) = (mN)(gN) = (hg)N = (gh))N = (gN)(hiN) = (gN)(hN), por ser
hi € Cg(g), se tiene que (hN) € Cgn(gN).

Como Cg(g) N/N < Cg/n(gN) < G/N, aplicando el Teorema de transitividad
de indices se obtiene que
|G/N : Cen(gN)|[Cen(gN) : Calg) N/N| = |G/N : Calg) N/N|,

de manera que

GI/INl |G
[Calg) NI/INI - |Calg) N

=G : Calg) N (2.3)

y como |G : Cg(g)| = |G : Cs(g) N||Ca(g) N : Ca(g)], despejando |G : Cea(g) N| y
sustituyendo en la ecuacién 3.1, nos queda

|G : Ce(g)|

|G/N : Can(gN)| [Cayn(gN) : Calg) N /N| = |Cc(g) N : Ce(9)]

Por tanto,
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|G : Ca(g)l = [Calg) N : Ca(g)l |IG/N : Cayn(gN)|[Cqyn(gN) : Calg) N / NJ
=[Cal(g) N : Ce(g)| 1(gN)¥¥||Cqn(gN) : Calg) N /N|

y concluimos que |gN%V| divide a |¢%|.
(3) Es ficil ver que Cg(z) N Cq(y) < Cg(zy). Demostraremos que el reciproco
también se verifica.

Sea g = xy. Como x e y son de orden coprimo y conmutan, por el Corolario
2.2 se tiene que © = g, e y = gy, para un cierto conjunto de primos 7. Por tanto,
Calg) < Calgr) ¥ Calg) < Calgw). Es decir, Co(ry) < Ca(x) N Caly). O

La siguiente propiedad establece que un grupo finito no puede ser unién de
conjugados de un subgrupo propio. Esta propiedad se utiliza mucho a lo largo de la
memoria, por lo que obviaremos referenciarla.

Lema 2.5 Si G es un grupo finito y U < G es un subgrupo de G tal que
¢=\Jue.
geG

entonces G = U.

Demostracién. Véase 4.16 de [39]. O

El siguiente lema asocia la existencia de p-subgrupos de Sylow centrales en un

grupo G con el conjunto de primos divisores de |G| que no dividen a ningiin elemento
de es(G).

Lema 2.6 Sea G un grupo finito y consideremos un cierto primo p. Entonces, G
tiene un p-subgrupo de Sylow P tal que P C Z(G), para un cierto primo p, si y sélo
si p no divide |z%|, para todo x € G.

Demostracién. Supongamos que G tiene un p-subgrupo de Sylow P, para
un cierto primo p, tal que P C Z(G). Entonces, para cada z € G se tiene que
|G|, = |Cq(x)],, y por tanto, el primo p no divide |G : Cg(z)| = |2€].

Supongamos ahora que p no divide a ningin elemento de ¢s(G). Trivialmente
suponemos que p divide a |G|. Para cada g € G existe P € Syl,(G) tal que P C
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Ca(g). Portanto g € Cg(P) y G = U e Ca(P)?- Aplicando el Lema 2.5 se concluye
que G = Cg(P). O

El siguiente lema pone de manifiesto una propiedad fundamental del subgrupo
Fitting F(G) de los grupos resolubles.

Lema 2.7 Sea G es un grupo finito resoluble. Entonces F(G) # 1 y

Ce(F(G)) C F(G).

Demostracién. Véase 6.1.4 de [49]. O

En ocasiones, la accién coprima se puede utilizar para obtener una factorizacién
del grupo o la estructura de determinados subgrupos del grupo. Supongamos que
A actia como grupo de automorfismos de G. Se dice que A actiia coprimamente
sobre G si (|G|,|A|) = 1. En tal caso, si S = AG es el producto semidirecto de
A con G, se tiene que G IS y A es un complemento de G en S. En el siguiente
teorema recogemos algunas de las propiedades de la accién coprima que utilizaremos
en resultados posteriores.

Teorema 2.8 Sea A un grupo que actia sobre G.

a) Si N es subgrupo normal A-invariante de G y (|N|, |A]) = 1, entonces Cq/n(A) =
Cc(A)N/N.

b) Si (|G|, |A]) =1 entonces G =[G, A]Cg(A).

¢) (Lema de Fitting). Si G es abeliano y (|G|, |A|) =1, entonces
G = Cg(A) x [G, A].
Demostracién. Véase 14.5 de [38]. O
Teorema 2.9 Supongamos que H < Aut(G) actia libre de puntos fijos, sobre G.

FEntonces:

1. SiQ € Syl,(H), entonces Q) es grupo ciclico o cuaternio generalizado. Si P €
Syl,(G) es invariante por H, entonces H actia libre de puntos fijos sobre

P/®(P).

2. Sip yq son primos, entonces cada subgrupo de H de orden pq es ciclico.
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Demostracién. Véase Teorema 16.12 de [38]. O

El siguiente resultado es el conocido P x @-Lema de Thompson, que se obtiene
como consecuencia de las propiedades de la accién coprima.

Teorema 2.10 Sea P x @Q el producto directo de un p-grupo P y un p'-grupo
Q@ representado como grupo de automorfismos de un p-grupo G. Supongamos que
Cs(P) C Cu(Q). Entonces Q actia trivialmente sobre G.

Demostracién. Véase 8.2.8 de [49]. O

Enunciamos finalmente algunos teoremas clasicos de la Teoria General de Grupos
que hemos utilizado con cierta frecuencia. El primero de ellos es el famoso teorema
de Kegel-Wielandt sobre la resolubilidad de un grupo que es producto de subgrupos
nilpotentes.

Teorema 2.11 (Kegel - Wielandt). Si G tiene subgrupos nilpotentes Gi y G
tales que G = G1G9 entonces G es resoluble.

Demostracién. Véase V1.4.3 de [37]. O

Obsérvese que como consecuencia del teorema, si G tiene subgrupos nilpotentes
G1y Gy tales que (|G : Gy], |G : G|) = 1, entonces G es resoluble.

La existencia, conjugacion y dominancia de los m-subgrupos de Hall esta garanti-
zada para grupos resolubles y también para la clase de grupos m-separables, para un
conjunto arbitrario de primos 7. En el siguiente resultado, Wielandt demuestra que
la nilpotencia de los subgrupos de Hall de un grupo permite obtener propiedades
similares en grupos finitos no necesariamente resolubles.

Teorema 2.12 (Wielandt). Sea G un grupo finito con algin w-subgrupo H de
Hall, nilpotente. Entonces cada m-subgrupo de G estd contenido en un conjugado de
H. En particular todos los m-subgrupos Hall de G' son conjugados.

Demostracién. Véase 9.1.10 de [59]. O

También enunciamos dos resultados fundamentales de Burnside: la resolubilidad
de los {p, ¢}-grupos y la no simplicidad de los grupos que poseen una clase de cardinal
potencia de primo.
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Teorema 2.13 (Burnside). Si |G| = p®q® con p y q dos primos distintos, entonces
el grupo G es resoluble.

Demostracién. Véase 15.3 de [38]. O

Teorema 2.14 (Burnside). Si el grupo finito G tiene una clase de conjugacion
con p™ elementos (p™ > 1), para algin primo p, entonces G no es simple.

Demostracién. Véase 15.2 de [38]. O

En 1990, Kazarin extiende el Teorema 2.14 de Burnside, probando que el sub-
grupo generado por una clase de conjugacion de cardinal potencia de primo es re-
soluble. En su demostracion, Kazarin utiliza Teoria Modular de Representaciones.

Teorema 2.15 (Kazarin). Sea G un grupo finito que tiene una clase de conju-

gacion x€ de tamanio potencia de un primo p > 1, entonces (x%) es subgrupo normal
resoluble de G.

Demostracién. Véase 15.7 de [38]. O



Capitulo 3

Grupos con dos tamanos de clases
de elementos p-regulares

3.1. Introduccion

Este capitulo esta dedicado al estudio de la p-estructura del grupo a partir de la
informacién obtenida sobre sus tamanos de clase de conjugacion de sus elementos
p-regulares, es decir, elementos cuyo orden no es divisible por el primo p. Esta es
un area compleja y poco investigada, incluso bajo la hipétesis de p-resolubilidad
del grupo, ya que si existe p-complemento, los tamanos de clases de los elementos
en el p-complemento no dividen necesariamente a los tamanos de clases de dichos
elementos en el grupo. Sin embargo, hemos podido comprobar que los resultados
que se obtienen en este caso pueden aplicarse al estudio de la estructura del grupo
a partir de sus tamanos de clase ordinarios.

En 1953, N. Ito estudia ([43]) la estructura de los grupos con dos tamanos de
clases y obtiene que, salvo factores centrales, el grupo puede considerarse un p-grupo,
para un cierto primo p.

Teorema 3.1 (Itd, 1953). Si G es un grupo finito con tamanos de clases de con-
jugacion 1 y m, entonces G = P x A, con P un p-subgrupo de Sylow de G, para
algin primo p, y A un subgrupo abeliano de G. Ademds, m es potencia del primo p.

Posteriormente, en el afio 2003, A. Beltran y M.J. Felipe obtienen una generali-
zacién de este resultado, bajo la hipdtesis de p-resolubilidad del grupo, para tamanos
de clase de p’-elementos, siendo p un nimero primo, demostrando que en tales cir-
cunstancias el grupo tiene p-complemento abeliano 6 factoriza como producto de un
{p, q}-grupo por un grupo abeliano, con ¢ un primo distinto de p.

17
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Como hemos comentado en la introduccién, en la demostracién del citado re-
sultado, Beltran y Felipe se encuentran con una situacién nueva, mas compleja, en
la que los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales son todos con-
jugados, donde los autores hacen uso de la condicién de p-resolubilidad del grupo.
Obsérvese que para clases ordinarias esta situacion no puede darse, mientras que, al
trabajar con elementos p-regulares, es posible encontrar ejemplos de grupos en los
que todos los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales, para algin
primo p, son conjugados, como veremos a continuacién. Obsérvese que en este caso
G tiene exactamente dos tamanos de clase de conjugacién de p’-elementos.

Consideremos el producto semidirecto del grupo cuaternio Qg = {(a, b : a* =
1, a® = a*, a® = b? = (ab)?) y el grupo ciclico de orden 3, C3 = {(a), dado por la
accion de la siguiente permutacién ciclica de orden 3:

a®=">
b = ab
(ab)* =a

Claramente G = Qg{a) es grupo de orden 24 y tiene elementos de orden 2, 4, 3 y
6. Si se considera p = 3, los elementos p-regulares no centrales de G son exactamente
los elementos de Qg \ Z(Qg) = {a, b, ab, a*, b3, (ab)3}. Es facil ver que

Ca(a) = (a) = Ca(a’)
Ce(b) = (b) = Ca(b?)
Ca(ab) = (ab) = Co((ab)?)

por lo que sélo existen tres centralizadores distintos y todos ellos son de orden 4.
Por tanto, en este caso m = 6 y cs,(G) = {1, 6}. Ademds, de la accién y de las
propiedades de la conjugacién, se deriva que Cg(a) = Cg(ab)® = Cg ().

En el ano 1974, A.R. Camina prueba en ([22]) la resolubilidad de los grupos
con dos tamanos de clases de conjugacion de elementos p-regulares, para los que
el orden del grupo cociente G/Z(G) es divisible al menos por dos primos distintos
de p. En su trabajo Camina utiliza la clasificacién de D. Gorenstein y J.H. Walter
([33]) sobre los grupos cuyos 2-subgrupos de Sylow son diédricos. En este capitulo
se desarrolla una demostracién alternativa, méas simple, del resultado de Camina
que permite eliminar la condicién de p-resolubilidad del grupo en la hipétesis del
teorema principal de [7], obteniéndose asi{ una demostracién conjunta més sencilla,
que no hace uso de la Clasificacion de Grupos Simples ¢ de resultados profundos de
la Teoria de Grupos Finitos.
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3.2. Resultados preliminares

En el desarrollo del resultado principal del capitulo utilizaremos algunos lemas
previos sobre tamanos de clases de p’-elementos que presentamos a continuacién.
Empezamos con una caracterizacion de los grupos cuyos tamanos de clases de con-
jugacion de p’-elementos no centrales son potencias del primo p.

Lema 3.2 Sea G un grupo finito. Entonces todos los tamanos de clases de conju-
gacion en Gy son potencias de p si y solo si G liene p-complemento abeliano, para
un primo p.

Demostracion. Mostraremos que en ambas direcciones de la demostracion, el
grupo GG de la hipétesis es resoluble. Supongamos primero que todos los tamarnos
de clases de conjugacién de los p’-elementos de G son potencias de p y aplique-
mos induccién sobre |G|. Por el Teorema 2.14 se tiene que G es no simple y existe
N <G, con N # 1. Si z € Ny, aplicando el Lema 2.4(a) obtenemos que |z"| divide
a|z%| y por tanto |2V| es potencia de p. Por la hipétesis de induccién, N es resoluble.

Sea G = G/N y sea T € G,. Aplicando ahora el Lema 2.4(b), se tiene que |7°|
divide a |2%], y por tanto, [T¢| es potencia de p. De nuevo, por la hipétesis de in-
duccién se tiene que G es resoluble. Como N y G//N son resolubles obtenemos que
G es resoluble.

Veamos ahora que si G tiene p-complemento abeliano, entonces también es reso-
luble. Como G tiene p-complemento abeliano, se puede escribir como producto de
dos subgrupos nilpotentes, y por el Teorema 2.11 el grupo G es resoluble también.

Demostraremos a continuaciéon la doble implicacién. Supongamos primero que
|| es potencia de p para todo x € G,y. Trabajaremos por induccién sobre |G| para
mostrar que G tiene p-complemento abeliano. Como G es resoluble, en particular,
es p-resoluble y por tanto O,(G) # 1 6 bien O, (G) # 1.

Supongamos que O,(G) # 1. Entonces |G| = |G/O,(G)| < |G| y por induc-
cién obtenemos que G tiene p-complemento abeliano H. Como H es p-resoluble,
entonces H puede escribirse como H = H,0,(G), siendo H; un p-complemento de
H. Entonces

T = H/O,(G) = H/0,(G)/0,(G) = H,/H, N 0,(G) = H,

y obtenemos que H; es subgrupo abeliano de G de orden un p’-ntimero. Como
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= .77 _ Gl _1G/0,(G)| _ |G|
IG:Hl===+—~-~""-"2=1-=|G: H|
[H|  [H/O(G)]  |H]
es potencia de p también, se tiene que |G : Hy| = |G : H||H : H,| es potencia de p y
H; es p-complemento abeliano de G. Podemos suponer, por tanto, que O,(G) = 1
y O, (G) # 1. Consideremos el primer factor Ny de la serie derivada de G

1N < Ny<d...<a N, =G,

donde N; <G, y N;/N;_; es un factor abeliano. Entonces N; es subgrupo abeliano
y por tanto nilpotente, por lo que N; C F(G) # 1. Sea = un elemento no central de
Gy. Como G y Cg(x) son resolubles, y ademas |G : Cg(z)| es potencia del primo
p, existe al menos un p-complemento H de G en Cg(z) con © € H C Cg(z). Por
otro lado, como O,(G) = 1 se tiene que F(G) es un p’-subgrupo normal de Gy
r € Cq(H) CCq(F(G)) CF(G) COy(G).

Por tanto, todo elemento p-regular de G esta en O, (G) y H = Oy(G) es p-
complemento normal de G. Ademds, si x € H, entonces z € Cg(H) C H. Es decir,
H = Cg(H) y se tiene que H es p-complemento abeliano.

Supongamos ahora que G tiene p-complemento abeliano H. Entonces, por el
Teorema 2.12, todo p'-grupo estd contenido en algin conjugado de H, que por
hipétesis es abeliano. Sea x € G),. Entonces (x) C HY, para algin g € G, por
lo que H9 < Cg(x) < G. Como HY es p-complemento de G y por tanto de Cg(x),
se tiene que |z%| es potencia de p y se sigue que |2%| es potencia de p para todo
WS Gp/. O

Recordemos que si p es un primo fijo, el conjunto G, = {g € G : p no divide
a o(g)} representa el conjunto de elementos p-regulares de G. El siguiente lema
determina la estructura de los grupos cuyos tamanos de clases p-regulares no son
divisibles por p, generalizando asi el Lema 2.6 al caso p-regular.

Lema 3.3 Sea G un grupo finito y p un primo que no divide los tamanos de clase
de congugacion de los elementos p-requlares de G. Entonces G = P x H donde P es
un p-subgrupo de Sylow de G y H es un p-complemento de G.

Demostracion. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G y g € G. Consideremos
la descomposicién de g en su p-parte y en su p’-parte, g = g,g,. Como |g,%| es
p/-ntmero, existe un p-subgrupo de Sylow de G, digamos P, tal que P' C Cg(g,)-
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Al ser g, un p-elemento de Cg(g,y), se tiene que g,° € P*, para algin ¢ € Cg(gy),
y por tanto ¢¢ = ¢,°g, € P'Cg(P?"), de donde

G =|JP'Ca(P) = (PCc(P))".

teG teG

Concluimos que G = PCg(P). Como Py Cg(P) conmutan, se tiene que P 4G
y, por tanto G tiene una serie, 1 < P < G, cuyos factores son, alternadamente, un
p-grupo y un p’-grupo. Por tanto G es p-resoluble. En particular, se tiene que el
Cs(P) es p-resoluble y tiene p-complemento H que también es p-complemento de
G. Por tanto, G = PH donde Py H conmutan y PN H = 1. Es decir, G = P x H,
con H un p-complemento de G. (O

El siguiente resultado establece la forma de los centralizadores de los elementos
p-regulares de un grupo G, que verifica que el centralizador de un p’-elemento no
puede contener al centralizador de otro p’-elemento, a menos que los centralizadores
coincidan 6 uno de los p’-elementos sea central.

Lema 3.4 Sea G un grupo finito, v € Gy y Ca(x) < G. Supongamos que para todo
par de elementos a, b € G se verifica que si Cg(a) < Cg(b) entonces Cg(a) =
Cq(b) 6b € Z(G). Entonces Cg(x) = Px L, con P un p-subgrupo de Sylow de Cg(x)
y L < Z(Cg(x)), 6 Co(x) = PQ x A, con P un p-subgrupo de Sylow de Cg(x), Q
un q-subgrupo de Sylow de Cg(x), para un cierto primo q # p, y A < Z(G).

Demostraciéon. Por el Lema 2.1, el elemento = se puede descomponer en pro-
ducto de elementos de orden potencia de primos distintos de p, * = z125... %4, ¥
las componentes conmutan dos a dos. Como = ¢ Z(G), existe alguna componente
x; € Z(G). Ademas, Cg(z) < Cg(w;), y por hipétesis se tiene que Cg(z) = Cq(z;).
Podemos por tanto asumir que x es g-elemento, para un cierto primo g # p.

Si |Cq(z)] = pq® el resultado es trivial. Supongamos que existe un primo r
distinto de p y ¢ que divide a |Cg(z)| v sea R un r-subgrupo de Sylow de Cg(x).

Si y es un elemento de R, al ser x e y de orden coprimo y conmutar, se tiene que
Ca(zy) = Ca(z) N Cq(y). Luego C(xy) < Cg(x), y ademds zy € Gy. Como x es
no central en G, se tiene que Cg(z) = Cg(xy) C Cq(y). Por tanto y € Z(Cq(x)) y
se sigue que R < Z(Cg(7)). Es decir Cg(z) = PQ x A, para algin P € Syl (Ca(7)),
Q € 5y1,(Ca(x)) y A < Z(Cq(x)).

Si A C Z(G) la prueba termina. Supongamos por tanto que existe un elemento
no central v € A. Como u es un {p, ¢}'-elemento, u y = son de orden coprimo y
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conmutan, por lo que Cg(uz) = Cg(u)NCgq(x). Luego Co(ux) < Cg(x) y de nuevo
se tiene por hipédtesis que Cg(uz) = Cg(z) € Cg(u). De manera andloga se obtiene

que Cg(uzx) = Cg(z) = Cq(u).

Tomemos ahora z € (). Entonces z y u conmutan y son de orden coprimo, por lo
que Cg(uz) = Cg(u) N Cg(z). Es decir, Cg(uz) < Cg(u) = Cg(z) v por hipdtesis
Ca(uz) = Cg(z) < Cg(z), de donde z € Z(Cg(x)). Por tanto Q < Z(Cg(z)).
Podemos escribir L = @ x A, de forma que Cg(z) = P x L con L < Z(Cg(x)). O

Vamos a trabajar con subgrupos de un grupo de orden potencia de dos primos.
Con este fin, demostraremos que los grupos de orden divisible por al menos dos
primos distintos, 7 y s, y cuyos subgrupos de Sylow son todos ciclicos, poseen sub-
grupos de orden rs. La demostracion se apoya en el hecho de que tales subgrupos
son metaciclicos.

Lema 3.5 (Hoélder, Burnside, Zassenhaus). Sea G un grupo finito con todos
sus subgrupos de Sylow ciclicos, entonces G es resoluble. Ademds, G/G' y G’ son
ambos ciclicos (de forma que G es metaciclico), G escinde sobre G' y G’ es subgrupo
de Hall de G.

Demostracién. Véase 10.26 de [58]. O

Lema 3.6 Sea G un grupo finito cuyos subgrupos de Sylow son todos ciclicos. Sir
y s son dos primos distintos que dividen a |G|, entonces existe un subgrupo U de G
tal que |U| =rs.

Demostracién. Sean r y s dos primos distintos que dividen a |G|. Veamos que
G tiene subgrupos de orden rs. Por el lema 3.5 se tiene que G es metaciclico y G’
es subgrupo normal ciclico de G tal que G/G’ es ciclico. Si r y s dividen a |G|,
entonces G’ contiene elementos de orden rs. Siry s dividen a |G//G’| entonces G/G’
contiene tales elementos, y por tanto G también. Por tltimo, si r divide a |G'| y s no,
entonces existe un subgrupo normal A de G contenido en G’ de orden r y tomando
un elemento g € G de orden s, se tiene que A{g) es subgrupo de G de orden rs. O

El siguiente resultado establece condiciones para que un grupo K de orden divi-
sible por un cierto primo p, que actiia como grupo de automorfismos de un p-grupo
abeliano P, tenga p'-radical trivial.
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Lema 3.7 Sea P un p-grupo abeliano para un cierto primo p. Sea K un grupo de
automorfismos de P tal que |K| es divisible por p. Supongamos que Cp(z) = Cp(y)
para todo z, y € K \ {1}. Entonces Oy (K) = 1.

Demostracién. Sea H = O,/ (K). Entonces H actia como grupo de automor-
fismos sobre P, que es grupo abeliano. Aplicando el Lema de Fitting obtenemos que
P =[P, H] x Cp(H). La hipétesis sobre los centralizadores puede escribirse equiv-
alentemente en la forma Cp(z) = Cp(L), para todo x € K, no trivial, y L < K|
subgrupo no trivial. Si H # 1, tenemos que Cp(x) = Cp(H ), para todo x € K no
trivial. En particular, si z es un p-elemento no trivial de K entonces z actda sin
puntos fijos sobre [P, H], que es p-grupo, y esto s6lo puede darse si [P, H] = 1, es
decir, si H = Oy(K) =1.0

A continuacién enunciamos un resultado clasico de R. Brauer y M. Suzuki que
recoge algunas propiedades de los grupos que poseen un 2-subgrupo de Sylow cua-
ternio generalizado.

Teorema 3.8 Sea QQ un 2-subgrupo de Sylow de G y supongamos que ) es un
grupo cuaternio generalizado con unica involucion j. Entonces O« (G){j) < G. En
particular, G no es simple.

Demostracién. Véase 45.1 de [38]. O

3.3. Resultado Principal

En el desarrollo del resultado principal del capitulo seguiremos el esquema de la
demostracién dada por Beltran y Felipe en [7]. Trabajaremos por pasos y asumiremos
que existen al menos tres primos distintos que dividen el orden del grupo cociente
G/Z(G), separando el desarrollo en dos partes. Por una parte se estudia el caso
en que los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales no son todos
conjugados, y por otra, el caso en que si lo son. Como ya hemos comentado en la
introduccion esta situacion es factible cuando se trabaja con p’-elementos. Nuestro
resultado principal es el siguiente.

Teorema 3.9 Sea G un grupo finito con tamanos de clase de conjugacion de ele-
mentos p-requlares 1 y m. Entonces m = p°q®, con q un primo distinto de p y
a,b > 0. Si b =0 entonces G tiene p-complemento abeliano. Si b # 0, entonces
G = PQ x A, con P € Syl,(G), Q € Syl ,(G) y A < Z(G). Si a = 0 entonces
G=PxQxA, con A< Z(G). En particular, se obtiene que G es resoluble.
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Demostracion. Por el Lema 3.2, si m = p® entonces G tiene p-complemento
abeliano y este caso estd demostrado. Por lo tanto asumiremos que b # 0 y veremos
que m = p°q®, con a > 0. Si a = 0, la afirmacién en la tesis se seguird como conse-
cuencia trivial del Lema 3.3.

Procederemos por pasos y por induccion sobre el orden de G. En los pasos 1y
2 se estudia la forma que tienen los centralizadores de los elementos p-regulares no
centrales de G y ¢émo se relacionan entre si.

Paso 1. Podemos asumir que Cg(z) = P, X L, con P, un p-subgrupo de Sylow
de Cg(z) y L, < Z(Cg(z)), para todo z € Gy no central.

Por el Lema 3.4 sabemos que para cualquier x € G, \ Z(G) se tiene que
Cq(z) = P, x L, con P, un p-subgrupo de Sylow de Cg(z) v L, < Z(Cg(x)),
0o Cg(z) = P.Q, x A, con P, y Q, un p-subgrupo y un g¢-subgrupo de Sylow de
Cg(z), respectivamente, y A < Z(G).

Supongamos que existe un elemento x € G \ Z(G) tal que Cg(z) = P,Q, x A.
Veremos que en este caso el teorema se verifica. Procederemos por reduccién al
absurdo. Supongamos que G # PQ x A. Entonces podemos asumir que existe un
r-elemento z no central en GG, para algtiin primo r distinto de p y de ¢, tal que:

A< (A z) <Cql(2)

Comparando el orden de los subgrupos se tiene que:

4] < {4, 2)] < [Ca(@lnay = ICo(@)lpay = |4]

obteniéndose una contradiccion, por lo que G = PQ x A para algin P € Syl (G) y
Q € Syl,(G), y se tiene el resultado.

Paso 2. Sean x e y dos elementos p-regulares no centrales de G. Si Cg(z) #
Ceal(y), entonces (Cq(z) N Ca(y))y = Z(G)y.

Supongamos que existe un elemento no central a € (Cg(z) N Cge(y))y. Como
a es un elemento p-regular de ambos centralizadores, por el Paso 1, tiene que es-
tar en el p-complemento de cada uno de ellos. Es decir, a € L, < Z(Cg(x)), y de
manera andloga, a € L, < Z(C¢(y)). Por tanto Cg(z) € Cg(a) y Ca(y) € Ceala),
y por 6rdenes se tiene que Cg () = Cg(y) = Cg(a), llegdndose a una contradiccion.

Para el resto de la demostracion distinguiremos dos casos, segin que los cen-
tralizadores de los elementos p-regulares no centrales de G sean todos conjugados o
no.
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CASO 1. Supongamos que los centralizadores de los elementos no centrales
de G no son todos conjugados en G.

Denotaremos por G = G/Z(G), y utilizaremos barras para trabajar en el grupo
cociente. En los pasos 3, 4 y 5 se demuestra que cada elemento p-regular del grupo
cociente es de orden un primo distinto de p.

Paso 3. Sean T e jj dos elementos p-regulares no triviales de G tales que Z§ = §Z
y Co(z) # Ce(y). Entonces o(Z) = o(¥) es primo.

Nétese que x, y y xy son también elementos p-regulares de G. Supongamos que
o(Z) < o(j), entonces (z7)°® = (5)°*) # 1. Por lo tanto, 1 # (z§)°® = (z)°® €
Cq(xy) N Cq(y), v por el Paso 2 se tiene que Cqg(y) = Cg(zy). Luego, = € Cg(y),
y aplicando de nuevo el Paso 2 obtenemos que Cg(z) = Cg(y), llegdndose a una
contradiccion. Concluimos que o(Z) = o(y).

Veamos ahora que o(Z) = o(g) es primo. Si s es un primo divisor de o(Z) y
Z* # 1, entonces Cg(x) C Cg(z®) < Gy como los centralizadores de los elementos
p-regulares no centrales son del mismo orden, obtenemos que Cg(z) = Cg(z?®). Por
otro lado, z°y = yz° y como Cg(z®) = Cg(z) # Cg(y) se obtiene que o(Z%) =
o(7) = o(Z) y llegamos a una contradiccién.

Paso 4. Sea g un elemento no central de G,y y consideremos la clase de conju-
gacién g¢. Entonces existe algin elemento no central z € G, tal que g%NCeq(x) = 0.

Supongamos que g N Cg(x) # 0. Entonces, para cada elemento no central
T € Gy, se tiene que Cg(z) contiene algin conjugado g" de g, para algtin # € G. Por
tanto g" € Cg(z), y como g es p’-elemento de G, ¢" € Cg(z),y = L,. Por el Paso 1,
se sigue que ¢g" € Z(Cg(x))) y por tanto Ce(x) < Ce(g"), y por érdenes, la igualdad
se verifica. Es decir Cg(z) = Cg(g") = Cg(g)", por lo que dos centralizadores
cualesquiera son conjugados en (G, obteniéndose una contradiccion.

Paso 5. El orden de cada elemento p-regular no trivial de G es primo.

Supongamos que existe algin elemento p-regular § # 1 tal que o(g) no es primo.
Obsérvese que ¢g" y g son elementos p-regulares de G' también. Por el Paso 4 existe
algin elemento no central = € G tal que g N Cg(z) = (). Supongamos que existe
algin elemento no trivial § € Cg(x), que centraliza a algin conjugado g" de g.
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Como z es no central, por el Paso 2 se tiene que Cg(z) = Cg(y). Entonces, o bien
se verifica que

Cea(z) = Caly) = Calgm),

lo que nos lleva a que g* € gé N Cg(x), contradiciendo el Paso 4, o bien se verifica
que

Ca(z) = Ca(y) # Calgn),

lo que, por el Paso 8, implica que T, g" y por tanto g son de orden primo, y obtene-
mos de nuevo una contradiccién. Concluimos que no existen elementos no triviales
en Cg(z), que centralicen a conjugados de g.

Denotaremos por Cyy aﬁCG(x)p/. Entonces C}y actia por conjugacion como grupo
de permutaciones sobre g, de manera que el estabilizador en cada punto g" € g
viene dado por

Stabe(g") = {w e Cy : (7" =g"} =1

obteniéndose que la accién es semirregular, por lo que las 6rbitas son todas del mis-
mo orden y |C,| divide a |§%|.

Veamos ahora que la accién de Cg(g),s sobre el conjunto X = g9\ g°NCq(g) es
también semirregular. Si z € Cg(g), fija algin conjugado §* € g°, como g no es de
orden primo, por el Paso 3 se sigue que Cg(z) = Cg(g™). Y como z y g conmutan,
obtenemos que g € Cg(g"), es decir g" € g n - g9 N Cqg(g), por lo que el estabilizador
de cada elemento de X es 1. Por tanto |Cg(g)y| = |Cp| divide a |X|, de donde

|Cc(g)y| divide a [g& N Ca(g)], y, como §& € G, se obtiene la contradiccién

ICalg)y| <17 N Calg)y| < [Calg)y!-

En el siguiente paso, utilizamos los tres tltimos resultados para comprobar que
el grupo cociente es {p, ¢}-grupo, y asi, obtener la conclusién en el Caso 1.

Paso 6. Conclusion en el Caso 1.

Sea ¢ un primo distinto de p divisor de |G/Z(G),y| y sea z un g-elemento no
central de G. Como todos los elementos p-regulares no triviales de G/Z(G),, son
de orden primo, se tiene que Cg(z) es un {p, ¢}-grupo. Como todos los elementos
p-regulares no centrales de G tienen centralizadores del mismo orden, las imagenes
de estos centralizadores en G/Z(G), son {p,q}-grupos y, en particular, no puede
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haber primos divisores de |G/Z(G),/| distintos de p y g. Por tanto G puede escribirse
en la forma G = PQ x A, con P € Syl (G), Q € Syl (G) y A < Z(G).

En este punto iniciamos la demostracion del resultado para el Caso 2.

CASO 2. Supongamos que para cualquier par de elementos no centrales z, y € Gy,
Ce(z) v Cg(y) son conjugados en G.

En los pasos 7, 8 v 9 se demuestra que si el grupo es resoluble el teorema se
verifica.

Paso 7. Podemos asumir que OP(G) = G.

Aplicaremos induccién para demostrar que si OP(G) < G el teorema se cumple.
Sea x un elemento p-regular no central de OP(G), y por tanto no central en G. Por
el Paso 1 se tiene que Cg(x) = P, X L, con P, un p-subgrupo de Sylow de Cg(z) y
L, <Z(Cg(x)). Al ser p’-grupo, L, C OP(G), y aplicando la igualdad de Dedekind
a OP(G) N Cg(x) se tiene que

O"(G) N Cq(z) = L.(P, N O"(G)),

de donde
o oM@ el Gl P
|07(G)]O*(G) N Ca(x)|  |Cq(x)]|O7(G) N Ca(x)] [P N OP(G)]°

por lo que

oG m Py

07(G)N Ca(x)] |G : OY(G)||P.NO"(G)]
Es decir,
2076 = m | Pyl 7
[P, N OP(G)]|

donde I = |G : OP(G)| es un entero positivo. Sea y otro elemento p-regular no

central de O”(G), con centralizador Cea(y) = P, x Ly, siendo P, € Syl,(Cg(y))
y L, € Z(Cg(y)). Como los centralizadores de los p-elementos no centrales de G
tienen la misma forma y son del mismo orden, se sigue que |P,| = |P,| y |L,| = |L,],
de manera que
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[P, NOP(G)] = |(P)" N (O(G)"] = |(P: N O"(G))"] = [P N OP(G)).

Por tanto,
0%(@)) = m By = [2°7@) = k

1B, NOP(G)]
y se tiene que OP(G) tiene dos tamarfios de clases de conjugacién de p’-elementos.
Al ser |OP(G)| < |G|, aplicando la hipétesis inductiva obtenemos que OP(G) tiene
p-complemento abeliano o bien OP(G) = PyQ x Ag, con Py un p-subgrupo de Sy-
low de OP(G), @ un g-subgrupo de Sylow de OP(G), para algin primo ¢ # p, y
4y < Z(0%(G)).

ly

Si H es un p-complemento abeliano de OP(G), entonces los indices |G : OF(G)|
y |OP(G) : H| son potencias de p, por lo que |G : H| también es potencia de p, y
por tanto H es p-complemento de G.

Si OP(G) = Py@Q x Ag con Q < OP(G) < G, entonces |G : OP(G)]| es po-
tencia de p, por lo que |G|, = |O”(G)|, = |Q] y se concluye que @ € Syl (G).
Veamos que Ay < Z(G),. Si existen dos elementos no centrales z e y de Gy tales
que Cq(z) # Cq(y), entonces por el Paso 2 se tiene que (Cg(z) N Ca(y))y =
Z(G)y. Como z, y € OF(G) y Ay es p-grupo central de OP(G) se sigue que
Ay C (Cq(z) N Ce(y)y = Z(G)y < Z(G). Por tanto, el grupo T' = Q x Aj es
p-complemento de OP(G) y también de G por lo que podemos escribir G = PQ X Ay,
con P € Syl(G), Q € Syl (G) y Ay < Z(G).

Si no existen dos elementos no centrales en G tales que Cg(z) # Cq(y), en-
tonces los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales son iguales, por
lo que |G|, = |Cq(x)],, para cada z € G}y, no central, y cada ¢ # p. Se sigue que
|z%| es potencia de p y por el Lema 3.2 se concluye que G tiene p-complemento
abeliano.

Paso 8. Cg(x) < Ng(Ce(z)) para todo x € Gy no central.

Supongamos que Ng(Cg(z)) = Cg(x), para algin € G, no central. Como
m no es potencia de p, existe algin primo ¢ # p que divide a m. Por el Paso I,
Cqg(z) = Py X Ly, con P, € Syl (Cg(z)) vy L, abeliano. Veamos que L, contiene
g-elementos no centrales en G, es decir que ¢ también divide a |L,/Z(G),|. Supong-
amos que ¢ no divide a |L,/Z(G)y| y sea g un g-elemento no central de G. Como
Cal(g) = P, x Ly y los centralizadores de elementos p-regulares no centrales son del
mismo orden, se tiene que |Ly| = |L,|, y por tanto, ¢ no divide a |L,/Z(G),|, por lo
que Ly/Z(G), no tiene g-elementos no triviales. Pero ¢gZ(G),s es un g-elemento no
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trivial del grupo cociente, obteniéndose una contradiccién. Concluimos que ¢ divide
a|Ly/Z(G)yl.

Sea L; el g-subgrupo de Sylow de Cg(x), no central en G, y sea ); un g-subgrupo
de Sylow de G, tal que L; C @;. Entonces L; < Ng,(L;) € Ng(L;). Sea y un
elemento de Ng,(L;) \ L; € Ng(L;) \ L; y sea Cg(2Y) = Cq(z)Y = (Py)Y x (L,)Y. Si
(L.)Y # L, entonces Cg(2¥) # Cg(x), y por el Paso 2 se tiene Cg(x), NCq(a?), =
L,N (L)Y = Z(G)y. Como LY < L,” entonces L; < (L)Y N L, = Z(Q)y, vy
se obtiene una contradiccién. Concluimos que (L,)Y = L,. Por otro lado, L, <
Z(Cg(x)), de donde

P, € Ca(Ly) = Ca((Ls)") € Ca(a?).

Por tanto P, = P, y se tiene que Cg(x) = Cg(x)?, por lo que y € Ng(Cq(z)) =
Cg(x). Como y es g-elemento de Cg(z), que es nilpotente, se tiene que y € L;, y
obtenemos de nuevo una contradiccién. Concluimos que Cg(z) < Ng(Cg(2)).

Paso 9. Si el grupo es resoluble el teorema se verifica.

Por el Paso 7, podemos suponer OF (G) < G. Sea z € G, un elemento fijo no
central y sea ¢ € G. Podemos escribir g = ¢,9,, donde g, y g, son la p-parte y
la p'-parte de g, respectivamente. Si g, € Z(G), entonces g € Z(G),O0” (G). Si
gy & Z(G), como los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales son
todos conjugados, existe un n € G tal que g € Cg(g) € Ca(gy) = Ca(x)™. Por
tanto,

G = Colo)" |J(07(@)Z(G)y.

neG neG

Como el nimero de conjugados distintos de Cg(x) es |G : Ng(Cg(z))], se tiene
que

|G| < |G : No(Ca(2))[(|Cal@)| — 1) + |07 (G)Z(G) |
y dividiendo por |G| se tiene que

ICa(z)| -1 |OY(G)Z(G)y|
YNeCenl T 6

(3.1)

Por el Paso 8, tenemos que Cg(z) < Ng(Cg(z)), por lo que existen al menos
2 coclases de Cg(x) en Ng(Cg(x)). Aplicando el teorema de la transitividad de
indices se tiene que



30 Capitulo 3. Grupos con dos tamanos de clases de elementos p-regulares

ING(Co(2))| = [Na(Ca()) : Ca(2)[|Co(r)] = 2[Co(x)].

Sea |[Ng(Ca(z))| = ni. Si O (G)Z(G), < G, entonces se obtiene que |G| >
2|0" (G)Z(G),| y sustituyendo en la ecuacién 3.1 se sigue que

Col)| 1 |OF(@E@),] 1
PSoCe@l m T a0r @z, m

/

y llegamos a una contradicciéon. Concluimos que O (G)Z(G),y = G.

Supongamos que o” (G) no es p-grupo, ya que en tal caso G tiene p-complemento
abeliano, y sea y un elemento p-regular de O (@), no central en G. Entonces |y¢| =
\yop/ (@] = m y podemos aplicar induccién y concluir que O (G) = PQq x Sy, con
P € Syl,(G), Qo € Syl, (0¥ (G)), para algin primo q # p, y So < Z(0” (G)) < Z(G).
Por tanto, G = OF (G)Z(G), = PQ x A, con A < Z(G) y Q € Syl,(G).

En los pasos 10 y 11 demostraremos que el indice |Ng(Cg(z))/Cq(z)| es un
primo ¢ distinto de p para cada z € G.

Paso 10. Si z es un p'-elemento no central de G, cada subgrupo de Sylow de
Ng(Cg(z))/Cga(x) es ciclico o cuaternio generalizado. Es més, si ¢ # p es un primo
divisor del orden de este grupo cociente entonces el g-subgrupo de Sylow tiene orden
q.

Sea x € Gy \ Z(G) y sea W = Ng(Cg(x))/Cq(z). Usaremos barras para tra-
bajar en el grupo cociente. Sea ) un g-subgrupo de Sylow de W para algin primo
g que divide a |[W| (posiblemente ¢ = p). Por los supuestos iniciales del teorema
existe algin primo r, distinto de p y ¢, que divide a |G/Z(G)|. Es decir, existe un
elemento g, de orden potencia de 7 en G \ Z(G), y r divide a |Cg(g,)| = |Ca(2)].

Por tanto existe un r-subgrupo de Sylow R, de Cg(x) no trivial. Como Cg(x)
es nilpotente, R, es W-invariante, y asi () actia sobre R,. Sea 1 el automorfismo
representacién de () correspondiente a dicha accién. Entonces

Ker(y) ={g € Q: w = w, para todo w € R;, g € Ng(Cg(2))}
={3€Q:9€Cngce)(R)} C{g€Q:9€Cql(2), 2 € R,}

={g€Q:9€Cq(r)} =Cq(r) =1,

por lo que % es inyectiva y @) actia como grupo de automorfismos sobre R,.
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Obsérvese que si § € Q, § # 1, entonces Cg, (7)) = R, N Z(G). Basta com-
probar que si z € Cg,(g), entonces z € Z(G). Sea g € Ng<C (x)) tal que g es
un elemento no trivial de Q). Supongamos que existe z € Cg,(7) \ Z(G). Entonces
z € R, < L, <Z(Cg(x)), y por el Paso I se tiene que Cg(z) = Cg(z). Como
z € Cg,(g), entonces g € Cg(z) = Cg(x), por lo que g = 1 y llegamos a una
contradiccién.

Al ser (|Q],|Rz]) = 1, la accién es coprima, y como R, es abeliano podemos
aplicar el Teorema 2.8 y concluir que R, = [R,, Q] X Cg,(Q). Ademss [R,, Q] # 1,
ya que de lo contrario R, C Cg, () C Z(G) y R, serfa r-subgrupo de Sylow de
Cs(gr), por lo que g, € R, C Z(G), lo que es falso.

Veamos ahora que la accién de @ sobre [R,, ()] no tiene puntos fijos. Basta com-
probar que si ¢ es un elemento no trivial de [R,, Q] y g es un elemento no trivial de
Q, entonces t9 # t. Supongamos que t9 = ¢, entonces t € Cig, g(9) < Cg,(9) =
R, NZ(G). Luego ¢t € Z(G) y se tiene que tY = t, para todo g € G. Se sigue que
t9 = t, para todo g € @, y por tanto, t € Cg,(Q). Pero [R,, Q] N Cg,(Q) = 1, por
lo que ¢t = 1, y obtenemos una contradiccién. Aplicando el Teorema 2.9 se concluye
que @ es ciclico o cuaternio generalizado.

Supongamos ahora que ¢ # p y consideremos el g-subgrupo de Sylow @, de
Cq(x). Sea Q, = Q./Z(G),. Como Q, es caracterfstico en Cg(x), se tiene que @, es
W-invariante, y podemos considerar la accién por conjugacién del grupo @ sobre Q.
Sea M = @Q,Q el producto semidirecto definido por dicha accién. Por construccién
M es g-grupo y Q, < M, por lo que Q, NZ(M) es un g-subgrupo no trivial de M y
tiene elementos de orden ¢. Sea ¢ uno de tales elementos y consideremos el subgrupo
T = (t)Z(G), < Q, < Cg(x). Entonces @ actia sobre T' por conjugacién. Veamos
que C(T') = 1. Como t es un g-elemento de @), no central en G, se tiene que Cq(t) =
Cq(z), por lo que, si g € Co(T) y h € T, entonces h9 = h9 = h y obtenemos que

g € Cg(h) = Cg(z), de donde g € Cg(z) = 1, como se queria demostrar. Obsérvese
que [T, Q] € Z(G)y, ya que, como t € Z(M) y g € Q < M, entonces t9 = t9 =t
y podemos escribir tY = ta, con a € Z(G),, por lo que t7't € Z(G),. Por tanto,
[t, g] y t? son elementos de Z(G),, y se tiene que [t, g]? = [t?, g] = 1 = [t, ¢7]. Luego
g7 € Co(T) =1y asi Q tiene exponente g. Como ademas es ciclico o cuaternio, @
debe tener orden exactamente q.

Paso 11. Para todo x € G, se tiene que [Ng(Cgq(x))/Ca(z)| = g, para algin
primo ¢ distinto de p.

Primero probaremos que W = Ng(Cg(z))/Cq(z) es un g-grupo para algin pri-
mo ¢ (posiblemente ¢ = p). Supongamos que |W| es divisible por al menos dos
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primos distintos. Demostraremos que existe un subgrupo U de W tal que |U| es
producto de dos numeros primos.

Por el Paso 10, todo subgrupo de Sylow de W es ciclico o cuaternio generalizado.
Si todos los Sylows de W son ciclicos entonces por el Lema 3.6 podemos concluir que
existe tal subgrupo U. Si algin 2-subgrupo de Sylow de W es cuaternio generalizado
podemos aplicar el Teorema 3.8 para concluir que Oy (W)(r) < W, donde 7 es la
tnica involucién de W. Como todos los 2'-subgrupos de Sylow de W son ciclicos,
los de Oy (W) también lo son. Por tanto, si |Oy(W)| es divisible, como minimo,
por dos primos distintos, aplicando el Lema 3.6 podemos afirmar que tal subgrupo
U existe. Si |Oq(W)| es divisible por un unico primo, es decir Oy (W) es r-grupo
ciclico para algin primo r # 2, entonces existe un elemento o € O« (W) de orden r
y podemos construir el subgrupo U = {a)(7) de orden 2r. Concluimos que en todos
los casos existe un subgrupo U < W de orden rs, con r y s dos primos distintos.

Veamos ahora que esto nos lleva a una contradiccién. Si ambos primos son distin-
tos de p, el orden de U es producto de dos primos y por tanto U tiene r-complemento
o s-complemento. Notar que, por los teoremas de Sylow, uno de los complementos es
normal en U. Concretamente si r < s, el s-subgrupo de Sylow es normal, y si s <7
entonces, el r-subgrupo de Sylow es normal. Asumiremos sin pérdida de generalidad,
que el r-complemento es normal. Si uno de los primos es p, entonces existe un primo
s distinto de p y r tal que s divide a |G/Z(G)| y por tanto G tiene un s-elemento g
no central y s divide |Cg(g)| = |Ca(2)].

Sea S, el s-subgrupo de Sylow de Cg(z). Entonces S, = [Sz, U] x Cg, (U).
Afirmamos que si § € U es no trivial, entonces Cg, (y) C Z(G). En efecto, ya que
en caso contrario existe algin elemento no central z € S, que conmuta con y, y
por el Paso 1, se tiene que Cg(x) C Cg(2) y, como ambos centralizadores tienen el
mismo orden, se sigue que Cg(z) = Cg(z), resultando la contradiccién y € Cg(x).
Entonces, si [S;, U] = 1 se tiene que S, C Z(G), y por tanto, S, también seria
s-subgrupo de Sylow de Cg(g), de donde g € S, C Z(G), lo que es falso. Por tanto
[Sz, U] # 1y de hecho U actia sin puntos fijos sobre este grupo dado que, si g € U
es no trivial,

Cis,.v1(y) €[Sz, UINCs, (y) €[Sz, UINZ(G) €[S, U] N Cs, (U) = 1.

Si aplicamos ahora, por ejemplo, el Lema 16.12 de [38], obtenemos que U es
ciclico, y en particular U tiene r-complemento normal no trivial. Es decir, en ambos
casos se concluye que U tiene r-complemento normal para algin primo r distinto de

p.
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Consideremos la accion de U por conjugacién, como grupo de automorfismos de
R, siendo R, un r-subgrupo de Sylow abeliano de Cg(x). Obsérvese que si @ y ©
son elementos no triviales de U, entonces

Cr,(u) = Cg,(v) = R. NZ(G) = Z(G),

y aplicando el Lema 3.7 obtenemos que O,.(U) = 1, llegdndose a una contradiccion.
Concluimos que |[Ng(Cg(2))/Ca(x)| es potencia de un primo.

Veamos ahora que este primo no es p. Si p es el tnico primo que divide a m,
aplicando el Lema 3.2 se concluye que G tiene p-complemento abeliano. Sea r un
primo distinto de p que divide a m. Entonces r divide a |G/Z(G)|, y por tanto G
tiene r-elementos no centrales y los centralizadores de los p’-elementos no centrales
también los tienen. Sea R, el r-subgrupo de Sylow de Cg(z). Nétese que R, no
es r-subgrupo de Sylow de G, pues de lo contrario r no divide a m. Si t € R, es
un elemento no central de G, entonces Cg(z) = Cg(t). Si w € Ng(R,) entonces
Cs(t") = Cg(t) = Cg(x), de forma que Cg(z) = Cq(t)” = Cg(x)? vy w €
Ng(Cg(z)). Por consiguiente, Ng(R,;) < Ng(Cg(z)). Como R, no es subgrupo
de Sylow de G, existe un r-subgrupo de Sylow R de G tal que R, < R, de forma
que R, < Ng(R,;) y se tiene

CG(‘T>T = Rz < NR(Rz) < NG(Rx) < Ng(CG(CL')),
lo que implica que r divide a [W]. Por tanto, W es un g-grupo para un cierto primo

q distinto de p y por el Paso 10, el orden del g-grupo es exactamente q.

Como resultado del Paso 11 y del hecho de que todos los centralizadores de los
elementos p-regulares no centrales de G son conjugados, podemos asumir que

[N (Ce(2))/Calr) = ¢

para un primo fijo ¢ distinto de p y para todo x € G,y no central. Por lo tanto, los
normalizadores de los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales de G
son todos del mismo orden.

En los pasos 12 y 13 se demuestra que el r-radical de G es trivial sir = p y
es central si r # p. Estos resultados se utilizan en el paso 14, donde se presenta la
conclusiéon del caso 2.

Paso 12. Podemos asumir que O,(G) =1y que |G : Ng(Cg(x))| es potencia de
p para cada € Gy no central.
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Sea x € G}y no central y sea R un r-subgrupo de Sylow de G, para un primo r
distinto de p . Si R es central en G entonces R < Cg(2) < Ng(Cg(x)) y r no divide
a |G : Ng(Cg(x))]. Si R es subgrupo abeliano no central de G entonces existe un ele-
mento no central y € R tal que R < Cg(y) < G. Como |Cq(y)|. = |Ce(x)|, = |G|,
se tiene que r no divide a |G : Cg(z)|. Y por el Paso 8, el primo r tampoco divide
a |G : Ng(Cg(z)].

Si R no es abeliano entonces R\ Z(R) # 1, por lo que R/Z(R) es un r-grupo con
centro no trivial. Sea ¢ un elemento no trivial de Z(R/Z(R)) y sea w € R. Veamos
que Cg(t) = Cg(t") = Cg(t)¥. Como t € Z(R/Z(R)) y w € R/Z(R), se sigue que
[t, ] = 1y por tanto [t,w] € Z(R). Entonces, si g € Cg(t) entonces t7 = t, de
manera que (t*)? = t* y concluimos que g € Cg(t*). Por otro lado, si g € Cr(t™)
entonces (t*)9 = 9t 1% = ¥, por lo que t9 = t y g € Cg(t). Por consiguiente,
Cr(t) = Cg(t") = Cg(t)", y concluimos que Cg(t) < R.

Como los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales son todos con-
jugados, existe h € G tal que Cg(t) = Cg(z)" = Cg(z"), con 2 € G,y no central.

Dado un elemento g € Ng(Cg(t)), se tiene que t9 € Cg(t) < Cg(t) = Cg(zh).
Luego t9 es r-elemento del Cg(z"), y aplicando el Paso 1, se tiene que t9 € R, <
Z(Cg(2")). Por tanto, Cg(2") < Cg(t9), y por 6rdenes coinciden. Es decir,

Cq(t) = Co(z") = Cq(t?) = Cu(t)? = Ca(a")?,

obteniéndose que g € Ng(Cg(z")). Concluimos que R < Ng(Cr(t)) < Ng(Ceq(z"))
y r no divide a |G : Ng(Cg(z"))]. Como los normalizadores de los elementos p-
regulares no centrales de GG son del mismo orden, sus indices en G coinciden, por
lo que r tampoco divide a |G : Ng(Cg(z))|. Obtenemos asi que en todos los casos
|G : Ng(Cg(z))| es potencia de p.

Asumiremos ahora que O,(G) # 1, y aplicando induccidn, veremos que en este
caso el teorema se verifica. Utilizaremos barras para trabajar en el grupo cociente
G = G/O,(G). Sea z € Gy y sea §j € Cg(Z). Entonces [z, y] € O,(G), por lo que
x¥ = zk, con z un elemento de Cg(x) y k un elemento de O,(G), de manera que z¥
es un p’-elemento de Cg(2)0,(G).

Como Cg(z) = B, X Ly, con L, un p'-subgrupo del centralizador, y por tanto,
L, es un p-complemento de Cg(z)0,(G), se tiene que

el =0=L,"°
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donde h = ab es un elemento de Cg(2)0,(G), con a € Cg(x) y b € O,(G). Obte-
nemos que e L, y por el Paso 1,

Ceo(z) = Co(2? ') = Ca(z)? .

Por tanto, yb~! € Ng(Cg(z)) y podemos poner y = wb, con w € Ng(Cg(z)).
Como b € O,(G) se tiene que y = w, y por tanto w € Cx(z). Es decir wz = 72w y
[w, z] € O,(G) es p-elemento de G.

Como w € Ng(Cg(x)), se tiene que 2% € L, < Cg(z) y 27 '2¥ € L,, por ser
producto de p’-elementos que conmutan. Es decir, [w, 2] es p'-elemento también.
Por consiguiente, [w, z] = 1 y se tiene que w € Cg(z) y w € Cg(x). Pero w =
g € Cg(x), por lo que Cgz(z) C Cg(x) y se tiene la igualdad, Cx(z) = Cg(z).
Concluimos que |G : Cg(z)| = |G : Cq(z)| = |G : Ce(z)0,(G)| v, como los
centralizadores son todos conjugados y O,(G) es normal en G, este tltimo indice
es el mismo para todo € G. Concluimos que G tiene dos tamaiios de clase de
conjugacién de elementos p-regulares. Aplicando induccién obtenemos que G tiene
p-complemento abeliano, de manera que G tiene p-complemento abeliano también,
0 G =PQx A con P eSyl(G), Qe Syl,(G) y A< Z(G). En el primer caso la
demostracién concluye. En el segundo, se obtiene que G es resoluble, por serlo G y
O,(G) y, por el Paso 9, el resultado se tiene.

Paso 13. Para cada primo r distinto de p, se puede suponer que O,(G) C Z(G).

Sea r un primo distinto de p y supongamos que K = O,(G) es subgrupo no cen-
tral de G. Por el Paso 12 se tiene que |G : N(Cg(z))| es potencia de p, y por tanto
K C Ng(Cg(z)), para todo p/-elemento x de G. Por hipdtesis, existen al menos
tres primos distintos que dividen a |G/Z(G)|. Si s es un primo distinto de p y r que
divide a |G/Z(G)|, entonces s también divide a |Cg(z)/Z(G)|.

Sea S, el s-subgrupo de Sylow de Cg(z), no central en G. Nétese quesiy € S, C
Co(z) y g € K < Ng(Cg(x)), entonces y? es s-elemento de Cg(x) y por tanto K
normaliza S, y se tiene que [S,, K] C S, N K = 1. Es decir, K C Cg(S,;) = Cg(z),
donde la ultima igualdad es consecuencia del Paso 1. Sit € K \ Z(G) entonces
Cs(t) = Cg(x). Es més, si w € Ng(K) entonces t* es r-elemento no central de
G, por lo que Cg(t*) = Cg(z) = Cg(t) = Co(t)” = Cq(z)” y se tiene que w €
Ng(Cg(z)). Esto implica que Ng(K) = G C Ng(Cg(z)) v por tanto Cg(z) 4G,
concluyéndose que los centralizadores de los elementos p-regulares no centrales de
G coinciden, por lo que todos los p’-elementos conmutan y G tiene p-complemento
abeliano.
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Paso 14. Conclusion.

Por el Paso 11 se tiene que |[Ng(Cg(z))/Cq(x)| = ¢, para un primo q¢ # p
divisor de |G| y, por tanto, ¢ divide a m. Obsérvese que si Z(G), = 1, entonces G
tiene un g-subgrupo de Sylow @ no central en G, y si g es un elemento no trivial
de Z(Q), entonces @@ < Cq(g) v |Q| = |Ca(g)|q = |Gy, por lo que ¢ no divide a
m y llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, Z(G), # 1 y podemos considerar
el grupo cociente G = G/Z(G),. Probaremos que G tiene dos tamafios de clase de
conjugacién de elementos p-regulares.

Asumiremos que G no es abeliano, ya que de serlo, G es resoluble y la de-
mostracién termina. Si a € Gy \ Z(G), trivialmente se tiene que Cg(a) € Cg(a).
Veamos que Cg(a) = Cg(a), por lo que |G : Cg(a)] = m y el grupo cociente G
tiene dos tamanos de clases de p’-elementos.

Supongamos que existe un elemento p-regular a € G tal que Cg(a) # Cg(a). Si
w € Cg(a) entonces w € Ng(Cg(a)), por lo que Cg(a) C NG( c(a)). Aplicando
el Paso 11 se tiene que |Ng(Cg(a)) : Cg(a)] = [Ng(Cg(a)) : Cg(a)] = g. Como
Ca(a) < Cg(a) < Ng(Cg(a)), obtenemos que

INe(Ce(a)) : Cala)| = [Na(Cala)) : C5(a)l|Cq(a) : Cola)] =g,

donde |Cg(a) : Cgla)| # 1. Por tanto, |[Ng(Cg(a)) : Cg(a)| = 1, y asi, se
tiene que |[Ng(Cg(a))| = |Cg(a)|. Aplicando ahora el Paso 12 se concluye que
|G : Cz(a)] = |G : Ng(Cg(a))| es potencia de p. Entonces, por el Teorema 2.15,
el grupo (a“) es subgrupo normal resoluble de G, y por consiguiente, existe algiin
primo 7 tal que O,(G) # 1. Pero si r = p, llegamos a una contradiccién con el Paso
12, y si r # p, llegamos a una contradiccién con el Paso 13.

Concluimos por tanto que G tiene dos tamaiios de clases de conjugacién de
elementos p-regulares, y por induccién G tiene p-complemento abeliano o bien
= PQ x A, con P € Syl,(G), Q € Syl,(G) y A C Z(G). En el primer caso,
aphcando el Lema 3.2 se obtiene que todos los tamanos de clase de conjugacién
en G, son potencias de p, y como |Cg(a)| = |Cg(a)|, todos los tamanos de clase
de conjugacién en Gy son potencias de p también, concluyéndose que G tiene p-
complemento abeliano. En el segundo caso se obtiene que G es resoluble y por tanto
G es resoluble, por lo que el teorema estd demostrado.

Como consecuencia del resultado se tiene que si {1, m} son los tamatios de clase
de conjugacion de elementos p-regulares de G'y a € G}y, entonces
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m = |G : Cg(a)] = |G : N(Ce(a))|[N(Cel(a) : Cola)| = p'q".

En particular, si b = 0 entonces m = p®, y por el Lema 3.2, G tiene p-complemento
abeliano. Si @ = 0 entonces m = ¢°, y aplicando el Lema 3.3 se concluye que

G=PxH=PxQxA,siendo H=Q x A un p-complemento de G y A € Z(G).
O

Obsérvese que en todos los casos se concluye que el grupo G es resoluble. Si
se obtiene que G es producto de un p-grupo por un p-complemento abeliano, la
resolubilidad se tiene por el Teorema p®¢® de Burnside. Igualmente, si se obtiene que
G es producto directo de un {p, ¢}-grupo por un subgrupo abeliano, la resolubilidad
resulta de aplicar el Teorema p®¢® de Burnside.






Capitulo 4

Grupos con dos tamanos de clases
de elementos de orden potencia de
primo

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudia la relaciéon entre la estructura de los grupos finitos
y los tamanos de clases de conjugacion de sus elementos de orden potencia de pri-
mo, o primarios. Esta relacion nace del hecho de que los tamanos de clases de los
elementos compuestos de un grupo son multiplos de los tamanos de clases de los el-
ementos de orden potencia de primo. Sin embargo, el conjunto de tamafios de clases
de elementos de orden potencia de primo no coincide necesariamente con el conjunto
de tamanos de clases del grupo. Es facil comprobar que existen grupos para los que
estos dos conjuntos difieren.

En el ano 1996, L. Shirong demuestra que si el grupo finito G tiene exactamente
dos tamanos de clases de elementos de orden potencia de primo, entonces es resolu-
ble (véase el teorema principal de [62]). Su demostracién se apoya en la clasificacién
de grupos simples finitos y en el teorema de Feit-Thompson sobre la resolubilidad
de los grupos de orden impar. En este capitulo obtenemos una mejora del resultado
de Shirong, al tiempo que generalizamos el Teorema 3.1, considerando los tamanos
de clases de conjugacién de los elementos del grupo de orden potencia de primo, que
es, probablemente, el conjunto mas reducido que se puede considerar. Obsérvese que
si debilitamos la hipdtesis del teorema, trabajando sélo con los elementos de orden
primo, entonces la tesis del Teorema 3.1 es falsa. Considérese, por ejemplo, un grupo
G definido como producto semidirecto del grupo cuaternio de orden 8, sobre el que
actla no trivialmente, un grupo ciclico de orden 3. En este caso, todos los elementos
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de orden primo, es decir, de orden 2 6 3, tienen tamano de clase 1 6 6. Sin embargo,
trivialmente G no es nilpotente.

En el resultado principal del capitulo se demuestra que si G es un grupo resolu-
ble con dos tamafios de clases de conjugacién de p’-elementos de orden potencia de
primo, entonces GG tiene p-complemento abeliano o el p-complemento, salvo factores
centrales, es un ¢-grupo, con ¢ un primo distinto de p. Como corolario, y aplicando
un reciente resultado de X. Zhao y X. Guo ([66]), que establece la resolubilidad de
los grupos p-resolubles con dichos tamanos de clases, se obtiene la estrutura de los
grupos p-resolubles con dos tamarnos de clases de p/-elementos de orden potencia de
primo.

Aplicando la caracterizacion obtenida, hemos podido mejorar el resultado de
Shirong sobre la resolubilidad de los grupos con dos tamanos de clases de elementos
de orden potencia de primo. Partiendo de la resolubilidad, se demuestra que tales
grupos son p-grupos, salvo factores centrales, y por tanto, nilpotentes, obteniéndose
asi una nueva extensién del resultado de Ito, al considerar los tamanos de clase de
los elementos primarios.

4.2. Resultados preliminares

Para la obtencién del resultado principal de este capitulo necesitaremos algunos
resultados que exponemos a continuacion. El primero de ellos es un resultado sencillo,
poco conocido.

Lema 4.1 Sea G un grupo finito tal que G = AB, AJG, B<GyAnNnB=1.5i
x € B entonces Cg(x) = Cu(z)Cp(x).

Demostracién. Como Cy(z) < Gg(z) v Cp(x) < Gg(z), es trivial ver que
C4(2)Cp(x) C Gg(z). Demostraremos por tanto, la otra inclusién.

Por las hip6tesis del lema, para todo g € Cg(x) se tiene que g = ab, cona € Ay
b € B. Entonces ¢° = (ab)® = a®b® = ab. Esto implica que a~'a® = b(b®)~1. Ahora
bien, a~'a® € Ay b(b®)~' € B, por lo que a~ta® = b(b*)"' =1, por ser AN B = 1.
Es decir, a® = ay b* = b, luego a € C4(z) y b € Cp(z). O

El siguiente lema proporciona dos resultados sobre tamanos de clases de conju-
gacién en grupos m-separables. El primer resultado es una extension de un teorema
de A. Camina y R. Camina (consecuencia inmediata de la Proposicién 1 de [23])
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que establece que en un grupo G, cualquier elemento con indice p® se encuentra en
0O, (G). En el apartado a del lema se obtiene una generalizacién de este resultado
a un conjunto arbitrario de primos 7, y para un grupo m-separable. El apartado b
del lema es, a su vez, una generalizacion del Lema 3.2, para un conjunto de primos
Ty un grupo m-separable. Queremos hacer notar que en ambos casos, si # = {p},
no se necesita la condicion de p-resolubilidad del grupo.

Lema 4.2 Sea G un grupo finito m-separable.

a) Siz € G y |z es un w-nimero, entonces [z¢, 2% C O,(G) y por tanto x €

O, (G).

b) El tamano de clase de conjugacion de cualquier w'-elemento de G es un -
nimero si y sélo si G tiene w'-subgrupos de Hall abelianos.

Demostracién. a) Veamos que si [2%| es m-niimero entonces [z, 29 C O,(G).

Veremos primero que si O, (G) # 1 se tiene el resultado. Sea G =G/0.(G). Si
7 € Gy |2%) es un m-nimero entonces [T¢| es un m-nimero y |G| < |G|, procediendo
por induccion sobre el orden del grupo se tiene que:

7%, z% C 0,(G) = 1.

Por lo tanto [z%, 29 C O,(G). Como ademés, por induccién, T € O, (G),
entonces

_ G \_ o 9@ S5
720 (G5) ~04@ = Gy~ @

y por tanto z € O, (G).

Podemos suponer por tanto que O,(G) = 1 y demostraremos que [z, 2¢] = 1.
Sea N = (z%) y nétese que O,(N) C O,(G) = 1. Supongamos que N < G. Co-
mo N es subgrupo mw-separable de G, podemos aplicar induccién y concluir que
[zV, 2] C OL(N) = 1, es decir [z, 2V] = 1. Por tanto (z") es un subgrupo sub-
normal abeliano de G, y por tanto nilpotente. Concluimos que z € (zV) C F(G),
luego (z%) C F(G). Pero F(G) C 0,(G)0(G) = O(G) es n'-grupo, por lo que
F(G) C Cg(r) y por tanto (z¢) C Z(F(G)). Como (2%) es central en F(G), el
conmutador [z¢, %] = 1.

Podemos asumir por tanto que N = G. Consideremos un subgrupo K normal
minimal de G. Como K es m-separable y O,(K) = 1, serd O (K) # 1, y por ser
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subgrupo normal minimal de G se tiene que O (K) = K y as{ K es n’-grupo. Por
tanto K C Cg(x),y asi K C Cg(29), para todo g € G, obteniéndose que K C Z(QG).
Veremos que O,(G/K) = 1. Escribimos O,(G/K) = H/K, con K < H < G. Se
sigue que H/K es m-subgrupo normal del cociente, por lo que |H : K| es un -
ndmero y | K| es 7#'-ndmero, donde K es central en G y, por tanto, subgrupo normal
abeliano de H. En consecuencia, existe complemento normal L de K en H. Podemos
poner, por tanto, H = L x K, con L un w-subgrupo normal de H. Pero entonces
L <0.(H) <0,(G) =1y se obtiene que L = O,(G) y por tanto O,(G/K) = 1.

Sea G = G/K. Como T € G verifica que |T%| es un m-nimero, por induccién se
tiene que [z¢, %] = 1. Es decir [¢%, 2% C K < Z(G), por lo que (z¢) = G’ C Z(G)
y G es nilpotente. Por consiguiente, G = O,(G) x O (G) = O (G) es n'-grupo.
Como |29 es m-niimero, entonces || = 1. Es decir, = es central en G y [z, 2%] = 1.

Veamos ahora que z € O, (G). Notar que

“oer < (o17) <o (o) = 556

Por tanto (z)0,(G) C O, +(G) y € O, (G), como se querfa demostrar.

b) Es facil ver que si G tiene m-complementos abelianos, entonces el tamatio de
clase de conjugacién de cada 7'-elemento = de G es m-ndmero. Obsérvese que, como
G es m-separable, si H es un m-complemento de G entonces (x) C HY, para un cierto
elemento g € G, por lo que H? < Cg(z) y el indice de Cg(z) en G es m-ntimero.

Supongamos por tanto que |:cG| es m-numero para todo elemento x € G,. Tra-
bajaremos por induccién sobre |G| para obtener el resultado. Si O,(G) # 1, con-
sideramos G = G/O,(G). Como el grupo cociente verifica las hipéStesis del teore-
ma, se concluye por induccién que G tiene m-complementos abelianos de la forma
H = H/O,(G), con O,(G) < H < G. Por lo tanto, podemos poner H = H,0,(G),
siendo H; un m-complemento de H. Entonces

H  HO.(G) H,
O0.(G)  O04(G)  HiNO(G)

y se tiene que H; es m-complemento abeliano de G.

H= —H,

Supongamos ahora que O,(G) = 1. De las hipétesis del teorema se deduce que
para todo x € G, existe al menos un m-complemento H de G contenido en Cg(x),
por lo que O (G) C H. Como O,(G) = 1, entonces Cg(O,(G)) C O (G) y, por
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tanto,
r € Cg(H) € Ca(0,(G)) € O(G) C H

obteniéndose que H = O,/(G) y que H es abeliano. [

Enunciamos a continuacion el resultado de Shirong sobre la resolubilidad de los
grupos finitos con dos tamanos de clases de elementos de orden potencia de primo.

Teorema 4.3 Si el grupo finito G tiene exactamente dos tamanos de clases de ele-
mentos de orden potencia de primo, entonces G es resoluble.

Demostracién. Véase el resultado principal de [62]. O

Siguiendo un esquema similar al de la demostracién del teorema anterior, Zhao
y Guo hacen un primer intento por determinar la estructura de un grupo a partir de
los tamanos de clases de sus p’-elementos de orden potencia de primo, obteniendo el
resultado que enunciamos a continuacion.

Teorema 4.4 Sea G un grupo finito p-resoluble y m un entero positivo. Si G tiene
dos tamanos de clase de conjugacidén, 1 ¢ m, de p'-elementos de orden potencia de
primo, entonces G es resoluble.

Demostracién. Véase el resultado principal de [66]. O

4.3. Resultados Principales

A continuacién presentamos los resultados principales del capitulo. El primer
resultado es una generalizacién del Teorema de [t6 para grupos resolubles con dos
tamafios de clases de conjugacién de p’-elementos de orden potencia de primo. La
dificultad de la demostracién se debe a que sélo se trabaja con los p'-elementos del
grupo, y ello produce una pérdida de informacién sobre la p-estructura del grupo.

Teorema 4.5 Sea G un grupo p-resoluble y supongamos que G tiene exactamente
dos tamarios de clases de conjugacién de p'-elementos de orden potencia de primo,
1 y m. Entonces m = p®q®, con q un primo distinto de p, y a, b > 0. Si b = 0
entonces G tiene p-complementos abelianos. Si b # 0 entonces G = PQ x A, con P
un p-subgrupo de Sylow de G, Q un g-subgrupo de Sylow de G y A C Z(G).
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Demostracion. Aplicando el Teorema 4.4 el grupo es resoluble. Procederemos
por induccién sobre el orden del grupo. Veamos a continuacién que podemos suponer
que todo primo r # p divisor de |G| también divide a m.

Supongamos que existe un primo r # p divisor de |G| que no divide a m. Entonces
para cada € G,y de orden potencia de primo, r no divide a |z¢] = |G : Cg(x)| v
por tanto |G : Cg(z)| es r’-nimero. Aplicando el Lema 4.2 se tiene que z € O, ,.(G).
Si z € Gy tiene orden compuesto, consideramos su descomposiciéon como producto
de elementos de orden potencia de primo, r = 4, g, ... T4, con cada x4, € Op ,(G).
Luego z € O,4,(G) y Gy € O, ,(G), es decir, G/O,,(G) es p-grupo.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Como (|G : O,/ .(G)|,|G : P|) =1 se tiene
que G = PO,/ .(G). Si O,,(G) C Z(G) entonces O, .(G) = R x Z(G),s, y por tanto
G =PRXx Z(G){p’r}/.

Sea K = PO,/(G), con O,.(G) no central. Si y € K es un elemento p-regular, no
central de G, de orden potencia de primo, entonces |G : Cg(y)| es r’-nimero. Por
otro lado, |G : K| es potencia de r y se tiene que (|G : Cg(y)|, |G : K|) = 1 luego
G = Cq(y) K. Entonces

o 161 __ICa)K| _ K]
|ICa(y)l |ICa(y)| |ICxk(y

Podemos aplicar induccién sobre el orden del grupo y concluir que m = p® y
K tiene p-complementos abelianos 6 m = p?¢®, para algin primo ¢ # p, b > 0 y
K = PQ x A, con P un p-subgrupo de Sylow de K, () un ¢g-subgrupo de Sylow de
K y A abeliano.

ly = ™| =m.

Supongamos primero que m = p® y que K tiene p-complementos abelianos.
Veamos que los p-complementos de G son abelianos también. Si z es un elemento no
central de G\ K de orden potencia de primo, entonces [2%| = m = p?, y por el Lema
4.2, se tiene que z € O, (G). Si x € Gy es de orden compuesto, considerando su
factorizacion en producto de elementos p-regulares de orden potencia de primo, z =
T Tgy--Tq,, s€ concluye que los factores estan en O, (G), por lo que = € O, (G)
y Gy € 0,,(G). Sea N = O,,/(G), entonces si H es un p-complemento de G se
sigue que N = O,(G)H. Sea x € H un elemento de orden potencia de primo. Como
N = O,(G)H, por el Lema 4.1 se tiene que Cy(z) = Co,(c)(2)Cg(2), de donde

_ N |0,(G)H|
ICn(2)]  |Co, ) (2)||Cul(z)|
= 10,(G) : Co,()(@)|[H : Cr(z)]-

[N : Cn ()]
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Por tanto,

|G = Ca(2)]|Ca(x) : Cn(2)| = |G = NI[N : Cy(z)]
=G N[[0y(G) : Coy e (@)||H = Cu(x)].

Obsérvese que |G : Cg(7)||Cq(z) : Cn(x)| es producto de potencias de p, ya
que |G : Cg(z)| = p* vy, por otro lado, |Ce(z) : Cy(z)| = |Ca(z)N : N| divide a
|G : N, siendo este tltimo indice una potencia de p. Por tanto |H : Cy(z)| = 1. Es
decir, x € Z(H). Por consiguiente, todo elemento de H estd en Z(H) y concluimos
que H es abeliano.

Supongamos ahora que K = PQ x Ay m = p®", con P un p-subgrupo de Sylow
de K, @ un g-subgrupo de Sylow de K y A abeliano. Como |G : K| es potencia de r
se tiene que P es p-subgrupo de Sylow de G. Ademas |0, ,(G) : O,/ (G)| es potencia
de r también, por lo que

Gl = |Or’,r(G)|r’ =0.(G)| = |K|

y en particular |G|, = |K|,, y por tanto @ es g-subgrupo de Sylow de G. Veamos aho-
ra que A C Z(@). Supongamos que existe un elemento de A, no central en G. Con-
siderando su descomposicién en producto de elementos de orden potencia de primo se
concluye que existe algin elemento w € A\ Z(G), de orden potencia de primo. Como
A centraliza @), se tiene que () C Ck(w) y el primo ¢ no divide a |G : Cg(w)|. Pero,
por la hipétesis de induccién se tiene que m = |K : Cg(w)| = p?¢® = |G : Ca(w)], v
obtenemos una contradiccién. Concluimos que los unicos elementos de K no centrales
en G son {p,q}-elementos y los tinicos elementos no centrales de G son {p,q,r}-
elementos, por lo que podemos asumir que K es un {p,q}-grupo y G un {p,q,r}-
grupo. Por tanto, K = PQ, con @) un ¢g-subgrupo de Sylow de G y O,.(G) = RyQ,
con Py un p-subgrupo de G. Obsérvese que si H es un p-complemento de G, de
forma que H = RQ se tiene que Q = H N O,.(G) < H. Y concluimos que todo
p-complemento de G tiene un g-subgrupo de Sylow normal.

Por la hipotesis inicial, podemos suponer que existe un r-elemento no central x
de G. Sea Qg un g-subgrupo de Sylow de Cg(z), entonces (Qo, z) es un p'-grupo de
G y por tanto estd contenido en algin p-complemento H C G. Sea @) el g-subgrupo
de Sylow de G' que es normal en H. Se tiene que B = )y X (z) normaliza a Q y
por tanto B actia sobre (). Veamos que Cg(Qo) € Qo. Si z € Cg(Qo) es central
en G entonces, trivialmente, z € Qg. Si z no es central en G, como Qg C Cg(2),
se tiene que (Qo,2) € Cg(z), y como |Cq(z)], = |Ca(z)|, = |Qol, se sigue que
[{Qo, 2)| = |Qo| ¥ 2z € Qp. Podemos, por tanto, aplicar el Teorema 2.10 y concluir
que Q C Cg(x), lo que contradice el hecho de que ¢ divide a m. Por tanto, podemos
suponer que todo primo r # p divisor de |G| también divide a m, como se querfa
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probar.

Denotemos por G = G/O,(G) y usaremos barras para trabajar en el grupo co-
ciente. Asumiremos que G no es abeliano, ya que en tal caso G tiene p-complemento
abeliano y el teorema se verifica. Sea x un p’-elemento no central en G y de orden
potencia de primo. Tenemos que Cg(Z) = HoFy/O,(G), con Hy un p-complemento
de HyPy y « € Hy. Siy € Hy, entonces § € Cx(Z). Luego [x,y] € HyN O,(G) =1,
es decir y € Cg(x). Esto implica que

Hy C Cq(x) C HyPy CG.

Luego |G : C(Z)|y = |G : HyPy|y = my v ast |Cq(7)|y = |G|y /my es constan-

te. Veamos que Z(G),, = Z(G),y. La inclusién directa es evidente. Supongamos pues
que T € Z(G),s es un elemento de orden potencia de un cierto primo s. Considerando
la descomposicién de = z,x4, en su s-parte y s-parte respectivamente, entonces
T = T, es decir, que podemos suponer que z es un s-elemento. Entonces si z € Z(G),
podemos aplicar la igualdad anterior y se obtiene que 1 = |G : Cg(Z)|y = my, v
por tanto, m serfa una potencia de p, lo cual es una contradiccién. Luego = € Z(G),

y se tiene la otra inclusion.

Ya que G es resoluble no abeliano, debe existir un primo ¢ # p tal que Z(G)q <
Oq(G). Si no existe ningtin 7-elemento, con r distinto de p y ¢, no central en G,
entonces el indice |G : Z(G)| es un {p, ¢}-nimero y, por el parrafo anterior, se sigue
que el indice |G : Z(G)| es también un {p, ¢}-ntimero. En consecuencia, G = PQ x A,
con P un p-subgrupo de Sylow de G, @ un g-subgrupo de Sylow de G 'y A un {p, ¢}'-
subgrupo abeliano, y el teorema esta probado.

Suponemos pues que existe un r-elemento w, con r distinto de p y ¢, no central
en G. Veremos que esta situacion no puede darse. Como antes, se puede asumir
que w es un r-elemento no central en G. Sea Qy un g-subgrupo de Sylow de Cg(w).
Consideramos la accién de Qg x (w) sobre @ := O4(G)Qo. Veamos que Cg(Qo) C Qo.
Sea zZ € C(Qo). Si Z es un g-elemento central en G, entonces trivialmente esta en
Qo. Luego podemos considerar que Z es no central en G y, por tanto, podemos
suponer que z es un g-elemento no central en G. Tenemos que (Qo, z2) € Cg(2); sin
embargo, como hemos visto en el parrafo anterior,

Ce(2)lg = |Gla/my = |Ca(@)l, = |Qul,

de donde se sigue que z € Q. Aplicando el Teorema 2.10 tenemos que w € Cg(Q).

En particular, w € C5(0,(G)) para todo r-elemento w de G. Por tanto, si R es un

r-subgrupo de Sylow de G, entonces RO,(G) C Cz(0,(G)). Por otro lado, sabemos
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que existe £ € Oy(G) \ Z(G), con t un g-elemento no central en G, luego RO,(G) C
Cg(t) C G, lo cual es una contradiccién pues r divide a my = |G : Ca(1)|y. O

Como caso particular, cuando el primo p no divide al orden del grupo obtenemos
una nueva extension del Teorema 3.1 para grupos con dos tamanos de clases de
elementos de orden potencia de primo. Obsérvese que en este caso la resolubilidad
esta garantizada por el Teorema 4.3.

Corolario 4.6 Sea G un grupo finito y supongamos que G tiene exactamente dos
tamanos de clases de conjugacion de elementos de orden potencia de primo, 1 y

m. Entonces m es potencia de un primo p, y G es nilpotente. En consecuencia,
G=PxA, con PeSyl,(G) y A< Z(G).

Demostracion. Por el Teorema 4.3, el grupo G es resoluble. Consideremos un
primo p que no divida a |G|. Entonces todos los p/-elementos de orden potencia de
primo de G tienen tamanos de clase 1 6 m. Aplicando el Teorema 4.5 se concluye
que m = ¢”, con g un primo distinto de p, y G = @ x A, siendo () un g-subgrupo de
Sylow de Gy A <Z(G). O

Queremos hacer notar, como consecuencia importante del Teorema 4.5, que si G
es un grupo p-resoluble con tamanos de clase de p’-elementos de orden potencia de
primo 1 6 m, entonces todos los p’-elementos G tienen tamanos de clase 1 6 m. De
manera analoga, por el Corolario 4.6, si un grupo G tiene dos tamanos de clase de
elementos de orden potencia de primo, entonces GG tiene sélo dos tamanos de clases
de todos sus elementos.






Capitulo 5

Subgrupos normales con dos tamanos de
(G-clases de conjugacion

5.1. Introduccion

En este ultimo capitulo extendemos y desarrollamos las metodologias y técnicas
comentadas en capitulos anteriores sobre el andlisis de la estructura de los grupos
finitos a partir de los tamanos de clases, con el fin de obtener informacién sobre la es-
tructura de los subgrupos normales del grupo a partir de los tamanos de sus G-clases
de conjugacion. Ya que los subgrupos normales son unién de clases de conjugacién
en GG, es normal cuestionarse este tipo de informacién. Hemos de senalar que este es
un campo poco investigado, siendo la bibliografia sobre el tema escasa en resultados.

Queremos hacer notar que las extensiones de resultados a subgrupos normales
del grupo no son sencillas, ya que el cardinal del conjunto de tamanos de clases
del subgrupo normal N de G no esta necesariamente acotado por el cardinal del
conjunto de tamanos de sus G-clases. Un ejemplo de ello es el siguiente: considérese
el grupo pequeno G, con nimero 1d(64, 241), que se obtiene de la librerfa de grupos
pequeinios del programa GAP ([64]). El grupo G tiene un subgrupo normal N con
numero 1d(32, 33), tal que cs(N) = {1,2,4}. Sin embargo, los tamanos de G-clases
contenidas en N son csg(N) = {1,4}.

Como ya hemos comentado, [t6 demuestra en 1953 que un grupo finito con todas
sus clases de conjugacién de elementos no centrales del mismo tamano es nilpotente.
Resulta natural preguntarse si los subgrupos normales de G cuyos tamanos de G-
clases son 1 6 m, para algin entero m, son a su vez nilpotentes, es decir, si tales
subgrupos estan contenidos en el Fitting de G. Recientemente, X. Guo y X. Zhao
([34]) demuestran la nilpotencia de los subgrupos normales de G con dos tamanos de
G-clases que verifican la condicién adicional de contener algtin p-subgrupo de Sylow
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de G, para un cierto primo p. Sin embargo, esta hipétesis es muy restrictiva. El ob-
jetivo principal del capitulo es eliminar dicha condicién de la hipdtesis y demostrar
que todo subgrupo normal N de G, con dos tamanos de G-clases de conjugacion, es
nilpotente. Concretamente, demostraremos que N es abeliano o N es producto de
un p-grupo por un subgrupo central en G.

La clave de la demostracién es la utilizacion de propiedades estructurales de los
CP-grupos o grupos cuyos elementos son todos de orden potencia de primo. La es-
tructura de los CP-grupos resolubles fue investigada inicialmente por G. Higman en
el afio 1957 ([36]). Posteriormente, tras el desarrollo de los grupos simples finitos, H.
Heineken ([35]) obtiene la clasificacién los CP-grupos simples y estudia la estructura
de los CP-grupos no resolubles. Nosotros haremos uso de la caracterizacion de los
CP-grupos simples no abelianos y de las propiedades de los CP-grupos no resolubles,
dadas por Heineken para concluir nuestra tesis.

Finalizaremos el capitulo extendiendo un conocido resultado sobre p-grupos que
establece que si G es un p-grupo con dos tamanos de clases de conjugacion, entonces
G/Z(G) tiene exponente p (véase [41], [51] y [65])). Nosotros demostramos este
resultado para un p-subgrupo normal P de un grupo G, que contiene exactamente
dos tamanos de G-clases.

5.2. Resultados preliminares

Con el fin de demostrar los resultados principales del capitulo hemos necesita-
do desarrollar algunos resultados preliminares que exponemos a continuacién. El
primero de ellos hace referencia al conjunto c¢s,(G) que es el conjunto de tamanos
de clases de conjugacion de los m-elementos de G.

Lema 5.1 Si G es un grupo m-separable, entonces todo elemento de cs,(G) es un
m-numero si y sélo si G = H x K, siendo H un mw-subgrupo Hall de G y K un
m-complemento de G.

Demostracion. Como G es m-separable existe un m-subgrupo Hall H de G y
un 7’-subgrupo Hall K de G. Ademés, (|G : H|,|G : K|) =1, por lo que G = HK,
vyvHNK =1

Veamos primero que si el tamafio de clase de conjugaciéon de cada m-elemento de
G es un m-nimero entonces G = H x K. Es suficiente demostrar que [H, K] = 1. Sea
r € G,. Como |2%| es m-ntimero, se tiene que |G| = |Cq(x)|~, y por tanto, existe
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un 7-complemento de G contenido en Cg(z). Como los m-complementos son todos
conjugados, existe un elemento g € G tal que K9 C Cg(z). Es decir, € Cg(KY),
lo que implica que

HC | Cal(K?).

geG

Como g = hk, con h € Hy k € K, se tiene que

HC | JCo(E")nHC|JCulK)' CH
heH heH

Se concluye que H = Cy(K), y por tanto, K y H conmutan.

El reciproco se verifica trivialmente, ya que si G = K x H, entonces K C Cg(H)
y H C Cg(K), por lo que si x es un m-elemento de G, entonces x € Hy K C
Cqo(H) C Cg(x), luego en particular |G : Cg(z)| es m-ntimero. O

En el siguiente lema demostramos que un grupo resoluble G, tal que todas las
G-clases del p-radical son de orden potencia de p, para cada primo p, es nilpotente.

Lema 5.2 Sea G un grupo resoluble finito tal que para cada primo q y cada x €
0,(G) el indice |G : Cg(x)| es potencia de q. Entonces G es nilpotente.

Demostracion. Trabajaremos por induccion sobre el orden de G. Obsérvese que,
por el Lema 2.4, cualquier subgrupo N normal de G verifica también las hipdtesis
del lema, y aplicando induccién se obtiene que cada subgrupo normal propio de G
es nilpotente.

Supongamos que G no es nilpotente. Entonces F(G) es subgrupo normal maxi-
mal de G, por lo que G/F(G) es simple resoluble, y por tanto ciclico de orden primo.
Se concluye que |G : F(G)| = p, para algin primo p. Si ¢ # p es un primo divisor
de |F(G)|, entonces todo g-elemento = € G estd en F(G), que, por ser nilpotente,
es producto directo de sus radicales. Es decir, z € O4(F(G)) € O4(G), y por tanto
|#¢| es potencia de q. Podemos aplicar ahora el Lema 5.1 y concluir que G factoriza
como producto de un g-subgrupo @ de Sylow de G por un g-complemento H de G,
esto es, G = ) x H. Por tanto Q, H < G, y por la hipdtesis de induccion se tiene
que @ y H son nilpotentes, y por consiguiente GG también lo es, obteniéndose una
contradiccién. O

Presentamos a continuacion un bonito y reciente resultado debido a I. M. Isaacs
([40]) sobre los tamanos de clases de los elementos de un grupo G que posee un
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subgrupo normal abeliano. Este resultado sirve ademaés para buscar elementos del
grupo con clases de menor tamano a partir de elementos de los subgrupos normales
abelianos. Lo utilizaremos para obtener la conclusion final en el dltimo teorema del
capitulo.

Lema 5.3 Sea G un grupo finito y K un subgrupo normal abeliano de G. Sea x un
elemento no central de G y t un elemento de K. Siy = [t, z], entonces |Cg(y)| >
|Cq ()|, es decir, la G-clase de y es mds pequeria que la G-clase de x.

Demostracion. Como z es no central en G, el resultado es trivial para y = 1,
por lo que asumiremos que ¥y # 1.

Al ser K < G, podemos considerar el subgrupo H = KCg(z) de G. Obsérvese
que y € K C H. Ademds, Cg(z) < H, por lo que Cg(z) = Cg(x). Por lo tanto, es
suficiente mostrar que |Cy(y)| > |Cu(x)| para obtener el resultado.

Aplicando las propiedades de los conmutadores se obtiene que si u, v € K, en-
tonces [uv, ] = [u, x]"[v, x] = [u, z][v, ], donde la tdltima igualdad se verifica porque
[u,x] € K, que es abeliano.

Por consiguiente, la aplicacién 6 : K — K tal que 8(k) = [k, z|, para todo k € K,
es homomorfismo cuya imagen, 8(K), es subgrupo de K de orden

Kl Kl |KCula)
[Ck(@)l  [KNCr(z)]  |Culx)|

Obsérvese que 0(K) < K. Asimismo, Cg(x) normaliza a 0(K), ya que si t; € K
y g € Cg(x) se tiene que 0(t1)9 = [t1, x]9 = [t19, 29] € O(K). Por tanto, 0(K) <
KCgq(z) = H. Como 1 # y = 0(t), se tiene que y es H-clase no trivial contenida
en O(K). Por tanto, |y¥| < |0(K)| = |H : Cy(x)|. O

|0(K)| = |K : kerf| =

= |H : Cg(x)|.

Como hemos comentado en la introduccién, la estructura de los CP-grupos re-
solubles fue investigada por Higman en el ano 1957 ([36]). Estos grupos poseen un
p-subgrupo normal P # 1 para un tnico primo p, tal que el grupo cociente G/P es
p-grupo 6 {p, ¢}-grupo, siendo ¢ un primo distinto de p. Ademds, si G # P entonces
P = 0O,(G) y tiene un automorfismo sin puntos fijos de orden primo ¢. En con-
secuencia, los CP-grupos resolubles no nilpotentes son {p, ¢}-grupos con longitud
derivada acotada por una constante que depende sélo de p y q.

Nosotros utilizaremos concretamente los resultados de Heineken sobre la estruc-
tura de los CP-grupos no resolubles y CP-grupos simples que enunciamos a conti-
nuacioén.
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Teorema 5.4 Si G es un CP-grupo finito no resoluble, entonces existen subgrupos
normales B y C' de G tales que 1 C B C C C G y B es 2-grupo, C'/B es grupo
simple no abeliano y G/C es p-grupo, para algin primo p, o ciclico o cuaternio
generalizado.

Demostracién. Véase la Proposicién 2 de ([35]).

A continuacién, vamos a introducir el multiplicador de Schur y sus propiedades
béasicas. Un grupo G se dice que es cuasisimple si es perfecto, es decir G = G, y
ademds, G/Z(G) es simple. Para cada grupo cuasisimple G, existe un tinico grupo
simple no abeliano, S = G/Z(G), llamado grupo simple asociado al cuasisimple. Es
maés, el mayor grupo cuasisimple I asociado a S es Unico y se conoce como grupo
representacién de Schur de S. Cualquier otro grupo cuasisimple asociado a S es de
la forma I'/Y, donde Y C Z(I"). Por tanto, el grupo abeliano M(S) = Z(I'), que
se conoce como multiplicador de Schur de .S, contiene (salvo isomorfia) al centro de
cada grupo cuasisimple asociado a S. Como ejemplos de grupos cuasisimples pode-
mos citar todos los grupos simples no abelianos, 6 también los grupos SL(n, ¢), con
n>36n=2yq>3 que, en su mayoria, son grupos no simples.

El segundo resultado de Heineken que vamos a utilizar es una caracterizacion
por isomorfia de los CP-grupos simples no abelianos. El autor obtiene este resultado
como conclusién de un andlisis exhaustivo de todos los posibles grupos utilizando el
Atlas de Grupos Finitos ([25]) y el libro de Gorestein ([32]).

Teorema 5.5 Si G es un CP-grupo finito simple no abeliano, entonces G es iso-
morfo a uno de los siguientes grupos: La(q), para ¢ = 5,7,8,9,17, L3(4), Sz(8)
6 Sz(32).

Demostracién. Véase la Proposicién 3 de ([35]).

5.3. Resultados Principales

Presentamos ahora los resultados principales del capitulo, en los que se determina
la estructura de los subgrupos normales de un grupo GG que contienen exactamente
dos tamanos de G-clases. El primero de ellos muestra que, bajo las hipotesis dadas,
el subgrupo normal N de G cuya estructura queremos determinar, es abeliano 6 bien
todos sus elementos médulo N N Z(G) tienen orden potencia de primo.
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Teorema 5.6 Sea N un subgrupo normal de un grupo finito G y sean 1 y m los
unicos tamanos de G-clases en N, para algun entero m. Entonces N es abeliano
6 N/(NNZ(G)) es un CP-grupo.

Demostracién. Denotaremos por G = G/(NNZ(G)) y utilizaremos barras para
trabajar en el grupo cociente. Supongamos que existe g € N tal que el orden de g no
es potencia de primo. Entonces existen al menos dos primos distintos p y ¢ tales que
la p-parte g, de g y la g-parte g, de g, son elementos de N no centrales en G. Por
las hipétesis del teorema Cg(g) = Ca(gp) = Cal(g,). Dividiremos la demostracion
en cuatro pasos para llegar a una contradiccion.

Paso 1. Se verifica que Cy(g) < Z(Cg(g)).

Sea w un ¢'-elemento de Cy(g) = Cn(g,) y supongamos que w es no central en
G. Como w y g, conmutan y son de orden coprimo, se tiene que

Cc(wgy) = Cg(w) N Calgy) = Calgy) = Ca(w)

ya que w, gq, v wg, € N, y son no centrales en G. Por tanto, w € Z(Cg(g,)) =
Z(Cg(g)). De manera andloga se obtiene que si ¢ es un p’-elemento de Cy(g) =
Cn(gp), entonces t € Z(Cg(g)). Como consecuencia, se tiene que cualquier elemen-
to z del Cy(g) pertenece a Z(Cq(g)).

Paso 2. Si z es un elemento de N \ Z(G) tal que Cg(g) # Cg(z), entonces
Cn(g)NCy(2) =Z(G) N N. Es més, N es abeliano 6 Z(N) = Z(G) N N.

Sea z € N\ Z(G) un elemento tal que Cg(g) # Cg(z). Supongamos que existe
a € Cy(g) N Cn(2), no central en G. Entonces, por el Paso 1, a € Z(Cg(g)) y
Ce(g9) < Cg(a). Como a,g € N, por hipétesis se tiene que Cg(a) = Cg(g). Apli-
cando de nuevo el Paso 1 se tiene que z € Cy(a) = Cn(g) < Z(Cq(g)). Es decir,
Cq(g) < Cg(z), y por hipétesis, se da la igualdad, obteniéndose una contradiccién.
Por tanto Cy(g) NCy(z) = Z(G) N N.

Si para todo z € N \ Z(G) se verifica que Cg(g) = Cg(z), entonces para todo
z € N\ Z(G) se tiene que Cy(z) = Cn(g), y por tanto, N = Cy(z) para todo

z € N, es decir, N es abeliano.

Podemos suponer que existe z € N \ Z(G) tal que Cg(g) # Cg(z). Es claro que
Z(G)N N C Z(N). Por otro lado, de lo demostrado anteriormente se deduce que

Z(N) < Cn(9) NCn(2) =Z(G) NN,
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por lo que Z(N) = Z(G) N N.

Para el resto de la demostracién supondremos que N es no abeliano, ya que en
este caso la prueba termina. Por tanto, asumiremos que Z(N) = Z(G) N N.

Paso 3. Se tiene que Cx(g) = Ce(g). En particular, Cx(g) = Cy(9).

Sabemos que Cg(g) < Cg(g), para todo g € G, y que si § = g, gy, entonces
C&(9) < Cz(gq)- Por lo tanto,

Calg) < Cg(9) < Cq(gy)-
Como Cg(7) < Cz(7y), entonces |Cx(g)| divide a |Cx(7y)]-

Sea r un primo distinto de ¢ y sea § € Cz(g,) un elemento de orden potencia
de r. Entonces [y,g,] = 1, por lo que [y,g9,] € Z(G) NN < Z(G). Si o(y) = k,
aplicando el Lema 2.3, se tiene que 1 = [v*,g,] = [v,9,)" = [y,9,"], es decir
y € Cq(9,") = Calg,) = Calyg), donde la dltima igualdad se deriva de las hipdtesis

del teorema. Concluimos que § € Cg(g). Por consiguiente, |Cx(7q)|r < |Ca(9)|r-

Como |Cg(g)|, divide a |Cx(g)r, que a su vez divide a |Cg(gy)|r, se tiene que

|ICc(9)|» = |C&(9)|,, para cada primo r # g. Procediendo de manera andloga con

la p-parte g, de g, se obtiene que |C#(g)|, = |Ca(g)|, para cada primo r # p, y por
tanto, [Cz(9)| = [Cqa(g)|, de donde Cg(g) = C5x(9)-

Obsérvese que los tres pasos anteriores se verifican para cada conjugado de g en

G.

Paso 4. Conclusion.

Veamos primero que existe algtin z € N, tal que g N C ~(z) = 0. Supongamos
que para cada z € N \ Z(G) existe algiin n € N tal que g" € Cy(z). Entonces
x € Cn(g") = Cn(g)™ y se tiene que N = Cy(g), por lo que g € Z(N) = Z(G)N N,

y por tanto g es central en G, obteniéndose una contradiccion.

Consideremos la accién por conjugacién de Cy (z) sobre el conjunto gv. Veamos

que ningtn elemento no trivial de Cy(x) centraliza a ningin elemento de g". Si
existe un elemento 1 # h € Cy(x), que centraliza a algiin cojugado g* de g, para
algin t € N, entonces h € Cy(g*) N Cy(z). Es decir, Cy(g") N Cn(z) contiene
un elemento h € N, no central en G. Aplicando el Paso 2 al elemento ¢° se ob-
tiene que Cg(g') = Cg(z). Por consiguiente, ¢* € Cg(z) NN = Cy(z), por lo que
g' € GV N Cy(x) =), y obtenemos una contradiccion.
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Por tanto, el estabilizador Stabm( t) = 1, por lo que la accién es semirregular

vy |Cy(z)| divide [¢V|, y podemos escribir [g¥| = k|Cy(z)|. Por el Paso 3, se verifica
que [g¥| = [N : Cx(g)], por lo que

k|ICn(9)| = [NI/|Cn(2)| = IN|/|Cx(x)] = |2"].

Es decir, |Cn(g)| divide a |#V], que a su vez divide |2¢| = |¢%|, y aplicando de

nuevo el Paso 3 se obtiene que |Cy(g)| divide [%).

Veamos ahora que Cy/(g) opera sin puntos fijos, por conjugacién, sobre X = gé\

7° N Cy(g). Supongamoa que existe un elemento w € Cy(g), W # 1, que centraliza
algiin elemento g¢ € g&, para algiin t € G. Entonces @ € C(g') y aplicando el Paso
3 se obtiene que W € Cg(gt). Por tanto W € Cy(g) N Cy(g?). Aplicando ahora el
Paso 2 se tiene que Cg(g) = Ca(g'). BEs decir, g* € Cy(g) NgC y el estabilizador
Stabg 509 g%) = 1. Por consiguiente, |Cy(g)]| divide a |X| = [3°|\ |99 N"Cn/(g)|. Pero
como se ha visto, [Cx(g)| divide |g%|. Por tanto, concluimos que [Cy/(g)| también
divide a |g N Cx(g)], lo que no es posible, ya que

0< |§§ﬂCN(9)| < |Cn(g)|

Esta contradiccién muestra que todo elemento de N es de orden potencia de
primo. U

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema que acabamos
de demostrar.

Corolario 5.7 Sea N un subgrupo normal de un grupo G tal que los tamanos de las
G-clases de conjugacion contenidas en N son 1 y m, para algin entero m. Entonces
N/Z(N) es un CP-grupo.

A continuacién demostramos el teorema principal del capitulo, en el que pro-
baremos que los subgrupos que estamos estudiando son nilpotentes.

Teorema 5.8 Sea N un subgrupo normal de un grupo finito G y sean 1 y m los
unicos tamanos de G-clases en N, para algun entero m. Entonces N es nilpotente.

Demostracién. Demostraremos en primer lugar que si F(N) # Z(N) en-
tonces N es nilpotente. Supongamos que existe un primo ¢ divisor de |N| tal que
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O,(N) >Z(N),. Seaw € O,(N)\Z(N) y veamos que |N : Cy(w)| es potencia de q.

Sea x un r-elemento de N no central en GG, para un primo r # ¢ y sea () un
g-subgrupo de Sylow de Cg(z). Denotaremos por Qg = O,(N) = NNO,(G). Como
Qo <G, podemos considerar la accién del grupo @ x () sobre Qg. Demostraremos que
C,(Q) € Cg,(z). Sea z € Cg,(Q) no central en G, entonces (Q, z) < Cq(z) < G,
por o que (Q, 2) = Q y = € QN Qo € Calr) N Qo = Co, (7).

Aplicando ahora el Teorema 2.10 se obtiene que [Qo, (x)] = 1. Por consiguiente,
x € Cn(Qo), para todo r-elemento = € N, no central en G. Se concluye que para
cada primo r # ¢ el r-subgrupo de Sylow de N estd en Cy(w), y por tanto, el indice
|N : Cy(w)| es potencia de ¢, como se queria demostrar.

Como (|N : Cy(w)|,|N : Qu|) = 1, para algin g-subgrupo de Sylow @Q,, de N,
se tiene que N = Cy(w)Q,. Entonces, para cualquier ¢’-elemento y € Cy(w), se
verifica que

Cq(yw) = Cq(y) N Cg(w) = Ca(w) € Cea(y)

y por tanto y € Z(Cg(w)). Es decir, Cy(w) factoriza como producto directo de un
g-subgrupo de Sylow por un subgrupo abeliano, por lo que es nilpotente. En conse-
cuencia, N es resoluble por ser producto de dos subgrupos nilpotentes. Aplicando
ahora el Lema 5.2, se concluye que N es nilpotente y el teorema estda demostrado.

Podemos suponer, por tanto, que Z(N) = F(N), luego N es no resoluble. Vere-
mos que este caso no puede darse. Por el Corolario 5.7, se tiene que N = N/Z(N)
es un CP-grupo. Aplicando el Teorema 5.4 a N, existen subgrupos normales B y C'
de N tales que 1 C B C C C N, donde B es un 2-grupo, C'/B es simple no abeliano
y N/C es p-grupo, para un cierto primo p. Como F(N/Z(N)) = 1, se tiene que
B = 1. Es decir, C es un subgrupo normal simple no abeliano y N/C es p-grupo.
Por tanto, C' = OP(N) es caracteristico en N. Como ademés Z(N) es caracterfstico
en N, se sigue que C' es caracteristico en N. Luego C' es normal en G.

Si |C| < |N|, por la hipétesis de induccién se obtiene que C'y C son subgrupos
nilpotentes, y en particular, resolubles. Como N/C es p-grupo, y por tanto reso-
luble, entonces N es resoluble, obteniéndose una contradiccién. Por consiguiente,
C = N. Luego N es simple no abeliano. Por otro lado, si N’ < N entonces, al ser
N' caracteristico en N <G, se tiene que N’ < G y podemos aplicar induccién para
concluir que N’ es nilpotente. Ademds N/N' es abeliano, y por tanto N es resolu-
ble, obteniéndose de nuevo una contradiccién. Por tanto, N’ = N, es decir, N es
perfecto. Como ademds N/Z(N) es simple no abeliano, se tiene que N es cuasisimple.



58 Capitulo 5. Subgrupos normales con dos tamanos de G-clases de conjugacion

Aplicando el Teorema 5.5 se obtiene que N/Z(N) es isomorfo a uno de los siguien-
tes grupos: La(q), con ¢ =5, 7, 8,9, 17, L3(4), Sz(8) 6 Sz(32). Es ficil comprobar
([25]) que los Multiplicadores de Schur de estos grupos tienen los siguientes érdenes:
para los grupos Ly(8) y Sz(32) el orden es |M(S)| = 1, para los grupos L(5), L2(7)
y L2(17) el orden es |M(S)| = 2, para el grupo Sz(8) el orden es |M(S)| = 4, para el
grupo L2(9) el orden es |[M(S)| = 6 y para el grupo L3(4) el orden es |[M(S)| = 48.
Por tanto, en todos los casos, el Multiplicador de Schur del grupo simple es 2-grupo
6 {2, 3}-grupo. Como Z(N) C M(S), se tiene que Z(N) es 2-grupo 6 {2,3}-grupo
también. Veamos que esto implica que N es resoluble.

Demostraremos que |N| divide |Z(N)|. Comprobaremos primero que |N| divide a
m. Por el Teorema 5.6, se tiene que N/(NNZ(G)) es CP-grupo, y en particular N es
CP-grupo también. Entonces, para todo primo p divisor de | N| existe un p-elemento
x no central de N. Si y es p/-elemento de Cy(z) \ Z(N), entonces Ty es elemento
compuesto de N, lo que no puede darse. Por lo tanto, Cy(z) = Cy(z), x Z(N),,
siendo Cy/(x), el p-subgrupo de Sylow de Cy(z), y se tiene que
|N |p’ |N |p’

|N|P' = |N : Z(N)|p’ = |Z(N)|pl = |CN(m)|p’ = ’N : CN(x)|Z7’

Es decir, |zV|, = |[N : Cy(2)|y = |N|y, y como |2V, divide m,, se sigue
que |N|y también divide m,. Considerando todos los primos divisores de |N|, se
concluye que |N| divide a m. Dado que todo elemento de N es central 6 pertenece
a una G-clase de tamano m, utilizando la ecuacién de clases se obtiene que

|N| = |Z(G) N N| + mk, para un entero k.

Como |N| divide m, se sigue que también divide |Z(G) N N|. En particular, |N]|
divide |Z(N)| que, como hemos visto, es {2}-grupo 6 {2,3}-grupo. Es decir, N es
también {2}-grupo 6 {2, 3}-grupo, y por tanto resoluble. Por consiguiente, este caso
no puede darse y asi N es nilpotente. [

Como consecuencia del Teorema 5.8 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.9 Supongamos que N es un subgrupo normal de un grupo G tal que los
tamanos de G-clases de N son 1 y m, para algin entero m. Entonces N es abeliano
6 N=Px A, con P un p-subgrupo de N y A central en G.

Demostracion. Por el Teorema 5.8 sabemos que N es nilpotente. Si N no es
abeliano, aplicando el Teorema 5.6, se tiene que N/(Z(G) N N) es p-grupo, para
algiin primo p, y el resultado se sigue. [J
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Es facil construir ejemplos de los dos casos que aparecen en el Corolario 5.9.
Sea N un grupo abeliano de orden impar y sea a el automorfismo involutivo de N.
Entonces N es un subgrupo normal abeliano de G = N{«a) que contiene G-clases de
tamafios 1 ¢ 2. Por otro lado, si @ es el grupo cuaternio de orden 8 y € Aut(Q)
es de orden 3, entonces @ es subgrupo normal de G = Q(f) y los tamanos de las
G-clases contenidas en ) son 1 6 6. Este es un ejemplo de un p-subgrupo normal no
abeliano de G que contiene exactamente dos tamanos de G-clases.

Varios autores (I.M. Isaacs [41], A. Mann [51], L. Verardi [65]) han demostrado
independientemente que si G es un p-grupo con dos tamanos de clases de conju-
gacién, entonces G/Z(G) tiene exponente p. En el siguiente teorema extendemos
este resultado para un p-subgrupo normal P con dos tamanos de G-clases, y en
particular, desarrollamos una demostracién alternativa para el caso P = G. La de-
mostraciéon se basa en la construccion de un subgrupo normal abeliano de P con

determinadas propiedades y se inspira en la demostracién de la Proposicién 2.2 de
[43].

Teorema 5.10 Sea G un grupo finito y sea P un p-subgrupo normal no abeliano
de G, con dos tamanos de G-clases de conjugacion. Entonces P/(Z(G) N P), y en
particular P/Z(P), tienen exponente p.

Demostracién. Como Z(G) N P C Z(P), si P/(Z(G) N P) tiene exponente
p, entonces P/Z(P) tiene trivialmente exponente p. Por tanto, sélo necesitamos
demostrar que para todo x € P se verifica que 2P € Z(G). Supongamos que el
Teorema no es cierto. Sea x un elemento de P tal que 2P ¢ Z(G). Denotaremos
por Z; = Z(P). Como P es p-grupo no abeliano, podemos considerar el subgrupo
Zy tal que Zy/Zy = Z(P/Z,). Obsérvese que Z char P < G, y por tanto, Z, < G.
Consideremos el subgrupo Ty = Cp(Z;) < Cp(Z;) = P. Es fécil ver que Tp < G.
Dividiremos la demostracion en varios pasos.

Paso 1. Si z € P\ Ty, entonces z* € Z(G). Por lo tanto, x € Ts.

Como z ¢ Cp(Z,), existe algin elemento y € Zy tal que 1 # [y, 2] € [Zs, P] <
Z;. De las hipétesis del teorema se deduce que 2P € Z(G) é Cp(2P) = Cp(z).
Mostraremos que el segundo caso no puede darse. Sea p® el orden de [y, z]. Aplicando
el Lema 2.3 se tiene que
a a—1 a—1
L=[y,2]" =([y.2]")" =[W.2"1" ="

y por tanto, y*" ' € Cg(2?) = Cg(z). Aplicando de nuevo el Lema 2.3, [y, 2] =
[y, 2]”""" = 1, obteniéndose una contradiccién. Concluimos que 2? € Z(G) y, en

a—1

-1
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particular, x € T5.

Paso 2. Existe un subgrupo abeliano TG, tal que Z; CT C Pysiz € P\ T,
entonces 2P € Z(G). Como consecuencia se tiene que x € T.

Si T es abeliano entonces T = T, y el paso estd demostrado. Supongamos
por tanto que Ty es no abeliano. Como Ty/Z(T3) es p-grupo, podemos conside-
rar el subgrupo no trivial Z3 tal que Z3/Z(Ty) = Z(T2/Z(T3)). Denotaremos por
T3 = Cr,(Z3) < Ty. Obsérvese que Z; C T3 C To C P. Es mds, se tiene que
Z3/Z(T3) char Ty/Z(T3), por lo que Z3, y por tanto T3, son normales en G.

Si z € P\ T3, entonces z € P\ Ty 6 z € Ty \ T3. En el primer caso, aplicando el
Paso 1, se obtiene que z* € Z(G). En el segundo caso se obtiene que z ¢ Cp(Z3),
por consiguiente, existe un elemento y € Z3 tal que 1 # [y, 2] € [Z3,T5] < Z(T>).
Argumentando como en el Paso 1, se obtiene que 2 € Z(G).

Si T3 es abeliano, tomamos T = T3 y el paso esta probado. En caso con-
trario, repetimos el procedimiento para construir, a partir de Z3, los subgrupos Z; y
T, = Cp(Z,) tales que para todo z € P\ T} se verifica que 2P € Z(G). Este método
proporciona una cadena descendente de subgrupos T; <G, tales que Z; C T, C P,y
que verifican que si z € P\T; entonces z* € Z(G). El hecho de que Z; es abeliano nos
permite asegurar que existe un 7; abeliano, para algtin ¢, y podemos hacer T' = T;,
obteniéndose el resultado deseado.

Paso 8. Siz € Ty 2 ¢ Z(G), entonces Cp(z) =T.

Como T es abeliano, trivialmente se sigue que T C Cp(z). Supongamos ahora
que existe un elemento y € Cp(z) \ T. Entonces y € P\ T y, por el Paso 2 se tiene
que y? € Z(G). Por tanto, yPzP = (yz)P ¢ Z(G), por lo que, aplicando de nuevo el
Paso 2, se obtiene que yz € T, y por tanto y € T, y llegamos a una contradiccién.

Paso 4. Si G = G/(Z(G) N P), entonces Cp(r) = C5(T).

Es trivial ver que Cp(z) C Cx(F). Consideremos por tanto, un elemento y de
P tal que § € C5(T). Si y? ¢ Z(G) entonces, por el Paso 2, se tiene que y € T, y
por el Paso 3, el Cp(y) =T = Cp(z), por lo que y € Cp(zx). Si y? € Z(G), como
[z,y] = 1, se tiene que zPy? = (zy)? € Z(G). Aplicando el Paso 2 se deduce que
xy € T, y por tanto, y € T = Cp(x). Por consiguiente § € Cp(z), y se tiene que
C5(T) € Cp(z), como se queria demostrar.
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Paso 5. Conclusion.

Sea g € P\T. Como z € Ty g es no central en P, podemos aplicar el Lema
5.3 al elemento y = [z, g], y concluir que |y“| < |g“|. Por las hipdtesis del teorema
se tiene |y“| = 1, es decir, y es central en G. En consecuencia, j = 1 = [7,g] €
C35(T) = Cp(x), donde la ultima igualdad resulta de aplicar el Paso 4. Por tanto
g € Cp(z) = T, obteniéndose una contradiccién. Esto demuestra que no existe tal
elemento # € P, y que P tiene exponente p, lo que concluye la demostracién. [
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Notacion

A XY
YCX

X xY
G,N,H L K
H<G
H<G
KJdG

K char G
G/K

HK

Sylp (G)

denotan siempre conjuntos finitos

Y es un subconjunto de X

producto cartesiano de los conjuntos X e Y
denotan siempre grupos finitos

H es un subgrupo de ¢

H es un subgrupo propio de G

K es un subgrupo normal de G

K es un subgrupo caracteristico de G

grupo cociente de G por K (donde K <4 G)
subgrupo producto de los subgrupos H y K de G
producto directo de los subgrupos H y K
producto directo de los grupos G1, G, ... , G,
centralizador de x en GG, donde x € G
centralizador de A en G, donde A C G
centralizador de H en GG, donde H < G
centralizador de H/K en G (donde K <Gy K < H < @)
normalizador de A en GG, donde A C G
normalizador de H en G, donde H < G
centro de G

grupo derivado de GG

conjunto de p-subgrupos de Sylow de G
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—_ —

oG
Or’,r(G)

F(G)
H, K]

(H, K)

(X)

(1, ooy Tp)

M(S)

GG G, G™
Qs

G\ A

gH

7T./

p-nimero
p'-nimero
7+

(a, b)
o(g)

Ry

G|

m(G)

|:’CG|1—71

r-radical de G, para un cierto primo r
r-residual de G, para un cierto primo r

subgrupo de G tal que O,/ ,(G)/O,/(G) es el r-radical del
grupo cociente G/0,.(G)

subgrupo Fitting de G

subgrupo conmutador de G, generado por los elementos

{Ihk]:he H ke K}

subgrupo generado por la unién de los subgrupos H y K de

G

subgrupo de G generado por X (C G)

subgrupo generado por los elementos {x1, ..., z,}
Multiplicador de Schur del grupo simple S
términos de la serie derivada de G

grupo quaternio de orden 8

conjunto de elementos de G que no estdn en A
coclase izquierda de H en G conteniendo g € G
un numero primo

conjunto de nimeros primos distintos de p

un conjunto de nimeros primos

el conjunto de niimeros primos que no pertenecen a m
entero positivo divisible inicamente por el primo p
entero positivo no divisible por el primo p

el conjunto de los niimeros enteros positivos
maximo comun divisor de los enteros a y b

orden de un elemento de un grupo

numero de elementos en el conjunto X

orden del grupo G

conjunto de primos que divide a |G|

p-parte de la factorizacién de |z%| como producto de poten-
cias de numeros primos



|G : H|
Gy

Gr

(91, 92 = g1 ' n*?

29 =g lag

st

KI=¢g'Kg
|G : Cg(a)| = |29

es(Q)
¢5,/(G)
e5,(C)
ese(N)

Stabg(z)
Orb(x)
b:X =Y
G =Gy

71

el indice de H en G (H < G); numero de coclases de H en G

conjunto de elementos p-regulares de G; es decir, elementos
cuyo orden es un p’-nidmero

conjunto de elementos de G de orden divisible por algin ele-
mento del conjunto 7

conmutador de los elementos g1 y g2 de G

x conjugado g, donde x y g son elementos de G

clase de conjugacién de x en G; es el conjunto {29 , g € G}
conjugado de K por g (donde K < G, g € G)

el indice del centralizador Cg(z) en G, también denota el
tamano de la clase de conjugacién de x en G

conjunto de los tamanos de clase de conjugacién de elementos
de G

conjunto de los tamanos de clase de conjugacién de elementos
de Gp/

conjunto de los tamanos de clase de conjugacién de elementos
de G,

conjunto de los tamanos de G-clases de conjugacién con-
tenidas en el subgrupo N <G

estabilizador en G de x € X, donde G actiia sobre X
la érbita de x bajo la accién de G sobre X, siendo z € X
1 es una aplicacién del conjunto X en el conjunto Y

los grupos GGy y G5 son isomorfos



