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Resumen

Existen numerosos métodos iterativos para buscar soluciones de una ecuaciéon no lineal
de la forma f(z) = 0. Sin embargo cuando la multiplicidad de tales soluciones es mayor
que 1 los métodos clésicos dejan de ser consistentes y se necesitan nuevas técnicas para
calcularlas.

Este trabajo es una primera toma de contacto en el estudio de métodos iterativos para
aproximar raices multiples. En esta linea, se presenta una nueva familia de métodos de
orden 2, obtenida a partir de dos métodos conocidos: el método de Newton acelerado
v el método de Newton modificado ([17,18]).

En el Capitulo 2 se muestran los conceptos tedricos que vamos a necesitar para analizar
nuestra familia de métodos.

A continuacién, en el Capitulo 3 se demuestra el orden de convergencia de la familia
y en el Capitulo 4 se estudia su comportamiento mediante el analisis dindmico del
operador que se obtiene al hacerla actuar sobre el polinomio

p(x) = (v —a)*(z - b).

Es decir, se estudian los puntos fijos, puntos criticos, cuencas de atraccion, entre otros,
y para ilustrar los resultados obtenidos representamos diversos planos dinamicos.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 presentamos varios ejemplos numéricos para contrastar
los resultados tedricos obtenidos en el analisis anterior.






Resum

Existeixen nombrosos métodes iteratius per a buscar solucions d’ una equacié no lineal
de la forma f(z) = 0. No obstant aixd quan la multiplicitat de les solucions és major
que 1 els métodes classics deixen de ser consistents i es necessiten noves técniques per
a calcular-les.

Este treball és una primera presa de contacte en I’estudi de métodes iteratius per
a aproximar arrels multiples. En esta linia, es presenta una nova familia de métodes
d’orde 2, obtinguda a partir de dos métodes coneguts: el métode de Newton accelerat
i el métode de Newton modificat ([17,18]).

En el Capitol 2 es mostren els conceptes tedrics que necessitarem per a analitzar la
nostra familia de métodes.

A continuaci6, en el Capitol 3 es demostra I’ orde de convergéncia de la familia i en el
Capitol 4 s’ estudia el seu comportament per mitja de I’ analisi dinamica de 1’ operador
que s’ obté al fer-la actuar sobre el polinomi

p(x) = (v —a)*(z - b).

Es a dir, s’ estudien els punts fixos, punts critics, conques d’ atraccio, entre altres, i per
a il-lustrar els resultats obtinguts representem diversos plans dinamics.

Finalment, en el Capitol 5 presentem diversos exemples numérics per a contrastar els
resultats teorics obtinguts en 1’ analisi anterior.
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Abstract

There are numerous iterative methods for solving nonlinear equations of the form
f(z) = 0. However, when the multiplicity of such solutions is greater than 1, the clas-
sical methods are no longer consistent and new techniques are needed to calculate them.

This work is a first contact in the study of iterative methods to approximate multiple
roots. In this line, we present a new family of iterative methods of order 2, obtained

from two known methods: the accelerated Newton method and the modified Newton
method ([17,18]).

In Chapter 2, the theoretical concepts that we will need to analyze our family of met-
hods are shown.

Then, in Chapter 3 the order of convergence of the family is proved, and in Chapter 4
its behaviour is studied through the dynamical analysis of the operator that is obtained
by applying it on the polynomial

p(z) = (z —a)*(z — b).

That is to say, fixed points, critical points, attraction basins, among others are studied,
and to illustrate the obtained results we represent diverse dynamic planes.

Finally, in Chapter 5 we present several numerical examples to contrast the theoretical
results obtained in the previous analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

La no linealidad es parte fundamental de la naturaleza. Aunque la ciencia ha tratado
sisteméticamente de simplificar los problemas linealizandolos, son muchos los fenome-
nos que no se pueden explicar con un modelo lineal. La no linealidad conlleva que la
mayoria de los métodos analiticos no sean aplicables, lo que motivo el nacimiento de
los métodos iterativos. Se podria pensar que los métodos iterativos aparecieron a partir
del auge de la computacion a mediados del siglo XX, pero aunque su desarrollo se vio
impulsado por el aumento de la capacidad computacional, sus origenes se remontan a
hace més de trescientos afos [1].

Diversos problemas no lineales han sido resueltos satisfactoriamente con métodos ite-
rativos. Desde que en 1801 Johann Carl Friedrich Gauss utilizara un método iterativo
de punto fijo para la determinacion preliminar de la o6rbita del planeta Ceres, su uso y
aplicaciones se han extendido hasta abarcar campos tan diversos como la meteorologia
(10], [24]), las reacciones nucleares ([7], [9]) o la robotica ([4], [12]).

Desde el método de Newton-Raphson, la carrera por encontrar métodos iterativos con
mayor orden de convergencia no ha terminado. Traub en [20] estableci6 los fundamentos
del disenio de métodos iterativos multipaso, y posteriormente el interés se ha centrado
en desarrollar métodos dptimos, es decir, que consigan el mayor orden de convergencia
posible con el menor niimero de evaluaciones funcionales.

Pero el hecho de que un método sea 6ptimo no garantiza su estabilidad, no en vano
existen numerosas familias de métodos 6ptimos, por lo que se hace necesario un cri-
terio mas allad del orden de convergencia y la optimalidad para clasificar los distintos
esquemas iterativos. El papel de la dinamica de los métodos iterativos es establecer
criterios, tanto cualitativos como cuantitativos, que permitan seleccionar los métodos
més eficaces desde el punto de vista del conjunto de puntos de partida. La dinédmica,



2 Capitulo 1. Introduccién

que empez6 como un estudio de métodos para ecuaciones ya conocidos con problemas
académicos, se ha desarrollado de forma notable en los tltimos anos, anadiendo cada
vez mas herramientas y extendiéndose al estudio de familias de métodos, tanto para
ecuaciones como para sistemas de ecuaciones.

Este trabajo se propone analizar una nueva familia paramétrica de métodos iterativos
para aproximar raices de ecuaciones no lineales, centrandonos en el caso de raices multi-
ples. Para ello utilizaremos los conceptos de convergencia y las herramientas dinamicas
descritas en el Capitulo 2.

En el Capitulo 3 comenzamos presentando el problema de aproximar raices multiples.
A continuaciéon mostramos la nueva familia de métodos iterativos, generada a partir de
dos métodos conocidos, y analizamos su convergencia y otros indices de eficiencia.

En el Capitulo 4 realizamos el analisis dindmico en el plano complejo, para estudiar el
comportamiento general de la familia al hacerla actuar sobre un polinomio de grado 3
con una raiz de multiplicidad 2. Representamos varios planos dindmicos que muestran
el comportamiento descrito.

En el Capitulo 5 estudiamos varios ejemplos numéricos para contrastar los resultados
teoricos obtenidos. Por tltimo, en el Capitulo 6 comentamos las conclusiones y posibles
lineas futuras de trabajo.

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



Capitulo 2

Conceptos previos

En este capitulo se van a introducir los conceptos basicos que van a ser el punto de
partida de los desarrollos que aparecen en los capitulos siguientes. Se van a mostrar los
criterios que permiten clasificar los métodos iterativos para la resolucion de ecuaciones
no lineales y se van a introducir los conceptos de la dindmica compleja que se utilizaran
en el Capitulo 4.

2.1. Meétodos iterativos de punto fijo

Como se ha mencionado en la introduccion, la resolucion de ecuaciones no lineales jue-
ga un importante papel en numerosas ramas de la Ciencia y la Tecnologia, y es ademas
una de las areas del Anélisis Numérico de mayor auge en los tltimos anos.

El problema a estudiar consiste en encontrar la solucion a ecuaciones de la forma f(x) =
0 donde, en general, f : I C R — R con [ un intervalo abierto. L.a mayoria de esquemas
iterativos son métodos de punto fijo, es decir, consisten en sustituir una aproximacion
inicial en el operador correspondiente al método iterativo, para encontrar una nueva
estimacion de la raiz, y de manera sucesiva sustituir los resultados en el operador, para
asi obtener una sucesion de iterados que, bajo ciertas condiciones, convergera al valor
de la raiz
o1 = g(z), k=0,1,2,...

El operador ¢ se llama funcion de punto fijo, y obviamente el valor teorico de la raiz z,
cumplira que T = ¢(Z), es decir, serd un punto fijo de la funcion g. Los puntos fijos son
los valores de x que satisfacen la ecuacion g(x) = x. Existen muchas formas de definir
la funcién de punto fijo g y cada forma de hacerlo dara lugar a un método iterativo
diferente. Por ejemplo, si f tiene una raiz z, entonces g(z) = x — f(x) tiene un punto
fijo en .
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En caso de que la funcion de punto fijo solamente dependa del iterado inmediatamente
anterior se habla de métodos sin memoria, x;1 = g(x)), mientras que en caso de que
la aproximacion actual dependa de varias aproximaciones anteriores se habla de méto-
dos con memoria, vx11 = g(Tg, Tp—1, - - ., To). En este trabajo estudiaremos inicamente
métodos sin memoria.

Ademas, los métodos iterativos pueden clasificarse segtin sean las evaluaciones fun-
cionales que utilicen en métodos punto a punto o esquemas multipunto. Los métodos
punto a punto son aquellos en los que la iteracion (k + 1)—ésima se obtiene empleando
tinicamente evaluaciones funcionales de la iteracion k—ésima, es decir,

$k+1:®($k) k:O,1,2,....
El método punto a punto méas conocido es el método de Newton, cuya expresion itera-

f(x)

T+1 = Tk — f/(l’k)7

Por otro lado, en los métodos multipunto, también llamados métodos predictor-corrector,

tiva es

k=0,1,2,.... (2.1)

el iterado (k + 1)—ésimo se obtiene empleando evaluaciones funcionales del k—ésimo
iterado y también de otros puntos intermedios. Por ejemplo, un método multipunto de
dos pasos tiene la expresion

Y = \Ij(xk>7
Tk+1 ZCD(xk,yk), k:O,1,27....

2.1.1. Orden de convergencia

Un concepto muy importante a la hora de estudiar los distintos métodos iterativos es su
orden de convergencia, que proporciona una medida de la velocidad a la que la sucesion
converge a la raiz. Sea {xy}r>0 una sucesion de nimeros reales tal que limy_,.Tr = .
La convergencia se llama (véase [20]):

a) lineal, si existen C' € (0,1) y ko € N tales que |z — Z| < Clxy — Z| para todo
k > k.

b) de orden p, si existen C' > 0y ko € N tales que |z411 — z| < Clzg — Z|P para todo
k> k.

De este modo los métodos de mayor orden convergen mas rapido al valor de la raiz.
Denotamos por e, = x;, — T el error de la k-ésima iteracion. La ecuacion

ep1 = Cel + (’)(eﬁ“),

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



2.1. Métodos iterativos de punto fijo 5

se llama ecuacion del error, donde p es el orden de convergencia y C recibe el nombre
de constante del error asintdtico. En la préactica, la forma de calcular la ecuaciéon del
error de un método es emplear desarrollos de Taylor de la funcion y sus derivadas y
realizar las correspondientes manipulaciones algebraicas.

Para disenar métodos que tengan un orden de convergencia mayor, es necesario utilizar
una funcion de punto fijo més complicada, es decir, con més pasos y mas evaluaciones
funcionales.

2.1.2. Indices de eficiencia

En general, la eficiencia de un método no depende solamente del orden de convergencia,
p, sino también del nimero de evaluaciones funcionales por iteracion requeridas, d.
Traub en [20] defini6 la eficiencia informacional de un método iterativo como

==
d
donde p es el orden de convergencia y d es el nimero de evaluaciones funcionales por
iteracion. Por otra parte, Ostrowski en [16] introdujo el llamado indice de eficiencia,

EI =p"?,

que a su vez da lugar al concepto de optimalidad de un método iterativo. Por otra

parte, el indice
IOP = pl/(op)7

recibe el nombre de indice de eficiencia operacional y fue propuesto por Traub en [21],
donde op es el nimero de operaciones (productos/cocientes) en cada iteracion.

Kung y Traub conjeturaron en [13] que el mayor orden que puede alcanzar un esquema
iterativo sin memoria, que utiliza d evaluaciones funcionales por iteracion, es 2471, Los
esquemas que alcanzan este limite se denominan métodos optimos y poseen indice de
eficiencia 2(~1/¢ llamado indice dptimo. Esta conjetura va a llevar a tratar de disefiar
métodos iterativos que sean 6ptimos siempre que sea posible.

El orden de convergencia es utilizado para comparar la velocidad a la que convergen a
la raiz los diferentes métodos iterativos. Para comprobar numéricamente el comporta-
miento de los distintos métodos iterativos, Weerakoon y Fernando en [23] introdujeron
el llamado orden de convergencia computacional (COC),

In |(wp1 — 2) /(2 — Z)|
In|(xp —Z)/(xp_1 — )|

p~ COC = L k=1,2,...

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



6 Capitulo 2. Conceptos previos

donde xyy1, T ¥y 1 son tres aproximaciones consecutivas de la raiz de la ecuacion no
lineal, obtenidas en el proceso iterativo. Sin embargo, el valor del cero  no se conoce
en la practica, lo que motivo la definicion por parte de Cordero y Torregrosa en [3] del
orden de convergencia computacional aprozimado ACOC,

In(|zp1 — zl/|oe — 211
In(|zg — 21|/ |Tr—1 — 2r—2|)

ACOC =

2.2. Conceptos de dinamica compleja

El orden de convergencia no es el tinico criterio a tener en cuenta a la hora de evaluar
un método iterativo. La idoneidad de un método depende también de cémo se com-
porta en funcién de las estimaciones iniciales que se tomen, por esa razén es necesario
introducir herramientas que permitan hacer un estudio més profundo.

El analisis de la dindmica de un método se esta convirtiendo en una tendencia en las
publicaciones recientes sobre métodos iterativos, ya que permite clasificar las diferentes
formulas iterativas, no solamente desde el punto de vista de su orden de convergencia,
sino también analizando como se comportan dichas formulas en funcién de la estimacion
inicial que se tome. Ademas, proporciona informacion valiosa acerca de la estabilidad
y fiabilidad del método iterativo.

2.2.1. Puntos fijos

Un punto fijo es aquel que se mantiene invariante por el operador G. Todas las raices
de una ecuacion seran, naturalmente, puntos fijos del operador GG. Sin embargo, pueden
aparecer puntos fijos que no correspondan a ninguna raiz. Estos puntos se denominan
puntos fijos extranos. Estos puntos no son deseables desde el punto de vista numérico
porque cuando se tome una estimacion inicial que esté cerca de un punto fijo extrano,
existe la posibilidad de que el método numérico converja a él, es decir, a un punto que
no es una solucién. Los puntos fijos extranos aparecen a menudo cuando se analizan
los métodos iterativos, y su presencia puede ser una muestra de inestabilidad de dicho
método.

Dada una funcion racional G : C — C definida sobre el plano complejo ampliado, la
drbita de un punto zp es la sucesion de puntos {29, G(20),...,G"(20), ...} del plano
complejo, generada a partir del método iterativo.

En general, se dice que un punto z* es k — peridico, o de periodo k, si GF(z*) = 2*
y G'(2*) # 2z* parat = 1,2,..., k—1. En este caso, la 6rbita de z* es un conjunto finito.

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



2.2. Conceptos de dinAmica compleja 7

Los puntos fijos se pueden clasificar segiin el comportamiento de la derivada del ope-
rador al actuar sobre ellos. Asi, un punto fijo z* puede ser:

Atractor, si |G'(2%)| < 1;

Superatractor, si |G'(z*)| = 0;

Repulsor, si |G’ ()| > 1;

Parabdlico, si |G'(z*)| = 1.

En caso de puntos k—periodicos, su estabilidad, es decir, su caracter atractor o repul-
sor, se puede calcular evaluando |G’(+)| en todos los puntos de la érbita, de manera que
la orbita periodica de periodo k serd atractora si |G'(z5)G'(27) -+ - G'(25)] < 1.

El buen funcionamiento de un determinado método iterativo estd comprometido en
caso de existir puntos fijos extranos que sean atractores, u otro tipo de atractores dis-
tintos de las raices.

La cuenca de atraccion de un atractor z* es el conjunto de preimagenes de cualquier
orden
A(z") ={z € C: G"(20) = 20,1 — 0}.

Las cuencas de atracciéon son el conjunto de todas las érbitas posibles de un atractor,
por tanto indican las regiones de convergencia de un método iterativo. El conjunto de
todas las cuencas de atraccion se llama conjunto de Fatou, F,y su complementario en
@, es decir, la frontera entre las componentes conexas de las cuencas de atraccion, se
llama conjunto de Julia, J. La cuenca de atracciéon inmediata de un punto fijo z* es la
componente conexa de A(z*) que contiene a z*.

Por otro lado, un punto critico de un operador G es un punto z* para el que la derivada
de la funcién de punto fijo se anula, es decir, G'(z*) = 0. Los puntos criticos son
importantes por el siguiente Teorema de Fatou y Julia (véase [11], [11]).

Teorema 2.1 (Fatou-Julia). Sea R una funcién racional. La cuenca de atraccion in-
mediata de un punto k—periddico contiene, al menos, a un punto critico.

Cuando se aplican métodos iterativos sobre polinomios, los puntos fijos correspondien-
tes a las raices del polinomio son también puntos criticos siempre que el método sea
de, al menos, orden 2 (es decir, son puntos fijos superatractores). Sin embargo, pueden
aparecer puntos criticos que no sean puntos fijos. Estos puntos se conocen como puntos
criticos libres. Debemos prestar especial atencion a los puntos criticos libres ya que,

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



8 Capitulo 2. Conceptos previos

segiin el Teorema 2.1, su existencia puede suponer la existencia de zonas donde nues-
tro método no converja (por ejemplo, regiones de orbitas de distintos periodos: 2,3, .. .).

Para analizar la dindmica de un método es necesario aplicarlo sobre un problema con-
creto. Una manera natural de abordar el estudio dindmico de un método iterativo es
aplicandolo sobre polinomios de bajo grado, funciones no lineales sencillas, para las que
es posible obtener expresiones analiticas, y ademés la soluciéon exacta del problema es
conocida. La dinamica discreta se centra en el estudio de operadores racionales, y la
mayoria de los métodos de punto fijo que existen en la literatura dan lugar a una fun-
cion racional cuando se aplican sobre polinomios. Del comportamiento de los métodos
aplicados sobre polinomios se pueden sacar conclusiones sobre su desempeno en general.

Las clases de conjugacion y el Teorema del Escalado, en los casos en que se cumple,
permiten generalizar el estudio dindmico de manera que abarque a todos los miembros
de una clase; en nuestro caso va a permitir extrapolar el comportamiento de un método
para cualquier polinomio ctibico con dos raices.

Teorema 2.2 (Teorema del escalado). Sea f(z) una funcion analitica en la esfera de
Riemann y T(z) = dz+y una aplicacion afin con § # 0. Si g(z) = XN foT)(z), entonces
(ToGyoT 1) (2) = Gy(z), es decir, Gy es analiticamente conjugada a G, mediante T,
donde G¢(z) y Gy4(z) son los operadores que se obtienen al aplicar el método iterativo
sobre f y g respectivamente.

Por otro lado, cualquier polinomio de tercer grado con dos raices, es conjugado a
(z — a)?(z — b), como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea p(z) = c123 + co2? + 32+ ¢4, con ¢y £ 0 un polinomio cibico gené-
rico con una raiz simple y una raiz multiple. Entonces, mediante una transformacion
afin, las raices de p(z) se transforman en las raices de q(z) = (z — a)?(z — b). Esta
transformacion afin provee una conjugacion entre G, y Gy.

Demostracidn. Primero, como ¢; # 0, el polinomio p(z) = 2% 4 ¢92? + 32 + ¢4, con
¢; = ¢;/cq, tiene las mismas raices que p(z).

Ahora, por hipétesis p(z) tiene una raiz simple y una raiz multiple, luego p(z) también,
y por tanto p(z) = (2 — a)*(z — b) = 23 + 22(—=b — 2a) + 2(2ab + a*) — a*b. Es decir,
tenemos el siguiente sistema

—b—2a = 62,
2ab + a* = &,
—CL2b = 64.

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



2.2. Conceptos de dinAmica compleja 9

Si combinamos las dos primeras ecuaciones, obtenemos la ecuacion 2a? + 2aéy + é; = 0,
cuyas soluciones son

&+ B 25 ;a7 NPT
2

a 2

Si —Cy +4/¢% — 2¢3 = 0 (andlogamente con —Cy — /3 — 2¢3 = 0), entonces a = 0 y de

las ecuaciones 2 y 3 del sistema tendriamos ¢3 = ¢4, = 0 y por tanto

P(2) = 22(2 — b) = 2% + 62° = 22(2 + ).

En otro caso, despejando de la ultima ecuaciéon del sistema,

b 464 (G} — C3 + Ca\/C3 — G3) ) 204(33 — G5 — o/ — 263)
= — y = —

) )
C3 C3

En cualquier caso, los polinomios p(z) y p(z) son conjugados. ]

Para el estudio dindmico se empleard un polinomio cibico genérico con dos raices,
p(2) = (z — a)*(z — b). Sin embargo, el resultado de aplicar un método iterativo sobre
dicho polinomio serfa una funcién racional, R,, que dependeria de las raices a y b. Para
evitar este hecho, consideramos la transformacion de Mobius

z—a
z—0b’

h(z) =
cuyas propiedades son h(a) = 0, h(b) = 0o, h(co) = 1. Asi, el operador
Op(2) = (ho Ryoh™")(2)

no depende de los valores a y b, y tanto O,(z) como R,(z) poseen el mismo comporta-
miento dinamico.

Por ejemplo, si consideramos el método de Newton (2.1) aplicado al polinomio p(z) =
(2 — a)?(z — b), obtenemos el operador

ab+ z(b — 2z)

Ry(2,0,b) = a+2b— 3z

Y

que, en efecto, depende de a y b. Ahora, si conjugamos con la transformacién de Mobius,
el operador
1
0y(2) = (ho Ry h)(z) = 2 HD)

elimina tal dependencia.

Trabajo Fin de Master — Maria Mora Jiménez



10 Capitulo 2. Conceptos previos

2.2.2. Planos dinamicos

Una manera de visualizar el concepto de cuencas de atraccion es utilizando una herra-
mienta llamada plano dindmico. Un plano dindmico se construye definiendo una malla
de puntos, cada uno de los cuales se toma como estimacion inicial del método iterativo.
El eje de abscisas corresponde a la parte real del punto inicial, y el de ordenadas a la
imaginaria. Si partiendo de la estimacién inicial el método iterativo converge a algtn
cero de la funcién, se le asignard un determinado color, mientras que si converge a
algiin punto que no es una raiz de la funcién o si simplemente no converge después de
un nimero maximo de iteraciones establecido, se le asignaré el color negro. Por dltimo,
la gradacion de colores indica la diferencia entre el nimero de iteraciones necesarias
para llegar al punto.

En la Figura 2.1 se pueden ver las cuencas de atraccion de los métodos de Newton
y Steffensen aplicados a la funciéon f(z) = 2% — 1, que tiene dos ceros, z; = 1y
zo = —1. En color verde se observa la cuenca de atraccion de z;, y en naranja la de
z5. Estos planos dindmicos se han construido utilizando el programa Matlab, version
R2018a, empleando un mallado de 800 x 800 puntos, un méaximo de 50 iteraciones y
una tolerancia de 1073,

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos afractores

Im{z}

3 -2 -1 0 1 2 3
RB{Z} Re{z}
Newton Steffensen

Figura 2.1: Planos dinamicos para f(z) = 22 — 1.

Aunque los métodos de Newton y Steffensen tienen el mismo orden de convergencia, su
comportamiento dindmico no es el mismo. Es claro que el método de Newton es mas
estable en este caso, ya que solamente presenta regiones de convergencia a las soluciones.
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2.2. Conceptos de dinAmica compleja 11

En la Figura 2.2 se pueden ver los planos dindmicos del método de Newton aplicado al
polinomio g(z) = 22 + i antes y después de conjugar el operador con la transformacion

de Mobius
sy
zZ+ \/—_Z .
Los planos se han obtenido usando una malla de 800 x 800 puntos, un nimero maximo
de 50 iteraciones y una tolerancia de 1073.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos alractores

Re{z} 7 7 7 Re{z}
Antes de Mobius Después de Mobius

Figura 2.2: Planos dinamicos para g(z) = 22 + i.

El efecto de la transformacion es “cerrar” sobre si mismas las cuencas de atraccion. El
conjunto de Julia asociado es una recta antes de la transformacion, y se transforma
en una circunferencia de radio 1. El disco interior es la cuenca de z = 0 mientras que
la exterior, su complementario en C, corresponde a la cuenca de z = oco. Ademas, se
puede observar de manera cualitativa que el método de Newton cumple el Teorema del
Escalado, ya que el conjunto de Julia para los dos polinomios cuadraticos que se han
estudiado, f(2) y g(z), tienen la misma forma: una recta que separa las dos cuencas de
atraccion de las raices.

2.2.3. Estabilidad de los puntos fijos. Planos de parametros

El plano de pardmetros es una representaciéon que permite estudiar el comportamiento
de los miembros de una familia de métodos iterativos, en términos de la dependencia
de las estimaciones iniciales, y del caracter de los puntos fijos, discriminando aquellos
que son especialmente estables. Consiste en iterar la funcion racional que describe el
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12 Capitulo 2. Conceptos previos

método en cuestion, tomando como estimacion inicial un punto critico libre, sobre un
plano complejo donde se definen los valores posibles de un parametro. El eje de abscisas
corresponde a la parte real del parametro y el eje de ordenadas a su parte imaginaria.
Las regiones en negro en el plano corresponden a valores del parametro para los que
el método no converge a ninguna raiz después de un nimero maximo de iteraciones
especificado.

Para mostrar un ejemplo de esto, consideramos el método de Traub amortiguado,

f(xr)
f(we)’

Tkl :yk—ﬂjjci((yxi), k=0,1,2,...

Y = Tk —

El operador racional que se obtiene al aplicar el método de Traub amortiguado sobre
el polinomio p(z) = (z — a)(z — b), utilizando la transformacion de Mébius, es

22(224+22+1-0)

Tp(Z,B):— /822_22_22_1 :

Derivamos el operador anterior para obtener los puntos criticos:

P (—(B—1)22+22+1)° .

Por ejemplo,

o BF2-V3/4p -
2(8-1)

es un punto critico y no es fijo, luego es un punto critico libre. En la Figura 2.3 se puede
ver el plano de parametros generado tomando el critico z* como estimacion inicial. El
plano se ha generado tomando un mallado de 1000 x 1000 puntos, 100 iteraciones y
una tolerancia de 1073,

Para confirmar la informacion del plano de pardmetros, se muestran planos dinamicos
para diferentes valores de . Los planos se han generado tomando un mallado de 800 x
800 puntos, 50 iteraciones y una tolerancia de 1073,
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2.2. Conceptos de dinAmica compleja 13

IIm{3}

0 4 8 12
IRe{3}

Figura 2.3: Plano de parametros del método de Traub amortiguado tomando zy = z*.

=9

B=2

Figura 2.4: Planos dindmicos para el método de Traub amortiguado.

En la Figura 2.4 se puede ver el plano dindmico correspondiente a 5 = 2, en la zona
estable del plano de parametros, y el correspondiente a § =9, en una zona inestable.
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Capitulo 3

Métodos iterativos para aproximar
raices multiples

El problema de aproximar las raices de una ecuacion no lineal de la forma f(z) =0
se complica cuando la multiplicidad de la raiz es mayor que 1 por dos motivos: por
un lado es dificil averiguar la multiplicidad de la raiz de una ecuaciéon no lineal. Por
ejemplo, es facil observar que ¥ = 0 es raiz doble de la ecuacion

(cosx +x — 1) = 0.
Sin embargo, no es tan facil afirmar lo mismo si lo que tenemos es la siguiente expresion:
cos2x +sin?x + 2% + 1 — 22 + 2cosw(z — 1) = 0.

Por otro lado, si la multiplicidad de la raiz buscada es m > 1, las sucesivas derivadas
hasta la m-ésima se anulan, lo que hace que los métodos clasicos no resulten una buena
herramienta para afrontar este tipo de problemas y por lo cual deben desarrollarse
nuevas técnicas.

Por ejemplo, en los resultados acerca de la convergencia del método de Newton y su
orden, se exige habitualmente que la raiz sea simple, ya que en caso de raices multiples
tanto f(xg) como f’(zy) tienden a cero, lo que reduce la convergencia a lineal, en el
mejor de los casos. Para recuperar la convergencia cuadrética en aquellos casos en
que conocemos la multiplicidad de la raiz, m, podemos emplear el método de Newton
acelerado (véase, por ejemplo [17]),

ka:xk—mM k=0,1,2,..., (3.1)

f(w)

que es el resultado de aplicar el método de Newton a la funcion R/ f(z). Asi, este es
un esquema para raices miltiples de segundo orden 6ptimo en términos de la conjetura

15



16 Capitulo 3. Meétodos iterativos para aproximar raices miultiples

de Kung-Traub, que establece que un método iterativo sin memoria puede alcanzar
a lo sumo orden de convergencia 2?71, si realiza d evaluaciones funcionales [13]. Sin
embargo, dicho esquema necesita previamente el conocimiento de la multiplicidad de
la raiz.

En los tdltimos anos, se han propuesto y analizado algunas modificaciones del método
de Newton para raices multiples, que también requieren el conocimiento de la multi-
plicidad, m. Por ejemplo, ver Traub [20|, Hansen y Patrick [8], Victory y Neta [22],
Osada [15], etc.

Existe una variante del método de Newton que conserva la convergencia cuadratica y
no necesita del conocimiento previo de la multiplicidad, que se basa en la siguiente idea:
tanto f(z) como u(z) = f(z)/f'(x) tienen las mismas raices, pero u(x) tiene mejores
condiciones de convergencia (sus raices son simples), por lo que es mejor calcular las
raices de u(x) en lugar de las de f(z). Aplicando el método de Newton sobre u(zx),
encontramos la expresion del método modificado de Newton (véanse, por ejemplo [14,
18), |
Thil = Tp — f(@g) [ (k)
fr(@)? = fan) " (xr)

que tiene orden dos incluso para raices miltiples, pero no es 6ptimo ya que para ello

k=0,1,2,..., (3.2)

necesita de tres evaluaciones funcionales, una de ellas de la derivada segunda.

Debido a los inconvenientes comentados, el problema de aproximar raices multiples es
un campo poco estudiado. Esto nos ha motivado a adentrarnos en él, y comenzamos
proponiendo una nueva familia de métodos iterativos sin memoria y punto a punto, que
emplea tnicamente tres evaluaciones funcionales por iteraciéon, que podemos utilizar
para aproximar tanto raices simples como raices multiples.

3.1. Obtenciéon de una nueva familia

Como ya hemos comentado anteriormente, los métodos de Newton acelerado (3.1) y
de Newton modificado (3.2) son dos sencillos métodos de orden 2 que se emplean para
aproximar raices multiples. En esta seccion, a partir de los métodos anteriores vamos
a generar una nueva familia de métodos iterativos y estudiaremos su convergencia.

La idea con la que trabajamos es la siguiente. Si hacemos una combinacion lineal de
los métodos anteriores obtenemos la familia biparamétrica
f(xx) f(xw) ' () 1

Tpy1 = T — M —Q

frlee)  f()? — fle) [ (o)

=0,1,2,...
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3.2. Orden de convergencia 17

Pero, ;como de buena es la familia que resulta? Si calculamos su ecuacion del error,
obtenemos que

Cms1 — QCmy
s = (—f —at ey + P00 o(ch)

es decir, reducimos el orden de los métodos de partida y conseguimos tinicamente orden
lineal. Sin embargo, es facil ver que para conseguir orden cuadratico basta imponer
b =1 — «. Asi, obtenemos una nueva familia uniparamétrica de métodos de orden 2

flaw) o fla) (@) i
frlee)  f(e)? = flze) [ (2x)

Ademés, los métodos de Newton acelerado y modificado de partida son casos particu-

=0,1,2,.... (3.3)

Tpy1 = xp —m(l — «)

lares de la familia para a = 0 y a = 1 respectivamente.

Es importante observar que podemos escribir esta familia como

karl:l'k_H(taOé)%v k=1,2,...,
o | F @) f" ()
. T T
T VT T

Es decir, es un caso particular de una funciéon peso H con variable t, el grado de

H(t,a) =m(l —«a) +
converidad logaritmica.

3.2. Orden de convergencia

A continuacién vamos a estudiar el orden de convergencia de la familia.

Teorema 3.1. Sea r,, una raiz de multiplicidad m de una funcidn suficientemente
reqular f : I C R — R definida en un intervalo abierto I que contiene a la raiz r,,.
Entonces, el orden de convergencia de la familia de métodos iterativos (3.3) es 2 y su
ecuacion del error es

1-2 -1 3a— 1)) +2m(1 —3
- :( ma)q@%‘i‘ (cv + m(3a ))ct + 2m( 04)02624_0((2@7

m2

donde
m) f(m'i'j)(rm)
c; = , g>1 en =Tp —Tm, h>0.
TR IICN I

Ademds, para el caso particular en que a = 1/2, el método resultante posee orden 3 y
su ecuacion del error es

(m —1)c — 2mey .
277112 e + O(er).

€k+1 —
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18 Capitulo 3. Meétodos iterativos para aproximar raices miultiples

Demostracion. Sea r,, una raiz miltiple de f(x) de multiplicidad m. Comenzamos
realizando el desarrollo de Taylor de f(xy) alrededor de r,,, teniendo en cuenta que

Flrm) = £/(rm) = - = fO D) =,

(m) (m+1) (m+2)
f(m+3)( ) m f(m+4) (Tm) m+4
Py ) Ty e
f(m)(rm)

= Te}?(l + crep + o, + c3€} + caep, + Oe))).

Derivando la expresion anterior, obtenemos los desarrollos de f'(zx) v f”(xy):

(m)
f(xy) = fT('Tm)e’,fl (m + (m+ Derey, + (m + 2)coes
+ (m + 3)eze} + (m + 4)cqel, + O(ei)),
(m)
" (zr) = fT(!Tm)e,TQ <(m — Dm+m(m+ Verer + (m+ 1) (m + 2)cze;

+ (m 4 2)(m + 3)czep + (m + 3)(m + 4)caep, + O(eg)).
Ahora, dividiendo las dos primeras expresiones,
fla) 1 . 2+<(m+1)c§—2m02

= —e; — e
fllxg) m P2k m3

Por otro lado,

) e+ O(ed). (3.4)

2m
Fla) £ (@) = (;’;!)2 (5 + (L 2m)ey + (1 m) (e + 2en)ex + (3 -+ 2m) (eres + )6

(24 m)(E + 2(cics + c1))ed + O(ei))

Fae)? = flan) f(x) =

et™ [m  2me
= (TTIZ')Q (e_2 + ?1 + [(14+m)ct + 2(m — 1)ey] + 2[(1 +m)ecres + (m — 3)eslew
- K

+[(2 4+ m)ci + 2meycs + 2(m — 6)cgle; + 2[(2 + m)cacs + (m — 2)creqe; + O(ei)) .

Dividiendo estas dos expresiones, obtenemos

f(@e) f' () _ a1, 2(cf —20) 4
Py — fanf@) w4 (3.5)
N (3m —1)c} + (27;297”)0102 + 9me; e+ O(ed).
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3.3. Otros indices de eficiencia 19

Por ultimo, sustituyendo (3.4) y (3.5) en la expresion de la familia (3.3), obtenemos la
ecuacion del error

1 —-2a)c a—14+mBa—1)c +2m(1 — 3a)e
€k+1:( - ) 162"‘( ( e, ( )2@i+o(€i)7

m2

luego la familia posee orden 2, y para a = 1/2 la expresion del error queda

€k+1 —

y por tanto el método que resulta tiene orden 3, como queriamos demostrar. O

3.3. Otros indices de eficiencia

Para terminar este capitulo, vamos a estudiar otros indices de eficiencia de la familia
y compararlos con los métodos de partida.

La eficiencia informacional viene dada por I = p/q, donde p es el orden del método y
g el niimero de evaluaciones funcionales.

Newton acelerado (NA) | Newton modificado (NM) | Familia (3.3) | Caso a = 0,5
I 1 2/3 2/3 1

Tabla 3.1: Valores de la eficiencia informacional para distintos métodos

Observamos que para la familia en general obtenemos el mismo resultado que para el
método de Newton modificado, y para el caso a = 0,5 obtenemos el mismo resultado
que par el método de Newton acelerado (ver Tabla 3.1).

El indice de eficiencia, por su parte, viene dado por EI = p'/?.

Newton acelerado (NA) | Newton modificado (NM) | Familia (3.3) | Caso a = 0,5
EI 21/2 21/3 91/3 31/3

Tabla 3.2: Valores del indice de eficiencia para distintos métodos

En este caso, tenemos que el indice de eficiencia de la familia coincide con el méto-
do de Newton modificado y es menor que el de Newton acelerado. Sin embargo, para
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20 Capitulo 3. Meétodos iterativos para aproximar raices miultiples

el caso a = 0,5 se obtiene un resultado mejor, pues 3'/3 > 21/2 > 21/3 (ver la Tabla 3.2).

Por ultimo, si comparamos el indice de eficiencia operacional, IOP = p'/°P) donde
op es el nimero de operaciones (productos/cocientes), esta claro que la familia (3.3)
tendra un indice menor, ya que en ella se incluyen las operaciones de ambos métodos:

NA y NM.
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Capitulo 4

Analisis dinamico en el plano complejo

Bajo el punto de vista de la dindmica compleja, vamos a estudiar la convergencia ge-
neral de la familia (3.3) al hacerla actuar sobre polinomios de grado 3 con una raiz de
multiplicidad 2.

Es conocido que las raices de un polinomio pueden transformarse mediante una apli-
caciéon afin sin producir cambios cualitativos en la dindmica de la familia, por lo que
podemos utilizar el polinomio de la forma

p(z) = (2 — a)*(z = b),

como se muestra en el siguiente resultado:

Teorema 4.1 (Teorema del escalado de la familia de métodos (3.3)). Sea f(2) una
Juncion analitica en C y T(2) = 6z 4+~ una aplicacion afin con § # 0. Si g(z) =
A(foT)(z), entonces (ToG,oT 1) (2) = Gy(2), es decir, Gy es analiticamente conjugada
a G, mediante T, donde G(z) y G4(2) son los operadores que se obtienen al aplicar
la familia (3.3) sobre f y g respectivamente.

Demostracion. Para la demostracion, debemos tener en cuenta que

9'(2) = MUT(2))T'(2) = Af(T'(2))0

g"(2) = A (f1(T'())T'(2)" + f(T(2))T"(2)) = Af"(T(2))0”.

21
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AT T )
gTG) YT - T @)y T ()
M) | e MEANES ]

A28 R - M AP

- dO) __JOPEY

f'z) F 2+ f(2)f(2)

Es decir, Gy y G, son analiticamente conjugadas mediante T'(z). O

- (T—l(z) —m(l—a) ))

=0T '(2)+y—9¢ [m(l —a)

Sin embargo, el operador que resulta tras aplicar la familia sobre el polinomio p(z) es
una funcion racional que depende, no solo de «, sino también de los pardmetros a y b.
Para evitar tal dependencia consideramos la transformacion de Mdbius

zZ—a

z2—0b’

que cumple las siguientes propiedades: h(a) = 0, h(b) = oo y h(occ) = 1. Es decir,

h(z) =

dicha aplicacion manda la raiz maltiple, a, al 0, y la raiz simple, b, al oo, luego nos
interesara conocer especialmente el comportamiento de estos dos valores. Ademas del
comportamiento del 1, que se corresponde con la divergencia de la familia.

Conjugando el operador racional que resulta de aplicar la familia de métodos sobre el
polinomio p(z),

ala—z)(b—2)(a+ 2b—3z) N 2(a—1)(a—2)(z—0)
a? — 2az + 2b% — 4bz + 322 a-+2b—3z

con la aplicacion h(z) anterior, obtenemos el siguiente operador racional, dependiente

R,(z,a,a,b) =

+ z,

Gnicamente del pardmetro a de la familia y cuyo comportamiento dindmico es igual al
de R,

22 (22 4+ az + 2 — 4a)
azd — 23 —4az? + 222 — 22+ 4
Para analizar la estabilidad de los puntos fijos de O,(2), es necesario calcular su deri-
vada,

Op(z,a) = (ho R,oh™")(z) =

z((a—1)2° 4+ (4 = 8a)z* —4(a+ 1)z — 4(a — 4)2* + 4(5a — 1)z + 16 — 320))
(= 1)23 + (2 — 40) 22 — 22 4 4)?

Por ltimo, para trabajar con el valor oo, es decir, con la raiz simple del polinomio una

O;)(Z’ Oé) =

vez realizada la transformacion de Mobius, construimos el operador inverso

1 (4423 — 222+ (2 —da)z — 1)

Iny(2,0) = 0,(1/2) (4o —2)22 —az —1 ’
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4.1. Puntos fijos y criticos 23

y calculamos su derivada

o ((2—4a)22 + az + 1) :

4.1. Puntos fijos y criticos

Tal y como se introdujo en el Capitulo 2, los puntos fijos del operador O,(z,«) son
aquellos que cumplen la condicién O,(z, &) = z. De la expresion del operador,
22 (22 + az+ 2 — 4a)

@) = 4.1
b(2, @) azd — 23 —Aaz? + 222 — 22+ 47 (4.1)

es inmediato que O,(0,a) = 0, es decir z = 0 que es la raiz multiple de p(z) tras la
transformacion de Mébius, es un punto fijo del operador. Analogamente, de la expresion
del operador inverso,

z(a+42% =222 4+ (2 —4a)z — 1)
(4o —2)22 —az —1 ’

In,(z,a) = — (4.2)
se sigue que In,(0,«) = 0, luego z = oo es también punto fijo de O,(z, ). Ahora, si
resolvemos la ecuacion O,(z,a) = z, aparecen otros 3 puntos fijos extrafios, que son
z=1y

2(04—\/042—1-04—2) 2(\/oz2—i—oz—2—i—oz)
Y Zfey = .
a—2

A =
fer a—2

El nimero de puntos fijos y su estabilidad, asi como los puntos criticos, dependen
del valor del parametro a. En lo subsiguiente se va a hacer un estudio analitico que
considere todas las posibilidades, y veremos que entre los valores de a que reducen el
operador, se encuentran los casos @« = 0y a = 1 que nos proporcionan los métodos de
partida, Newton acelerado (3.1) y Newton modificado (3.2), respectivamente.

Lema 4.2. El nimero de puntos fijos extranos del operador O,(z, ) es 3, excepto en
los casos siguientes:

1) Si =0 hay 1 dnico punto fijo extrano.

11) Si =1 hay 1 dnico punto fijo extrano.
111) Si o = —2 hay 1 4dnico punto fijo extrano, de multiplicidad 3.
V) Si o =2 hay 2 puntos fijos extranos.

Demostracion.
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24 Capitulo 4. Analisis dindmico en el plano complejo

1) El operador racional (4.1) para el caso a = 0 es

z
0,(2,0) = ,
p(20) = 5
y los puntos fijos son las soluciones de
52
= Z’
2—z

es decir, z =0y z = 1. Por tanto, el tnico punto fijo extrano es z = 1.

11) El operador racional para o = 1 es

z
O,(z,1) = ——,
p( ) 2
y los puntos fijos son las soluciones de —z? = 2z, estoes, z =0y z = —2, que es
el Gnico punto fijo extrano.
111) El operador racional para a = —2 es

22 (P —2z+10)
32341022 —22+ 4

O,(z,—2)

luego los puntos fijos son las soluciones de 2% (22 — 2z + 10) = 2(—32% + 1022 —
2z + 4) o, equivalentemente, de 4(z — 1)32 = 0, esto es, z = 0y z = 1, con
multiplicidad 3.

1v) Por ultimo, el operador racional para o = 2 es

22 (2% + 22— 6)
23— 622 —2z+4

0,(2,2) =

luego los puntos fijos son las soluciones de 22 (22 + 2z — 6) = 2(2® — 622 — 22 +4),
0, equivalentemente, de 42(—1 — 2 +22?) =0, es decir, 2 =0,z =1y 2z = —1/2,
siendo, estos dos ultimos, puntos fijos extranos.

]

A continuacion se van a calcular los puntos criticos del operador. Estos puntos van a
tener interés ya que cada cuenca de atraccion tiene al menos un punto critico (Teorema
2.1), por lo que los criticos libres podrian estar en una cuenca de atracciéon de alguna
de las soluciones de la ecuaciones, o bien estar en la cuenca de alglin punto fijo extrano
u orbita periodica atractora. En la Seccion 4.2.2 se usaran los puntos criticos como
punto inicial de la familia de métodos cuando se dibujen los planos de parametros.
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4.2. Estabilidad de los puntos fijos 25

Lema 4.3. Los puntos criticos del operador Oy(z,) son z = 0, que corresponde a
la raiz maltiple del polinomio p(z) tras realizar la transformacion de Mdébius, y los 5
puntos criticos libres que son las raices del polinomio

(@ —1)2"+ (4 —8a)z" —4(a+1)2° —4(a — 4)2* + 4(5a — 1)z + 16 — 32a = 0,
excepto en los siguientes casos:
1) Sia=0 el dnico punto critico libre es z = 4.
11) Si a =1 no hay puntos criticos libres.
Demostracion. Si igualamos a 0 la derivada del operador, O]’p(z, @), tenemos

Z2((a—1)2° + (4 —8a)z" —4(a+1)2° —4(a—4)2° + 4(5ba — 1)z 4+ 16 — 32a)
(0 =1)23 + (2 — 40)22 — 22+ 4)°

Y

es decir, sus soluciones son z = 0 y las raices del polinomio
(@ =1)2" 4+ (4 = 8a)z* —4(a+1)2° — 4(a — 4)2* + 4(5ar — 1)z + 16 — 32a) = 0.

Si a = 0, la derivada del operador se reduce a

(4—2)z

0,(2,0) = m,

luego el tnico valor distinto de 0 que lo anula es z = 4. Analogamente, para a = 1, la
derivada queda O, (z,1) = —z, luego no hay criticos libres. O

4.2. Estabilidad de los puntos fijos

La cantidad de puntos fijos extranos no es el aspecto mas relevante de un estudio
dinamico, sino su estabilidad. Un escenario con puntos fijos extranos atractores no sera
el méas deseable desde el punto de vista de la fiabilidad del método. Vamos a analizar
la estabilidad de los puntos fijos del operador en funcion del pardmetro a.

Teorema 4.4. FEl punto fijo z = 0 es superatractor independientemente del valor de
a, Y para z = oo tenemos la siguiente clasificacion:

1. Atractor si |a — 1| < 1, en particular superatractor si o = 1.
2. Parabdlico si |a — 1| = 1.

3. Repulsor si | — 1| > 1.
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26 Capitulo 4. Analisis dindmico en el plano complejo

Demostracion. Como se ha visto en el Capitulo 2, el comportamiento del punto fi-
jo se puede determinar segtn el valor de la funcién de estabilidad: serd atractor si
|0, (2, a)| < 1y repulsor si |O)(z%, a)| > 1.

De la expresion de O (z, a) se sigue que para z = 0, O, (0, a) = 0.

Para estudiar el comportamiento de z = oo tenemos en cuenta el mismo criterio pero
aplicado al operador inverso In,(z, «) (4.2). La derivada del operador inverso, I'n; (z, a),
vale

(16 — 32)2° + 4(har — 1)zt —4(a—4)23 —4(a+1)22 + (4 —8a)z — 1 + «
((2—4a)22 +az+1)

)

luego sustituyendo z = 0 tenemos
In(0,a) = a—1,

de donde se sigue el resultado. O]
En el siguiente resultado se puede ver la estabilidad de los puntos fijos extranos.
Teorema 4.5. El punto fijo extrano z =1 es

1. Atractor si |a — 1| > 3.

2. Parabdlico si |a — 1] = 3.

3. Repulsor si |a — 1| < 3.

La funcion de estabilidad del punto fijo extranio zs., define una cardiode en el plano
z =1 encerrada en el rectdngulo [—2, —0,5] x [—1, 1]. Los valores del pardmetro dentro
de la cardioide hacen que el punto fijo extrano sea atractor, en la frontera parabélico,
y fuera de ella repulsor.

Por dltimo, la region que contiene a la funcion de estabilidad de zse, es [—2, —1] x
[—1, 1] U [2, 5] x [=2, 2]. Los valores de « en la frontera de las curvas definidas por
O;(zf@, a) en el plano z =1, hacen que el punto fijo extranio zs., sea parabdlico, en su
interior, atractor, y fuera de ellas, repulsor.

Demostracion. Comenzamos viendo la estabilidad de z = 1. Sustituyendo z = 1 en la
expresion de la derivada del operador, obtenemos

3
a—1

O,(1,0) =

9
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4.2. Estabilidad de los puntos fijos 27

luego, z = 1 es atractor si |O,(1,a)| < 1, equivalentemente |o — 1| > 3, parabolico si
la — 1| = 3, y repulsor si |a — 1| < 3. Recordamos que si & = 1, z = 1 no es punto
fijo, como se vio en el Lema 4.2, luego no tenemos problemas con el denominador de
la derivada del operador.

Por otro lado, no es posible comprobar la estabilidad de los puntos fijos extranos zy.,
Y Zfe, de forma analitica, ya que sus funciones de estabilidad son, respectivamente,

4(Var+a—2+4)+a(2Va?+a—2— 20+ 13)

O;)(Zf€17 a) = 9@

a(-2vVa?+a—2-2a+13) —4 (Va2 +a—2—4)
9 '

O;(szQ’ a) =

Podemos estudiar su estabilidad de forma numérica usando diagramas de estabilidad,
que son representaciones tridimensionales de las regiones de estabilidad. En las Figuras
4.1 y 4.2 se muestran las regiones de estabilidad de z., y 2., respectivamente.

05| o

=05 !
004 /

—-0.0

Figura 4.1: Region de estabilidad de z¢., Figura 4.2: Region de estabilidad de z¢.,

En el eje z se representa |O) (2", a)|, mientras que en el plano XY se tienen las partes
reales e imaginarias del pardmetro «. Estos diagramas permiten identificar las regiones
del plano donde dicho punto fijo extrano es atractor o repulsor.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se pueden ver regiones en las que los valores del parametro
hacen que la funciéon de estabilidad sea menor que uno, por lo tanto ese punto fijo serd
atractor para esos valores del parametro, lo que es una indicacion de que el método
correspondiente serd inestable. O
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28 Capitulo 4. Analisis dindmico en el plano complejo

4.2.1. Interseccién de las regiones de estabilidad

Vamos a intentar obtener una expresiéon analitica de la region donde « tiene un buen
comportamiento, al menos para nuestro caso particular O,(z, ).

Como el valor co se corresponde con la raiz simple del polinomio, depende del problema
que estemos trabajando nos interesara la region donde éste sea atractor o repulsor. Por
ejemplo, si el objetivo es obtener todas las soluciones de una ecuacion, nos interesara la
region donde el valor es atractor, |« — 1| < 1; sin embargo, si el objetivo es unicamen-
te el estudio de las raices multiples, escogeremos la region donde es repulsor, |a—1| > 1.

El 1 es un punto fijo extrano que proviene de la divergencia del método, luego nos
interesa la region donde es repulsor, esto es, |a — 1| < 3.

Como los puntos fijos zfe, ¥ zfe, son puntos fijos extranos, nos interesan las regiones
donde son repulsores, es decir, donde la derivada vale mas que 1. Graficamente, estas
regiones son las zonas planas de las graficas dadas en las Figuras 4.1 y 4.2.

Si intersecamos todas las regiones que nos interesan para cada punto fijo, obtenemos
que el mejor comportamiento del método se da dentro del disco |a—1| < 3, exceptuando
las regiones definidas por las funciones de estabilidad de los puntos fijos extranos zy.,
Y Zfe,- Dicha region es la zona magenta que podemos ver en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Interseccion de las distintas dreas de convergencia de los puntos fijos.

En esa region los puntos fijos extranos son repulsores y la raiz multiple es superatracto-
ra. Dependiendo de si queremos que la raiz simple sea atractora o repulsora, escogemos
el interior o el exterior del disco central, |a — 1| = 1, respectivamente.
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4.2.2. Planos de parametros

Los planos de parametros son una representacién que permite determinar de una ma-
nera visual qué valores del pardmetro daran lugar a métodos estables o inestables.

Para construir planos de pardmetros es necesario tomar como punto inicial un punto
critico libre y aplicar el método iterativo para todos los valores del parametro definidos
en una malla sobre el plano complejo. Se representan de rojo los valores del parametro
para los que el método resultante converge a alguna de las raices, y se pintan de negro
aquellos que tienden a cualquier otra cosa.

Utilizando el codigo de Matlab desarrollado en [2], se han calculado varios planos de
parametros correspondientes a la familia (3.3) actuando sobre el polinomio p(z). Los
planos se han generado tomando un mallado de 2000 x 2000 puntos, una tolerancia de
1073 y realizando un total de 500 iteraciones.

Figura 4.4: Dos planos de parametros de O,(z, «v).

En la Figura 4.4 se pueden ver dos planos de parametros, obtenidos a partir de dos de
las raices de

(a—1)2" 4+ (4 —8a)z" —4(a+1)2° —4(a — 4)2* + 4(5a — 1)z + 16 — 32a = 0.

Observemos que todos los puntos criticos libres son independientes, es decir, 2z # 1/ z;
para i # j, 1,7 € {1,2,...,5}, luego en realidad tenemos 5 planos de parametros dife-
rentes. Los 3 planos restantes tienen un aspecto similar al de la Figura 4.4 (a).
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30 Capitulo 4. Analisis dindmico en el plano complejo

Los puntos del plano complejo que aparecen en negro en los planos de pardmetros de la
Figura 4.4 corresponden a valores del pardmetro a cuyo método iterativo asociado no
converge a 0 ni a oo tomando como estimacion inicial un critico libre. Es decir, métodos
iterativos pertenecientes a la familia para los cuales hay, al menos, tres cuencas de
convergencia. Hay, por tanto, al menos una regiéon de atracciéon que no corresponde a
ninguna de las soluciones de p(z). Esto puede ser debido a la existencia de una cuenca
de atraccién de un punto fijo extrano o bien porque aparezca alguna orbita perioédica
atractora. Es por ello por lo que nos interesan los valores de a que pertenecen a la
interseccion de las regiones rojas de todos los planos de pardmetros.

4.2.3. Planos dinamicos

En esta seccion se van a dibujar planos dinamicos que permitan confirmar y ampliar
la informacién obtenida en los planos de parametros. El plano dindmico representa el
destino de la 6rbita de distintos valores iniciales. Segiin la convergencia a una u otra
raiz, el punto inicial se pinta de un color u otro y cada punto del plano corresponde
por tanto a una estimacion inicial.

Se van a escoger valores del pardmetro « en diferentes regiones de los planos de para-
metros, algunas estables y otras inestables. Para ello vamos a utilizar los cédigos de
Matlab descritos en [2], fijando 50 iteraciones, una tolerancia de 107 y tomando un
mallado de 800 x 800 puntos.

Representaremos en color naranja la cuenca de atraccion de la raiz miltiple y en color
verde la de la raiz simple. Cuando aparezcan otros puntos fijos extranos atractores em-
plearemos el rojo y el azul. Por tultimo, si tras realizar el nimero de iteraciones fijadas
el método no ha convergido a ningtin punto fijo, representamos dicho valor con negro.
Es decir, las regiones negras pueden indicar no convergencia (por ejemplo, la existencia
de orbitas de periodo t > 1), o convergencia mas lenta, es decir, si aumentamos el
niimero de iteraciones a realizar el método converge.

Comenzamos mostrando los planos dinamicos de los valores de o que reducian el ope-
rador, a saber, 0 y 1.

I. Planos dindmicos asociados a Oy(2) para o =0 y o =1 con m = 2.

En la Figura 4.5, la region negra es de no convergencia y en ella encontramos orbitas
periodicas.

En la Figura 4.6, tenemos el plano complejo dividido en dos regiones y para cualquier
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valor inicial hay convergencia a alguna de las dos raices. Este comportamiento es se-
mejante al comportamiento del método de Newton visto en el Capitulo 2.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atraclores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Im{z}

0 1 2 3 4 - - -
Re{z} Re{z}
Figura 4.5: Plano dindmico para o = 0. Figura 4.6: Plano dindmico para o = 1.

También es interesante conocer el plano dindmico del método que proporcionaba un
orden superior a la familia, esto es, a« = 0,5.

II. Plano dindmico asociado a O,(z) para o = 0,5 con m = 2.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

4 2 0 2 4
Re{z}

Figura 4.7: Plano dinamico para o = 0,5.
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32 Capitulo 4. Analisis dindmico en el plano complejo

Observemos que en la Figura 4.7 volvemos a tener el plano dividido en dos regiones,
pero diferentes a las que aparecen en la Figura 4.6, y para cualquier valor inicial hay
convergencia a alguna raiz.

II1. Plano dindmico asociado a O,(2) para o = 0,51 con m = 2.

3

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Im{z}
o

Re{z} Re{z}

Figura 4.8: Plano dindmico tomando 50 iter. Figura 4.9: Plano dinamico tomando 150 iter.

En la Figura 4.8 observamos que el conjunto de Julia en este caso abarca una gran
area del plano complejo. Sin embargo, lo que ocurre es que esa region es una zona de
convergencia lenta. En la Figura 4.9 aumentando el ntimero de iteraciones a 150 vemos
que efectivamente el conjunto de Julia se reduce.

Por dltimo, mostramos el comportamiento de algiin método escogiendo « en la zona
negra de los planos de parametros, por ejemplo,

IV. Planos dindmicos asociados a Opy(z) para o =3 y o = —1, con m = 2.

En la Figura 4.10 tenemos 2 puntos fijos atractores: z = 0 que se corresponde con la
raiz miltiple y un punto fijo extrano, z ~ 12,3246, cuya cuenca de atraccién represen-
tamos en azul. En este caso la region negra corresponde a la cuenca de atracciéon de
una oOrbita de periodo 2.

En la Figura 4.11 aparecen dos puntos fijos extranos atractores, cuyas cuencas se re-
presentan en azul y rojo, ademéas de la raiz miltiple. En este caso la regién negra es
de convergencia lenta y desaparece si aumentamos el nimero de iteraciones.
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Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Im{z}

Re{z} Re{z}

Figura 4.10: Plano dinamico para o = 3.  Figura 4.11: Plano dindmico para o = —1.

Estos planos, como se esperaba, muestran la inestabilidad de los métodos correspon-
dientes a tales valores del parametro, ya que pertenecen a la region negra de los planos

de parametros.
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Capitulo 5

Resultados numéricos

Para mostrar la eficacia de la familia de métodos presentada, estudiamos 3 ejemplos
numéricos, que se corresponden con las siguientes ecuaciones no lineales:

1. fi(z) = cos2x +sin®z + 22 + 1 — 2z + 2 cosz(z — 1), cuya solucion es 7 = 0 con
multiplicidad 2.

2. El polinomio fy(z) = 2% — Tz* — 12z + 45 cuyas soluciones son T = —5/2 de
multiplicidad 1 y z = 3 de multiplicidad 2.

3. f3(z) = e* — 6e® + 9, cuya solucion es T = In(3) &~ 1,09861, de multiplicidad 2.
Para analizar los resultados, vamos a comparar diferentes aspectos:

= El ntimero de iteraciones realizadas hasta satisfacer el criterio de parada.

» El orden de convergencia computacional aproximado, descrito en [3] y dado por

In(|zp1 — 2l /|2 — 211

ACOC = :
In(|zg — zp-1|/|Tk—1 — Th—2])

» El valor de la diferencia entre las dos ultimas iteraciones, |z — |-

» El valor de la funcion en la tltima iteracion, |f(zgi1)]-

Los célculos se han llevado a cabo con el programa Matlab R2018a, empleando un
ordenador con 8GB de RAM y procesador Intel(R) Core(TM) i7 — 8550U. Para ello
hemos trabajado con aritmética de precision variable con 1000 digitos de mantisa,
utilizado una tolerancia de ¢ = 1072 y tomando como criterio de parada

[Tppr — x| <€y |flanp)| <e.

Escribiremos — en los casos en los que no haya convergencia y marcaremos el mejor
resultado, entendido como el menor nimero de iteraciones necesario para satisfacer la
tolerancia, en negrita.
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Realizaremos las comparaciones escogiendo diferentes valores de a que, segtin el estudio
dindmico, proporcionan métodos mas y menos estables, y tomando distintas estima-

ciones iniciales proximas a la raiz.

Para ilustrar los resultados obtenidos representaremos algunos planos dinamicos que se
han generado como se ha descrito en la seccion anterior. Recordamos que pintamos de
naranja la region de convergencia a la raiz multiple buscada y con verde, rojo, o azul

las regiones de convergencia a otros puntos fijos atractores.

5.1.

Comenzamos estudiando la ecuacion f(x) = cos 2x+sin® z+22+1—22+2cosz(z—1),

Ejemplo 1

cuya solucion es £ = 0 con multiplicidad 2.

Método: a | Valor inicial zo | Iteraciones | ACOC | ||xg+1 — 2kl | f(xrs1)]]
2 11 2 1,308e — 23 7,311e — 93
1 1 8 2 7,376e — 21 7,399¢ — 82
-1 ) 2 1,225e — 14 5,628e — 57
2 264 2 7,923e — 19 9,849e — 74
0 1 7 2 1,169e — 22 | 4,669e — 89
-1 6 2 6,799¢ — 17 | 5,341le — 66
2 ) 3,985 | 6,799¢ — 19 | 2,855e — 147
0,5 1 ) 3,995 1,92e — 24 1,154e — 191
-1 4 3,99 | 7,69¢ — 21 | 7,641e — 163
2 > 1000 - - —
P 1 10 P 1,961e — 18 | 3,324e — 71
-1 8 2 3,185e — 21 2,314e — 82
2 > 1000 - - -
-2 1 > 1000 - — -
-1 11 2 6,88e — 19 1,4e — 72
2 246 2 9.469¢ — 16 | 1,809¢ — 60
-1 1 > 1000 - — -
-1 8 2 4,5e — 20 9,227e — 78
2 > 1000 - - -
3 1 > 1000 - - -
-1 > 1000 - — -

Tabla 5.1: Resultados obtenidos con diferentes valores de o para fi(x).
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Algunos comentarios sobre la Tabla 5.1:

1. Observamos que, para los mismos valores iniciales, el método que mejor se com-
porta se obtiene con o = 0,5, pues el nimero de iteraciones que realiza para
alcanzar la toleracia es menor. Ademas, el valor de la funciéon en la ultima itera-
cion estd mucho méas proximo a 0 que en los otros casos.

2. También observamos que para a = 0,5 obtenemos un ACOC = 4. Si recordamos
la ecuacién del error en este caso,

m — 1)c? — 2me
= V6 = 2mes iy 4 o),

€k+1 —

y para esta ecuacion en concreto,

Cola—te g s oy = T o) = o).

Ck+1 =
Es decir, para a = 0,5 tenemos orden 4, como reflejan los resultados obtenidos.

3. Por ultimo, para o = —2, —1 6 3, encontramos que hay estimaciones iniciales para
los que los métodos resultantes no convergen. Este comportamiento se debe a que
esos valores de « pertenecen a las regiones negras de los planos de parametros, y
por tanto los métodos resultantes son maés inestables.

Algunos planos dinamicos del operador racional asociado a esta ecuacion son:

Puntos fijos Puntos fijos
Puntos criticos Puntos criticos
Puntos atractores Puntos atractores

Re{z} Re{z}

Figura 5.1: Plano dinamico para o = 0,5. Figura 5.2: Plano dinamico para o = 0.

Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran los planos dindmicos para o = 0,5 y a = 0 respectiva-
mente. Estos planos dinamicos ilustran los resultados obtenidos en la tabla, y guardan
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coherencia con el estudio anterior. Por ejemplo, la regiéon de convergencia de la raiz
miltiple en el caso a = 0,5 es mucho méas pequena que la de a = 0. Esto concuerda
con el hecho de que el método que se obtiene con o« = 0,5 es de orden 3, frente al que
se obtiene tomando o = 0, que es de orden 2.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Re{z}

Figura 5.3: Plano dindmico para o = 3

Para el caso a = 3, Figura 5.3, la zona de convergencia es mucho menor, lo cual tiene
sentido pues ese valor de a pertenece a la region negra de los planos de pardmetros.

5.2. Ejemplo 2

Ahora consideramos el polinomio
fo(x) = 20 — 7o* — 122 + 45,
cuyas soluciones son & = —5/2 de multiplicidad 1 y Z = 3 de multiplicidad 2.

En este caso podemos estudiar la convergencia tanto a la raiz multiple como a la raiz
simple, tomando valores iniciales proximos a cada una de ellas, para mostrar la eficacia
de la familia de métodos en la bisqueda de raices tanto simples como multiples.
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iniciales cercanos a la raiz multiple.

Método: o | Valor inicial zq | Iteraciones | ACOC | ||xg+1 — x|l | || f(zrs1)]]
) 6 2 1,181e — 22 | 3,069¢ — 43
1 -3 ) 2 9,748e — 13 | 2,09e — 23
4 7 P 7.741e — 24 | 1,318 — 45
-2 > 1000 - — -
0 -3 > 1000 - — -
—4 > 1000 - — -
) 46 1 2.578¢ — 14 | 5,199¢ — 13
0,5 -3 45 1 3,929 — 14 | 7,923e — 13
—4 47 1 2,789e — 14 | 5,625e — 13

5.2. Ejemplo 2 39
Método: o | Valor inicial zg | Iteraciones | ACOC | |zpy1 — xk]] || f(zg1)]]
0 7 2 6,967 — 14 2,142¢ — 54
1 2 ) 2 5,936e — 15 1,129e — 58
5 5 p 1,098 —13 | 1,319 — 53
0 7 2 2.114e — 18 | 1,815¢ — 72
0 2 ) 2 2,673e — 15 4,64e — 60
5 ) 2 3,75e — 13 1,797e — 51
0 ) 3 2,808e — 31 9,2e — 188
0,5 2 4 3 | 4,437¢ — 32 | 1,434e — 192
5 4 3 5,699 — 25 6,432e — 150
0 10 2 4,146e — 15 2,418e — 58
1 P 6 P 9.833¢ — 16 | 527le — 63
5 6 2 8,718 — 13 4,727e — 49
0 10 2 1,281e — 23 2,201e — 92
2 2 6 2 3,065e — 15 7,222e — 59
5 7 2 2,19e — 23 1,884e — 91
0 30 2 2,552e — 19 9,638e — 75
—9 P 7 P 5.254e — 19 | 1,732¢ — 73
5 7 2 8,97le — 13 1,472e — 48
0 14 2 9,299¢ — 15 1,793e — 57
3 2 7 2 1,542e — 15 1,286e — 59
5 8 2 4,133e — 14 6,633e — 54

Tabla 5.2: Resultados obtenidos con diferentes valores de « para fo(z), tomando valores

Tabla 5.3: Resultados obtenidos con diferentes valores de a para f(z), tomando valores
iniciales cercanos a la raiz simple con m = 2.
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Si observamos la Tabla 5.2, observamos que de nuevo obtenemos el mejor comporta-
miento para = 0,5, ya que necesitamos un menor nimero de iteraciones y el valor
de la funcién en la dltima iteracion es el mas proximo a cero de los que hemos obtenido.

Por otro lado, si observamos la Tabla 5.3, vemos que la convergencia a la raiz simple
con los mismos métodos que los considerados en la Tabla 5.2, es decir, con m = 2, es
peor o incluso inexistente. Esto se debe a que el valor de m no coincide con la multipli-
cidad de la raiz. En la Tabla 5.4 mostramos estos mismos casos pero tomando m = 1
y vemos como los resultados mejoran.

De nuevo, mostramos algunos planos dindmicos del operador racional asociado a esta
ecuacion para ilustrar el comportamiento de las Tablas 5.2 y 5.3.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Im{z}
Im{z}

10 5 0 5 10 5 0 5
Re{z} Re{z}

Figura 5.4: Plano dindmico para o = 0. Figura 5.5: Plano dindmico para o = 1.

En el plano correspondiente a o = 0, Figura 5.4, se ve como existe inicamente conver-
gencia a la raiz simple, lo que contrasta los resultados obtenidos en la Tabla 5.3.

Por otro lado, en las Figuras 5.5 y 5.6, se muestran los planos correspondientes a a« = 1
y a = 0,5. De nuevo, estos planos contrastan los resultados obtenidos, pues hay con-
vergencia a ambas raices y en el caso de a = 0,5 la convergencia a la raiz simple es
més lenta.

Por ultimo, en el plano dinamico de o« = 3, Figura 5.7, se ve que las regiones de con-
vergencia son muy pequenas y hay gran area negra, que corresponde a la convergencia
hacia una oOrbita de periodo 2. Como ya hemos comentado, el método resultante en
este caso es inestable porque ese valor de o pertenece a la zona negra de los planos de
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parametros.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Re{z} Re{z}

Figura 5.6: Plano dindmico para a = 0,5. Figura 5.7: Plano dindmico para o = 3.

Pese a que en un principio no vemos un buen comportamiento a la hora de estudiar la
convergencia a la raiz simple, debemos recordar que estamos utilizando una familia de
métodos para buscar raices multiples, en este caso, de multiplicidad m = 2.

Sin embargo, ya que nuestra familia de métodos también nos permite tomar m = 1,
es decir, buscar raices simples, podemos comprobar que efectivamente, en ese caso,
obtenemos mejores resultados de convergencia a esta raiz, como muestra la Tabla 5.4.

Valor inicial 2y | Método: a | Iteraciones | ACOC | ||zgr1 — @il | || f(z41)]|
—9 6 2 | 1,181 — 22 | 3,069¢ — 43

1 -3 5 2 9,748e — 13 | 2,09¢ — 23

—4 7 2 7,741e — 24 | 1,318e — 45

9 6 2 | 5,326e — 22 | 6,24 — 42

0 -3 5 2 4,88¢ — 13 | 5,239¢ — 24

4 6 9 | 1,104e — 13 | 2,683¢ — 25

—9 4 2,999 | 2.894c — 25 | 4,848¢ — 74

0,5 -3 4 3 5,07e — 31 | 2,607e — 91

4 4 3,001 | 1,942¢ — 26 | 1,466¢ — 77

Tabla 5.4: Resultados obtenidos con diferentes valores de « para f(z), tomando valores
iniciales cercanos a la raiz simple, con m = 1.
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5.3.

Ejemplo 3

Por ultimo, tomamos la ecuacién

fa(x) = e** — 6e” 49,

cuya solucion es T = In(3) ~ 1,09861, de multiplicidad 2.

Método: e | Valor inicial z¢ | Iteraciones | ACOC | |zpy1 — xk]] || f(zx1)]]
-1 8 2 1,575e — 20 1,385e¢ — 79
1 0 7 2 8,737e — 23 1,311e — 88
2 7 2 1,791e — 19 2,314e — 75
3 11 2 3,273e — 24 2,581e — 94
1 12 2 3.994c —20 | 5726e — 78
0 0 7 2 8,236e — 14 1,035e — 52
2 6 2 8,236e — 14 1,035e — 52
3 8 2 9,314e — 24 1,693e — 92
-1 7 3 1,59e — 18 4,045e — 108
0.5 0 ) 3 7,938e — 28 6,254e — 164
’ 2 5 3 5,022e — 35 | 4,009e — 207
3 6 3 1,351e — 19 1,533e — 114
9 _ _ _ _ _
9 _ _ _ _
3 — — — — —

Tabla 5.5: Resultados obtenidos con diferentes valores de « para f5(z).

En la Tabla 5.5 vemos que en los casos a = 2, a = —2, a = 3, para los distintos valores
iniciales que hemos probado, los métodos resultantes no convergen. Este hecho contras-
ta los resultados de los planos de parametros, ya que estos valores de a corresponden
a la zona negra.

Algunos planos dinamicos que se corresponden a los valores de « de la tabla son los
siguientes:
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Puntos fijos
Puntos criicos
Puntos afractores

Puntos fij
Puntos criticos
Puntos afractores

2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6
Re{z} Re{z}
Figura 5.8: Plano dindmico para o = 0. Figura 5.9: Plano dindmico para a = 0,5.

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Puntos fijos
Puntos criticos
Puntos atractores

Imiz}
Imiz}

3 2 1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
Re(z} Re(z}
Figura 5.10: Plano dindmico para a = 2. Figura 5.11: Plano dindmico para a = 3.

Las Figuras 5.8 y 5.9 muestran los planos dindmicos de a« = 0 y o« = 0,5 respectivamen-
te. Se ve como el drea de convergencia en el caso de & = 0 es mucho mayor que para
a = 0,5. En el primer caso, parece que nos podemos alejar tanto como queramos en el
eje X que, aumentando el nimero de iteraciones a medida que nos alejemos, converge-
rifamos a la raiz. Sin embargo, en el segundo caso la region de estabilidad est4 acotada
y necesitamos estimaciones iniciales proximas a la raiz para que el método converja.

Por contra, las Figuras 5.10 y 5.11 muestran los planos dindmicos de @ = 2 y a = 3,
dos valores de o en la zona negra de los planos de pardmetros. En efecto, se ve como la
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region de convergencia en estos casos son circunferencias de radio < 1, lo que muestra
que debemos estar muy cerca de la raiz para que el método converja.
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Capitulo 6

Conclusiones y lineas futuras

En este trabajo hemos presentado una nueva familia uniparamétrica de métodos de
orden 2 destinada a la btisqueda de raices multiples de ecuaciones no lineales,

flaw) Sl ()
frlee)  f(xn)? = flow) £ (2n)

Ademas, ya que en su expresion no tenemos problemas si tomamos m = 1, podemos

Tpy1 = xp —m(l — a)

emplearla también para aproximar raices simples.

Cabe destacar que para a = 0,5 el método resultante tiene orden 3, lo que mejora
el orden de convergencia de los métodos de Newton acelerado (3.1) y modificado de
partida (3.2).

Para analizar su comportamiento, hemos realizado el estudio detallado del operador
racional asociado a la familia de polinomios con raices dobles de la forma

p(x) = (z —a)*(z - b).

Como vimos en el Teorema 4.1, esto nos basta para afirmar resultados sobre cualquier
)
polinomio de grado 3 con una raiz simple y una raiz multiple.

A partir de los resultados obtenidos en este caso, hemos estudiado 3 ecuaciones no
lineales diferentes con una raiz de multiplicidad 2. Los datos y planos dinamicos obte-
nidos en los ejemplos contrastan los resultados tedricos del andlisis previo: més rapidez
de convergencia en el caso o = 0,5, lo contrario para los casos donde « pertenece a
la region negra de los planos de parametros, valores del ACOC proximos al orden de
convergencia, etcétera.

En lo que respecta a las lineas futuras de investigacion, hemos comenzado a estudiar
otros casos concretos variando la multiplicidad de las raices, como ¢(z) = (z—a)3(x—b)
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or(z) = (r—a)*(x—0b)? lo que nos ha llevado a preguntarnos, /qué ocurre si tomamos
s(x) = (x —a)"(z —b)"

con n < m? Este estudio nos proporcionaria resultados més generales que los obtenidos
hasta ahora.

Ademas, retomamos la idea de que la familia (3.3) es el caso particular de una funcion
peso de un esquema de métodos iterativos de la forma

f(xx) -
Flay "

T = o — H(t, @) 1,2,...,

en nuestro caso,

~ fae) [ ()
T YT T e

con variable ¢ el grado de convexidad logaritmica.

H(t,a)=m(l —a) + «

Es interesante preguntarnos qué condiciones debe cumplir la funciéon H para obtener
nuevos métodos con buenas propiedades de convergencia, o para encontrar métodos
existentes que cumplan esta estructura.

Por ultimo, decir que este trabajo serd presentado en el Congreso Internacional de
Matemética Industrial y Aplicada ICTAM, que tendra lugar en Valencia los dias 15-19
de julio de 2019.
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