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Resumen

Cuando estudiamos un sistema dinamico f definido en un espacio topologico
X, aparecen los conceptos de transitividad topologica y caos. En este caso estudia-
mos los efectos del caos individual, dado que nos enfocamos en el comportamiento
de las orbitas a largo plazo de f para un punto dado en su dominio. En muchas
ocasiones comportamientos individuales en la naturaleza generan cambios en los
comportamientos colectivos, y viceversa. Peris en [30] se pregunta: ;Como afecta el
caos individual de un miembro, en un cierto ecosistema, al comportamiento ca6tico
de la dindmica del ecosistema en su conjunto? ;Y viceversa?

El estudio del caos colectivo lo podemos interpretar como el estudio de la dinamica
de una funcién que tiene por dominio una familia de conjuntos con ciertas caracte-
risticas, en nuestro caso estudiaremos el caos de funciones evaluadas en conjuntos
compactos no vacios de cierto espacio topolégico. Cuando el espacio topologico en
cuestion es R”, entonces la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios en
R™ es conocida como el lugar donde viven los fractales, ver [7], dado que los fractales
son usualmente conjuntos compactos.

Motivados en lo anterior, el objetivo principal del presente trabajo final de més-
ter es estudiar las distintas nociones de caos y ver la relaciéon que hay entre una
funciéon continua f: X — X y su respectiva hiperextension f: K(X) — K(X)
con respecto a las distintas nociones de caos.

En el Capitulo 1, introduciremos los conceptos de transitividad topologica, caos
de Devaney, funciones mezclantes y débilmente mezclantes, veremos también cémo
se perciben estas nociones en el contexto de operadores lineales continuos definidos
en un espacio de Fréchet, lo cual nos lleva a definir la nocién de operadores hiper-
ciclicos. Por ultimo definiremos el hiperespacio de conjuntos compactos no vacios
de un espacio topoldgico X, el cual serd denotado por K(X). Veremos que cuando
(X, d) es un espacio métrico entonces podemos dotar al espacio (X)) con la métrica
de Hausdorff, la cual mide la distancia entre conjuntos, y probaremos que cuando
X es un espacio métrico completo entonces su respectivo hiperespacio K(X) es un
espacio métrico completo con la métrica de Hausdorff.

En los Capitulos 2 y 3 introduciremos las distintas nociones de caos: el caos de

Devaney, el caos total de Devaney, el caos exacto de Devaney, el caos en el sentido

de Li-Yorke, el w-caos y el caos distribucional. Y veremos la relacion que hay entre

una funcion f y su hiperextension f en cuanto las disntintas nociones de caos. Nos

preguntamos si el caos individual implica el caos colectivo en cada una de estas
\%
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distintas nociones, y viceversa.

Un concepto mas fuerte que el caos en el sentidio de Devaney es la propiedad de
especificacion periddica fuerte, que veremos en el Capitulo 4. Estudiaremos esta pro-
piedad para una funcién f y su respectiva hiperextension f tratando de relacionarlas,
en base al esquema general planteado.



Resume

When we study a dynamic system f defined in a topological space X, the con-
cepts of topological transitivity and chaos appear. In this case we study the effects
of individual chaos, since we focus on the behavior of the long-term orbits of f for
a given point in its domain. In many cases individual behaviors in nature generate
changes in collective behaviors, and vice versa. Peris in [30] asks: How does the in-
dividual chaos of a member, in a certain ecosystem, affect the chaotic behavior of
the ecosystem dynamics as a whole? And vice versa?

The study of collective chaos can be interpreted as the study of the dynamics of
a function that has a family of sets with certain characteristics, in our case we will
study the chaos of evaluated functions in compact sets that are not empty of a
certain topological space. When the topological space in question is R", then the
family of all compact subsets not empty in is known as the place where fractals live,
see [7], since fractals are usually compact sets.

Motivated in the above, the main objective of this final master’s degree is to study
the different notions of chaos and see the relationship between a continuous function
f: X — X and its respective hyperextension f: K(X) — K(X), with respect to
the different notions of chaos.

In Chapter 1, we will introduce the concepts of topological transitivity, Devaney
chaos, mixing and weakly mixing, we will also see how these notions are perceived
in the context of continuous linear operators defined in a Fréchet spaces, which leads
us to define the notion of hypercyclic operators. Finally we will define the hypers-
pace of non-empty compact sets of a topological space X, which will be denoted by
K(X). We will see that when (X, d) is a metric space then we can endow the space
K(X) with the Hausdorff metric, which measures the distance between sets, and we
will prove that when X is a complete metric space then its respective hyperspace
K(X) is a complete metric space with the Hausdorff metric.

In Chapters 2 and 3 we will introduce the different notions of chaos: Devaney
chaos, totally Devaney chaos, exact Devaney chaos, Li-Yorke chaos, w-chaos and
the distributional chaos. And we will see the relation between a function f and
its hyperextension f as regards the different notions of chaos. We wonder if indi-
vidual chaos implies collective chaos in each of these different notions, and vice versa.

A stronger concept than the chaos in the sense of Devaney is the strong periodic
specification property, which we will see in Chapter 4. We will study this property
VII
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for a function f and its respective hyperextension f trying to relate them, based on
the general scheme proposed.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Dinamica topolégica

Definicién 1.1. Un sistema dindmico es un par (f, X) que consiste de un espacio
métrico X y una funcion continua f: X — X.

En muchas ocasiones diremos simplemente que f 6 f: X — X, 6 bien (f, X),
es un sistema dinamico. El principal objetivo de los sistemas dinamicos es estudiar
el comportamiento a largo plazo de las iteraciones de la funciéon f en cada uno de los
puntos de su dominio. Comenzamos con un cierto punto xy € X, para éste defnimos
sus iteraciones f": X — X, n > 0,

f"(wo) = fo---0 f(xo).

n—iteraciones
Por convencién f° denota la funcién identidad en X.

Definicién 1.2. Sea f: X — X un sistema dinamico. Para x € X la orbita de x
bajo f es el conjunto

Orb(z, ) = {x, f(z), f2(z),..} = {f"(x): n € No}.

El objetivo principal de la dinamica es estudiar el comportamiento de las 6rbitas
de un sistema dinamico f: X — X. Observe que la 6rbita de un punto zo € X
bajo una funcién f define una sucesion (f"(xy)),,, esto nos dice que el estudio de
la orbita del punto xg bajo la funciéon continua f es equivalente al estudio de la
sucesion (f™(xo)),,-

Dado un espacio métrico X, definimos el w—Iimite de x € X como el conjunto
w(z, f) de todos los puntos limites de la érbita de = considerada como una sucesion.

Ejemplo 1.3. Sea f: C — C, z — 2% Las iteradas de f vienen dadas por la
formula explicita

f(z) =2*".

Tenemos que si |z| < 1 entonces Orb(z, f) tiende a 0. Si |z| > 1 entonces Orb(z, f)

tiende a oo.
1



2 Preliminares

La siguiente definicion nos permite relacionar dos sistemas dinamicos (g,Y) y
(f, X) mediante una funcién continua ¢: Y — X.

Definicién 1.4. Sean g: Y — Y y f: X — X sistemas dindmicos

(a) f es llamada semiconjugada de g si existe una funcion continua ¢: Y — X
con rango denso tal que f oy = po g, esto es que el diagrama

y 4.y

conmuta.

(b) Si ¢ es un homeomorfismo entonces g y f se dicen conjugados.

La conjugacion es una clase de equivalencia entre sistemas dindmicos, y sistemas
dindmicos conjugados tienen el mismo compartamiento en su dindmica.

Definicién 1.5. Decimos que una propiedad P de un sistema dindmico es preser-
vada bajo (semi)conjugacion si cuando un sistema dinamico g: Y — Y cumple la
propiedad P entonces el sistema dinamico f: X — X que es (semi)conjugado de
g también cumple la propiedad P.

Una forma de definir un sistema dindmico a partir de otro sistema dindmico f
dado es restringirlo a un subconjunto f-invariante.

Definicién 1.6. Sea f: X — X un sistema dindmico. Un subconjunto Y C X se
dice f-invariante o invariante bajo f si f(Y) C Y.

SiY C X es f-invariante entonces f|y: Y — Y es un sistema dinamico.

Ejemplo 1.7. La funcion f: T — T, 2+ 22 con T = {2z € C: |2] = 1} es un
sistema dinamico, pues f(T) C T. Esta funcion duplica el argumento del nimero
complejo z.

Uno de los conceptos fundamentales de la teoria se define a continuacion.

Definicién 1.8. Un sistema dindmico f: X — X se dice topoldgicamente transiti-
vo si para cualquier par U,V de subconjuntos abiertos no vacios de X, existe n > 0
tal que

rU)ynv #40.

La transitividad topologica se puede interpretar como que f conecta todas las
parte nos triviales de X. Veremos que la transitividad topologica puede deducirse
de la existencia de un punto x € X cuya o6rbita bajo f es densa.

Proposicion 1.9. La transitividad topoélogica es preservada bajo semiconjugacion.

Demostracion. Sea f: X — X la semiconjugada de g: Y — Y via p: Y — X.
Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Como ¢ es continua y tiene
rango denso entonces ¢ 1 (U) y o' (V) son abiertos no vacios de Y. Entonces existe
y € ¢ (U) y n >0 tal que g"(y) € ¢~ (V). Entonces o(y) € Uy f"(o(y)) =
plg"(y) e V. O
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Proposicién 1.10. Sea f una funcion continua en un espacio métrico X sin puntos
aislados. Si f tiene una orbita densa entonces f es topologicamente transitiva.

La prueba sigue la idea de la Proposicion 1.15 en [21].

Demostracion. Suponemos que x € X tiene Orbita densa bajo f. Sean U y V son
subconjuntos abiertos no vacios de X. Entonces existe n > 0 tal que f™(z) € U.
Note que

Orb(z, )\ {z, f(2), ..., f*"'(2)} C Orb(f"(w), f).

Como el espacio métrico no tiene puntos aislados entonces se sigue que Orb(f"(x), f)
es un subconjunto denso. Luego existe m > n tal que f™(z) € V. Esto implica que
fm™™(U) NV (. Lo que muestra que f es topologicamente transitiva. O

El reciproco de este resultado no es tan obvio, pero si es verdadero si X es com-
pleto y separable, y es debido a G. D. Birkhoff (1920), que se puede consultar en [14].
De esta manera presentamos a continuacion uno de los resultados mas importantes
en la teoria de la dinamica topologica, que viene precedido por el siguiente lema.

Lema 1.11. Sea f: X — X un sistema dindmico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(a) f es topologicamente transitiva.

(b) Para cualquier conjunto abierto no vacio U de X el conjunto |J f~"(U) es
n=0
denso en X.

Demostracion. Un subconjunto D no vacio de un espacio topolégico X es denso en
X si para todo subconjunto abierto U no vacio de X se cumple DN U # (). La
equivalencia entre (a) y (b) se sigue del hecho de observar que como f es topologi-
camente transitiva entonces para todo par de subconjuntos abiertos no vacios U, V'

de X existe n >0 tal que f*(U)NV # D siysolosi UN f~(V) # 0. ]

Un resultado mas detallado de este lema se puede encontrar en la Proposicion
1.10 de [21].

Teorema 1.12 (Teorema de transitividad de Birkhoff). Sea f una funciéon
continua en un espacio métrico separable y completo X sin puntos aislados. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es topologicamente transitiva.
(b) Existe x € X cuya orbita bajo f es densa en X.

Si alguna de estas condiciones es vilida entonces el conjunto de puntos en X cuya
orbita bajo f es densa es un conjunto Gy denso.

Demostracion. (a) < (b) Es inmediato por la Proposicion [I.10]

(a) = (b) Sea f topologicamente transitiva, y denotamos por D(f) el conjunto

de puntos en X que tienen Orbita densa bajo f. Como X es separable, entonces tie-

ne un conjunto denso numerable {y;: j > 1}, luego las bolas de radio % alrededor
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de y; con m,j > 1 forman una base numerable (Uy),>1 de la topologia de X. Por
tanto, x € D(f) siy, so6lo si, para cada k > 1, existe n > 0 tal que f"(x) € Ux. En
otras palabras

D(f) = f ).

Por la continuidad de f, y por el hecho de que f es topologicamente transitiva,
o0

entonces en virtud del Lema [1.11]se sigue que cada conjunto |J f~" (Ug), k > 1, es
n=0
abierto y denso. El teorema de categoria de Baire implica que D(f) es un conjunto

G denso y, por tanto, es no vacio. n

Proposiciéon 1.13. La propiedad de tener é6rbita densa es preservada bajo semi-
conjugacion.

Demostracion. Sea f: X — X la semiconjugada de g: Y — Y via ¢: Y — X.
Sea y € Y con orbita densa bajo g. Si U es un subconjunto abierto no vacio de
X etonces ¢! (U) es abierto y no vacio, asi que existe ¢"(y) € p'(U) para algin
n > 0. Pero entonces " (¢(y)) = ¢ (¢"(y)) € U. O

Definicién 1.14. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que un
sistema dinamico f: X — X tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales
si existe & > 0 tal que para cada z € X y ¢ > 0, existe y € X con d(z,y) < ¢ tal
que para algin n > 0,

d(f"(x), f"(y)) > o.

El namero 0 es llamado constante de sensibilidad para f.

Este hecho es conocido popularmente como el efecto mariposa. El cual dice que
muy pequenas diferencias inicialmente pueden tener consecuencias incontrolables.
También se refiere a la estabilidad del sitema dinamico.

Definicién 1.15. Sea f: X — X un sistema dinamico.
(a) Un punto z € X se dice punto fijo de f si f(x) = x.

(b) Un punto z € X se dice punto periddico de f siexiste n > 1 tal que f"(z) = x.
Se dice que n es el periodo de z si f*(x) # = para k < n. El conjunto de puntos
periodicos se denota por Per(f).

Observe que un punto es periddico si y sblo si es punto fijo de alguna iteracion
f* n>1.

Proposicion 1.16. La propiedad de tener un conjunto denso de puntos periédicos
es preservada bajo semiconjugacion.

Demostracion. Sea f: X — X semiconjugada de g: Y — Y via p: Y — X,y
sea U C X un conjunto abierto no vacio. Entonces ¢ ~!(U) contiene un punto y con

9"(y) = y para algin n > 1. Por tanto, p(y) € Uy f"(¢(y)) = (9" (y)) = ¢(y). O
Definicion 1.17 (Caos de Devaney version inicial). Sea (X, d) un espacio

métrico sin puntos aislados. El sistema dinamico f: X — X se dice cadtico (en el
sentido de Devaney) si satsiface las siguientes condiciones
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(a) f tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales,
(b) [ es topologicamente transitiva,
(c) f tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

La dependencia sensible de las condiciones inicales no es preservada bajo conju-
gacion. Esto pues depende de la métrica propuesta en el espacio como veremos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.18. Sea f: |1, 00[—]1, oo[ dado por f(z) = 2z. Como |f"(z)— f"(y)| =
2"z — y| — oo cuando x # y entonces f tiene dependencia sensible de las condicio-
nes iniciales con respecto a la métrica usual en |1, ocol.

Si definimos en |1, 00[ la métrica d(z,y) = |logx — logy|, la cual es equivalente,
tenemos

d(f"(x), f*(y)) = |log f"(x) — log f"(y)| = |[log 2"z — log 2"y|
= |logx —logy| = d(x,y), Vz,ye X.

Entonces f no tiene dependencia sensible en condiciones iniciales con respecto a d.
En ambas versiones, f es conjugado por la identidad.

Sin embargo la dependencia sensible de las condiciones iniciales se puede obte-
ner como consecuencia de las otras dos condiciones como veremos en el siguiente
teorema, el cual puede consultarse en [4].

Teorema 1.19 (Banks-Brooks-Cains-Davis-Stacey). Sea X un espacio métrico
sin puntos aislados. Si un sistema dindmico f: X — X es topologicamente tran-
sitivo y tiene un conjunto denso de puntos peridédicos entonces f tiene dependencia
sensible de las condiciones iniciales con respecto a cualquier métrica que defina la
topologia de X.

Demostracion. Fijamos una métrica d en la topologia de X. Vamos a probar primero
que existe una constante n > 0 tal que para cualquier punto x € X existe un punto
periodico p tal que

d(z, f*(p)) > n para todo n € Ny.

En efecto como X no tiene puntos aislados podemos encontrar puntos perioédicos p;
y po cuya Orbitas son disjuntas. Por tanto,

n: = inf d(f"(pr), ["(p2))/2 > 0.

m,neENg
Entonces, por desigualdad triangular se sigue que para cualquier x € X, y para

j=106j=2, qued(z, f*(p;)) >n para todo n € Ny.

Afirmamos que f tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales con constan-
te de sensibilidad § = /4 > 0. Sea z € X y € > 0, por lo expuesto anteriormente,
existe un punto periodico ¢ tal que

d(z,q) <min(e,9). (1.1)
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Sea N el periodo de ¢, anteriormente vimos que existe un punto periodico p tal que
d(z, f*(p)) > n =406 paran € Ny. (1.2)

Como f es continua existe un vecindario V' de p tal que
d(f"(p), f"(y)) <dparayeVyn=0,1,..., N. (1.3)

Finalmente por la transitividad topolégica de f podemos encontrar un punto z y
k € Ny tal que d(z,2) < ey f¥(z) € V. Sea j € Ny tal que k < jN < k+ N. La
desigualdad triangular junto con (1.2, (1.3) v (1.1) nos da que
d(f™(q), N (2)) = d (N (a), Y7 4(2) = d (g, 7V (2))
>d (z, Y7 p) —d (Y (), Y R) —d(@,q)
>46 — 0 — 9§ = 20.

Asi, esto implica que d (fNz, f/Nq) > 6 6 d (fNz, fiNz) > . Como ambos, z y ¢,
distan menos que ¢ de x se sigue el resultado. O]

El resultado anterior nos permite definir el caos sin la necesidad de exigir al siste-
ma dindmico la condicion de tener dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Definicion 1.20 (Caos de Devaney). Un sistema dindmico f: X — X se dice
cadtico, en el sentido de Devaney, si satisface las siguientes condiciones

(a) f es topologicamente transitiva;

(b) f tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Como las propiedades de ser topolégicamente transitiva y de tener un conjunto
denso de puntos periddicos son preservadas bajo conjugacion, se sigue inmediata-
mente la siguiente proposicion.

Proposicion 1.21. El caos de Devaney es preservado bajo semiconjugacion.

Una propiedad més fuerte que la transitividad topolégica es la de ser mezclante,
que definimos a continuacion.

Definicién 1.22. Un sistema dindmico f: X — X se dice mezclante, si para
cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U,V de X, existe N > 0 tal que

fMUYNV #£0, ¥n > N.

Observe que si una funcion f es mezclante entonces es topologicamente transitiva;
y como en el caso de la transitividad topologica tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.23. La propieda de ser mezclante se preserva bajo semiconjugacion.

Si tenemos dos espacios métricos X y Y sabemos que su producto cartesiano
viene dado por X x Y = {(z,y): x € X,y € Y}, el cual es también un espacio
métrico, con la métrica dada por

d ((‘rlv yl) ) ($27 yz)) =dx ($1,ZE2) +dy (y1, yQ) )

donde dx y dy son las métricas definidas en X y Y respectivamente. Una base para
la topologia, inducida por la métrica, para el producto cartesiano es formada por
los productos U x V' de subconjuntos abiertos U C X y V C Y.
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Definicién 1.24. Sean f: X — X y ¢g: Y — Y sistemas dindmicos. La funcion
f X g esta definido por

[fxg: X XY — X xY, (f xg)(z,y) = (f(x),9(y)).

La funcién f x g es continua, y sus iteradas vienen dadas por
n __ fn n
(f xg)"=f"xg"
Los productos de mas de dos espacios o funciones se definen de manera similar.

Teorema 1.25. Sean f: X — X y g: Y — Y sistemas dinamicos. Entonces se
satisfacen las siguientes afirmaciones.

(a) Si f x g tiene una 6rbita densa entonces f y g tienen una érbita densa.

(b) Si f x g es topologicamente transitiva entonces f y g son topologicamente
transitivas.

(¢) Si f x g es cadtica entonces f y g son caoticas.

(d) Si fy g son topologicamente transitivas y al menos uno de ellos es mezclante
entonces f X g es topologicamente transitiva.

(e) f x g es mezclante si y solo si f y g son mezclantes.

Se omitira la prueba, para ver detalles de la, demostracion se puede consultar la
Proposicion 1.42 en [21].

Definicién 1.26. Un sistema dinamico f: X — X se dice débilmente mezclante
si f x f es topologicamente transitivo.

Dado que los productos U x V de conjuntos abiertos U,V C X forman una base
de la topologia de X x X, f es débilmente mezclante si y, sélo si, para cualquier
4—tupla Uy, Uy, Vi, V5 de subconjuntos de X abiertos no vacios, existe n > 0 tal que

frU)NVE#D y f*(Uz) NVy # 0.
Observaciéon 1. Para cualquier sistema dinamico se puede observar que
mezclante = débilmente mezclante = topoldgicamente transitivo.

Proposiciéon 1.27. (a) La propiedad de ser débilmente mezclante es preservada
bajo semiconjugacion.

(b) Sean f: X — X y g: Y — Y sistemas dinamicos, si f X g es débilmente
mezclante entonces f y g son débilmente mezclantes.

Demostracion. (a) Si ¢:' Y — X define la semiconjugada de g: Y — Y a
f: X — X entonces ¢ X ¢ define una semiconjugada de g x g a f x f, el
resultado se sigue de la Proposicion [I.9]

(b) Es consecuencia inmediata del Teorema [L.25]
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Introducimos el siguiente concepto que nos ayudaré en los argumentos de ciertas
demostraciones que involucran el concepto de funciones débilmente mezclantes.

Definicién 1.28. Sea f: X — X un sistema dindmico. Entonces, para cualquier
par de conjuntos A, B C X, el conjunto retorno de A a B se define como

Nf(A,B) :N<A,B) :{TZGN()I f”(A)ﬂB;é@}

Usualmente se omite el subindice f cuando no hay ambigiiedad. Con respecto a esta
definicion, f es topologicamente transitivo (o mezclante) si y solo si para cualquier
par de conjuntos abiertos no vacios U,V de X se tiene que el conjunto de retorno

N(U,V) # 0 (o cofinito, respectivamente).

Y f es débilmente mezclante si y, solo si, para cualquier 4—tupla Uy, Uy, V1, Vs de
subconjuntos de X abiertos no vacios se tiene

N(U, Vi) N N (Us, Vo) # 0.

Lema 1.29 (Truco de los 4 conjuntos). Sea f: X — X un sistema dinamico, y
sean Uy, Vi, Uy, V5 subconjuntos abiertos y no vacios de X. Entonces

(a) si existe una funciéon continua g: X — X que conmuta con f tal que

gU)NU; #0y g(Vi)NVy # 0,
entonces existen conjuntos abiertos no vacios U; C Uy, V{ C V; tal que
N(UL, Vi) € N(Uz, V2) y N(V{,Up) C N(Va, Us).
Si, ademas, f es topologicamente transitiva entonces N (Uy, V1)NN (Us, Va) # 0.
(b) Si f es topologicamente transitiva entonces

N(Uy, Upy) N N(Vi, Vo) # 0 = N(Uy, Vi) N N(Us, V) # 0.

El siguiente toerema es debido a Furstenberg, ver en [19], donde ademas se puede
encontrar el Lema implicitamente del cual hemos omitido la demostracion.

Teorema 1.30. Sea f: X — X un sistema dindmico débilmente mezclante. En-
tonces el n-producto f x --- X f, n veces, es débilmente mezclante para n > 2.

Demostracion. Probar que el n-producto es débilmente mezclante es equivalente a
probar que el 2n-producto es topolégicamente transitivo por definicién. Asi que, pro-
baremos por inducciéon que cada n producto f x---x f es topoloégicamente transitivo
para n > 2. El caso n = 2 es claro dado que f es débilmente mezclante entonces
f X f es topologicamente transitivo. Por tanto, suponemos que el n-producto es
topologicamente transitivo. Para probar la transitividad topolégica para el corres-
pondiente (n + 1)-producto necesitamos probar que dados subconjuntos abiertos no
vacios Uy, Vi, de X, con k =1,...,n+ 1, se tiene que

n+1

() N(Uk, Vi) # 0. (1.4)

k=1
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En efecto, como [ es débilmente mezclante existe m € Ny tal que f™ (U,)NU,11 # 0
v ™ (Vi)NV,qq1 # 0, por el Lema entonces existen conjuntos abiertos no vacios
U, cU,,V,CV, con

N (U, V) C N (Upn, Vi) "N (Ups1, Vir1) -

Por otro lado, la hipoétesis de induccién implica que

n—1
M) N (U Vi) AN (U, V) £,
k=1
lo cual implica (1.4). O

Proposicién 1.31. Un sistema dindmico f: X — X es débilmente mezclante si
y sOlo si para cualesquiera conjuntos abiertos no vacios U, Vi, V5, C X, se tiene que

N(U, Vi) N N(U, V2) # 0.

Demostracion. (=) Es directo de la definicion de conjunto de retorno en el caso de
que la funcion f es débilmente mezclante.

(<) Sean Uy, Uy, Vi, V, subconjuntos de X abiertos no vacios. Entonces por hi-
potesis existe n € N(Uy,Us) N N(Up, Va). En particular U = Uy N f7"(Us) y
f~™(V5) son abiertos no vacios. Aplicando la hipotesis nuevamente, podemos en-
contrar m € N(U, V1) N N(U, f~"(V4)). En particular, existe x € U con f™(z) €
f7(V3). Entonces f (f"(z)) = f" (f™(z)) € Vay f™(x) € Us, lo que prueba que
m € N(Uy, V1) N N(Usz, V,). Y Por tanto, f es débilmente mezclante. O

Proposiciéon 1.32. Un sistema dindmico f: X — X es débilmente mezclante si
y s6lo si, para cualquier par de conjuntos abiertos no vacios U,V C X, se tiene que

N(U,U)NN(U,V) # 0.

Demostracion. Es suficiente probar que la condicion establecida implica la condi-
cion de la Proposicion [I.31] Sean U, Vi, V, subconjuntos abiertos no vacios de X. Por
hipotesis existe n € Ny tal que Uy = U N f~(V}) es abierto no vacio. Como las fun-
ciones topologicamente transitivas tienen rango denso, la hipdtesis también implica
que f~"(V4) es abierto y no vacio, asi que existe m € N(Uy,Uy) N N(Uy, f~"(Va)).
Por tanto, existen z,y € Uy con f"(z) € Uy y f"(f™(y)) € Va. Tenemos entonces
que ™ (f™(x)) € V1, lo que implica que n+m € N(U,V;) N N(U, V3). O

Finalmente podemos caracterizar la propiedad débilmente mezclante en términos
del tamano de los conjuntos de retorno N (U, V'), o equivalentemente, en términos
de la transitividad topologica de ciertas subsucesiones (f™),.

Definicién 1.33. Una sucesion estrictamente creciente (ny); de enteros positivos
se dice sindética si

sup (ngyp1 — ng) < oo.

k>1
Un conjunto A C N se dice sindético si la sucesion de enteros positivos que forman A
es sindética, o equivalentemente si su complemento no contiene intervalos de longitud
arbitrariamente grande.
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Teorema 1.34. Sea f: X — X un sistema dindmico. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) f es débilmente mezclante.

(b) Para cualquier par de conjuntos abiertos no vacios U,V C X, N(U, V) contiene
intervalos de longitud arbitrariamente grande.

(c) Para cualquier sucesion sindética (ny)y, la sucesion ("), es topologicamente
transitiva.

Demostracion. (a) = (b) Sean U,V subconjuntos abiertos no vacios de X, y sea
m € N. Como en la prueba de la Proposiciéon cada conjunto f~*(V) , k =
1,...,m es abierto y no vacio. Como el m-producto f x --- x f es topologicamente
transitivo, existe n € N tal que

ffOYN V)40, parak=1,...m.
Esto implica que f"™*(U)NV # @ para k =1,...,m.

(b) = (a) Por la Proposicion es suficiente probar que dados cualesquiera sub-
conjuntos abiertos no vacios U, V;, Vs de X se tiene N(U,V;) N N(U, V,) # 0. Por
(b) existe m € N(Vi,V,) y, por tanto, un conjunto abierto no vacio V3 C V; tal
que f™(V3) C V. Ademaés, por (b) existe k € Ny tal que k + j € N(U,V;) para
j=0,1,...,m. En particular tenemos que k +m € N(U, Vi) y

R U NV D ) 0 (V) O (£ (U) N V) # 0.
Lo que nos permite concluir que k +m € N(U, Vi) N N(U, V3).

(b) < (c) Se sigue directamente de las definiciones y de que un subconjunto de
Ny contiene intervalos de longitud arbitrariamente grande si y so6lo si cumple que
toda sucesion es sindética. 0

1.2. Dinamica de operadores

En esta seccion definiremos el concepto de hiperciclicidad, el cual como veremos,
es equivalente en algunas ocasiones al concepto de transitividad topolégica cuan-
do consideramos funciones lineales continuas entre espacios topologicos. Muchos de
los conceptos de analisis funcional los tendremos presentes, tales como seminormas,
normas, espacios de Fréchet, espacios de Banach, espacios de Hilbert sobre un cuer-
po K = C 6 R, operadores lineales continuos entre tales espacios. La dinamica que
trataremos a lo largo de esta seccion sera para operadores T: X — X donde X es
un espacio de Fréchet.

Recordemos que un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topologico cuya to-
pologia viene definida por una sucesion de seminormas que definen una métrica
invariante por traslaciones y que con dicha métrica el espacio es completo.
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Definiciéon 1.35. Un sistema dindmico lineal es un par (T, X) que consiste de un
espacio de Fréchet separable X y un operador 7: X — X lineal y continuo.

Usualmente omitiremos lineal y continuo cuando nos referimos a un operador 7',
diremos simplemente que T es un operador.

Definicién 1.36. Un operador T: X — X se dice hiperciclico si existe x € X
cuya orbita bajo T" es densa. En tal caso, x se dice que es un vector hiperciclico para
T. El conjunto de vectores hiperciclicos para T' es denotado por HC(T)).

El origen de esta terminologia se explica facilmente. Durante mucho tiempo los
investigadores en teoria de operadores han estado estudiando el llamado vector cicli-
co en relacion con el problema del subespacio invariante. Vectores con una propiedad
més restringida son llamados superciclicos.

Definicién 1.37. Sea T: X — X un operador. Un vector x € X se dice ciclico
para T’ si el espacio generado por sus oOrbitas es denso en X, esto es

span {T"x: n > 0} = X.
Un vector x € X es llamado superciclico para T' si su drbita proyectiva,
{\T"z:n>0,X1eK}
es densa en X.

Los operadores que poseen un vector ciclico (o superciclico) se dicen ciclicos (o
superciclicos).

Como los espacios de Fréchet no tienen puntos aislados entonces el teorema de
transitividad de Birkhoff nos facilita criterios para saber cuando un operador T es
hiperciclico.

Teorema 1.38 (Teorema de Transitividad de Birkhoff). Un operador T es
hiperciclico si, y solo si, es topologicamente transitivo. En este caso, el conjunto
HC(T) de vectores hiperciclicos es un conjunto G5 denso.

El siguiente ejemplo es de un operador hiperciclico encontrado por D. Rolewicz
en 1969; pero hay dos ejemplos anteriores, (G. D. Birkhoff en 1929 fue el primero
en encontrar un ejemplo de operadores hiperciclicos definidos en el espacio H(C)
de funciones enteras, denominados operadores de Birkhoff, y posteriormente G. R.
MacLane en 1952 observo que el operador diferenciacion, D: f — f', en H(C)
también define un operador hiperciclico. Estos ejemplos pueden ser encontrados en
[21].

Ejemplo 1.39 (Operadores de Rolewicz). Sea X = 7,1 < p < 00 6 X = ¢,
consideramos para A € K

T: X — X, (21,29, 73, ...) —> A2, 23,24, ...).

Si [A| < 1 entonces [|[T"x|| = |A"||(zns1, Toro, - || < ||z]| para todo x € X y n > 0.
Por tanto, T" no puede ser hiperciclico.
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Pero si |A| > 1 entonces T si es hiperciclico. Sean U, V' subconjuntos de X abiertos
y no vacios, se puede encontrar x € U y y € V de la forma

x = (r1,22,...,25,0,0,...), ¥ = (y1,%2,---,Yn,0,0,...), N e&N.

Sea n > N. Defina 2z € X por zp = 2511 < k < N,y 2z = A"y, si
n+1 < k< n+Nyz = 0en otro caso. Se obtiene entonces una sucesion
con T"z = y. Ademas ||z — z|| = |A7"|||y|| = 0, si n — oc.

Asi z € U y T"z € V para n suficientemente grande. Lo que prueba que T es
topologicamente transitiva; y como estos espacios son espacios de Banach separa-
bles, entonces T es hiperciclico.

Como consecuencia de la Proposicion obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.40. La hipercilicidad es preservada bajo semiconjugacion.

Anteriormente vimos que la definicion de caos demandaba que un sistema di-
namico f sea topologicamente transitivo y que exista un conjunto denso de puntos
periodicos. Ahora en vista del Teorema tenemos la siguiente definicién de caos.

Definicién 1.41 (Caos Lineal). Un operador T se dice cadtico en el sentido de
Devaney si satisface las siguientes condiciones.

(a) T es hiperciclico.
(b) T tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Recordemos que la dependencia sensible de las condiciones iniciales es una con-
secuencia del caos en espacios métricos sin puntos aislados. Para operadores la hi-
perciclicidad implica la dependencia sensible de las condiciones iniciales como vemos
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.42. Sea T un operador hiperciclico. Entonces T tiene dependencia
sensible de las condiciones iniciales (con respecto a cualquier métrica invariante por
traslaciones que defina la topologia de X).

Demostracion. Sea d una métrica invariante por traslaciones que induce la topologia
de X. Sean §,e > 0y x € X arbitrarios. Vamos a considerar los siguientes conjuntos
abiertos no vacios

U={2z€X:d(0,2)<e}, V={2€X:d0,2) >0}.

Por la transitividad topologica de T', existe n € Ngy 2 € U tal que T"z € V. Para el
punto y: = x4+ z tenemos que d(z,y) = d(0,z) <ey d(T"z,T"y) = d (0,T"z) >,
lo que implica la dependencia sensible de las condiciones iniciales del operador 1. [

Estudiaremos las propiedades de los conceptos mezclante y débilmente mezclante
para operadores. Como es usual, para un par de subconjuntos A y B de un espacio
vectorial definimos A+ B ={a+b:a € A,b € B}.
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Lema 1.43. Sea X un espacio de Fréchet. Si U C X es un conjunto abierto no vacio
entonces existe un conjunto abierto no vacio U; C U y un O-vecindario, W, tal que
Uy +W C U.Si W es un vecindario de 0 entonces existe un 0-vecindario W; tal que
Wi+ W, CcW.

La prueba del Lema se puede consultar en el Lema 2.36 en [21].

La propiedad de ser mezclante también pide que los conjuntos de retorno N (U, V),
donde U,V son conjuntos abiertos no vacios de X, sean cofinitos.

Proposicion 1.44. Un operador T es mezclante si y solo si, para cualquier conjunto
abierto no vacio U de X y cualquier O-vecindario W, los conjuntos de retorno

NUW) y NW,U)
son cofinitos.

Demostracion. (<) Como N (U, W) es cofinito entonces T es mezclante por la De-

finicion .28

(=) Sean U,V subconjuntos de X abiertos no vacios. Por el Lema existe sub-
conjuntos abiertos no vacios, Uy, Vi, de X y un O-vecindario W, tal que Uy +W C U
y Vi + W C V. Por hipétesis, existe N € N tal que para cualquier n > N, existen
ue U yweWtal que T"u € W y T"w € Vj. Pero entonces u +w € Uy
T" (u+w) =T"u+T"w € V, lo que implica que N (U, V) es cofinito. m

Ejemplo 1.45. Los operadores de Birkhoff, MacLane y Rolewicz son operadores
hiperciclicos que son mezclantes.

Si tenemos dos espacios X y Y definimos el espacio
XoY={(r,y):z e X,y Y}

Definiciéon 1.46. Sean S: X — X y T:Y — Y operadores en espacios de
Fréchet X y Y. Entonces el operador S & T esta definido por

SeT: XY —XaY, (SeT)(r,y) = (Sz,Ty).

Proposicion 1.47. Sea S: X — X y T:Y — Y operadores. Si S & T es
hiperciclico entonces Ty .S son hiperciclicos.

El reciproco es falso en general, en la nota posterior a la Proposicion 4.16 en [21]
se menciona un ejemplo de dos operadores S 'y T que son débilmente mezclantes vy,
por tanto, hiperciclicos, pero cuya suma directa S & T no es hiperciclico.

Proposicion 1.48. Sean S: X — X y T: Y — Y operadores hiperciclicos. Si al
menos uno de ellos es mezclante entonces S @ T es hiperciclico. Ademas S ® T es
mezclante si y s6lo si S'y T son mezclantes.
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En nuestro presente contexto, un operador 7": X — X es débilmente mezclan-
te si, y solo si, T @ T es hiperciclico si y, solo si, para Uy, Us, Vi, V5 subconjuntos
abiertos no vacios de X se tiene N(Uy, Vi) N N (Us, Vo) # 0.

A manera de observacion tenemos la siguiente cadena de implicaciones, referente
a operadores,

mezclante = débilmente mezclante = hiperciclico.

El contraejemplo de la segunda implicacion anterior se debe al siguiente teorema del
cual omitiremos demostracion pero que sin embargo vale la pena mencionar.

Teorema 1.49 (De la Rosa-Read). Existen operadores hiperciclicos en espacios de
Banach que no son débilmente mezclantes.

Mas detalles de este teorema se pueden encotrar en el trabajo realizado por De
la Rosa y Read en [16].

Lema 1.50. Sea T un operador hiperciclico. Entonces, para cualquier par de con-
juntos abiertos no vacios U,V en X y cualquier 0-vecindario W existe un conjunto
abierto no vacio U; C U y un O-vecindario W; C W tal que

N(U,,W,) € N(V,W) y N(W.,U,) C N(W, V).

Demostracion. Usando la transitividad topolégica y la continuidad de 7' podemos
encontrar m € Ny , un conjunto abierto U; C U y un O-vecindario W; C W tal que

Ahora, si n € N(Uy, W), entonces existe x € Uy con T"x € Wj. Se sigue entonces
que T"T™x = T™T"x € W, asi n € N(V,W). De manera similar se obtiene que
N(Wy,Uy) € N(W, V). O

Teorema 1.51. Sea T un operador hiperciclico. Si, para cualquier conjunto abierto
no vacio U C X y cualquier 0-vecindario W existe un operador continuo S: X — X
que conmuta con 7T tal que

SU)NW A0y SW)NU # 0, (1.5)
entonces T es débilmente mezlcante

Demostracion. El truco de los 4-conjuntos y la transitividad topolégica de T nos
garantiza que para cualquier conjunto abierto no vacio U C X y para cualquier
0-vecindario W,
NU,W)NNW,U) # (.

Por la Proposicion es suficiente probar que, dados cualquier par de subconjuntos
abiertos no vacios U,V C X existe n € N(U,U) N N(U, V). Para esto, en virtud del
Lema [1.43] vamos a fijar conjuntos abiertos U; C U,V; C V' y un 0-vecindario W;
tal que Uy +W, C Uy Vi+W; C V. El Lema[l1.50]implica que existe un O-vecindario
Wy C Wi y un conjunto abierto no vacio Uy C Uj tal que N(Wy, Uy) C N(Wq, Vi).

Ahora fijamos n € N (U, Wa) NN (Ws, Us); entonces existen uy € Us con T™uy € W,
wy € Wi con T"w; € Vp Yy we € Wo con T"we € Us.

Si tomamos us = us +wy € U y uy = us + wy; € U, entonces obtenemos que
T'uzg € Wo+ Uy CU y TMug € Wo+ V3 C V. Estoes, ne NUU)NN(U,V). O
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Teorema 1.52. Un operador T es débilmente mezclante si y solo si, para cualquier
par de conjuntos abiertos no vacios U,V C X y cualquier O-vecindario W,

N(U, W) N N(W,V) # 0.

Teorema 1.53. Sea T un operador hiperciclico. Si existe un subconjunto denso
Xy de X tal que la orbita de cada x € X, es acotada entonces T' es débilmente
mezclante.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X y W un 0-vecindario.
Si (pn)n €s una sucesion creciente de seminormas que definen la topologia de X,
entonces existe algun k£ € Ny € > 0 tal que px(z) < € implica que z € W.

Ahora, por hipotesis, podemos encontrar un punto x € Xy N U, se sigue que

M := sup pi (T"z) < oo. Por tanto, 55;7"x € W para todo n € Ny.
meNy

Por otro lado, por la transitividad topologica de T, existe n € Ny con (ﬁT"(W)) N
u=1" (LW) NU # (). Por tanto, se satisfce la condicion 1) para S = 531", [

2M

De esta manera, todo punto peridédico tiene 6rbita acotada, al igual qque cual-
quier punto cuya orbita converge. Esto es vilido para todo punto del nicleo gene-

ralizado de T’ .
U ker T™.
n=0
Corolario 1.54. Cualquiera de los siguientes operadores son débilmente mezclantes:
(a) Operadores cadticos.

(b) Operadores hiperciclicos que tienen un conjunto denso de puntos para el cual
las Orbitas convergen.

(¢) Operadores hiperciclicos con ntcleo generalizado denso.

Proposiciéon 1.55. Sea T': X — X un operador. Entonces
(a) T @® T es débilmente mezclante si y soélo si T' es débilmente mezclante.
(b) T ® T es caotico si y solo si T es caotico

Contrario a la condiciéon (a) un resultado més general a la condicion (b) establece
lo siguiente.

Proposicién 1.56. Los operadores S y 1" son cadticos siy solo si S @ T es cadtico.

1.3. Hiperespacios

Los conceptos anteriores de dinamica son individuales, es decir se estudia el com-
portamiento de la 6rbita bajo una funciéon f de un punto dado en el espacio métrico
X. El objetivo que nos planteamos es estudiar la dindmica colectiva, nos referimos
con dinamica colectiva al estudio de todos los conceptos vistos anteriormente (6rbi-
tas, transitividad, caos, etc) aplicados a subconjuntos de X, es decir estudiaremos
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la dindmica de funciones evaluadas en subconjuntos del espacio métrico X.

Antes de introducirnos en este estudio, esta seccién estd enfocada en exhibir re-
sultados importantes referentes a la topologia y a la métrica que vamos a emplear;
trabajaremos especialmente con la familia de subconjuntos compactos no vacios de
X que definimos a continuacién.

Definicién 1.57. Dado un espacio topologico X, el correspondiente hiperespacio de
subconjuntos compactos no vacios de X, lo denotamos por

K(X)={K C X: K es compacto y no vacio } .

A K(X) lo dotamos con la topologia de Vietoris, cuya base consiste de los con-
juntos de la forma

k

i=1

donde Uy, ..., U, son subconjuntos de X abiertos no vacios.

El hiperespacio de conjuntos compactos no vacios en R" es conocido como el espacio
donde viven los fractales, [30] y [7], dado que los fractales son usualmente compactos.

Cuando X es ademds un espacio métrico podemos definir en K(X) la denomina-
da métrica de Hausdorff, cuya topologia inducida en K(X) coincide con la topologia
de Vietoris. Ademas resulta que K(X) con dicha métrica de Hausdorff es un espacio
métrico completo.

Definicion 1.58 (Métrica de Hausdorff). Sea (X, d) un espacio métrico, el es-
pacio K(X) esta dotado con la métrica de Hausdorff

dy(A, B): = méx {sup{d(z, B): x; € A},sup{d(zs, A): x5 € B}},
con A, B € K(X). Donde
d(z,A) = inf{d(z,y): y € A},x € X, A € K(X).

Podemos definir la métrica de Hausdorff en términos de vecindarios de conjuntos
de la siguiente manera: si A es subconjunto no vacio en un espacio métrico (X, d),
definimos su e-vecindario como el conjunto

N(A)={z e X:d(z,A) <e}.
Si Ay B son subconjuntos no vacios de X entonces
dy(A,B) =inf{e >0: ACN.(B)y BC N.(A)}.

Las dos definiciones coinciden, y en algunos casos es mas conveniente utilizar una
que otra.

A continuacion, veremos que efectivamente dy define una métrica y que el espa-
cio métrico (K(X),dy) es completo, antes es necesario tener en cuenta la siguiente
definicion que nos ayudara a cumplir nuestro proposito.
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Definicién 1.59. Un conjunto K C X es totalmente acotado si para todo ¢ > 0

existe un subconjunto finito {z;: 1 <i < n} de K tal que K C U By(z;,€). Donde
i=1

By(z, ) denota la bola de centro x y radio € con respecto a la métrica d.

No es dificil darse cuenta que cualquier conjunto totalmente acotado es acotado,
pero el reciproco no es cierto en general.

Proposicion 1.60. (K(X),dy) es un espacio métrico con la métrica de Hausdorff,
dy.

La prueba de la proposicion sigue las ideas de [18] v [2].

Demostracion. Debemos probar que dy cumple la definicién de métrica. Es decir,
que para tres subconjuntos compactos A, B y C' en X no vacios se tiene lo siguiente.

1. dy(A, B) >

2. dy(A,B) =0siysolosi A= B.
3. dy(A,B) =dy(B, A).

4. dg(A,B) <dy(A,C)+dy(B,C).
Es claro que por definicion

Obteniendo 1y 3. Y como A, B son compactos no vacios se tiene que son totalmente
acotados y, por tanto, acotados. Entonces dy (A, B) < oo.

Si A = B entonces para todo € > 0 se tiene A C N.(B) = N.(A) entonces
dy (A, B) = 0. Suponga ahora que dy(A,B) = 0. Si € A entonces para todo
e > 0 se tiene que = € N.(B), de manera que d(z, B) = 0, y como B es compacto, es
cerrado, entonces x € B. Asi A C B. De manera similar B C A. Por tanto, A = B,
y tenemos la propiedad 2.

Verificamos ahora la propiedad 4, la desigualdad triangular. Si x € A, y € By
z € C, entonces tenemos que

d(z,B) <d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Asi
d(xz,B) <d(z,z)+d(z,B) <d(x,z)+ dy(C, B).

Tomando infimo a la derecha con respecto a z € C, tenemos
d(z,B) <d(z,C)+du(C,B) <dy(A,C)+dy(C, B).
De manera que sup {d(z, B): x € A} < dy(A,C)+dy(C, B). Por tanto, por simetria
dp (A, B) = max {sup {d(z,B): z € A} ,sup{d(y, A) : y € B}} < dy(A,C) +dy(C,B).

Lo que prueba la desigualdad triangular, mostrando que dy es una métrica. O
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Probaremos ahora que si el espacio métrico (X, d) es completo entonces el co-
rrespondiente hiperespacio de subconjuntos compactos, (X)), es completo cuando
lo dotamos con la métrica de Hausdorff definida anteriormente. Antes veremos una
serie de resultados que usaremos como herramienta para llevar a cabo la prueba de
la completitud de (IC(X), dy), todos estos resultados y sus pruebas correspondientes
estan basados en el articulo de Barich [6].

Lema 1.61. Seaz € X y A, K(X), entonces existe a, € A tal que d(x, A) = d(z, a,).

Demostracion. Recordemos que d(x, A) = inf{d(x,a): a € A}, por la caracteriza-
cion de infimo podemos encontrar una sucesion (a,), en A tal que

d(z,a,) < d(xz,A)+ l,Vn.
n

Como A es compacto entonces es secuencialmente compacto, y luego existe una
subsucesion (ay, ), de (a,), que converge a algin a, € A. Entonces

d(z,A) <d(z,a,) <d(x,a,,) +d(an,,a;) <d(z,A) + 1 +d(ap,, az) .

ng
, 1 _
Como k:h—glo (nk + d(ank,ax)> 0, entonces
d(z,4) < d(z,0,) < d (2, A).
Se sigue que d(x, A) = d(z, a,). O

Dado A € K(X) y € > 0 definimos
A+e: ={reX:d(z,A) <e}.
Proposiciéon 1.62. Para todoe >0y A € K£(X) el conjunto A + ¢ es cerrado.

Demostracion. Sean € > 0y A € K(X). Sea x un punto limite de A 4 . Entonces
existe una sucesion (x,), C (A+¢€)\ {z} que converge a . Como z,, € A+ ¢ para
todo n, por definicion d (z,, A) < e para todo n. El Lema nos garantiza que
para cada n existe y,, € A tal que d (z,, A) = (x,,y,). Por tanto, d (x,,y,) < € para
todo n. Como A es secuencialmente compacto se sigue entonces que toda sucesion
(Yn),, tiene una subsucesion (y,, ), que converge a un punto y € A.

Como (z,,), converge a x entonces cualquier subsucesion (z,, ), converge a x. En-
tonces

d(Inkaynk) — d(I,y) :

Como (2, ), ¥ (Yn,), son subsucesiones de (z,),, v (¥n), respectivamente, entonces
d(Tn,,Yn,) < €, para todo k. Por tanto, tenemos que d (z,y) < e. Asf d(x, A) < ¢
y x € A+ e. Como z es punto limite arbitrario se sigue que A + ¢ e cerrado, dado
que contiene a todos sus puntos limites. O

El siguiente resultado nos ayudard a probar la convergencia de sucesiones de
Cauchy en la prueba de la completitud de (K(X),dp).
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Teorema 1.63. Sean A, B € K(X) y € > 0. Entonces dy(A, B) < e si y solo si
ACB+ecyBCA+e.

Demostracion. Por simetria es suficiente probar que dg(A,B) < ¢ si y solo si
AC B+e.

(<) Suponga que A C B + ¢, entonces por definicion del conjunto B + ¢, para
todo a € A se cumple que d (a, B) < ¢. Es decir,

sup{d(a,B):a€ A} <e.

De igual manera,

sup{d(b,A) :be B} <e.

Asi dy(A,B) <e.

(=) Suponga que dy(A, B) < ¢, entonces sup{d(a,B): a € A} < e. De manera
que para todo a € A se sigue que d(a,B) < e. Por definicion a € B + . Esto
implica que A C B + ¢. O]

Lema 1.64 (Lema de ampliacién). Sea (4,), una sucesiéon de Cauchy en K(X) y
sea (ny), una sucesion creciente de enteros positivos. Si (z,,), es una sucesion de
Cauchy en X tal que z,, € A, para todo k, entonces existe una sucesion de Cauchy
(Yn),, en X tal que y, € A, para todo n, y yn, = Zn, para todo k.

Demostracion. Suponga que (x,, ), es una sucesiéon de Cauchy en X para la cual
Tp, € A,, para todo k. Defina ny = 0. Y para cada n que satisface ny_1 <n < ny
usando el Lema se puede encontrar y, € A, tal que d(z,,, An) = d(xn,,Yn)-
Vamos a ver que

d(zn,,Yn) = d(xn,, An) <sup{d(x,,, An: Tn, € An,)} < du(An,, An).

Como z,, € A,, entonces d(Tn,,Yn,) = d(xn,,A,,) = 0. Se sigue que =, = Yn,
para todo k.

Sea ¢ > 0. Como (x,, ) es una sucesion de Cauchy en X, existe un entero positivo
ko tal que d (xnk,xnj) < ¢/3 para todo k,j > ky. Como (4,), es una sucesion de
Cauchy en K(X), por definicion existe un entero N > ny, tal que dg(A4,, A,) < /3
para todo n, m > N. Entonces suponga que n,m > N, luego existen enteros j, k > kg
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tal que np_; <n < n,yn;_; <m < n;. Entonces

d (Yn, Ym) < d (Y, Tny) + d (T, Tny) + d (T, Yon)
=d(xn,, An) + d (T, ;) + d (20, Ay)
< sup {d (zp,, An: Ty € Ap)} +d (T, 20))
tsup {d (n,, A 7, € Ay) )}
< di(Ang, Ap) + d (Tng, T0,) + dir(An,, An)

<e/3+¢/3+¢/3=¢.

Por tanto, (y,), es una sucesion de Cauchy en X tal que y, € A, para todo n, y
Yn, = Tn, Para todo k. =

El siguiente lema hace uso del Lema de ampliaciéon y nos garantiza que A es
cerrado y no vacio.

Lema 1.65. Sea (A,), una sucesiéon en (X) y sea A el conjunto de todos los
puntos x € X tal que existe una sucesion (z,), que converge a x y satisface z,, € A,
para todo n. Si (A4,),, es una sucesién de Cauchy entonces A es cerrado y no vacio.

Demostracion. Probaremos primero que A es no vacio. Como (4,,),, es una sucesion
de Cauchy, existe un entero n; tal que dy (A, A,) < % para todo n,m > ny. Similar-
mente, existe un entero ny > ny tal que dy(A,,, A,) < i para todo n,m > nsy. Con-
tinuando este proceso, tenemos una suceson creciente (ny)x tal que d(A,,, 4,) < 5

para todo n,m > ny.

Sea x,,, € A,, fijo, por el Lema podemos tomar x,, € A,, tal que d (z,,,x,,) =
d(zp,, A,,). Entonces

d(x”ll? xm) =d (xnlv An2) < sup {d (xm’ An2) CTp, € Am}
1

< dp(An,, Apn,) < 3

Similarmente podemos escoger z,, € A,, tal que

d(2p,, xns) = d (ZTn,, Ang) < sup {d (xnwAn:s) DT, € Anz}

1
< dH<An2;An3) < Z_l

Continuando este proceso podemos construir una sucesion (x,, )r donde z,, € A,
para todo k, y existe x,, , € A tal que

NE+1

(@, Tgyr) = d (T, Apy) < sup {d (2, Anyyy) @ Ty € Apy )

1
< dH(Ank7A”k+1) < ﬁ
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Lo que implica que (zx)x es una sucesion de Cauchy en X. Y como z,, € A,, para
todo k por el Lema de ampliacion existe una sucesion de Cauchy (y,,), en X tal que
Yy, € A, para todo ny y,, = x,, para todo k. Como X es completo, entonces la
sucesion de Cauchy (yy,, )r converge a un punto y € X. Como y,, € A,, para todo n
entonces y € A, por la definicién del conjunto. De manera que A es no vacio.

Ahora probaremos que A es cerrado. Suponga que a es un punto limite de A. Enton-
ces existe una sucesion (ag)r C A\ {a} que converge a a. Como cada a;, € A, existe
una sucesion (y,), que converge a ai y ¥, € A, para todo n. Luego, existe un entero
ny y un punto z,, € A,, tal que d(z,,,a;) < 1. Similarmente, existe un entero
ne > mp y un punto z,, € A,, tal que d(z,,,as) < % Continuando este proceso,
podemos encontrar una sucesion creciente (ny); de enteros tales que d (z,, , ar) < %
para todo k. Se sigue entonces que

d(zp,,a) < d(Ty,,ar) +d(ag, a).

Al tomar limite cuando k tiende a infinito se tiene que la distancia entre los términos
de (xy,), y a converge cero. Como cada sucesion convergente es una sucesion de
Cauchy, asi se tiene que (z,,)r es una sucesion de Cauchy para la cual z,, € A,
para todo k. El Lema de ampliacién garantiza que existe una sucesion de Cauchy
(Yn)n en X tal que y, € A, para todo ny y,, = x,, para todo k. Asi a € A, luego
A es cerrado. m

Para probar que A € K(X), falta verificar que A es totalmente acotado. El
siguiente lema nos da una herramienta para cumplir nuestro proposito de probar la
completitud de (K(X),dpy).

Lema 1.66. Sea (B,,), una sucesion de conjuntos totalmente acotados en X y sea
A un subconjunto cualquiera de X. Si para todo £ > 0 existe un entero positivo N
tal que A C By + ¢ entonces A es totalmente acotado.

Demostracion. Sea € > 0. Tomamos un entero positivo N tal que A C By + £.
Como By es totalmente acotado, por definicién podemos escoger un conjunto finito
{z;: 1 <i<q} donde z; € By tal que

q
By C UBd <IZ7Z) :
i—1

Por una reordenacion de los x;, podemos asumir que By (xi, %) NA#(, para 1 <
i < py By (xl,g) NA = para i > p. Entonces para cada 1 < ¢ < p, sea y; €

By (xz, 2) N A. Afirmamos que A C U By (yz, 2)

Sea a € A. Entonces a € By + £ . Por el Lema existe x € By tal que d(a,z) =
d(a, Dy). Luego

_|_

d(a,z;) < d(a,z) + d(z,z;) < -

o] o
W]

Asiz € By (xi, %) para algin 1 < < p. Por tanto, tenemos que y; € By (:132-, %) NnA
es tal que d (z;,y;) <
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De esto se sigue que

d(auyi) §d<a7$z)+d<$“yz) < §+%:5

De manera que para cada a € A podemos encontrar un y; para 1 < ¢ < p tal que

p

a € By (y;,€), entonces se sigue que A C |J By (yi,¢). Lo que muestra que A es
i=1

totalmente acotado. O]

El resultado principal de esta seccion es el siguiente teorema.

Teorema 1.67. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces (K(X),dy) es
un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (A,), una sucesion de Cauchy en K(X) y defina el conjunto
A= {x € X: existe una sucesion (z,), con z, € A, y , — z}.

Queremos probar que A € K(X) y (A,), converge a A.

Por el Lema el conjunto A es no vacio y cerrado. Sea ¢ > 0. Como (4,),
es una sucesion de Cauchy, existe un entero positivo N tal que dy(A,, A,,) < € para
todo n,m > N. Por el Teorema [1.63| entonces A,, C A, + ¢ para todo m > n > N.
Sea a € A, queremos probar que a € A, + €. Fijamos n > N, por la definicién del
conjunto A existe una sucesion (z;); tal que x; € A; para todo i y (x;); converge a
a. Por la Proposicion [I.62] se sabe que A,, + € es cerrado. Como z; € A, + € para
cada 1, se sigue entonces que a € A, + . Esto prueba que A C A,, + . Por el Lema
1.66] el conjunto A es totalmente acotado. Ademés A es completo, puesto que es
un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo. Y como A es completo y
totalmente acotado, entonces A es compacto. Por tanto, A € K(X).

Vamos a probar ahora que (4,), converge a A € K(X). Necesitamos probar que
existe un entero positivo N tal que dy(A,, A) < € para todo n > N. Para hacer
esto el Teorema nos dice que ocupamos verificar que

A, CA+eyACA, +e.

La segunda inclusion se obtuvo cuando verificamos que A € K(X). Entonces solo
basta con verificar que A, C A + ¢.

Sea ¢ > 0. Como (A4,), es una sucesion de Cauchy podemos escoger un entero
positivo N tal que dy (A, An) < § para todo n,m > N. Ademés, como (4,), es
una sucesion de Cauchy en IC(X), existe una sucesion estrictamente creciente (n;);
de enteros positivos tal que ny > N y tal que

d(Am, Ay) < 27 e para todo n,m > n,.

Usamos el Lema de la siguiente manera.

Como
€
<

A, CA,
< 1+2



1.3 Hiperespacios 23

entonces existe x,, € Ay, tal que d (y,z,,) < 5.
Como )
Anl g An2 + Z)

entonces existe x,, € A,, tal que d (z,,,7,,) < §.

Continuando este proceso obtenemos una sucesion (z,,); tal que para todo entero
positivo i se tiene que ,, € A, y d (Tp,, Tn,,,) < 27 Ve, Esto implica que (z,,);
es una sucesion de Cauchy, y por el Lema de ampliaciéon el limite de la sucesion, a,
estd en A. Ademas vemos que

d(y,l’m) < d(y,l’m> + d(xm,mm) +--+d (Ini—u‘r”i)

< + : + £ <e

—2 4 2 '
Como d (y,z,,) < € para todo i, se sigue que d (y,a) < ey por lo tanto y € A+ «.
Por tanto, se sabe que existe N tal que A,, C A + ¢ para todo n > N, de lo que se
sigue que dy (A,, A) < € para todo n > N. Asi (4,,), converge a A € K(X).

Todo lo anterior muestra que ((X),dg) es un espacio métrico completo. O

Terminaremos la presente seccion con el siguiente teorema, que se puede encon-
trar en [27].

Teorema 1.68. Si (X, d) es un espacio métrico separable entonces (K(X),dy) es
separable.

Demostracion. Como X es separable entonces tiene un subconjunto denso nume-
rable D. Consideramos PF (D) = {F C D: F es finito}, las partes finitas de D.
Claramente PF (D) es numerable. Luego, para cada K € IC(X) y € > 0 existe un
subconjunto finito R, = {z1,...,2n,} de K tal que K C |J;", Ba(z;,¢). Como D
es denso en X, podemos tomar K. = {y1,...,yn} C D tal que d(z;,y;) < &, para
i =1,...,m. Claramente K. € PF(D). Vamos a probar que dy(K., K) < 2¢. En
efecto, como

d(yzaK> S d(yhmz) + d(.fE“K) <2 para L= 17 sy M,

se tiene que

sup d(y, K) < 2e.
yeK.

Por otro lado, para cada z € K
d(z,K.) < d(z,R:) + dg(R:, K.) < 2e,

asi que
supd(z, K.) < 2e.
zeK

Por tanto, dy (K., K) < 2¢. Mostrando que PF (D) es denso en (K(X),dp). O






Capitulo 2

Transitividad y caos en hiperespacios

Dado un espacio métrico (X, d) pretendemos estudiar los conceptos de transitivi-
dad topologica y caos de Devaney, que abreviamos por Dev C, aplicado a funciones
definidas en el hiperespacio IC(X).

La idea es la siguiente, dada una funciéon continua f: X — X, consideramos la
funcion f, que llamaremos hiperextension de f, definida en el hiperespacio de to-
dos los subconjuntos compactos no vacios de X, que hemos denotado por I(X),
dotado con la topologia de Vietoris; la funcion f: K(X) — K(X) es definida na-
turalmente por f (K) = {f(z): v € K}; es decir, f(K) corresponde a la imagen del
conjunto compacto no vacio K bajo f. Observe que como f es continua entonces
f esta bien definido. Ademas f es continua, para esto vemos lo siguiente: si U es
subconjunto abierto no vacio de X por la continuidad de f se sabe que f~1(U)
es también un subconjunto abierto de X, considere el abierto en IC(X) dado por
V(U)={K: KCcUyKnU # 0}, vemos que

1

fU)={K: f(K)cUy f(K)NU # 0}
={K:KcCf'(U)y Knf'(U)+#0}
=V(fH(U)).

Y el conjunto V(f~(U)) también es abierto en K(X) y se sigue que f es continua.

Entonces, teniendo en cuenta ambas funciones queremos ver cuando es posible bajar
y subir en el siguiente esquema

i X - X
|
|
Eg}Dev C?
|
— !
f: K(X) K(X).

Cuando nos referimos a bajar nos preguntamos lo siguiente: si f es cadtica en el
sentido Devaney entonces jes f cadtica en el sentido Devaney? Referente a subir la
pregunta que nos planteamos es la reciproca: si f es caotica en el sentido Devaney
entonces jes f cadtica en el sentido Devaney?

25
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La respuesta a ambas preguntas es negativa, por lo que el presente capitulo estara
enfoncado en justificar las respuestas a tales interrogativas; y veremos que mediante
una breve modificacion en la defincion de caos de Devaney, que definiremos pos-
teriormente, obtenemos los denominados caos total de Devaney y caos exacto de
Devaney, los cuales abreviaremos por totDev C y exDev C, respectivamente, es po-
sible verificar que si f es cadtica, bajo estas nociones de caos, entonces f es cadtica,
pero no reciprocamente.

2.1. Transitividad topolégica

Recordemos que la definicién de caos de Devaney exige que la funcién continua
f en cuestion sea topologicamente transitiva y tenga un conjunto denso de puntos
periodicos, ver Definicion En esta secciéon nos ocuparemos del problema de
la transitividad topolégica, veremos si es posible o no verificar que la transitividad
topologica de f es equivalente a la de f.

El siguiente teorema nos dice que si f es débilmente mezclante, y por lo tanto topolo-
gicamente transitiva, entonces f es topologicamente transitiva. Es un resultado que
Peris [30], Banks [5] y Liao, Wang y Zhang [29] probaron de manera independiente;
en respuesta a los problemas planteados por Roman-Flores en [31].

Teorema 2.1. Sea f: X — X una funcién continua en un espacio topologico X.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) f es débilmente mezclante.

(b) f es débilmente mezclante.

(¢) f es topologicamente transitiva.
Exhibiremos la prueba dada por Peris en [30].

Demostracion. (a) = (b). Queremos probar que si V (U}, ..., U}),V(Vi, .., Vi), i =
1,2, son conjuntos abiertos no vacios de la base canénica para la topologia de Vietoris
en K(X), entonces existe n € N tal que

VUL U)) NV (VL V) # 0,0 =1,2.

Como f es débilmente mezclante, el Teorema [1.30| nos dice que el m-producto f X
-+ +X f es topologicamente transitivo. Aplicando entonces este resultado para m = 2k,
entonces existe n € N tal que

U NVI£0, i=1,2, k=1,2,..k.

Podemos tomar z;; € U} tal que f*(z;;) = yi; € V} parai =12y j =1,..,k
Definimos entonces los compactos K; = {x11,...,214}, Ko = {x21,....,22,}. Por
tanto,

K, eV (U, ..U) vy [ (K)eV(Vi,..V{), i=1,2,

pues f (K;) = {vi1, .., yix}. Por tanto, se tiene que
UK e V(UL L UD)) NV (VL V).
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Probando que f es débilmente mezclante.

(b) = (c) Cualquier sistema dindmico débilmente mezclante es topologicamente
transitivo, ver la Observaciéon . Entonces f es topologicamente transitiva.

() = (a) Si f es topolégicamente transitiva, usando la Proposicion vamos
a probar que dados U, V}, Vo, C X abiertos no vacios se tiene que

N(U, Vi) N N(U,Va) # 0.

Sean U, Vi, V, subconjuntos abiertos no vacios de X. Como f es topologicamente
transitiva entonces para V(U) y V(V1, V4), abiertos en K(X), existe n > 0 tal que

frU) NV, V) # 0.
Por tanto, existe un conjunto compacto no vacio K € V(U) tal que
HK) € V(Vi, Va),

esto es que f"(K) C Vi UVy con f"(K)NVy # 0y f"(K)NVy # (). De manera que
existen z,y € K C U tales que f"(z) € Vi y f"(y) € Vs, esto implica que

n e N(U, Vi) N(U,Va).
Y por la Proposicion [1.3T} concluimos que f es débilmente mezclante. O

El teorema anterior nos dice que la transitividad topologica para f y f son equi-
valentes, siempre que a f se le exija ser débilmente mezclante. Note que siempre que
f es topologicamente transitiva entonces f es topolégicamente transitivo.

Recordemos que la propiedad de que un sistema dindmico sea mezclante es maéas
fuerte que la transitividad topologica. La siguiente proposicion muestra que la pro-
piedad de ser mezclante para f y su respectiva hiperextension son equivalentes, ver
[30].

Proposicién 2.2. Sea f: X — X una funcién continua en un espacio topolégico
X. Entonces f es mezclante si y solo si f: K(X) — K(X) es mezclante.

Demostracion. (=) Sean V(Uy,...,Ux) y V(W1, ..., Vi) conjuntos abiertos arbitrarios
en la base de la topologia de Vietoris en IC(X). Si f es mezclante entonces podemos
encontrar N € N tal que parai=1,...kyn >N

[ U) N Vi # 0.
Dado n > N, tomamos u; € U; tal que f™(u;) € V;, i = 1,..., k. Por tanto, el con-

junto K = {u;: i=1,...k} € V(Uy,....,Uy) ¥ F(K) e V(W4, ..., Vi), mostrando que
f es mezclante.

(<) En la otra direccion, si U, V son subconjuntos abiertos no vacios de X entonces
existe N € N tal que f"(K,) € V(V) para algin K,, € V(U),n > N. Entonces
para cualquier z, € K,, C U satisface f"(x,) € V, n > N, lo que muestra que f es
mezclante. [l
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Recordemos que si un sistema dinamico es mezclante entonces es topologicamen-
te transitivo, de manera que la equivalencia de la transitividad topologica entre las
funciones f y f es valida en caso de que alguna de ellas sea mezclante, o bien débil-
mente mezclante de acuerdo al Teorema [2.1)

La transitividad topolégica se puede asegurar al menos en una direccioén, seglin
el Teorema 2.1]

f topologicamente transitiva = f topologicamente transitiva.

El resultado reciproco no es cierto; el siguiente ejemplo propuesto por Roman-Flores
en [31] nos muestra una funcion f que es topoldgicamente transitiva pero su hiper-
extension f no lo es.

Ejemplo 2.3. Sea o € R un niimero irracional y considere la funciéon f,: T — T
definida por f,(z) = ¢z, las rotaciones irracionales en el circulo. Vamos a probar
que f, es topologicamente transitiva. Para esto, como o ¢ 7Q entonces fC’j(l) =
ek@ £ 1 para todo k € N. Entonces los ntimeros f¥(1) = e** € T son todos
distintos. Luego para w € T y € > 0 podemos encontrar nimeros enteros positivos
m y n, con n < m tales que definiendo

00 =|fa@) = fIr )] = e — ™| <,

dado que T tiene longitud finita.

Luego , A .
f77 (1) = 1] = |t — 1] = [ — e =6 <.

Si tomamos ny, = k(m —n), kK > 0. Entonces la sucesion (f2#(1)), C T es tal que
|fok(1) — fr+1(1)] = 6 < e, para todo k > 0.

Es decir, existe £ > 0 tal que |f2*(1) — w| < e. Mostrando que las orbitas de rota-
ciones irracionales son densas en T. Luego el teorema de transitividad de Birkhoff,
Teorema implica que f, es topoldgicamente transitivo.

Recordemos que el didmetro de un subconjunto A en un espacio métrico (X, d)
viene dado por el niimero real

diam(A) = sup d(z,y).

z,yeA

Si K € K(T), entonces diam(K) = diam (f,(K)). Sea K € K(T) tal que diam(K) =
1. Tomando e >0talque 1 —e >ey U = B(K,¢/2) y V = B ({1},¢/2) se tiene

FeU=B(K,¢/2) = diam(F) <1 —e¢.
G eV =B({1},¢/2) = diam(G) < e.

Entonces diam (E%F)) > 1—¢ > ¢, para todo n € N; y por tanto, En(U) NV =10

para todo n € N. Lo que muestra que f, no es topolégicamente transitiva.
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En el contexto de sistemas dinamicos lineales Bayart y Matheron, en [9], cons-
truyeron operadores 1" en espacios clasicos de Banach tales como 7 (1 < p < o0)
v ¢p, que son topolégicamente transitivos, pero no son débilmente mezclantes. En
virtud del Teorema las respectivas hiperextensiones, T, de tales operadores no
son topolégicamente transitivas.

Siguiendo en el contexto de sistemas dinamicos lineales, el Criterio de Hiperciclici-
dad, ver Teorema 3.12 en [21], nos permite asegurar cuando un operador 7: X — X
es débilmente mezclante, en particular topologicamente transitivo.

Teorema 2.4 (Criterio de Hiperciclicidad). Sea X un espacio separable de
Fréchet y T: X — X un operador. Si existen subconjuntos densos D, D' C X y
una sucesion creciente de enteros positivos (ny)x tal que las siguientes propiedades
son validas:

(a) T™z — 0 para todo z € D.

(b) Paracada 2z’ € D', existe una sucesion (xy ) en X tal que xp — 0y T™xp —

2.

Entonces T' es débilmente mezclante y, en particular, hiperciclico.

Teorema 2.5. Sea T: X — X un operador en un espacio de Banach separable X.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) T satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(b) T: K(X) — K(X) es topologicamente transitivo.

Demostracion. Como una consecuencia del Teorema se tiene que (a) implica
(b). Bés y Peris en [I3] probaron que la propiedad de ser débilmente mezclante
es equivalente al hecho de que un operador T: X — X satiface el Criterio de
Hiperciclicidad, obteniendo de esta manera que (b) implica (a). O

Resumiendo lo visto hasta ahora tenemos lo siguiente:

f topologicamente transitiva = f topologicamente transitiva,

f topologicamente transitiva = f topologicamente transitiva.

Segun la definiciéon de caos de Devaney entonces no se puede bajar en el esquema
planteado al inicio del capitulo puesto que no se cumple en general que si f es to-
pologicamente transitiva entonces f sea topoldgicamente transitiva.

Observe que el Teorema nos garantiza que se pueda subir en cuanto a la transiti-
vidad topolégica, esto es que f topologicamente transitiva implica f topologicamente
transitiva; se esperaria, de acuerdo a las respuestas de las preguntas planteadas an-
teriormente, que el problema en esa direccion, para el caos de Devaney, esté en la
propiedad de tener un conjunto denso de puntos peridédicos; nos enfocaremos en esto
en la siguiente seccion.



30 Transitividad y caos en hiperespacios

2.2. Conjunto denso de puntos periédicos

Dado un sistema dinamico f: X — X, la propiedad de tener un conjunto denso
de puntos peridédicos es necesaria para que f sea cadtica de acuerdo a la nocion de
caos Devaney; esta seccion estard totalmente enfocada en dicha propiedad; preten-
demos estudiar si la propiedad de tener un conjunto denso de puntos periodicos es
equivalente para una funciéon f y su respectiva hiperextension f.

Teorema 2.6. Sea f: X — X un sistena dindmico en un espacio métrico X. Si f
tiene un conjunto denso de puntos periddicos entonces su hiperextension f tiene un
conjunto denso de puntos periddicos.

Nos basaremos en la prueba Banks (Lemma 1, [5]).

Demostracion. Es suficiente probar que para cualquier conjunto abierto no vacio
V(Uy,...,Uy,) en la base de la topologia de Vietoris de K(X) existe un conjun-
to compacto que es periddico bajo f. Como el sistema dindmico f tiene un con-
junto denso de puntos peridédicos entonces existen puntos periddicos a; € U; pa-
racadai=1,....ny A ={a,...,a,} € V(Uy,...,U,) es compacto. Tomando
m = mem(py, .. .,p,) (minimo comin multiplo) donde py, ..., p, son los periodos
. . —-m
respectivos de aq, ..., a, se tiene que f (A) = A. ]

Definicién 2.7. Sea f: X — X un sistema dindmico. Un punto z € X se dice
recurrente reqularmente si para todo vecindario V de x, existe n € Ny tal que
f(x) € V para k =0,1,2,....

El siguiente resultado hace uso de la definicion anterior para concluir que f tiene
un conjunto denso de puntos periddicos.

Lema 2.8. Sea f: X — X un sistema dinamico en un espacio métrico compacto
(X,d). Si el conjunto de todos los puntos recurrentes regularmente de f es denso en
X, entonces su hiperextension f tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

Demostracion. Es suficiente probar que para todo subconjunto abierto no vacio
U C X existe un punto periédico para f en V(U). Por compacidad de X existe
un conjunto abierto no vacio V-C U tal que V C U (V denota la clausura de V).
Podemos encontrar un punto recurrente regularmente x € V. Luego existe un entero
positivo n tal que Orb(z, f*) C V. Por tanto, Orb(z, f*) C V, y en particular todos
de los puntos limites de Orb(z, f*) estdn en V, esto es que w(x, f*) C V. Como
w(z, f) e K(X)y [ (w(z, f7) = w(z, f*) podemos encontrar un punto periodico
para f en V(U). O
Ejemplo 2.9. Banks en [5] muestra un ejemplo de un sistema dinamico f que es
topologicamente transitivo tal que f tiene un conjunto denso de puntos periodicos
pero f no. Lo que hace es tomar el espacio de Cantor {0, 1} y darle una estructura
de grupo topologico abeliano definiendo la suma

(1, 22,...) + (Y1, Y2, .. .) = (21,22, ...),

donde z; = z; +y; + ¢; méd 2,¢; =0y ¢y = 2 + y; + ¢;(div2) para ¢ > 1. Con
esta definiciéon de suma se tiene que

f(fEl,.TQ,l’g .. ) = (1'1,.1’2,.%‘3, .. ) -+ (1,0,0, .. )
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es un homeomorfismo que tiene 6rbita densa, por el teorema de transitividad de
Birkhoff es topologicamente transitivo; pero no tiene un conjunto denso de puntos
periodicos.

Luego como {0, 1}V es compacto entonces K(X) = 2% es el dominio de su hiper-
extension f. Y se afirma que se puede mostrar que los conjuntos conocidos como
conjuntos cilindros

Clry,xg,... 2, = {(yl,yQ,...) c {0, 1}: y; = a5 paraign},

donde xy,x9, ...z, € {0,1} forman una base de conjuntos abiertos (cerrados) para
{0, 1} y concluir que estos cilindros son periédicos bajo f dado que

f2 (C'[z1,29,...,2,])) = Clx1,29, ..., 24 .

Luego el conjunto de uniones finitas de conjuntos cilindros forman un conjunto
denso de puntos periodicos para f. El problema con est4 funcion es que f tampoco
es topologicamente transitiva; en [22] resuelven el problema planteado por Banks
en [5] donde dice que seria interesante encontrar una funcion f que no tenga un
conjunto denso de puntos periodicos pero que f sea topologicamente transitiva y
que el conjunto de sus puntos periédicos sea denso; esto lo mostraremos al final del
Capitulo 4 dado que debemos recurrir a las propiedades de especificacion.

Con esto tenemos que la propiedad de tener un conjunto denso de puntos perio-
dicos no es equivalente para f y para f. Podemos concluir entonces lo siguiente

fesDev C # fesDevC.

Esa direccion no se cumple porque hemos visto que si f es topologicamente transiti-
va no necesariamente se tiene que f es topologicamente transitiva, ver Ejemplo
y los comentarios posteriores.

Ademés se tiene que
fesDev C # fes Dev C,

dado que en el Ejemplo , vimos que f tiene un conjunto denso de puntos perio-
dicos pero f no.

Concluimos que bajo la nocién de caos de Devaney no se puede en general subir
ni bajar en el esquema planteado al inicio del presente capitulo. Es decir, no se
cumple en general que las propiedades de ser cadtica en el sentido de Devaney de
una funcion y de su hiperextension sean equivalentes.

En el contexto de operadores lineales continuos, Bernardes, Peris y Rodenas (Teo-
rema 2.2, [12]) afirman que el caos en el sentido de Devaey para un operador T
definido en un espacio localmente convexo completo, y su respectiva hiperextension
T son equivalentes. En la prueba se usa el siguiente teorema.

Teorema 2.10 (Punto fijo de Schauder-Tychonoff). Si K es subconjunto no
vacio, compacto y convexo en un espacio localmente convexo X,y f: K — K es
continua, entonces f(p) = p para algin p € K.
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La demotracion del Teorema del punto fijo de Schauder-Tychonoff puede encon-
trarse en el Teorema 5.28 en [32].

Considere el conjunto C(X) de todos los elementos convexos de K(X) dotado con
la topologia inducida por la topologia de Vietoris de K(X) y defina el operador
T:C(X) — C(X) obtenido de restringir T al conjunto C(X). Por otro lado, con-
sidere el operador S: K(X) — C(X), definido por S(K) = @o(K), la envoltura
convezxa cerrada de K. Resulta que si X es un espacio localmente convexo y com-
pleto entonces S es continua, ver Lema 2.1 en [12], y tiene rango denso. De manera
que T es semiconjugado de T via S. Por tanto, se cumple el siguiente teorema, ver
Teorema 2.2 en [12].

Teorema 2.11. Si T es un operador lineal continuo en un espacio localmente con-
vexo y completo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) T es caotica en el sentido de Devaney.
(b) T es cadtica en el sentido de Devaney.
(¢) T es cadtica en el sentido de Devaney.

Demostracion. (a) = (b) Como T tiene caos en el sentido de Devaney, entonces T
es débilmente mezclante por el Corolario[I.54] Por tanto, por el Teorema [2.1] se sigue
que T es topologicamente transitiva. Y por el Teorema aplicado a T', se sigue
que si T tiene un conjunto denso de puntos periédicos entonces su hiperextension T
tiene un conjunto denso de puntos periédicos.

(b) = (c¢) Como el caos de Devaney se preserva bajo semiconjugaciéon entonces
si T es cadtica en el sentido de Devaney también lo es 7.

(¢) = (a) Claramente T es topologicamente transitiva. En efecto si U y V son
subconjuntos abiertos no vacios de X los conjuntos

U =VU)NCX)y V' =V(V)NC(X)

son abiertos no vacios en C(X). Como T es topologicamente transitiva, entonces
existe n > 0y K’ € U’ tal que T"(K’) € V'. Por tanto, existe z € K' C U tal
que T"z € V. Probamos ahora que T' tiene un conjunto denso de puntos periodicos,
por hipotesis existe K € U’ que es periddico para T'; es decir T"(K) = K para
algin n > 1. Como K es no vacio, convexo y compacto, el teorema de punto fijo de
Schauder-Tychonoff concluye que existe un punto y € U N Per(7T). n

2.3. Reformulaciones del caos de Devaney

En la presente seccion mostraremos que si reformulamos la nocién de caos de
Devaney, anadiendo ciertas condiciones extra, obtenemos las nociones caos total de
Devaney (totDev C) y caos exacto de Devaney (exDev C), se tiene que
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[ X ‘ X
| totDev C, exDev C
fi K(X) —— K(X).

Esto es que las nociones de caos total de Devaney y caos exacto de Devaney en
la funcion f implican las mismas nociones de caos, respectivamente, de su hiperex-
tension f. Pero no reciprocamente.

2.3.1. Caos total de Devaney

Definicién 2.12. Sea f: X — X un sistema dindmico en un espacio métrico X,
se dice que f es totalmente transitiva si para cada n € N las iteraciones f" son
topologicamente transitivas.

Note que si f es totalmente transitiva entonces f es topologicamente transitiva,
basta tomar n = 1.

La siguiente proposicion relaciona el concepto de totalmente transitiva con la pro-
piedad de ser débilmente mezclante.

Proposicion 2.13. Sea f: X — X un sistema dindmico débilmente mezclante,
entonces f es totalmente transitiva.

Siguiendo la idea expuesta por Banks en (Teorema 1(e), [5]) realizamos la si-
guiente prueba.

Demostracion. Dado m > 1y U,V subconjuntos abiertos no vacios de X. El con-
junto f~%(V) es abierto no vacio para i = 0,...,m, entonces como f es débilmente
mezclante existe k > 1 tal que f*(U)N f~(V) # 0 para i = 0, ..., m. Por el algorit-
mo de la division existen enteros ¢ > 0y r tales que k = gm+r, con 0 <r <m—1;
de esto se sigue que 0 < m —r < m. Por tanto, f*(U) N f~m=7)(V) £ (), asi

UnfmEmi(v)y = un f7ermy) £,
y por tanto, f™F(U) NV £ (. O

Las siguiente cadena de implicaciones se cumple, por la proposicion anterior,
para un sistema dinamico cualquiera f

mezclante

Y

débilmente mezclante

4

totalmente transitiva

4

topologicamente transitiva.
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Lema 2.14. Sea f: X — X un sistema dindmico cadtico en el sentido de Devaney
y totalmente transitivo. Entonces f es débilmente mezclante.

Demostracion. Vamos a probar que dados U y V subconjuntos abiertos no vacios
de X se tiene que
NU,U)NN(U,V) £0.

Y luego la Proposicion nos permite concluir el teorema.

Como f es cadtica en el sentido Devaney entonces f es topologicamente transi-
tiva y tiene un conjunto denso de puntos periédicos. Por la transitividad topologica
de f entonces existe x € U y ny € N con " (z) € V. Como los puntos periodicos
de f forman un conjunto denso en X entonces existe un punto peridédico y € U de
f tal que f™(y) € V y ademéas fP(y) = y para algin p € N, donde p es le periodo
de y. Por tanto,

ffU)YNV #£0, conn=mny+jp, j=0,1,2...

Sea f"(U) = Uy. Aunque U no es abierto en general, si podemos asegurar que tiene
interior no vacio. En efecto, como sabemos que existe x € U tal que f"(z) € V' y
V' es abierto, existird una bola abierta By C V' de centro f™(x). Como U también
es abierto y por continuidad de la funcién f™ podremos encontrar otra bola abierta
By C U de centro X tal que f™(By) C Bj. Por tanto, U; tiene interior no vacio y,
como f es totalmente transitiva, podemos aplicar la transitividad topologica de f?
a Uy y U para encontrar un entero ny > 0 tal que

fr2(U) NU # 0.
Tomando 7 = ny en la definicion de n obtenemos n = n; + nap, y vemos que
M O)NV = frtme)ynv £ 0.
Y por otro lado se puede ver que
OYNU = fmtmr(U)ynU = /2 (U) NU # 0.

De manera que n € N(U,U) N N(U,V). Luego la Proposicion nos permite
concluir que f es débilmente mezclante. O

Definicién 2.15. Sea f: X — X un sistema dinamico, decimos que f tiene caos
total en el sentido de Devaney si satisface las siguientes condiciones.

(a) f es totalmente transitivo.
(b) f tiene un conjunto denso de puntos periddicos.
El Lema [2.14] se puede escribir de la siguiente manera.

Teorema 2.16. Si f: X — X es un sistema dindmico que tiene caos total en el
sentido Devaney, entonces f es débilmente mezclante.

En virtud del Teorema [2.1] se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 2.17. Sea f: X — X un sistema dinamico en un espacio topologico X.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) f es débilmente mezclante.
(b) f es débilmente mezclante.
(c) f es totalmente transitiva.

(d) f es topologicamente transitiva.

Demostracion. (a) = (b). Es inmediato del Teorema

(b) = (c) La Proposicion aplicada a la funcién f implica que f es totalmente
transitiva.

(c) = (d) Es inmediato dado que f totalmente transitiva implica que f es topo-
logicamente transitiva, por la definicion.

(d) = (a) Otra vez por el Teorema [2.1] el resultado es inmediato. O

Note que en el Teorema la equivalencia entre la transitividad topologica de
f v la transitividad total de f en K(X) es un resultado que nos asegura que el caos
total en el sentido de Devany y el caos de Devaney para funciones definidas en el
hiperespacio K(X) es equivalente.

El siguiente lema es una generalizacion del Lema [2.14]

Lema 2.18. Sea f: X — X un sistema dindmico que tiene caos total en el sentido
de Devaney. Entonces f™ es débilmente mezclante paran =1,2,....

La demostracion es similar a la del Lema [2.14] que es el caso cuando n = 1;
y estd basada en la demostracion dada en (Lema 4, [8]). Se debe tener en cuenta
el cambio de la terminologia dada en [§], pues Bauer y Sigmund llaman F-fluidos
(en inglés F-flow) a los sistemas dindmicos f que tienen caos total en el sentido de
Devaney.

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X y sea n > 0.
Como f tiene caos total en el sentido de Devaney entonces el conjunto de sus puntos
periodicos es denso en X. Ademés f” es topologicamente transitiva, entonces existe
x €Uy k >0tal que f*1(z) € V. Como los puntos periédicos son densos existe
y € U tal que f™(y) € Vy f*(y) = y para algiin p € N. Por tanto,

f™(U)NV # 0 para m =n(k; +jp), j=0,1,2,....

Sea f™1(U) = U;. Por un argumento similar al usado en el Lema se tiene que
U, es abierto y como f™ es topologicamente transitiva existe ky € N tal que

frer(U)NU # 0.

Por tanto, tomando k = k; + kop se tiene que f"*(U)NV # 0y fA5(U)NU # 0.
Lo que muestra que k € Nqm(U,U) N Ny (U, V). Y la Proposicion nos permite
concluir que f" es débilmente mezclante. O
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Note que si f es tiene caos total en el sentido de Devaney entonces por el Lema
se sigue que f es débilmente mezclante; luego por el Teorema [2.17] se sigue que
f es totalmente transitiva. De manera que se tiene lo siguiente.

Teorema 2.19. Sea f: X — X un sistema dinamico definido en un espacio topo-
logico X. Si [ tiene caos total en el sentido de Devaney entonces su hiperextension
f: K(X) — K(X) tiene caos total en el sentido de Devaney.

Demostracion. Como f tiene caos total en el sentido de Devaney, entonces f es
totalmente transitiva y tiene un conjunto denso de puntos periodicos. Se sabe que si
el conjunto de puntos periodicos de f es denso en X entonces el conjunto de puntos
periodicos de f es denso en K(X), por el Teorema Y por el Teorema se
sigue que f es totalmente transitiva. Por tanto, f tiene caos total en el sentido de
Devaney. O]

Lo que nos permite concluir que en la nociéon de caos total de Devaney, se pueda
bajar en el siguiente esquema

fi X ‘ X
i totDev C
T K(X) ——— K(X).

2.3.2. Caos exacto de Devaney

Introduciremos la nocién de caos exacto de Devaney, y probaremos que si un
sistema dindmico f: X — X tiene caos exacto en el sentido de Devaney, exDev C,
entonces sus respectiva hiperextension, f tiene caos exacto en el sentido de Devaney.

Definicién 2.20. Sea f: X — X un sistema dindmico definido en un espacio
topologico X. Decimos que f es topologicamente exacta si para todo subconjunto
abierto no vacio U C X existe m € N tal que f™(U) = X.

No es dificil ver que toda funcion topolégicamente exacta es sobreyectiva.

Proposicién 2.21. Sea f: X — X un sistema dindmico en un espacio topolégico
X. Si f es topologicamente exacta entonces f es topolégicamente transitiva.

Demostracion. Sean U,V un par de subconjuntos de X abiertos no vacios. Como f
es topologicamente exacta entonces existe m € N tal que f™(U) = X, de manera
que para tal m se sigue que

fO)NV=XnNnV=V=#0.
Lo que muestra que f es topolégicamente transitiva. L]

Definicién 2.22. Sea f: X — X un sistema dindmico. Decimos que f tiene caos
exacto en el sentido de Devaney si satisface las siguientes condiciones.

(a) f es topologicamente exacta.
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(b) f tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

Teorema 2.23. Sea f: X — X un sistema dindmico, en un espacio métrico com-
pacto (X, d). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) f es topologicamente exacta.

(b) f es topologicamente exacta.

Demostracion. (b) = (a) Suponga que f es topolégicamente exacta. Sea U subcon-
junto abierto no vacio de X. Como V(U) es no vacio y abierto en K(X) entonces exis-
te m € N tal que f (V(U)) = K(X). En particular X € f (V(U)) € V(f™(U)),
lo que implica que f™(U) = X.

(a) = (b) Para el reciproco, suponga que f es topologicamente exacta. Debemos
probar que para cualquier conjunto abiertod = V(Uy, ..., Uy) C K(X) existe m € N
tal que f (U) = K(X). Por compacidad de X para cadai =1,...,k existe un con-
junto abierto no vacio V; tal que V; € U; y V; C U; (V denota la clausura de V).

Como f es topologicamente exacta, entonces podemos encontrar my, ..., m; tales

que f™i(V;) = X, para cada i = 1,... k. Sea m = max{my, ..., my}, entonces
VWL V) =V (), (V) = K(X).

Por tanto, f (U) = K(X), probando que f es topologicamente exacta. ]

En virtud del Teorema y del Teorema se sigue entonces el siguiente
teorema.

Teorema 2.24. Sea f: X — X un sistema dindmico. Si f tiene caos exacto en
el sentido Devaney entonces f: K(X) — K(X) tiene caos exacto en el sentido
Devaney.

De manera que con la nociéon de caos exacto de Devaney se puede bajar en el
siguiente esquema.

f: X ‘ X
i exDev C
i K(X) ——— K(X).

En el Capitulo 4 mostraremos un ejemplo de una funcién f que es topolégicamente
exacta pero el conjunto de puntos periodicos de f, Per(f) no es denso, y su hiper-
extension f tiene caos exacto en el sentido de Devaney. Este ejemplo depende de las
propiedades de especificaciéon como veremos mas adelante.

El siguiente didgrama nos resume los resultados de las nociones de caos vistas hasta
ahora

Nocion de caos f f
Dev C

totDev C, exDev C

LR






Capitulo 3

Caos de Li-Yorke y caos
distribucional

En este capitulo introduciremos otras nociones de caos, el caos en el sentido de
Li-Yorke (LYC), el w-caos (wC) y el caos distribucional (dC); y haremos las com-
paraciones de estas nociones de caos entre una funciéon f definida en un espacio
topologico X y su respectiva hiperextension f definida en el hiperespacio de sub-
conjuntos compactos no vacios de X, K(X). De igual manera que en el Capitulo 2
queremos ver si es posible bajar vy subir en el siguiente esquema

f: X - X
|
|
E JLYC, wC, dC?
|
— !
F: K(X) K(X).

En la primer secciéon nos ocuparemos en estudiar el caos de Li-Yorke y el w-caos; y
la segunda seccion estard enfocada en estudiar el caos distribucional.

A lo largo de este capitulo (X, d) es un espacio métrico compacto. Y f: X — X
es una funcion continua.

3.1. Caos de Li-Yorke y w-caos

Las siguientes definiciones nos introducen en el caos de Li-Yorke.
Definicién 3.1. Un par de puntos z,y € X se dice par de Li-Yorke para f si
(a) Tmsup, . d(f"(z), f"(y)) = 0,
(b) liminf, . d(f™(z), f"(y)) = 0.

Definicion 3.2. Un subconjunto S de X se dice Li- Yorke revuelto para f si #S5 > 2
y todo par de puntos distintos de S es un par de Li-Yorke. Aqui #S denota la
cardinalidad de S.

Definiciéon 3.3. Sea f: X — X un sistema dindmico. Decimos que f es cadtica

en el sentido de Li-Yorke si tiene un conjunto Li-Yorke revuelto no numerable.
39
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Ejemplo 3.4. En [28| Li y Yorke mostraron que si f: [0,1] — [0, 1] es una funcion
continua que tiene un punto periédico de periodo 3, entonces f es cadtica en el
sentido de Li-Yorke.

Muchas investigaciones se han hecho en torno a la definiciéon de caos en el sen-
tido de Li-Yorke. Uno puede considerar variantes débiles de caos en el sentido de
Li-Yorke basados en la cardinalidad de los conjuntos revueltos, ver [20]. En [24] se
prueba que si f: I — I, donde [ es un intervalo compacto, entonces la existencia
dos puntos x,y distinos que son par de Li-Yorke es suficiente para concluir que f es
caotica en el sentido de Li-Yorke; es decir existe un conjunto revuelto no numerable.
Por 1ltimo, en [23], se construye un espacio infinito y una funcién continua en este
espacio tal que todo par de puntos distintos es un par de Li-Yorke. Estos tipos de
espacios son conocidos como espactios totalmente revueltos.

Las siguientes definiciones nos permiten ver el caos de Li-Yorke desde otros con-
ceptos.
Definiciéon 3.5. Sea f: X — X un sistema dinamico.

(a) Un par de puntos z,y € X se dice prozimal si liminf, .. d (f"(x), f"(y)) = 0.
Si un par no es proximal decimos que es distal.

(b) Un par de puntos z,y € X se dice asintdticos si lim,, . d(f"(z), f"(y)) = 0.
En virtud de las definiciones anteriores obtenemos que.

Proposiciéon 3.6. Un par de puntos z,y € X es un par de Li-Yorke si y solo si son
proximal y no asintoticos.

Denotamos a los conjuntos de pares proximales y asintoticos, respectivamente
por

Prox(f) = {(z.4): lminfd(f"(z), f"(s) = 0} ,
Asym(f) = {(z.9): lim_d(f"(2). f"(y) =0} .

Para cualquier x € X llamamos celda proximal del punto x al conjunto que con-
siste de todos los puntos proximales con respecto a z, y lo denotamos por Prox(f)(z).

Como resultado de la definicion de distal tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Un punto z es distal si Prox(f)(xz) = {z}. Decimos que un siste-
ma dindmico es distal si todos sus puntos son distal. Y un sistema dindmico f se
dice proximal si todo par de puntos en X es proximal. En este caso tenemos que

Prox(f)(z) = X para todo z € X.

La Definicién de dependencia sensible de las condiciones iniciales se puede
combinar con el concepto de caos de Li-Yorke de la siguiente manera.

Definicién 3.8. Decimos que un sistema dindmico f: X — X es Li- Yorke sensible
si existe 6 > 0 tal que para todo punto x € X y para todo ¢ > 0 existe y € X
con d(x,y) < €,y con x,y par proximal, tal que para algin n > 0 se tiene que

d(f"(x), f"(y)) > 6.
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La Definicion se da en [I]. El siguiente teorema establece relaciones entre
la dependencia sensible de las condiciones iniciales de un sistema dindmico y el
concepto de Li-Yorke sensible, se puede consultar [I].

Teorema 3.9. Sea f: X — X un sistema dindmico. Si f es Li-Yorke sensible,
entonces tiene depenencia sensible de las condiciones iniciales. Si f tiene dependencia
sensible de las condiciones inciales, y si para todo punto z € X, la celda proximal
Prox(f)(z) es densa en X, entonces f es Li-Yorke sensible.

Estos conceptos se pueden relacionar con la condicién de ser débilmente mezclan-
te. Los siguientes teoremas en [I], de los cuales omitiremos demostracion, nos dan
relaciones entre la celda proximal de un punto x € X con la debilidad mezclante.

Teorema 3.10. Si f: X — X es un sistema dindmico débilmente mezclante en-
tonces, para todo x € X, la celda proximal Prox(f)(x) es un subconjunto denso en
X.

Teorema 3.11. Sea f: X — X un sistema dinamico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(a) f es débilmente mezclante.

(b) Para cualquier z € X, la celda proximal Prox(f)(x) es densa en X.
(c¢) Existe x € X, tal que la celda proximal Prox(f)(z) es densa en X.
(d) Prox(f) es denso en X x X.

Definicién 3.12. Sea f: X — X un sistema dindmico. Un subconjunto S de X
que tiene al menos dos puntos se dice que es un conjunto w-revuelto para f si para
cualesquiera dos puntos distintos =,y € S se cumplen las siguientes condiciones

(a) w(z, f) \w(y, f) es numerable,
(b) w(z, f)Nw(y, ) #0,y
(¢) w(z, f) \ Per(f) # 0.

Donde w(z, f) recordemos que es el conjunto de todos los puntos limites de la érbita
de x considerada como una sucesion.

La siguiente nocion de caos fue propuesta por Li en [26].

Definicién 3.13. Sea f: X — X un sistema dindmico. Decimos que f es w-cadtico
si existe un conjunto w-revuelto no numerable.

Se pueden considerar variantes débiles del w-caos cambiando la condicion en la
cardinalidad del conjunto w-revuelto, ver [25].

Teorema 3.14. Si f: X — X es un sistema dinamico w-cadtico entonces f es
cadtico en el sentido de Li-Yorke.
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La demostracion se puede ver en [25]; que ademas muestra que el reciproco no
es cierto.

El siguiente teorema nos relaciona el caos de Li-Yorke y el w-caos entre una funcion
continua f y su respectiva hiperextension, ver Teorema 8 en [22]. Asegurédndonos
bajar en el esquema presentado al inico del capitulo.

Teorema 3.15. Sea f: X — X un sistema dindmico y f: K(X) — K(X) la
hiperextension de f al hiperespacio IC(X). Entonces se cumplen las siguientes afir-
maciones.

(a) Si existe un conjunto S que es Li-Yorke revuelto (w-revuelto, respectivamente)
para f entonces existe un conjunto Li-Yorke revuelto (w-revuelto, respectiva-
mente) para f con la misma cardinalidad que S.

(b) Si f es cadtica en el sentido de Li-Yorke (w-cadtica, respectivamente) entonces
f es caotica en el sentido de Li-Yorke (w-cadtica, respecticamente).

Demostracion. (a) Considere la funcion p: X — K(X),z — {z}. Note que

du(e(x), o(y)) = da({z},{y}) = d(z,y).

Por tanto, ¢ es una isometria, en efecto f es conjugada de f via ¢. De manera que
se tiene p o f = f o p. Por tanto, f({z}) = {f(z)}.

Sea S un sunconjunto de X Li-Yorke revuelto, entonces #S > 2 y todo par de
puntos distintos de S son un par de Li-Yorke. Entonces para x,y € S se tiene que

limsup dr (f*({2}), f" ({y}) = lim sup dpr ({/"(x)}, {/"(¥)})

n——~oo

= limsupd(x,y) > 0.

n—aoo

Ademas se tiene

liminf dy (F"({z}), 7 ({y})) = lim inf dpg ({f" ()}, {/"(9)})

n—aoQ

= liminfd(z,y) = 0.
n—aoo

Lo que prueba que si z,y son un par de Li-Yorke para f entonces {z},{y} son
un par de Li-Yorke para f. Por tanto, considere el conjunto

S={{r} eK(X):z€S5}.

Note que #S > 2 y cualesquiera dos puntos en S es un par de Li-Yorke. Mostrando
que existe un conjunto Li-Yorke revuelto para f.

Por tltimo note que ¢ sirve de biyeccién entre S y S, de manera que tienen las
misma cardinalidad.

En el caso de conjuntos w-revueltos se razona de forma andloga trabajando con
la funcion ¢ que hemos definido.
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(b) Si f tiene caos en el sentido de Li-Yorke entonces f tiene un conjunto S que
es Li-Yorke revuelto, entonces por (a) se sigue que f tiene un conjunto Li-Yorke
revuelto con la misma cardinalidad de S. Como S es no numerable, entonces el con-
junto Li-Yorke revuelto para f ha de ser no numerable, lo que prueba que f tiene
caos en el sentido de Li-Yorke.

Un razonamiento andlogo muestra que si f es w-cadtica entonces f es w-cadtica. [J

En virtud del Teorema se tiene

[ X ‘ X
i LYC, wC
T: K(X) ——— K(X).

3.2. Caos distribucional

La noci6n de caos distribucional fue introducida por Schweizer y Smital en [33],
y es generalizada posteriormente por Balibrea, Smital y Stefankova en [3] y [34].

Definicién 3.16. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Para z,y € X;t € Ry
n € N, sea

Sz yn,t) =#{i: 0<i<nyd(f(z) f(y) <t}
Definimos la funcion de distribucion superior de x,y por
£, (1) = limsup “£(z, ., 1)
xy - lnln_bi.lop n x7y7n7 N

Y definimos la funciéon de distribucion inferior de x,y por
n—aoo

1
F.y(t) = liminf ﬁé(:c, y,n,t).

Ambas funciones son no decrecientes, y ademas 0 < F,, < F;y <1.Sit<O0
entonces Fy (t) =0, y si t > diam(X) entonces Fy,(t) = 1.

Estas funciones representan el limite superior e inferior de las veces que la distancia
d(fi(z), fi(y)) entre las trayectorias de = y y es menor que ¢ durante n iteraciones.

Definicién 3.17. Sea f: X — X un sistema dindmico. Si existe un par de puntos
x,y € X tal que

(,C) Fy, =1y F,y(t) = 0 para algiin ¢ > 0 decimos que f tiene caos distribucional
de tipo 1.

d,C) £ =1y F,,(t) < F> (t) para algin t > 0 decimos que f tiene caos distribu-
Yy Y Y
cional de tipo 2.
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(d3C) Fiy(t) < Fy,(t) para todo t € J, donde J es un intervalo no degenerado,
decimos que f tiene caos distribucional de tipo 3.

Note que
dlC = d2C = dgC,

pero no reciprocamente.

En [34] prueban que existe una funcion que tiene caos distribucional de tipo 2 pero
no tiene caos distribucional de tipo 1; y en [3] prueban que existe una funcion que
tiene caos distribucional de tipo 3 pero que no tiene caos en el sentido de Li-Yorke.

Teorema 3.18. Sean g: Y — Y y f: X — X sistemas dindmicos conjugados
via ¢: Y — X, donde (X,dx) y (Y,dy) son espacios métricos. Entonces g tiene
caos distribucional de tipo 1 (de tipo 2, respectivamente) si y solo si f tiene caos
distribucional de tipo 1 (de tipo 2, respectivamente).

Demostracion. Sea ¢: Y — X un homeomorfismo que conjuga a g y f, entonces
pog = fop. Por la continuidad de ¢, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para z,y € Y
si dy(x,y) < ¢ entonces dx(¢(z),¢(y)) < €. De manera que

dy (9"(x), g"(y)) <8 = dx(pog™(x),p0g"(y)) <e,

y como ¢ o g" = f" o entonces

dy (g"(2), ¢ (y)) < 6 => dx ("o p(z), "o p(y)) < e.

Entonces

G;Zy(é) < F;(m)gp(y) (e), (3.1)
donde G}, y Fy, son las funciones de distribucion superior de g y f respectivamente.
Similarmente por la continuidad de =1, para cualquier € > 0 existe § > 0 arbitraria-
mente pequeno tal que para z,y € Y dx(p(z), ¢(y)) < § implica que dy(x,y) < .
Y como consecuencia

F@(ﬁ)tﬂ(y) (5) S ny(g)’ (32)

donde F,, y G, son las funciones de distribucién inferior de f y g respectivamente.
Ahora, si G}, = 1 entonces por 1) se tiene F7 . = 1. Y si, por otro lado,
Gay(e) = 0 entonces por (3.2) se tiene que Fy(3),(,)(0) = 0. Y como consecuencia
si g tiene caos distribucional de tipo 1, entonces f tiene caos distribucional de tipo 1.

Ademas, si Ggy(e) < 1 entonces, por (3.2)), Fiz)u(y)(6) < 1, de manera que si g tiene
caos distribucional de tipo 2, entonces f tiene caos distribucional de tipo 2. O

El teorema anterior nos dice que el caos distribucional de tipo 1 y de tipo 2 se
preservan bajo conjugacion. En [3] prueban que la nocion de caos distribucional de
tipo 3 no se preserva bajo conjugacion.

Como el caos distribucional de tipo 1 es mas fuerte que el de tipo 2 y tipo 3.
Entonces s6lo nos concentraremos en el caos distribucional de tipo 1. En efecto el
caos distribucional se puede definir de la siguiente manera.
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Definicion 3.19. Sea f: X — X un sistema dindmico. Un subconjunto S de X
se dice distribucionalmente revuelto para f si #5 > 2 y para todo par de puntos
distintos x,y € S se tiene

(a) Fy,(t) =1 para todo t > 0,
(b) Fuy(t) =0 para algan t > 0.

Al par z,y le llamamos par distribucionalmente cadtico para f. También decimos
que f tiene caos distribucional si existe un conjunto distribucionalmente revuelto no
numerable para f.

Note que esta definicién de caos distribucional coincide con la definiciéon de caos
distribucional de tipo 1.

Teorema 3.20. Sea f: X — X un sistema dinamico.

(a) Si existe un conjunto S C X que es distribucionalmente revuelto para f en-
tonces existe un conjunto distribucionalmente revuelto para f con la misma

cardinalidad de S.

(b) Si f tiene caos distribucional entonces f tiene caos distribucional.

La prueba del Teorema sigue la misma idea del Teorema [3.15] el cual con-
siderea la funcion ¢: X — K(X), x —— {2}, que es una isometria.

En virtud del Teorema |3.20| entonces podemos bajar en el siguiente esquema

f: X

X

dC

!
!
|
|
|
|
|
|
v

f:K(X) K(X).

En [22] muestran el siguiente teorema el cual afirma que el reciproco de los Teoremas

y no son verdaderos en general.

Teorema 3.21. Existe un espacio métrico compacto X el cual admite una funcion
f: X — X que no tiene par de Li-Yorke, ni conjunto w-revuelto, ni conjunto
distribucionalmente revuelto tal que su hiperextension f: K(X) — K(X) tiene
caos de Li-Yorke, w-caos y caos distribucional.

En [22] para la prueba del teorema anterior lo que hacen es considerar la compac-
tificacion de los enteros (considerado como un espacio topologico discreto), Xo, =
Z U {oo} vy definir la funcion f: Xoo — X por

f(n):{n+1’ n € 7,

00, M = 00.

El siguiente didgrama nos resume los resultados en cuanto a la nociones de caos de
Li-Yorke, w-caos y caos distribucional

Nocion de caos f f
LYC, wC, dC

=
&~
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3.3. Caos de Li-Yorke para operadores lineales

Si T es un operador lineal continuo, en un espacio de Fréchet X, que tiene caos
en el sentido de Li-Yorke entonces T también por el Teorema [3.15| Bernardes, Peris
y Rodenas [12] muestran usando el teorema de Banach-Steinhaus el siguiente lema.

Lema 3.22. Sea T un operador lineal continuo en un espacio de Fréchet X. Si T
tiene un par de Li-Yorke, entonces existe un subconjunto residual Z de X tal que
Orb(z,T) es no acotada para cada x € Z.

A la luz del Lema y por el Criterio de caos de Li-Yorke, ver Teorema 15 en
[11] se prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.23. Sea T un operador lineal continuo en un espacio de Fréchet X y
defina

NS(T)={z € X: (T"x)
Sispan (NS(T')) es denso en X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) T tiene caos de Li-Yorke.

neN tiene una subsucesion que converge a 0} .

(b) T tiene caos de Li-Yorke.

(¢) T tiene un par de Li-Yorke

Demostracion. Las relaciones (a) = (b) = (c) son triviales. Entonces basta demos-
trar que (¢) = (a). Por el Criterio de caos de Li-Yorke, ver Teorema 15 en [I1],
necesitamos probar que existe una sucesion acotada (a,), en NS(T) tal que la suce-
sion (T"ay),, es acotada. Por (¢) y el Lema [3.22] podemos tomar un vector a € X tal
que Orb(a,T) es no acotada. Como span (NS(T")) es denso en X, a € span (NS(T)).

Por lo tanto, es suficiente tomar a,, = a para todon € Z,. O

Como una consecuencia del teorema se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.24. Sea X un espacio de Fréchet de sucesiones en el cual (e,)
una base. Suponga que la traslacion hacia la izquierda con pesos

nel €s

Bw(xlu T, X3, .. ) = (’LUQ.IQ, W33, WaTy, - - ')7
es un operador en X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) B, tiene caos de Li-Yorke.

(b) B, tiene caos de Li-Yorke.

(¢) B, tiene un par de Li-Yorke.

Demostracion. En este caso, el conjunto NS(B,,) contiene un subespacio denso de
X, asaber el conjunto de todas las sucesiones de soporte finito. Por tanto, el corolario
se sigue del teorema anterior. O]

En los espacios clasicos de Banach [,, 1 < p < 00 y ¢y, Bermidez, Bonilla,
Martinez y Peris en [10] muestran que B, tiene caos de Li-Yorke si y solo si

sup{|wy « ... Wyl € Zi,m >n} = 0.

Lo que da una caracterizaciéon en término de la sucesiéon de pesos.



Capitulo 4

Propiedades de especificacion

Las propiedades de especificacion fueron definidas por Bowen en [I5], las cuales
son satisfechas por muchos sistemas dinédmicos discretos que surgen naturalmente
en aplicaciones. La terminologia que vamos a usar para definir las propiedades de
especificacion y los resultados importantes se pueden encontrar en [22].

El objetivo principal de este capitulo es dar a conocer las propiedades de especi-
ficacion, las cuales son nociones mas fuertes que el caos en el sentido de Devaney.
Queremos ver cuando es posible bajar y subir en el siguiente esquema

[+ X - X
|
|
ELSPSP?
|
- !
f: K(X) K(X).

donde SPSP son las siglas en inglés de la propiedad de especificacion periodica fuerte,
la cual definiremos brevemente. También veremos un ejemplo el cual nos permite
concluir que el caos exacto en el sentido de Devaney para f no implica el caos exacto
en el sentido de Devaney para f.

4.1. Propiedades de especificaciéon en el hiperespa-
cio
Vamos a trabajar con funciones continuas f: X — X donde (X, d) es un espacio
métrico compacto.

Definicién 4.1. Decimos que una funcion continua f: X — X satisface la pro-
piedad de especificacion periddica fuerte si para todo € > 0 existe un entero N, > 0
tal que para cualesquiera entero s > 2, puntos y1,ys,...,ys € X y enteros

O=a1 <b<ay; <by <...<ay; <bs,

con a; —bj_; > N, para j = 2,...,s, entonces existe un punto x € X tal que se
cumplen las siguientes condiciones:
47
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(a) d(fi(x), fl(y)) <eparaaq <i<byl=1,...,s,
() fre(a) =z

Si esta definicion se cumple solamente para el caso especial s = 2 decimos que f
satisface la propiedad de especificacion periddica, abreviamos PSP en inglés.

Si se omite en la definicion de propiedad de especificacion periodica fuerte la con-
dicion (b) (en la propiedad de especificacion periddica, respectivamente) obtenemos
la nocion de propiedad de especificacion fuerte, que abreviamos por SSP (propiedad
de especificacion débil, abreviamos WSP, respectivamente).

Si reemplazamos la condicion (a) y (b) en la definicion de propiedad de especifi-
cacion periddica fuerte por

d (frrECN (), frEREN) () < g,

parak e Nag <i<byl=1,...,s entonces se obtiene el concepto de propiedad
de especificacion fuerte recurrente, abreviamos RSSP en inglés. En el caso especifico
s = 2 entonces se dice que f satisface la propiedad de especificacion débil recurrente,
que abreviamos por RWSP.

Mencionaremos algunos resultados dados en [I7] de los cuales se omitira demos-
tracion. El siguiente teorema nos dice que la propiedad de especificacion periodica
fuerte implica el caos en el sentido de Devaney.

Proposicion 4.2. Sea f: X — X una funciéon continua definida en un espacio
métrico compacto (X,d). Si f satisface las propiedad de especificacion periodica
fuerte, entonces el conjunto de puntos perioédicos de f es denso en X y f es mezclante.

Note que en particular f es totalmente transtiva y topoldgicamente transitiva,
por lo tanto si f satisface las propiedad de especificacion entonces f tiene caos total
en el sentido de Devaney.

Proposicién 4.3. Sean f: X — Xy g: Y — Y dos funciones continuas definidas
en espacios métricos compactos (X,dx) v (Y,dy), respectivamente. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) Si f satisface la propiedad de especificacion periddica fuerte entonces f* sa-
tisface la propiedad de especificacion periodica fuerte para cualquier k£ > 1.

(b) Si f y g satisfacen la propiedad de especificacion periodica fuerte entonces
f x g satisface la propiedad de especificacion periodica fuerte.

El siguiente teorema nos permite bajar en el esquema planteado al inicio del
presente capitulo, ver Proposicion 5 en [§].

Teorema 4.4. Sea f: X — X un sistema dindmico que satisface la propiedad de
especificacion periodica fuerte. Entonces f: K(X) — K(X) satisface la propiedad
de especificacion periddica fuerte.
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Demostracion. Sea € > 0y sea N, el entero positivo como en la propiedad de
especificacion periodica fuerte para f.

Sean Ki,..., K, € K(X) y considere los enteros a;,b; para j =1,...,s, tales que
0:a1§b1<a2§b2<-~<a5§bs,

con a; —bj_1 > N.jp para j =2,...,s.

Como f es continua y K(X) es un espacio métrico compacto, entonces existe n > 0
tal que si dy(A, B) < n entonces

du(F'(4).7(B) < /2
para ABeEK(X)yaq<i<byl=1,...,s
Para n € N existe L; € K(X) con #L; < n tal que
du(Kj, L) <.
Por tanto, d(F (K;), F(L;)) < /2 paraay <i <b, 1,j=1,....s.

Sea L; = {yj1,.--,Yjs}, J = 1,...,s. Como f satisface la propiedad de especifi-
cacion periddica fuerte entonces existe z € X tal que f>*Ve2(z) = y

d(f' (), f'(y0) < e/2,

paraaq; <i<byl,j=1,...,s. Tomando K = {x} vemos que

?bs+N5/2 (K) _ be+N5/2({:L'}) _ {fstrNs/z(x)} — {x} = K.

Y ademas B B . .
du(f'(K), ['(L;)) < d(f'(x), f'(y;0)) < /2,
paraaq; <t<byjl=1...,s.

Por tanto, se tiene que

du(F'(K), T (52) < du(F(K), T'(I) + du (F (K0, T (L) < £/2 +¢/2 =,

para a; < i < byl =1,...,s. Todo esto muestra que f satisface la propiedad de
especificacion periodica fuerte. n

De manera que la propiedad de especificacion periodica fuerte puede bajar en el
siguiente esquema

[+ X ‘ X
i SPSP
T K(X) ——— K(X).
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4.2. Ejemplo

Vamos a presentar un ejemplo, el cual esta construido en [22], de una funcion
f tal que su hiperextension satisface la propiedad de especificacion periodica fuerte
y que ademas tiene caos exacto en el sentido de Devaney pero que f no tiene caos
exacto en el sentido de Devaney ni satisface la propiedad de especificacion periddica
fuerte. Todos los resultados y sus demostraciones que mostraremos a continuacion
estan basados completamente en el articulo [22].

Dado una sucesion de sistemas dinamicos, que denotamos por ((f,, X,)),—, don-
de X,, es un espacio métrico compacto para todo n, podemos considerar el sistema
dinamico producto denotado por (I[)~, fu, [~ X»), este sistema dinamico se de-
fine de forma natural por el teorema de Tychonoff.

La siguientes serie de lemas nos ayudaran a cumplir nuestro objetivo.

Lema 4.5. Si ((fn, X;)),—, es una sucesion cualquiera de sistemas dinamicos tal que
para cada entero positivo n el conjunto de todos los puntos recurrentes regularmente
de f, es denso en X, entonces el sistema dinamico producto ([[°", fu. [~ Xn)
tiene un conjunto denso de puntos recurrentes regularmente.

Lema 4.6. Si ((f,,X,)),—, es una sucesion cualquiera de sistemas dinamicos con
propiedad de especificacion periodica fuerte (o propiedad de especificacion periodi-
ca) entonces el sistema dinamico producto ([[°, fu.[[—, X,) tiene propiedad de
especificacion fuerte recurrente (o propiedad de especificacion débil recurrente).

Demostracion. Dado € > 0, existe un entero positvo M tal que

Sea N, la constante dada por la propiedad de especificacion periddica para f,,, donde
1<n<Mysea N=maxN,. Sean z,y € HZO:an y a1 < by < as < by enteros
tales que by —a; > N y by —as > N. Sean pq,...,py puntos periddicos tales que
cada p; se obtiene de la propiedad de especificacion periodica para f;, z;,y;. Define
el punto

p=(P1, -, PM Q415 Qrrg2, - - -) € H X,
n=1

donde ¢; € X, son puntos cualesquiera. Un calculo directo verifica que p satisface
las propiedades de especificacion. O

Lema 4.7. Si la funciéon continua f tiene la propiedad de especificacion fuerte
recurrente (débil recurrente) entonces su hiperextension f tiene la propiedad de
especificacion periodica fuerte (o propiedad de especificacion periddica).

Demostracion. Asuma que f satisface la propiedad de especificacion fuerte recurren-
te. Sea ¢ > 0 y sea N la constante dada por la propiedad de especificacion fuerte
recurrente para /2. Fijamos s > 2, conjuntos Ay,..., Asy a1 < by < as < by <
... <as <bsconbj—a; > N.
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Sean U},,..., U, conjuntos abiertos que cubren a f (A), dado por bolas de did-
metro menor que €/4 y centros A;, donde a; < i < b;. Asumimos que el nimero r es
el mismo para cualquier 7 y [. Sea yfj € A; el centro de la bola Uil’l. Sea x7 el punto
dado por la propiedad de especificacion fuerte recurrente para los puntos yi{j, Y
ya < b <ay < by <...<as < bs. Por un argumento similar en la prueba del
Lema, se puede encontrar un punto periédico P;; € K(X) con periodo b; + N y
tal que

— — 9 .
dr (F(P). T D) < S param <i<biyl=1,....s

Tomando el conjunto
p=JPy,
i,J

entonces P es el punto periédico deseado. O

Sean € Ny sea Z,.; el grupo ciclico con n+1 elementos. Dotamos a Z,,.1 con la
topologia discreta. Sea X, = (Z,11)” = {(n)2_;: T € X1, m € N} el espacio
topologico producto de una cantidad no numerable de copias de Z, 1. Resulta que
X,, es homeomorfo al conjunto de Cantor; es decir, X,, es un espacio compacto,
perfecto y tiene una base de conjuntos cerrado-abiertos numerable. Esta base consiste
de los conjuntos cilindros de la forma

(21, 2k = {(zm)oe_y € Xp: w1 =21, ..., Tk = 2k},

donde k € Ny zq,..., 2z es una sucesion arbitraria de elementos de Z,, ;1 de longitud
k.

Definimos la funcion f,: X,, — X, por f ((2)2_1) = (Ym),._, donde

Y = Tm+1, € 7é Tn41
i =
14+ Zmy1, T1 = Tpt

para todo m € N.

Lema 4.8. Sea n € N. Entonces para la funcién f,: X,, — X,, definida anterior-
mente se tiene

(a) La funciéon f, es continua.

(b
(c
(

d) La funcion f, es topolégicamente exacta.

fn no tiene puntos periodicos con periodo igual a n.

Si n > 3, entonces f, satisface la propiedad de especificacion periddica fuerte.

)
)
)
)

Demostracion. (a) Vamos a probar que, dado z € X,,, la preimagen de cualquier
vecindario abierto de z bajo f, es abierto. En efecto, sea [z1,...,2,] (k > n),
tenemos que

21, z)) = U la, 21, .,z | Ulzn — Lze — 1,000, 2 — 1]
GEZn+1\{Zn}
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es abierto. Si k < n se obtiene la descomposicion disjunta

A U 2 T S I

Aly.0n—k

(b) Suponga que existe una sucesion (z,,)°_, € X, tal que

Wm)mmt = F(@m)mz1) = (@m)mzr-

Por la definicion de f,, podemos ver que k + x,,+, = x,, para todo m € N, donde
k=+4#{je{l,...,n}: z; = xj4,}. Claramente 0 < k < n. Considere dos casos:

1. Si k > 0 entonces existe un j € {1,...,n} tal que z; = z,4, y teniendo en
cuenta la igualdad k+z ., = z; vemos que k& = 0, lo que es una contradiccion.

2. Si k = 0 entonces en particular z,,1 = x1; luego se tiene que k > 1, lo que es
una contradiccion.

(c) Reescribiendo la definicion de la propiedad de especificacion periodica fuerte
para f, vy usando las propiedades elementales de los espacios métricos compactos
X, vemos que es suficiente probar lo siguiente: existe N € N tal que para cada

s,t € N y para dos sucesiones finitas de puntos uy,...,us y vy,...,v; de elementos
de Z, 1 podemos encontrar una sucesion wy, ..., wy tal que
s+N —
I ([ugy vy tgy Wy ooy WN, UL, -y 0]) = 01,0, 0]
Fijamos s,t y dos sucesiones uq,...,us y v1,...,0; como se ha mencionado. Afir-
mamos que N = 2n. Para ver esto, sea k = #{j € {1,...,s —n}: x; = xj4,}
moéd (n + 1). Si k > 0 entonces definimos w; = us_p; parai =1,....n—k+1y
w; = Us_pii+1parai =n—=k,...,n,yen otro caso w; = us_,;+1parat=1,...,n.
En alguno de los casos, para i =n-+1,...,2n defina w; tal que w; # w;_, y w; # v;.

Podemos hacer esto porque hemos asumido n > 2. Por esta construccion se tiene
que

;’;+N([u1,...,us,wl,...,wN,vl,...,vt]) = [v1, ..., 0,

lo que termina la prueba.

(d) Es claro, por las mismas técnicas usadas previamente, que si [uq,...,u| es
un conjunto cilindro no vacio, entonces f**2"([uy, ..., u]) = X,. O

El siguiente resultado prueba que el reciproco de los Teoremas 2.24], v
no es verdadero, ver Teorema 14 en [22].

Teorema 4.9. Existe un sistema dindmico f: X — X topoldgicamente exacto
que no satisface la propiedad de especificacion periodia fuerte y tal que Per(f) no
es denso en X pero su hiperextension f tiene caos exacto de Devaney y satisface la
propiedad de especificacion periddica fuerte.

Demostracion. Paran € {2,...} sea (f,, X,,) el sistema dindmico construida previa-
mente al Lema por tal lema cada f, tiene caos exacto en el sentido de Devaney
y satisface la propiedad de especificacion periddica fuerte. Por tanto, su producto
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cartesiano es una funcion f topologicamente exacta con propiedad de especificacion
fuerte recurrente, por el Lema [4.6] Otra vez por el Lema uno puede ver que f
tiene puntos no peridédicos con periodo mayor o igual que 2, y como f es topologica-
mente transitiva y no es igual a la funcion identidad entonces el conjunto Per(f) no
es denso. Por tanto, f no tiene caos exacto en el sentido de Devaney y no satisface la
propiedad de especificacion periodica fuerte. Por otro lado, la hiperextension f tiene
caos exacto en el sentido de Devaney y satisface las propiedades de especificacion
periodica fuerte po los Lemas y y por el Teorema [2.23 O

Note que como f tiene caos exacto de Devaney entonces f tiene caos de Devaney,
que por el Teorema es equivalente al caos total en el sentido de Devaney; por
estos hechos se concluye

f totDev C = f totDev C,

fDev C % f Dev C,

puesto que f no tiene conjunto denso de puntos periddicos.






Capitulo 5

Conclusiones

Si consideramos las propiedades parciales de las distintas definiciones de caos se
tiene:

Propiedades f f
Transitividad topologica

Totalmente transitiva

Exactamente topologica

Débilmente mezclante

Mezclante

Densidad de puntos periodicos

L O I (A

A manera de conlusion tenemos el siguiente cuadro que nos resume los resultados
expuestos en cuanto a las distintas nociones de caos, y también sobre la propiedad
de especificacion periédica fuerte:

Nocion de caos f f
Dev C

-

<«
totDev C, exDev C, LYC, wC, dC, SPSP =
&

En general las distintas nociones de caos, de forma colectiva, no implican sus res-
pectivas nociones de caos de forma individual. Pero las distintas nociones de caos,
de forma individual, si tienen como consecuencia las respectivas nociones de caos de
forma colectiva, exceptuando el caso de caos en el sentido de Devaney donde el caos
individual no implica el caos colectivo ni viceversa.

35
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