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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se obtendrd la expresion de las leyes de esfuerzos axiles, cortantes
y flectores asi como de las funciones de desplazamiento por axil y por flector
suponiendo un comportamiento eldstico y lineal de la estructura.

2 Introduccidn

Los esfuerzos son fuerzas y momentos internos estaticamente equivalentes a la
distribucion de tensiones, es decir, se trata de la resultante de las tensiones en la
seccidon de la barra considerada.

Las funciones de desplazamiento definen el movimiento longitudinal, fransversal y
giro en una seccidén cualquiera de la barra ya que representan la resultante o
acumulacion de deformaciones efectivas y de movimientos de sdélido rigido hasta
la seccién considerada.

Mediante las leyes de esfuerzos N(x), V(x) y M(x), (ley de axiles, cortantes vy
flectores) y las funciones de desplazamientos u(x), v(x) y 0(x) (funcidn de
desplazamiento longitudinal, fransversal o flecha y giro) se caracteriza estdtica y
cinemdticamente cada una de las secciones de la barra.

3 Objetivos

EL alumno, tras la lectura de este documento, serd capaz de:

® determinar la expresion de las leyes de axiles, cortantes y flectores de una
barra, a partir de la carga que esté actuando sobre ella

® relacionar tensiones y solicitaciones

® determinar la expresion de las funciones de desplazamiento longitudinal,
fransversal y giro de una barra a partir de la deformaciones

® obtener las funciones de desplazamiento a partir de las leyes de esfuerzos
cuando la estructura esté resuelta estdticamente

4 Leyes de esfuerzos y funciones de desplazamiento
a lo largo de una barra

4.1 Concepto, nomenclatura y criterio de signos

Tanto las leyes de esfuerzos como las funciones de desplazamientos de expresan
en gjes locales de la barra.

Las leyes de esfuerzos definen el valor del esfuerzo correspondiente en todas las
secciones de la barra en funcién de la coordenada x (distancia al extremo inicial
de la barra), indicando cudnfo y codmo estd solicitada dicha seccidn bajo un
estado tensional concreto. La representacion grdfica de las leyes de esfuerzos
son los diagramas.
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El criterio de signos segun Resistencia de Materiales es el siguiente (Figura 1):

) G

Figura 1. Criterio de signos en la rebanada

Llamamos N(0), V(0) y M(0) al valor que adopta la ley de axiles, cortantes y
flectores al particularizar para x=0 y N(L), V(L) y M(L), al particularizar para x=L.

Definidos los ejes de la barra, los esfuerzos en el extremo inicial (i) son Fxi, Fyiy Mjy
en el extremo final (j) son Fx;j, Fyj y M;.

Todos ellos se representan con signo positivo en la Figura 2, en la que se indica
asimismo la correlacién entre ambos.

Y 4
N(O) 1M(0) MIL) < < N(L) X
—> b oo e e - i SEEEES 2
FXi T l FXi
Y Mi V(0) V(L) M;
Fyi Fxi=-N(0) Fxj = N(L) Fyj T
Fyi=V(0) Fyi=- V(L)
Mi=-M(0)  Mj=M(L)

Figura 2. Esfuerzos en la barra

Las funciones de desplazamiento definen el valor del movimiento en todas las
secciones de la barra en funcién de la coordenada x (distancia al extremo inicial
de la barra), indicando cudnto y cdmo se mueve dicha seccién bajo un estado
deformacional concreto

Liamamos u(0), v(0) y 8(0) al valor que adopta la funcién de desplazamientos
longitudinales, transversales y de giros al particularizar para x=0y u(L), v(L) y 6 (L),
al particularizar para x=L.

Definidos los ejes de la barra, los movimientos en el extremo inicial (i) son dxi, dyiy
0iy en el extremo final (j) son dxj, dyjy 0 j

Todos ellos se representan con signo positivo en la Figura 3, en la que se indica
asimismo la correlacion entre ambos

dxi
M dxi=u(0) dxj=u(L)
dyi=v(0) dyj=v(L)
v 0i = 6(0) 0j=0 (L)

Figura 3. Movimientos en la barra
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4.2 Leyes de esfuerzos por axil

Sea una barra (figura 4) sobre la que actia una carga axial variable pa(x), siendo L
su longitud, A el drea de la seccién fransversal y E el médulo de elasticidad
longitudinal.

Figura 4. Barra con carga axial variable

Pa(x) »BP
N(x) 4——> N (x)+dN(x)

Figura 5. Equilibrio en la rebanada

Planteamos el equilibrio de fuerzas en la rebanada diferencial (figura 5)

$TFx = 0 - —N(x)+p, (x)dx + N(x) + dN(X) = 0 — p, (x)dx + dN(x) = 0 —> p, (x) + d';‘ix) -0
-, (0= T N
X

La carga axial repartida (cambiada de signo) es la derivada del axil

NG = [, (x)dx

El axil es la integral de las cargas axiales (cambiadas de signo)

Por ser una integral indefinida, al infegrar tendremos una constante

N(x) = jo —p,(x)dx+c,—»>x=0 N()=c, c,=-Fx

Si no actua ninguna fuerza axil sobre la barra el esfuerzo axil es constante. Si la
fuerza axil es constante, el esfuerzo axil es lineal

El axil es la resultante de las tensiones en la seccidn

N(x) = jAc(x)dA

Suponiendo la tensidon constante (figura 6) obtenemos la expresion de la tensidon
normal por axil:

_ N(x)
o(x) = e
—> olx)
N(x)

Figura 6. Axil y tensidn normal (constante) en la seccion
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4.3 Funciones de desplazamiento por axil

En la figura 7 se representa la cinemdtica de la barra con carga axial

Y U (x+dx)=u(x)+du(x)

——H—
xrax | dX  Adx

Figura 7. Cinematica de la barra con carga axial

Planteamos la compatibilidad de desplazamientos en la rebanada diferencial

_ u(x+dx)—u(x) _ u(x)+du(x)—-u(x) _du(x)

e(x =u'(x
() dx dx dx (x)
du(x
g(x) = ( )=u'(x)
dx
La deformacion axial unitaria es la derivada de la funcién desplazamiento por

axil

u(x) = Ia(x)dx

La funcion desplazamiento por axil es la integral de las deformaciones axiales
unitarias

Por ser una integral indefinida, al integrar tendremos una constante
X
u(x) = jo g(x)dx+c.—»x=0 u(0)=c. cg=dx

Si no actua ninguna fuerza axil sobre la barra el esfuerzo axil es constante vy
entonces:
AL

g(x) C

4.4 Leyes de esfuerzos por flexion

Sea una barra (figura 8) sobre la que actia una carga normal variable pn(x),
siendo L su longitud, | la inercia de la seccidon transversal y E el médulo de
elasticidad longitudinal.

pn(x

Sttt T,

Figura 8. Barra con carga normal variable

e
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pg Ix =cte
M(x) CT + l} M(x)+dM(x)

V(x) V(x)+dV(x)

Figura 9. Equilibrio en la rebanada

Planteamos el equilibrio de fuerzas verticales en la rebanada diferencial (figura 9):

ZFy =0-> V(X)+p,(x)dx - V(x)-dV(x)=0 - p,(x)dx —dV(x) =0 — pn(x)—%ix) =0
dVv ,
p.(x) = T - v
X

La carga normal repartida es la derivada del cortante

V(x) = [p,(x)dx

El cortante es la integral de las cargas normales (perpendiculares al eje barra)

Por ser una integral indefinida, al integrar tendremos una constante
X
V(x) = jo p.(x)dx+c,—>x=0 V(0)=c, c,=Fy,

Planteamos ahora el equilibrio de momentos:
ZM =0-> —M(x)—V(x)dx—pn(x)dx%+M(x)+dM(x) =0—>-V(x)dx+dM(x)=0

~dM(x)
dx
El cortante es la derivada del momento y el momento es la integral del cortante

V(X) =M'(x) M(x) = [ V/(x)dx

Por ser una integral indefinida, al infegrar tendremos una constante

M(X)=J.:V(X)dx+03 :joxjpn(x)dx+czx+c3—>x=0 M(O)=c, c,=-M

Si no actua ninguna fuerza sobre la barra el cortante es constante y el momento
es lineal, si la fuerza es constante el cortante es lineal y el momento es de 2°
grado, si la fuerza es lineal el cortante es de 2° grado y el momento es de 3er
grado.

Si en un tramo la ley de cortantes es nula, la ley de momentos es constante.

Si en una seccion el cortante es nulo el momento es mdéximo (V(X)= dM(x)/dx=0
—M=mdAximo)

Relacionemos ahora el momento flector y la tension normal por flexién (figura 10

‘-d—
-

________________________________________________________ M(x) 3oy
> 5. o(xy)

Figura 10. Axil y tensiébn normal en la seccién
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El momento es la resultante de las tensiones en la seccidn:

M(x) = jAo(x,y)ydA

La expresion de la tensidn normal por flexidon es:
M(x)

M(x),, _M(x)
I ymax - W

o(x,y)= y Omax (X, Y) =

4.5 Funciones de desplazamiento por flexion

En la figura 11 se representa la cinematica de la barra y la rebanada a flexion

P

dulxy)=y de(x)

do(x)
vdolx)
de‘(x) \ d S A
S oo routrd 3 /
P o) T vierdn=vx)+avix)
vix)
dx
e |
. v(x)
_______________________ | ---__.______________>
] 2 N
X “dx

Figura 11. Cinematica de la barra y la rebanada a flexion

Suponiendo que se cumple la hipdtesis de pequenos movimientos:

Cdx—o __dx 1_d6(x) _
ds=dx=pd6(x) > p= 300 - e k (curvatura)
Tridngulo 123 = tridngulo 12'3 (2=2'):
1g0(x) = B(x) = v(x)+d\c/j(xx)—v(x) _ d\(;(xx) V(%)
0(x) = Vv'(x)

El giro es la derivada del desplazamiento transversal (flecha)

v(x) = [0(x)dx

El desplazamiento fransversal es la integral de los giros
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Por ser una integral indefinida, al integrar tendremos una constante

V(X) = I x)dx+c.—>x=0 v(0)=c. c.=dy,

Retomando la compatibiidad de deformaciones y desplazamientos en la
rebanada diferencial:

1

do(x) d ,dv(x " do(x) _ . u
— ( )_ ( ( ))_ =V (X) = = =V (X)
p dx dx  dx p dx
La curvatura es la derivada del giro (variacion del dngulo por unidad de
longitud, pendiente ley de giros)

1

d2v(x)

K

ol y) = S GOy xy) =y L =y v

La deformacién axial unitaria de cada fibra situada a una altura y respecto del
eje neutro es proporcional a ésta y a la curvatura

La funcidon giro es la integral de las deformaciones axiales unitarias a la altura y
dividido poryy.

s(x

0(x) = [==*d
Por ser una integral indefinida, al integrar ’rendremos una constante

e(x):J;@deLCG—)X:O 8(0)=c; c; =86,

La funcién desplazamiento transversal es la integral de las deformaciones axiales

unitarias
e(x,y)
V(X)= J‘J—d
Por ser una integral indefinida, al integrar tendremos una constante

v(x) = J' x)dx +¢ _jjudx+cex+c —x=0 v(0)=c. c.=dy,

5 Cierre

A lo largo de este fema hemos obtenido las leyes de esfuerzos y las funciones de

d
e
d

esplazamiento de una barra, relaciondndolas, respectivamente con la carga
xterior y las tensiones y con las deformaciones. Estas expresiones completan la
efinicion estdtica y cinemdtica de la estructura.

Se proponen la siguiente cuestion:

1.

Sabiendo la ley que relaciona fensiones y deformaciones cuando el
comportamiento es lineal (ley de Hooke), la relacién entre tensiones vy
solicitaciones deducida en los apartados 4.2 y 4.4 y la relacion entre
deformaciones y desplazamientos deducida en los apartados 4.3 y 4.5 deducir
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las expresiones de las funciones de desplazamiento en funcion de las
solicitaciones.

(Solucion: u(x) = j:%dx +dx, v(x) = j:j%dx +ox+dy,)
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