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1 Resumen de las ideas clave.

En este articulo vamos a trabajar con los modelos matemadticos que se emplean
para explicar los fendmenos viscoeldsticos en materiales. Considerando que la
viscoelasticidad define el comportamiento hibrido de sélidos eldsticos y liquidos
viscosos y que los elementos fisicos que representan el comportamiento bdsico eldstico
y viscoso son un muelle y un émbolo, respectivamente, este articulo se centra en el
modelo bdsico de viscoelasticidad de Maxwell que considera el acoplamiento en serie
de estos elementos fisicos.

2 Introduccion.

Los materiales pldsticos y, en particular, los polimeros termoplasticos presentan
una naturaleza dual . Por un lado, presentan un comportamiento de sélido elastico
que permite su uso como materiales de ingenieria en aplicaciones que van desde baja
responsabilidad hasta aplicaciones altamente tecnoldgicas. No obstante, ademds de
este comportamiento eldstico, debido a su estructura, en forma de ovillo, estos
materiales también presentan un cierto comportamiento de “liquido viscoso”. Las
caracteristicas principales de estos dos comportamientos, se deducen de la
observacion de la Figura 1.

E.a o 6= E; €
e# 1(t)
?; = Constante elastica

o ="1de/dt
e=1{(t)
M= Constante viscosa

Figura 1. Representacion esquemdtica del comportamiento de sdélidos eldsticos puros
(arriba) vy liquidos viscosos puros (abajo).

Como podrds deducir, el comportamiento eldstico puro se representa por el
modelo fisico de un muelle o resorte y la relacion entre la tensidon aplicada (o) v la
elongacién (g) es proporcional a la constante eldstica del muelle (), segun la Ley de
Hooke. En esta expresién no aparece la variable tiempo, con lo cual, es razonable
pensar que la respuesta eldstica es inmediata y no varia con el paso del tiempo 231,

En relacidon al comportamiento puramente viscoso, cuya modelizacion queda
plasmada con un émbolo o pistdn con un determinado fluido en su interior, la relacién
entre la tensién aplicada (o) v la elongacion (g) es la que define la Ley de Newton. Esta
establece que la tensién aplicada (o) es proporcional a la variacién de la elongacién
con el fiempo (de/dt) y la constante de proporcionalidad es la constante viscosa del
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émbolo o piston (n), o viscosidad. Como en la expresidon aparece la derivada de la
elongacién con respecto del tiempo (de/dt), es lbgico pensar que la respuesta que
ofrecen los liquidos viscosos depende de |a variable tiempo 51,

Como se ha descrito previamente, los materiales poliméricos presentan un
comportamiento hibrido entre el puramente eldstico y puramente viscoso, de ahi que
tengan un comportamiento “viscoeldstico”. Para estudiar el comportamiento
viscoeldstico, cualguier modelo fisico debe contener al menos un émbolo y un resorte.
Cuando el émbolo vy el resorte se acoplan en serie, el modelo resultante es el modelo
de viscoelasticidad de Maxwell, que representa una base sélida para llevar a cabo el
andlisis de los fendbmenos ligados a la viscoelasticidad: fluencia y relajacion 1,

3 Objetivos.

El objetivo de este articulo docente es que puedas deducir la expresiéon generall
que rige el comportamiento viscoeldstico segin el modelo de Maxwell. A partir de esta
expresidon general, el articulo te guiard en el estudio de los fendmenos de fluencia y
relajacion, definiendo su validez y sus limitaciones como modelo viscoeldstico.

4 Desarrollo.

El modelo de Maxwell contempla el acoplamiento de un muelle y un émbolo en
serie tal y como se muestra en la Figura 2. Se trata de un modelo de dos pardmetros que
se corresponden con la constante eldstica del muelle (&) y la constante viscosa del fluido
en el émbolo (n).

n

Figura 2. Representacion esquemdtica del modelo viscoeldstico de Maxwell con
acoplamiento en serie de un resorte y un émbolo.

Si aislas cada uno de los elementos del modelo de Maxwell y consideras la
tension y la elongacion correspondientes a cada elemento (1=resorte; 2=émbolo)
(Figura 3), podrds llevar a cabo un andlisis para la deduccién de la expresién general
del modelo de Maxwell. Simplemente observando la Figura 3, zpodrias decir como serd
la elongacidn resultante? Y en relacion a la tensidon, ;qué opinas sobre la tension en
cada uno de los elementose
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Figura 3. Representacion esquemdtica del modelo de Maxwell con las tensiones y
elongaciones en cada uno de los componentes.

Segun la Figura 3, puedes hacer las siguientes consideraciones:

Elemento puramente eldstico [resorte]

ol tensién soportada por el resorte
€l elongacién producida en el resorte al aplicar la tensién o1
& constante eldstica del resorte

Elemento puramente viscoso [émbolo]

62 tensién soportada por el pistdn
€2 elongacién producida en el émbolo al aplicar la tensién o2
n constante viscosa del fluido en el émbolo

De la observacion del modelo grdfico (Figura 3) podrds deducir claramente que
la elongacidn total () se corresponderd con la suma de las elongaciones (Expresion 1)
en cada uno de los elementos (que se pueden estimar segun la Ley de Hooke para el
resorte y segun la Ley de Newton para el émbolo). En cuanto a las tensiones, la tension
total (o), no se reparte entre los componentes; es idéntica en el resorte y en el émbolo.
Es lo que denominados el principio de igualdad de tensiones tal y como se muestra en
la Expresion 1.

G =01=02 [Principio igualdad de tensiones]
e=¢g1+e [Adicidon de deformaciones] Expresion 1

Ahoraintenta llevar a cabo el andilisis parcial en cada uno de los elementos. Para
obtener la expresion general del modelo de Maxwell, basta con aplicar la hipdtesis de
adicion de elongaciones. Para ello, debes intentar evaluar la elongacién en cada uno
de los modelos segun la expresion correspondiente. jInténtalo antes de continuar con la
lectura del articulo!

La ecuacidn bdsica que rige el comportamiento eldstico del resorte es la Ley de
Hooke, que establece la proporcionalidad entre la tensidén aplicada y la elongacion
producida (Expresion 2).

o1=E¢ Expresién 2
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Si en la Expresidn 2, despejas la elongacion y aplicas derivadas con respecto al
tiempo, obtienes la variacidon de la elongacion en el resorte con el tiempo (Expresion 3).

O dg] ] dG]
8]:— = —=—"—

Expresion 3
3 dt ¢ dtf
Venga, ahora que ya sabes coémo se ha aplicado la deduccidon en el elemento
elastico, jintenta avanzar en la deduccion con el componente viscoso! Como bien
sabes, la ecuacion bdsica que rige el comportamiento del émbolo es la Ley de Newton,
que establece la proporcionalidad entre la tensién aplicada y la velocidad de
deformacion (Expresion 4)

o, =n-J2
2= dt Expresion 4

En la Expresion 4, puedes despejar la variacion de la elongacién en el émbolo
con el tiempo, obteniendo la Expresion 5.

%:l-c Expresién 5

dTn2

Teniendo en cuenta la adicién de las deformaciones (Expresion 1), se puede
llevar a cabo la derivada con respecto del tiempo tal y como se muestra en la Expresion
6 y substituir los valores de las derivadas de las elongaciones con respecto al tiempo
(de1/dt y dez/dt) tal y como se ha deducido en la Expresion 3y 5:

%:%JF% 3$:l.%+l.62 Expresion é
dt dt dt df & df n

Ademds, en relacién a las tensiones, es aplicable el principio de isotension: ¢ = o1
= o2, de tal manera que la ecuacién general de viscoelasticidad segin el modelo de
Maxwell queda tal y como se muestra en la Expresion 7.

de l.EJrl.G Expresion 7

dat & df 7

A partir de esta expresion general o bdsica del modelo de Maxwell, vamos a
deducir las expresiones que rigen el comportamiento reolégico a fluencia, relajaciéon y
recuperacion de materiales pldsticos con comportamiento viscoeldstico y evaluar sus
ventajas y limitaciones.

4.1 Fluencia segun el modelo de Maxwell.

Como ya sabes, la fluencia consiste en la elongacion creciente con el paso del
tiempo, bajo la accién de una tension constante. Asi pues, la condiciéon bdsica de

fluencia es ¢ = cte, de tal manera que %:O . Substituyendo en la ecuacion general del

modelo de Maxwell (Expresidn 7), se deriva la siguiente expresion.
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de 1 o L gestogt Expresién 8
dt 1 n
Si integras la ecuacién diferencial de la Expresion 8, obtienes la variaciéon de la
elongacién en funcién del tiempo, o fluencia (Expresién 9).

g (’r)=l-c-T+C’re Expresion 9
n

Teniendo en cuenta la naturaleza de la respuesta eldstica y de la respuesta
viscosa zCudl crees que serd el valor de la constante de integracién? La constante hace
referencia al alargamiento inicial (eo) que soporta el muelle o resorte en el instante inicial

(t=0), de tal manera que la constante de integracion tiene un valor de G—; , faly como

establece la Ley de Hooke en el resorte. Esta expresidon indica que la fluencia segun el
modelo de Maxwell se produce de forma lineal con el tiempo. Para un determinado
nivel de tensiones oo, la expresion quedaria tal y como se muestra en la Expresion 10.

e ()= +201=20 .90t g, (l+lfj Expresién 10
n n & m

A partir de la informacion que muestra la Expresién 10 sobre la fluencia, spodrias
indicar el valor de la elongacion para t=0 y para t-—se¢ En la Figura 4, tienes una
representacion grdfica de la fluencia segun el modelo de Maxwell.

o
s G = constante =0y
‘@n
=
s
tiempo, t
w
=
e y=m-t+b G
Q m=
S n
=
=
%
tiempo, t

Figura 4. Representacién esquemdtica del fendmeno de fluencia segun el modelo
viscoeldstico de Maxwell.

. . . . .. e . (¢
Como habrds podido intuir, la elongacidn inicial tiene un valor de ?O .Y se

corresponde con la elongacién inicial del resorte. Este hecho es bastante real ya que
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para tiempos muy bajos (t—0), el componente que actla es el resorte. El modelo de
Maxwell explica muy bien la elongacién inicial en un proceso de fluencia. Sin embargo,
tal y como sugiere la expresion lineal creciente, para t—oo, la elongacién continua
creciendo hasta . Esta situacion que predice el modelo de Maxwell no se adapta ala
realidad ya que, en general, la fluencia alcanza valores asintéticos con el tiempo. Por
otro lado, el crecimiento que predice el modelo de Maxwell es de fipo lineal y los datos
reales indican que la fluencia se produce segun una ley exponencial. Asi pues, el
modelo de Maxwell acierta en algunos aspectos ligados a la fluencia, pero muesira
ciertas debilidades con relacidn a otros aspectos de la fluencia.

Ademds de conocer la evolucion de la elongacion con el tiempo, el modelo de
Maxwell permite estimar el valor del médulo del material con el paso del tiempo, médulo
de fluencia o de plastodeformacion. Esto se puede conseguir a través de una analogia

con la expresion general de la Ley de Hooke 820'%. Teniendo en cuenta esta
expresion, spodrias determinar la variacion del médulo con el tiempo2 Como habrds
deducido, se pueden identificar términos (s(T):o%) y obtener la expresidn del
maodulo de fluencia o plastodeformacioén, tal y como se muestra en la Expresion 11.

7 n+E-t Expresién 11

4.2. Relajacion de tensiones segun el modelo de Maxwell.

Cuando una pieza o componente trabaja en condiciones de elongacion
constante, se produce una liberacién o relajacion de tensiones ya que el material tiene
tendencia a fluir como consecuencia del desenrollamiento de la estructura de ovillo. No
obstante, al restringir la elongacion, el material reorganiza la estructura interna y cada
vez necesita menos tension para mantener la elongacion estipulada.

Asi pues, si el material se somete a una elongaciéon constante, e=go=cte, su

. . . de . . L
variacion con el fiempo es nula; es decir a:O. Si substituyes este téermino en la

ecuacién general del modelo de Maxwell (Expresion 7), obtienes la siguiente ecuacion
diferencial:

o:_-_+l.c Expresion 12

Esta es una ecuacién diferencial lineal del tipo o'+P(t)-6=Q(t). La resolucidon de

esta ecuacion diferencial con las condiciones iniciales o=co para t=to conduce a la
expresion:

gl

2
o(t)=cq-€ L} donde =Constante de tiempo
€

Expresion 12
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Esta expresiéon indica que la liberacién de tensiones o relajacién en el material,
segun el modelo de Maxwell, se produce segin una exponencial decreciente desde el
valor de tension inicial (co) necesario para alcanzar el nivel de elongacion g=go=cte, tal
y como se muestra en la Figura 5.

£= constante =¢gg

elongacion, g

tiempo, t

Go= &€

r

tension, o

n
g

tiempo, t

El andlisis de la Expresion 12 es bastante Util para conocer el valor de la tensidon
inicial (co) vy el nivel de liberacién de tensiones para tiempos muy altos. Intenta razonar
el valor de la constante oo (para t=0) y el nivel de liberacién de tensiones para t-—co.

Con relacién a la tensidon inicial (co) necesaria para para conseguir un
determinado nivel de elongacién, basta con substituir =0 en la Expresién 12. En estas
condiciones, el resorte es el Unico componente que trabaja, de tal manera que el valor
de la tensién inicial, se puede estimar segun la Ley de Hooke como o = &€, . En cuanto

a la liberacion de tensidén para t—w, basta con substituir el tiempo en la Expresiéon 12
cuando t—w y se obtiene que la tensidn para este tiempo es 0. Es decir, el material libera
totalmente la tension inicial.

Segun los valores anteriores y la expresidn de relajacién derivada del modelo de
Maxwell, se puede afirmar que se trata de un modelo bastante sélido en tanto en
cuanto estima la tensién inicial (co) de forma adecuada vy la liberacién de tensiones
cuadra con los fendmenos observados en la realidad. No obstante, el modelo de
Maxwell presenta una limitacion importante; la realidad indica que la liberacion de
tensiones no es absoluta o completa, sino que alcanza un valor asintético con el paso
del tiempo. Como has visto previomente, el modelo de Maxwell predice que la
liberacion de tensiones es total, hecho que no estd corroborado por los resultados
experimentales. De nuevo, puedes observar que le modelo de Maxwell acierta en
ciertos aspectos ligados a la relajacién, pero falla en ofros.
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5. Conclusiones

El estudio de materiales con comportamiento elastico queda perfectamente
definido a través de la Ley de Hooke. Con relacidén a los materiales viscosos, su
comportamiento se rige segin la Ley de Newton. No obstante, los materiales poliméricos
presentan un comportamiento viscoeldstico que engloba una respuesta eldstica
(inmediata y definida por la Ley de Hooke) y una respuesta viscosa (dependiente del
tiempo y definida por la Ley de Newton). Considerando que los elementos fisicos
representativos del comportamiento eldstico y viscoso son un resorte y un émbolo con
un fluido, respectivamente, los modelos viscoeldsticos deben considerar lo combinacién
de, al menos, un elemento eldstico (resorte) y un elemento viscoso (émbolo con fluido).
Con ello es posible definir diversos modelos fisicos que pueden acercar al estudio del
comportamiento viscoeldstico.

El modelo de Maxwell es uno de los modelos mds sencillos que aborda la
viscoelasticidad y, para ello, considera el acoplamiento de un resorte y un émbolo en
serie. En el modelo de Maxwell los elementos eldstico vy viscoso tfrabajan en condiciones
de isotension y adicion de elongaciones, de tal manera que es posible deducir la
expresion bdsica del modelo. A partir de esta expresion bdsica, se puede llevar a cabo
el estudio de diversos fendmenos ligados a la viscoelasticidad.

En cuanto a la fluencia o elongaciéon creciente con el tiempo bajo la accién de
tensién constante, merece la pena destacar que el modelo de Maxwell predice una
fluencia de tipo lineal creciente, con un valor inicial ligado a la elongacién del
componente eldstico (resorte) y una pendiente ligada al componente viscoso
(émbolo). Si bien el modelo de Maxwell explica adecuadamente la elongacidn inicial,
los datos experimentales indican que la fluencia no se produce de forma lineal, sino
segun un proceso exponencial.

Con relacion a la relajacion o liberaciéon de tensiones bajo la accién de una
elongacién constante, el modelo de Maxwell considera una tensién inicial ligada al
componente eldstico y una liberaciéon de tensiones de tipo exponencial decreciente
hasta valores de tensidn nulos. Si bien el modelo exponencial decreciente es bastante
cercano a larealidad, los datos experimentales de relajacidén en materiales indican que
no se libera toda la tension.

A pesar de las carencias o limitaciones de este modelo, es importante destacar
su utilidad para llevar a cabo un andlisis de los fendmenos viscoelasticos de forma
sistemdtica y comprender los fendbmenos asociados a la viscoelasticidad.
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