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Abstract

In this article we study a interesting particularization of a method that be-
longs to Monte-Carlo procedures in order to evaluate definide integrals. 
Several illustrative examples are included. 

Introducción 

En los trabajos anteriores [1]-[3] se estudiaron tres métodos tipo Monte-Carlo 
(M.C.) para calcular de forma aproximada la integral definida 

=
b

a
dx)x(fI . (1)

     El primer método, denominado M.C. geométrico, está basado en la interpreta-
ción geométrica de la integral (1) como el área bajo una curva junto con la inter-
pretación frecuencialista de la probabilidad. 

     El segundo método, denominado M.C. de la altura media, está basado en la 
representación de (1) a través de sumas tipo Riemann y en las propiedades de la 
media muestral como buen estimador de la media poblacional. Como se verá más 
adelante, el método que estudiaremos en este trabajo está fundamentado en la 
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aplicación del M.C. de la altura media a una representación integral adecuada de 
(1).
     El tercer método, denominado M.C. basado en funciones de densidad, tiene 
cierta similitud con el que estudiaremos en este trabajo en el sentido de que está 
basado en una representación apropiada de (1) que requiere la introducción de una 
función de densidad. 

     El objetivo de este breve trabajo es enriquecer las aportaciones de los anterio-
res, estudiando una particularización interesante de [2], aunque las ideas pueden 
extenderse a los métodos dados en [1] y en [3]. Los fundamentos estadísticos que 
se requieren en el desarrollo que sigue pueden encontrarse en [1]-[3]. 

1  Particularizando el método Monte-Carlo de la altura media 

El método se basa en aproximar (1) mediante 

+−
−

=
=

b

a

N

1i
ii dx)x(g))x(g)x(f(

N

ab
)N(I (2)

donde { }N

1iix =  son N  valores independientes (obtenidos vía simulación) de una 

variable aleatoria (v.a.) X  uniforme en [ ]b,a : [ ]( )b,aUnX ∝  y )x(g  es una 
función que satisface las siguientes condiciones: 

 C.1. [ ]b,ax,)x(f)x(g ∈∀≅ .

 C.2. 
b

a
dx)x(g  es computable analíticamente. 

Es decir, la propuesta del método está fundamentada en sustituir una función 
)x(f , la cual no se sabe integrar, por otra función )x(g  que la aproxima bastante 

bien sobre el intervalo de integración (condición C.1.) y cuya integral sobre dicho 
intervalo sí es calculable (condición C.2.). 

     Aunque la expresión (2) nos pueda parecer artificial, en realidad se trata de una 
particularización del M.C. de la altura media aplicado a primera integral (ya que 
la segunda, sí sabemos calcularla según C.2.) del miembro derecho de la siguiente 
representación de la integral (1):  
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+−==
b

a

b

a

b

a
dx)x(gdx))x(g)x(f(dx)x(fI . (3)

Desde el punto de vista estadístico el método funciona porque el estimador utili-
zado:

[ ]( )b,aUnX,dx)x(g))X(g)X(f)(ab(I
b

a
∝+−−= (4)

tiene la siguiente propiedad fundamental 

[ ] [ ]

==

+
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Idx)x(f

dx)x(gdx
ab

1
))x(g)x(f()ab(

dx)x(g)X(g)X(fE)ab(IE

i.e., la media del estimador I  dado por (4) es precisamente la integral cuyo valor 
deseamos calcular. En consecuencia como la media muestral es un buen estima-
dor de la media, la expresión (2), aproximará bien a (1). 

     Además, obsérvese que la varianza del estimador es 

[ ] [ ])X(g)X(fVar)ab(IVar 2 −−=

y si se exige la condición C.1., se tendrá la siguiente propiedad deseable: 

[ ] [ ] 0IVar0)X(g)X(fVar ≅≅−

2  Aplicación al cálculo de integrales definidas 

En este apartado se desarrollarán varios ejemplos con objeto de ilustrar cómo se 
lleva a la práctica el método descrito. 

Ejemplo 1. Es bien sabido que la siguiente integral no es calculable aplicando la 
regla de Barrow al no conocerse una primitiva del integrando 

−
=

1

0

2

x

1 dxeI

2
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Para construir la aproximación de 1I  a través del M.C. estudiado, tomaremos co-

mo aproximación )x(g  de )2/xexp()x(f 2−=  el desarrollo de Taylor de orden 
cuatro

)x(g
8

x

2

x
1

2

x

!2
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42222
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=+−=−+−+≅
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cuya integral sí sabemos evaluar: 

120

103
dx)x(g

1

0
= ,

por tanto, aplicando (2) podemos tomar como estimación  

{ } [ ]( ) indep.1,0UnXx,
120

103

8
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en la tabla 1 tomamos 10N =  y obtenemos 

650.85290920
120

103

10

8210.05424126-
)10(I1 =+=

este valor puede compararse con el que obtiene Derive® al aproximar 1I  por el 

método determinista de los trapecios: 180.85562439I1 ≅ .

     Del mismo modo que hicimos en [1]-[2], podemos programar con Derive® el 
cálculo de esta integral (y fácilmente generalizar el proceso) para cualquier N . A 
continuación damos la rutina básica particularizada para 1000N = . Obsérvese 
que las líneas 4 y 5 pretenden mejorar el resultado promediando las aproximacio-
nes finales: 

#1:G(x):=TAYLOR(ê^(-x^2/2),x,0,4)
#2:Y(n):=ê^(-0.5(ABS(RANDOM_VECTOR(1,1))n/n)^2)-
G(RANDOM_VECTOR(1,1))n/n
#3:(1/1000)*SUM(Y(n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)
#4:Z(m):=((1/1000)*SUM(Y(n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)*
m)/m
#5:SUM(Z(m)/10,m,1,10)
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que proporciona la aproximación: 370.85022671 .

Simulación ir ( ) ( )8/x2/x12/xexpv 4
i

2
i

2
ii +−−−=

1 0.5744827687 -0.00071899224 
2 0.9085190132 -0.01060008712 
3 0.8353277490 -0.00650118301 
4 0.7978474231 -0.00497200270 
5 0.9243058653 -0.01171451458 
6 0.9700232673 -0.01549266878 
7 0.2206409413 - 2.389117408·10^(-6) 
8 0.6458383624 -0.00143617860 
9 0.7176009900 -0.00267075471 

10 0.4321013710 -0.00013249736 

6821-0.0542412v
10

1i
i =

=

Tabla 1. Cálculos basados en la simulación para el ejemplo 1. 

Ejemplo 2. Aproximemos ahora la integral 

+=
1

0

2
2 dxx1I

cuyo valor exacto sí conocemos: ( )( ) 147.121ln25.0I2 ≅++= . Como 

aproximación )x(g  de 2x1)x(f +=  tomaremos el desarrollo de Taylor de 
orden dos 

1x,)x(gx
2

1
1x1 22 <=+≅+ ,

cuya integral es: 

6

7
dx)x(g

1

0
= ,

como antes, por (2) la estimación del método es  
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{ } [ ]( ) indep.1,0UnXx,
6

7

2
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1x1
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1
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1ii

N
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2
i2

i2 ∝∈++−+= =
=

Ahora la aproximación la realizamos con Derive® obteniéndose 

11.16009550)1000(I2 =

a partir de la siguiente rutina: 

#1:G(x):=TAYLOR(SQRT(1+x^2),x,0,2)
#2:Y(n):=sqrt(1+(ABS(RANDOM_VECTOR(1,1))n/n)^2)-
G(RANDOM_VECTOR(1,1))n/n
#3:(1/1000)*SUM(Y(n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)
#4:Z(m):=((1/1000)*SUM(Y(n),n,1,1000)+INT(G(x),x,0,1)*
m)/m
#5:SUM(Z(m)/10,m,1,10)

El resultado se mejora aumentando el orden de la aproximación de Taylor, aunque 
el tiempo de cálculo es notablemente superior. 
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