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Generacién de desigualdes

en dos variables a partir

de la interpretacion geométrica
de la integral definida

Juan Carlos Cortés Lopez

Gema Calbo Sanjuén

En este articulo se estudia un
método basado en la
interpretacién geométrica de
la integral definida de una
funcién y de su inversa para
generar desigualdades en
dos variables. Sin pretender
agotar la técnica descrita
vemos como el método
permite deducir una gran
variedad de desigualdades,
algunas de ellas cierfamente
sofisticadas. La potencia del
método se muestra probando
de un mado distinto al
tradicional algunas
desigualdades clésicas. El
articulo esta planteado como
un modelo de trabajo-
investigacién dirigida por el
profesor, para ser llevado al
avla, y para que de esta
forma, a partir de ejemplos
sencillos, los alumnos acaben
por generalizar los
resultados. Por ello, a lo
largo de la exposicién del
frabajo se van intercalando
las tareas que se les fueron
encomendando a los
alumnos, asi como los
resultados que obtuvieron y
las ayudas que se les fueron
proporcionando para que
esta actividad dirigida
alcanzara los obijetivos
establecidos inicialmente.

N LAS PROGRAMACIONES actuales de Matemadticas en
Secundaria y Bachillerato el estudio de desigualdades solo
llega a tener —en ¢l mejor de los casos— un «pequeno
huecos en el segundo curso de bachillerato de las modali-
dades cientifico-tecnolégica y ciencias de la naturaleza y
de la salud, y, siempre, cOmo una aplicacion mecanica del
cileulo diferencial, donde la potencia del método «permi-
te» ocultar toda interpretacion geométrica de las inecua-
ciones que se demuestran.

Son varios los articulos recientes en los cuales se propo-
nen interesantes métodos geomeétricos para estudiar algu-
nas desigualdades clasicas en dos variables (Fernindez y
Gonzilez, 1997 y 1998), por ejemplo, o métodos para
obtener desigualdades en dos variables (Cortés, 1998).

En el siguiente trabajo damos un método para generar
desigualdades en dos variables a partir de la interpretacion
geométrica de la integral definida de una funcion y de su
iaversa. La base matemdtica que se requiere es la propia
de cualquier alumno del nivel educativo antes citado, y,
sin embargo, la aplicacion de la técnica permite demostrar,
de un modo distinto al usual, algunas inecuaciones impor-
tantes. Asi, por ejemplo, aplicando este método demostra-
remos la conocida desigualdad de Young,

El articulo no estd planteado para agotar la técnica descri-
ta, sino como un modelo de trabajo-investigacion para ser
llevado al aula de segundo de bachillerato o de un primer
curso universitario cientifico-tecnologico; por ello, duran-
te la exposicion de estas piginas iremos explicitando la
forma en la que el trabajo se llevo al aula, con las corres-
pondientes indicaciones que s¢ les dio a los alumnos, asi
como las tareas que se les encomend6 realizar. Se trata,
por tanto, de una investigacion matematica dirigida.
Investigacion, porque pretendemos que sean los alumnos
quienes se adentren fuera de las fronteras propias de la




programacion de matemdticas que cursan, y pisen un
terreno, el de las desigualdades en dos variables, que les
resulta pricticamente desconocido. Dirigida, por que pre-
tendemos que con nuestra ayuda y direccion, todos los
alumnos puedan realizar la siempre dificil, pero excitante,
aventura del descubrimiento.

La estructura del trabajo es como sigue: en primer lugar,
veremos como podemos generar desigualdades en dos
variables sobre algunas familias de funciones elementales
que los alumnos de estos niveles educativos conocen bien.
Seguidamente, expondremos algunas observaciones, obte-
nidas como consecuencia del trabajo en el aula, que resul-
tan de utilidad cuando los alumnos tratan, a propuesta
nuestra, de extender las desigualdades a recintos mds
amplios. Ello nos conducird, de forma natural, al desarrollo
de su espiritu critico cuando les pidamos que comparen
esta técnica geomélrica que se les propone con los méto-
dos analitico-algebraicos, que ya conocen. Finalmente, y
como aspiracion propia del quehacer matemdtico, propon-
dremos que generalicen los resultados obtenidos.

Desigualdades sobre familias
de funciones elementales

Familia potencial-radical

Comenzamos ilustrando la técnica que proponemos
mediante varios ejemplos sencillos en los cuales, los alum-
nos, bajo una primera labor fuertemente dirigida por noso-
tros, fueron generando desigualdades en dos variables
para la familia de funciones potenciales y sus inversas, las
funciones radicales. Posteriormente, les pedimos que
generalizasen las inecuaciones establecidas en los prime-
ros ejemplos particulares.

Empezamos nosotros considerando la funcion flx) = 2,y
su inversa, g(x) = \,G. Dados a, be R* w {0} a partir de
la grifica de la figura 1 se deduce que el drea del rectin-
gulo de lados a y b es menor que la suma de las dreas 4,
y A,, siendo A, el drea bajo la funcion Sl =oenl0, dl,y
A, el drea bajo la funcion g(x) = Jx en [0, Bl; esto es. uti-
lizando la interpretacion de la integral definida:

& b - & 2,7 1 =
o< [ P+ tdt=—+fb\/b=—(a5+2b\/b)
“ Ju ‘ -[J v 303 3
o equivalentemente

3ab< @ +20b, Vab20 (1
Ademis geométricamente se deduce que en [1] se da la
igualdad si y solo si b=a’, como es sencillo comprobar
algebraicamente.

Ahora, les propusimos a ellos que partiesen de la funcion
flx) =28 y su inversa g(x) = 3/x, razonando como antes
y a partir de la grafica aniloga a la dada en la figura 1
obtuvieron:

a-bs [ Par+ _[b{fmr A il L+ 30)
0 0 4 4 4

dab< a* +303b Vabz0 [

Después de trabajar algunos casos parti-

culares mds, establecieron que en gene-

ral, dado ne N, y a partir de un razo-

namiento andlogo al anterior sobre la

funcion potencial flx) = x* y su inversa

ax) = ¥x, setiene para @, be R* U {0}

n+l

b ‘
a-b< J-a!"dt+j O i wilp . (a”“ +?‘£b7\£{@)
0 0 n+l n+l n+1

(n+Dab< a™! + nbilb Ya,bz0, neN [ |.

La riqueza de este trabajo dirigido nos
brindo, llegado este momento, la opor-

tunidad de introducir aqui el método de
induccion como mecanismo de demos-
traciéon matemadtica para resultados que
dependen de una variable discreta.

Comenzamos
thus t’mn.do Familia exponencial-
la técnica logaritmica
que proponemos .
; Veamos como se aplico el método desa-
mediante rrollado en el subapartado anterior para
varios ejé‘mpfOS establecer desigualdades en dos varia-
sencillos. .. bles sobre la funcion exponencial y su

inversa, la funcion logaritmo. Se les pro-
puso que realizasen el mismo trabajo
que habfan hecho sobre las funciones
potenciales, pero sobre la funcion loga-
ritmica. Asi, empezando para distintos
casos particulares de la base (base dedi-
mal y base natural), después se pasoa
analizar directamente el caso generdl
Sea entonces flx) = c* y supongamos
¢> 1. Consideremos su funcién inversa,
&) = log x. De nuevo, por la interpre-
tacion geométrica de la integral definida
y la figura 2, obtuvieron:




Figura 2

a b
a-bé‘[ caiftJrJ1 log, . tdt=
0

=L(c“+mnb—b) Vaz0 Vb21 Ye>1 [
Inc

0, equivalentemente,

ablnc< ¢+ blnb— b= ¢ < e~ b

b
a £
[%] <ot Vazo0, Vb1 Ve>1 [5)

Otras familias

Sin pretender agotar en cste trabajo la
téenica expuesta para generar las desi-
gualdades correspondientes sobre todas
las familias de funciones elementales,
en este apartado mostraremos cOmMo
este método sirvié para generar desi-
gualdades ciertamente sofisticadas.

Propusimos que partiesen de la funcion
fx) =tanx, y su inversa £(x) = arctanx.
Entonces para todo ae€ [0, T/2) y b=0,
obtuvieron (ver figura 3)

a b ,
a-b< .[0 tan t dr+_[ arctan t dt = —In(cos @) + barctan b— 1Eln(l +b%)
0

es decir

a-b < barctan b— 1;{\[1 +b* -cos a], Vaeon/2), Yb20

Algunas observaciones
sobre las desigualdades
obtenidas

La aplicacion sistemdtica de esta técnica
sobre una amplia coleccion de funciones
nos ha deparado algunas situaciones inte-
resantes que merece la pena comentar. A
continuaciéon, recogemos a modo de
observaciones, algunas de las conclusio-
nes que resultaron del trabajo en el aula.

(6}

y = tanx [x = arctany]

iy 1
|
|
|
|
|
b,x ‘

X

Ay ><E!
X \
Ay X

% x i .

0 an/2? X
Figura 3

Observacion 1

En ocasiones, ¢l método utilizado permite extender la vali-
dez de las desigualdades a recintos mas amplios aplicando
la misma técnica. Asi, por ejemplo, la desigualdad [2] no solo
es vilida en el primer cuadrante, (@, b) € 10, +e2) X [0, +o2),
sino en todo el plano, (4, b) € R xR, es decir:

dab< a* + Sab%‘ri.a, VabeR [7]
Los casos (a, B e (—oo, 01 %[0, +s0) y (a, ) € [0, +o0) X (o0, 0],
esto es cuando a- b<0, son triviales, pues el micmbro
izquierdo de [7] es negativo y el derecho positivo. El caso
a<0y b<0 se estudia sin mas que aplicar la técnica en
el tercer cuadrante (ver figura 4)

1] 0, — b
g b femyel=Bid -I :%ujb 3t ai = jo“f5d:+j0 3t ar
a

obteniendo [7] exactamente igual que [2]. Mas ain, se
obtuvo que por este argumento es posible extender la

xy

Figura 4




desigualdad [3] a todo el plano real, cuando la funcién
potencial es de exponente impar

(n+Dab< a™ + nb’\f"{b YabeR VneN impar [8]
Se pensd, empezando por extender la region de validez de
la desigualdad [1], en obtener el recinto més amplio del
plano donde se verifica [3] para el caso 7 par. Aunque deja-
mos esta cuestion abierta, si se observo que [1] (y [8] para
n par) solo tiene sentido ampliarlas al segundo cuadrante,
a<0y b20,y, desde luego, [1] no se verifica en toda esta
region, pues si a=-10" <0, b=10%>0y n=2, se tiene

~3.10 =3ab > a® +2b\/b = -107 +2-1072
Resumiendo, el uso de esta técnica geomélrica nos permi-
1i6 obtener desigualdades en dos variables con validez en
un recinto que, en ocasiones pero no siempre, se podian
ampliar utilizando la misma t¢enica.

Observaciéon 2

También conviene subrayar a los alumnos que a veces las
desigualdades que aporta este método geométrico no s6lo
pueden demostrarse por procedimientos algebraico-anali-
ticos, sino que éstos permiten deducir la validez de dichas
inecuaciones en regiones mis extensas. Asi, por ejemplo,
se les comentd que si particularizamos la desigualdad [4]
para ¢ = ¢> 1, deducimos geométricamente

a-b<e¢+ b Inb-b ¥ a20,v b1

Sin embargo, esta desigualdad puede deducirse analiticamen-
te con una restriccion mas suave: ¥V ae R,V be R*. En efec-
to, si les sugerimos que partan de la conocida desigualdad

e21+x Vxe R )]

y definimos x = a—In bpara ae R y be R*, entonces
aplicando [9] llegan a que

@~ "b>1+a-Inb

esto es
eu

-b—zl+a—lnb:> e >b+ab-blnb

a - b<eF+b-Inb—-bVae R, Vbe R".

Aplicacién del método a la deduccion
de algunas desigualdades clasicas

Para demostrar la potencia del método propuesto, a con-
tinuacion utilizaremos esta téenica para probar tres desi-
gualdades clasicas

2abs @+ WP, Y a, be R [10]

2ab< @t + P,V a, be R [11]

p q
abs T g b—
pq
Las desigualdades [10] v [11] son bien conocidas por los
alumnos (obsérvese que [10] es una representacion equi-

1
Ya b>0, ¥p>1racional tales que —[- + 2
b q

Parea demostrar
la potencia
del método
propuesto,

a continuacion
utilizaremos
esta tecnica
para probar

tres desigualdades
clasicas. ..

2
a-b=(4a)-(—b)£%+

=1 [12]

valente de la desigualdad de las medias
geométrico-aritmética en dos variables),
y son consecuencia de las inecuaciones
clementales (a— 0?20 y (a+b?20
respectivamente. Sin embargo, nosotros
les ayudamos a que observasen que [10]
también puede probarse a través del
método geométrico, ya que es un caso
particular de [9] tomando n=1.

Llegado este punto, conviene senalar a
los alumnos que acaban de encontrar
una demostracion geométrica de [10] (y
luego veremos que también de [11D
independiente del método geométrico
expuesto aqui, que requiere en principio
evaluar dos integrales. En efecto, si par-
timos de la funcion flx) = xy tomamos
a, be R*, el drea bajo flx) =xen [0, 4
y el drea bajo su funcion inversa,
g =x en [0, 4, puede evaluarse sin
necesidad del cilculo integral al tratarse
de dos tridngulos rectingulos isosceles T
v T; luego, a partir de la figura 5, se tiene
2
a-b < Area(T}) + Area(T) = % + %2 =

= 2ab< a’+ b, YabeR' U {0}
A continuacion, les pedimos que exten-
dieran esta desigualdad, lo que hicieron
sin problemas al segundo cuadrante,
(a, b)e (—oo, 0] %[0, +e0), y al cuarto cua-
drante, (g, b) e [0, +o0) X (o0, 0], ya que el
miembro de la izquierda es negativo y €l
de la derecha es positivo. Para justificar
[10] en el recinto (a, b € (—eo, 0] (—o2, 0],
tuvieron en cuenta la primera observacion
realizada en el apartado 3 y la figura 6

bZ
- W@ b e (=0]x (-e0,0]

| La desigualdad [11] puede deducirse tam-

bién geométricamente de un modo andlo-
go, pero partiendo de la funcién f{x) = -x
Y
I X XX x/
X T o
¥ :
A :
X T
0 a
Figura 5




a
' X TX X 0 %
(X 2 X
X X/,
A b
y=X
Figura 6

saliéndonos de la labor desarrollada
propiamente en el aula, subrayemos
que la desigualdad de Young ademis de
ser una generalizacion de [10] en el pri-
mer cuadrante, ya que se obtiene en el
caso particular p= g = 2, desempena un
papel importante en el estudio de los
espacios L/, A continuacion, y aplicando
el método geométrico, estableceremos
una demostracion de [12], pero puede
verse otra prueba distinta en el proble-
ma 301 (Shklarsky, 1994). Para ello, pri-
mero observemos que razonando como
al principio, [3] se puede extender para
n=o > 0 racional

Es interesante
ayudar
a los alumnos
para que
observen que en
los razonamientos
seguidos
en los efemplos
anteriores
subyacen
unas hipotesis
comunes
a partir
de las cuales
puede establecerse
un resultado
general.

(0+1)ab< o™ +abb’®, Vab20 Yo>0 [13)

.
abs® L 271y
D

Dado p> 1 racional, aplicaremos la alti-
ma desigualdad para o.=p—1> 0.

o+l

o+l G

+——05b
o+1

a-bs?

o+1

si g es tal que 1/p+1/g=1, entonces
(p—1/p=1/q,y p/(p—1) = g, por lo que
de la Glima desigualdad se deduce [12].

Generalizacién de los
resultados y conclusiones

Es interesante ayudar a los alumnos para
que observen que en los razonamientos
seguidos en los ejemplos anteriores sub-
yacen unas hipotesis comunes a partir de
las cuales puede establecerse un resulta-
do general. Asi, en nuestra experiencia
en el aula, después de proponerles que
realizasen por grupos de tres personas, la
labor de abstraccion que exige el enun-

Juan Carlos Cortés
IES Bonifacio Sotos.
Casas |bafez (Albacete).
Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores
de Matematicas
Gema Calbo
|ES Fernando de los Rios.
Quintanar del Rey [Cuenca).
Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores
de Mateméticas

ciar las condiciones generales bajo las cuales se verifican las
conclusiones a las cuales se pueden llegar a través del
método que se les propuso, y tras una puesta en comun
dirigida por nosotros, se llegd al siguiente resultado:

Teorema

Sea fix) (plx)) una funcién continua estrictamente creciente |decreciente)
para x = 0 y cuya inversa es g{x) (qlx]). Sean Flx) (Px)) y Gl¥ (Qlx) las pri-
mitivas de Ax) (plx]) y glx) (g[x)) respectivamente, entonces se verifica

1. a-b<{Fla)-FO)} +{Glb) - G0N, ¥ a2 0,V b= f0] 20
1. —a- b<{PO| - Plal} + {Qlpl0) - Glbl}, ¥ a2 0, V b= pl0) <0

En los ejemplos expuestos a lo largo de este trabajo la fun-
cion fix) —con la notacion del teorema anterior— siempre ha
sido elegida creciente sobre los reales positivos, y aunque
en ¢l teorema anterior damos la desigualdad andloga para
el caso en que sea decreciente, atn quedan por estudiar las
correspondientes inecuaciones sobre los reales negativos.
Inducir a los alumnos a través de ejemplos sencillos a que
intenten generalizar los resultados, asi como que investi-
guen la extrapolacion de las conclusiones obtenidas a otros
casos distintos a los estudiados previamente, es siempre un
camino interesante para que ellos se inicien y profundicen
en la finalidad del verdadero quehacer matemdtico.

Como en otros trabajos basados en experiencias similares
(Cortés, 1998), concluimos que la realizacion de experien-
cias dirigidas de este tipo arrastran una gran riqueza, tanto
para los alumnos como para el profesor, ya no solo por el
cambio de dindamica de trabajo, que obviamente al ser mas
creativa nos estimula mas a todos, sino que también obser-
vamos que nos ha permitido, trabajar en el aula aspectos
propios del curriculo de Bachillerato, como son el estudio
de las funciones elementales, sus funciones inversas (inclu-
yendo las graficas de ambas, asi como la relacion de sime-
tria respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante,
entre dichas representaciones), el cilculo de primitivas asi
como sus propiedades, la interpretacion geométrica de la
integral definida, e, incluso, otros aspectos que quedan
fuera de estudio bajo el itinerario de las programaciones
oficiales, como son las desigualdades en dos variables, el
método de induccién o estrategias propias de la resolucion
de problemas, como son estudiar, primero, casos particula-
res y, posteriormente, generalizar los resultados.
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