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Resumen de las ideas clave

La teoria de la Cinematica del Sdlido Rigido (CSR) proporciona una herramienta esencial
para el estudio de las asignaturas técnicas relacionadas con la cinematica y dindmica de
maquinas, de especial interés en muchas ramas de la Ingenieria.

Los conceptos fundamentales empleados en la resolucion de casos practicos son: el campo
de velocidades y su distribucidn geométrica, asi como el eje instantaneo de rotacion y sobre
todo su estudio en un instante determinado.

Especial interés tiene su aplicacion al estudio del movimiento plano donde son bdsicos el
campo instantdneo de velocidades, su distribucidn triangular y su simetria circular respecto
del Centro Instantaneo de Rotacién (CIR), ademds del campo instantaneo de aceleraciones.

El estudio del movimiento plano permite el andlisis grafico con mayor facilidad que en tres
dimensiones. Practicamente la mayoria de modelos mecdnicos en Ingenieria se pueden
asimilar a modelos en dos dimensiones. El estudio de la cinematica del movimiento plano
se realiza a partir de los elementos del torsor cinematico para el campo de velocidades, la
aceleracién angular y la aceleracidon de un punto. Tanto el campo de velocidades como el
campo de aceleraciones son planos.

Objetivos

En el presente trabajo se propone el enunciado y la resolucién detallada de un caso practico
de cinematica del sdélido rigido.

Después de leer detenidamente este documento, el alumno sera capaz de:
=  Plantear la expresién del campo instantaneo de velocidades para poder determinar:

La velocidad de un punto y/o el vector rotacion de un sistema indeformable en un
instante determinado.

Las coordenadas del centro instantaneo de rotacion CIR (I) como punto de velocidad
nula en el instante del movimiento plano considerado, y la distribucién de las
velocidades de los puntos del sélido rigido respecto del CIR en dicho instante.

= Utilizar su capacidad de abstraccion para su aplicacién a un caso real.

= Plantear un problema con valores alfanuméricos, lo cual le permite el analisis
posterior de distintas hipdtesis relativas a la posicién de sistema para el modelo
propuesto.

Introduccion

Aunque la teoria de la CSR proporciona una herramienta fundamental en diversas ramas de
la Ingenieria, su estudio requiere capacidad de abstraccion para, partiendo de modelos
generales, saber las hipdtesis admisibles para su aplicacién a modelos concretos mas
sencillos.
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En este articulo se aborda un caso practico en el que se estudia un modelo de mecanismo
cuya resolucion implica la particularizacidon para un sistema con movimiento plano. Esto
permite la representacion grafica de los resultados, lo que contribuye a la mejor
comprension del funcionamiento del mecanismo.

4 Desarrollo

Para abordar la lectura de este articulo, se precisan conocimientos basicos de cinematica
del sdlido rigido. Algunos conceptos se iran revisando a lo largo del texto en recuadros de
ayuda. Ademas, se han incluido referencias bibliograficas complementarias de caracter
general en el apartado de Bibliografia.

El contenido presentado en este documento puede ser de gran utilidad dado que la
resolucién de un problema concreto proporciona la metodologia general para la resolucion
de otros problemas con planteamientos similares.

4.1 Enunciado del problema

Un rodillo de centro C y radio R rueda sin deslizar entre dos cilindros concéntricos en el

punto fijo O, uno de radio 4R que gira con rotacion w; = —3wk y otro de radio 6R que gira
-

con rotacion w, = —wk.

Para el movimiento del rodillo y en la posicién representada en la Imagen 1, en la que la

recta que une los centros O y C forma un angulo ¢ con la horizontal, se pide:

a) Velocidades de sus puntos de contacto con los dos cilindros.

b) Rotacién w3 y velocidad de su centro V¢

c) Coordenadas del CIR, I(X}, Y7)

d) Particularizar los resultados para la posicién del rodillo en la que ¢=902.

Nota. Expresar los resultados en el sistema de referencia dado en funcién de los datos R, m y .

Ay

Imagen 1. Rodillo y cilindros en la posicion en que se estudia su movimiento
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4.2 Calculo de las velocidades de los puntos del rodillo en contacto
con los dos cilindros
En la Imagen 2 se han representado los puntos A y B del rodillo, siendo el punto A, el punto

de contacto con el cilindro de menor radio (4R), y B el punto de contacto con el cilindro de
mayor radio (6R).

B
B C
3w A
/ @
X
6R O % * >

Imagen 2. Puntos A y B del rodillo en contacto con los cilindros de radio 4R y 6R respectivamente

El cdlculo de las velocidades de Ay B se hara a partir del campo de velocidades.

A El campo de velocidades establece la relacion entre las velocidades de dos puntos
pertenecientes a un sistema. Si los puntos son Ay B, la expresion serd: vV, = Vg + AB A WaR
En el ejemplo del mecanismo representado en la Imagen 3, la longitud de la barra ABes Ly

los puntos Ay B deslizan sobre unas guias. La velocidad del punto B es conocida, siendo Vg =
vl en el instante representado.

Imagen 3. Ejemplo para la aplicacion del campo de velocidades

El punto A, cuya velocidad se pretende determinar, desliza sobre la vertical: V4 = v,J.
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En la ecuacién del campo de velocidades, @ es el vector rotacidn, representa la rotacion que
caracteriza al movimiento, tiene dimensiones de velocidad angular y es perpendicular al

plano que contiene a los puntos Ay B (plano director), con lo que @ = (oABE

Alser AB = L cosp1 — L seng J, sustituyendo en la expresién del campo de velocidades se
pueden determinar, tanto la velocidad del extremo A, como la rotacion de la barra en funcion
de los datos: L, v, y @.

Vo=V +ABAWpg = VI + |Lcosqp —Lsenp 0
0 0 Wyp

Operando, resulta la expresién vectorial: v4] = vi — wpglsen@1 — wpgLlcos@ )

Que da lugar a dos ecuaciones escalares, que nos permiten determinar dos incdgnitas, en
este caso vV, Y Wap

0 =v — wpgLsenyp [1]

va = — waglcose [2]
., . v
De la ecuacidn [1] se obtiene: wpag = Toeng
y al sustituir este valor en [2], resulta: v, = —v tg@

Por tanto, la velocidad del punto A es: Vy = vp] = —vitge T

= K=V
y el vector rotacion: wag = wapk =

L seng

Determinacion de la velocidad del punto A de contacto del rodillo con el cilindro de menor
radio 4R.

Campo de velocidades en el cilindro de radio 4R: v, = Vo 4+ AO A @,

Teniendo en cuenta que: Vo = 0, ©; = —3wk, y AC = —4R cos@T — 4R seng ]
VA =Vp +AOA®W; = |—4Rcosp —4Rsenp 0
0 0 —3w

Operando, se obtiene la velocidad del punto A: V4, = 12Rwsen@1 — 12Rwcos]

Determinacion de la velocidad del punto B de contacto del rodillo con el cilindro de mayor
radio 6R.

Campo de velocidades en el cilindro de radio 6R: Vg = Vo + BO A @,

—

Teniendo en cuenta que: Vo = 0, ®, = —wk, y BO = —6R cos@ i — 6R seng ]
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- -
1

- B — ]
Vg = Vo + BOA W, = |—6Rcosqp —6Rseng
0 0 -

o =l

Operando, se obtiene la velocidad del punto B: Vg = 6Rwsen@i — 6Rwcosg]

4.3 Calculo de la rotacién del rodillo w5 y de la velocidad de su
centro V

Al haber contacto puntual permanente con rodadura (el rodillo rueda sin deslizar entre los
dos cilindros), las velocidades en los puntos A y B para el rodillo de radio R son las calculadas
previamente.

A Cuando hay contacto puntual con rodadura (sin deslizamiento), los puntos P y C en
contacto, tienen la misma velocidad. En la Imagen 4 se incluyen dos ejemplos.

(2) (b)

Wy

K07

Imagen 4. Contacto puntual con rodadura: los puntos P y C en contacto, tienen la misma velocidad.
(a) ﬁp = ﬁc * 0,' (b) 1_7)1:) = 1_7)C =0.

A partir del campo de velocidades entre los puntos Ay B para el rodillo, se calcula w5:
Vp =Vg + AB A w3

Sustituyendo los valores de v, Vg, y AB = 2R cos@ T + 2R sen¢J:

i j k
12Rwsen@l — 12Rwcos@] = 6Rwsen@i — 6Rwcos@] + [2Rcosqp 2Rseng 0
0 0 w3

Operando y descomponiendo en componentes escalares, se llega a la misma ecuacion:
12Rwseng = 6Rwseny + 2Rsengpws;
—12Rwcos@p = —6Rwcosp — 2Rcos@wsz

Simplificando se obtiene: 6Rw = 2Rw3, de donde w; = 3w, y vectorialmente w; = 3wk
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A El campo de velocidades de un sélido rigido tiene la misma expresion que el campo de
momentos de un sistema de vectores deslizantes y presenta la propiedad equiproyectiva.

Por analogia, el campo de velocidades de un sélido rigido se considera como el campo de
momentos asociado a un torsor. Al conjunto de @ y V, se le llama torsor cinematico del
sistema indeformable en el punto A, Tca (®,V4).

Un sélido rigido tiene un movimiento plano (en un instante) si @ * V = 0 siendo w la rotacién
. . . - . .

que caracteriza el movimiento y Vv la velocidad de un punto cualquiera (elementos del torsor

cinemético). Una traslacién es un movimiento plano pues w=0 y una rotacién también lo es

pues @ y V son perpendiculares.

Conocido el torsor cinematico del rodillo en A:
Tea = [@3 = 3wk, V4 = 12Rwsengl — 12Rwcosj]

Se puede calcular V¢ a partir del campo de velocidades entre Cy A: V¢ = Va + CA A @5

Sustituyendo los valores de ¥, %33, y CA = —R cos@ T — Rseng7:
i 7 Kk

V¢ = 12Rwsen@l — 12Rwcos@] + [—Rcosp —Rseng 0
0 0 3w

Operando por componentes queda: Ve = 9Rwsen@l — 9Rwcos]

4.4 Calculo de las coordenadas del Centro Instantaneo de Rotacion
(CIR) del rodillo, I(X}, Yy)

A El punto interseccién del eje instantdneo de rotacidon con el plano director del
movimiento es el centro instantaneo de rotacién (CIR 6 I), siendo el Unico punto del plano
director que en ese instante tiene velocidad nula (v; = 0), reduciéndose el movimiento a
una rotacién w alrededor del CIR

En el mecanismo del ejemplo (Imagen 5), en el que el torsor cinematico en el punto B es
\
L senp

Teg = [E)’AB = Kk Vg = VT], al ser v{ = 0, aplicando el campo de velocidades entre
B(LCOS(p, 0) e I(XI,Y I): VB = VI + ﬁABAB

Sustituyendo valores:

i i K
vi =0 + |Xi—Lcosp Y 0
0 \4

L seng

Al operar e igual a cero por componentes resulta:
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\'
= YI .
L seng

\%

\%

0 = —(X; — Lcosg) - Teeng

Resolviendo, se obtienen las coordenadas del CIR:

X; = Lcosg

Y; = Lseng

El CIR es el punto de coordenadas: I(X},Y ;) = (Lcosg, Lsen)

En el ejemplo de laImagen 5 se ha representado graficamente el CIR obtenido analiticamente

y

lI(Lcosgc, Lseng)
C‘)AB

Imagen 5. Representacidn grdfica del CIR

Para el célculo del CIR (I) se considera el torsor cinemético en un punto, en este caso se

propone el punto C: Tee = [@3 = 3wk, Vo = 9Rwsen@i — 9Rwcosqj]

Aplicando el campo de velocidades entre Iy Cimponiendo la condicidn de que I(X;, Y;) tiene
velocidad v; = 0

I~ e - - I) j’ E
Vi = V¢ + ICA w3 = 9Rwsen@l — IRwcos@] + | (5SRcosp — X;) (5Rsenp —Y;) 0
0 0 3w

Siendo C(5Rcos¢, 5Rseng), con lo que IC = (5R cosgp — X)) T + (5Rseng —Y;)
Operando e igualando a cero por componentes:

9Rwsene + (5Rsenp —Y)) 3w =10

—9Rwcosp — (5Rcosp —X;) 3w =0

Resolviendo, se obtienen las coordenadas del CIR:

9Rwseny + 15Rwseny — Yi3w =0
24Rwsenp —Yi3w =0 — Y; = 8Rsengp

—9Rwcosp — 15Rwcosp + X;3w =0
—24Rwcosp +X;3w =0 — X;=8Rcosg
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Estando I(8Rcos, 8Rsen) situado en la recta que une O y C a una distancia de O de valor
8R.

4.5 Particularizacion de los resultados a la posicion del rodillo en la
que =902
Para particularizar la posicién ¢ =902 es la mas elevada del rodillo

Se sustituye sen ¢ =sen 902=1y cos ¢ =cos 902=0
Sustituyendo estos valores y operando resulta:

Apartado Resultado
4.2 Va = 12RwT y Vg = 6RwI
4.3 ®3 = 30K y V¢ = 9RwT
4.4 IX;=0,Yy =8R)

Como resumen, se ha representado esta posicion en la Imagen 6

Ay

1(0,8R) ¥ —g
B(0,6R) - —
Vg=6Rwi
C(O, SR) 4 %ZgRO&T
A(0,4R) v,=12Rwi
X
Y .

Imagen 6. Particularizacion de los resultados obtenidos a la posicion mds elevada del rodillo

5 Cierre

A lo largo de este objeto de aprendizaje se ha planteado y resuelto un problema de
cinematica del sdlido rigido aplicado a un mecanismo real. Se ha trabajado analiticamente
con las formulas basicas de la cinematica como el campo de velocidades y utilizando los
conceptos fundamentales como Torsor Cinematico y Centro Instantaneo de Rotacién. Con
ello se pretende proporcionar una metodologia general que permita el andlisis y la
resolucidon de otros casos con planteamientos similares. En este problema con valores
literales de las magnitudes, se ha cuidado mucho la resolucién desde el punto de vista de
las dimensiones de los resultados obtenidos. Por todo ello este trabajo puede ser de interés
para el estudio de las asignaturas relacionadas con la cinematica y la dindamica
pertenecientes a los primeros cursos de Fisica de las titulaciones técnicas.
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