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Resumen

En este articulo se propone una nueva técnica para la obtencién de un modelo dindmico de robots 3RRR a partir de un modelo
cinematico basado en teoria de screws, la cual permite obtener la cinematica de un robot ya sea ésta abierta o cerrada. Primero se
obtiene el modelo cinematico de una forma compacta y a partir de éste se llega al modelo dindmico aplicando el método de Euler
Lagrange, con ello se transfieren las caracteristicas de simplicidad y compacidad del modelo cinemadtico al dindmico. El modelo
dindmico se obtiene inicialmente para las juntas actuadas y luego para las coordenadas del efector a través de sus interrelaciones.
Para comprobar la efectividad de este desarrollo tedrico se prueba el modelo obtenido con un controlador proporcional-derivativo
(PD) ya que provee de una estrategia de control simple que luego puede ser extendida a controladores mas efectivos.
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Dynamic Model Derivation of a 3RRR Robot Based in Screw Theory
Abstract

In this article a technique to obtain a dynamic model of a 3RRR robot from its kinematic model based on screw theory is
proposed, which allows to obtain the open or closed robot kinematics. First the kinematic model is obtained in a compact form
and then the dynamic model is obtained from the Euler Lagrange method, with this the simplicity and compactness characteristics
are transferred to the dynamic model. The dynamic model is obtained initially for the actuated joints and then for the effector
coordinates through its interrelations. To prove the effectiveness of this theoretical derivation the obtained model is tested with a
proportional-derivative controller (PD) because it provides a simple control strategy that can be extended later to more effective
controllers.
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1. Introduccion de los mismos. En la literatura abundan modelos orientados al
control cinemdtico, y es mucho menor el nimero de publica-

Los robots paralelos o de cadena cinemitica cerrada poseen  ¢iones que abordan el enfoque del control dindmico del robot,
mayor precision, rigidez, capacidad de carga y desarrollan ma- siendo éste el que provee mayor robustez y rechazo a pertur-
yores velocidades que los robots serie o de cadena cinemdtica  paciones. En este trabajo se presenta un procedimiento orien-
abierta, estas ventajas los hacen especialmente atractivos para (440 al control dindmico haciendo uso de la teorfa de screws
aplicaciones industriales como la manipulacién y almacenaje en la fase de modelado. Dicha teorfa se ha aplicado en la ob-
de piezas. En su contra estd el inconveniente de la complejidad tencién de modelos cinemdticos compactos para varios tipos de

en la obtencion de sus modelos cinemaitico y dindmico, asf co-  ropots paralelos consiguiendo resultados satisfactorios, tal co-
mo la dificultad de lograr una representacioén simple y compacta
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mo se pone de manifiesto en Mejia et al. (2016), Bartkowiak
and Woernle (2016), Xu et al. (2017), Zhao et al. (2017), Sun
et al. (2016) y Lopez-Custodio et al. (2017). Para el caso de los
robots 3RRR, Chen et al. (2015) presentan la cinematica direc-
ta y la matriz jacobiana basada en teoria de screws obteniendo
un modelo simple que describe las caracteristicas relevantes y
puede extenderse al modelo dindmico, incluyendo las relacio-
nes entre las variables de las juntas actuadas, y las variables del
efector final. Otras alternativas importantes para la obtencion de
modelos cineméticos se presentan en Wu and Carricato (2017),
Liping et al. (2016), Wu et al. (2015) y Xiong et al. (2016) don-
de se obtiene la cinemadtica de varios robots paralelos. Partiendo
de los modelos cinemadticos de Cardona (2009), Cardona (2015)
se formula un modelo dindmico compacto basado en la formu-
lacién de Euler Lagrange considerando, por medio de los jaco-
bianos, las relaciones entre las variables de las juntas actuadas y
las variable del actuador final. Es objetivo de este trabajo, verifi-
car el modelo dindmico del robot 3RRR mediante una estrategia
de control simple, por ello se elige un controlador proporcional-
derivativo (PD) ya que un modelo dindmico mal disefiado pro-
vocaria que tal controlador no funcione adecuadamente, y por
otra parte garantiza que otros estrategias de control mas com-
pletas resultardn realizables. Los resultados de este trabajo se
pueden extender a otros estudios relacionados con el control de
este mecanismo tal como aparece en Zubizarreta et al. (2012).
Debe tenerse en cuenta que el modelo dindmico obtenido con-
sidera las variables de las juntas actuadas (al menos en las va-
riables de estado), pero también pueden obtenerse los valores
para las juntas pasivas. A partir de aqui, el articulo se estructura
de la siguiente manera: en la Seccidén 2 se presenta el modelo
cinemdtico del robot 3RRR comenzando por una breve intro-
duccién de la teoria de screws. En la Seccion 3 se muestra el
modelo dindmico para el robot 3RRR tanto relacionado a las
juntas activas como a las variables del efector final. En la Sec-
cion 4 se introduce un controlador proporcional-derivativo (PD)
como una estrategia de control simple que puede extenderse a
técnicas de control més complejas. Finalmente, en la Seccién
5 se realiza una simulacién numérica para comprobar la efi-
ciencia del controlador PD aplicado en el modelo dindmico del
robot 3RRR y en la Seccién 6 se exponen las conclusiones del
estudio.

2. Cinematica del Robot 3RRR Basada en Teoria de
Screws

La teoria de screws se aplica a la obtenciéon de modelos
cinemadticos para diferentes mecanismos debido a que permi-
te obtener una representacidon simple y compacta de los mis-
mos Mejia et al. (2016), Bartkowiak and Woernle (2016), Xu
et al. (2017), Zhao et al. (2017). A continuacién se desarrolla
la cinemadtica de velocidad de un robot 3RRR con el objeto de
posteriormente desarrollar un modelo dindmico del mismo, par-
tiendo de las definiciones de los twist y los wrench, para luego
obtener los jacobianos.

2.1. Definicion de los Twists, Wrenches y sus Productos

Para la representacion de un screw seguimos el formalismo
usado en Chen et al. (2015)

$=1s5+es ¢))

donde la parte real s es un vector unitario en la direccion del
eje screw, 5o denota el momento del screw respecto al origen y
€ denota la unidad dual que se define como
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un screw unitario para juntas de revolucién se define como:
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donde s = [S1,52,53]7 y so X s = [S4,55,56]7. Un twist
puede ser escrito como $ = é]@, donde ¢ = 0 es la intensidad del
twist (velocidad angular) para juntas de revolucién. Un wrench
se puede obtener a partir del siguiente screw unitario:

A~ Sy
()

por lo que si la intensidad es p y se considera que sé6lo ac-
tuan fuerzas el wrench se define como:

$=p$ )

a continuacion se definirdn los productos de screws nece-
sarios para obtener un modelo cinemadtico para el robot 3RRR.
Para definir el producto interno y reciproco de screws se con-
sideran los siguientes screws $; y $, por lo que el producto
interno esta definido por:

$1 - 82 = 515 + €(s1502 + S0152) (6)

ahora considerando un wrench $; = p(f + er) y un twist
dado por $, = w(w + €v) su producto reciproco viene dado por:

$108% =pu(f-v+T-w) @)

dos screws son reciprocos si se cumple la siguiente condi-
cién:

$108$ =0 (3)

cuando se cumple esta condicién, estamos ante una singu-
laridad y el trabajo es igual a cero. Por tltimo la traspuesta de
un screw tal como aparece en (3) es igual a:
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$" = C))

2.2. Cinemdtica del Robot 3RRR

En la Figura 1 se presenta el esquema del robot 3RRR que
tiene 3 juntas de revolucién actuadas P, Q, R y el efector fi-
nal el cual tiene movimientos en los ejes x,y y una rotacion
alrededor del eje z. Antes de definir un modelo cinemético es
importante establecer la reciprocidad de las juntas pasivas D,
E, F definiendo primero los screws unitarios para la primera
cadena cinemadtica Cardona (2015).

F e
b:i
by
° E
as
Y
by
\ BV —
Lo o paal
ay
P °D Q

Figura 1: Robot 3RRR.

& S1,i
$1. ’

’ P1 X 81,
& 82,i
$0 = ’

2 l] X 82

$3, = ( 534 ) (10)

a) X §3,i

donde estdn definidas a lo largo del eje j de la i-esima cade-
na cinemadtica y

p1 = OP
I, = 0D
a = OA
Stis $20s 83, = k (11)

los vectores que estdn en (11) estdn definidos por

OP = OD + DP
OA = a,i+ayj
OD = OA + AD
12)
donde estos vectores se encuentran en el Apéndice A.
Cada cadena cinematica puede considerarse como una cadena

abierta por lo que el twist instantaneo para la primera cadena
es:

$p1 = 0181 + 6.8, + 6585, (13)

A partir de la Figura 1 se puede deducir que el tinico screw
reciproco se encuentra a lo largo del segundo eslabén y viene
dado por:

& _ Sr1
$ = ( a; X Sy ) a4
tomando el producto ortogonal entre (13) y (14) se obtiene:

$T.$,1 = 0187, %1 (15)

considerando las tres cadenas cinematicas se puede escribir
(15):

$£i$17 = QI,i($£i$1,i) (16)

por lo que se puede obtener los Jacobianos con la siguiente
relacioén J, & = J,4 los cuales estdn definidos como

(a1 x s,)T T
Jo = | (@mxsp)’ s,
(a3 x s3)" s
$rT1$1,1 0 0
J, = 0  $L%12 0 a7
0 0 $.%3

Las deducciones de J, y J, se encuentran en Cardona
(2015) y Cardona (2009).



F. Serrano et al. / Revista Iberoamericana de Automatica e Informatica Industrial 15 (2018) 384-390 387

Figura 2: Cadena cinemética del robot 3RRR.

3. Obtencion del Modelo Dindmico Para el Robot 3RRR

Esta seccion estd dividida en dos partes, en la primera se
presenta la obtencién de un modelo dindmico para las variables
del efector final, y en la segunda se propone un modelo dindmi-
co para las variables de las juntas actuadas. Para realizar la pri-
mera parte se han de definir las variables de estado X € R®y
g € R3 para la posicién y orientacion del efector final asi como
las variables de estado para las juntas pasivas. Las variables de
estado del modelo dinamico propuesto sélo consideran las jun-
tas actuadas por ser las variables a controlar. Para obtener las
variables de las juntas pasivas es necesario resolver un conjun-
to de ecuaciones no lineales tal como muestra en el Apéndice B
obtenidas a partir de la Figura 2

(BX 6, 6, x y z)T

(6 6 6) (18)

X

q

Tomando en cuenta que a partir de los Jacobianos que se
muestran en (17) se pueden obtener las siguientes transforma-
ciones entre las variables g y X

X = J;quq
q = J;'I.X (19)
X = J;]]qq
g = J'IX (20)

X
qg =

T gl
I X @n

Para poder derivar e integrar J.x = J,g los Jacobianos J,
y Jq se consideran constantes. J, es constante debido a que el
vector OA que se muestra en (12) es constante y J, se asume
que es constante, ya que es importante considerar que los dngu-
los 61,6, y 65 que se muestran en (18) se obtienen del modelo
dindmico (variables de estado) que se muestra en (31) obteni-
dos al integrar el sistema dindmico del robot con un solver de
ecuaciones diferenciales no-lineales adecuado y no del modelo
cinemético, de esta forma estos dngulos se pueden considerar
constantes y por lo tanto J, se puede asumir constante aunque
esta depende de $; ; y por lo tanto de p; que se muestra en (11).
Las transformaciones que se muestran en (19), (20) y (21) se
aplican para la obtencién de los modelos dindmicos para el ro-
bot 3RRR que se obtienen con la formula de Euler Lagrange.

3.1. Obtencion de un Modelo Dindmico Para las Variables
del Efector Final
Partiendo de las expresiones para la energia cinética K y la
energia potencial P

1. .
~XTpDx
2

mgX"(0 0 0 0 1 0) (22)

K

P =

donde m es la masa de la plataforma, g es la constante de
gravedad y D es la matriz de inercia Zubizarreta et al. (2012).

I. 0 0 0 0 0

0 I, 0 0 0 0

o 0o . o o o
b=t 0 0 m o o 23)

0 0 0 0 m O

0 0 0 0 0 m

donde Iy, I, € I ; son las inercias y m, es la masa de la
plataforma. El Lagrangiano L est4 dado por:

Lo
L=3X"DX-mgx" (0 0 0 0 1 0) 4

y la formulacién de Euler Lagrange estd dada por

d|oL| oL
—1=l-==1 25
dt [ax} ax " ()
donde 7, € R® es la variable de fuerzas y pares de entrada.
El modelo dindmico para el efector final esta dado por:
N T
DX+mg(0 0 0 0 1 0) =1, (26)

en la proxima subseccidn se muestra la obtencién del mo-
delo dindmico para las juntas actuadas.
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3.2.  Modelo Dindmico para las Juntas Actuadas

Considerando la energia cinética y potencial para las juntas
actuadas usando la transformacion (19)

1

K = 34'Dyg
_ T, 7-1 7T T
P = mgq(JX]q)(O 00 0 1 o)
(27)
donde D, es
I, 0 O
D,={ 0 L 0 (28)
0 0 L4

donde I, I; e I3 son las inercias relacionadas a los actuado-
res. Con el siguiente Lagrangiano

1 _ T
L:iqTqu—mqu(Jleq)T(O 00 0 1 0) (29)

Haciendo uso de la formulacién de Euler Lagrange para las
juntas actuadas:

d|oL| oL

donde 7, € R3 es la variable de los pares de entrada por lo
que el modelo dindmico para las juntas actuadas es:

.. 1 N\T T
Dyg+mg(J7'J)" (0 0 0 0 1 0) =7, (3D

4. Controlador Proporcional Derivativo PD para el Robot
3RRR

En la Figura 3 se muestra una estructura de control propor-
cional derivativo con retroalimentacion de estados para el robot
3RRR. La dindmica del robot 3RRR se establece en forma de
variables de estado de (26) y (31)

Transformacion | RObot 3RRR
Ty =Ty

q’(l

Figura 3: Controlador PD para el robot 3RRR.

fC] = X2

X I D v = I 1D mg (32)

O = OO OO

donde x; = gy x, = ¢y tal como se puede ver en la Figura
3 hay una transformacién de 7, — 7, de modo que el siguiente
modelo dindmico equivalente obtenido a partir de (26) y (31),
(19), (20) y (21) es

X = (7" 1D, g — mg(J DI T, (33)

SO = O O OO

La transformacion 7, — 7, permite convertir la variable de
entrada para las variables ¢ a las variables de entrada para las
variables X

7 = (J;' ;D 7y (34)

El objetivo de proponer un controlador PD para los modelos
dindmicos obtenidos es probar que dichos modelos son apropia-
dos para disefiar estrategias de control tanto simples como avan-
zadas. Por ello se elige el controlador mas simple y bésico de
modo que sirva como referencia para el disefio de estrategias de
otros tipos de control, como controladores en modo deslizante,
controladores robustos y control de dindmica inversa Zubiza-
rreta et al. (2012).

5. Simulacion Numérica

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos por si-
mulacién numérica de la estabilizacion de las variables de las
juntas actuadas para un robot 3RRR, haciendo uso del controla-
dor proporcional derivativo PD de la Figura 3, los pardmetros de
la simulacién estdn disponibles en el apéndice C. En la Figura 4
se presentan las variables actuadas ¢ al aplicar una referencia de
paso a los 0 segundos y tal como se aprecia que la variable al-
canza el valor final de g = [0,005, 0,005, 0,005]7 en un tiempo
de 0,4 5. En la Figura 5 se muestra la variable de error para las
variables g, y tal como se puede notar tienden al origen cuando
el tiempo crece probando que el controlador PD estabiliza las
variables de modo que se alcance el valor final deseado con un
tiempo de asentamiento de 0,4 s y un porcentaje de error sobre
el valor deseado de 0 % (|vy—vql/vs %) donde v es el valor final
deseado y v, es el valor alcanzado para cada variable del siste-
ma. Finalmente, en las Figuras 6 y 7 se muestran las entradas
T, Y T, Tespectivamente, comprobando que el funcionamiento
del controlador proporcional-derivativo es adecuado debido a
que el porcentaje de error es de 0 %, tiene una alta rapidez de
respuesta y no hay oscilaciones.
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6. Conclusiones

Partiendo de la validez de la teoria de screws para la obten-
cién de modelos cinemdaticos compactos para un robot 3RRR,
se desarrolla el modelo dindmico para ese tipo de robot que in-
cluye tanto las variables del efector final como las de las juntas
actuadas, para ello se ha hecho uso de la formulacién de Euler
Lagrange. Aunque sélo las variables de las juntas actuadas se
incluyen en la variable de estado, también se pueden obtener las
variables de las juntas no actuadas. Se ha propuesto el control
del robot 3RRR con un algoritmo bésico proporcional deriva-
tivo comprobando mediante simulacién numérica el buen ren-
dimiento del sistema, ello hace evidente que formas de control
mds sofisticadas pueden aprovechar este mismo modelo para
mejorar los resultados.
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Apéndice A. Vectores Utilizados en el Calculo de los
Screws

En este apéndice se calcula el vector p; utilizado en el
cdlculo del Jacobiano tomando en cuenta que este se calcula de
la misma manera para el resto de las cadenas cinematicas. Pri-
mero considere las longitudes de los eslabones para la i-esima
cadena cinemdtica /;; y l»; con los vectores que aparecen en
(12), donde a,; y ay; son las distancias hasta el origen de los

ejes Xo y Yo. El vector AD esté dado por

Ab = 12,5C0s(6‘1’,' + 6‘3’,')1' + 12’,'Sl'}’l(91,,' + 93,,')]' (Al)
El vector DP es
DP = l1.icos(01,)i + 11 ;sin(61) ] (A2)

Porlo que p; = OP tal como aparece en (12) y esta definido
de la siguiente manera

p1 = lay; + 1 icos(61,) + b icos(0; + 63,)]i

+lay,; + 11,isin(01;) + b,;sin(0y; + 63,)]j (A.3)

Apéndice B. Calculo de los Angulos de Juntas Pasivas

En este apendice se muestra la forma de calcular los dngu-
los de las juntas pasivas que son ¥ y ¢ tal como se muestra en

la Figura 2 resolviendo sistemas de ecuaciones no lineales con
un solver adecuado. En este apéndice sélo se muestran los re-
sultados para la cadena cinemadtica 1 y facilmente se pueden en-
contrar los dngulos de las juntas pasivas para las otras cadenas
cineméticas. El primer sistema de ecuaciones no lineales para
encontrar ¢ estd dado por Cardona (2015), Cardona (2009):

11’1€0S(91)
ll,lsin(Hl)

Xa—bcos(y) =

Ya — b1 sin(¥) (B.1)

Ya que 6, es el angulo obtenido de la junta actuada por me-
dio de las variables de estado. El sistema de ecuaciones no li-
neales para encontrar ¢ es

Xxp — hcos(¢p)
Yo — hsin(¢)

Xa
Ya (B.2)

donde £ es la longitud de uno de los lados del efector final
(triangulo equilétero).

Apéndice C. Parametros de la Simulaciéon

Los pardmetros de la simulacién son

0,1 0 0 0 0 0
0O 01 0 0 0 0
D= 0 0O 01 O 0 0
0 0 0 03 O 0
0 0 0 0 03 0
0 0 0 0 0 03
01 0 0
D,=] 0 01 0 (C.D)
0 0 0,1
Con los siguientes pardmetros /;; = 0,4, l,; = 0,4, h = 0,6

y m, = 0,3. Las ganancias proporcional y derivativas que se
implementan en esta simulacién son:

00l 0 0

K,=| 0 001 0 (C.2)
0 0 001
01 0 0

K;=| 0 01 0 (C.3)
0 0 01l

Las cuales se seleccionan con prueba y error tomando en
cuenta que un controlador PD sin un método de sintonia en es-
pecifico estabiliza el sistema aunque no se tenga el mejor rendi-
miento del sistema. Para el propdsito de este estudio es suficien-
te implementar la prueba y error ya que s6lo se necesita probar
el modelo dindmico del robot 3RRR para luego implementar
controladores mds complejos.





