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Una Técnica Bayesiana y de Varianza Mı́nima para

Segmentación del Lumen Arterial en Imágenes de Ultrasonido
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Resumen

Las enfermedades cardiovasculares (ECVs) son la causa principal de decesos en el mundo entero. Basada en el ultrasonido, la

valoración principal de las ECVs es la medición de la ı́ntima-media carotı́dea y de la función endotelial humeral. En este trabajo

se proponen mejoras a la metodologı́a automática de detección del lumen arterial, fundamental en las pruebas referidas, presentada

en (Calderon et al., 2013); basada en grafos y detección de bordes. Se propone un criterio bayesiano para segmentar el árbol

de expansión mı́nima del grafo creado con los puntos intermedios entre los bordes. El lumen se localiza aplicando sobre las

trayectorias segmentadas tres criterios: de longitud, de obscuridad y, el propuesto, de varianza mı́nima. En 294 sonografı́as el error

promedio en la detección de la pared humeral cercana es 14.6 μm y desviación estándar 17.0 μm. En la pared lejana es 15.1 μm
y desviación estándar 14.5 μm. Nuestra metodologı́a mantiene el desempeño superior a los resultados en la literatura reciente que

la metodologı́a original presenta; superándola en exactitud general. Copyright c© 2014 CEA. Publicado por Elsevier España, S.L.
Todos los derechos reservados.
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1. Introducción

Información reciente de la Organización Mundial de la Sa-
lud (O.M.S.) (Organizacion Mundial de la Salud, 2011) señala

que las enfermedades cardiovasculares (ECVs) son la causa prin-

cipal de decesos en el mundo entero. Las ECVs incluyen las

enfermedades de las arterias coronarias, los accidentes cerebro-

vasculares, las enfermedades de las arterias periféricas, las fa-

llas del corazón y la hipertensión.

El ultrasonido es una de las herramientas principales utili-

zadas para la prevencion de las ECVs, esto se debe a que es una

técnica no invasiva para el paciente, aunado a la rapidez relativa

con la cual se examina mediante esta herramienta. La desven-

taja principal del ultrasonido es su dependencia en las habili-

dades del operador, el cual requiere de entrenamiento especial

para interpretar la imagen de ultrasonido, que generalmente es

muy ruidosa.
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La patologı́a más inquietante asociada a las ECVs es la ate-
rosclerosis. La aterosclerosis es una degeneración progresiva

que reduce el lumen de la arteria y provoca el engrosamiento de

la pared arterial. El desarrollo progresivo de esta enfermedad se

ha correlacionado con el incremento del riesgo de sufrir ECVs,

lo cual implica que la vigilancia del proceso aterosclerótico es

de importancia muy especial en la medicina práctica (Molinari

et al., 2010b).

Basados en el ultrasonido, los marcadores principales con

que se valoran las ECVs y la aterosclerosis son dos: la prueba

de medición del grosor de la ı́ntima-media carotı́dea (IMT –
Intima-Media Thickness) (Amato et al., 2007), y la prueba de

la función endotelial de la arteria humeral (FEAH) (Celermajer

et al., 1994).

Las pruebas IMT y FEAH requieren de la detección del

lumen arterial carotı́deo y humeral, respectivamente, a fin de

ejecutarse correctamente. En este sentido, Calderon et al. (Cal-

deron et al., 2013) propusieron en 2013 un algoritmo basado

en grafos para la detección automática del lumen arterial en

imágenes de ultrasonido.

El algoritmo propuesto primero determina los bordes de la

ecografı́a, para luego crear un grafo con los puntos intermedios
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entre los puntos borde consecutivos (por columnas) detectados.

Posteriormente, se calcula el árbol de expansión mı́nima del

grafo y se realiza un proceso de segmentación de las trayecto-

rias factibles de ser el lumen arterial, empleando únicamente un

criterio de distancia entre nodos conectados.

La trayectoria que representa el lumen verdadero se selec-

ciona de entre las trayectorias segmentadas, combinando dos

criterios: un criterio de longitud y otro de obscuridad. Esto es,

para el criterio de longitud se calcula el número de nodos en

cada trayectoria y, para el de obscuridad, se obtiene el valor

promedio de los tonos de gris de los pixeles en la ecografı́a que

corresponden al área de cada trayectoria.

El área de cada trayectoria se delimita considerando que ca-

da nodo que la constituye es un punto intermedio entre dos bor-

des; la unión de los conjuntos de puntos de un borde al otro,

que corresponden a cada nodo perteneciente a la trayectoria,

conforman el área de la misma.

El valor de los criterios de longitud y de obscuridad se nor-

maliza al intervalo [0, 1], en donde el valor 1 corresponde a la

trayectoria con más nodos, para el criterio de longitud; y a la

trayectoria con el promedio de tonos de gris más pequeño, para

el criterio de obscuridad.

Finalmente, la trayectoria con el valor más alto de la suma

de los valores de ambos criterios se selecciona como el lumen

real del vaso de la arteria.

Calderon et al. señalan que su algoritmo presenta un desem-

peño superior a los resultados reportados en la literatura recien-

te en esta área. Sin embargo, el algoritmo adolece de varias de-

ficiencias que pueden ser subsanadas. En este trabajo propone-

mos la solución a dos de ellas.

Lo que resta del presente trabajo está organizado de la ma-

nera siguiente: la sección 2 presenta una revisión breve de los

trabajos más recientes en el área; la sección 3, plantea los pro-

blemas cuya solución proponemos en este artı́culo; la sección 4,

detalla la prueba de hipótesis bayesiana empleada para la vali-

dación de la segmentación de trayectorias referida en la sec-

ción 3; la sección 5, describe el criterio de varianza mı́nima

que se emplea para discriminar el lumen verdadero de la arteria

en los casos de inconsistencia del criterio de longitud referi-

dos en la sección 3; la sección 6, resume la metodologı́a que

se presenta en esta investigación para detección automática del

lumen arterial en imágenes de ultrasonido; la sección 7, expone

las pruebas realizadas y los resultados obtenidos en la aplica-

ción de la metodologı́a de la sección 6 sobre un conjunto de

ecografı́as arteriales; y, la sección 8, resume las conclusiones

alcanzadas con el trabajo realizado.

2. Trabajo Previo

En ausencia de placa de ateroma, el ultrasonido de modo–B

muestra la pared de una arteria como un patrón regular que se

correlaciona con las capas anatómicas. En la ultrasonografı́a el

lumen arterial se puede observar como una región obscura flan-

queada en su parte superior e inferior por franjas claras brillan-

tes, las cuales conformarán bordes si se considera el perfil de

intensidad de los pixeles. Bajo esta suposición, los trabajos pre-

sentados en la literatura para la segmentación del vaso arterial

aplican métodos diversos para ubicar estas zonas contrastadas

y ası́ determinar tanto el lumen como diferentes mediciones de

la arteria.

Entre los primeros trabajos presentados para la determina-

ción del vaso arterial, se encuentran los basados en detección

de bordes (Pignoli y Longo, 1988; Touboul et al., 1992) y, pos-

teriormente, en el gradiente de la imagen (Liguori et al., 2001;

Stein et al., 2005; Faita et al., 2008). Los métodos comprendi-

dos en estos rubros son rápidos en su cálculo pero sensibles al

ruido, a la morfologı́a de la arteria y requieren de intervención

manual para obtener buenos resultados.

Otros enfoques al problema aplican la programación lineal

(Schmidt y Wendelhag, 1999; Wendelhag et al., 1997, 1992,

1991) a fin de establecer una función de costo, basada en la

combinación lineal de varias mediciones ponderadas calcula-

das sobre la ecografı́a, para segmentar la arteria y las capas que

la conforman. Además, se ha propuesto (Liang et al., 2000) la

aplicación de este método a diferentes escalas de la sonografı́a,

para reducir el costo computacional del cálculo de la segmen-

tación. Las técnicas en esta categorı́a pueden ser automatizadas

completamente, lo cual limita la variabilidad en los resultados

(Wendelhag et al., 1996; Furberg et al., 1994) debida a las habi-

lidades y al cansancio del operador. Sin embargo, requieren del

entrenamiento del sistema y son sensibles al ruido en la imagen

que afecta directamente a la función de costo.

La técnica más empleada para la segmentación arterial son

los contornos paramétricos activos (Williams y Shah, 1992; Xu

et al., 2001; Kass et al., 1988; Ronfard, 1994; Blake y Isard,

2000; Cohen, 1991) o serpientes; la cual adapta un modelo li-

neal deformable a la frontera entre la capa ı́ntima y el lumen

arteriales. La mayorı́a de los trabajos (Loizou et al., 2007; Moli-

nari et al., 2010a; Gutierrez et al., 2002; Cheng et al., 2002; Del-

santo et al., 2007; Molinari et al., 2008) adoptan la formulación

de las serpientes presentada en (Williams y Shah, 1992), pero

también se emplean otras (Lobregt y Viergever, 1995; Cheng

et al., 2002; Cohen, 1991; Lai y Chin, 1995; Xu y Prince, 1997,

1998). El uso de este método no se ha podido automatizar com-

pletamente; además es muy sensible al ruido, requiere de la afi-

nación de los parámetros que definen a las serpientes y el re-

sultado depende de los puntos iniciales elegidos ası́ como del

número de éstos.

Otra propuesta para localizar de manera automática el lu-

men arterial consiste en el cálculo de estadı́sticas locales sobre

la intensidad de los pixeles de la imagen de ultrasonido, aunado

al establecimiento de un umbral de aceptación/rechazo sobre la

pertenencia de estos pixeles al área del lumen del vaso arterial

(Delsanto et al., 2007, 2005). También se ha propuesto mejo-

rar esta técnica (Molinari et al., 2008; Delsanto et al., 2006)

empleando un clasificador de K-medias difuso para agrupar los

pixeles analizados en los grupos: lumen, ı́ntima-media o adven-

ticia. Esta clasificación se emplea como inicialización para un

método basado en serpientes que refine la detección de los bor-

des del vaso arterial.

La transformada Hough (Hough, 1962) también ha sido pro-

puesta para la segmentación arterial (Golemati et al., 2005, 2007,

2004; Stoitsis et al., 2008), lo cual tiene la ventaja de poderse

aplicar en imágenes de ultrasonido longitudinales o transver-
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sales. En el primer caso se delinean las lı́neas dominantes del

lı́mite entre el lumen y las paredes arteriales y, en el segundo ca-

so, se delinea el mismo lı́mite pero en forma de circunferencia.

Sin embargo, aunque el cálculo de la transformada Hough es

veloz, sólo es efectiva al procesar imágenes en las que la arteria

aparezca en forma recta y horizontal.

Finalmente, de manera reciente se ha propuesto una técnica

completamente automatizada que forma parte de una enfoque

integrado para realizar la prueba IMT (Molinari et al., 2010a).

La segmentación del vaso arterial se realiza mediante la ubi-

cación de los máximos locales en la intensidad de los pixeles en

cada columna de la imagen de ultrasonido. Posteriormente, un

discriminante lineal determina los pixeles que se ubican en las

paredes de la arteria o puntos semilla. Los puntos semilla se

conectan para formar segmentos de lı́nea, los cuales a su vez

y mediante un procedimiento inteligente, serán conectados si

están alineados y cercanos entre sı́ o eliminados si se determi-

nan cortos o falsos. El lumen arterial se encuentra analizando

por pares los segmentos de lı́nea sobrevivientes.

Para refinar la localización del lumen y las capas arteriales,

se emplea un clasificador de K-medias difuso para agrupar, con

base en su intensidad, los pixeles en cada columna de la eco-

grafı́a. La clasificación se realiza en los grupos: lumen, ı́ntima-

media o adventicia. Siendo los lı́mites del lumen, los puntos en

la transición entre los grupos lumen e ı́ntima-media.

La sección siguiente plantea las deficiencias que la metodo-

logı́a de Calderón et al. para la detección del lumen arterial en

imágenes de ultrasonido presenta, y cuya solución proponemos

en el presente artı́culo.

3. Planteamiento del Problema

En el trabajo presentado por Calderon et al. en (Calderon

et al., 2013), los resultados obtenidos indican que el algoritmo

planteado falla en reconocer el lumen arterial correcto en 85

de un total de 1,104 ecografı́as arteriales. Los fallos se deben a

diversos factores, entre ellos y tal como se refiere en las conclu-

siones del mismo trabajo, a que el algoritmo enfrenta dificulta-

des en reconocer un lumen arterial que tiene discontinuidades o

cortes notorios en sus bordes.

Para ejemplificar el punto anterior, en la Fig. 1(a) se indi-

can las trayectorias con posibilidad de ser seleccionadas como

el lumen verdadero de la arteria en una ecografı́a de prueba,

aplicando el algoritmo de Calderon et al. Al realizar la seg-

mentación del árbol de expansión mı́nima del grafo mediante

el criterio de distancia entre nodos conectados, se presenta una

sobresegmentación que fragmenta en varias trayectorias la tra-

yectoria correspondiente al lumen arterial verdadero (las nume-

radas como 2 y 3). Posteriormente, se elige equivocadamente la

trayectoria 1 como la que representa al lumen arterial verdade-

ro, basados en el criterio de longitud de la trayectoria.

La solución que proponemos a este problema, consiste en

validar la segmentación por distancia entre nodos, mediante la

prueba de hipótesis que se detalla en la sección 4.

La segunda deficiencia de la metodologı́a presentada por

Calderon et al. que proponemos solventar, consiste en compen-

sar una inconsistencia que se presenta con el criterio de longitud

(a) (b)

Figura 1: (a) Opciones factibles de ser seleccionadas como lumen arterial.

(b) Ejemplo de inconsistencia en la metodologı́a de detección del lumen arterial

propuesta en (Calderon et al., 2013), relativa al criterio de longitud.

para discriminar el lumen arterial. En dicha metodologı́a, cuan-

do existen dos o más trayectorias con valores del criterio de

longitud cercanos o iguales a 1.0, esto es, si al calcular el valor

del criterio de longitud li para las trayectorias que representan

opciones factibles de ser seleccionadas como el centro del lu-

men de la arteria, dos o más de éstos superan un cierto umbral

ucl, el algoritmo resulta incapaz de discernir la selección correc-

ta. En caso contrario, la combinación lineal de los criterios de

longitud y de obscuridad es capaz de realizar la detección de

manera satisfactoria.

Para ejemplificar la inconsistencia en el algoritmo, la Ta-

bla 1 presenta los valores de los criterios de selección del lumen

arterial ası́ como la combinación de ambos, correspondientes a

la ecografı́a mostrada en la Fig. 1(b). Como se puede observar,

si seleccionamos el lumen verdadero de la arteria atendiendo

solamente al critero de longitud, la trayectoria de la Fig. 1(b)

marcada con 0 tiene un valor l0 = 0.98661, mientras que la

marcada con 4 tiene un l4 = 1.0. Lo que implica que selec-

cionarı́amos correctamente la trayectoria 4 como el lumen arte-

rial. Por otra parte, si seleccionamos el lumen arterial verdadero

atendiendo solamente al criterio de obscuridad, la trayectoria 0

tiene un valor de o0 = 0.95766, mientras que la 4 lo tiene de

o4 = 0.87787. Lo que implica que seleccionarı́amos incorrec-

tamente la trayectoria 0 como el lumen arterial. Por último, la

selección realizada por el método de Calderón et al. se basa en

el valor máximo de la suma de ambos criterios; lo que indica

que la trayectoria 0 tiene un valor de 1.94427, mientras que la

trayectoria 4 tiene un valor de 1.87787. Esto implica que la tra-

yectoria 0 se selecciona como el lumen del vaso de la arteria, lo

cual es incorrecto para esta ecografı́a en particular.

Calderon et al. señalan que para el conjunto completo de so-

nografı́as de prueba, la combinación de los criterios de longitud

y de obscuridad es la que mejores resultados reporta para elegir

el lumen adecuado del vaso arterial.

Para solventar el problema anterior, sin afectar el desem-

peño global de la metodologı́a, proponemos el empleo de un
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Tabla 1: Criterios de selección para la ecografı́a de la Fig. 1(b)

Criterios
Trayectoria Longitud Obscuridad Suma

0 0.98661 0.95766 1.94427

4 1.00000 0.87787 1.87787

tercer criterio de selección para estos casos: el criterio de va-

rianza mı́nima. Este criterio se discute en la sección 5.

La sección siguiente describe en detalle el procedimiento

para validación de la segmentación de trayectorias que se em-

plea como parte de la metodologı́a de detección automática del

lumen arterial que se presenta en este trabajo.

4. Prueba de Hipótesis

En la sección 3 se analizó la sobresegmentación que el al-

goritmo propuesto por Calderon et al. genera en varias sono-

grafı́as. Para reducir este efecto, planteamos validar la segmen-

tación mediante una prueba de hipótesis (Sivia y Skilling, 2006).

Dados los conjuntos de puntos:

D1 = {pi}, pi = [xi, yi]
T y D2 = {p j}, p j = [x j, y j]

T (1)

tal que D1 ∩ D2 = ∅, de tamaño N1 y N2, respectivamen-

te; los cuales tienen asociadas las aproximaciones polinomiales

correspondientes f (xi; a1) y f (x j; a2) dadas por:

f (x; a) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · · + amxm (2)

queremos demostrar una de las hipótesis siguientes:

H0: Los conjuntos D1 y D2 son particiones de un mismo con-

junto D (D = D1 ∪ D2), por lo tanto, pueden ser caracte-

rizados por una aproximación polinomial única f (x; a).

H1: Los conjuntos D1 y D2 no son particiones de un mismo

conjunto, por lo tanto, se caracterizan por dos aproxima-

ciones polinomiales f (x1; a1) y f (x2; a2), respectivamen-

te.

El criterio de decisión será probabilista, por lo que la hipóte-

sis H0 será válida si y sólo si se cumple (3). En caso contrario

la hipótesis que se cumple será H1.

P(H0 | D1,D2) > P(H1 | D1,D2) (3)

Aplicando la regla de Bayes podemos expresar el criterio de

decisión (3) como (4):

P(D1,D2 | H0)P(H0)

P(D1,D2)
>

P(D1,D2 | H1)P(H1)

P(D1,D2)
(4)

Ahora bien, supondremos que la probabilidad de ambas hi-

pótesis es la misma, P(H0) = P(H1); por lo tanto, el criterio

final de decisión lo expresamos de la forma:

P(D1,D2 | H0) > P(D1,D2 | H1) (5)

Para poder utilizar el criterio de decisión (5), tenemos que

estimar las probabilidades P(D1,D2 | H0) y P(D1,D2 | H1). Co-

menzaremos por estimar P(D | H0), considerando que D es un

solo conjunto de datos; para ello utilizaremos la regla de proba-

bilidad total dada como:

P(D | H0) =

∫
Ω

P(D | a,H0)P(a | H0)dma (6)

donde Ω es el dominio de la función, la cual se integra en m
dimensiones.

Supondremos también, que cualquier polinomio con paráme-

tros a tiene la misma probabilidad de ser seleccionado, por lo

tanto, sigue una distribución uniforme, P(a | H0) = k1; y que los

errores entre la aproximación f (xi; a) y las mediciones reales yi,

siguen un modelo gaussiano con media cero y varianza σ2, da-

do por (7).

P(D | a,H0) = k2 exp

(
−E(a)

2σ2

)
(7)

donde E(a) es la suma de las diferencias al cuadrado, dado por:

E(a) =

N∑
i=1

( f (xi; a) − yi)
2 (8)

Entonces, podemos escribir P(D | H0) a partir de (6) y (7):

P(D | H0) = k1k2

∫
Ω

exp

(
−E(a)

2σ2

)
dma (9)

Para resolver la integral dada por (9), hacemos la expansión

en serie de Taylor en el punto a∗, que es la solución de mı́nimos

cuadrados de (8):

E(a) = E(a∗) +
1

2
(a − a∗)T∇2E(a∗)(a − a∗) (10)

donde el gradiente ∇ET (a∗) = 0, dado que el vector de paráme-

tros a∗ es el óptimo de la función E(a); y el hessiano se define

en (11).

∇2E(a∗) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑N
i=1 1

∑N
i=1 xi · · · ∑N

i=1 xm
i∑N

i=1 xi
∑N

i=1 x2
i · · · ∑N

i=1 xm+1
i∑N

i=1 x2
i

∑N
i=1 x3

i · · · ∑N
i=1 xm+2

i
...

...
. . .

...∑N
i=1 xm

i
∑N

i=1 xm+1
i · · · ∑N

i=1 xm+m
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(11)

Substituyendo (10) en (9), y resolviendo la integral de acuer-

do con (A.1), obtenemos:

P(D | H0) = K

√
(4πσ2)m∣∣∣∇2E(a∗)

∣∣∣ exp

(
−E(a∗)

2σ2

)
(12)

donde K = k1k2 es una constante de proporcionalidad, la cual

consideraremos igual a 1.

Para el cálculo de la probabilidad P(D1,D2 | H1), asumire-

mos que los conjuntos de datos D1 y D2 fueron generados por

modelos independientes, por lo que ésta puede escribirse:

P(D1,D2 | H1) = P(D1 | H1)P(D2 | H1) (13)
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Sin embargo, dado que sólo tenemos un conjunto de datos

D1 o D2, podemos asumir:

P(D1,D2 | H1) = P(D1 | H0)P(D2 | H0) (14)

Las probabilidades P(D1 | H0) y P(D2 | H0) se calculan em-

pleando (12), y el resultado que se obtiene para (14) es (15):

P(D1,D2 | H1) =
K2(4πσ2)m√

|∇2E(a∗
1
)||∇2E(a∗

2
)|

exp

(
−E(a∗1) + E(a∗2)

2σ2

)

(15)

Con todos los elementos definidos, la prueba de hipótesis se

puede determinar siguiendo los pasos del algoritmo siguiente.

4.1. Algoritmo

Para determinar las hipótesis H0 y H1, dados los conjuntos

de puntos D1 y D2, se realizan los pasos siguientes:

1. Calcular el conjunto D = D1 ∪ D2.

2. Calcular la solución de mı́nimos cuadrados de (8), para

los vectores de parámetros a, a1 y a2 relativos a los con-

juntos D, D1 y D2; respectivamente.

3. Determinar P(D | H0), utilizando (12); y P(D1,D2 | H1),

utilizando (15).

4. Por último, unir los conjuntos D1 y D2 si P(D | H0) >
P(D1,D2 | H1), en caso contrario, dejar los conjuntos se-

parados.

La sección siguiente describe el criterio de varianza mı́ni-

ma, referido en la sección 3, para la selección del lumen arterial

en los casos en que el criterio de longitud es inconsistente.

5. Criterio de Varianza Mı́nima

En la sección 3 se puntualizó que si el valor del criterio de

longitud supera el umbral ucl, para dos o más de las trayectorias

que representan opciones factibles de ser seleccionadas como

el centro del lumen de la arteria; se presenta una inconsistencia

en la metodologı́a de detección del lumen arterial formulada

por Calderon et al. en (Calderon et al., 2013). Por tal motivo,

para estos casos proponemos utilizar un tercer criterio de dis-

criminación del lumen arterial, al cual denominamos criterio
de varianza mı́nima.

De acuerdo a las observaciones y al criterio de un radiólogo,

podemos considerar que el lumen arterial presenta una curvatu-

ra suave en una ecografı́a, por lo que al detectar sus bordes en

la imagen, el número de puntos borde atı́picos será menor en

comparación con el número existente en los bordes detectados

de los canales o estructuras anatómicas que se asemejen a éste.

Una manera de calcular esto es utilizando la varianza muestral

de los puntos borde.

El cálculo de varianza lo realizaremos sobre los elementos

de un conjunto Su, formado por el conjunto de trayectorias cuyo

número de puntos borde es mayor al 95% del número de puntos

correspondiente a la estructura anatómica en la ecografı́a con la

mayor cantidad de éstos.

Para nuestro modelo de ruido dado por (7), tenemos que la

varianza muestral puede calcularse como:

σ2
j =

1

N − 1

N∑
i=1

(
f (xi; a j) − yi

)2
(16)

donde f (xi; a j) es la aproximación polinomial de mı́nimos cua-

drados, a los puntos borde detectados para la j-ésima estructura

anatómica en la ecografı́a.

Entonces, el criterio de varianza mı́nima determina que la

trayectoria correspondiente al centro del lumen verdadero de la

arteria, es aquella trayectoria dada por (17) que tenga el valor

mı́nimo de la varianza muestral:

mı́n
j

j∗ = σ2
j , j ∈ {1, 2, . . . , |Su|} (17)

siendo |Su| la cardinalidad del conjunto Su.

Cabe señalar que el criterio de varianza mı́nima se emplea

solamente en los casos en los que tengamos más de una tra-

yectoria, es decir, que |Su| > 1. En caso contrario, se emplea la

combinación lineal de los criterios de longitud y obscuridad, tal

y como lo proponen Calderon et al.

Para el caso de la ecografı́a en la Fig. 1(b), tenemos que

las trayectorias 0 y 4 presentan longitudes similares; pero la

varianza muestral, calculada con (16), proporciona un valor de

σ0 = 2.2321 y de σ4 = 0.3649. De lo anterior se desprende que

el lumen arterial ha seleccionar es el dado por la trayectoria 4.

La Fig. 2 presenta la imagen de ultrasonido, con la sobreposi-

ción de los bordes correspondientes al lumen arterial detectado,

con base en este criterio de varianza mı́nima.

Figura 2: Bordes del lumen arterial detectado con el criterio de varianza mı́nima

(se emplea un umbral de inconsistencia ucl = 0.95).

La próxima sección describe la metodologı́a de Calderon et

al. con los cambios que proponemos para la segmentación del

lumen del vaso de la arteria en imágenes de ultrasonido.

6. Metodologı́a

La metodologı́a para la detección del lumen arterial en i-

mágenes longitudinales de ultrasonido en modo–B, se resume
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en este apartado; al mismo tiempo, se introduce la prueba de

hipótesis de la sección 4 ası́ como el criterio de varianza mı́nima

de la sección 5.

6.1. Recorte Automático de la Ecografı́a
El procedimiento de detección automático del lumen arte-

rial inicia con un recorte de la ecografı́a basado en histogramas.

El recorte elimina la información no necesaria para el proceso

de segmentación que el aparato de ultrasonido incluye al mo-

mento del examen sobre el paciente.

Se define una imagen I como un conjunto de pixeles I(pi),

el cual representa el tono de gris en un punto, de coordenadas

pi = [xi, yi]
T , sobre la rejilla R de la imagen de tamaño NCols ×

NFilas. La imagen resultante del proceso de recorte automático

se refiere como la imagen original I.

6.2. Detección de Bordes
La técnica que se expone, trabaja bajo la suposición de que

el lumen arterial se presenta en la ultrasonografı́a como una

zona obscura flanqueada arriba y abajo por áreas mucho más

claras. En virtud de esta suposición, el segundo paso del pro-

ceso propone detectar los bordes de la imagen I, utilizando el

algoritmo de detección de bordes de Canny (Canny, 1986).

Los bordes detectados se representan como el conjunto B,

que contiene NB puntos de coordenadas bi = [xi, yi]
T tales que:

B = {bi ∈ R | g(bi) = 1,∀bi ∈ R} (18)

donde g es una imagen binaria del mismo tamaño que I, con la

información de los bordes detectados; la cual se define en (19).

g(bi) ≡ g(xi, yi) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩1 si bi es un borde,

0 si no.
(19)

6.3. Análisis de Bordes
El tercer paso del proceso consiste en analizar una columna

c de la imagen g, que luce como un vector de 0’s y 1’s como

muestra (20).

g(c, . . .) = [0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0 . . .]T

(20)

La representación de estos bordes se realiza almacenando

sus coordenadas en un arreglo ordenado. Para la columna de

bordes en (20), su representación está dada por (21).

B̂c = {[c, 3]T , [c, 5]T , [c, 9]T , [c, 13]T , [c, 16]T , . . .} (21)

= {b̂k, b̂k+1, b̂k+2, . . .}
y la representación ordenada de todos los bordes de la imagen

I, equivalente a (18), es (22).

B̂ = {B̂1, B̂2, . . . , B̂c . . . , B̂NCols } (22)

= {b̂1, b̂2, b̂3, . . . , b̂k, b̂k+1, b̂k+2 . . .}

Con esto se tiene un par de puntos < b̂i, b̂i+1> en cada co-

lumna en la imagen de bordes, candidatos a ser las fronteras del

lumen arterial.

6.4. Reducción del Universo de Búsqueda del Lumen
El cuarto paso consiste en disminuir las opciones factibles

de ser seleccionadas como el lumen arterial correcto, descartan-

do las parejas de puntos bordes consecutivos cuyas distancias

de separación sean inferiores a un umbral preestablecido AMin.

En forma posterior, se define el conjunto de puntos de op-

ciones factibles de ser seleccionadas como la luz arterial verda-

dera, BL, basados en el conjunto ordenado de puntos B̂ ≡ B, de

la manera siguiente:

BL = {b̂1, b̂2, . . . , b̂i, b̂i+1 . . . | (ŷi+1 − ŷi) ≥ AMin, x̂i = x̂i+1}
(23)

El conjunto BL es un subconjunto del conjunto de bordes B,

lo cual permite reducir el universo de búsqueda del lumen.

Se define, también, el conjunto V de puntos a la mitad de

los posibles bordes del lumen, dados por el conjunto BL, como:

V = {vi | vi =
b̂i + b̂i+1

2
, x̂i = x̂i+1,∀b̂i ∈ BL} (24)

Ası́, para un punto vi existe un par asociado < b̂i, b̂i+1> tal

que b̂i < vi < b̂i+1, y los tres están en una misma columna de la

imagen g.

La Fig. 3 muestra los puntos del conjunto BL y los puntos

en V , sobreimpuestos en la imagen original I. Los puntos del

conjunto V son las opciones factibles de ser seleccionadas como

el centro del lumen arterial real.

Figura 3: Puntos pertenecientes a los conjuntos BL y V , sobreimpuestos en la

imagen original I.

6.5. Construcción del Grafo
El quinto paso de la metodologı́a construye un grafo no di-

rigido G = {V, A}, a partir del conjunto de puntos V definido

en (24). El conjunto V representa los nodos y el conjunto A las

aristas del grafo. Inicialmente se supone que todos los nodos

están conectados, por lo cual, el número de aristas corresponde

a las [N × (N − 1)]/2 posibles conexiones entre los N nodos

(no se conecta un nodo consigo mismo). El peso de cada aris-

ta Ai j, será la distancia euclidiana d(vi, v j) entre los puntos del

conjunto V , que ésta conecta.
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6.6. Segmentación y Clasificación del Grafo

El sexto paso del algoritmo, segmenta y clasifica el gra-

fo utilizando el peso d(vi, v j), avalando los cortes mediante la

prueba de hipótesis bayesiana expuesta en la sección 4; para

ello, se calcula el árbol de expansión mı́nima para el grafo G,

mediante el algoritmo de Kruskal (Kruskal, 1956). El árbol de

expansión mı́nima G+ = {V, A+} es un subgrafo de G; en el cual

el conjunto de nodos se mantiene, pero el número de aristas |A+|
se reduce a las N−1 seleccionadas por el algoritmo de Kruskal.

La Fig. 4 presenta el árbol de expansión mı́nima del grafo.

H0H1

Figura 4: Árbol de expansión mı́nima del grafo creado con los puntos que in-

dican opciones factibles de ser el centro del lumen real de la arteria. La flecha

con punta doble, señalada como H1, indica un ejemplo de arista a cortar; y la

de una sola punta, señalada como H0, indica un ejemplo de arista a mantener

por cumplir la hipótesis H0 de la sección 4.

A fin de segmentar del grafo, la trayectoria que es el centro

del lumen verdadero, se define en (25) el conjunto S, de NG sub-

grafos conectados que resultan de segmentar el árbol de expan-

sión mı́nima G+, al realizar cortes en las aristas cuyas distancias

d(vi, v j) > pMax y que cumplen la hipótesis H1 (presentada en

la sección 4) para los nodos correspondientes a los subgrafos

G+i y G+j , que la arista Ai j conecta. En caso de que la hipótesis

que se cumpla sea H0, la arista Ai j se mantiene intacta, aún y

cuando la distancia supere el umbral de corte.

Los cortes se efectúan empleando un recorrido en profundi-

dad (Sedgewick y Wayne, 2011) sobre G+.

S = {G+1 ,G+2 , . . . ,G+NG
} (25)

La Fig. 4 presenta el árbol de expansión mı́nima del gra-

fo, creado con los puntos que indican opciones factibles de ser

seleccionadas como el centro del lumen real de la arteria. La

flecha con punta doble, señalada como H1, indica un ejemplo

de arista que supera el umbral de distancia pMax y que cumple

la hipótesis H1 de la sección 4, por lo que será cortada. Por el

contrario, la flecha de punta única, señalada como H0, indica

un ejemplo de arista que, aunque supera el umbral de distan-

cia pMax, cumple la hipótesis H0; lo cual indica que permane-

cerá intacta.

6.7. Eliminación de Trayectorias Cortas

El séptimo paso radica en eliminar las trayectorias que co-

rresponden a opciones muy cortas de lumen en la imagen, debi-

das a ruido o a capas de tejido muscular. Para esto, se eliminan

los subgrafos G+i que presentan un número de nodos total, infe-

rior a un umbral NMin.

Posteriormente, se define el conjunto de subgrafos S +, en el

cual se han eliminado los subgrafos G+i con rutas cortas, de la

manera que a continuación se indica:

S + = S − {G+i ∈ S | NS i < NMin} (26)

i ∈ {1, 2, . . . ,NG}
siendo NS i el número de nodos del subgrafo G+i .

6.8. Criterios de Selección del Lumen Arterial

Dado que las opciones factibles de ser el lumen verdade-

ro de la arteria se han disminuido considerablemente, pero aún

existe más de una opción, la octava etapa del agoritmo consiste

en discernir el lumen real mediante el cálculo de tres criterios:

el criterio de longitud, el de varianza mı́nima y el criterio de
obscuridad.

El criterio de longitud consiste en calcular el número total

de nodos que pertenecen a cada subgrafo G+i ∈ S +, normalizado

entre [0, 1], de acuerdo con la ecuación siguiente:

li =
NS i

máx(NS 1
,NS 2
, . . . ,NS |S+ | )

, i ∈ {1, 2, . . . , |S +|} (27)

siendo |S +| la cardinalidad del conjunto S +. Note que un lk = 1.0
representa que la k-ésima trayectoria es la más larga.

Ahora bien, si al momento de realizar el cálculo del criterio

de longitud li para cada subgrafo G+i , se tiene que más de un

li > ucl; emplearemos el criterio de varianza mı́nima expuesto

en la sección 5, a fin de determinar el lumen arterial correcto

de la ecografı́a. En caso contrario, el criterio de selección del

lumen de la arteria estará basado en la combinación lineal de

los criterios de longitud y de obscuridad.

Para el criterio de obscuridad se calcula primero el valor

promedio μ j de los tonos de gris del área correspondiente a cada

subgrafo G+j ∈ S +. Para ello, se recorre el subgrafo en cada

uno de sus puntos vi, y se barre por columnas en los intervalos

[b̂i, b̂i+1] (de acuerdo con (24)) de la imagen original I, tal y

como se formula a continuación:

μ j =
1

NS +j

∑
∀vi∈G+j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 1

ŷi+1 − ŷi + 1

∑
∀p∈[b̂i,b̂i+1]

I(p)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (28)

∀ j ∈ {1, 2, . . . , |S +|}
siendo NS +j el número de nodos en el subgrafo S +j.

El valor promedio más bajo indica el subgrafo que repre-

senta el lumen arterial, bajo la suposición en la que trabaja la
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metodologı́a de que éste es una región obscura. Calculado el

promedio, el criterio de obscuridad se expresa en (29).

oi = 1 − μi

máx(μ1, μ2, . . . , μ|S + |)
(29)

∀i ∈ {1, 2, . . . , |S +|}
El criterio de obscuridad, al igual que el de longitud, se nor-

maliza al intervalo [0, 1] a fin de poderlos combinar y estar en

posibilidad de determinar el subgrafo más largo con el área co-

rrespondiente más obscura. Es decir, el subgrafo correspondien-

te al centro del lumen verdadero de la arteria es aquél que tenga

el valor máximo de la suma de ambos criterios:

máx
i

i∗ = (li + oi) (30)

∀i ∈ {1, 2, . . . , |S +|}
La Fig. 5 presenta dos ejemplos de ecografı́as arteriales con

la sobreposición de los bordes correspondientes al lumen detec-

tado en cada caso. En la Fig. 5(a), correspondiente a la Fig. 1(a),

se presenta un ejemplo de detección con base en los criterios de

longitud y de obscuridad. En la Fig. 5(b), correspondiente a la

Fig. 1(b), se presenta un ejemplo de detección con base en el

criterio de varianza mı́nima.

(a) Longitud y obscuridad. (b) Varianza mı́nima.

Figura 5: Dos casos de lumen arterial detectado con los criterios de selección

de longitud, de obscuridad y de varianza mı́nima.

6.9. Ajuste Polinomial Robusto
El noveno y último paso de la técnica propuesta para detec-

ción del lumen arterial, ajusta un polinomio f (x; a) de grado m,

mediante el método de mı́nimos cuadrados, a cada uno de los

conjuntos de puntos de los bordes del lumen detectado del vaso

arterial. Esto es, a los conjuntos de puntos bordes < b̂i∗ , b̂i∗+1 >,

relacionados con los puntos vi∗ ∈ G+i∗ .
El ajuste polinomial se realiza primeramente al conjunto de

puntos bordes b̂i∗ , correspondientes al borde fC(x̂) entre el lu-

men y la pared cercana de la arteria; y, posteriormente, al con-

junto de puntos bordes b̂i∗+1, correspondientes al borde fL(x̂)

entre el lumen y la pared lejana de la arteria.

Con la finalidad de robustecer el ajuste polinomial contra el

ruido en la ecografı́a, el cual afecta sensiblemente a la solución

por el método de mı́nimos cuadrados, se dirige la estimación de

los parámetros del modelo polinomial, por medio del algorit-

mo RANdom SAmple Consensus (RANSAC) (Fischler y Bolles,

1981).

El método RANSAC realiza el ajuste polinomial f (x; a) em-

pleando sólo m + 1 puntos diferentes (para garantizar la inde-

pendencia lineal); elegidos al azar de entre los n puntos totales.

Además, se calcula un conjunto de consenso verificando, para

los n − (m + 1) puntos restantes, cuántos de ellos cumplen con

que:

| f (xi; a) − yi| < ξ (31)

donde ξ es un umbral preestablecido de error, entre la solución

de ajuste y el dato real. Este proceso se repite hasta que se ha-

ya realizado un número predeterminado de veces o hasta que

el número de puntos en el conjunto de consenso supere un por-

centaje prefijado, con respecto a los n totales.

RANSAC elige el modelo con el conjunto de consenso ma-

yor a fin de realizar el ajuste final; empleando todos los puntos

pertenecientes a este conjunto para calcular una última solución

de mı́nimos cuadrados.

Figura 6: Ajuste polinomial sobre los puntos de los bordes del lumen arterial

presentados en la Fig 5(a).

La Fig. 6 muestra la imagen con las aproximaciones polino-

miales ajustadas mediante el método de mı́nimos cuadrados y

el algoritmo RANSAC, sobre los puntos de los bordes del lumen

arterial presentados en la imagen de la Fig. 5(a). Las aproxima-

ciones polinomiales robustas, correspondientes a la Fig. 5(b),

se presentaron en la Fig 2.

Descrita la metodologı́a de detección del lumen arterial pro-

puesta, la sección siguiente detalla las pruebas y resultados ob-

tenidos de su aplicación.

7. Pruebas y Resultados

Con el deseo de realizar una comparación justa entre la me-

todologı́a propuesta en (Calderon et al., 2013) y la metodologı́a
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presentada en este trabajo, reproducimos fielmente las pruebas

realizadas en el trabajo original.

7.1. Material
Las pruebas realizadas se llevaron a cabo sobre la misma ba-

se de datos de imágenes proporcionada por el laboratorio Cen-
tro Unión de Morelia, Michoacán, México. Dicha base consiste

de 1,104 imágenes longitudinales de ultrasonido en modo–B

bidimensionales de las arterias carótida y humeral. Todas las

imágenes del conjunto se transfirieron a la computadora a través

de un puerto de comunicación DICOM comprimidas logarı́tmi-

camente a una escala de grises de 8 bits (256 tonos de gris).

Además, la resolución axial de las ecografı́as es de 76.9 μm por

pı́xel.

7.2. Pruebas y Resultados
Los resultados obtenidos en la etapa de pruebas se lograron

ajustando los parámetros de la metodologı́a de la forma siguien-

te: AMin = 20 pixeles, pMax = 10 pixeles, NMin = 100 nodos,

grado de los polinomios de ajuste m = 3, ξ = 2 pixeles, un um-

bral del conjunto de consenso del 90% y 150, 000 repeticiones

en el algoritmo RANSAC, σ = 32.0 para la prueba de hipótesis

bayesiana, y el umbral ucl = 0.95.

La prueba inicial consiste en aplicar nuestra metodologı́a

sobre cada una de las 1,104 imágenes de la base de datos, para

luego verificar cualitativamente el porcentaje de las mismas en

las que se selecciona el patrón correcto de zona obscura flan-

queado arriba y abajo por zonas más claras.

El resultado de este etapa indica que la detección del patrón

arterial correcto falla en 51 de las 1,104 imágenes. Mientras tan-

to, la propuesta de Calderon et al. falla en 85 de estas mismas

1,104 ecografı́as. Esto es, con las soluciones que proponemos

a los problemas detallados en la sección 3, detectamos acer-

tadamente el lumen arterial en 34 imágenes más, de lo que el

algoritmo original detecta.

Las pruebas siguientes se efectúan sobre las 294 ecografı́as

del conjunto general que cuentan con mediciones establecidas

manualmente por un médico radiólogo. El proceso reside en

aplicar nuestra técnica a cada imagen y obtener los bordes del

lumen del vaso de la arteria en forma parametrizada. Tenien-

do el polinomio de ajuste del borde de la pared arterial cercana

fC(x̂), calculamos el error entre el punto señalado por el radiólo-

go [xC , yC]T y nuestra estimación, de la manera siguiente:

errorC = |yC − fC(xC)| (32)

Posteriormente, el proceso se repite para calcular el error

entre la estimación del radiologo [xL, yL]T y nuestra aproxima-

ción polinomial fL(x̂), referido a la pared arterial lejana:

errorL = |yL − fL(xL)| (33)

Los resultados del error promedio y desviación estandar ob-

tenidos en estas pruebas se presentan en la Tabla 2, para las me-

diciones dadas en micrómetros (μm); y en la Tabla 3, para las

mediciones dadas en pixeles.

Calderon et al. señalan que de los resultados reportados

en la literatura reciente sobre la detección del lumen arterial,

Tabla 2: Error en las mediciones interfaz lumen-ı́ntima (en micrómetros)

μm Interfaz lumen-ı́ntima
Pared cercana Pared lejana

Promedio 14.6 15.1

Desviación estándar 17.0 14.5

Tabla 3: Error en las mediciones interfaz lumen-ı́ntima (en pixeles)

Pixeles Interfaz lumen-ı́ntima
Pared cercana Pared lejana

Promedio 1.8 1.9

Desviación estándar 2.2 1.9

la técnica automática que logra el mejor desempeño (Molinari

et al., 2009) presenta un promedio de error en la pared lejana

de 35.0 μm ± 32.0 μm. Además, que la técnica semiautomática

mejor desempeñada (Destrempes et al., 2009) presenta un pro-

medio de error en la misma pared de 21.0 μm ± 13.0 μm. Con

relación a la pared arterial cercana, se señala que sólo en (Mo-

linari et al., 2008) se indica el error promedio obtenido, el cual

fue de 75.0 μm ± 56.3 μm.

Con fundamento en los resultados presentados en las Ta-

blas 2 y 3, la metodologı́a que proponemos en el presente tra-

bajo mantiene la superioridad de la propuesta de Calderon et al.

sobre el desempeño reportado por las investigaciones revisadas

en (Molinari et al., 2010c).

Con relación al desempeño comparativo en estas pruebas,

de la metodologı́a propuesta por Calderon et al. en contra de la

que proponemos, se tiene que la primera genera en la pared arte-

rial cercana una diferencia promedio, entre la ubicación señala-

da por el radiólogo y la ubicación automática; de 13.9 μm, con

una desviación estándar de 12.3 μm; y, en la pared arterial leja-

na, de 15.4 μm, con una desviación estándar de 15.0 μm. Esto

es, de acuerdo con lo antedicho y los resultados mostrados en

la Tabla 2, nuestra metodologı́a genera una mejora promedio

de 0.3 μm en la ubicación de la pared arterial lejana, sobre la

metodologı́a original.

Por otro lado, con relación a la detección de la pared arte-

rial cercana, nuestra propuesta genera un detrimento promedio

en su ubicación de 0.7 μm, con relación a la metodologı́a ori-

ginal. Sin embargo, este resultado se genera a costa de detectar

el lumen correctamente en 34 ecografı́as adicionales, esto es,

adicionales a las ecografı́as en las que la metodologı́a original

puede detectar el lumen apropiadamente. Más aún, este número

adicional de imágenes, claramente, consiste de ecografı́as más

ruidosas o con caracterı́sticas que generan mayor dificultad en

el proceso de discriminación del vaso arterial; lo cual se con-

tabiliza notoriamente en los resultados señalados para nuestro

algoritmo, y en fallos de detección para el algoritmo de Calde-

ron et al.

Al igual que para los resultados obtenidos por la metodo-

logı́a original, reconocemos que los datos presentados en las

Tablas 2 y 3, no incluyen el rendimiento de nuestra técnica con

relación a las 51 imágenes en las que no se ubica el lumen arte-

rial correcto. Los datos del desempeño de nuestra metodologı́a

sobre estas 51 imágenes, se presentan en las Tablas 4 y 5.
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Tabla 4: Error en las mediciones interfaz lumen-ı́ntima para las imágenes con

error en la detección del lumen arterial (en micrómetros)

μm Interfaz lumen-ı́ntima
Pared cercana Pared lejana

Promedio 521.9 547.0

Desviación estándar 564.6 570.1

Tabla 5: Error en las mediciones interfaz lumen-ı́ntima para las imágenes con

error en la detección del lumen arterial (en pixeles)

Pixeles Interfaz lumen-ı́ntima
Pared cercana Pared lejana

Promedio 59.8 62.8

Desviación estándar 61.9 63.1

8. Conclusiones

En este estudio se presentó una técnica para la detección

automática del lumen arterial en ecografı́as carotı́deas y hume-

rales. La técnica presentada propone un criterio bayesiano y un

criterio de varianza mı́nima con la finalidad de subsanar algu-

nas deficiencias importantes en la metodologı́a formulada por

Calderon et al. en (Calderon et al., 2013).

La metodologı́a presentada en este trabajo, al igual que la

metodologı́a original, es robusta con relación a la morfologı́a

y orientación de la arteria en una imagen de ultrasonido pero,

además y a diferencia de la propuesta original, es robusta con

relación a discontinuidades o cortes en los bordes del vaso ar-

terial. Aún ası́, es vulnerable contra patologı́as o caracterı́sticas

ecogénicas anormales de la arteria.

Cabe señalar que tanto nuestra propuesta como la original,

encuentran el lı́mite de su aplicación en el algoritmo de detec-

ción de bordes de Canny. Si este algoritmo es incapaz de de-

tectar los bordes de la arteria, por ejemplo debido a ruido, la

metodologı́a de detección del lumen arterial también será inca-

paz de seleccionar el lumen correcto del vaso de la arteria.

Finalmente, debido a que en las pruebas efectuadas se aña-

dió el umbral del conjunto de consenso como criterio de finali-

zación de las repeticiones del método RANSAC, nuestra técnica

procesa cada imagen en análisis en un tiempo variable de hasta

30 segundos, disminuyendo el tiempo de ejecución con relación

a los tiempos señalados por Calderon et al. para su algoritmo.

No obstante, pensamos que la ejecución en tiempo real es facti-

ble, optimizando el proceso y haciendo uso del procesamiento

en paralelo.

English Summary

A Bayesian and Minimum Variance Technique for Arte-
rial Lumen Segmentation in Ultrasound Imaging

Abstract

Cardiovascular diseases (CVDs) are the worldwide leading

cause of deaths. Based on ultrasound, the primary assessment

of CVDs is measurement of the carotid intima-media thickness

and brachial endothelial function. In this work we propose im-

provements to the automatic arterial lumen detection metho-

dology, fundamental for the cited tests, presented in (Calderon

et al., 2013); based on graphs and edge detection. We propose a

bayesian approach for segmenting the minimum spanning tree

of the graph created with intermediate points between edges.

Lumen is located applying three criteria on segmented trajec-

tories: length, dark and, our proposal, minimum variance. In

294 sonograms, mean error in brachial near wall detection was

14.6 μm and standard deviation of 17.0 μm. For far wall it was

15.1 μm and standard deviation of 14.5 μm. Our methodology

maintains superior performance to results in recent literature

that the original methodology presents; but surpasses it in ove-

rall accuracy.

Keywords:
Automatic detection, ultrasonography, carotid, brachial, lumen,

bayesian, variance, graphs, polynomial fitting
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Apéndice A. Fórmulas Importantes

La integral de una exponencial con una variable x ∈ R
n, en

n dimensiones, se calcula como (Sivia y Skilling, 2006):

∫ ∞

−∞
exp

(
xTAx

)
dnx =

√
(2π)n

|A| (A.1)

El determinante de una matriz A multiplicada por un escalar

k, está dado por (Strang, 2006):

|kA| = kn|A| (A.2)


