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Resumen

En este trabajo se presenta un esquema de balanceo activo para un rotor tipo Jeffcott con velocidad variable, usando una

suspensión con actuadores electromecánicos lineales. Se propone un esquema de estimación de las señales de perturbación que se

inducen por la excentricidad presente en el sistema rotor-chumacera y una ley de control del desbalance que combina tareas de

seguimiento de trayectorias para el perfil de velocidades en el rotor. Las señales de perturbación se estiman adecuadamente y el

control de la velocidad se realiza en forma robusta, dando como resultado un desempeño eficiente del esquema de control activo

para la supresión de vibraciones, con amplitud y frecuencia variables, generadas por el inherente desbalance desconocido en el

rotor. Copyright c© 2014 CEA. Publicado por Elsevier España, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introducción

El modelo del rotor Jeffcott se ha estudiado ampliamente y

a pesar de que pudiera parecer muy simple para ser aplicado di-

rectamente en problemas prácticos de rotores, el fenómeno de

vibraciones asociado a él se observa muy frecuentemente en el

mundo real. Este tipo de rotor permite tener una buena percep-

ción y comprensión de los fenómenos fı́sicos que se presentan

en la maquinaria rotatoria, por mencionar algunos, la presen-

cia de una velocidad crı́tica y el efecto del amortiguamiento en

la respuesta del sistema. Las turbomáquinas modernas produ-

cen o absorben cantidades enormes de energı́a, lo cual implica,

entre otras cosas, que trabajan a muy altas velocidades en rela-

ción con otros tipos de máquinas, ocasionando grandes cargas

inerciales y, potencialmente, problemas de vibraciones e ines-

tabilidad rotodinámica (Lee, 1993), (Vance et al., 2010).

En el diseño de este tipo de máquinas las herramientas de

modelado dinámico y simulación numérica son cada vez más

comunes, debido a que una descripción matemática de los sis-

temas representa la posibilidad de predecir su comportamiento

dinámico y de usar esta información para implementar cambios

en el diseño o controlar el sistema, de tal manera que se obtenga
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el comportamiento deseado, sin necesidad de realizar excesivas

pruebas de laboratorio o en el equipo real.

Una de las principales causas de la imprecisión de un mo-

delo matemático es la incertidumbre en los parámetros. En el

contexto de las máquinas rotatorias, particularmente en el mo-

delo del rotor Jeffcott, uno de los parámetros más importantes

y difı́ciles de estimar es la llamada excentricidad, definida co-

mo la distancia radial entre el centro geométrico de rotación y

el centro de masa del disco. De este parámetro, la masa y la

velocidad del sistema depende la fuerza centrı́fuga de pertur-

bación endógena, ocasionada por el desbalance, que representa

una de las principales causas de vibraciones en el sistema. En

tal sentido se ha reportado en la literatura el uso de técnicas de

identificación y de estimación de parámetros para dar solución

al problema de incertidumbre en los modelos de máquinas rota-

torias. Yang y Lin (Yang y Lin, 2002) presentan un método para

estimar el desbalance distribuido en el eje de un rotor tipo Jeff-

cott, suponiendo que dicho desbalance se puede describir con

funciones polinomiales y considerando que el desbalance no

cambia con la velocidad de operación de la máquina; el méto-

do requiere lecturas de un sólo sensor, pero su precisión se ve

afectada directamente por el número de velocidades a las que

se tomen los datos. Mahfoud et al. (Mahfoud et al., 2009) pro-

pone un método para estimar las fuerzas externas que actúan

sobre un sistema rotor-chumacera fuera de lı́nea, empleando el

método de los mı́nimos cuadrados a partir de las mediciones del
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vector de estados (i.e., desplazamientos, velocidades y acelera-

ciones); algunas desventajas de este método son que además de

aplicarse fuera de lı́nea se requiere de la respuesta del sistema a

diferentes señales de entrada y de la estimación de todas las ma-

trices del modelo para la estimar las fuerzas externas. De Quei-

roz (De Queiroz, 2009) describe un método basado en técnicas

de control robusto para la identificación de los parámetros del

desbalance de un rotor Jeffcott, en el cual se estiman primero

las fuerzas de desbalance y, posteriormente, de estas fuerzas se

estiman la magnitud y la fase de la excentricidad; este método

se valida mediante simulaciones numéricas y es necesario que

la velocidad de la máquina satisfaga ciertas condiciones rela-

cionadas con la convergencia del método.

La importancia de disponer de un modelo matemático de un

sistema en rotodinámica radica en su aplicación para desarrollar

algoritmos de control que permitan el correcto funcionamiento

de la máquina, particularmente, la reducción de las vibraciones

durante su operación, sobre todo cuando tiene que operar en el

rango super crı́tico. Se han utilizado diversos dispositivos como

actuadores de control (pasivos o activos), cada cual con ventajas

y desventajas (Blanco-Ortega et al., 2010), (Zhou y Shi, 2001).

Los sistemas de control de vibraciones pasivos presentan mu-

chas limitaciones cuando los sistemas operan en un amplio ran-

go de frecuencias de excitación (De Silva, 2007), como es el

caso de las máquinas rotatorias, por lo que su aplicación en es-

te tipo de sistemas es bastante limitada. En lo referente a los

dispositivos activos, los más utilizados han sido las chumaceras

electromagnéticas activas (AMB, por sus siglas en inglés) y los

actuadores piezoeléctricos. La ausencia de contacto, que evita

el desgaste y la necesidad de lubricación y la dinámica relati-

vamente fácil de controlar, son las principales ventajas de las

AMB (Schweitzer, 2010). La aplicación de las AMB en maqui-

naria rotatoria data de la década de 1990 (Knospe, 1995), (Si-

vrioglu y Nonami, 1998), pero la investigación en este campo

sigue siendo ardua en tiempos actuales (Pi-Cheng et al., 2011),

(Kejian et al., 2012), (Arredondo et al., 2008). Las principales

desventajas de las AMB son el requerimiento de chumaceras

auxiliares, el ancho de banda para el comportamiento lineal,

las pérdidas de energı́a causadas por la histéresis y las corrien-

tes de Eddy y la posible necesidad de un sistema externo de

enfriamiento dadas las altas temperaturas que pueden alcanzar

durante su operación (Schweitzer, 2002). La aplicación de los

actuadores piezoeléctricos en control de vibraciones en roto-

res se ha incrementado en los últimos años como consecuencia

del avance en el desarrollo de nuevos materiales y dado que

son compactos, capaces de desarrollar grandes fuerzas y que

presentan un control muy preciso de movimiento, con tiempos

de respuesta rápidos y sin la presencia de interferencia electro-

magnética (e.g., (Simoes et al., 2007), (Jung-Ho et al., 2010)).

La principal desventaja de los actuadores piezoeléctricos es su

alto costo y baja capacidad de carga.

En este trabajo se presenta un esquema de balanceo en lı́nea

de un rotor tipo Jeffcott considerando velocidad variable y usan-

do como dispositivo de control una suspensión activa basada

en actuadores electromecánicos lineales y resortes helicoidales

(Arias-Montiel y Silva-Navarro, 2010). Además, se proponen

un esquema de estimación de las señales de perturbación que se

inducen debido a la excentricidad del sistema mecánico rotato-

rio y una ley de control Proporcional-Integral (PI) para tareas de

seguimiento de trayectorias de referencia de velocidad angular

del rotor. La estimación se realiza en lı́nea únicamente a partir

de la lectura de sensores de posición que miden el desplaza-

miento lateral de la flecha en una ubicación cercana al disco. El

diseño del esquema de estimación se basa en la teorı́a del con-

trol Proporcional-Integral Generalizado (Fliess et al., 2002) y

en el modelado de las señales de perturbación mediante familias

de polinomios de Taylor (Sira-Ramı́rez et al., 2007, 2008a,b).

La propuesta de la suspensión activa representa una alternati-

va a los dispositivos comúnmente utilizados en el balanceo de

maquinaria rotatoria, debido al bajo costo de los actuadores li-

neales y a su reducido consumo energético, ya que consumen

alrededor de 2,5 W y se emplean para controlar una máquina

impulsada por un motor de 746 W. Los resultados en simula-

ción muestran el desempeño eficiente del esquema de control

activo para la supresión de vibraciones de amplitud y frecuen-

cia variables, generadas por el desbalance en el rotor, la esti-

mación efectiva de las señales de perturbación y la robustez del

controlador de velocidad.

2. Modelo dinámico del sistema

2.1. Descripción del rotor tipo Jeffcott
La configuración del rotor Jeffcott con chumacera activa se

muestra en la Figura 1(a), la cual consiste de un disco de masa

m montado sobre una flecha de masa despreciable, a la mitad de

la distancia entre soportes. La chumacera izquierda es una con-

vencional con rodamientos y la derecha es una chumacera ac-

tiva, que emplea un arreglo de resortes helicoidales en tensión-

compresión y dos actuadores lineales electromecánicos, que so-

porta una pequeña chumacera convencional para ejercer fuerzas

radiales de control sobre la flecha (ver detalle en la Figura 2).

La Figura 1(b) presenta la vista lateral del disco con los

sistemas de referencia utilizados para la obtención del mode-

lo matemático del sistema mecánico rotatorio. Las coordenadas

del centro de masa (uη, uξ) en el sistema de referencia rotato-

rio (η, ξ) son: uη = u cos β, uξ = u sin β, donde u es el módulo

del vector de excentricidad del disco y β es su ángulo de fase

medido con respecto al eje η. Las coordenadas del centro de

masa (xCG, yCG) en el sistema inercial (X, Y) están dadas por:

xCG = x + u cos(ϕ + β), yCG = y + u sin(ϕ + β), donde x y y
son las coordenadas del centro geométrico del disco en el sis-

tema inercial (X, Y) y ϕ es el desplazamiento angular del disco

medido con respecto al eje horizontal X.

Utilizando el método de Euler-Lagrange, se obtiene el mo-

delo matemático que describe la dinámica del rotor tipo Jeffcott

con chumacera activa y velocidad variable en el rotor:

mẍ − muϕ̈ sin (ϕ + β) − muϕ̇2 cos (ϕ + β) + kxx + cx ẋ = ux

mÿ + muϕ̈ cos (ϕ + β) − muϕ̇2 sin (ϕ + β) + kyy + cyẏ = uy

Jeϕ̈ − muẍ sin (ϕ + β) + muÿ cos (ϕ + β) + cϕϕ̇ = τ (1)

donde kx y ky son las constantes de rigidez equivalente de la

flecha en las direcciones horizontal y vertical, respectivamen-

te, cx y cy son los coeficientes de amortiguamiento viscoso en
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(a) Rotor Jeffcott con chumacera activa

η
ξ

β
ϕ

(b) Sistemas de referencia

Figura 1: Representación esquemática del sistema rotatorio.

las direcciones horizontal y vertical, respectivamente, Je es el

momento de inercia del rotor respecto al eje de rotación, cϕ es

el amortiguamiento viscoso rotacional, τ es el par torsional de

control suministrado por el motor impulsor para regular la ve-

locidad del sistema, ux y uy son las fuerzas de control propor-

cionadas por la suspensión activa para suprimir las vibraciones

mecánicas indeseables, inducidas por las fuerzas de desbalance.

Figura 2: Diseño de la suspensión activa con actuadores lineales.

Observación 2.1. Las ecuaciones diferenciales no lineales (1)
son apropiadas para describir la respuesta al desbalance de un
rotor tipo Jeffcott, dominada por los primeros modos de vibra-
ción del sistema en las direcciones horizontal y vertical, que
ocurren a bajas frecuencias o velocidades de operación (Zhou
y Shi, 2001), (Vance et al., 2010). Por otro lado, en el escena-
rio de que el sistema mecánico rotatorio opere a velocidades
angulares elevadas, con modos de vibración de alta frecuen-
cia, se puede obtener una descripción más precisa del sistema
utilizando el método de elemento finito. En este trabajo se abor-
da el problema de balanceo activo del rotor en condiciones de
operación de arranque/paro de la máquina desde una veloci-
dad inicial a una final, pasando por las primeras velocidades
crı́ticas.

Observación 2.2. El modelo simplificado tipo Jeffcott, descri-
be solo las coordenadas de desbalance concentradas al plano
del disco y la velocidad angular del rotor, y deja fuera dinámi-
cas más complejas que son importantes en rotores mucho más
complejos, como serı́an las caracterı́sticas de sus soportes o
chumaceras, irregularidades geométricas y fı́sicas en la flecha
y distribución de varios discos o planos de balanceo, modos fle-
xibles que ocurren a altas velocidades angulares y posibles asi-
metrı́as de operación que conlleven a efectos giroscópicos. Ver,
e.g., (Zhou y Shi, 2001), (Vance et al., 2010), (Arias-Montiel y
Silva-Navarro, 2010).

2.2. Suspensión activa
El diseño de la suspensión activa se basa en el uso de dos

actuadores electromecánicos lineales, los cuales emplean un

motor eléctrico de corriente directa (CD) con reductor de ve-

locidad y un mecanismo de tornillo sinfin y corona (engrane),

para la transformación del movimiento rotacional a movimien-

to lineal. Un actuador proporciona la fuerza en la dirección del

eje x y un segundo actuador la fuerza en la dirección del eje y,

como se muestra en la Figura 2.

El modelo matemático de un actuador lineal para la suspen-

sión activa está dado por (Arias-Montiel y Silva-Navarro, 2010)

L
d
dt

i = −Ri − nkeω0 + v

J1ω̇0 = −b1ω0 + τm − τL

τm = nkmi

F =
τm

r
=

nkm

r
i (2)

donde i denota a la corriente eléctrica del circuito de armadura,

ω0 representa la velocidad angular del eje del reductor de velo-

cidad, n es la relación de reducción de velocidad, r es el radio

del engrane del servomecanismo, v es el voltaje aplicado al cir-

cuito de armadura, el cual actúa como variable de control del

actuador lineal, τm es el par electromagnético y F es la fuerza

radial utilizada para balanceo activo del rotor. L es la induc-

tancia del circuito de armadura, R es la resistencia del circuito

de armadura, ke es la constante de fuerza contra-electromotriz

y km es la constante de par del motor. J1 es el momento de

inercia equivalente del eje del motor, reductor de velocidad y

mecanismo de tornillo sinfin y corona, y b1 es el coeficiente de

amortiguamiento viscoso equivalente en el motor de CD.

2.3. Rotor tipo Jeffcott con suspensión activa
Usando (1) y (2) se obtiene el modelo dinámico de un rotor

tipo Jeffcott con una suspensión activa para los dos ejes (hori-

zontal y vertical):

mẍ + cx ẋ + kxx = fx + γix

mÿ + cyẏ + kyy = fy + γiy
Jeϕ̈ + cϕϕ̇ = fϕ + τ

L
d
dt

ix = −Rix − nkeω0x + vx

J1ω̇0x = −b1ω0x + nkmix − kxrx − cxrẋ

L
d
dt

iy = −Riy − nkeω0y + vy

J1ω̇0y = −b1ω0y + nkmiy − kyry − cyrẏ (3)
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donde γ = nkm/r, fx y fy son las fuerzas de desbalance en las di-

recciones x y y, respectivamente, y fϕ es el par de perturbación

generado por la excentricidad del rotor, las cuales están dadas

por

fx = muϕ̈ sin (ϕ + β) + muϕ̇2 cos (ϕ + β)

fy = muϕ̇2 sin (ϕ + β) − muϕ̈ cos (ϕ + β)

fϕ = muẍ sin (ϕ + β) − muÿ cos (ϕ + β)

Definiendo las variables de estado como

z1 = x, z2 = ẋ, z3 = y, z4 = ẏ, z5 = ϕ,

z6 = ϕ̇, z7 = ix, z8 = ω0x, z9 = iy, z10 = ω0y,

las variables de entrada de control como u1 = vx, u2 = vy y

u3 = τ, y como variables de salida a yu =
√

x2 + y2 (magnitud

del desbalance total) y yω = ϕ̇, se obtiene la representación en

espacio de estados del sistema no lineal:

ż = f (z) + g1(z)u1 + g2(z)u2 + g3(z)u3

yu = h1(z) =

√
z2

1
+ z2

3

yω = h2(z) = z6 (4)

donde z ∈ R10, u1, u2, u3 ∈ R, yu ∈ R, y f (z), g1(z), g2(z) y g3(z)

son campos vectoriales suaves en R
10. Note que el sistema (4)

es no lineal, subactuado y con perturbaciones sı́ncronas, don-

de se desean controlar los desplazamientos laterales del rotor

(z1, z3) y la velocidad angular del rotor z6.

3. Balanceo activo del rotor tipo Jeffcott

Para el diseño del esquema de balanceo activo del rotor se

derivan una vez con respecto del tiempo las primeras dos ecua-

ciones del sistema (3), de manera que aparezcan explı́citamente

las entradas de control (voltajes), resultando

mx(3) + cx ẍ + kx ẋ = ξx +
γ

L
(−Rix − nkeω0x + vx)

my(3) + cyÿ + kyẏ = ξy +
γ

L

(
−Riy − nkeω0y + vy

)
(5)

donde

ξx = mu
(
ω̈ − ω3

)
sin (ϕ + β) + 3muω̇ω cos (ϕ + β)

ξy = 3muωω̇ sin (ϕ + β) + mu
(
ω3 − ω̈

)
cos (ϕ + β) (6)

En este trabajo, se consideran a (ξx, ξy) como señales de pertur-

bación que serán estimadas mediante un observador de estados

y compensadas mediante la acción de control sobre los actua-

dores electromecánicos. Posteriormente, las velocidades (ẋ, ẏ) y

aceleraciones (ẍ, ÿ) también serán estimadas con observadores

de estados a partir de los desplazamientos laterales en la flecha,

medidos directamente con sensores de posición de no contacto

(conocidos como proximitors).

Se proponen controladores por retroalimentación de estados

y prealimentación de las señales de perturbación para balancear

activamente el rotor:

vx = v1 + Rix + nkeω0x − L
γ
ξx

vy = v2 + Riy + nkeω0y − L
γ
ξy (7)

con

v1 = −α2,x ẍ − α1,x ẋ − α0,xx

v2 = −α2,yÿ − α1,yẏ − α0,yy

Sustituyendo (7) en (5), se obtienen las expresiones que des-

criben la dinámica en lazo cerrado de la posición del centro del

rotor:

x(3) +

(cx

m
+
γ

mL
α2,x

)
ẍ +
(

kx

m
+
γ

mL
α1,x

)
ẋ +

γ

mL
α0,xx = 0

y(3) +

(cy

m
+
γ

mL
α2,y

)
ÿ +
(

ky

m
+
γ

mL
α1,y

)
ẏ +

γ

mL
α0,yy = 0

(8)

con polinomios caracterı́sticos:

pc, j (s) = s3 +

(c j

m
+
γ

mL
α2, j

)
s2

+

(
k j

m
+
γ

mL
α1, j

)
s +
γ

mL
α0, j, j = x, y (9)

Para seleccionar las ganancias de los controladores, se pro-

ponen los siguientes polinomios Hurwitz para la dinámica en

lazo cerrado del centro del rotor:

pc, j (s) =
(
s + p1, j

) (
s2 + 2ζ jωn, j + ω

2
n, j

)
(10)

con p1, j, ωn, j, ζ j > 0. Entonces, igualando los coeficientes co-

rrespondientes de los polinomios (9) y (10), se obtienen las ga-

nancias de los controladores (7):

α0, j =
mLp1, jω

2
n, j

γ

α1, j =
mL
γ

(
ω2

n, j + 2p1, jζiωn, j − k j

m

)

α2, j =
mL
γ

(
p1, j + 2ζ jωn, j − c j

m

)
(11)

Las leyes de control que se proponen (vx, vy) consideran la

cancelación de las perturbaciones dinámicas debidas al desba-

lance (ξx, ξy) en las ecuaciones del desbalance en el sistema

rotor-chumacera y de las dinámicas asociadas a los actuadores

electromecánicos, del tipo linealización por retroalimentación

dinámica. Las ecuaciones que describen la dinámica del desba-

lance se derivan una vez con respecto del tiempo para que apa-

rezcan explı́citamente las entradas de control (voltajes), por lo

que los controladores linealizan estas dinámicas, cancelando las

perturbaciones mediante la prealimentación de las señales es-

timadas de (ξx, ξy). Posteriormente, mediante observadores de

estados se estimarán las velocidades (ẋ, ẏ), aceleraciones (ẍ, ÿ)

y señales de perturbación (ξx, ξy). Por lo tanto, la ley de con-

trol final (7) necesitará únicamente la medición de los despla-

zamientos laterales del rotor (x, y), corrientes en los actuadores

lineales (ix, iy) y velocidades angulares en las flechas de los re-

ductores de los motores de CD (ω0x, ω0y).
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4. Control suave de la velocidad angular del rotor

Para regular la velocidad angular del rotor en el sistema

rotor-chumacera (3), se propone un controlador Proporcional-

Integral (PI) para el seguimiento de un perfil de velocidad desea-

do (suave) ω∗ (t):

τ = Jev + cϕω

v = ω̇∗ (t) − α1,ω
[
ω − ω∗ (t)

] − α0,ω

∫ t

0

[
ω − ω∗ (t)

]
dt (12)

Suponiendo que el desbalance se cancela por la acción de

los controladores (7), la dinámica del error de seguimiento de

velocidad en el rotor eω = ω − ω∗ (t) queda como

ëω + α1,ωėω + α0,ωeω = 0 (13)

Entonces, se puede lograr la convergencia asintótica del error

de seguimiento eω hacia cero, seleccionando los parámetros de

diseño α0,ω y α1,ω de tal forma que el polinomio caracterı́stico

asociado a la dinámica del error (13) sea un polinomio Hurwitz.

Ası́, se verifica el seguimiento asintótico de la trayectoria de

referencia para la velocidad del rotor, es decir,

lı́m
t→∞ eω (t) = 0⇒ lı́m

t→∞ω (t) = ω∗ (t)

5. Estimación de las señales de perturbación

El esquema de estimación en lı́nea de las señales de pertur-

bación, ξ j, j = x, y, se basa en describir localmente estas señales

mediante familias de polinomios temporales de Taylor de cuar-

to grado (Sira-Ramı́rez et al., 2008a):

ξ j(t) = p0, j + p1, jt + p2, jt2 + p3, jt3 + p4, jt4, j = x, y (14)

donde se considera que todos los coeficientes pk, j, k = 0, ..., 4,

j = x, y, no se conocen.

Definiendo como variables de estado

η1, j = j, η2, j = η̇1, j, η3, j = η̈1, j, ξ1, j = ξ j,

ξ2, j = ξ̇ j, ξ3, j = ξ̈ j, ξ4, j = ξ
(3)
j , ξ5, j = ξ

(4)
j

se obtiene un modelo extendido en espacio de estados que des-

cribe la dinámica del centro del rotor (5) y las señales de per-

turbación de tipo polinomial (14) como

η̇1, j = η2, j

η̇2, j = η3, j

η̇3, j = −k j

m
η2, j − c j

m
η3, j − γmL

Ri j − γmL
nkeω0 j

+
γ

mL
vj +

1

m
ξ1, j

ξ̇1, j = ξ2, j

ξ̇2, j = ξ3, j

ξ̇3, j = ξ4, j

ξ̇4, j = ξ5, j

ξ̇5, j = 0 (15)

donde j = x, y.

A partir de la dinámica del rotor (15), las velocidades, acele-

raciones y señales de perturbación se pueden estimar mediante

observadores de estados de Luenberger:

̂̇η1, j = η̂2, j + β7, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇η2, j = η̂3, j + β6, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇η3, j = −

k j

m
η̂2, j − c j

m
η̂3, j − γmL

Ri j − γmL
nkeω0 j

+
γ

mL
vj +

1

m
ξ̂1, j + β5, j

(
η1, j − η̂1, j

)

̂̇ξ1, j = ξ̂2, j + β4, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇ξ2, j = ξ̂3, j + β3, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇ξ3, j = ξ̂4, j + β2, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇ξ4, j = ξ̂5, j + β1, j

(
η1, j − η̂1, j

)
̂̇ξ5, j = β0, j

(
η1, j − η̂1, j

)
(16)

Cabe señalar que los observadores (16) requieren únicamente

las mediciones de los desplazamientos laterales del rotor (x, y),

las corrientes en los actuadores lineales (ix, iy) y las velocidades

angulares en las flechas de los reductores de los motores de

cd (ω0x, ω0y). Por lo tanto, la dinámica del error de estimación

está dada por

ė1, j = −β7, je1, j + e2, j

ė2, j = −β6, je1, j + e3, j

ė3, j = −β5, je1, j − k j

m
e2, j − c j

m
e3, j +

1

m
ep1, j

ėp1, j = −β4, je1, j + ep2, j

ėp2, j = −β3, je1, j + ep3, j

ėp3, j = −β2, je1, j + ep4, j

ėp4, j = −β1, je1, j + ep5, j

ėp5, j = −β0, je1, j (17)

donde e1, j = η1, j − η̂1, j, e2, j = η2, j − η̂2, j, e3, j = η3, j − η̂3, j,

epk , j = ξk, j − ξ̂k, j, k = 1, 2, ..., 5.

Los polinomios caracterı́sticos de la dinámica del error de

estimación son

po, j (s) = s8 +

(
β7, j +

c j

m

)
s7 +

(
β6, j +

k j

m
+

c j

m
β7, j

)
s6

+

(
β5, j +

c j

m
β6, j +

k j

m
β7, j

)
s5 +

1

m
β4, j s4

+
1

m
β3, j s3 +

1

m
β2, j s2 +

1

m
β1, j s +

1

m
β0, j (18)

Las ganancias del observador (16) se determinan para que

los polinomios caracterı́sticos (18) sean polinomios Hurwitz de

la forma

po, j (s) =
(
s2 + 2ζo, jωo, j s + ω2

o, j

)4
, j = x, y (19)



300 F. Beltrán-Carbajal et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática industrial 11 (2014) 295–303 

con ζo, j, ωo, j > 0. La dinámica de los observadores de estados

debe ser suficientemente rápida, en comparación con la dinámi-

ca del sistema rotor-chumacera, para estimar adecuadamente

las señales y utilizarlas en los controladores activos del des-

balance (7).

Observación 5.1. Las señales de perturbación, ξ j, j = x, y,
contienen componentes sinusoidales (armónicos) sı́ncronas con
la velocidad angular del rotor, por lo que la selección de las ga-
nancias de los polinomios caracterı́sticos (18), asociados con
la dinámica del error de estimación (17), debe también consi-
derar la velocidad de operación deseada para el sistema.

6. Sı́ntesis de leyes de control para balanceo activo del ro-
tor tipo Jeffcott

En la Figura 3 se muestra la arquitectura del esquema de

control activo de vibraciones propuesto. Las leyes de control

para balanceo activo (7) consideran la medición de los despla-

zamientos laterales (posiciones) del rotor (x, y), las corrientes

en los actuadores lineales (ix, iy) y las velocidades angulares en

las flechas de salida de los motores de cd (ω0x, ω0y), ası́ co-

mo las estimaciones de velocidades (̂η2,x, η̂2,y), aceleraciones

(̂η3,x, η̂3,y) y señales de perturbación por desbalance (̂ξ1,x, ξ̂1,y).

Ası́, estas leyes de control se sintetizan de la siguiente forma:

vx = v1 + Rix + nkeω0,x − L
γ
ξ̂1,x

vy = v2 + Riy + nkeω0,y − L
γ
ξ̂1,y (20)

donde

v1 = −α2,xη̂3,x − α1,xη̂2,x − α0,xx

v2 = −α2,yη̂3,y − α1,yη̂2,y − α0,yy

Para que estas leyes de control verifiquen los objetivos de

control de compensación activa del desbalance y estimación de

señales, es necesario que los observadores de estados sean su-

ficientemente rápidos, en comparación con la dinámica de lazo

cerrado del sistema rotor-chumacera, y que las ganancias en las

leyes de control (20), descritas como αk, j, k = 0, 1, 2, j = x, y
y parametrizadas en (11), garanticen acciones de control sufi-

cientemente rápidas con respecto del rango de velocidades an-

gulares de operación en el sistema rotor-chumacera.

7. Resultados en simulación

Con el propósito de verificar el desempeño del esquema de

balanceo activo, del controlador para las tareas de seguimien-

to de trayectorias de referencia de velocidad del rotor y de la

estimación de las señales de perturbación, se realizan algunas

simulaciones numéricas sobre un sistema rotor-chumacera ca-

racterizado por los parámetros descritos en la Tabla 1.

La Figura 4 presenta las respuestas al desbalance en lazo

abierto yu del sistema rotor-chumacera y los desplazamientos

laterales (posiciones) del centro del rotor (x, y), cuando se uti-

liza únicamente el controlador de velocidad angular del rotor

Tabla 1: Parámetros del sistema rotor-chumacera activa

m = 3,85 kg u = 222 μm
kx = 1,9276 × 105 N/m β = π

4
rad

cx = 12 N s/m R = 19,8 Ω
ky = 2,0507 × 105 N/m L = 250 μH
cy = 14 N s/m ke = 11,4 × 10−3 V s/rad

d = 0,020 m J1 = 3,1054 × 10−4 kg m2

rdisk = 0,076 m b1 = 7,1664 × 10−3 Nm s/rad

l = 0,7293 m r = 0,00432 m

cϕ = 1,5 ×10−3 Nm s/rad n = 69,2

(12), sin esquema de balanceo activo, para el seguimiento de

una trayectoria de referencia que permite llevar el rotor des-

de una velocidad inicial ω̄1, para t ≤ T1, a la velocidad final

de operación ω̄2, para t ≥ T2. En general, el problema revis-

te mayor interés cuando el rotor se lleva por arriba de las pri-

meras velocidades crı́ticas ωcrx =
√

kx/m = 223,76 rad/s =

2136,75 rpm y ωcry =
√

ky/m = 230,79 rad/s = 2203,88 rpm.

El perfil suave de velocidades que se utiliza para los cambios

en la velocidad de operación del rotor se describe como

ω∗ (t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ω̄1 para 0 ≤ t < T1

ω̄1 + (ω̄2 − ω̄1)ψ (t, T1, T2) para T1 ≤ t ≤ T2

ω̄2 para t > T2

(21)

donde ω̄1 = 0 rad/s, ω̄2 = 300 rad/s = 2864,8 rpm, T1 = 0 s,

T2 = 10 s y ψ (t, T1, T2) es un polinomio de interpolación de

Bézier, con ψ (T1, T1, T2) = 0 y ψ (T2, T1, T2) = 1, definido

como

ψ (t, T1, T2) =

(
t − T1

T2 − T1

)5 [
r1 − r2

(
t − T1

T2 − T1

)

−r3

(
t − T1

T2 − T1

)2
− . . . − −r6

(
t − T1

T2 − T1

)5⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
con constantes r1 = 252, r2 = 1050, r3 = 1800, r4 = 1575,

r5 = 700 and r6 = 126.

En la Figura 5 se muestra el desempeño robusto del con-

trolador de velocidad del rotor (12), para el seguimiento de la

trayectoria de referencia (21), cuando no se utiliza el esque-

ma de balanceo activo (20). También, se pueden apreciar algu-

nas irregularidades en la respuesta del par de control cuando el

rotor pasa a través de sus velocidades crı́ticas. Las ganancias

del controlador de velocidad fueron seleccionadas para que la

dinámica en lazo cerrado del error de seguimiento eω tenga un

polinomio Hurwitz de la forma

pω (s) = s2 + 2ζωns + ω2
n

con ωn = 15 rad/s y ζ = 0,7071.

La Figura 6 describe el desempeño razonablemente rápido

y eficiente del esquema de balanceo activo (20), el cual aplica

una prealimentación (compensación) de las señales de perturba-

ción estimadas, ξ̂x y ξ̂y, utilizando los observadores de estados

(16). Se puede apreciar la rápida estimación de las señales (cer-

ca de 0,1s) y la supresión en forma activa del desbalance del
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Figura 3: Arquitectura del esquema de balanceo activo, donde j = x, y.
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Figura 4: Respuesta al desbalance del sistema rotor-chumacera sin balanceo

activo.
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Figura 5: Control suave de la velocidad del rotor sin balanceo activo.

sistema rotor-chumacera. Después de que se alcanza la estima-

ción de las perturbaciones, el esquema de control del desbalan-

ce reduce favorablemente la respuesta desde un valor inicial de

yu = 1,4 × 10−3m hasta cancelar completamente el desbalance

total, en contraste con la respuesta obtenida sin la suspensión

activa, especialmente cuando se pasa por las velocidades crı́ti-

cas (ver la Figura 4). En este caso los voltajes de control a los

actuadores electromecánicos (20) se aplican a partir de t ≥ 0,5
s, empleando las señales de perturbación, velocidad y acelera-

ción estimadas.

La Figura 7 expone nuevamente el desempeño robusto del

controlador de velocidad (12), cuando el esquema de balanceo

activo (20) se ejecuta de manera simultánea. En este caso se

exhibe una respuesta suave del torque de control cuando la ve-

locidad del rotor cruza por sus frecuencias resonantes.

Las Figuras 8 y 9 muestran las señales eléctricas de los vol-
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Figura 6: Respuesta del balanceo activo del sistema rotor-chumacera.
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Figura 7: Control suave de velocidad del rotor con el esquema de balanceo

activo.

tajes de control y de las corrientes de ambos actuadores electro-

mecánicos lineales, utilizados para compensar activamente las

fuezas de desbalance inducidas por la excentricidad del rotor en

las direcciones x y y. Note que las magnitudes de estas señales

son relativamente pequeñas, en comparación con otro tipo de

dispositivos de balanceo como las chumaceras electromagnéti-

cas. Ası́, la aplicación de la chumacera activa propuesta repre-

senta una buena alternativa para la solución a los problemas de

balanceo en lı́nea y robusto en maquinaria rotatoria.

Las ganancias de ambos controladores de desbalance fue-

ron seleccionadas para que las dinámicas en lazo cerrado de los

desplazamientos laterales (posiciones) del centro del rotor ten-

gan polinomios caracterı́sticos Hurwitz de la forma

pc (s) = (s + p1)
(
s2 + 2ζcωnc + ω

2
nc

)
con p1 = 15 rad/s, ωnc = 15 rad/s y ζc = 0,7071.
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Figura 8: Señales de voltaje y corriente para el control activo en la dirección x.
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Figura 9: Señales de voltaje y corriente para el control activo en la dirección y.

Las Figuras 10 y 11 muestran detalles de la estimación efec-

tiva de las señales de perturbación ξx y ξy usando los observa-

dores (16), en donde ξ̂x y ξ̂y representan los estimados de tales

señales. La dinámica deseada para el error de observación se

especifica de tal forma que ésta sea más rápida que la dinámica

de las señales de perturbación. Ası́, el polinomio caracterı́sti-

co asignado para la dinámica del error de observación es de la

forma

po (s) =
(
s2 + 2ζoωos + ω2

o

)4
con ωo = 2000 rad/s y ζo = 0,7071. De esta manera, los obser-

vadores de estado son capaces de estimar señales con armónicos

de hasta 318,3 Hz = 19098,5 rpm, es decir, son 6,7 veces más

rápidos que la dinámica más rápida asociada al sistema rotor-

chumacera. Observe como las amplitudes de las perturbaciones

armónicas ξ̂x y ξ̂y se incrementan a medida que se incrementa

la velocidad del rotor, debido a que incluyen los efectos de las

fuerzas centrı́figas por desbalance.

Finalmente, para la medición de los desplazamientos (posi-

ciones) laterales del rotor (x, y) se recomienda el uso de senso-

res de posición de no contacto (proximitors), colocados cerca

de la flecha y del disco con desbalance. Las corrientes y ve-

locidades en los actuadores electromecánicos se pueden medir

directamente en cada motor de cd y con un decodificador ópti-

co incremental de 2048 Pulsos/rev integrado a los actuadores li-

neales, que proporcionan movimientos con una resolución efec-

tiva de hasta 0.05 μm. Comúnmente, los sensores de posición

(proximitors) que se emplean en un sistema rotor-chumacera

son sensores con un ancho de banda muy amplio (los proximi-
tors de Bently Nevada tipo 3300XL responden hasta 10 KHz),
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Figura 10: Estimación de la señal de perturbación ξ̂x.
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Figura 11: Estimación de la señal de perturbación ξ̂y.

por lo que soportan muy bien muestreos de 1 KHz (tiempos

de muestreo de 1 ms) con un sistema de adquisición de datos

convencional. En particular, el sistema rotor-chumacera que se

considera en este artı́culo opera a velocidades angulares hasta

los 300 rad/s (47.75 Hz) y la sintonización de los controladores

fijan dinámicas en lazo cerrado con frecuencias naturales de 15

rad/s (2.39 Hz).

Observación 7.1. Se hace destacar que para altas velocidades
de operación del equipo, el desempeño del balanceo activo pro-
puesto podrı́a verse disminuido. Esto obedece a que el esquema
de control es diseñado utilizando un modelo matemático sim-
plificado, el cual solamente considera las primeras velocida-
des crı́ticas, ωcrx y ωcry. Sin embargo, la metodologı́a de diseño
de control presentada se puede extender para rotores flexibles
usando modelos matemáticos de mayor orden, como aquellos
que se obtienen mediante el método de elemento finito.

8. Conclusiones

En este trabajo se propone un esquema de balanceo acti-

vo para rotores tipo Jeffcott operando con velocidad variable,

utilizando una suspensión activa basada en actuadores electro-

mecánicos lineales para la aplicación de fuerzas de control ac-

tivo que contrarresten las fuerzas dinámicas provocadas por el

desbalance inherente en el rotor. Puesto que el controlador del

desbalance requiere información de las señales de perturbación

generadas por la excentricidad del rotor y de la velocidad y ace-

leración de las vibraciones, se propone también un esquema de
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estimación en lı́nea de estas señales, el cual únicamente requie-

re de la medición de las coordenadas de la posición del centro

del disco. El esquema incluye un controlador de la velocidad

del rotor para considerar el problema de seguimiento (arran-

que/paro) suave de trayectorias de referencia. El desempeño del

esquema de control activo de vibraciones, la rápida estimación

de las señales y el control de velocidad angular fueron verifica-

dos mediante simulaciones numéricas, cuando el rotor se lleva

desde el reposo a una velocidad de operación por arriba de sus

velocidades crı́ticas. Los resultados muestran la supresión de

las vibraciones de amplitud y frecuencia variables en el sistema

rotor-chumacera, incluyendo vibraciones resonantes, la robus-

tez del controlador de velocidad, la efectividad del esquema de

estimación y el bajo consumo de energı́a con la suspensión acti-

va, especificada en términos de sus señales eléctricas de voltaje

y corriente. La metodologı́a descrita se puede aplicar también

para fines de monitoreo y diagnóstico en lı́nea de fallas que

ocurren frecuentemente en maquinaria rotatoria. Uno de nues-

tros estudios futuros abordará el problema de balanceo activo

de un sistema mecánico rotatorio flexible usando un modelo

matemático obtenido por el método de elemento finito y con-

siderando un amplio espectro de frecuencias de operación. La

implementación experimental del esquema de balanceo en lı́nea

también es contemplada, con el propósito de validar la viabili-

dad de su aplicación en sistemas rotor-chumacera prácticos.

English Summary

Active Vibration Control in a Jeffcott-like Rotor with
Variable Speed Using an Electromechanical Suspension

Abstract

An active balancing scheme for a variable rotor speed Jeff-

cott-like rotor, using a suspension with linear electromechani-

cal actuators, is presented. In addition, an estimation scheme for

the perturbation signals induced by the inherent eccentricity on

the rotating mechanical system, and a control law synthesized

for simultaneous tracking tasks on the rotor speed are proposed.

Some simulation results show the fast and efficient performan-

ce of the active vibration control scheme for good suppression

of variable amplitude and frequency harmonic vibrations asso-

ciated to the unbalance, as well as an effective estimation of the

perturbation signals and robustness of the rotor speed controller.

The proposed methodology can be applied for on-line monito-

ring and fault detection quite common in rotating machinery.

Keywords:

Active vibration control, Jeffcott-like rotor, Disturbance re-

jection.
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