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Resumen: Se propone una metodologia de redisenio paramétrico de sistemas no
lineales para control en tiempo minimo sin restricciones de trayectoria en los
estados y con control acotado. Tal metodologia consiste en plantear el problema
de rediseno 6ptimo como uno de optimizacién dindmica, permitiendo encontrar
simultaneamente los parametros estructurales del sistema y los instantes de
conmutacién de la senal de control que minimizan el tiempo requerido para llevar
al sistema de un estado inicial a uno final. Se muestran resultados experimentales
del Pendubot original con control en tiempo minimo y del Pendubot redisenado
siguiendo la metodologia propuesta. Copyright © 2008 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

Una de las principales funciones que un sistema
electromecénico desempena, es la de moverse
entre puntos especificos en el espacio de trabajo
en forma repetitiva. Esto lo podemos observar
en los manipuladores roboticos de las industrias
cuando necesitan trasladar una pieza de un lugar
a otro. Generalmente estos robots son disenados
de manera convencional para realizar la tarea en
el menor tiempo posible. Este método consiste
en disenar primeramente una estructura mecanica
que serd Optima tanto desde el punto de vista
estatico como del cinemético (Castano y Will,
2000). Una vez dada la estructura mecéanica se
disena un sistema de control que serd 6ptimo
desde el punto de vista dinamico (Bryson, 1999;
Sadegh y Driessen, 1999) y si en caso de que
se desee mejorar ain mas el desempeno del
robot, los disenadores primeramente optimizan

nuevamente el controlador por ser lo méas facil
de modificar y/u optan por un redisenio de los
parametros de la estructura mecéanica (Li, et
al., 2001; Zhang, et al., 2001) que podria resultar
en un cambio fisico completo del sistema, no
muy recomendable ya que implica principalmente
un costo mayor. Por otra parte, el desempeno
optimo de un sistema electromecanico no sélo
depende del disenio del controlador, sino también
del diseno de su estructura mecénica. Es asi,
que se debe considerar una estrategia de diseno
que integre tanto el diseno de la estructura
mecanica como del sistema de control, de tal
manera que las interacciones y los compromisos
entre el sistema mecénico y el controlador sean
simultaneamente considerados. La filosofia de
esta estrategia es la llamada "metodologia de
diseno mecatrénico” (Fu y Mills, 2005; Park y
Asada, 1994) cuya idea fundamental es crear
un diseno integrado que haga posible el diseno
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simultdneo de la estructura mecanica y del
controlador, con el propésito de lograr un
desempeno 6ptimo del sistema electromecanico.
Sin embargo se presenta el inconveniente de que
no encuentra solucién cuando el sistema es no
lineal.

En este articulo se propone una estrategia
de rediseno paramétrico para un sistema no
lineal, que mejora el desempeno en el tiempo
de posicionamiento (tiempo que se tarda un
sistema electromecénico en ir de un lugar a otro).
Esta nueva estrategia de rediseno paramétrico
permite encontrar los pardmetros estructurales
del sistema, asi como los parametros de la
senial de control en lazo abierto, que minimizan
en forma simultdnea un criterio de desempeno
dindmico (tiempo de posicionamiento). Se puede
utilizar cuando el sistema ya esta construido y se
desea mejorar el tiempo de posicionamiento con
pequenas modificaciones en la estructura fisica del
sistema y con cambios en los pardmetros de la
senal de control. Sin embargo también se puede
aplicar dicha metodologia para realizar un diseno
completo de la estructura y del controlador.

Para aplicar la metodologia de este articulo,
se debe considerar que la posible trajectoria
para llevar los estados del sistema de la
condicién inicial a la final, esté libre de
obtaculos, es decir que la trayectoria en los
estados no presente restricciones. Ademas se
debe de obtener el modelo matematico del
comportamiento dindmico del sistema, el cual
debe ser suave, y continuamente diferenciable.
Si el sistema no presenta las caracteristicas
anteriormente mencionadas, no es posible aplicar
dicha metodologia ya que no se podrian calcular
las sensitividades del sistema con respecto a las
variables de diseno. Otro detalle a considerar es
que el modelo del sistema sea lineal o no, debe
de presentar un comportamiento aproximado al
sistema real.

Para realizar lo metodologia de rediseno
paramétrico, se propone una modificacion
de la metodologia de control éptimo de Sadegh
y Driessen (1999), con el propoésito de encontrar,
ademés de la senal de control en lazo abierto, los
parametros estructurales 6ptimos que mejoren el
desempeno en el tiempo de posicionamiento del
sistema.

La metodologia de redisenio se ejemplifica con un
prototipo de laboratorio, el "Pendubot"(Block,
1991), con el propésito de evaluar el desemperio
en el tiempo de posicionamiento. El Pendubot
es un sistema electromecénico subactuado de
dos eslabones rigidos, el primer eslabén esté
acoplado a un motor y el segundo gira libremente
alrededor del extremo del primer eslabén. Desde
su introduccion en 1991 (Block, 1991), el objetivo

de control ha sido llevar al Pendubot del
equilibrio estable o posicion de descanso [¢7, ¢7] =
[~%,0,0,0] al equilibrio inestable o posiciéon de
arriba [¢7,¢"] = [%,0,0,0] (ver figura 1) y para
esto se han desarrollado a través del tiempo
varios algoritmos de control, entre los que se
incluyen, control basado en la energia (Fantoni,
et al., 2000), control bang-bang sintonizado con
un algoritmo genético (Zhao y YI, 2003) y control

PD (Block, 1991).

Eslabon 2

v

>

X
Figura 1. Dibujo esquemético del Pendubot

Para este sistema subactuado, el rediseno
consistird en colocar un peso de forma cilindrica
a cada eslabon con el proposito de no modificar
en gran medida su estructura fisica. Este
peso se podrda desplazar a través del eslabon
con el propoésito de modificar sus parametros
estructurales, es decir, la masa, la distancia del eje
de giro con el centro de gravedad y el momento de
inercia.

2. REDISENO PARAMETRICO PARA
POSICIONAMIENTO EN TIEMPO MINIMO

En esta seccién se plantea la metodologia de
rediseno paramétrico para posicionamiento en
tiempo minimo. Primero se plantea de manera
general el problema de rediseno paramétrico,
dando pie a la formulacion del problema de
optimizaciéon dindmica. Finalmente se presenta
el algoritmo de optimizacién que encuentra los
pardmetros estructurales 6éptimos del sistema, asi
como a los pardmetros 6ptimos de la senal de
control.
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2.1 Planteamiento del problema

Considere el problema de encontrar
simultdneamente el vector de entrada de la
senal de control u(t) € R™ para todo el tiempo
to <t <ty y el vector con las variables de disefio
estructurales ¥ € R’ del sistema dindmico no
lineal invariante en el tiempo (2) que minimizan
el funcional J € R (1) y que satisfacen las
restricciones (3) - (6),

J =ty (1)

Sujeto a:

1. El sistema dinamico no lineal invariante en el
tiempo en representacion de estados,

&= f(z,u,T) (2)
2. En los estados iniciales que presenta el
sistema,
z(to) = o (3)
3. En los estados finales a los que se quiere
llegar,
a(ty) = x¢ (4)
4. En los limites de la senal de control,
Umin S U(t) S Umiax (5)
5. En los limites de los parametros
estructurales:
Tml’n S T S Tméx (6)

donde z € R" es el vector de estado, y f(z,u,T) :
RY™+i 5 R™ eg una funcion de clase Ct. zg €
R" y xy € R" son los estados iniciales y finales de
referencia, respectivamente; x(tg) € R" y z(ty) €
R™ son los estados iniciales y finales en el tiempo
inicial ¢y y el tiempo final ¢¢, respectivamente.

2.2 Formulacion del problema de optimizacion

En (Weinreb y Bryson, 1985) se observo
primeramente en resultados de simulacién que el
control en tiempo minimo (6ptimo) para llevar
un sistema de una posicién inicial a una posiciéon
final sin restricciones en la trayectoria produce
una senal de control con un comportamiento
tipo bang-bang o conmutado, después ésto fue
demostrado tedricamente en (Vakhrameev, 1997).
Con estos resultados, en varias investigaciones
de control en tiempo 6ptimo como en (Meier
y Bryson, 1990) y (Wie y Sunkel, 1990),
las condiciones necesarias de optimalidad del
problema de control en tiempo minimo se derivan
con el uso del principio del minimo de Pontryagin
(Bryson, 1999) y asumiendo una sefial de control
del tipo conmutada. Sin embargo éste problema
es dificil de resolver numéricamente. Es asi que
en el planteamiento mostrado en la Seccion

2.1, la senal de control se parametriza en
intervalos de tiempo de conmutaciéon y ahora
estos intervalos son las variables de diseno para
la senal de control. Por otra parte, con el
proposito de satisfacer las restricciones (6) en los
parametros estructurales Y, éstas se incorporan
al indice de desempeno como funciones de barrera
(Bazaraa, 1993). De esta forma, el problema de
rediseno paramétrico para el posicionamiento de
un sistema electromecanico en tiempo minimo,
se plantea como uno de optimizacién dindmica
que consiste en encontrar los instantes de tiempo
de conmutacion de la senal de control At =
[Aty --- At,] € R y los pardmetros estructurales
YT =[Y;---Y;] € R' que minimizan el funcional
J : R°T" — R (7), sujeto a restricciones en el
sistema dindmico no lineal invariante en el tiempo
(8), en el estado inicial (9) y en el estado final (10)
que se desea alcanzar, asumiendo que existe una
senal de control conmutado o bang-bang,

o

J(ALY) =t +5= |At] +Z§ (7)
=1

=1

Sujeto a las siguientes restricciones:

&= f(z(t),At,T) (8)
.'I?(t()) =2 (9)
x(ty) =z (10)

= v [_(Tl_]:rlméx) + _(_Tl‘]i-‘,rlmin)jl ‘R — R
es una funcién de clase C' que limita al pardmetro
Y; a permanecer dentro de su regién factible
(Timm < YTp < Yimax), Lo es el parametro [ del
vector Y € R? donde i es el nimero de parametros,
wy, € R,z € R™" yu € R™, At € R° donde "0"
es el numero de instantes de conmutacion.

~[1]

Sea @ el conjunto de soluciones factibles para el
problema (7) sujeto a las restricciones (8)-(10), es
decir,

Q={at, T | &= f(z,At,T), a(to) = z0, a(ty) =y, }

(11)
Siz € Q, se dice que z* C x es un minimo global
que minimiza el indice de desempeno (7), si la
relacion J(z*) < J(z) se cumple para todo z € Q.
Si existe una vecindad N, (z*) alrededor de z* tal
que J(z*) < J(z) para cada x € N(z*), entonces
x* se le llama minimo local (Bazaraa, 1993).

Asi para poder encontrar un minimo global o local
que minimiza J con el algoritmo de optimizacion,
se asume lo siguiente:

1. El conjunto () es no vacio.
2. Las funciones f(z,At,T) y J son funciones de
clase C'.
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2.3 Algoritmo numérico de optimizacion

Se define u(t) para 0 = t9 < t1 < t2 < ... < ty
€omo:
| umgx st Atj >0
U,(t) - {uml’n si Atj <0 (12)

El intervalo de conmutacion At; se calcula por el
método de proyeccion del gradiente (13). El signo
positivo/negativo de At; en (12), indica que la
senial de control tendra un valor fijo de Umgx/Umin
para el intervalo de tiempo |At;].

Es importante aclarar que las ecuaciones (7)-(10)
estan en funciéon implicita o explicita del intervalo
de conmutacién At y haciendo la diferencia con
lo ya reportado en Sadegh y Driessen (Sadegh y
Driessen, 1999), estan también en funciéon de los
parametros estructurales Y, los cuales modifican
en forma simultanea a dichas ecuaciones, y por lo
tanto al desempeno del sistema.

Para  resolver el problema  establecido
anteriormente se usa el método de proyeccién del
gradiente (Bazaraa, 1993), el cual encuentra el
vector de intervalos de tiempo de conmutacion de
la senal de control y los pardmetros estructurales
T 6ptimos que minimizan (7) sujeto a (8)-(10):

ﬁt:;v] _ ﬁt] — ko Ate; — ko PV (13)
donde ey = x(ty)—xy = 0 es el error en los estados
finales, k., k, € R°T® son matrices diagonales
en las cuales 1 > k.. .k k >

7225 ***) WToti,o+i
knyisknoss o kngriop: > 0 son las constantes de

T119

tamano de paso, I es una matriz identidad, A
es la matriz Jacobiana de derivadas parciales de
x(ty) con respecto a At y Y, ésto es, A =

[ax(tf) 876(”)], VJ es el gradiente de J con

OAt 7 O

AT
respecto a At y T, es decir, VJ = [%, g—i] )

P = (I — At A) es la matriz de proyeccion, AT
es la pseudo inversa Moore-Penrose de A (AJF =
AT(AAT)=1) cuando A tiene rango completo n <
o + 1, la cual es el caso normal del algoritmo.

Hay que hacer notar que en este articulo, ademaés
de encontrar los instantes de conmutacion At
o6ptimos que minimizan el funcional (7), se
encuentran también los parametros estructurales
o6ptimos que minimizan el mismo criterio.

En la ecuacion (13) se observa que P =
(I - /iT(fvlflT)_ljl) es el gradiente proyectado
del funcional J sobre la restriccion de la matriz A,
y Ate; es la minima solucion para ef. La teoria de
convergencia del método del gradiente proyectado
puede ser encontrada en (Bazaraa, 1993). De esta
teoria, la convergencia es asegurada con tamanos

de paso suficientemente pequenos tal que la matriz
Jacobiana A presente rango completo. Bajo estas
condiciones, los errores proyectados Ate ¢ty PVJ
convergen a cero asintoticamente.

La sensitividad de z(tf) con respecto a cada
componente At; del vector de intervalos de
conmutacién At puede ser obtenida de la siguiente
forma (Sadegh y Driessen, 1999):

Oz (ty) _8x(tf) ot aﬂ

8At]~ N 3t]’ 8Atj 8a:j (14)
_ Ox(ty) . o '
oz, &jsigno(At;)

donde signo(-) es la funcion signo, z; = z(t;) y &;

es el término que esta a la derecha de la ecuagic’)n
P X5

(8) evaluada en z; y Aty, asi si A;(t;) = 5,247

por la regla de la cadena % =AoAo—1.. Ajy1.

@
Las matrices A; se obtienen al integrar la primera

variacion de la ecuacion (8), si A;(t) = aaij(% para
tji—-1 <t <tj,

0 dx(t) Of(x(t),At;,T)
8:z:j_1 ot 8a:j_1
d 0x(t)  Of(x(t),At;,YT) 0x(t)
an]’_l o ox 3.Z'j_1
dfgt(t) _ [of(x (tg;nAt],T) A;(8) (15)
con condicién inicial A;(t;—1) = I para cada

ti-1 <t < tj, donde I es la matriz identidad,
A; = Aj(tj) y z(t) es la trayectoria resultante
para At.

La sensitividad de x(ty) con respecto a los
parametros estructurales Y; se obtiene al integrar

la derivada de la ecuacién (8) con respecto a Y,

Ox(ty) .

tomando solamente el altimo valor, esto es, AL

1(F) _or@w.an) (W“)) (16)

at Oz (t) oYy
of(x(t),At,T)
o,

Esta manera de encontrar la sensitividad del
sistema con respecto a una variable se explica
detalladamente en (Frank, 1978).

Para el buen funcionamiento del algoritmo del
gradiente proyectado, se deben eliminar del vector
de intervalos de tiempo de conmutacion At,
aquellos At; que cambien de signo en diferentes
iteraciones. Para cada At; que cambie de signo, se
debe agregar un intervalo de conmutacion At,;
de longitud € =~ 0 y opuesto de signo a su intervalo
anterior, esto es, At,41 = —esigno(At,). Este
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nuevo intervalo At,y; podra aumentar su valor si
el algoritmo del gradiente proyectado lo requiere.

Por otra parte, un error en el modelo dinamico
propuesto producird que el algoritmo del
gradiente  proyectado sb6lo  encuentre los
pardmetros Optimos para dicho modelo pero
no encontrard los parametros Optimos para
el sistema real, esto es, para los resultados
experimentales. Un pardmetro que no es 6ptimo
para el sistema real producird un error en el
estado final al que se desea llegar. Una forma
de incrementar la robustez de dicho algoritmo
o de mejorar los resultados experimentales, es
implementar los parametros At y Y oOptimos
de simulacién al sistema real. Se guarda la
trayectoria de los estados tomados del sistema
real x,,(t) y se utiliza para calcular At y T con
(17). Donde ¢ representa el nimero de pruebas,
x$, es el estado terminal medido durante la
prueba ¢ y A° es la matriz Jacobiana de A
evaluada en x¥¢,.

new
ﬂrc—i-l

new

|:Atc+1

G| - kA - o) 1)

kA (25, (1) — )
— k(I — AT A9)V JC

Una vez que se encontraron las mejoras en AtSh]
y Yetl ) se vuelve a guardar la trayectoria de los
estados tomados del sistema real y se repite el

proceso antes mencionado.

La solucién 6ptima real es obtenida al realizar
varias pruebas hasta que se satisfagan las
restricciones terminales.

2.4 Resumen del algoritmo

A continuaciéon se muestra paso a paso el
desarrollo del algoritmo propuesto arriba.

Paso 1: Proponer las matrices de tamano de
paso (0 < k, < k, < 1) del método del
gradiente proyectado, asi como 0 < wy, < 1
y los parametros estructurales Y; para 1 <
Il < ¢ siempre que se encuentren en la region
factible (Tymm < Y; < Yimax)- Escoger una
tolerancia de convergencia (tc¢) para /1+ef que
es la minima soluciéon para ey = z(ty) —xf y
otra tolerancia para PV.J que es la proyecciéon
del gradiente del funcional, nombrandose tc4+, ;
y tcpvg, respectivamente. Proponer intervalos de
tiempo de conmutacién At € R° donde 70" es la
dimension del vector o el namero de intervalos de
conmutacion.

Paso 2: Evaluar u(t) = umax 0 u(t) = umin para
0 <t <ty dependiendo del signo de At (12).

Paso 3: Resolver la ecuaciéon del sistema
z = f(x(t),At,T) mediante algin método
de integracion numeérica (Runge-Kutta) hacia
adelante con condiciones iniciales x(tg) = zo y
u(t) para 0 < ¢ <ty obtenido del paso 2.

Paso 4: Calcular A = [ax(tf) 8x(tf)} donde

dAt 9T
Oux(ty) _ [Ox(ty) Oux(ty)
OAt | OAt T OAt,
Ox(ty) _ [Ox(ty) Oux(ty)
oY | oY, T oYy

Para obtener la derivada de z(ty) con respecto a
cada componente At; del vector del intervalo de
conmutacién At se hace lo siguiente:

Paso 4.1: Resolver la ecuacion (15)
por integracién hacia adelante con condiciones
iniciales x(tj—1) = zj—1, 4;(t;-1) = I y u(t;)
para cada intervalo At = [At;...At,] € R°.

Paso 4.2: Una vez obtenidas todas las A;(t)
Oz (ts)

para Aty, Ats,...At,, se obtiene —5-= para 1 <
J
Jj<o.
Ox(ty)
oz, =A,A,-1... Ajn1

)
Paso 4.3: Calcular ;A(tt';) de (14).

P
Paso 4.4: Calcular % de (16)

Ox(ty) _ [3$(tf)

i 3w(tf)]

A ST A ¢

Paso 4.5: Calcular A

g [92(ty) Ox(ty) Ox(ty) Ox(ty)
| 0At; T OAt, T oYy T O
Paso 5: Calcular (/i*‘ef) Y (PV) 404

avg

(PV.J) (-Pv)" (=PVJ)

avg —

(o+1)

(30),., =g (7o) (2

donde At = AT(AAT)~! P = (I - Aﬂzl),

v =[5 ]

VJ = [signo(Atl) -+ - signo(Aty,), % e E?i] .
Paso 6: Si (ﬁ“‘ef) y (PVJ),,, convergen a

avg
la tolerancia deseada (tc4+., y tepy.) se concluye

el programa.
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Paso 7: Si no se cumple el paso 6, se
calcula Atpe ¥ Thew de (13) para mejorar la
aproximacién a un minimo local.

Paso 7.1: Se suman los Aty,e del mismo
signo que estén juntos uno de otro y se eliminan
los intervalos de tiempo At,e. que son sumados,
una forma de ejemplificarlo es:

Atnew:[|+|—|+|—|—”T€R5

=

Atnew = [F 1T [ Blucws — Blucws) || € &'

Paso 7.2: Se elimina un intervalo de
conmutacion At; cuando se reduce, pasa por
cero y cambia de signo, si esto sucede, se
agrega un intervalo de conmutacion Atyew,,, =
—esigno(Atpew,) de longitud e cercano a cero y
opuesto de signo a su intervalo precedido At,. Una
manera de ejemplificarlo es:

At = [F0,0 ] =007 [ +0,05 | € R?
Atnew = [F0,12 [ +0,01 [ 40,058 || € R®
—
Atpew = [ 40,12 | 10,058 | Atnewyy, || € R

En este caso el Aty que se encuentra en la segunda
columna tiene un valor muy cercano a cero y
cuando se obtiene At,.,, cambia de signo, por
lo que se elimina y a su vez se agrega un intervalo
de conmutacion Aty -

Paso 7.3: Se regresa al paso 2.

3. DINAMICA DEL PENDUBOT

El desarrollo de las ecuaciones de movimiento
del Pendubot pueden ser encontradas en (Spong
y Vidyasagar, 1989). En forma matricial las
ecuaciones son:

™= D(q)§ +C(g,9)q + G(q) (18)
en donde:
b= gy o] e =[G G,
Glq) = [ ¢2]T,T= [71 O]T

Dy =0 + 02 + 203 cos(g2)

D12 =03 + O3 cos(g2)

Dy = D1

Day =09

C11 = —0O3(2 sin(g2)

Ci2 = —0O3sin(g2)(¢1 + ¢2)

C21 = O34 sin(gz)

Co2=0
$1=04gcos(q1) + Osgcos(qr + g2)
$2 =059 cos(q1 + g2)

O, = mllfl + mglf + 1
Oy =mal% + I

O3 =malile

04 =mile +maly

Os5 =males

7 = [11,0]T es el par externo, D(q) es la matriz
simétrica de inercia definida positiva, C(q,q)
es la matriz centrifuga y de Coriolis, G(q) es
el vector de fuerzas o pares gravitacionales,
¢ = laelmd = [@,d" v i = [§,d]"
son los Aangulos, velocidades angulares vy
aceleraciones angulares para los eslabones 1
y 2, respectivamente.

Se debe incluir el modelo dinamico del motor al
modelo dindmico del Pendubot con el propoésito
de modelar de la manera mas aproximada al
sistema, y asi, evitar soluciones no éptimas para
los resultados experimentales como se explico
en la seccion 2. El desarrollo del modelo
dindmico del motor se encuentra en (Ogata,
1998) y se muestra en (19), donde L, es la
inductancia de armadura, k. es la constante de
la fuerza contra-electromotriz, V;, es el voltaje
de entrada de armadura, b, es el coeficiente de
friccién viscosa referido a la flecha, R, es la
resistencia de armadura, J, es la inercia del motor
referida a la flecha del motor, ¢, Gm, §m son las
posiciones, velocidades y aceleraciones del rotor
respectivamente.

La%a + Raiq + kedm = Vin
JoGm + bolm =11 = knia

(19)

Es importante incluir el modelo del motor al
sistema ya que existen constantes de tiempo
eléctricas 7. y mecanicas 7, en el motor que
retardan la conmutacién del voltaje de entrada
(senal de control).

El par producido por el motor (19) se debe igualar
al par requerido por el Pendubot (18), con el
propésito de acoplar la dindmica del Pendubot
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110 Redisefio Paramétrico del Pendubot para Posicionamiento Vertical en Tiempo Minimo

con la dinadmica del motor (19), ademas g, = q1,
Gm = 1, Gm = G1. Asi, la ecuaciéon de movimiento
del Pendubot acoplado con el modelo dinamico

del motor (Villarreal, 2005) es la siguiente:

41

G2

2 1] = [P <[k"82a] —(C(g,4) + bo) [gj —G(q)>
‘/in - Raia - ke‘jl

La
(20)

D(q) = (D(q)+ Jo) ", Jo = [{Jo 8] » bo = [%7 8]

El modelo dinamico (20) se puede formular como
una representacion en espacios de estado no lineal
& = f(x(t),u(t)) donde x = (q1, G2, ¢1,G2,%q) es el
vector de estado, i, es la corriente de armadura
del motor y u(t) = [Vin,0]" es el vector de la sefial
de control (voltaje de entrada).

En la figura 1 se muestra el diagrama esquematico
del Pendubot donde my, mo, Iy, ls, lc1, leo, 11, I
son las masas, las longitudes, las longitudes del
centro de masa medido a partir del eje de rotacion
y los momentos de inercia de los eslabones 1 y 2
respectivamente.

Para implementar la metodologia de rediseno
paramétrico se deberian modificar los parametros
estructurales del Pendubot (m, ., I), para esto, es
necesario implementar un sistema de contrapesos
al Pendubot que modifiquen dichos parametros.
Este sistema de contrapesos se muestra en la
figura 2 y consiste en adicionar un peso de forma
cilindrica a cada eslabén, por lo que ahora las
ecuaciones de movimiento en representacién de
estados & = f(z(t),u(t),Y) estan en funcion
del vector de estados z(t), de la entrada de
control u(t) y de los parametros estructurales del
Pendubot con el sistema de contrapeso. A su vez,
los parametros estructurales del Pendubot con el
sistema de contrapeso estan en funcion de la suma
de los parametros constantes del Pendubot (mg,
ma,le1, lea, It, In) mas los parametros variables
del sistema de contrapesos T = {my1, lcp1, myps,
leye} € RY, donde myy, lepr, My, leps son la masa
y la longitud del centro de masa del peso en forma
cilindrica medido a partir del eje de rotacién como
se muestra en la figura 2.

En (Villarreal, 2005) se desarrollan los parametros
estructurales del Pendubot con el sistema de

contrapesos (my, ley, I, Mo, lea, Is), mostrandose
a continuacion los resultados obtenidos:

Eslabén 1 con el sistema de contrapeso:

iy = 0,8435K g + my,

~ l
ey = 0,1573m + Jeo) (M) (21)
1
I =0,0057K gm?® + Iz,
Eslabén 2 con el sistema de contrapeso:
me = 0,3859K g + mpo
ley = 0,1416m + (L2l (M) o)
ma
I, =0,00539K gm? + Iz,
En las ecuacidnes (21) y (22), rp1 = 7rp2 =
0,0254m son los radios de los pesos cilindricos
1 y 2 respectivamente, Iz, = %mpl (7’,31)2 +

2
(mp1) (lcpl — lcl) vy Iz = fmpa(rpe)? +
mya(lcps — lea)? son los momentos de inercia de
los pesos cilindricos 1 y 2 con respecto al centro
de masa de los eslabones 1 y 2 respectivamente.

El rango en el que se pueden variar los parametros
del sistema de contrapeso se define con base en
las dimensiones de la estructura del Pendubot y a
que sean fisicamente realizables. Dichos rangos se
muestran en (23)-(26).

Mp1 min = 0Kg <mp1 <0,2Kg9 = mp1max  (23)
lept min = —0,2m < lcp1 < 0,127m = lcpi max  (24)
Mp2 min = 0K g <mp2 < 0,135K9 = mMpo max (25)
(26)

lep2 min = 0,0381m < lcpa < 0,3048m = lcpz max (26
4. RESULTADOS DE SIMULACION Y
EXPERIMENTALES

Aplicando la metodologia de la seccién 2 al
problema de balanceo del Pendubot en tiempo

X

Pesos de
forma
Cilindrica

Figura 2. Sistema de contrapesos del Pendubot
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minimo, en donde se desea encontrar los instantes
de conmutacion At = [At---At,] € RO,
y los paradmetros estructurales del Pendubot
con el sistema de contrapesos Y = [m,1,mps,
lep,lep]t € R™=' que minimizan en forma
simultanea el indice de desempenio (7), sujeto a
las restricciones impuestas por las ecuaciones de
movimiento del Pendubot & = f(z(t),At,T),
a las restricciones de estado inicial (9) donde
o = (—%,0,0,0) es la posicion de descanso del
Pendubot, y a las restricciones de estado final
(10) donde zy = (%,0,0,0) es la posicién vertical
del Pendubot al cual se desea llegar (ver figura
1), asumiendo que existe una senal de voltaje
—45volts < u(t) < 45volts de control conmutado
(bang-bang).

NIES

En (7), 2 = ? es el conjunto de funciones

0 =

de barrera de los pardmetros estructurales, y se
representan de la siguiente manera:

1 1
== +
- mepl |: _(mpl — Mp1 méx) — (_mpl + Mp1 min)
1 i 1 T
+w
Tmp2 - (mp2 — My2 méx) - (_mp2 + mpo ml’n) |

1 1

+lecP1 |: — (lel — lel méx) * - (—lel + lcpl ml’n) |
1 n L
+lecp2 [ - (le‘z - lcp? méx) - (_lcp2 + le2 ml’n)

donde los limites de los parametros se encuentran
en ec’s (23-26).

Uno de los principales factores para que el
algoritmo no converge a su minimo local es el de
la seleccion del intervalo de conmutacion At. Con
base en la experiencia adquirida se puede decir que
para un At grande se necesita de ky,,, kr,, muy
pequeiias aunque no en todos los casos se converge
al minimo, por tal motivo es preferible encontrar
un At cercano al minimo local cuyas ganancias
kna,» kra, pueden ser moderadamente pequenas.
Ademas se tiene que seleccionar un buen wy, para
que la funcién barrera limite el paso hacia la
region no factible del parametro Y;. La seleccién
de wr, esta en relacién con los tamaitios de paso de
los parametros k,,, kr,, estos se deben proponer
a prueba y error, observando la tendencia hacia
donde se esta moviendo el pardmetro y verificando
que no se salga de la region factible (T, < T <
T 1nax)- De esta forma las condiciones iniciales para
este problema son:

Mplini = 0,10Kg, lcplmi = 0,05m
Mp2ini = 07034Kga lchini = Oalm (27)
Atini = [-0,08 0,65 —04 0,1 —0,057

=Wt =WT,, , =W, = 5E — 8§,

con wy,, )
> kr5,5 =1E=3, knyy s knsss - kno,o =

P
lel) kr227 b

1E — 4, kro+1,o+1 = 3FE — 4, k'ro+2,o+2 = 3FE — 4,
kro+3,o+3 =5E—-4, kro+4,a+4 =5E—4, kno+1,o+1 =
1E — 4, kno+2,o+2 =1F — 4, kno+3,o+3 =1FE — 4,
kno+4,o+4 =1F — 4.

La condicion inicial At;,; se calcula con base en
la metodologia de control en tiempo minimo de
(Sadegh y Driessen, 1999) con los pardmetros Y ,;
constantes.

Los parametros o6ptimos en simulacién para el
problema de rediseno paramétrico del Pendubot

para posicionamimiento vertical en tiempo
minimo se muestran a continuacién:
5
tj} = E |At*| = 1,09s (28)
1

At* =[-0,029 0,614 —0,356 0,088 —0,007]

mi = 0,1990Kg  lct = —0,1425m

D
mey =3E —AKg ety =01532m (%)
Se observa en (29) que los parametros

estructurales que afectan el tiempo de
posicionamiento son la masa y la distancia
del eje de giro del eslabén 1 al centro de masa del
peso en forma, cilindrica del primer eslabén.

Una vez obtenidos los paradmetros 6ptimos en
simulacién, se implementan dichos pardmetros
al sistema real (Pendubot con el sistema de
contrapesos). Usando la trayectoria de los estados
tomados del sistema real se procede a calcular
nuevamente el algoritmo del gradiente proyectado
(17) como se explica en la seccion 2. Esto se
repite hasta que se encuentren los parametros
Optimos para los resultados experimentales, esto
es, cuando el error en los estados sea minimo.

Para este caso, se encuentra una mejora en el
vector del tiempo de conmutacion AtSEL y no

para los pardmetros estructurales Y¢l: esto se
debe a que la mejora o los cambios en dichos
pardametros son de alrededor de 0,1 %, haciendo

dificil su implementacién préctica.
Para este caso la solucién 6ptima experimental es:
5

£ = |At| = 0,955s (30)
1

5
Ate* = "|[-0,07 0,58 —0,245 0,06 0]|
1

con los pardmetros estructurales 6ptimos de (29).

Una vez que el control en lazo abierto se
aplica al motor del Pendubot y éste alcanza
una vecindad de la posiciéon final deseada, es
necesario cambiar la ley de control bang-bang
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de lazo abierto por una ley de control en
lazo cerrado que estabilice o mantenga los
eslabones del Pendubot en la posicién de arriba
(zo = [%,0,0,0,0]), ya que la metodologia
integrada que se propone en este articulo
lleva al sistema de un lugar a otro en tiempo
minimo y no se garantiza que permanezca en la
posicién final en la presencia de perturbaciones o
fuerzas externas como la fuerza de gravedad. Se
implement6 un regulador cuadratico lineal (LQR
por sus siglas en ingles) con ganancias K,_,, =
[—403,533 —421,792 —91,846 —64,012 2,93]
para dicha estabilizacion. A la vecindad de la
posiciéon final deseada la llamaremos en éste
articulo como regién de atracciéon del LQR y ésta
a su vez indica el momento en el cual la senal
de control conmuta de una ley de control en
lazo abierto a una ley de control en lazo cerrado,
y estd definida cuando: |e,,| < 0,13963rad,
lezs| < 0,10472rad, |eg,| < 47 y |e,,| < 8744,
donde e, = z(t) — zy.

En la figura 3 se muestra el resultado experimental
del balanceo del Pendubot con la metodologia
de rediseno paramétrico para posicionamiento
vertical en tiempo minimo. Una vez que se
encuentra el Pendubot en la posicién vertical
arriba, se intercambia la ley de control de lazo
abierto por un LQR. Le toma un tiempo de 0,895s
para cambiar la ley de control, el cual es menor
que en (30), ésto se debe a que antes de haberse
cumplido todos los instantes de conmutacion
At* de la senal de control, los eslabones ya se
encuentran en la region de atraccion (Block, 1991)
del LQR intercambiandose la ley de control.

Este resultado se compara con los resultados
obtenidos con una metodologia de control
en tiempo minimo en donde se consideran
Unicamente los pardmetros de la senal de control
a optimizar (Sadegh y Driessen, 1999).

En la figura 4 se observan los resultados
experimentales del balanceo del Pendubot con
la metodologia de tiempo minimo propuesta por
Sadegh y Driessen. Considerando el mismo LQR
con la misma regién de atracciéon, al sistema
le toma un tiempo final de 0,915s para llegar
a la posicion de arriba (z;y = [%,0,0,0,0])
e intercambidndose en ese instante la ley de
control. Esta diferencia en tiempo con respecto
a (30) se debe en gran parte a que en la
metodologia de control en tiempo minimo se
minimiza el tiempo final de posicionamiento
(indice de desempefio) modificando solamente los
instantes de tiempo de conmutaciéon de la senal
de control. Asi, al aplicar la metodologia de
rediseno paramétrico propuesta en este articulo,
es posible minimizar el tiempo de posicionamiento
modificando en forma simultanea los parametros
estructurales del sistema y los instantes de

tiempo de conmutaciéon de la senal de control,
dando como resultado una senal de control
y unos parametros estructurales que mejoran
el desempeno en el tiempo de posicionamiento
respecto a los resultados obtenidos con una
metodologia que contempla solamente variaciones
en los parametros del controlador.

5. CONCLUSIONES

Se plante6 una metodologia de redisefio
paramétrico para posicionamiento en tiempo
minimo y se aplicé al problema de balanceo del
Pendubot. Esta metodologia de rediseno hace
que los parametros estructurales, en conjunto
con los instantes de tiempo de conmutacion
de la senal de control, minimicen en forma
simultanea un indice de desempeno, que en este
caso es el tiempo de posicionamiento. La senal
de control y los pardmetros estructurales 6ptimos
son encontrados numeéricamente con base en el
algoritmo del gradiente proyectado.

Se compara la metodologia integrada propuesta
aqui con una metodologia de control en tiempo
minimo. Se mejora un 2,18% el tiempo de
posicionamiento con dicha metodologia integrada,
esto se debe a que ademés de contemplar
los instantes de tiempo de conmutaciéon de la
senial de control se involucran los parametros
estructurales (disefio mecatronico) que modifican
simultdneamente el tiempo de posicionamiento.
Si se considera que el balanceo del pendubot es
una tarea repetitiva, una ganancia en el tiempo
de posicionamiento del 2,18 % por ciclo, que
involucra una disminucién de 0,02s, significaria
una ganancia en tiempo de 72s por hora,
lo que resultaria en un incremento en la
productividad. De esta forma, para sistemas
electromecénicos que trabajan en forma repetitiva
y que responden lentamente, una ganancia del
2,18% es muy favorable. Asi los beneficios
que ofrece la metodologia que se propone en
este articulo es el de mejorar el tiempo de
posicionamiento de un sistema electromecénico ya
definido en su estructura fisica (longitud, peso,
forma, etc.), al realizar pequefios cambios en su
estructura y un cambio en los pardmetros de la
senal de control, sin tener la necesidad de un
cambio completo del sistema. Ademas, esta misma
metodologia de diseno se puede aplicar a sistemas
electromecanicos que estdn en la fase inicial de
su disefio, con tan solo proporcionar la forma del
sistema.

Para el ejemplo del Pendubot que ilustra la
metodologia integrada de este articulo, se mejor6
su desempeno en el tiempo de posicionamiento al
agregar un sistema de contrapesos que modifica
los valores de los paradmetros estructurales del
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Figura 3. Balanceo del Pendubot con la metodologia propuesta
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Figura 4. Balanceo del Pendubot con la metodologia de control en tiempo minimo
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114 Redisefio Paramétrico del Pendubot para Posicionamiento Vertical en Tiempo Minimo

sistema original y en forma simultanea se realiza
un diseno de los parametros de la senal de control
conmutada. Los parametros estructurales por su
parte, alteran las matrices de inercia, de Coriolis
y de gravedad del sistema 7 = D(q)d + C(q,q)q +
G(q) pudiendo, en un momento dado, cancelarse
o restarse los términos D(q)d, C(q,q)q, G(q),
produciendo que el par aplicado pueda mover con
mas facilidad al sistema electromecanico y de esta
manera junto con la senal de control, reducir el
tiempo de establecimiento.

Un buen diseno de un sistema electromecanico
es aquel que involucra tanto a los parametros
del controlador como a su estructura mecanica
como variables a optimizar en forma integrada
para minimizar /maximizar uno o varios indices de
desempeiios (diseno mecatrénico).
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