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Resumen: En este art´ıculo se presentan los tipos de modelos borrosos y metodolog´ıas de
identificación (por agrupamiento borroso) m´as adecuados para obtener modelos locales de
sistemas no lineales. En particular, se muestra qu´e técnicas de control por planificaci´on de
ganancia son aplicables a los modelos as´ı identificados. Estas t´ecnicas, bas´andose en el
diseño de controladores lineales para los modelos locales identificados, consiguen obtener
de forma sencilla controladores para un sistema borroso.Copyright c©2004 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCIÓN

El paradigma de la divisi´on del comportamiento de
un sistema complejo no lineal en comportamientos
más simples en un entorno local, resulta de gran
utilidad al abordar el problema del control de dichos
sistemas. Los modelos borrosos basados en reglas
(Wang, 1997) son una posibilidad para realizar dicha
división manteniendo una legibilidad del resultado.
Tras desarrollar (con alg´un método anal´ıtico o de
identificación) un conjunto parametrizado de modelos
locales lineales lo suficientemente preciso del proceso
no lineal (Johansson, 1993), existen dos enfoques
principales para realizar el control del proceso.

Una de las opciones para el control con este tipo de
modelos, desarrollada en la pasada d´ecada (Tanaka
and Sugeno, 1992), es la resoluci´on dedesigualdades
matriciales lineales(en adelante se usar´a el fı́rme-
mente establecido acr´onimo LMI). Esta técnica ase-
gura la estabilidad de un punto de funcionamiento del
sistema, aunque puede dar resultados conservadores.
Además, convierte el problema del dise˜no del control
en una resoluci´on matem´atica de ecuaciones cuyos
elementos no tienen por qu´e referirse a modelos loca-

1 Trabajo parcialmente financiado por el proyecto DPI2002-0525
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les lineales entendidos como linealizaciones (dado que
se basan en expresar sistemas como ”combinaciones
convexas”), con lo que se puede perder la capacidad
de emplear el conocimiento heur´ıstico de control para
mejorar el comportamiento de los controladores di-
señados, as´ı como la interpretabilidad del resultado
final.

Como alternativa, algunos algoritmos de identifica-
ción de modelos borrosos (Babuska, 1998; D´ıez et
al., 2002) obtienen consecuentes de las reglas interpre-
tables como linealizaciones locales del proceso. Si se
desea explotar dicha interpretaci´on se pueden emplear
las técnicas conocidas comocontrol por planificacíon
de ganancia, aplicadas satisfactoriamente en el con-
trol de procesos no lineales desde hace a˜nos (Steinet
al., 1977). Las aplicaciones van desde la ingenier´ıa
aeroespacial al control de procesos, en un ´ambito no
necesariamente restringido al de los modelos borro-
sos. La idea b´asica es dise˜nar diferentes controladores
para diferentes modelos lineales en diferentes puntos
de operaci´on e interpolar estos controladores, con lo
que se llega a un controlador no lineal global. Sin
embargo, hasta los a˜nos noventa es raro encontrar un
tratamiento te´orico (Aström and Wittenmark, 1995),
aunque afortunadamente en los ´ultimos años han apa-
recido interesantes revisiones completas sobre el tema
(Leith and Leithead, 2000; Rugh and Shamma, 2000).
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El objetivo de esta contribuci´on es revisar las t´ecni-
cas de planificaci´on de ganancia, investigando cu´ales
de ellas permiten una f´acil adaptaci´on a los modelos
borrosos. Del mismo modo, se analizan qu´e paradig-
mas de modelos borrosos y metodolog´ıas de identi-
ficación son los adecuados para aplicar las referidas
técnicas. Algunos aspectos como el tratamiento del
cambio de punto funcionamiento y las distintas alter-
nativas de interpolaci´on son tambi´en discutidos.

La estructura del art´ıculo es la siguiente. En la sec-
ción 2 se presentan las clases de modelos borrosos
y las ideas preliminares sobre las t´ecnicas de control
a utilizar. La secci´on 3 se dedica al uso de t´ecnicas
LMI en este marco, para pasar a describir el control
por planificación de ganancia basado en modelos en
puntos de operaci´on en la secci´on 4. La visión adop-
tada para presentar esta t´ecnica est´a muy relacionada
con los modelos borrosos de Takagi-Sugeno (TS). Una
mejora, basada en la linealizaci´on por velocidad, se
muestra en la secci´on 5. Estas t´ecnicas se aplican sobre
un ejemplo en la secci´on 6. Una secci´on de conclusio-
nes resume el trabajo.

2. TIPOS DE MODELOS Y FILOSOF́IA DE
CONTROL

Considérense los sistemas no lineales representados
por una planta gen´erica invariante en el tiempo:

ẋ = f(x, u) (1)

dondex es el vector de estadon × 1, u es el vector
de entradam× 1, y se ha asumido quex y u incluyen
todas las dependencias con variables ex´ogenas.f(·) es
una función vectorial con derivadas continuas.

La linealización por Jacobiano obtiene modelos loca-
les lineales en un punto de equilibro. La integraci´on
de los controladores dise˜nados para esos modelos es el
objetivo de la técnica de planificaci´on de ganancia. No
obstante, la linealizaci´on por Jacobiano no es la ´unica
forma de obtener dichos modelos locales, existiendo
alternativas (Walter and Pronzato, 1997). Este trabajo
se centra en los modelos borrosos (Babuska, 1998)
obtenidos con t´ecnicas como, por ejemplo, el agrupa-
miento borroso (Bezdek, 1987).

Agrupamiento borroso. Las técnicas de agrupa-
miento borroso tratan de obtener un modelo a partir
de una serie de datos experimentaleszk = (yk, uk),
k = 1, . . .N . Estas t´ecnicas buscan asignar cada
punto a una clase entre un n´umero prefijado de ellas,
permitiendo asignaciones de pertenencia parcial. Los
algoritmos buscan obtener los valores de la pertenen-
cia µik de cada dato a cada clase, loscentroidesde
cada clase y los par´ametros de un modelo localβi,
i = 1, . . . , c (dondec es el número de clases en las
que se desea dividir el r´egimen de funcionamiento
del sistema) que minimizan un ´ındice de coste, por
ejemplo (D´ıezet al., 2002):

J =
N∑

k=1

c∑
i=1

µm
ik(Eik + Dik) + (1 − µik)mHik (2)

dondeEik = ‖yk − ϕ(βi, uk)‖2 es un término de
error de modelado (ϕ define la estructura del modelo,
normalmente lineal) yDik, Hik son términos relacio-
nados con la distancia de un punto al centroide. El ex-
ponentem es definible por el usuario. Suele forzarse la
condición de partici´on

∑
i µik = 1. Una descripci´on

más detallada de algunos de estos algoritmos aparecen
en las referencias ya citadas y en (D´ıez, 2003; D´ıezet
al., 2004).

Modelos Takagi-Sugeno (TS).Otra posibilidad es
identificar experimentalmente modelos de tipo:

ẋ =
c∑

i=1

µi(α)ϕ(β, x, u)

La identificación de dichos modelos se trata en (Walter
and Pronzato, 1997; Johansen and Murray-Smith,
1997). En el caso lineal, utilizando representaci´on in-
terna, se dispone de modelos de la forma:

ẋ =
c∑

i=1

µi(x, u)(Aix+Biu+ai) con

c∑
i=1

µi = 1.

(3)
Al tomar ai = 0 quedan los modelos borrosos TS
(Takagi and Sugeno, 1985). Estos modelos pueden
también ser obtenidos a partir de cotas en los coe-
ficientes de las ecuaciones diferenciales del sistema
(Tanaka and Wang, 2001).

Control. En general, se dispone de una conjunto finito
de modelos continuos o discretos

ẋ = Aix + Biu + ai

xk+1 = Aixk + Biuk + ai
(4)

para los que se deben dise˜nar reguladores y estrate-
gias de conmutaci´on entre ellos. El caso de modelos
Lineales de Par´ametros Variantes en el tiempo (LPV,
ẋ = A(t)x+B(t)u o su discretizaci´on) también puede
ser considerado de una forma similar. No obstante,
estos ´ultimos no necesitan de correcciones de punto
de funcionamiento o acci´on integral dado que no hay
cambios en el mismo. Si las transiciones de punto
de funcionamiento son lentas, la inclusi´on de una pe-
queña acción integral permite considerar los modelos
(4) en el marco LPV.

En términos generales, el dise˜no de un controlador
por planificación de ganancia para (1) se describe
como un procedimiento de cuatro pasos (Astr¨om and
Wittenmark, 1995), con diferentes opciones t´ecnicas
en cada uno de ellos:

Obtener un conjunto finito demodelos lineales
con parámetros variables, seg´un alguna de las
metodolog´ıas antes expuestas, y un conjunto de
variables de planificaciónque permitan determi-
nar el grado de validezµi de cada modelo,
diseñarcontroladores mediante ḿetodos linea-
les, lo que normalmente lleva a una familia de
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controladores lineales independientes dise˜nados
para valores aislados (puntos de operaci´on) de las
variables de planificaci´on.
realizar la planificación de gananciapropia-
miente dicha, mediante la interpolaci´on de la
familia de controladores lineales de forma que
los coeficientes de los controladores (ganancias)
varı́en (sean planificados) de acuerdo con valores
actualizados de las variables de planificaci´on, y
evaluar el rendimiento del control dise˜nado,
aunque habitualmente solo se puede realizar un
estudio anal´ıtico a nivel local de las propiedades
de estabilidad, mientras que la evaluaci´on no lo-
cal está basada en simulaciones.

Nótese que resolver problemas de control indepen-
dientes en cada punto de operaci´on no tiene por
qué ser siempre adecuado ya que el hecho de que cada
modelo local y su regulador sea estable no asegura la
estabilidad global para cualquier r´egimen de trabajo
(Tanaka and Sugeno, 1992; Leith and Leithead, 2000).

3. PLANIFICACIÓN DE GANANCIA MEDIANTE
DESIGUALDADES MATRICIALES LINEALES

Los problemas de optimizaci´on numérica LMI han re-
cibido mucha atenci´on en los ´ultimos diez a˜nos (Boyd
et al., 1994), en particular en el campo de la ingenier´ıa
de sistemas y de control. Los problemas LMI se pue-
den resolver eficientemente de forma num´erica.

Definición de LMI . Una LMI es una desigualdad
matricial de la forma

F (x) = F0 +
m∑

i=1

xiFi > 0, (5)

dondexT = (x1, x2, ..., xm) es la variable y las
matrices siḿetricas Fi = FT

i ∈ Rn×n, i = 0,
...,m son conocidas. El sı́mbolo de desigualdad> 0
significa queF (x) es definida positiva.

La LMI (5) es una restricci´on convexa dex, es decir, el
conjunto{x | F (x) > 0} es convexo. La expresi´on (5)
puede representar una gran variedad de restricciones
convexas dex. En la mayor parte de casos de inter´es
en la teor´ıa de controlxi son elementos de matrices.
Cuando se tienen m´ultiples LMIs F (i) > 0, i =
1, ..., p, pueden ser expresadas como una ´unica LMI
diag(F (1), ..., F (p)) > 0.

Dada una LMI F (x) > 0, el problema LMI es
encontrarxfact tal queF (xfact) > 0 o determinar
si la LMI no es factible. Este es un problema de
factibilidad convexa.

A continuación se presentan las dos formas m´as habi-
tuales para el desarrollo de controladores planteando
problemas LMI, cuando se dispone de modelos li-
neales de par´ametros variables de sistemas. Para un
desarrollo en detalle ver, por ejemplo, (Tanaka and
Wang, 2001).

3.1 Proceso iterativo para disẽno de controladores

La condición de estabilidad simult´anea de Lyapunov
es un problema LMI: dadasA∗i ∈ Rn×n, con i =
1, 2, ..., c, (para un sistema discretoxk+1 = A∗ixk =
(Ai + BiKi)xk) hay que encontrarP que satisfaga la
LMI

P > 0, AT
∗iPA∗i − P < 0, i = 1, 2, ..., c, (6)

o determinar queP no existe. Con ello, sixk+1 =∑
i µiA∗ixk se garantiza quexT

k Pxk es una funci´on
de Lyapunov global. Existe una expresi´on equivalente
para el caso continuo.

Ası́ pues, un posible proceso de dise˜no de controlado-
res para un sistema no lineal que da buenos resultados
en múltiples aplicaciones, quedar´a as´ı:

1. Obtener un modelo del sistema en la forma (4)
(ai = 0),

2. Diseñar un controlador para cada punto de ope-
ración atendiendo al rendimiento “local”,

3. Realizar un an´alisis de estabilidad planteado co-
mo problema LMI,

4. Si el problema LMI no es factible, redise˜nar los
controladores.

3.2 Diseño directo por realimentación del estado

Existe una segunda estrategia de dise˜no de controlado-
res basada en LMI que permite obtener directamente
un controlador que asegura la estabilidad del sistema
en bucle cerrado mediante la aplicaci´on de realimen-
tación del estado a cada modelo en losi puntos de
operación (eliminando su t´ermino independiente en el
caso de tenerlo) de la forma (4).

La condición suficiente de estabilidad del sistema en
este caso es la existencia de una matriz com´un definida
positivaP y unas gananciasKi tal que verifique para
todos los modelos locales la desigualdad matricial
bilineal

(Ai + BiKi)T P (Ai + BiKi) − P < 0 (7)

verificando al mismo tiempo para todos los pares de
modelos locales la desigualdad matricial bilineal(

Gij + Gji

2

)T

P

(
Gij + Gji

2

)
− P < 0 (8)

dondeGij = Ai + BiKj. Este problema se puede
reescribir como LMI, definiendoX = P−1 e Yi =
KiX , como un problema LMI: dadasAi, Bi con
i = 1, 2, ..., c, hay que encontrarX y las c Yis que
satisfagan la LMI

X > 0, AiX + BiYi + XAT
i + YiB

T
i < 0, (9)

o determinar queX no existe. Si el problema es
factible y se encuentran de forma simult´aneaX y las
Yis, se deshacen los cambios de variable despejando
las ganancias de realimentaci´on Ki y el valor deP
definida positiva. De este modo se dispone de una
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herramienta sencilla y ´util para el dise˜no de sistemas
de control para procesos no lineales (u =

∑
i µiKi).

3.3 Análisis de aplicabilidad en planificación de
ganancia

Las técnicas LMI expuestas proporcionan un adecua-
do marco para el dise˜no de controladores globalmente
estables para los modelos en la forma (3), en el sentido
de quedesde cualesquiera condiciones iniciales se
puede alcanzar el origen.

Sin embargo, el primer problema que plantean es la
interpretaci´on de los modelos: (3) conai = 0 implica
que todos los modelos tienen el mismo punto de equi-
librio y que los modelosAi deban ser interpretados
como cotas y no como modelos locales del sistema.

Un segundo problema radica en que la forma concreta
de interpolaci´on entre modelos (las funciones validez
o pertenenciaµ) no aparece en la LMI (9), con lo
que se puede llegar a resultados conservadores (la
no existencia de funciones cuadr´aticas comunes no
implica la inestabilidad del sistema). Otros tipos de
LMI buscan funciones de Lyapunov globales m´as
generales (Guerra and Vermeiren, 2001).

Un tercer problema del dise˜no directo est´a relacionado
con los cambios de punto de operaci´on, ya que esto
implica cambiar todas las cotasAi y las funciones de
pertenencia asociadas de forma adecuada. En modelos
sin término indepeniente, la figura 1 describe en el
caso más simple la necesidad de cambiar losAi si se
cambia el punto de operaci´on. Por tanto, las t´ecnicas
de LMI, en ciertos casos, requerir´an a su vez un bucle
externo de planificaci´on de ganancia basado en la
referencia.

-6 -4 -2 0 2 4 6
-30

-20

-10

0

10

20

30

Pendiente = 4

Punto de Operación 1
Sector [2,4] Punto de operación 2

Sector [2,6]

Pendiente = 6

Pendiente = 2

Figura 1. Cambios en el punto de operaci´on obligan a
cambiar la descripci´on de modelos (4).

En conclusi´on, las LMIs adolecen de algunos incon-
venientes en t´erminos de interpretabilidad, conserva-
tividad e implementaci´on de los cambios de refe-
rencia aunque son actualmente la soluci´on más ele-
gante desde el punto de vista te´orico. Estas t´ecnicas
han tenido ´exito reciente en aplicaciones (Schulte and
Hahn, 2004).

4. CONTROLADORES BASADOS EN MODELOS
LPV EN PUNTOS DE OPERACÍON

En este apartado se muestra un enfoque de la plani-
ficación de ganancia que evidencia su similitud con
el modelado y control borroso (Johansen and Murray-
Smith, 1997).

Considérese que se ha aproximado la din´amica del
sistema (1) mediante linealizaciones en el entorno de
diferentes puntos de operaci´on (xo i, uo i) ∈ Rn+m

i = 1, . . . , c. Se supone que estos puntos se pueden
parametrizar en funci´on de un vector de variables de
planificación φ, que puede incluir todas las variables
medibles del sistema (internas o externas) de modo
queφ(t) siempre est´e disponible (Rugh and Shamma,
2000). Aφ ∈ Φ se le llama r´egimen de operaci´on y al
conjunto de todos ellos,Φ, conjunto de operaci´on.

Eliminando los términos de orden superior, el sistema
(1) la familia de linealizaciones en puntos de opera-
ción:

ẋ = 5x f(xo(φ), uo(φ))x + 5uf(xo(φ), uo(φ))u+
+df (xo(φ), uo(φ)), g(xo(φ), uo(φ))u+

(10)

dondeφ ∈ Φ, df (·) es el término independiente
(cero siφ es un punto de equilibrio) y5xf indica
la matriz Jacobiana def respecto dex, etc. Tomando
un conjunto finito de puntos de operaci´on {φi}, i =
1, . . . , c, se tendr´an unos modelos locales dados por
ẋ = fi(x, u) = Aixi +Biu+ ai. La interpretaci´on es
que para cada valor de linealizaci´onφ, el sistema (10)
describe el comportamiento local de la planta no lineal
en el entorno del punto de operaci´on correspondiente.
A partir de esta descripci´on se formar´an las redes de
modelos locales.

Definición de Red de Modelos Locales. Dados c
puntos de operación y sus modelos locales según
(10) y seleccionadas adecuadamente las funcionesµ
de validez o pertenencia (normalizadas de la forma∑

i µi(φ) = 1), se define una Red de Modelos Locales
como la interpolacíon de losc modelos locales dada
por (Huntet al., 1996):

ẋ =
c∑

i=1

µi(φ)fi(x, u). (11)

Esta aproximaci´on describe el comportamiento de la
planta de forma lineal para en el entorno de cada valor
de la variable de planificaci´on (φi tal quei ∈ [1, c])
mediantefi(x, u). La expresi´on (11) es equivale nte
bajo ciertas condiciones (Huntet al., 1996) a los
modelos borrosos (3).

Considérese en este caso que a continuaci´on se de-
sarrolla un controlador para cada uno de los puntos
de operaci´on (xo, uo). El resultado ser´a, en lo que
respecta al control, un conjunto dec controladores
lineales:

ui = Jix + Kie + uo i. (12)
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cada uno de los ellos dise˜nado para asegurar un fun-
cionamiento adecuado (errore peque˜no o nulo) en
bucle cerrado cuando se emplea con la linealizaci´on de
la planta que le corresponde. El t´ermino independiente
que aparece en cada cadafi de (11) ha de ser tratado
aparte, consider´andolo por ejemplo como una pertur-
bación a eliminar con una prealimentaci´on o acción
integral. Para que el conjunto indexado de controlado-
res lineales sea aplicable, se ha de conseguir en base a
ellos un controlador no lineal ´unico, mediante un con-
trolador lineal de par´ametros variables parametrizado
conφ:

u = J(φ)x + K(φ)e + uo(φ). (13)

Para interpolar controladores existen numerosos m´eto-
dos (Leith and Leithead, 2000; Rugh and Shamma,
2000), pero muchos de ellos son soluciones ad-hoc
a problemas concretos y no est´an lo suficientemente
justificados como para ser planteados como una me-
todologı́a genérica. Por ejemplo, esta combinaci´on se
puede realizar con redes de controladores locales.

Definición de Red de Controladores Locales. Da-
do un conjunto de controladores locales lineales di-
sẽnados para los modelos locales de la planta(11), se
define la Red de Controladores Locales como la com-
binación de esos controladores independientes con:

u =
c∑
i

[µi(φ)Ji]x +
c∑
i

[µi(φ)Ki]e+

+
c∑
i

[µi(φ)uo i(φ)] (14)

donde para la combinación de los controladores se
emplea (Hunt and Johansen, 1997) la misma regla
de variacíon que dan las funciones de pertenencia
(validez) para el modelo de la planta(11).

Esta definición lleva implı́cita la suposici´on de que,
de algún modo, la variación entre modelos de la
planta captura su dińamica. Hay que tener en cuenta
que modelos como (11) son la combinaci´on de los
modelos locales que se desprenden de (1), pero la
relación entre las soluciones de ambos sistemas no es
directa. El desarrollo en serie de (11) en el entorno
del punto de operaci´on aproxima perfectamente a (1),
pero contiene t´erminos cruzados de las derivadas de
las funciones de pertenencia, con lo que en aquellas
zonas en las que la derivada de alguna de las funciones
de pertenencia tome valores elevados, la din´amica del
desarrollo en serie estar´a muy relacionada con las
funciones de pertenencia y poco con el modelo local.

Si los puntos de operaci´on seleccionados son puntos
de equilibrio, se pueden utilizar t´ecnicas de an´ali-
sis de estabilidad en tiempo detenido (frozen-time,
(Desoer, 1969)). Si ese no es el caso, es posible llegar a
resultados en forma de cotas (D´ıez and Previdi, 2001)
en las que interviene la granularidad del modelo y la
suavidad del cambio entre puntos de operaci´on para
asegurar un buen comportamiento del control basado
en estos modelos. Si los modelosfi en (11) son li-

nealessin término independiente, pueden aplicarse las
técnicas de la Secci´on 3.

En definitiva, la aplicabilidad de la filosof´ıa clásica
de control por planificaci´on de ganancia en los con-
troladores basados en modelos LPV del sistema en
diferentes puntos de operaci´on se restringe a situa-
ciones en las la transici´on entre modelos es lo sufi-
cientemente lenta como para que la influencia de los
términos cruzados en los que aparecen las derivadas
de las funciones de pertenencia sea peque˜na (Leith and
Leithead, 1999).

5. CONTROLADORES BASADOS EN MODELOS
LPV LINEALIZADOS POR VELOCIDAD

Se puede obtener una representaci´on alternativa a la
linealización en torno a un punto de operaci´on (10)
derivando a ambos lados de la igualdad y, haciendo
el cambio de variablėx = v. En (Leith and Leit-
head, 1998) se demuestra que la llamada soluci´on a la
linealización basada en la velocidad, aproxima local-
mente la soluci´on del sistema no lineal (1) en un punto
de operaci´on genérico(xo, uo) (no necesariamente de
equilibrio). La solución de la linealizaci´on basada en
la velocidad es solo una aproximaci´on local, pero se
puede encontrar una soluci´on asociada a cada punto
de operaci´on de un sistema no lineal, con grado de
precisión arbitrario, y parametrizarlas en funci´on de
una variable de planificaci´onρ (con las mismas carac-
terı́sticas deφ en (10)). As´ı pues, una familia de linea-
lizaciones basadas en la velocidad parametrizada por
la variable de planificaci´onρ engloba toda la din´amica
del sistema no lineal (ρ captura la estructura no lineal
del sistema) quedando:

ẋ = v,

v̇ = (5xf(xo(ρ), uo(ρ)) + 5xdf (xo(ρ), uo(ρ)))v+
+ (5uf(xo(ρ), uo(ρ)) + 5udf (xo(ρ), uo(ρ)))u̇.

(15)

Esta representaci´on tiene la ventaja, con respecto a
(10), de que la funci´on no linealdf ha desaparecido.
En (Leith and Leithead, 1998) se discuten condiciones
que relacionan la estabilidad del sistema no lineal
con la estabilidad de sus linealizaciones basadas en la
velocidad.

Cuando se dispone de una familia de linealizaciones
de la planta basada en la velocidad (15), se debe de-
terminar la familia de controladores adecuada. Como
cada linealizaci´on (15) es lineal (ha desaparecido el
término independiente), se pueden emplear m´etodos
de diseño lineales para el dise˜no de cada uno de los
controladores sobrėu.

Definición de Red de Modelos Locales por Veloci-
dad. Dado un conjunto indexado (i ∈ [1, c]) de mo-
delos locales seǵun (15) (uno por punto de operación
(xi, ui)), una Red de Modelos Locales por Velocidad
es el modelo global consistente en la ponderación:
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ẋ = v,

v̇ =

c∑
i

µi(ρ)[(5xf(xo(ρ), uo(ρ)) + 5xdf (xo(ρ), uo(ρ)))]v+

+

c∑
i

µi(ρ)[(5uf(xo(ρ), uo(ρ)) + 5udf (xo(ρ), uo(ρ)))]u̇,

(16)

en la queµ vaŕıa igual que en el modelo(11)original.

Ahora se podr´a diseñar un controlador para cada uno
de los modelos locales seg´un:

u̇ = Jiv + Kiė, (17)

donde se asume que las derivadas del estado de la
planta y del error se pueden medir o son calculables. El
último paso del proceso de dise˜no será la realizaci´on
de un controlador no lineal desde la familia de con-
troladores linealizados por velocidad. La interpolaci´on
entre los controladores lineales lleva a una familia
(red) de controladores linealizados por velocidad.

Definición de Red de Controladores Locales por
Velocidad. Dado un conjunto de controladores loca-
les lineales disẽnados seǵun (17), la combinacíon de
éstos con la misma regla de variación que dan las fun-
ciones de pertenencia (validez) para el modelo de la
planta (16), genera la Red de Controladores Locales
por Velocidad:

ẋ =v,

u̇ =
c∑
i

[µi(ρ)Ji]v +
c∑
i

[µi(ρ)Ki]ė.
(18)

El controlador no lineal definitivo en su forma basada
en velocidad se puede obtener directamente permitien-
do que la variable de planificaci´onρ varı́e con el punto
de operaci´on. La versión discreta ser´a:

∆vk = vk − vk−1, (19)

∆uk =
c∑
i

[µi(ρ)Ji]∆vk +
c∑
i

[µi(ρ)Ki]∆ek.

En estos casos, en contraste con las representaciones
de las redes de modelos locales, al desaparecer el
término independiente se mantiene una relaci´on direc-
ta (Leith and Leithead, 1999) entre las caracter´ısticas
dinámicas de (16) y de (18). Debido a las operacio-
nes de diferenciaci´on e integraci´on asociadas con los
modelos locales en su representaci´on por velocidad, el
orden de estos modelos y la sensibilidad a ruido puede
ser mayor que el de la representaci´on directa (1).

La estabilidad y rendimiento de los sistemas no li-
neales dise˜nados por el m´etodo de planificaci´on de
ganancia basada en la velocidad, puede analizarse
con métodos de prop´osito general para sistemas no
lineales (Leith and Leithead, 2000) como peque˜na
ganancia (Sandberg, 1964), teor´ıa de tiempo detenido
(Desoer, 1969) o la teor´ıa de Lyapunov (secci´on 3).

6. EJEMPLO

A continuación se mostrar´an, con la aplicaci´on a un
ejemplo, los resultados que se obtienen con el empleo
de las técnicas basadas en la planificaci´on de ganancia
comentadas en los apartados anteriores.

El sistema no lineal empleado es el descrito por la
ecuación (20)

yk+1 = 0,0875(yk+2,0714)2+0,3uk+2,6714 (20)

en el quey es la salida del sistema yu la entrada.

6.1 Red de controladores locales

Para el desarrollo de estos controladores se seguir´an
las técnicas descritas en las secciones 2 y 4.

Identificación de modelos locales.Supongamos que,
de forma autom´atica tras la aplicaci´on de un algoritmo
de identificaci´on adecuado (como los mencionados en
la sección 2) o simplemente tras la elecci´on de dos
puntos de operaci´on (uk−1, yk−1, yk) en el espacio
entrada-salida como en los m´etodos tradicionales de
planificación de ganancia descritos, se ha llegado a los
modelos locales (linealizaciones) de la tabla 1.

Punto operaci´on Función transferencia T´erm. indep.

P1=(0,2.5,4.5) 0,3z−1

1−0,8z−1 2.5

P2=(0,5.3572,7.5) 0,3z−1

1−1,3z−1 0.5356

Tabla 1. Modelos locales del sistema (20).

Integración de modelos locales.Con los modelos
locales disponibles, se puede pensar que empleando
las funciones de pertenencia identificadas (en este
caso, aproximadamente una interpolaci´on lineal), se
obtendrá una aproximaci´on buena al modelo (20) entre
los puntos de operaci´on y se usar´a para el desarrollo
de un controlador. Sin embargo, la presencia de los
términos independientes hace que aparezca un error
de interpolaci´on significativo (figura 2), lo que se
reflejará en el rendimiento final del controlador.

Diseño de controladores locales.Para el dise˜no de
los controladores se puede usar un criterio de dise˜no
tradicional como, por ejemplo, el de asignaci´on de
polos. Para asignar un polo en 0.4, la acci´on de control
necesaria en cada punto de operaci´on se puede obtener
resolviendo el sistema de ecuaciones formado por el
correspondiente modelo local de la tabla 1 y (21),
donder es la referencia a seguir por el sistema.

ŷk+1 − rk = 0,4(ŷk − rk) (21)

Para el modelo local en el punto de operaci´on (0,2.5,4.5)
la ecuaci´on a resolver es:

0,8yk + 0,3uk + 2,5 − rk = 0,4(ŷk − rk) (22)

lo que resulta, despejandouk en (22), en el controla-
dor dado por la acci´on de control (23):

u
(1)
k = −1,33yk + 2rk − 8,33 (23)
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Figura 2. Diferencia entre los datos experimentales
(cuadrados) y la interpolaci´on lineal de los mo-
delos lineales identificados (l´ınea con puntos).

En el caso del modelo local en el punto de operaci´on
(0,5.3572,7.5) resulta:

1,3yk + 0,3uk + 0,5356 − rk = 0,4(ŷk − rk) (24)

u
(2)
k = −3yk + 2rk − 1,79 (25)

Integración de controladores locales.La teorı́a de
planificación de ganancia lleva a un controlador global
del sistema como combinaci´on de los anteriores:

u
(LPO)
k = µ1u

(1)
k + µ2u

(2)
k (26)

dondeµ1 y µ2 suelen definirse, por ejemplo, iguales a
las funciones de pertenencia identificadas. A continua-
ción mostrar´a en un contraejemplo que emplear estas
funciones de pertenencia para la ponderaci´on de las
acciones de control entre puntos de funcionamiento no
es siempre v´alido para control. Con la interpolaci´on
de los modelos Takagi-Sugeno (3), las ganancias del
controlador global pueden ser localmente negativas
incluso cuando las ganancias de los controladores lo-
cales sean positivas.

A modo de comprobaci´on, pueden calcularse en este
ejemplo las funciones de pertenencia que idealmente
deber´ıan haberse identificado (aunque sin disponer del
modelo no lineal, en un caso real, es imposible). Estas
funciones de pertenencia deber´ıan obtener con (26) la
acción de control resultante de exigir las especifica-
ciones (21) al modelo no lineal (20), esto es,

0,0875(yk + 2,0714)2 + 0,3uk + 2,6714 − rk =
= 0,4(yk − rk)

(27)

de donde al despejar se obtiene una acci´on de control:

u
(OPT )
k = −0,29y2

k + 0,13yk + 2rk − 10,1713 (28)

Ahora, el valoróptimo de pertenencia puede obtenerse
igualendouLPO

k en (26) auOPT
k en (28) (teniendo en

cuenta la condici´on de partici´on borrosaµ1+µ2 = 1),
de donde:

µ
(OPT )
1 (yk) =

−0,29y2
k + 0,13yk − 8,3813
1,67yk − 6,54

µ
(OPT )
2 (yk) = 1 − µ

(OPT )
1 (yk)

(29)

Evidentemente esto no corresponde a una interpola-
ción lineal de controladores, como se puede observar
en la representaci´on deµ

(OPT )
1 en la figura 3, ni a

ninguna funci´on de pertenencia borrosa identificada
experimentalmente en las que la restricci´on impuesta
por partición borrosa hace que las funciones de perte-
nencia de modelos borrosos tengan sus valores en el
rango [0,1].

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

12

14

Figura 3. Funciones de pertenencia para la interpola-
ción linealµ(LIN)

1 (lı́nea continua) e interpola-

ción óptimaµ
(OPT )
1 (lı́nea de puntos).

Si no se realiza la interpolaci´on (29), se aprecian
efectos negativos tanto en din´amica como en error de
posición. Para evitar en lo posible el segundo efecto,
en (Johansen and Murray-Smith, 1997) se propone
incluir una acci´on integral. Esto se puede hacer, por
ejemplo, dise˜nando un controlador cl´asico que inclu-
ya acción integral (lo que puede dar problemas por
la suma ponderada de las acciones integrales de to-
dos los controladores) o poniendo la acci´on integral
en paralelo con el controlador global (con constante
de integraci´on Ki a definir) que lleve a una acci´on
conjuntau(INT )

k . El integrador eliminar´a todo tipo de
“perturbaciones”, considerando una de ellas el t´ermi-
no independiente de los modelos.

Evaluación del rendimiento. En la tabla 2 se co-
mentan de forma resumida los resultados de diferentes
simulaciones de los controladores por planificaci´on de
ganancia propuestos (en comparaci´on con los locales
en los puntos de operaci´on y el óptimo) y que se
pueden observar en las figuras 4 a 8 que representan
la evolución temporal de la salida del sistema. Como
conclusión general, el estudio de los controladores
que la teor´ıa de control por planificaci´on de ganancia
propone (con integradoru(INT )

k o sin él u
(LPO)
k ), se

puede decir que el mejor comportamiento lo muestra
el controlador con acci´on integral, pero en cualquier
caso ser´ıa deseable una mejora. Queda por tanto cla-
rificado que obviar la existencia de los t´erminos no
homogéneos para el dise˜no de los controladores, aun-
que se incluya acci´on integral, no es muy apropiado
e incluso se pueden encontrar ejemplos en los que un
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ACCIÓN DE CONTROL

EXPERIMENTO u
(1)
k

u
(2)
k

u
(LP O)
k

u
(INT )
k

u
(OP T )
k

A. Entorno de P1 (figura 4). Peque˜noep Inestable Granep Elevada sobreoscilaci´on Correcto

B. Entorno de P2 (figura 5). Inestable Peque˜noep Granep Elevadote Correcto

C. Zona intermedia (figura 6). Granep Granep Granep Granep Correcto

D. Salto deP1 a P2 (figura 7). Malo Malo Correcto - Correcto

E. Salto deP2 a P1 (figura 8). Malo Malo Correcto - Correcto

Tabla 2. Comportamiento, en experimentos a lo largo del rango de operaci´on, de los
diferentes controladores dise˜nados (ep=error de posici´on,te=tiempo de establecimiento).
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Figura 4. Experimento A. Control por planificaci´on de
ganancia en el entorno deP1: punto inicial 2.5,
punto final 2.6.
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Figura 5. Experimento B. Control por planificaci´on
de ganancia en el entorno deP2: punto inicial
5.3572, punto final 5.2572.

controlador as´ı diseñado lleve a sistemas inestables en
bucle cerrado (Leith and Leithead, 2000).

6.2 Redes de controladores locales por velocidad

Para ilustrar este m´etodo de dise˜no de controladores
se considerar´a de nuevo el sistema no lineal dado por
la ecuaci´on (20). Se dise˜nará en este caso un control
por planificación de ganancia basado en modelos LPV
del sistema linealizados por velocidad, describiendo
problemas y proponiendo soluciones para mejorar el
comportamiento del controlador final.
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Figura 6. Experimento C. Control por planificaci´on de
ganancia en el entorno de un punto intermedio:
punto inicial 3.9, punto final 4.
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Figura 7. Experimento D. Control por planificaci´on de
ganancia deP1 aP2: punto inicial 2.5, punto final
5.3572.

Identificación de modelos locales por velocidad.
Desde los modelos locales (linealizaciones) identifica-
dos y dados en la tabla 1 se puede contruir un modelo
linealizado por velocidad, linealizaci´on por incremen-
tos ∆ŷk = ŷk − ŷk−1 en el caso discreto, con los
modelos locales de la tabla 3.

Punto de operaci´on Modelo incremental
(0,2.5,4.5) ∆ŷk+1 = 0,8∆ŷk + 0,3∆uk

(0,5.3572,7.5) ∆ŷk+1 = 1,3∆ŷk + 0,3∆uk

Tabla 3. Modelos locales por velocidad de
(20).
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Figura 8. Experimento E. Control por planificaci´on de
ganancia deP2 aP1: Punto inicial 5.3572, punto
final 2.5.

Integración de modelos locales por velocidad.Para
evaluar la aplicabilidad de las funciones de pertenen-
cia identificadas (interpolaci´on lineal) a la integraci´on
de los nuevos modelos, se emplear´a el mismo m´etodo
del apartado anterior. De este modo se determinar´an
las funciones de pertenencia necesarias para realizar
un buen control con estos modelos locales por incre-
mentos en los que el t´ermino independiente ha desa-
parecido y se comparar´an con las identificadas.

Diseño de controladores locales por velocidad.Para
asignar en este caso un polo en 0.4, la acci´on de
control necesaria en cada punto de operaci´on se puede
obtener resolviendo el sistema de ecuaciones formado
por el correspondiente modelo local de la tabla 3 y
(30), donder es la referencia a seguir por el sistema.

∆ŷk+1 − ∆rk = 0,4(∆ŷk − ∆rk) (30)

Para el modelo local por incrementos en el punto de
operación (0, 2.5, 4.5) la ecuaci´on a resolver es:

0,8∆yk + 0,3∆uk − ∆rk = 0,4(∆ŷk − ∆rk) (31)

lo que resulta, despejando∆uk en (31), en el contro-
lador dado por la acci´on de control (32):

∆u
(V EL1)
k = −1,33∆yk + 2∆rk (32)

En el caso del modelo local en el punto de operaci´on
(0,5.3572,7.5) resulta:

1,3∆yk + 0,3∆uk − ∆rk = 0,4(∆ŷk − ∆rk) (33)

∆u
(V EL2)
k = −3∆yk + 2∆rk (34)

Integración de controladores locales por velocidad.
La teorı́a de planificaci´on de ganancia por velocidad
(19) lleva a un controlador global del sistema como
combinación de los anteriores:

∆u
(V EL)
k = µ1∆u

(V EL1)
k + µ2∆u

(V EL2)
k (35)

dondeµ1 y µ2 están, de nuevo, por definir y podr´ıan
ser, por ejemplo, las funciones de pertenencia identifi-
cadas.

El modelo del sistema (20) puede escribirse de forma
incremental:

∆yk+1 = 0,0875∆y2
k + 0,3625∆yk + 0,3∆uk (36)

donde los incrementos se definen como en todas las
linealizaciones por velocidad hasta el momento y
∆y2

k = y2
k − y2

k−1. Sustituyendo dicho modelo en las
especificaciones (30) puede obtenerse directamente el
controlador no lineal que obtiene exactamente el obje-
tivo previsto:

∆u
(INC)
k = −0,2917∆y2

k + 0,1250∆yk + 2∆rk

(37)
Como ya se vio en el apartado anterior, desde el sis-
tema de ecuaciones formado por (35) y (37) (teniendo
en cuenta condici´on de partici´on borrosaµ1+µ2 = 1)
podremos despejar las pertenencias adecuadas para
una correcta interpolaci´on:

µ
(INC)
1 (yk, yk−1) =

−0,2917∆y2
k + 3,1250∆yk

1,6667∆yk

µ
(INC)
2 (yk, yk−1) = 1 − µ

(INC)
1 (yk, yk−1)

(38)

La ecuaci´on deµ
(INC)
1 tampoco corresponde a una

interpolación lineal de controladores. Sin embargo, al
deshacer los incrementos y simplificar (haciendoy2

k −
y2

k−1 = [yk + yk−1][yk − yk−1]) se obtiene:

µ
(INC)
1 (yk, yk−1) =

−0,2917(y2
k
− y2

k−1
) + 3,1250(yk − yk−1)

1,6667(yk − yk−1)
=

=
−0,2917(yk + yk−1) + 3,1250

1,6667
(39)

que en el caso de una discretizaci´on apropiada en la
que los incrementos sean lo suficientemente peque˜nos
eyk u yk−1 corresponde a:

µ
(INC)
1 (yk, yk−1) =

−0,2917(yk + yk−1) + 3,1250
1,6667

u

u= −0,35yk + 1,8750
(40)

que es una funci´on lineal con valor 1 eny(k) = 2,5 y 0
eny(k) = 5,3572, idéntica a la funci´on de pertenencia
identificada, lo que nos indica que la interpolaci´on con
las funciones de pertenencia lineales (identificadas)
será una buena opci´on con estos controladores. Esto es
debido a que la linealizaci´on por incrementos, al hacer
desaparecer el t´ermino independiente de los modelos,
convierte los modelos locales afines de TS en modelos
locales homog´eneos de TS que se pueden interpolar
sin problemas de la forma propuesta por estos modelos
borrosos, pero que no aproximan funciones correcta-
mente sin el marco adicional de las linealizaciones por
velocidad.

Evaluación del rendimiento. La tabla 4 resume los
resultados de las simulaciones realizadas con el con-
trolador por velocidad propuesto (en comparaci´on con
los locales en los puntos de operaci´on y el teórico
no lineal) y, en aquellos casos en los que aparece un
error en régimen permanente, un nuevo controlador
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ACCIÓN DE CONTROL

EXPERIMENTO u
(V EL1)
k

u
(V EL2)
k

u
(V EL)
k

u
(INT )
k

u
(INC)
k

A. Entorno de P1 (figura 9). Peque˜noep Granep Correcto - Correcto

B. Entorno de P2 (figura 10). Granep Peque˜noep Correcto - Correcto

C. Zona intermedia (figura 11). Granep Granep Correcto - Correcto

D. Salto deP1 a P2 (figura 12). Granep Granep Peque˜noep Elevadote Correcto

E. Salto deP2 a P1 (figura 13). Granep Granep Peque˜noep Sobreoscilaci´on Correcto

Tabla 4. Comportamiento, en experimentos a lo largo del rango de operaci´on, de los con-
troladores por velocidad dise˜nados (ep=error de posici´on,te=tiempo de establecimiento).

u
(INT )
k con un incremento de acci´on de control debido

a acción integral∆uINT
k = Ki(r(k)− y(k)) (conKi

peque˜na) sumado al incrementou(INC)
k de la ecuaci´on

37. Todas esta simulaciones de la evoluci´on temporal
de la salida del sistema se pueden observar en las
figuras 9 a 13. Las familias de controladores por
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Figura 9. Experimento A. Control por velocidad en el
entorno deP1: punto inicial 2.5, punto final 2.6.
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Figura 10. Experimento B. Control por velocidad en el
entorno deP2: punto inicial 5.3572, punto final
5.2572.

incrementos propuestas superan en todos los casos de
peque˜nas variaciones a las familias de controladores
en los puntos de operaci´on (figuras 4 a 8) y por eso
será el controlador m´as apropiado para el sistema,
ya que esta ser´a la forma habitual de operaci´on del
sistema. En aquellos casos en los que aparecen errores
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Figura 11. Experimento C. Control por velocidad en
el entorno de un punto intermedio: punto inicial
3.9, punto final 4.
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Figura 12. Experimento D. Control por velocidad de
P1 aP2: punto inicial 2.5, punto final 5.3572.

de posición, éstos se pueden subsanar con la adici´on
de acción integral.

6.3 Linealizacíon por incrementos parcial.

El controlador elegido (37) est´a basado tan solo en las
variaciones incrementales de la variables, lo que puede
llevar a una situaci´on en la que un error inicial en el
seguimiento de una referencia constante (debido, por
ejemplo, a unas condiciones iniciales no adecuadas)
no sea nunca subsanado. Este error en r´egimen per-
manente se elimina f´acilmente aplicando una acci´on
integral en paralelo con el controlador dise˜nado de la
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Figura 13. Experimento E. Control por velocidad de
P2 aP1: punto inicial 5.3572, punto final 2.5.

forma comentada en el apartado 5, pero que habr´a que
ajustar experimentalmente.

Otra opción más elegante que se propone aqu´ı consiste
en rehacer el criterio de dise˜no para que aparezca
explicitamente la acci´on integral, adem´as de los incre-
mentos, mediante alguna medida del error en el segui-
miento de la referencia. Esto se puede hacer partiendo
de la especificaci´on (21) y restandoyk a ambos lados
(en lugar de tomar incrementos en todas las variables,
con lo que se llegar´ıa a (30)) se obtiene una expresi´on
(41) equivalente a (30) en la que se explicita el error de
seguimiento de la referencia, con lo que solo se hace
una linealizaci´on por incrementos parcial.

ŷk+1 − rk = 0,4(ŷk − rk)
⇓

ŷk+1 − ŷk − rk = 0,4(ŷk − rk) − ŷk

⇓
∆ŷk+1 = (1 − 0,4)(rk − ŷk)

(41)

Por tanto, dado un modelo incremental gen´erico de la
forma∆ŷk+1 = pi∆uk + qi∆ŷk, la acción de control
se podrá calcular para cada controladori despejando
como en

pi∆uk i + qi∆ŷk = (1 − 0,4)(rk − ŷk)
⇓

∆uk i =
1 − 0,4

pi
(rk − ŷk) − qi

pi
∆ŷk

(42)

La figura 14 muestra como un controlador dise˜nado
con la linealizaci´on parcial por incrementos propuesta
siempre tiene el mismo comportamiento a lo largo de
todo el rango de funcionamiento del sistema (entre
ambos puntos de operaci´on). Ası́ pues, supera tanto al
controlador por planificaci´on de ganancia tradicional
como al controlador por velocidad que mostraba el
mejor comportamiento en el ejemplo anterior.

7. CONCLUSIONES

En este art´ıculo se han revisado las t´ecnicas de pla-
nificación de ganancia para familias de modelos LPV,
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Figura 14. Funcionamiento de todos los controladores
a lo largo de la zona de trabajo.

investigando cu´ales de ellas permiten una f´acil adap-
tación a los modelos borrosos (u otro conjunto de
modelos lineales locales que describan un sistema no
lineal).

Por su sencillez y filosof´ıa de división del problema
en subproblemas conservando la continuidad con los
métodos lineales de dise˜no, son especialmente apli-
cables los controladores basados en modelos LPV en
puntos de operaci´on, aunque el t´ermino independiente
de los mismos puede conllevar algunos problemas.

El diseño por velocidad mantiene las ventajas ante-
riores y sin restricciones al respecto de la t´ecnica de
diseño de controladores que se haya de emplear (los
términos independientes han desaparecido). Adem´as
la planificación de ganancia basada en la velocidad
proporciona un marco de an´alisis y dise˜no con un
único tipo de linealizaci´on. Adicionalmente, el con-
trolador no lineal que resulta es v´alido en todos los
posibles puntos de funcionamiento de la planta, no
solo en la vecindad de los puntos de equilibrio.

Por otra parte, los m´etodos que emplean las LMIs
permiten desarrollar de forma sencilla controladores
globales estables para el sistema, aunque m´as conser-
vadores que los anteriores.

Además, en el art´ıculo se han analizado qu´e paradig-
mas de modelos borrosos y metodolog´ıas de identi-
ficación son los adecuados para aplicar las referidas
técnicas de control. Algunos aspectos como el trata-
miento del cambio de punto funcionamiento y las dis-
tintas alternativas de interpolaci´on también han sido
discutidos.
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