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caracterizacion del equilibrio

En este articulo se estudia una familia de juegos infinitos y se caracteriza, en dos sentidos diferentes, cudndo se da el equilibrio.
El trabajo estd escrito para ser aprovechado directamente en el aula, por eso se realiza el estudio desde casos sencillos y parti-
culares y se conduce al lector hacia una primera generalizacion. Obtenida la primera solucion general, se discute su aplicabili-
dad real y se propone otra generalizacion, diferente a la primera, en consonancia con la realidad. Esta segunda generalizacion
requiere de la introduccién del concepto de apuesta y de la caracterizacién general de juego justo o equilibrado.

In this article we study a family of infinite games and its equilibrium characterization, in two different senses. The work is written
to be taken advantage directly in the classroom, because the study is realized from simple and particular cases and one leads the
reader towards the first generalization. Once obtained the first general solution, its application is discussed and one proposes ano-
ther generalization, differently from the first one, in agreement with the reality up. This second generalization requires the intro-
duction of the concept of bet and of the general characterization of just or balanced game.

L os juegos han formado parte de la vida del hombre desde
tiempos inmemoriables. Esto ha sido asi porque el hombre se
ha sentido atraido y fascinado tanto por la componente ladi-
ca como por el desafio intelectual que siempre posee cual-
quier tipo de juego. Si buscamos los juegos en nuestras horas
de ocio, entonces, ;por qué ignorar (e incluso despreciar) los
juegos en la vida académica? Tal vez algunos docentes estardn
pensando que esto es exagerado, pero repasemos nuestras
programaciones (fuera de asignaturas singulares como Taller
de Matemadticas). ;Cudantas de ellas contienen siquiera un epi-
grafe dedicado al estudio de juegos? ;Y al estudio de su equi-
librio o equidad? Al menos las unidades didacticas de azar y
probabilidad deberian detenerse a realizar dicho estudio para
juegos sencillos.

El hombre se ha sentido atraido
y fascinado tanto por la
componente lidica como por el
desafio intelectual que siempre
posee cualquier tipo de juego.

El objetivo de este trabajo es, utilizando matematicas elemen-
tales propias de un curso de bachillerato, analizar la equidad

de una familia de juegos caracterizados por las siguientes
reglas:

R1: Tratarse de juegos que en principio pueden durar un
tiempo infinito y consistentes en alcanzar un objetivo comin
para todos los participantes, que una vez alcanzado por un
jugador se produce el fin del juego.

R2: Los jugadores (en un namero finito, pero arbitrario) par-
ticipan segtin un cierto orden preestablecido.

R3: El resultado de la participacién del jugador i-ésimo no
influye en el resultado del resto de los jugadores.

Ejemplos de este tipo de juegos son muy variados. El mas sen-
cillo es el torneo consistente en hacer blanco en una diana, a
la cual, por turno, lanzan los participantes. Hay muchos mas
juegos identificables directamente con estas reglas, y otros,
como por ejemplo el parchis, que en una de sus fases puede
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convertirse en un juego de la familia que acabamos de descri-
bir. En efecto, si jugando con un dado cubico, los cuatro (o
menos) jugadores del parchis se sittian con su dltima ficha en
alguna de las cinco ultimas casillas de la llegada, entonces
comienza un juego como el descrito bajo las reglas R1-R3,
donde, si no consideramos el privilegio que puede suponer
poseer un turno por delante de otro rival, todos los jugadores
tienen la misma probabilidad de ganar: 1/6. Obsérvese que en
el caso del lanzamiento a la diana, las probabilidades de acier-
to de cada jugador no tienen por qué ser iguales ya que depen-
den de la destreza de cada competidor. Ademds el turno esta-
blecido a priori también puede arrojar ventajas. Estas casuis-
ticas y otras serdn estudiadas en este trabajo, para caracterizar
cuando un juego regido por las reglas anteriores es equilibra-
do, y cémo podemos introducir las condiciones deseables de
equilibrio mediante la posibilidad de apostar cantidades dife-
rentes.

Lo que sigue aborda el estudio mencionado y estd escrito de
forma que pueda ser aprovechado en el aula. En este sentido,
primero analizaremos algunos casos sencillos y posterior-
mente motivaremos y resolveremos diferentes generalizacio-
nes del problema. La primera generalizacién serd puramente
matematica y en ese sentido es muy natural. Llevada al aula
proporciona una situacién donde poner en practica el proce-
so de generalizacion. El analisis de su validez practica debe
arrojar una interesante discusién, que conduzca a una genera-
lizacion diferente y mds realista. Para terminar, y con el obje-
to de proporcionar una metodologia de implantacién en aula
de las ideas desarrolladas, y dado que en muchas situaciones
puede no resultar adecuado utilizar la idea de apuesta, hemos
ideado un estudio de equilibrio basado en un juego que se
desarrolla con dados platénicos.

Estudio de los primeros casos particulares

Para fijar ideas, consideremos el caso particular en que dos
jugadores, A y B, lanzan a un blanco segun el orden estableci-
do (reglaR2): A -B-A-B-A— .. ie, primero lanza A4, y
si falla, luego lanzard B (en caso contrario, el juego habrd aca-
bado y el ganador serd A), si falla, después lanzara A (en otro
caso, se habrd acabado el juego, siendo B el vencedor), y asi
sucesivamente. Tedricamente, si ambos jugadores van fallan-
do, el juego puede continuar indefinidamente (regla R1). Si
denotamos por ps € (0, 1), (g4 = 1 — pa) y g las probabilida-
des de que A acierte (falle) y B falle en un lanzamiento, res-
pectivamente, y por P(A) la probabilidad de que A gane el
juego, entonces utilizando la propiedad de aditividad de las
probabilidades de la unién de sucesos disjuntos, asi como la
independencia de cada uno de los sucesos descriptores (al no
influir el resultado del lanzamiento de un jugador en el resul-
tado del lanzamiento de otro jugador, i.e., se satisface la regla
R3), se tiene

2
P(A)=pa+d4adsPa +(quB) pate (1)
£A

(1) ———— | ——
(2) (3)

obsérvese que en la expresion anterior:

(1): indica que A acierta en su primer lanzamiento y el
juego se acaba.

(2): indica que A y B fallan en su primer lanzamiento y A
acierta en su segundo lanzamiento, con lo que se con-
cluye el juego.

(3): indica que ambos jugadores fallan en las dos primeras
rondas y en su tercer lanzamiento A acierta, finalizan-
do el juego.

P(A) puede calcularse desde (1), al tratarse de una progresion
geométrica de razén qa gz € (0, 1) y semilla p4

P(A)Z% (2)

Para calcular la probabilidad P(B), de que B gane el juego, no
es necesario plantear y sumar la correspondiente serie geo-
métrica, a saber,

2
P(B)=q,ps+ 9,495 quB+(quB) qupst- (3)

ya que, como (en tiempo infinito) alguno de ambos jugadores
debe ganar, se cumplird

P(B)=1-P(A) (4)

sustituyendo (2) en (4), y simplificando

q.p
p(B):L (5)
1-g,49,

tal y como puede comprobarse sumando la serie geométrica
de razén g gz y término inicial g4 ps, dada en (3).

Dado que A es quien empieza la ronda, a priori, la intuicién
nos indica que A tendrd ventaja sobre B. ;O no? Pero la intui-
cién también nos indica que si A es peor tirador que B, puede
que no haya tal ventaja. ;Cudnto mejor jugador debe ser B
para que este juego sea justo, i.e., para que ambos tengan la
misma probabilidad de ganar?



Es claro por (4) que basta exigir que P(A) = 0,5, por lo que de
(2) se tiene

1 1
P(A)=-& Pa =—© py—p,=psPs (6)
2 1-q,q; 2

Obsérvese que la ultima relacién estd en consonancia con
nuestro sentido comun: se debe cumplir que pg > pa (en caso
contrario llegariamos a un absurdo, al obtener probabilidades
negativas). Finalmente de (6) se concluye

Si asociamos a (7) la funcién

X
(x)=——
Y 1-x

sobre el dominio x € (0, 1), obtendremos algunas conclusiones
maés. En efecto, como

f(0)=0; f' ) =(1=x)" >0;lim f (x)=+eo

para que pg € (0, 1), se debe tener que p4 € (0, 1/2) (véase
figura 1).

P

Figura 1. El problema para dos jugadores

Resumiendo, para que este juego de dos jugadores sea justo,
debemos establecer el orden A —B—-A - B - A — ..., siendo A
el peor tirador, pero ademds las probabilidades p4 y ps de
acierto de ambos jugadores deben seguir la siguiente relacion
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= Pa_ siendo pAe(O,%) 9)

En la tabla 1 se han generado valores racionales, segtn la rela-
cién (9).

ba yZ:}
1/10=9/90 1/9=10/90
2/10=4/20 1/4=5/20
3/10=21/70 3/7=30/70
4/10=12/30 2/3=20/30

Tabla 1. Algunos valores de p, y pp

Analicemos ahora el caso en que el juego se desarrolla con
tres jugadores A, By C, segin el orden A—B-C-A-B-C-A-...

Utilizando la correspondiente notacién introducida en el caso
de dos jugadores se tiene

2
P(A)=p,+ 4495 4cPa +( 4495 qc) Pate=

R
1- 4,445 49c

Para proceder al célculo de P(B) no es necesario plantear la
serie geométrica correspondiente

2
P(B)= quPs+ 9445 9c qu3+(quB qc) qaPpt

ya que B ganard cuando A haya fallado en su primer lanza-
miento (lo cual sucede con probabilidad g4), y una vez esto ha
sucedido, el problema es el mismo que el resuelto para 4, i.e.,
es como si empezase el juego y fuese B el primero en lanzar,
con lo que su probabilidad de ganar serd la misma que la
hallada en (10), pero sustituyendo p4 por pg, es decir,

q. P
P(B)=q,—L2 -2 (1)
A
1-9.9:,9. 1-4,9;49

Finalmente, como es seguro que alguno de los tres jugadores
ganard,

p(C)zl—p(A)—p(B)z% (12)
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Para que el juego sea justo los tres jugadores deben tener la
misma probabilidad de ganar (y de perder) y debe valer 1/3.
Para que esto se satisfaga hay que exigir de (10) y (11)

Pa _ l

1-9.9549c 3
94 Ps _ l (13)

1-4q.4954c -3

pues asi, se tendrd también que P(C) = 1/3.

De (13) se deduce

3p, 1-9.9,9.
3.0 = 1-4,49;59c

=3p,=3q, Py= Py = 1 Pa (14)

T FPa

como era légico esperar: para que el juego sea justo para tres
jugadores, en primer lugar debe serlo comparando el primer
jugador con el segundo, y se ha visto antes que se debe cum-
plir (7), que es precisamente la condicion deducida en (14).
Un razonamiento intuitivo andlogo nos conduce a que

pe=-L2— (15)

para que el juego sea justo entre los jugadores By C (y por
transitividad entre los tres jugadores A, By C). La condicién
(15) se deduce matemdticamente de igualar (11) y (12).
También de (14) y (15) se tiene la relacion entre las probabili-
dades de acierto de A y C:

__ Pa
=—£2— (16
Pc 1-2p, (16)

Como veremos mads adelante, el factor 2 en (16) puede rela-
cionarse con el orden relativo entre los jugadores A y C esta-
blecido en los turnos de tiro.

Como en el caso de dos jugadores, todavia debemos de anadir
algunas condiciones mas para que todas las deducciones ante-
riores tengan un sentido matemadtico correcto. Sin embargo,
primero observemos que como en el caso de dos jugadores, el
turno A — B — C debe estar dado por el orden de peor jugador
a mejor jugador, tal y como nos indica no sélo la intuicién,
sino también (14) y (15). En efecto, vedmoslo desde (15), por
ejemplo:

Ps
1-py

={a,=1-p,el01l}= p,<pc. (17)

= Ps Z(I_PB)PC =

Falta por determinar los intervalos permitidos para la varia-
cién de pa y ps, para que estén bien definidas las relaciones
(14) y (15). Por el mismo razonamiento que en el caso de dos
jugadores

si ppe (0,%):}» pc€(0,1) (18)

y apoyandonos en (7) se tendra

si p, € (0,%): pBe(O,%) (19)

Resumiendo, para el caso de tres jugadores A, By C, el turno
debe ordenarse de peor a mejor jugador, digamos, A-B-C,
teniendo las probabilidades p4, pry pc de acierto de cada juga-
dor la siguiente relacién

Pa_ p =P donde

1-p, 1-p,

1 1
P4E (O,g), Vs € (O,E)y Pc€ (0,1) (20)

Pp

En la tabla 2 se han generado distintos valores racionales
segun las condiciones dadas en (20).

Pa PB pc

1/10=36/360 | 1/9=40/360 | 1/8=45/360

2/10=12/60 | 1/4=15/60 | 1/3=20/60

3/10=42/140| 3/7=60/140 |3/4=105/140

Tabla 2. Algunos valores de Py Pg pr

El caso general

Abordamos ahora el caso general del problema introducido,
es decir, un torneo de N jugadores A, A,, ..., Ay que compiten
(segun el orden A; — A, ... — Ay — A; ...) por hacer blanco en
una diana, siendo pj, po, ..., pn las probabilidades respectivas
de acertar en un lanzamiento cualquiera (g; = 1 - p; serd



entonces la probabilidad de fallar un lanzamiento para cada
jugador A; con 1 < i< N). Como antes denotaremos por P(A;)
1< i< N, la probabilidad de que gane el jugador A;. A conti-
nuacién estudiaremos bajo qué condiciones el juego asi plan-
teado es equilibrado. El andlisis que sigue es una extension del
realizado antes para N = 2 y N = 3. Si denotamos por

N

r=4q, ..-qy ZHqi (21)

i=1

entonces
P(A) = p+rp+rip+.. = 1191
-r
P(Az) = 4 2
1-r
P(4;) = qlq21p3
-r
P(AN) = q: qN—llp_N
es decir,

i-1
P(A,) =1’j—iqu,, 1<iSN (22)
j=1

Para que el juego sea justo,

1 ) .

P(A))=—, Vi:1<i<N (23)

N

Imponiendo la condicién (23) en (22) se tiene
p. i—1 p i
P(A)=—"]]q,=~]]4,=P(A..), 1<iSN-1
1-7r 1-r3

y simplificando (y trasladando una unidad el indice)

P P

Vi:2<i< N (24)
9o, 1-p,

b;

que corresponde para N = 2 a la relacién (7) y para N = 3 a las
relaciones (14) y (15). Obsérvese que como en (16) podemos
establecer la expresién que relaciona p; y p;,
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D2 bPis
@) pia l-py __po @ _1-p,
S lep, 1-P2 1-2p, 12 P
—Pis 1-p.,
—_ Pz _ . _ P
1-3pi, 1-(i-1)p,

Para N = 2 e i = 3, esta tlltima expresion equivale a (16). Por lo
tanto, existe una expresion sencilla entre la relaciéon que
deben seguir las probabilidades de hacer diana en un lanza-
miento concreto del jugador que tira en la i-ésima posicién y
el que tira en primer lugar (que es el peor jugador). Y en gene-
ral, también se puede establecer dicha relacion entre dos juga-
dores cualesquiera del torneo.

Por un argumento analogo al realizado para deducir los inter-
valos de variacion de py, psy pc en (18) y (19) se tiene

1 1
si pel0,— |= pe|ld,— |=..=>
pe(oxc ) pelo5)

1
> pell——— |=>..=> € (0,1 25
b ( N—i+1) Pn (0,1) (25)

Nadie jugaria con un jugador
claramente mejor si, a cambio,
no ve compensado el riesgo de
perder su apuesta con una
atractiva cantidad de dinero
mayor que la que arriesga.

Una generalizacion distinta, pero mas realista

El estudio realizado hasta el momento tiene un sabor muy
matematico, y en ese sentido creemos que tiene su interés,
pero es poco prictico desde el punto de vista de la realidad. En
efecto, si queremos que un juego como el descrito sea justo,
no podemos preestablecer las probabilidades que deben tener
los lanzadores para poder jugar, porque su punteria es una
cualidad que nos viene dada por la pericia de cada jugador,
por lo que no es realista suponer que las condiciones (24)
junto a (25) las vayan a cumplir los participantes asistentes a
la convocatoria de un torneo que pretendemos sea equilibra-
do. ;Como adaptarnos a esta nueva situacién?

La respuesta natural la encontramos introduciendo el con-
cepto de apuesta. En efecto, asignadas las probabilidades p;
con 1 < i< N (a partir de los datos histdricos de los torneos
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donde ha participado cada jugador) éstas se deben ponderar
con una cierta cantidad d;, 1 < i < N, que apostara cada juga-
dor para compensar sus diferencias de punteria (nadie jugaria
con un jugador claramente mejor si, a cambio, no ve compen-
sado el riesgo de perder su apuesta con una atractiva cantidad
de dinero mayor que la que arriesga). Quien tenga mas punte-
ria deberia apostar mas (es decir, arriesgar mds) al tener a prio-
ri mayores posibilidades de ganar. Pero, ;cudl debe ser el valor
de d;, en cada caso, para que el juego sea justo? Obsérvese que
este enfoque si es realista, porque la cantidad d; estd a nuestro
servicio y la podemos elegir antes de comenzar el torneo.

Antes de realizar el estudio, recordemos algunos resultados
que utilizaremos posteriormente (véase pag. 17, Cortés,
2001).

Consideremos un juego de apuestas donde sélo se pueden
dar los siguientes sucesos: A;, Az, ..., Ax disjuntos dos a dos
(esdecir Ain A; =D Vi, j: 1<i,j< Nolo que es equivalente,
ningun par de estos sucesos puede darse simultineamente),
cada uno de los cuales se produce con probabilidad P(A))
para 1 <i< N de modo que

y supongamos que vinculados a cada una de estas ocurrencias
Aj, la banca realiza los correspondientes pagos/cobros d; para
1 < i< N, respectivamente. Desde la perspectiva del jugador
que apuesta,

>0 sieljugador recibe d; euros al producirse el suceso A,

<0 sieljugador paga d, euros al producirse el suceso 4,

entonces, la variable aleatoria discreta X que representa la
ganancia/pérdida del jugador que apuesta tiene como media

E(X)zzdipi (27)

y puede interpretarse como la ganancia/pérdida esperada al
apostar en el juego. Asi, se tienen las siguientes posibilidades:

=0 = Eljuego esjusto o equilibrado (28)
E(X) es
>0 = Favorece al jugador

<0 = Favorece alabanca

#0 = Eljuego es injusto {

d,=4=0 sieljugador no recibe nada al producirse el suceso 4, (26)

Adaptemos estos resultados a nuestro problema. Denotemos
por D el montante total de las apuestas (que se fijara al prin-
cipio de la competicién, como suele hacerse habitualmente)

D= idi (29)

entonces si G;, 1 < i < N representa la ganancia/pérdida del
jugador i-ésimo para que el juego sea justo se deberd cumplir

0=E[G,]=(ganancia(4, ))Probab(ganar A, )+
+(pérdida(A, ))Probab(perder A, ) =

:(;N;di ]P(Al)_dl(l'P(Al)):DP(Al)_dl

despejando y sustituyendo el valor P(4;) calculado en (22), se
tiene

d, =D (30)
1-r

donde r estd dado por (21).

En general, para el jugador i-ésimo se tiene que para que el
juego sea justo

0=E[G,]= idi P(A)-d,(1-P(A))=

j#i

:(idi ]P(Ai)—dl. ~DP(A)-d,

de donde utilizando (22), se tiene

i—1
d,=DLJ]q, 1<isN (31)

—ria

siendo

N
F=Hqi, q,=1-p, (32)
i=1

Por lo tanto, (31) — (32) caracterizan cuando el juego es equi-
librado. Obsérvese que ahora los valores p;, 1 < i< N, no estan



sujetos a ninguna restriccion tipo del (25), por lo que la gene-
ralizacion realizada en este apartado no abarca la desarrolla-
da en el epigrafe anterior, es decir, es matemdticamente dife-
rente, porque no se obtiene aquélla como un caso particular
de ésta, pero si es mds rica al ser mas realista desde el punto
de vista practico.

Una metodologia de actuacion en el aula

Muy amablemente, los asesores de la revista que revisaron
este trabajo nos aconsejaron, de cara a la introduccién en el
aula de las ideas antes expuestas, que pensdaramos una meto-
dologia de actuacion que evitara la utilizacion del juego de las
dianas y el uso de apuestas en efectivo.

Gracias a esta iniciativa de los asesores pensamos que debe-
rfamos utilizar un material que realistamente estuviera dis-
ponible en cualquier centro educativo y que, ademas, la
obtencidén de cualquier resultado no dependiera de la pericia
de cada jugador, como ocurre en el caso de las dianas.

Aunque se nos ocurrieron diferentes versiones de juegos, casi
todos ellos estaban basados en el uso de dados y monedas, y
ello nos ha conducido a presentar una forma constructiva de
proponer el problema a nuestros alumnos, que describimos a
continuacién.

Por simplicidad, explicaremos el juego para dos jugadores A y
B, pero al igual que el estudio realizado con anterioridad,
puede extenderse a mas jugadores. El juego consiste en alcan-
zar un objetivo: gana quien consiga antes un numero, por
ejemplo, el 6, al lanzar un dado ctbico. Si proponemos este
juego a nuestros alumnos, seguramente, después de que prac-
tiquen un rato y vayan anotando quién gana mas veces, pron-
to observardn que el primero en lanzar tiene ventaja. De
hecho, si les invitamos a que realicen el estudio aprovechando
las ideas anteriores, como ahora p4 = pg = 1/6 segun (2) y (4):

1

65 2 =1_61>1_51
12

6

por lo que, siguiendo el razonamiento expuesto en la segunda
seccidn, para que el juego sea justo, segun (9) se debe satisfacer

P(A)= =P(B)

=

1]
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¢Podemos introducir un resultado sobre el dado ctbico que
equilibre el juego para el jugador B cuando A gana al obtener
un 6 (o cualquier otro niumero de los seis)? No parece viable
(y luego justificaremos que asi es cuando, sobre un dado ctibi-
co, A apuesta a un Gnico nimero). Para evitar la introduccién
de apuestas podemos sugerir que cambien de tipo de dado (en
el mercado del material educativo se pueden adquirir multi-
tud de tipos de dados). Conduciremos asi a nuestros alumnos
a una interesante pregunta, que les llevard de forma natural a
responder cuestiones relativas a la Teoria de Nuumeros, mas
concretamente a la divisibilidad. Invitemos a considerar dife-
rentes tipos de dados, de los que podamos disponer en el cen-
tro (tetraédricos, octaédricos, ...) y propugnemos un analisis
analogo al anterior. Como paso final, si se dan las condiciones
oportunas de asimilacién del problema, algunos alumnos
pueden llegar a considerar, guiados por nosotros, el caso
general: un dado con m caras, de modo que el jugador A gana
si obtiene por primera vez alguna de las a < m caras y el juga-
dor B gana si por primera vez consigue alguna de las b < m
caras en su turno. La condicién de equilibrio del juego, esta
dada por (9), y en este caso es

siendo pA=£e(O,l) (33)
m 2

Tendremos que tener en cuenta la restriccion

O<a<|:m]
2

siendo []la parte entera y & un nimero entero. Como busca-
mos introducir una apuesta para B (basada no en dinero sino
en un subconjunto de caras del dado de entre las m caras) y
claramente pp = b/m, segtn (33) se debe satisfacer que

b a m-a
_= :}b:
m m—a m-—a

siendo

be(O,m)yO<a<|:%] enteros (34)

La respuesta a esta cuestion de Teoria de Numeros puede
hacerse en el aula a través de una estrategia de ensayo y error,
recopilando ordenadamente los resultados en una tabla (véase
tabla 3). Por ejemplo, si fijamos m = 20 (dado icosaédrico), si
el jugador A apuesta a obtener a = 4 niimeros de sus 20 caras,
y el jugador B a obtener b = 5 niimeros de sus caras (los cua-
les pueden incluso coincidir con los de A, porque las tiradas
arrojan resultados independientes), el juego serd equilibrado,
pues en este caso:
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4 5
Pa=h0 P

y se satisfacen las condiciones dadas en (34). Curiosamente,
mientras los dados tetraédrico y octaédrico no admiten un
juego justo de estas caracteristicas, el dodecaédrico admite
dos posibles soluciones. Los otros dos dados platdnicos tni-
camente proporcionan una solucion.

El estudio de un juego y su
equilibrio requerird el uso
conjugado de herramientas
de Probabilidad, Andlisis,
Algebm, etc.

IN.° caras del lado| N.°carasalas | N.°carasalas
m que apuesta A | que apuesta B
4 No puede haber un juego justo
6 2 3
8 No puede haber un juego justo
12 3 (4) 4 (6)
20 4 5

Tabla 3. Construccién en el aula de juegos
justos a través de dados

Conclusiones

Este trabajo pretende aportar el estudio y caracterizacion del
equilibrio de una familia de juegos regidos por las reglas R1-
R3. El articulo esta escrito para ser aprovechado en el aula, ya
que en él se afronta el problema desde sencillos casos parti-
culares hasta la generalizacion, realizdndose ésta desde dife-
rentes perspectivas. La primera, mds natural desde el punto
de vista matemadtico, deberia servir para discutir su validez en
la prictica y conducir de forma natural a buscar otro tipo de
enfoque, que también generalice el problema y se adapte a la
realidad, surgiendo asi la segunda generalizacion.

Las matemadticas que se requieren para abordar el problema
son las propias de un curso de bachillerato y muestran el
cardcter intertematico, dentro de la propia Matematica, cuan-
do se desea estudiar problemas cercanos a la realidad. En este
caso, el estudio de un juego y su equilibrio requerira el uso
conjugado de herramientas de Probabilidad, Andlisis (suma
de series geométricas, comportamiento de funciones a partir
de sus graficas), Algebra (resolucién de ecuaciones, sistemas,
inecuaciones), etc. M
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