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Las ecuaciones difusas juegan un papel importante en muchas disciplinas, ya que
nos permiten describir sucesos de forma mas sencilla que con la légica booleana. Por
ejemplo, seria dificil definir un conjunto cuyos elementos estén formados por los nimeros
mucho mayores que la unidad.

Este trabajo se centra sobre el estudio de nimeros difusos y de ecuaciones donde las
constantes y soluciones son de esta clase de nimeros. Se resolveran dichas ecuaciones
mediante los métodos iterativos de Newton y Steffensen, previamente adaptados a este
tipo de conjuntos. Ademas, también se presenta la ecuacion logistica difusa, que permite
el estudio de la evolucién del niimero de individuos en una poblacién con incertidumbre.
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Capitulo 1

Introduccion.

En muchas ocasiones, la légica binaria usual no es suficiente para modelar la manera
en que las personas resuelven sus problemas cotidianos. Por ejemplo, el conjunto de los
seres vivos claramente incluye a los perros, gatos, pajaros, etc., pero elementos como las
virus tienen un status bastante ambiguo sobre su pertenencia a este conjunto . Lo
mismo pasa con los nimeros reales mucho mayores que 1: jpertenece el nimero 10 a
este conjunto? Lo cierto es que este tipo de cuestiones no se pueden responder con los
conjuntos o clases usuales que se utilizan en Matematicas.

Es por eso que, en 1965, surgié lo que se conoce como la teoria de conjuntos difusos:
un elemento no solo puede pertenecer o no a un conjunto, sino que lo puede hacer
parcialmente. Para ello, Lotfi Asker Zadeh (1921-2017), matemadtico estadounidense de
origen irani, propuso en (5| la ultilizaciéon de una funcién de pertenencia, con un rango de
valores en el intervalo [0, 1]. De esta forma, un elemento podria pertenecer parcialmente
a un conjunto con un cierto grado de pertenencia. Esto nos permitiria decir, por ejemplo,
que los virus pertenecen en un 50 % al conjunto de los seres vivos.

Zadeh propuso también una serie de operaciones algebraicas definidas alrededor de
esta logica, y demostré que no era més que una generalizacién de la logica booleana.

i4

1.1. Conjuntos difusos

Hoy en dia, existe una extensa literatura sobre la teoria de conjuntos difusos. Por
ejemplo, en se desarrolla toda la teoria que gira entorno a los ntmeros difusos,
mientras que en el libro Fuzzy Sets and Systems se explican los conjuntos difusos
de forma mas general, sin detenerse solamente en los nimeros. Todos ellos trabajan
sobre un conjunto inicial X al que llaman universo y sobre el que definen la logica difusa
y sus respectivas operaciones. Este trabajo se centrara exclusivamente en el estudio de
la logica difusa sobre el conjunto de los nimeros reales, por lo que aunque se daran
algunas definiciones mas generales, sera conveniente pensar que X = R.

Definicién. Un conjunto difuso sobre un conjunto dado X (universo) esta definido
por su funcién de pertenencia p : X — T C [0,1], de forma que estd dnicamente
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caracterizado por los pares (z, u(z)) para cada = € X. El valor u(x) representa el grado
de pertenencia de x al conjunto difuso.

Ejemplo 1. Si se considera T = {0, 1}, se obtiene la definicién booleana de subconjunto
en la teoria de conjuntos. Aqui u representa la funcion caracteristica de este subconjunto.
Asi pues, si consideramos un subconjunto A de un conjunto dado X, entonces cualquier
punto x € X pertenece o no pertenece al conjunto.

Ejemplo 2. Sea T = [0,1]. Este es el ejemplo bésico de légica difusa. Siguiendo la
misma notaciéon que el ejemplo anterior, ahora x puede pertenecer a A en un rango
dentro de [0, 1]. Se podria decir que

» u(z) =1 — z pertenece a A.
» 4(z) =0 — z no pertenece a A.

» u(z) =c € (0,1) — =z pertenece parcialmente a A con un grado de pertenencia
c.

Si no se especifica lo contrario, a partir de ahora se considerara que la funcién de

pertenencia de un conjunto difuso toma valores en el intervalo T = [0, 1].

Definicién. Sea X un conjunto. Se denota por F(X) al conjunto de todos los conjuntos
difusos sobre X.

A partir de ahora, se denotara a estos conjuntos difusos usando letras minusculas
como u, vy w, y a sus correspondientes funciones de pertenencia fi,, [, fy. De esta
forma quedan completamente determinados.

Un elemento importante de un conjunto difuso es el conjunto formado por todos los
elementos que tienen algin grado de pertenencia con él:

Definicién. Sea v € F(X) y p, su funcién de pertenencia. Se define el soporte de u
como

supp(u) = {z € X: pu(z) > 0}.
Estas son las definiciones basicas sobre las que se asienta la teoria difusa de conjun-

tos. Aun asi, trabajar con la funcién de pertenencia suele traer complicaciones adicio-
nales, por lo que normalmente se trabaja con los a-cortes de un conjunto difuso:

Definicién. Para cada a € (0, 1], llamaremos a-corte (o a-nivel) a los conjuntos:

e ={z € X1 pu(z) = a}.

En el caso en que o = 0, se toma la clausura del soporte:

[u]o = cl(supp(u)).
Llamaremos también ntcleo de u al conjunto de todos los elementos con maxima
pertenencia a u. Es decir:

core(u) = {r € X: p,(z) =1}

Se dice que u es normal si core(u) # ().
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Esta definicién es 1util para definir las operaciones de los nimeros reales difusos,
como se vera mas adelante, y hacen mucho més sencilla su manipulacion.
Las propiedades de los a-cortes més conocidas son las siguientes

[u]lo C [u]lg para a > f, (1.1)
[u]o = ﬂ [ulg para a €]0, 1]. (1.2)
B<a

y si x € supp(u) (de lo contrario p(z) = 0), entonces

() = sup{a | a €]0, 1] para los cuéles x € [u],}.

Todas ellas se pueden encontrar en el capitulo 12 de [§].

Se necsita también una forma de decir que dos conjuntos difusos con el mismo.

Definicién. Diremos que dos conjuntos difusos u,v € F(X) son iguales, y se escribird
u = v, siy solo si

ty(x) = py(x) para todo = € X

o de forma equivalente

[u]lo = [v], para todo « € [0,1].

Nosotros estamos interesados en el caso X = R. ;Como se puede generalizar un
nimero real, pero con légica difusa? Necesitamos algunas definiciones.

Definicién. Sea u € F(R), con supp(u) un conjunto convexo. Diremos que la funcién
de pertenencia u, es cuasi-concava si

fo (1= 8)2" + ¢ &) > min {py(2), pu(z")}

para cada z’, 2" € supp(u) y t € [0, 1]. De forma equivalente, j, es cuasi-concava si los
a-cortes son conjuntos convexos para todo « € [0, 1].

Definicién. Sea u € F(R). Diremos que su funcién de pertenencia p, es semicontinua
por arriba si para cada & € supp(u), entonces

lm sup i, () = pu(2).

T—T

De forma equivalente, p, es semicontinua por arriba si los a-cortes son conjuntos
cerrados para todo « € [0, 1].

Con las definiciones anteriores ya estamos en condiciones de definir lo que es una
cantidad difusa: que es una generalizacion de los intervalos y los nimeros reales pero
equipados de logica difusa. Esta definicién se puede encontrar en [§]:
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Definicién. Una cantidad difusa es un conjunto difuso v € F(R) con las siguientes
propiedades:

1. u, tiene soporte acotado no vacio, y ademas es normal.
2. p, es cuasi-concava.

3. [, es semicontinua por arriba.
o de forma equivalente:

(a) [u], son conjuntos convexos no vacios para todo « € [0, 1].

(b) [u]s son conjuntos compactos para todo « € [0, 1].

(c) [u], satisface las condiciones ([1.1)) y (1.2]).

Denotaremos por F el conjunto de todas las cantidades difusas.

En este punto los a-cortes demuestran su relevancia, ya que la definicion de una
cantidad difusa en términos de sus alfa-cortes es mucho mas manejable que a partir de
su funcién de pertenencia.

Esto es muy importante, porque cuando se trabaje con cantidades difusas, si una
funcién de pertenencia p,, satisface las condiciones 1 —3, entonces sus a-cortes satisfacen
(a) — (¢). Y de forma andloga, si se tiene una familia de conjuntos {4, C R | a € [0, 1]}
que satisface las condiciones (a)— (¢), entonces se puede definir la funcién de pertenencia

sup{ a | a € [0, 1] para los cudles x € A,} si = € Ay

plx) = ,
0 st x & Ag

que cumple las propiedades (1) —(3) y define una cantidad difusa v € F tal que [u], = A,
para todo « € [0, 1].

1.2. Numeros reales difusos.

Nuestro interés a partir de ahora va a ser el subconjunto de las cantidades difusas
F tales que representen lo que es un nimero real o intervalo difuso.

Definicién. Sea v una cantidad difusa en F. Diremos que u es un nimero difuso si
existe 4 € R tal que core(u) = 4. Es decir, si hay un tinico nimero real que pertenece
totalmente a w.

Asimismo, diremos que u es un intervalo difuso si existen 4=, 4" con 4~ < 4"
tales que que core(u) = [, a"]. Se denota por F el conjunto de niimeros difusos, y por
F; el conjunto de intervalos difusos.
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De esta forma, se obtienen el siguiente orden de inclusiones:

FcF, cFcCFR).

Ejemplo 3. Si &« € R un numero real. Para cada x € R definimos la funcién de
pertenencia de un nimero difuso u € F como:

1 si z=1u
() =
0 si z#u

Entonces u € T es la generalizacion de un numero real, en el sentido usual, a la
l6gica difusa.

Ejemplo 4. Sea a € [0, 1]. Vamos a definir un nimero difuso u € F que sea aproxima-
damente igual a 2. Se ha visto que se puede hacer tanto por funciones de pertenencia
como por sus a-cortes, asi que vamos a usar este ultimo. Definimos a de la siguiente
forma:

[ulo = [1+ a,3 — ] para cada « € [0, 1].

Estos a-cortes son intervalos cerrados, y por tanto conjuntos convexos no vacios,
compactos y claramente satisfacen las condiciones y , ya que son intervalos
encajados. Por lo tanto, definimos v como el nimero difuso con estos a-cortes. Este es
un nimero que es aproximadamente 2, pero al que el nimero real 1,5 se podria decir que
pertenece en un 50 %, ya que el a-corte correspondiente al valor & = 0,5 es precisamente
el intervalo [1,5,2,5].

También se puede obtener su funcion de pertenencia de forma facil, la cual esta
representada en la Figura (1.1}

r—1 si 1<2x<2,

plr)=¢ 3—x si 2<z<3,

0 en otro caso.
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' Numero real difuso

081 7

0.7 1 N
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03r 7
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1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 26 2.8 3

X

Figura 1.1: Representacion de p(z) para un nimero difuso que es aproximadamente 2.

Definicién. Sea u € F. Diremos que u es positivo (negativo) si para todo z € R

pu(x) #0 =2 >0 (z <0).

En otras palabras, u es positivo (negativo) si los niimeros reales que pertenecen en
algiin grado de pertenencia a u son positivos (o negativos).

Notemos que los a-cortes de un ntimero o intervalo difuso son intervalos compactos
no vacios de la forma

[u]o = [a;,, 0] C R.
Una funciéon de una variable p sobre un intervalo I:
I —[0,1],

es cuasi-concava si y solo si I puede ser particionado en dos subintérvalos I e I tales
que u es no decreciente en I; y no creciente en Is. Este resultado se puede encontrar en
[8]. De esta forma se sigue que la funcién de pertenencia de una cantidad difusa esta
formada por dos ramas mondtonas. Ademas, si p alcanza su valor maximo en mas de un
punto, entonces también existe un intervalo central en la que es constante. Esto motiva
a definir los nimeros difusos de la siguiente forma.
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Definicién. Un LR-ntimero (o LR-intervalo difuso) u es un nidmero (o intervalo)
difuso que esta definido segin la funcién de pertenencia:

,Uu(x) = <

0 en otro caso,

donde L, R : [0, 1] — [0, 1] son dos funciones no crecientes que cumplen L(0) = R(0) = 1
y L(1) = R(1) = 0. En el caso en que b = ¢, es un LR-nimero difuso, mientras que si
b < ¢, entonces es un LR-intervalo difuso.

Si L y R son dos funciones invertibles, los a-cortes se pueden obtener de la siguiente
forma:

[wlo =[b—(b—a)L7 (a),c+ (d— )R (a)].

Ejemplo 5. Definamos a = 0, b = 1, ¢ = 1, d = 3. Sean las funciones L(z) := 1 — z?

y R(z) := 1 — \/z. Entonces, usando la notacién LR, el nimero u tiene por funcién de
pertenencia:

(1-(1-2)? si 0<z<l,
pu(z) =49 1 -4/ si 1<2<3,

0 en otro caso.

Ademas, las funciones L y R son funciones invertibles en su dominio, de forma que

L Y2)=+v1—z R *z)=(1-1)

Sus correspondientes a-cortes son pues, para cada « € [0, 1]:

[u]e = [1 —V1—a,1+2(1—-a).

Este nimero difuso estd representado en la Figura [1.2] Como se puede observar, es
aproximadamente igual a 1, y también 2 tiene por grado de pertenencia p(2) =1 — ‘/75
Ademads, los niimeros menores o iguales que 0 y mayores o iguales a 3 no tienen grado
de pertenencia al nimero difuso wu.

Son interesantes los casos en los que las funciones L y R sean lineales, ya que entonces
la funcién de pertenencia del nimero difuso describe un triangulo, que es por el nombre
que se conocen a este tipo de niimeros difusos:
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R

1.5 2 25 3
Figura 1.2: Representacion de un ntimero en formato LR.

Definicién. Sea a,b,c € R tales que a < b < ¢. Se define el nadmero triangular
u = (a,b,c) € F como el conjunto difuso cuya funcién de pertenencia es

(T —a
i € la,b|,
g, 82 a, b]
() = rT=C c (b
s wed,
0 en otro caso.

\

Este ntimero triangular estd representado en la Figura [I.3] Los a-cortes de u =
(a, b, c) son dados por:

[ulo =[a+ (b—a)a,c+ (b—c)al.
A partir de ahora, todo el trabajo desarrollado en esta memoria girara alrededor de
los niimeros difusos triangulares.

1.3. Principio de extensién de Zadeh.

Ahora que ya disponemos de los elementos sobre los que vamos a trabajar, necesi-
tamos definir operaciones entre ellos. El principio de extension de Zadeh (ver [1]) es la

18
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031
02}

0.1

o

Figura 1.3: Representacién de un numero triangular.

herramienta basica para introducir las operaciones usuales en los conjuntos difusos, ya
que permite extender funciones de ntiimeros reales a funciones de ntimeros difusos.

Definicién. (Extensién de Zadeh). Sean U, V,IW C Ry f: U xV — W una

funcién real. Esta funcién se puede extender a

F:FU) x F(U) — FW),

de la siguiente forma. Sean v € F(U) y v € F(V) cantidades difusas. Se define w :=
F(u,v) como un subconjunto de W con funcién de pertenencia:

s G (@)} s 1) A0
po(z) =4 (1.3)
0 si [7Yz)=0.
donde f~1(2) = {(z,y) e UxV : f(z,y) =z € W}. Llamaremos a F la funcién difusa
extendida.

JSiempre estd bien definida esta funcién? Es decir, jpara todo u,v € F(U)x F(V) se
tiene que f(u,v) € F(W)? La respuesta a esta pregunta es afirmativa, bajo la hip6tesis
de continuidad:

Teorema 1. Sean UV, W C Ry sea f: U xV — W una funcién real continua.
Entonces f se puede extender a una funcién difusa F' bien definida
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F:FU) x FU) — FW),
con a-cortes:
[F(u,v)]a = f([u]a, [v]la) para cada « € [0, 1]. (1.4)

La demostracion de este resultado se encuentra en el articulo .

De nuevo, aqui vemos la simplicidad de los a-cortes, ya que la expresién ((1.4]) es
mucho mas sencilla que ((1.3)), y por tanto siempre se intentara obtener la imagen de una
funcién en términos de sus a-cortes.

1.3.1. Aritmética difusa de Zadeh.

Sea o € {+,—,-,/} una de las cuatro operaciones aritméticas. Sean u,v € F dos
numeros difusos con funciones de pertenencia u, y p, y funciones de los a- cortes
(u™,ut) y (v7,v"). Se define la operacién o de la siguiente forma

puov(2) = sup{min{, (z), pu(y)} | 2 =z 0y}, (1.5)

En términos de sus a-cortes, se tienen las operaciones usuales:

» Suma:
[u+v], = [u, +v,,ul +vl] para a€l0,1].

= Multiplicaciéon por un escalar:

[ku)o = [min{ku, kul}, max{ku,, kul}] para a € [0,1].
» Resta:

[u—v]q = [u, —vi,ul —v,] paraa€|0,1].

« o) «

= Multiplicacién:

[u - v]o = [min{X,}, max{X,}| para a € 0,1],
donde X, = {u_v, ,ujvi ulv, utvl}.

a)? Vo Ta)r Ta o «

» Divisién: siempre que 0 ¢ [vy, vy ].

m = [min{X,}, mix{X,}] para a € [0,1],

b

R+

Q|

donde X, = {

S
55 |§|
35
S

20



Ejemplo 6. Sean los nimeros triangulares v = (1,2,3) y v = (2,5,6). Entonces los
a-cortes de cada uno son

[ulo = 1+ @,3 —q,

[V]e = [24 30,6 — a].

Por lo que
[u+v]o = [3+ 4,9 — 2a],

que corresponde al nimero triangular u 4+ v = (3,7,9). También sabemos que

[—V]a = [min{—2 — 3a, =6 + a}, max{—2 — 3a, =6 + a}] = [-6 + o, —2 — 3¢,

que corresponde a —v = (—6, —5, —2).
Su diferencia es pues

u—vp=[14a—(6—a),3—a—(2+3a)l=[-5+2a,1—4al,

que se corresponde con u — v = (=5, -3, 1).
Veamos cudl es su multiplicacién. Para cada « € [0, 1] definimos

+ .+

urvs utol

Xo = Auyv,,u vl ulv,  ulv!

a o) Ta Ta)

= {(1+a)2+4+3a),(1+a)6—a),(3—a)3+3a),3—a)6—a)}
En este caso es sencillo ver que como u y v son positivos, entonces

[u-v]o =[(1+a)(2+3a),(3—a)(6—a),

para cada « € [0, 1]. Se hace notar que no corresponde a un nimero triangular.

Desde un punto de vista algebraico, la adicién y multiplicacién son conmutativas,
asociativas y tienen un elemento neutro. Si se incluye el nimero real 0 como un conjunto
difuso cuya funcién de pertenencia g es

1 st =0,

0 si x#0,

entonces es claro que para todo u € F; se tiene que u + 0 = 0 + u = 0. De la misma
forma, definiendo el nimero real 1 como

también se logra que uv-1=1-u = u.
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Aun asi, tanto la suma como la multiplicacion de nimeros fuzzy no admite un
elemento inverso. Esto es:

utv=w &5 u=w—,
u-v=w <= u=w/v.

Ademsds, en general no se tiene la igualdad v — u = 0, ni tampoco u/u = 1. Esto
es un problema a la hora de encadenar operaciones, por ejemplo, para resolver una
determinada ecuacion.

Ejemplo 7. Si u = (1,2, 3), entonces sus a-cortes son

[ulo = [14 «,3 — al,

y por tanto

u—ulp=[1+a—-B—-a),3—a—(1+a)] =[-2+20,2—2a] #[0,0].

De la misma forma
[E] — [min{X.}, max{X.}] para a € [0,1],
u (0%

donde X, = {1 lta 3-a

Ahora bien, como 1 <1+ a <2y 2<3—a< 3 entonces
1+«
-«
14+«
33—«

< <1

W
w

1<

<3.

Por lo que:

U l+a 3—«
Ha: [3—04’1—%@} # L1

Esto muestra que hay que tener mucho cuidado cuando se trabaja en aritmética
difusa. No se pueden aplicar los mismos algoritmos a la légica difusa (basada en el
principio de extensién de Zadeh) que en la légica usual.

En este tipo de légica, la ecuacién u = v+w no es equivalente a la ecuacion w = u—w,
lo cudl motiva a definir la diferencia de Hukuhara o H-diferencia (ver [3],[9]).

Definicién. Sean u,v € F, la H-diferencia de u y v se define como u v =w <=
u=v-+w. SiuS v existe, entonces es Unica y sus a-cortes son
[uOv]y = [u, —v,,ul —vl] paraa e |0,1].

«
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Esta definicion de la diferencia de dos nimeros difusos ha venido motivada por la
idea de invertir la adicion definida anteriormente. Ahora se tiene que para todo u,v € F
se tiene que (u+v)Sv = u, lo cudl no ocurria con la diferencia obtenida por el principio
de extension de Zadeh. Ademds, también se tiene que u © u = 0.

Como se remarca en la definicién anterior, no siempre existe la H-diferencia de dos
numeros difusos. Vedmoslo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Sean los ntumeros triangulares uv = (1,2,3) y v = (2,5,6). Entonces los
a-cortes de cada uno son

[ulo = [14 «,3 — al,

[V]a = [2 + 30,6 — af.

Supongamos que existe w € F tal que u = v + w. Esto es, la H-diferencia existe y
vale u © v = w. Sean

los a-cortes de w. Entonces se tiene

14+ a,3—a]=2+3a+w,,6—a+w!]

Por lo que
l+a=2+3a+w, — w, =—1-2a,
3—a=6—-a+wl — w!=-3.
Y por tanto [w], = [-1—2a, —3]. Lo cuél es una contradiccién porque —1—2a > —3.

Asi pues, los siguientes resultados, que se pueden encontrar en , permiten saber
cuando existe la H-diferencia entre dos niimeros difusos, y que ademas es tnica:

Proposicién 1. Sean u,v € F. Si la H-diferencia u & v existe, entonces es unica.

Proposicién 2. Sean u,v € F. La H-diferencia u © v € F existe si y solo si se cumplen
las siguientes condiciones:

» long([uls) > long([v],) para todo a € [0, 1]
= u, — v, es creciente con a.
» ul — vl es decreciente con a.

De la misma forma, y dado que u/u # 1 para u € F, se puede definir la H-divisién
del siguiente modo:

Definicién. Sean u,v € F, la H-divisién de u y v se define como u © v = w <=
u=v-w. Siu®uv existe, entonces es tnica y sus a-cortes son



Esta operacion es la inversa de la multiplicaciéon dada por el principio de extension
de Zadeh, de su definicion se deduce que si u,v € F son dos nimeros difusos, entonces:

U-VQQU=1uU.

1.4. Funciones difusas.

Una vez establecidas las operaciones basicas entre nimeros difusos, el paso natural
es el estudio de la generalizacién de las funciones usuales como las potencias, el valor
absoluto o las raices cuadradas a la logica difusa.

Potencias.

Sea u € F un niimero real difuso. ;Cémo se define u?, por ejemplo? Sea la funcién
f:R — R dada por f(z) = z? para cada x € R. Esta funcién es continua, por lo que
por el Teorema (1| se puede extender a una funciéon F:

F:F—T,

tal que para todo « € [0, 1]

Ejemplo 9. Sea el ntimero triangular u = (1,2, 3), entonces el nimero difuso u? tiene
por a-cortes

Wa=f(1+a3-qa])=[1+a)*B-a)?].
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Figura 1.4: Representacion de u? para u = (1,2, 3).

Como se puede observar en la Figura [1.4] el resultado ya no es un nimero trian-
gular. Asi como hemos visto que hay que tener mucho cuidado a la hora de definir las
operaciones basicas en nimeros difusos, también es el caso para el resto de funciones.
El siguiente resultado es una generalizacion de un ntmero difuso elevado al cuadrado,
cuya deduccion se sigue de [1]:

Proposicién 3. Sea un numero difuso u € F. Sea a € [0,1] y [u],

[ug , ug] sus

a-cortes, entonces el nimero difuso u? estd definido en término de sus a-cortes de la

siguiente forma:

[w*],

\

si

(2)*. ()]

0, {(u5)". ()}

u_ >0,

(67

ul <0,

0€ [ug,ul].

Demostracion. Se va a realizar la prueba distinguiendo diferentes casos:

= Supongamos que u, > 0 para todo « € [0, 1], o lo que es lo mismo, u es positivo.
Sea f(z) = 2% y sea F su funcién extendida por el Teorema 1. Entonces, como
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0 <u, <ul paraa€|0,1],

y la funcién f es inyectiva en el intervalo [0, +00), tenemos que

» Siul <0 paratodo a € [0,1], o lo que es lo mismo, u es negativo, entonces como

u, <ul <0 paraaé€|0,1].

Esto implica:

= Si0€ [uy,uf] para un a € [0,1], entonces

u, <0<ul paraae€l0,1].

Ahora elevar al cuadrado es mas complicado, ya que f ya no es inyectiva en el
dominio. Atin asi, la funcién f(z) = 22 es sencilla de utilizar:

Pl = [ = £l = [0:mix { ()" ()"}

]

La obtencién de u? se complica cuando 0 € [u,,u)| para algin o € [0,1]. Esto es

porque la funcién f(z) = 2 no es una funcién inyectiva, y por lo tanto f([u],) es méas
complicado de calcular. De hecho, vamos a ver que en general ni siquiera es lo mismo
u? que u - u.

Sea la funcién g : R x R — R dada por g(x,y) = x - y. Esta funcién es continua,

por lo que por el Teorema |1| se extiende a una funcion

G:FxF >R,

de forma que para todo «a € [0, 1]

(G (u,0)la = [u-vla = g([t]a; [V]a)-

El siguiente ejemplo lo ilustra:
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Ejemplo 10. Sea el nimero triangular u = (—1,0,1). Veamos que no es lo mismo u?

que u - u. Esto es debido en parte a que los a-cortes de u son

[ulo = [-14+a,1 —al.

Es decir, el cero pertenece a cada uno de los a-cortes.

» u?: Sea la funcién F definida en el ejemplo anterior. El nimero difuso u? tiene por
a-cortes

[Wo=f([-1+a1-aqa])=1[0,(1-a).

= - u: Sean las funciones GG y ¢ definidas en el parrafo anterior. El nimero difuso
u - u tiene por a-cortes

w-uo=g(-1+al-al[-14+a,l1-0a]) =[-(1-a)’(1l-a)]].

’ u-u ’ u ,
09l _:;{ : 0.9t _lF_% :
0.8} : 081 1
07t ] 0.7}
06} 06}
"os Hos
0.4} : 041
03} 031
02}t 02}
0.1} ] 0.1}
0 : : 0 : :
g 05 0 0.5 1 A 0.5 0 0.5 1

X

Figura 1.5: Representacién de u? y u - u para v = (—1,0,1).

Esta diferencia entre como estan definidos u - u y u? se contempla en la Figura[1.5
Como se ha comentado anteriormente, el hecho de que la funcién que se quiera extender
sea inyectiva simplifica mucho los célculos:

Teorema 2. Sea U C R un abierto y sea f : U — R una funcién continua e inyectiva.
Sea también F' : F(U) — F(R) su funcién extendida por el Teorema 1. Entonces, para
todo u € F(U),con a-cortes [u,ul] se tiene que, para todo « € [0, 1]:

= Si f es creciente:

[F(w)la = [f(ug), f(ug)]. (1.6)



= Si f es decreciente:

[F(u)]a = [f(ug), f(ug)]- (1.7)

Demostracion. La demostracion se hara con f creciente, el caso decreciente es andlogo.
Por el Teorema 1, los a-cortes de la imagen de u son:

[F(w)]la = f([ula) = f([ug,ug]) para cada a € [0,1].

o) o

Como f es inyectiva, y u;, < ul para todo a € [0, 1], entonces se deduce que
f(ug) < f(uf), y por tanto:

]

Corolario 1. Sean € Ny u € F. Sea o € [0,1] y [u]o = [u,, ul] sus a-cortes, entonces
el nimero difuso u" esta definido en término de sus a-cortes de la siguiente forma:

= Sin esimpar:

= Sin es par:
_(u;)n, (uz)n] si u, >0,

[u"], = (“&L)n7(%)n] si wul <0,

O,méx{(u;)n, (uj{)n}] si 0€ [uy,uf].

L b

Demostracion. En los casos donde u, > 0y ulf < 0, la funcién es inyectiva en el
dominio, por lo que se aplica el Teorema [2 El caso que queda se resuelve de forma
andloga a la demostracién de la Proposicion [3 ]

Valor absoluto y raiz cuadrada.

Proposicién 4. Raiz cuadrada

Seau € F, a« € [0,1] vy [u]a = [u,,ul] sus a-cortes. Supongamos también que u es
positivo: u;, > 0 para todo « € [0, 1]. Entonces, la extension de la funcién raiz cuadrada
f(z) := /z, tiene por a-cortes:

[Vu], = [\/u_g, \/u—g] para cada a € [0, 1].
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Demostracion. Como f es inyectiva y ademds creciente, por el Teorema [2| se tiene que
[F(w)la = [Vula = [Vug, Vull.
O

Ejemplo 11. Sea u = (0,1,2) € F un nimero triangular. Como [u], = [o,2 — a],
entonces

[\/ﬂ]a = [\/a, \/E} para cada a € [0, 1].

Proposicién 5. Valor absoluto
Seau € F, a € 0,1] y [u]lo = [u, ul] sus a-cortes. Entonces, la extensién de la funcién

valor absoluto f(z) := |z|, tiene por a-cortes:
¢ -
_‘u; : u:[” si u, >0,
GRS _\u;; : u;ﬂ siul <0,
O,méx{|u;} ) ‘u;‘}] si 0€ [ug,ul].
L L
Demostracion. Es aplicacién directa de que f(z) = |z| = Va2, por lo que primero

se aplican los a-cortes de la funciéon que eleva al cuadrado, como se ha visto en la

Proposicion 3], y luego la de la funcién raiz cuadrada de la Proposicién [
O

Exponencial y logaritmo.

Como las funciones exponencial f(x) = e y logaritmo g(z) = In(z) son continuas,
inyectivas y crecientes en su dominio, es muy facil extenderlas a logica difusa. Sea u, v €
F, dos numeros difusos, tales que su soporte estd incluido dentro del dominio de la
funcién exponencial y logaritmo, respectivamente, y cuyos a-cortes son:

o)

[U]o = [ug, uq

[v]a = [vg,val-

a)ta

Entonces, por aplicacién directa del Teorema [2}

[€"]a = [*, €"*] para todo a € [0, 1]

o], = [In(vy), (v))] para todo a € [0, 1].

[e7

El estudio de la generalizacion de la légica difusa es todavia mucho mas extenso (se
podria estudiar series de nimeros difusos, integrales... etc.), pero todos los conceptos
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definidos en este capitulo son suficientes para empezar con la resolucién de ecuaciones
difusas, tema de estudio de los proximos capitulos. Para profundizar més sobre el estudio
de los nimeros difusos, se puede consultar [§].
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Capitulo 2

Ecuaciones difusas.

En muchos campos de la ciencia, los humanos dan descripciones verbales con algo
de incertidumbre de un determinado proceso. Por ejemplo, se puede observar que la
temperatura en una habitacién es demasiado alta, que un vaso estd medio lleno (o
vacio), o que un determinado vehiculo es muy oscuro. Es decir, para muchas acciones
humanas, el "todo o nada” no funciona. Por ejemplo, en se modeliza con logica difusa
el comportamiento territorial de una determinada especie de pez que protege su nido de
los depredadores.

La légica difusa es una de las herramientas mas apropiadas para modelizar este tipo
de situaciones, ya que corresponde a como los humanos podemos percibir éstas. Son
una herramienta para transformar descripciones verbales en modelos matematicos. Son
aquellas en las que los parametros pueden variar segin la forma de un conjunto difuso
A

En 1984, Dubois y Prade discutieron en [] la forma de abordar estas ecuaciones
difusas. Desde entonces, muchos investigadores han propuesto diferentes métodos para
resolverlas, como por ejemplo en [4], [L0], y [11].

Como hemos visto en el capitulo anterior, con las operaciones usuales extendidas
a la logica difusa no se puede trabajar de forma sencilla. Por ejemplo, no se tiene ni
u—u = 0, por lo que hay que tener cuidado cuando se quiere trabajar de forma similar
a las ecuaciones algebraicas booleanas.

Este capitulo trata de acercar el concepto de ecuacion difusa con numerosos ejemplos.
Como se vera a continuacion, en general no existe ni hay unicidad de soluciones, ni
siquiera de ecuaciones difusas lineales. A continuacién definimos, de forma natural, el
concepto de ecuacion difusa.

Definicién. Ecuacién difusa.
Sea F': F — [ una funcion difusa. Llamaremos ecuacion difusa a la expresion

F(z) =0, (2.1)
donde 0 representa el elemento nulo de F. Diremos que = € F es una solucién de ([2.1)) si
[F(x)}a = [0], para todo « € [0, 1].

Es decir, si los a-cortes de la imagen de x son los del elemento nulo de F.
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Ejemplo 12. Sea a = (1,2, 3). Imaginemos que tenemos la ecuacién

r—a=0, (2.2)

con la resta usual de la extension de Zadeh. ;Se puede decir que z = a es una solucién?
Los a-cortes del nimero difuso a son, para cada « € [0, 1]:

[a]lo = [1 4+, 3 —qa].
De la ecuacion (2.5 se obtiene:
[z — ala = [0]a = [0,0],

pero tenemos que

[z —ala=[1+a—-3—-a),3—a—(1+a)]=[-2+2a,2—2a] #10,0].

Por lo tanto, aunque pueda resultar sorprendente, x = a no es una solucion de la
ecuacion ([2.5). De hecho, si los a-cortes de una posible solucién = son

(7] = [z1(), T2()].

Entonces debe cumplirse que

{xl(a)—(S—a):0—>x1(a):3—a
To(a) —(1+a) =0 — z3(a) = -1 —«

Esto no representa a un nimero difuso, ya que x;(«) > x2(a) para todo « € [0, 1].
Es decir, la ecuacién ([2.1]) no tiene soluciones.

Ejemplo 13. Sea el nimero triangular a = (1,2, 3), entonces la ecuacién

r+a=0,

no tiene soluciones. Sean los a-cortes de x:

[z]o = [r1(0), 22(0)] para cada « € [0, 1].

Entonces se tiene que

(@) +(1+a)=0— z1(a) = =1 — q,
ro(a)+(3—a)=0— z1(0) = =3+«

pero la familia de conjuntos [—1 — «, —3 + @], no define ningiin nimero difuso, ya
que —1 —a > -3+ a.
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Ejemplo 14. Consideremos ahora a = (1,2, 3) y la ecuacién
rSa=0. (2.3)
Esta ecuacién si que tiene una tnica solucién, y es z = a.

Esto demuestra que hay que tener mucho cuidado en elegir qué operaciones se em-
plean. En esta ecuacion, la diferencia de Hukuhara nos asegura existencia y unicidad.

Ejemplo 15. Sea el nimero triangular a = (1,2, 3) y la ecuacién

a-r=a. (2.4)

Es trivial que el nimero difuso z = (1,1, 1) es una solucién de la ecuacién anterior.
. Hay mas soluciones?
Sea [z]o = [x1(a), z2(a)], entonces se tiene que

{min{(l + a)zy (@), (1 + a)zz(a), (3 — a)ri (@), (3 — a)za(a)} =1+ a,
max{(1 + o)z (a), (1 + a)zrz(a), (3 — a)zi(a), (3 — a)za(a)} =3 —

Por ser 1 (a) < z2(a), 1 +a < 3—a y ademds todos estos valores son no negativos,
se tiene que el minimo de estos conjuntos es (1 +a)z;(a) y el méximo (3 —a)xe(a). Por
lo que

{(1+a)x1(a) = (1+ ),
(3 —a)xa(a) = (3 —a).

Por lo que las tnicas soluciones son x1(«) = x2(a) = 1 para todo a € [0,1]. Por
tanto, no hay més soluciones que x = (1,1, 1).
Esta solucion coincide con

r=a@(a-z)=a0a=(1,1,1),
donde el término @ representa a la H-divisién.
Ejemplo 16. Consideremos ahora a = (1,2,3), b = (3,4,5) y la ecuacién

b-2*+a-r=a. (2.5)

Sea [z]o = [x1(a), z2(a)]. Hay que distinguir entre diferentes casos.

= Soluciones no negativas:

Entonces x1(a) > 0 para todo a € [0,1]. De esta forma, elevar al cuadrado el
nimero difuso x es mas sencillo, ya que al ser positivo:

(2% = [21(a), 23(a)).
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Como ademas el nimero difuso b es también positivo, se tiene que:

[b- 2%y = [(3 +a)zi(a), (5 — a)x%(a)] )

De la misma forma, por ser también a positivo, se tiene que

a- 2l = [(1+ 0)z1(). (3~ a)za(a))

Por lo que hay que resolver el sistema

(2.6)

Cuyas soluciones son:

2a+6 ’
— 3—atyV 5a2—38a+69

_ —a—1+v5a2+18a+13
r1(a) =
2(a—5)

zo()

De estas soluciones, tnicamente son validas las de signo positivo, ya que de lo
contrario tanto () como () serian negativas. Por tanto, la tinica solucién no
negativa es el nimero difuso z con a-cortes:

—a—14++vV5a2+18a+ 13 3—a+ Vba2 — 38 + 69
[z]o = (2.7)

B 200+ 6 ’ 2(a — 5)
Esta solucion x estd representada en la Figura [2.1]

Soluciones negativas:

Sea ahora xs(a) < 0 para todo o € [0,1], por lo que z es un nimero difuso
negativo. De esta forma, elevar al cuadrado el nimero difuso x es

(270 = [23(@), 2(a)].
Como ademds el nimero difuso b es positivo, se tiene que:
b- 2% = [(3+ a)ad(a), (5 — a)o2(a)]
De la misma forma, por ser también a positivo, se tiene que

[a - 2lo = [(3 — a)z1(a), (1 + @)az(a)] .

Por lo que hay que resolver el sistema
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Figura 2.1: Numero difuso z solucién de la ecuacion |}

{(3 +a)zi(a) + (3 — @)z (a) = (1 + ),
(5 —a)ri(a) + (1 + a)ra(a) = (3 —a).

Aun asi, no hace falta resolver el sistema, ya que la solucién no es un numero
difuso. Sin ir mas lejos, haciendo o = 0, se tiene el sistema

322(0) + 3z1(0) = 1,
522(0) + 22(0) = 3,

cuyas unicas soluciones z1(0) y 22(0) negativas son las siguientes

21(0) = —0,907053 ... v 25(0) = —1,11373. ..

pero en este caso x1(0) > x5(0) luego no es una solucién valida, y por tanto no
existen soluciones negativas.

Soluciones mixtas:

Vamos a suponer ahora que z1(0) < 0 y que z2(0) > 0. Esto es, la solucién
difusa no es ni negativa ni positiva. No hay soluciones de este tipo, lo vamos a
ver simplemente por reducciéon al absurdo para a = 0. Supongamos que haya una
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solucién cuyos a-cortes cumplan x1(0) < 0 y que x2(0) > 0. Entonces el primer
sumando de la ecuacién (2.5)) se transforma en:

b 2% 0m0 = [O, 5 - méax{z?(0), x%(())}] .
Y el segundo:

[(17 27 3) ’ x]a:o = [31'1(0), 31’2(0)] .

Por otra parte, el término de la derecha de la igualdad queda:

[(17 273)]a=0 = [1:3] :

Las ecuaciones resultantes son:

{o +32,(0) = 1,
5 - max{z?(0), z3(0) + 3x2(0) =

De la primera de ellas se deduce que:

1

pero suponemos que x1(0) < 0, por lo que esto es una contradiccién y no hay
soluciones mixtas.

Después de este capitulo, queda claro que hay que tener cuidado en cémo se definen
las operaciones difusas, sobre todo a la hora de aplicar operaciones inversas como la
diferencia de Hukuhara. También se ha visto que no siempre existen soluciones de una
ecuacion, ni siquiera en las ecuaciones lineales.
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Capitulo 3

Métodos numeéricos para ecuaciones
difusas.

Como se ha remarcado en el capitulo anterior, la resolucién de ecuaciones difusas
juega un papel importante en areas como las matematicas, estadistica, ingenieria, cien-
cias sociales y biologia . Atn asi, como también pasa en las ecuaciones algebraicas
booleanas, no siempre es posible obtener una expresion cerrada de estas ecuaciones, por
lo que es necesario disponer de métodos numéricos que permitan aproximarlas.

Existe una extensa literatura sobre métodos numéricos para la resolucion de ecuacio-
nes difusas. Por ejemplo, en [2] y en se presenta en el método de Newton generalizado
para este tipo de ecuaciones. También hay estudios sobre la resolucién de sistemas de
ecuaciones difusas, ver , pero este trabajo se centrara exclusivamente en el estudio
de ecuaciones difusas unidimensionales.

En la mayoria de articulos citados se asume que la solucién a una determinada
funcion difusa es positiva, lo cual simplifica mucho los calculos. Aunque en algunas partes
de este capitulo asumiremos también que las soluciones buscadas van a ser positivas,
el método desarrollado permite obtener también las negativas y mixtas (ni positivas ni
negativas).

La estrategia a seguir va a ser la misma que en el capitulo anterior. Supongamos
que tenemos una funcién difusa F' : F — F y queremos resolver la ecuacién

F(z) =0.

Entonces se debe cumplir que los a-cortes de los dos lados de la igualdad sean los
mismos. Sean [z], = [z1(), x2(a)] los a-cortes de una posible solucién. Llamemos

[F(ff)}a = [Fi(71(), m2(a), @), Fa(z1 (), z2(r), )],

a los a-cortes de la expresion de la izquierda de la igualdad, donde F} y F5 dos funciones
reales. Entonces la ecuacién difusa se transforma en un sistema de dos ecuaciones con
un parametro a:

8 (3.1)

{F1 (71(q), 22(a), )
Fy(z(a), ze(a), @)
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Para cada a € [0,1], x1(a) y xo(a) son nidmeros reales, por lo que se tiene una
familia de sistemas de dos ecuaciones y dos incégnitas, que son precisamente z(«) y
xo(a). Lo ideal serfa resolver el sistema de ecuaciones para todo a € [0, 1], pero en
muchas ocasiones no es tarea sencilla al tener un parametro extra. Es por eso que se
trabajara con un « discretizado, de forma que se elegird un N € N, y se definira:

k
Q= 5 para cada k € {1,2,..., N}

De esta forma, hay que resolver N sistemas de dos ecuaciones:

{Fl (Z’lk(Oék), ka(ak)> Oék) =0, (32)

FQ(JIlk(Oék), ZL’Qk(Oék), Oék) = 0

para cada k € {1,2,..., N} e incégnitas x1; y Tox.

Normalmente, las ecuaciones ([3.2) seran no lineales, por lo que se necesita de un
procedimiento para resolverlas, y es aqui donde entran los esquemas iterativos para la
resoluciéon de sistemas de ecuaciones.

3.1. Estado del arte.

Los metodos iterativos son muy eficaces a la hora de resolver problemas no lineales.
F. Gauss ya los utilizaba para la determinaciéon preliminar de la érbita del planeta
menor Ceres, y hoy en dia se utilizan en multitud de campos como meteorologia ,
astronomia o reacciones nucleares .

A lo largo de este trabajo, trataremos de encontrar una raiz simple z del sistema de
ecuaciones no lineal F'(x) = 0, donde F' : I CR"™ — R" con n € N e [ un conjunto abier-
to. El proposito de los métodos numéricos es: si se conoce un entorno suficientemente
pequeno donde se encuentra la raiz z de la ecuacién F'(x) = 0, entonces si seleccionamos
un xo € I en este entorno, se puede generar una funcién de punto fijo G(z) y una suce-

sion de iterados x1, X, ..., X ... que converge a la raiz T. Si se considera una funcion
G: 1 CR" — R el esquema iterativo
Tl = G(&?k), k= 0, 1, Ce (33)

donde se parte de una estimacion inicial zy dada, constituye una gran cantidad de
esquemas iterativos. Por ejemplo, el caso en el que G(z) = z— (F’(x))_l F(x) se tiene el
conocido método de Newton-Raphson multidimensional, que se presenta en la siguiente
seccion.

Para el estudio de la convergencia, se utilizan las funciones contractivas.

Definicién. Funcion Lipschitziana:

Sean m,n € Ny F : R®" — R™. Sea también x € R". Diremos que F' es Lips-
chitziana en z si existe un abierto 2 C R”, donde x € €2, y una constante ~ tal que
para todo v € {2 se cumple:

[F(v) = F(a)|| < llv -zl (3.4)
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Definicién. Llamaremos punto fijo de una funcion G : I C R* — R" a un elemento
¢ €1 tal que G(&) = €.

Todos los métodos numéricos que vamos a estudiar en este capitulo son de punto
fijo, 0 1o que es lo mismo, van a tener la forma del esquema general (3.3)). Se llaman asf
porque si aseguramos la convergencia de la sucesion {xy}2, esta lo hace al tinico punto
fijo £ tal que £ = G(&), por el Teorema del punto fijo. En el caso del método de Newton,
esto implicaria encontrar un cero de la funciéon F, que es justo lo que buscamos. En la
siguiente seccién se presentara una prueba detallada de su convergencia.

Muchas veces, no solo es necesario resolver un determinado sistema de ecuaciones,
sino que es necesario resolverlo lo mas rapido posible, con menos iteraciones. En este
sentido, se puede estudiar su velocidad con lo que se conoce como el orden del método:

Definicién. Sea {z)}72, una sucesién convergente en R™ para n € N. Denotaremos el
limite como

r= lim x.
k—4o00

Diremos que {zj}72, converge a T con orden p > 1 si se tiene

o T — T
lfm @ < M,
k—o00 |.Tk — ZE|p
para alguna constante positiva M (que tiene que ser M < 1 si p=1). Si p = 2, se dice
que la convergencia es cuadratica, mientras que si ¢ = 3, se llama convergencia ctibica.

3.2. Newton-Raphson multidimensional.

Como ya se ha comentado, en general las ecuaciones seran no lineales, por lo
que muchas veces no serd posible obtener una expresién analitica de la solucién. Aqui
es donde entra el método de Newton-Raphson multidimensional, un esquema iterativo
para resolver sistemas de ecuaciones que es una generalizacion del método de Newton-
Raphson unidimensional.

Este método numérico utiliza la matriz Jacobiana, por lo que a continuacién se
indica la notacién usada:

Definicién. Matriz Jacobiana:

Sea F' : R — R™ una funcién continua. Diremos que F' es continuamente di-
ferenciable en z € R” si cada componente de la funcién Fj, para i = 1,2,...,m es
continuamente diferenciable en x. La derivada de F' en x también es llamada la matriz
Jacobiana de F' en x. La notacién empleada sera

OF;
o, (x).

F/() €R™  F(a)y =
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3.2.1. Descripcion del método.

El problema bésico que vamos a estudiar es el siguiente sistema de ecuaciones no
lineales F'(X) = 0 donde F : R* — R"™ y X € R". De momento la funcién F se asume
diferenciable con matriz Jacobiana continua y que tiene un cero z, F'(z) = 0.

Por el Teorema fundamental del calculo se tiene la siguiente igualdad:

xo+s
F(xo+s) = F(xo) + / F'(2)dz,

zo

para cada xg, s € R". Si aproximamos la integral por el término lineal F'(zg)- s tenemos:

F(xg +8) = F(x) + F'(z0) - 5,

por lo que si queremos que F'(zo + s) = 0, hay que resolver el sistema

F'(z0) - s = —F(x0),

para luego obtener la siguiente iteracion z; = xg + s.

Definicién. Esquema iterativo de Newton multidimensional.

Sea F' : R® — R” una funcién C' en un entorno de z, € R", siendo z, una
aproximacién inicial de un cero de la funcién F'. Se define para cada k > 0 la iteracion
Zky1 COMO:

Tt1 = Tk + Sk-

{F’(%’k)Sk = _F(xk‘)a (35)

En este esquema pueden existir diversos problemas. El primero es que F' podria
no estar definida analiticamente. Ademas, en cada iteracién se tiene que resolver un
sistema lineal de ecuaciones, donde la matriz Jacobiana en cada iteracion F’(xy) podria
ser singular o estar mal condicionada, por lo que el sistema no podria ser resuelto en esta
iteracion. Y por tltimo, en general, el método iterativo no es globalmente convergente
para numerosos problemas.

Atn asi, como veremos, el Método de Newton tiene numerosas ventajas. Entre ellas,
para una buena aproximacion inicial de la solucién, se tiene convergencia cuadrética si
la matriz F”(Z) es no singular, donde Z es el cero de F.

3.2.2. Convergencia.

Veamos la convergencia del método de Newton multivariable para sistemas de ecua-
ciones no lineales. Para ello, supondremos F' conocida de forma analitica para simplificar.
Esto es, tendremos acceso a la expresion de su matriz Jacobiana F’. Necesitamos dedicar
algunas definiciones para hablar de convergencia.
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Definicién. Bola abierta:
Sea||-|| una norma en R™, 2y € R™ y r > 0. Definimos N (z, ) como la bola abierta
de radio r alrededor de xqy. Esto es

N(zg,r) :={z € R": ||z — x| <1}

Definicién. Norma matricial inducida
Sea [|-|| una norma en R™ con n € N. Si m € N, llamaremos de la misma forma a la
norma ||-|| en R™™ a la dada por

Y

Al = max }||A.j

j€{1,2,....m

donde el sufijo j sirve para indicar que se escoge la columna j-ésima de la matriz A. Es
decir, la maxima norma de sus columnas. El resultado de convergencia es independiente
de la norma utilizada, asi que podemos elegir esta.

Lema 1. ([15]):

Sea F' : R — R" una funcién C' en un abierto convexo 2 C R™. Sea su matriz
Jacobiana F' Lipschitziana en €2 con norma||-|| y constante de Lipschitz 7. Se tiene para
cada = + s €  que

|F (@ +5) = F(a) = F'(a) - || < Zsl- (3.6)

Demostracion. Se tiene la igualdad

F(z+s)— F(x) =

/01 F'(x +t- s)dt] s = /:+S F'(2)d=.

Si restamos F’(x)s a ambos lados de la igualdad queda

Flx+s)—F(x)—F'(z)-s = /OF’(x+t-s)dt p—F'(x)- s

- /OI[F’(x—i—t-s)—F’(x)]-sdt.

Tomando normas y usando la desigualdad triangular para integrales y la definicién
de funcion de Lipschitz, obtenemos:

)

|F(z+s)— F(z) — F'(z) - 5| :‘/0 [F'(z+1t-s)— F'(x)] - sdt

1 1 1
v
< [ +e-s) - F@lista< [ leslisha= s [ =25,
0 0 0
donde la norma matricial es la generada por ||-||. O
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Veamos ahora el resultado de convergencia para el método de Newton multivariable,
el cudl se puede encontrar en [15).

Teorema 3. Convergencia de Newton Multivariable:

Sea F : R® — R" una funcién C! en un abierto convexo 2 C R™. Supongamos que
existe z € R" y r, 8 > 0, tales que N(z,7) C Qy F(z) = 0. Si F'(Z) es no singular
con ||F’(f)_1H < By F' es Lipschitziana, entonces existe un § > 0 tal que para todo
xo € N(z,0), la secuencia {z;}2°, generada por

Tpy1 = 2 — F'(2) ' F(2,) para cada k > 0, (3.7)

estd bien definida, converge a Z, y ademas

|zesr — Z|| < BYl|ze — Z||* para cada k > 0. (3.8)

Es decir, su convergencia es cuadratica.

Demostracion. Elijamos ¢ tal que la matriz Jacobiana F'(z) es no singular para todo

x € N(z,9). Para ello, sea
1
0 :=min {7“, —} .
20y

Vamos a demostrar la desigualdad ({3.8]), también que

_ 1 _
|zksr — Z|| < §||$k -z,

y que zg41 € N(Z,d). Se probara por induccién sobre k. Veamos el caso k = 0, para los
otros casos se procede de forma idéntica.

Veamos primero que F’(x) es no singular. Sabemos que F’(Z) es no singular. Como
|lxo — Z|| < 0 y F' es Lipschitziana en z, se sigue que

|F (@) 1 (o) — P @] <[[F' @) [ F' (o) ~ @] <48 |17~ woll < 286 < 5

Y ahora, segiin el Lema de Banach, el cudl se puede encontrar en el libro Computatio-
nal solution of nonlinear operator equations o en Functional analysis , F'(xg) es
no singular y ademaés:

Fel ey
L [F@)F (o) - P@) ~ 1-1

P < | spayy <2

Es por eso que x; estd bien definido segtn (3.7)) y ademads

Ty — T = o — T — F/(.Io)_lF(I()) = T — T — F,((L’O)[F(l‘o) - F(i’)] =
= F'(wo) ' [F(2) = F(xo) = F'(w0)(z — xo)] (3.9)
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por lo que tomando normas y usando el Lema
lay — || <[[F' (o) ||| F(Z) — Flxo) — F'(20)(Z — 20)]| <
ane _
<2608 — molP = 5ol — .

Esto prueba 1) Ademés, como ||z — Z|| < &2

= 9
_ 1 _
|21 — 2| < §||a70 -z

De esta forma, se procede de forma inductiva.
]

3.2.3. Esquema iterativo de Newton para ecuaciones difusas.

Como ya se habia adelantado en la introduccién de este capitulo, la estrategia a
seguir es discretizar el pardmetro a.. Sea N € N, definiremos la sucesion {ay }y de forma
que para cada k € {1,2,..., N} se tiene a; = % Asi pues, tenemos que resolver una
familia de IV sistemas de 2 ecuaciones:

0
’ 3.10
N (3.10)

{Fl(xl(ak)v o), )

Fy(x1(ow), wa(ag), o)

para cada k € N, donde z;(ax) v z2(ag) son las incégnitas. Por abuso de notacién,
a partir de ahora llamaremos xq; y x9r a las incognitas del k-ésimo sistemas de dos
ecuaciones discretizado.

Supongamos que la funcién F' : R? — R?, con F' = (F}, F), cumple las condiciones
del Teorema [3| Se puede escribir su Matriz Jacobiana como:

OF1 (T1g,%2k,%)  OF1(T18,2Z2k,0%) )

_ Oy Oz
J<x1k7 L2k, ak) = | OFR(®1k,Tok,0k)  OF2(T1k,Tok,0%k)
8x1k 8I2k

Entonces el esquema iterativo del método de Newton es:

e\ [, [ (@i 2o )] 1 Byt antt o)
oyt )\ @b tho e T By antan) )
paracadan € Ny ke {0,1,...,N}.
Como este proceso puede seguir indefinidamente, vamos a definir cuando considera-
mos que ha convergido el método. Nuestro criterio sera el siguiente: habra convergencia
para un k € {1,2..., N} cuando

H (937112‘1, x;‘]j-l) — (x?k, ngk) H + H (Fl (:p’fljl’ xgljl’ Oék), F2($7112'1’ zg}jl’ Oék:)) H < tol,
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donde el valor de tolerancia, si no se indica lo contrario, serd tol = 107%. Es decir,
consideraremos convergencia cuando la distancia entre iteraciones mas el valor de la
funcién F' evaluada en esta iteracién sean menores que una tolerancia dada.

Ahora que ya disponemos de una herramienta para poder aproximar las soluciones
de una ecuacién difusa, veamos cémo funciona:

Ejemplo 17. Consideremos a = (1,2,3), b = (3,4,5) y la ecuacién

b-2°+a-x=a. (3.11)

Habiamos visto en el ejemplo que solo habia una solucién positiva = € F, con
a-cortes:

—a—14++vV5a2+18a+ 13 3 —a+ Vba? — 38« + 69

[2e = 20 + 6 ’ 2(c— 5)

Veamos si el método numérico converge a esta solucién. La ecuacion difusa ([3.11))
se puede transformar en una familia de sistemas de dos ecuaciones, pero dado que hay
multiplicaciones y potencias de nimeros difusos, quizas sea mas ilustrativo considerar
solo las soluciones positivas (como habiamos hecho en el Ejemplo , lo cudl reduce
mucho més la dificultad. Entonces, si z1(«) > 0 para todo a € [0, 1], se tiene que resolver

el sistema (3.12)):

(3.12)

Sea N € N, si discretizamos el parametro « entonces hay que resolver la siguiente
familia de sistemas de dos ecuaciones:

(3 + Oék)l'%k + (1 + Oé)l‘lk — (1 + Oék;) = 0, (3 13)
(5 — ag)zd, + (3 — ap)mar — (3 — ag) =0, '
para cada k € {1,2,..., N} y donde oy, = % Se pueden definir ahora las funciones:

Fy(21g, mop, o) = (3 + ag)zl, + (1 + a)ay — (1 4+ ag),

FQ(I‘lk, Lok, Oék) = (5 — Oék)l’gk + (3 - Oék)J?Qk — (3 — Oék>.

Se puede comprobar que estas funciones cumplen las hipétesis del Teorema 3, ya que
son polinomios de grado dos. Esto nos asegura la convergencia del método numérico si
la aproximacién inicial es suficientemente buena. La matriz Jacobiana asociada a estas
dos funciones es:
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OF (T1k,T2k,k)  OF1L(T1k,Tok,0k)
— Ox1k 0oy

J<'r1k7 L2k ak) - O (z1, %2k, k) OF2(T1k,2T2k,0%)
0x1k Oz

o 0 2(5 — Oék)l'gk + (3 — Oék)

Se hace notar que esta matriz diagonal es invertible para todo k € {1,2,...,N}
ya que como nos hemos quedado con las soluciones positivas, todos los elementos de
la diagonal son positivos y por tanto es invertible. Ademads, su inversa es muy facil de
calcular:

1
-1 ag)T o 0
[J<x1k7$2k,ak)] = (2(3+ ) 6k+(1+ k) . .

2(5—ag)zor+(3—ay)

Por lo que dado un niimero difuso inicial 2y con a-cortes [zg], = [T10(), 220()], €l
método iterativo queda

n+1 n 1 n n
xl’fu _ [ %) _ [ 2GFan)ziet(rar) (1) Fy(ay, xh, o)

n n n n 5
Loy, oy, 0 a2 G ar) Fy(xhy, o8, o)

para cada n € N. Ahora bien, ;qué nimero inicial tomamos? Se puede ver en el sistema
(3.12) cuéales son las soluciones para o« = 1 , @ = 0 y considerar un nimero triangular
inicial. En el caso en que a = 0, el sistema queda:

322(0) +21(0) =1,
522(0) + 312(0) = 3,

con soluciones positivas

VI3 -1 V69 — 3

Por otro lado, para o = 1, se obtiene la misma ecuacién:

422(0) + 22, (0) = 2,
423(0) 4 222(0) = 2,

cuya solucién es z1(1) = z2(1) = 1. Por lo tanto, es natural considerar como aproxima-
cién inicial a la ecuacion difusa (3.11)) el nimero triangular zo = (0,434, 0,5, 0,531).
Con esta aproximacion inicial, el método numérico converge a la soluciéon exacta

calculada en la expresion (2.7)), y que se puede obervar en la Figura
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—L-Exacta
—R-exacta
0sl| © Newton

0.9

0.7

0.6

0.3 -

0.1

0
0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54

Figura 3.1: Soluciones exacta y aproximada por Newton para N = 50.

Aunque se puede ver a simple vista que el método numérico ha convergido a la
solucion esperada, es interesante saber en cuantas iteraciones lo ha hecho. También se
puede ver la evolucion del error cometido en cada una de las iteraciones. Esto lo haremos
de la siguiente forma, para cada k € {1,2,..., N}:

6w = mix || (@ ) — (w1 (0). 2(a)|

Es decir, es el error maximo respecto a la solucion exacta de entre todos los «
discretizados en cada una de las iteraciones. También definiremos

F, = méx || F (2, 25,)|

que representa el valor maximo de la funcién F' en cada uno de los « discretizados. Asi
pues, para el ejemplo anterior se puede estudiar la evolucién de estos parametros en la

Figura 3.2}
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Iogm (Fn)

1 1.5 2 25 3 a.5 4 1 1.5 2 25 3 35 4
N° iteraciones N? iteraciones

Figura 3.2: Soluciones exacta y aproximada por Newton para N = 50.

Como se puede observar, el método se considera que ha convergido en la cuarta
iteracién, ya que para todos los a discretizados se tiene que e4 + Fy < 1078 = tol.

3.3. Meétodo de Steffensen.

Muchas veces, usar el método de Newton no es lo mas 6ptimo, ya que las funciones
de una ecuacién difusa de este tipo dependen de si las soluciones buscadas son positivas
o negativas, como hemos visto anteriormente.

Hemos podido aplicar el método de Newton en el ejemplo anterior porque sabiamos
previamente que habia una tnica solucién positiva, por lo que los a-cortes tomaban una
forma en particular. De la ecuacion (3.11)):

b-2>+a-x=a,

con a = (1,2,3), b = (3,4,5), no se pueden obtener directamente las funciones F; y F,
(definidas en la anterior seccién) si no se sabe que la solucién es positiva. Sin ir més
lejos, si suponemos que = € F es una solucién de la ecuacién, y [x], = [z1(a), zo()] son
sus a-cortes, entonces hay varias posibilidades:

» Si z es positiva, es decir z1(«) > 0 para todo a € [0, 1], entonces la funcién Fy
toma la forma:

Fl(xllm Tk, Oék) = (3 + Ckk)l’%k, + (1 + ozk)xlk — (1 + Oék).

» Si z es negativa, es decir z5(a) < 0 para todo a € [0, 1], entonces la funcién F;
toma la forma:
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Fl(:Elk, T2k, Oék) = (3 + ak)xgk + (1 + Oék)lL'lk — (1 + O./k).

» Siz(0) <0 < x9(0), entonces la funcién Fj es la siguiente:

Fy(w1p, wor, o) = (3 + o), — (1 + ),
mientras que la funcién F5 seria:
By (21p, o, o) = (5 — o )max{a?,, 25} + (3 — ap) o — (3 — ).

En resumen, el hecho de que estas funciones cambien segun el tipo de solucién, hace
muy complicada la implementacién de un método numérico como el de Newton, donde
se necesita conocer una expresion algebraica cerrada de la funcion de la cudl se quiere
encontrar el cero. Es por eso que, en este caso, es mejor utilizar algin otro método
numeérico que no necesite de la evaluacién directa de la matriz Jacobiana de la funcién,
sino que la aproxime. Por ejemplo, se puede usar la siguiente definicién, la cudl se puede
consultar en [22]:

Definicion. Diferencias divididas.

Sea F' : Q@ C R" — R”"™ una funcién diferenciable. El operador diferencias
divididas de primer orden de F' en R™ estd definido como [-,; F] : Q@ x Q C R" x
R" — R"

! 1 1
X +H X;F] = / F'(X +t H)ydt = F'(X) + 5F”(X)H + EF”’(X)H2 + O(H?),
0

para cada X, h € Q tal que h # 0.

El operador diferencias divididas es una aproximacién de la matriz Jacobiana de
una funcién. Se puede aproximar la columna j-ésima de F'(z) de la siguiente forma:

F(X + he;) — F(x)

(X + hej, X; F.; = ;

donde h € R es pequeno.

Vamos a ver el siguiente resultado que muestra que, efectivamente, este calculo tiene
un error O(h).

Lema 2. Error en las diferencias divididas:
Sea F : R* — R™ una funcién C! en un abierto convexo 2 C R™. Sea su matriz
Jacobiana F” Lipschitziana en €2 con norma ||-|| y constante de Lipschitz . Entonces

X + hej, X; Fly — F/(X) ]| < %\h\. (3.14)
Por tanto si se considera la norma matricial ||A|| = mazx ”A-JH> se tiene que
j=12,..n
[[X + hej, X; F] — F/(X)|| < %\h\. (3.15)
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Demostracion. Consultar Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Non-

linear Equations
]

3.3.1. Convergencia.

Ahora que ya tenemos un modo de aproximar la matriz Jacobiana de nuestra funcién,
iel método de Newton cambiando ésta por las diferencias divididas funciona bien? La
respuesta es afirmativa, si el incremento h es elegido correctamente, la convergencia
cuadratica del método se conserva, pero hay que ir con cuidado.

Teorema 4. Método de Steffensen (ver [15]):

Sean F'y s con las mismas propiedades que en Teorema Sea||-||; la norma vectorial
y su correspondiente norma matricial asociada. Entonces existen § y h reales positivos
tales que si la sucesién {hx}32, cumple que 0 < |hy| < h para todo k € N y se elige
xo € N(Z,9), entonces la sucesién generada por

Ai(z) = [x + hy, z; F, (3.16)
Tpyr = o — AN (ag) - F(wy) para cada k=0, 1,. .. (3.17)

estd bien definido y converge linealmente a . Si ademas

lim h, =0,
k—o0
y existe alguna constante c¢; tal que
| < el — ] (3.18)

0, equivalentemente, existe ¢, tal que

il < ol P (3.19)
entonces la convergencia es cuadratica.

Demostracidn. La prueba es muy similar a la del Teorema [3] solo que ahora se eligen
d y h de forma que la matriz Ay sea no singular para todo zj € N(Z,0), |hx| < h para
todo k > 0 y ademas,

1
b+ h < —.

T 2By
De la misma forma se comprueba que Ag es no singular. Ahora, la ecuacién (3.9)
pasa a ser:

T —T = xo—7T— Ay F(x0)
xo — T — Ay ' Flzo) + Ay F(Z) + {(Ag " F' (20) (T — o) — Ay " F' (20)(Z — o) }
= Ay H{IF(@) = Flao) = F'(wo) (7 — IO)] +[(F'(20) — Ao)( — x0)]} -
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Esto cambia con el Teorema |3 en que ahora F'(x)~! ha sido reemplazado por Ay*
y se ha anadido el término (F'(x¢) — Ao)(Z — xo).
Pero esto no es problema, ya que por la desigualdad triangular y el Lema [2}

oy =&l < | A3 {| F(2) = Flao) = F/(20)(@ = wo)[| +]| (F"(w0) = Ao)(@ — 20)]|} <

_ h _
<28 {Jle -l + e~ },

que prueba que la desigualdad (3.18|) sea suficiente para la convergencia cuadratica.
Ademas:

_ _ L.
lz1 =2l < (8 + R)|z = zo]| < FIT — o] -

Y se procede de forma inductiva. n

En la practica se tomard hy = h € R* para todo k > 0.

Ejemplo 18. Vamos a seguir con el Ejemplo 16, ya que ya conocemos todas sus so-
luciones. Vamos a demostrar cémo no hace falta ningin célculo previo para encontrar
la tinica solucion de forma numérica. Trabajaremos en el programa Matlab. La idea es
generar la funcion de la cudl queremos calcular el cero con composicién de funciones, de
forma que dependan de si son positivas o son negativas. Por ejemplo, podemos definir
la funciéon ”"multiplicacién”de dos nimeros difusos u y v de la siguiente forma:

function pa = product (ua,va)
X=[ua(1l)*va(l),ua(2)*va(l),ua(l)xva(2),ua(2)*va(2)];
11oa=[nflilfl(X) ymax (X) ] ;

Por lo que sean cuales sean u y v, positivos o negativos, el producto se realiza
correctamente. Algo similar podemos realizar con la funcién ” al cuadrado ”:

function fua = funct2(u)
f=a(x) x."2;
if u(l)*u(2)<o0
fua=[0,max(f(u))];
else
fua=f(u);
end
end

que coincide exactamente con la definicién de la Proposicién [3] De nuevo esta definicién
de funcién no excluye a las soluciones negativas, por lo que es mucho méas general.

De forma similar, se pueden ir definiendo todas las demas operaciones de la misma
forma, y al final se puede construir la funcién querida sin tener en cuenta las propiedades
de los pardametros de entrada. Para el Ejemplo 16:

20



10

11

12

13

14

b-2*+a-z=a, (3.20)

con a = (1,2,3), b= (3,4,5), construimos la siguiente funcién:

function fu = F(u,i,n)
% Aqui representa en que posicion de los alpha Y%ortes
esta. Esto lo necesitamos para obtener. n es el %
numero que hemos usado en el metodo numerico.
b=alphac_triangular(3,4,5,n);
a=alphac_triangular (1,2,3,n);
bi=b(i,:);
ai=a(i,:);
fu=hukuhara (suma(product (funct2(u),bi) ,product(ai,u)),bi);
end

Asi pues, el comando que se utiliza para encontrar la solucién es:

N=50; % numero de discretizacion de los alpha cortes.

h=0.001; %aso para las diferencias divididas. Hay que tener
cuidado con

Y%aso porque si no es lo suficientemente pequeno falla.

alpha=0:1/(N-1):1;

fun="F’; %uncion a resolver F=0

uini=alphac_triangular (0.43,0.5,0.53 ,N); Yaproximacion inicial

YSteffensen :
usol = Steffensen (fun ,N,uini ,h,1);

plot (usol ,alpha, "ko ") ;

str=sprintf( 'Con % divisiones’ , N);
title (str)

legend ( ’Exacta’,’ Steffensen ”)
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Figura 3.3: Soluciones exacta y aproximada por Steffensen para N = 50.

que es la misma que habiamos encontrado con el método de Newton y esta representada
en la Figura [3.3] pero ahora no nos ha hecha falta suponer que las soluciones eran
positivas, el método directamente se encarga de ello.

El error cometido en cada iteracién estd representado en la Figura [3.4}

Como se puede ver, también se han necesitado solamente 4 iteraciones para la con-
vergencia, al igual que en Newton.

Ejemplo 19. Sean los ntimeros triangulares a = (1,2,3), b = (2,3,4), ¢ = (3,4,5) y
d = (5,8,13) y sea la ecuacién difusa:
ax® +bx® + ¢ = d. (3.21)

Esta ecuacién tiene una solucién difusa positiva x. Si los a-cortes de z son [z], =
[z1(), z2(r)], entonces las ecuaciones paramétricas resultantes son:

(a+ Dad(a) + (a+2)z3(a) + a+3 = 3a + 5,
(3 —a)zi(a) + (4 — a)ri(a) + (5 — a)+ = 13 — 5a.

Es interesante encontrar una buena aproximacién inicial a la soluciéon. Si a = 0,
entonces si se resuelven este sistema de ecuaciones queda:

21(0) ~ 0,839y 5(0) ~ 1,056.
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Figura 3.4: Soluciones exacta y aproximada por Newton para N = 50.

Si, ademas, estudiamos o = 1, las soluciones son:

Es decir, los a-cortes de x en aw = 0 son aproximadamente el intervalo [0,839, 1,056],
mientras que el real con mas grado de pertenencia es aproximadamente 0,911. Asi pues,
es natural considerar como aprimera aproximacién el nimero triangular (0,839, 0,911, 1,056).
En este caso, el método de Steffensen también converge a la solucién exacta, lo cudl
se puede comprobar en la Figura |3.5
El error cometido en cada iteracién estd representado en la Figura [3.6]
Ahora se han necesitado 4 iteraciones para la convergencia, al igual que en Newton.

Por dltimo vamos a ver una ecuacion difusa cuya solucién es un nimero difuso que
no es ni positivo ni negativo.

Ejemplo 20. Sean los numeros difusos a = (—0,5,0,0,5), b = (—1,5,—1,—0,5) y sea la
ecuacién difusa:

b-2°Sa=0. (3.22)

Una solucién a esta ecuacion es el nimero difuso que tiene por a-cortes:

2] s/ 0,56 —=05a ,/=0,5+0,5c
T)o = ,

—1,54+ 050" V —1,5+ 0,5
la cual es una solucién que es mixta (ni positiva ni negativa). Adn asi, y sin tener
que desarrollar ninguna de las funciones F; y Fy en funciéon de si las soluciones eran

Y
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Figura 3.6: Soluciones exacta y aproximada por Newton para N = 50.
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Figura 3.7: Soluciones exacta y aproximada de la ecuacién (3.21) por Steffensen para
N = 50.

positivas, negativas o mixtas; con el método de Steffensen se obtiene la solucion deseada,
representada en la Figura
El error cometido en cada iteracién estd representado en la Figura [3.8

Con el tultimo ejemplo queda demostrado que el método de Steffensen es mucho
mejor que el método de Newton, ya que nos permite no prestar atencion a qué forma
van a adoptar las funciones F} y Fy en funcién de si las soluciones son positivas o
negativas. Esto es muy beneficioso, ya que las ecuaciones podrian complicarse mucho y
podriamos no disponer de una expresion analitica de estas funciones, lo cual impediria
directamente la aplicacién del método de Newton.
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Capitulo 4

Ecuacion logistica difusa.

Las ecuaciones en diferencias aparecen en muchas disciplinas donde se toman medi-
das discretas y son consideradas una gran herramienta en los modelos matematicos |16].
De hecho, son utilizadas en campos como el andlisis numérico, en la teoria de control,
en estudios econdmicos, en ciencia de la computaciéon y en biologia. En particular, en
esta ultima, es interesante el estudio de la evolucion del nimero de individuos de una
poblacién a lo largo del tiempo.

Una de las ecuaciones en diferencias més utilizadas para modelizar este fenémeno
es la ecuacién logistica:

Tpr1 = axp(l —x,) n €N, (4.1)

donde z,, representa la densidad de poblacién en un instante de tiempo con respecto a
una capacidad méxima, y a es el maximo crecimiento posible.

El objetivo de este capitulo es extender la ecuacién logistica a una ecuacién difusa en
diferencias (ver . Esto es, una ecuacion en diferencias con parametros y condiciones
iniciales difusas, cuya solucién es una secuencia de ntmeros difusos. Estudiaremos la
ecuacion

Tpt+1 = ﬂmn S 5332; n e N7 (42)

donde z,, 8 € F™ para todo n € N. Llamaremos también z, € F' a la condicién inicial,
y los a-cortes seran

[l'n]a = [mn,l(a)v xn,2<a)} )
[Bla = [Br(), Ba(@)]

para todo n > 0.

4.1. Resultados previos.

Para lograr este objetivo, necesitamos introducir algunos conceptos tales como la
acotacion de una sucesién de nimeros difusos.
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Definicién. Una secuencia de nimeros difusos positivos {x,}>2; es acotada si existen
niumeros reales M, N > 0 tales que

supp(z,) C [M,N] para todo n € N.
Definicién. Sean u,v € F con a-cortes:

[u]o = [ur (@), us(@)] [v]a = [v1(a), v2(0)] para cada a € [0, 1].

Entonces la métrica definida en el espacio de los niimeros difusos estéa definida como
sigue:

ug () — w(a)‘} :

d(u,v) = sup max { |ur (@) — v ()

)

donde el supremo se toma respecto a « € [0, 1].

De esta forma ya podemos hablar de convergencia de sucesiones de nimeros difusos.

La ecuacién (4.2|) utiliza la diferencia de Hukuhara debido a que tiene mejores pro-
piedades a la hora de trabajar con ecuaciones, como se ha visto en el Capitulo 1. Aun
asi, no siempre existe esta diferencia entre dos niimeros difusos, por lo que tenemos que
ver bajo qué condiciones esta ecuacién de recurrencia puede estar bien definida.

Lema 3. Sea 3,29 € F* tales que fi(a) < 1y zoa(a) < % para todo a € (0,1].
Entonces la diferencia de Hukuhara existe en la ecuacién (4.2) para todo n € N.

La demostracién de este resultado se encuentra en el articulo ”Fuzzy Logistic diffe-
rence equation” [16], asi como de la existencia y unicidad de soluciones con unas hipétesis
determinadas sobre Sy x:

. + + + 1

Proposicién 6. Sea (3,79 € F* tales que g7 < 1y x5, < 5 para todo a € (0,1].
Entonces, para cualquier xzo cumpliendo estas condiciones, existe una tnica solucion
{z,}°2, a la ecuacién logistica difusa en recurrencias (4.2)).

Definicién. Diremos que el numero difuso z € F es un punto fijo de la ecuacién (4.2))
si

x = fr o fa?,
y la diferencia de Hukuhara existe.
Teorema 5. Sea la ecuacion en diferencias difusa:

Tp+1 = B$n S 51’721 n e N7 (43)

con condicién inicial zy € F* y pardmetro 8 € F™ que satisfacen las condiciones del
Lema [3] Entonces se tiene que

1. La ecuacion tiene un unico punto de equilibrio.
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2. Cualquier solucién positiva {z,,}5°, de la ecuacién converge al tinico punto de
equilibrio x con respecto a la métrica del espacio de nimeros difusos d cuando
n — oo.

Demostracion.

1. Los puntos de equilibrio x € ' de la ecuacién difusa (4.3)) cumplen:

r = fr & P’

O lo que es lo mismo, en términos de a-cortes:

[2]a = [Bz © B2"]a

Si escribimos [z], = [z1(a), z2(@)] ¥ [Bla = [B1(@), B2(a)], como z es positivo, la
ecuacion difusa se transforma en un sistema de dos ecuaciones escalares:

8
N
2

Il
=™
N

o
SN—

8
N
£

|
=™

N

Q
S~—

8
IS
2

xl(a)—ﬁl 04)—1’ _
B v T ;

IQ(O() _ BQ(Q) -1 TolX) =
Ba(a)

Es muy sencillo comprobar que la primera solucién no corresponde a la estructura
de un numero difuso, por lo que el unico punto fijo de la ecuacién (4.3) es el cero
difuso: = = 0.

2. Vamos a probar que cualquier solucién positiva {z,}>2; de la ecuacién (4.3)) con-
verge a 0, que es el tnico punto de equilibrio. Como {z,}>°, es una solucién de
(4.3]), entonces se tiene que

2
Tpy1 = 5:611 S ﬁ‘rnv
para todo n € N. Si definimos los a-cortes de la recurrencia como [Tpi1]a =

[:En+171(a), $n+1,2(0é)] , entonces

{$n+1,1(04) = fi(a)xn 1 (a) — 51(0033%,1(0‘) < pi(a)zn1(a),
Tno(a) = Ba(a)rnz(a) — Bo(@)zh 5(ar) < Ba(a)rn2(c)

)

Como f;(a) < fa(a) < 1, entonces se tiene que
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lim Q?n’lxl(Oé) =0
n—r00

lim x,2(a) = z2(a) = 0,
n— o0

para todo « € [0, 1], por lo que

d(x,, z) = sup max{ |z, (@) — 21(a)|, |zn2(a) — 22(a)|} = 0.

Y

Y la solucién de la ecuacién (4.3) converge a su unico punto fijo x = 0.

4.2. Ejemplos.

La siguiente seccion ilustra el comportamiento de la ecuacion logistica difusa con
varios ejemplos. En ellos, se observa que las soluciones convergen al inico punto fijo de
la ecuacién, x = 0.

Ejemplo 21. Sea 3 € Ft, definido en términos de sus a-cortes segun [5], = [0,3, 0,5, 0,7],
y Sea la ecuacion difusa en diferencias logistica dada por

Tpi1 = B, © B2 (4.4)
Por el Teorema [f], si la condicién inicial 2o € FF, con a-cortes [zg]a = [2o,1 (), zo2(a)],

satisface xga() < % para todo a € (0, 1], entonces cualquier solucién converge a x = 0,
el tinico punto de equilibrio. Por ejemplo, si

(0] = [0,3 + 0,2c,,0,5 — 0,1q].

Y definimos los a-cortes de la recurrencia como

[[En]a = [xn,l(a)a £L‘n72(OZ)} )

entonces en la Figura se puede ver cémo evolucionan los a-cortes de la secuencia
solucién x,,:
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Capitulo 5

Conclusiones y lineas futuras.

En un principio, se han definido los conjuntos difusos y se han presentado numerosas
propiedades de los mismos. Seguidamente se ha pasado a un subconjunto de éstos, que
son los nuimeros difusos. Se ha visto que sus aplicaciones son muy diversas, dado que
permiten expresar de mejor forma algunos hechos de nuestro entorno que no podriamos
describir de forma facil con la légica booleana.

A continuacién se ha presentado el principio de Extensién de Zadeh, que permite,
como su nombre indica, extender funciones reales a funciones difusas. Es importante
detenerse un momento en este punto, pues la generalizacién de funciones difusas a través
de las reales no es tarea sencilla, y un gran ejemplo puede ser la funcién cuadratica o
porqué u? # u - u, siendo este v un ntimero difuso en particular.

En el Capitulo [2] se presentan numerosos ejemplos de lo que es una ecuacion difusa
y en el Capitulo |3| se estudian métodos numéricos para resolverlas. El mas usado es el
método de Newton, pero se necesitaba la expresién analitica de la funciéon para poder
usarlo, cosa que en los niimeros difusos en general no es posible debido a que su expresion
analitica depende de dénde lo estas evaluando. Es por eso que se presenta el método
de Steffensen, el cudl no necesita de la evaluacién de la matriz Jacobiana, y por tanto
tampoco necesita de la expresion analitica de la funcién a resolver.

Por 1ltimo, en el Capitulo [4] se estudia la ecuacién logistica difusa en recurrencia,
que describe, entre otras muchas cosas , la evolucion del nimero de individuos de una
poblacion a lo largo del tiempo.

De cara al futuro, seria interesante estudiar mas ecuaciones en diferencias difusas,
ya que se dispone de una herramienta numérica (método de Steffensen) para resolver los
puntos fijos de este tipo de ecuaciones. Ademas, también se podria ampliar el estudio
a otros métodos iterativos libres de matrices Jacobianas que sean mas eficientes. Esto
permitiria obtener un mayor orden de convergencia, reduciendo significativamente el
numero de iteraciones para resolver una ecuacién difusa. Por ejemplo, se podria estudiar
la implementacién del método de Traub, de orden de convergencia igual a 3, o incluso
el método de Ostrowski, de orden 4.
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