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Resumen

This paper presents an intuitive approximation to the concept of con-
ditional expectation of a random variable based upon a graphical inter-
pretation.

Introduccién

El concepto general de esperanza condicional es, sin duda, uno de los mas
dificiles de estudiar dentro de la Teoria de la Probabilidad, por la cantidad
de conceptos abstractos que se requiere comprender previamente para garan-
tizar su correcta asimilacién. Se hace imprescindible para ello introducir, en
ambiente de Teoria de la Medida, la definicién de o-dlgebra y la definicion de
o-dlgebra generada por: un conjunto, una variable aleatoria (v.a.), un vec-
tor aleatorio, un proceso estocastico, etc. Sin embargo, no se puede evitar



el estudio meditado del concepto de esperanza condicional, si posteriormen-
te se desea adquirir una sdlida comprensién de otras partes de la Teoria de
la Probabilidad que resultan imprescindibles en temas de investigacién que
estan de plena actualidad, tales como la integral de It6 o mas generalmente
las martingalas, las cuales se requieren, no sélo en la Matematica pura [?],
sino también en sus aplicaciones dentro de campos tan diferentes como las
Finanzas [?] o la Ingenierfa de Procesos Productivos [?], por ejemplo.

En este trabajo se muestra, a través de un ejemplo sencillo, una interpre-
tacion grafica del concepto de esperanza condicional de una v.a. que pensamos
puede ayudar al lector a aproximarse a este importante concepto, el cual por
otra parte involucra cierto grado de abstraccién.

1. EIl concepto de esperanza condicional: una revisién breve

En este apartado recordaremos las ideas bdsicas sobre el concepto de
esperanza condicional que necesitamos introducir para comprender el estudio
grafico posterior. Para més detalles puede consultarse [?], por ejemplo.

Cuando se introduce el concepto de esperanza condicional de una v.a., el
proceso pedagdgico suele seguir una cadena de pasos, cuyo primer eslabon es
definir la esperanza condicionada a sucesos, posteriormente condicionada a
vs.as. (basandose para ello en la definicién dada para sucesos) y posteriormen-
te, en cursos avanzados, se introduce la esperanza condicionada a o-algebras
(baséndose para ello en la definicién dada para vs.as.). No obstante, a medi-
da que se generaliza el concepto, se va perdiendo intuicién, y el proceso de
asimilacién se hace méas complicado.

Como se adelanté en la Introduccion, el objetivo de esta nota es apor-
tar una interpretacién gréafica del primer eslabén: la esperanza de una v.a.
condicionada a un suceso. Consideremos dos sucesos A y B de un espacio
muestral 2, donde hay definida una medida de probabilidad P, la esperanza
condicional de A dado B, denotada por P[A|B], se define por

P[A N B]

PIAIB] =~ (1)

siempre que P[B] > 0. Obsérvese que la probabilidad P[A|B] est4 normalizada
respecto del valor P[B] > 0 relativa a la probabilidad de que el suceso B



pueda haber acontecido. A partir de esta idea de normalizacién utilizada
(i.e., dividiendo por el factor de normalizaciéon P[B] > 0) para introducir el
concepto de probabilidad condicional, se define la funcion de distribucion de
una v.a. X dado un suceso B:

PX <z,B
Fx(el) = "t acR, 2)
y la esperanza condicional
E[X - Ip]
BIX|5) = 5, Q

siendo Ig la funcién indicatriz del suceso B:

1 si weB,
IB(“’>_{ 0 si w¢B. @
En el caso en que © = R, si X es una v.a. discreta que toma valores

{x1,x9,...}, la expresién (?7?) se escribe

E[X|B] = 1@[13] S aPl{w : X(w) = 2} 1 B]
k=1

X PHw: X(w) =} N BJ
2 FAl ®)

= > aP[X = x| B],
k=1

y en el caso de una v.a. continua,

[e.e]

E[X|B] = P[lB] / 2Ip(2) fx (x)dz = P[lB] /B ofx()de.  (6)

Después de realizar este recordatorio de las ideas bésicas relacionadas con
la probabilidad condicional, en el siguiente apartado mostraremos una apro-
ximacion grafica al concepto de esperanza de una v.a. condicionada a un
suceso, que constituye el objetivo de esta nota.



2. Aproximacion intuitiva a la esperanza condicio-
nal: Un ejemplo

Para apelar a la intuicién, consideremos la v.a. X(w) = w definida so-
bre el conjunto 2 =]0,1], el cual supondremos dotado de una medida de
probabilidad

P: Q@ — [0,1]
w — Plla,b]]=b-a,

para cada |a, b] C]0, 1]. Claramente X tiene una distribucién de tipo uniforme
sobre el intervalo |0, 1], i.e. X ~ Un(]0,1]), ya que, su funcién de distribucién
(f.d.) es

y, por la conocida relacion entre la funcién de densidad de probabilidad
(f.d.p.) y la f.d., su f.d.p. es fx(z) es

fx(x)=1 Va €]0,1]. ()

Por ser X ~ Un(]0, 1]), se tiene E[X] = 0.5. [lustramos esta caracteristica en
la Figura ?7.

Para introducir la esperanza condicional necesitamos considerar algin
suceso del conjunto € =]0,1]. Supongamos que algunos de los siguientes
sucesos han ocurrido:

Ai:]z_l,ﬂ, i=1,2,....n, (9)

n n

entonces teniendo en cuenta (?7), y que P[4;] = * — % = %, se tiene que

segun (?77) (con B=A;) y (?7)

1 g 12 —1
E[X|A¢}=P[A']/14xdx:nﬁla:dxz2 ln , 1=1,2,...,n. (10)

i n
Es ahora cuando resulta especialmente interesante ilustrar graficamente los
resultados obtenidos en (??) para aproximarnos a la idea intuitiva de espe-

ranza condicional. En la Figura ?7? se ha representado E[X|A;] para n = 5.



0.5 s E[x]=0_5]

Figura 1: Representacién de la v.a. X y de su media E[X] = 0.5 en el con-
texto del ejemplo.

E[2Ia]

Figura 2: Representacion de la v.a. X y de su esperanza condicional
E[X|A;], siendo A; los sucesos definidos en ?? con n = 5.



Comparando la Figura 7?7 y la Figura 7?7, visualizamos algunas carac-
teristicas que suelen citarse en el desarrollo abstracto del concepto de espe-
ranza condicional. Mientras en la Figura ?? observamos E[X], en la Figu-
ra 77, vemos como varia dicho valor como consecuencia de la actualizacién
que experimenta al considerarse condicionada la v.a. X a los sucesos A;, ob-
teniéndose asi: E[X|A;]. Asi por ejemplo, paran = 5 en (?77), a partir de (?7?)
se tiene

. 1 1
1
i—2, E[X|4s — E[X[02,04] — §x§ _ 3 s,

tal y como se observa en la Figura 77. Mediante un proceso similar, pe-
ro tomando los sucesos en (??) como intervalos de longitud méas pequena,
digamos

i—1 1
Bi=|—,— i=1,2,...,2 11
K] :| 2n 727_’/] b Z ) b b n? ( )
y razonando como antes, se obtiene que
i i—1 1
P[B;| = — — = —,
2n 2n 2n
1 3 12:-1
E[X|B;] = P[Bi]/Bi:cdm:%l/in xdx = 1 T 1,2,...,2n, (12)

obteniéndose en este caso la representacién de la esperanza condicional dada
en la Figura 7?7 (para n = 5)
Este enfoque grafico nos indica que si tomamos sucesos en la forma

i—1 4
Cir=|—,—1|, i=12,....kn,
ik }kn’lm] ! "
con k — 0o, se tendra

lim E[X|Ci] = X. (13)

k—00



Figura 3: Representaciéon de la v.a. X y de su esperanza condicional
E[X|B;], siendo B; los sucesos definidos en (??) con n = 10.

Por lo tanto, E[X|A], siendo A un suceso, es una aproximacién mas o menos
“ruda” de la v.a. X: en nuestro ejemplo particular la aproximaciéon a X se
obtiene mediante una funcién escalonada (en la Figura ?? con 5 escalones y
en la Figura ?? con 10 escalones).

Terminamos recordando el modo en que, a partir de los conceptos ante-
riormente sefialados, se suele completar la presentacién formal de esperanza
condicionada a una variable discreta, con el objeto de dar una visién completa
del tema tratado.

Una vez introducido el concepto de esperanza condicionada a un suceso, es
sencillo entender la definicién de esperanza condicionada a una v.a. discreta
Y definida sobre el espacio muestral €2, y que toma valores y; coni=1,2,...
sobre los conjuntos A4;, i.e.,

A ={w:Y(w) =y}, i=12,...

En efecto, dada una v.a. X sobre © con E[|X|] < oo y la v.a. discreta Y,
se define la esperanza condicionada de X condicionada a Y como otra v.a.
definida como sigue

(esta definicién se basa en la definicién de esperanza condicionada a un suceso



antes definida). Obsérvese que si sabemos que A; ha sucedido, podemos res-
tringirnos a los w pertenecientes a A;, para los cuales E[X|Y](w) coincide con
la esperanza condicional cldsica E[X|A;] (véase (?7)). Por todo ello, y dado
que E[X|Y] si es una v.a., podemos afirmar que ésta es una aproximacién a
la v.a. original X.

3. Conclusiones

El objeto de esta nota ha sido proporcionar, mediante un ejemplo sencillo,
una metodologia diddctica basada en la intuicién grafica para comprender
el concepto bésico de esperanza condicional desde una interpetacion gréfica,
como una aproximacion a la variable aleatoria que se condiciona a un su-
ceso generando una nueva variable aleatoria. Para que el lector comprenda
mejor nuestra propuesta, hemos contextualizado los diferentes conceptos in-
volucrados en el marco tedrico que habitualmente se utiliza en los textos de
referencia para introducir el concepto de esperanza condicional.
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