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Resumen

This paper presents an intuitive approzimation to the concept of con-
ditional expectation of a random variable based upon a graphical inter-
pretation.

Introduccion

El concepto general de esperanza condicional es, sin duda, uno de los mas
dificiles de estudiar dentro de la Teoria de la Probabilidad, por la cantidad
de conceptos abstractos que se requiere comprender previamente para garan-
tizar su correcta asimilacién. Se hace imprescindible para ello introducir, en
ambiente de Teoria de la Medida, la definicién de o-dlgebra y la definicién de
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o-4lgebra generada por: un conjunto, una variable aleatoria (v.a.), un vec-
tor aleatorio, un proceso estocastico, etc. Sin embargo, no se puede evitar
el estudio meditado del concepto de esperanza condicional, si posteriormen-
te se desea adquirir una sélida comprensién de otras partes de la Teoria de
Ja Probabilidad que resultan imprescindibles en temas de investigacién que
estan de plena actualidad, tales como la integral de Itd o mds generalmente
las martingalas, las cuales se requieren, no sélo en la Matematica pura [1],
sino también en sus aplicaciones dentro de campos tan diferentes como las
Finanzas [2] o la Ingenierfa de Procesos Productivos [3], por ejemplo.

En este trabajo se muestra, a través de un ejemplo sencillo, una interpre-
tacién grafica del concepto de esperanza condicional de una v.a. que pensamos
puede ayudar al lector a aproximarse a este importante concepto, el cual por
otra parte involucra cierto grado de abstraccién.

1. El concepto de esperanza condicional: una revision breve

En este apartado recordaremos las ideas basicas sobre el concepto de esperan-
za. condicional que necesitamos introducir para comprender el estudio gréafico
posterior. Para més detalles puede consultarse (1], por ejemplo.

Cuando se introduce el concepto de esperanza condicional de una v.a., el
proceso pedagdgico suele seguir una cadena de pasos, cuyo primer eslabdn es
definir la esperanza condicionada a sucesos, posteriormente condicionada a
variables aleatorias (basdndose para ello en la definicién dada para sucesos) y
posteriormente, en cursos avanzados, se introduce la esperanza condicionada
a o-algebras. No obstante, a medida que se generaliza el concepto, se va
perdiendo intuicién, y el proceso de asimilacién se hace mds complicado.

Como se adelanté en la Introduccién, el objetivo de esta nota es aportar
una interpretacion grafica del tercer eslabén: la esperanza de una v.a. condi-
cionada a una o-algebra. Para su definicién formal, empezamos por el primer
eslabén: considerados dos sucesos A y B de un espacio muestral €2, donde
hay definida una medida de probabilidad P, la probabilidad condicional de
A dado B, denotada por IP[A|B], se define por

P[AN B

PIAIB] = ~ 557 (1)
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siempre que P[B] > 0. Obsérvese que la probabilidad P[A|B] estd normalizada
respecto del valor P[B] > 0 relativa a la probabilidad de que el suceso B
pueda haber acontecido. A partir de esta idea de normalizacién utilizada
(i.e., dividiendo por el factor de normalizacién P[B] > 0) para introducir el
concepto de probabilidad condicional, se define la funcién de distribucion de

una v.a. X dado un suceso B:

PX <z, B]

R
IP’[B] v b g IRy

Fx(z|B) =

y la esperanza condicional

x| 5] = 2o,

siendo Ig la funcién indicatriz del suceso I3:

1 si weB,
IB(w)_{O si wé¢ B.

En el caso en que X es una v.a. discreta que toma valores {z1,x2,..

expresion (3) se escribe

E(X|B] = ﬁ S @yPl{X = &} N B]
k=1

2. PH{X =z} N B
= D ]P’{Bli

k=1
o0

= kaP[X == $k|B],

k=1

y en el caso de una v.a. continua,

E[X|B] = ﬁ / ZuB(w)fx(m)dw - 51 ]B 2fx(2)ds.

(2)

(4)

4 da

(5)

(6)

De hecho, integrando respecto a la medida P, se tiene en general que
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E[X|B] = ﬁ[%]/BXdP. 1)

En el segundo eslabdn, de define E[X|Y], siendo X cualquier v.a. e YV
una v.a. discreta. Si denotamos los puntos del soporte de Y por y1,¥2, ..
entonces se define

L ;

o0
EX|Y] =) EX|Y = yilliy—y,) =

i=1 =1

Notemos que, a diferencia de lo que ocurre cuando se condiciona a un suceso,
condicionar a una v.a. da lugar a una nueva v.a.

Finalmente, en el tercer eslabdn, se define la probabilidad condicionada
de X a una o-dlgebra G. Esta o-algebra se supone contenida dentro de la
o-dlgebra de sucesos de nuestro espacio de probabilidad subyacente. A nivel
formal, se define IE[X|G] como la tinica variable aleatoria G-medible con la
propiedad E[X - Ig] = E[E[X|G] - Ig] para cada G € G. La existencia y
unicidad de E[X|G] se demuestra mediante el teorema de Radon-Nykodim.
Para vs.as. en el espacio L2(Q) (existencia de varianza), E[X|G] es la mejor
aproximacién a X en el espacio de las vs.as. G-medibles (proyeccion).

Un caso particular de esperanza condicionada a una o-dlgebra aparece
cuando condicionamos a la g-algebra generada por una particion Ay, ..., Ap
de ©, m € NU{co}, que se denota G = o{Ay,..., A, }. En tal caso, de puede
demostrar que

m m

ELX|0) = 3 EIX|AdLy, =Y S A,
i=1 = Pl
Obsérvese que la definicién (8) proviene de condicionar X a la o-dlgebra
generada por la particién {{Y = y;}}i»1, esto es, G = o {{Y = y;} : i = 1}.
Después de realizar este recordatorio de las ideas basicas relacionadas
con la probabilidad condicional, en el siguiente apartado mostraremos una
aproximacion grafica al concepto de esperanza de una v.a. condicionada a
una o-dlgebra generada por una particién de €2, que constituye el objetivo de
esta nota.
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2. Aproximacion intuitiva a la esperanza condicio-
nal: un ejemplo

Para apelar a la intuicién, consideremos la v.a. X (w) = w definida sobre el
conjunto 2 = [0, 1], el cual supondremos dotado de la g-algebra de Borel
B0, 1] y de una medida de probabilidad

P:B[0,1] — [0,1], P[]a,b]]=b—a.

Claramente X tiene una distribucién de tipo uniforme sobre el intervalo [0, 1],
i.e. X ~ Un([0,1]), ya que su funcién de distribucién (f.d.) es

PO =0 si x<0,
Fx(z)=P{lweQ: X(w)=w<z}=¢ P[|0,z]] =z si z€]0,1], (9)
P[]0,1]]=1 si z>1,

y, por la conocida relacién entre la funcién de densidad de probabilidad
(f.d.p.) y la f.d., su f.d.p. es fx(z) dada por

fxlz)=1, Vzelo1]. (10)

Por ser X ~ Un([0, 1]), se tiene E[X] = 0.5. Lo ilustramos en la Figura 1.

sl A EET=i3)

Figura 1: Representacion de la v.a. X y de su media E[X] = 0.5 en el con-
texto del ejemplo.
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Para introducir la esperanza condicional necesitamos considerar algin
suceso del conjunto Q = [0, 1]. Supongamos algunos de los siguientes sucesos:

.
A,;:]T’ ,1], i=1,2,...,1n. (11)

n T

=1 _ 1

Entonces teniendo en cuenta (10), y que P[4;] = 2

% . — q 5€ tiene que
segiin (6) (con B = A;) y (10)

1 n 12:—-1
E[Xlz‘h]me]f}l‘mdwznﬁ_lmdmwi ?n . 3202 vem  (1R)

n

s ahora cuando resulta especialmente interesante ilustrar graficamente los
resultados obtenidos en (12) para aproximarnos a la idea intuitiva de espe-
ranza condicional. En la Figura 2 se ha representado

5

2 % —1
E[X|o{A1,...,As}] =D E[X|A)Is = TR
=1

i=1

Figura 2: Representacidn de la v.a. X y de su esperanza condicional
E[XIJ{Ala . aAS}]'

Mediante un proceso similar, pero tomando los sucesos en (11) como in-
tervalos de longitud més pequena, se obtiene la representacién de la esperanza
condicional dada en la Figura 3 (para n = 10).
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Figura 3: Representacidn de la v.a. X y de su esperanza condicional

E[XlU{A],. v :Al()}]-

Si definimos G, = o{A1,..., Ap}, con cada 4; dado por (11), y conside-
ramos las vs.as.

X, = B[X|Gn] = ZE[X|A Zm_lf]f—“i,ip

2n
i=1

entonces
Iim X, (w) = X(w).
n—od

En este caso particular en el que X es la v.a. identidad, esta propiedad es
sencilla de probar. Fijado unw € (), para cada natural n escogemos ip tal que
-l « X(w) =w < o Por tanto, Xn(w) = Zp—=l _; W, como querfamos.
As1 hemos demostr ado la propiedad que se observaba en las figuras.

En el caso general de cualquier v.a. X, los sucesos A; se deben tomar

Ai:{1—1<X<n} (13)

n

como
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Se puede demostrar, al igual que hemos hecho con el caso particular ante-
rior, que si definimos G, = o{A,...,A,}, con cada A; dado por (13), y
consideramos las vs.as.

n

Xn = E[X|Gn] = ZIE[X|A1']I/11:

i=1
entonces 1imy, oo Xn(w) =X (w). En efecto, dado w € €, para cada n toma-
mos i, con la propiedad ’”—;1 < X(w) < . Hacemos uso de (7):

e X dP
Xn(w) = E[X|A;,] = E%Aﬁ‘"] - IAE;iAf ]

Podemos estimar

X dP
b Xy

Xa) = X (@) = |7

1
< FoiT /A X — X (w)] dP.

in

Ahora, en A;,, se cumple |X — 2| < 1. Por la desigualdad triangular, | X —

Xw)<|X — %| + ]% - Xw) < x4+ % — % Se deduce que

1 2 n—oo
n(w) — < — X-X <— — 0
| Xn(w) — X (w)] AL /A,-n l (w)| dP . 0

Ademas, notar que la velocidad de convergencia es independiente de w, siendo

siempre 2. Asf, E[X|G,] se puede ver como una aproximacién a la v.a. X con
error O(1/n).

Conclusiones

El objeto de esta nota ha sido proporcionar, mediante un ejemplo sencillo,
una metodologia diddctica basada en la intuicién gréfica para comprender
el concepto de esperanza condicional desde una interpetacién grafica, como
una aproximacién a la variable aleatoria que se condiciona a una o-algebra
generando una nueva variable aleatoria. Para que el lector comprenda mejor
nuestra propuesta, hemos contextualizado los diferentes conceptos involucra-
dos en el marco tedrico que habitualmente se utiliza en los textos de referencia
para introducir el concepto de esperanza condicional.
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