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Resumen

Los métodos de integracion numérica son una herramienta potente para la
resolucién de problemas que involucren ecuaciones diferenciales, en el caso
de este trabajo la ecuacion de la dindmica estructural. Se va a hacer una
revision y andlisis de algunos de los métodos més conocidos, como el método
de Newmark-(, y algin método mas reciente como es el método de Bathe
modificado. Mediante el andlisis de un caso practico, aplicando los distintos
métodos, se veran algunas de las ventajas e inconvenientes asociados a los
mismos. Se disena un ejemplo de aplicacion en el ala de un avién con multiples
grados de libertad la cual se modelard mediante una viga siguiendo la teoria
de vigas de Euler-Bernoulli. Se observara el comportamiento que tiene en
funcién de cual sea el método utilizado y las fuerzas empleadas.

Para recopilar todos los métodos usados, se ha creado una apliaciéon en el
entorno de Matlab mediante la interfaz de App Designer en donde se podran
resolver problemas dindmicos genéricos con cada uno de los métodos utiliza-
dos y distintos tipos de fuerzas y validar métodos nuevos de forma simple.
Los datos generados en desplazamientos, velocidades y aceleraciones podran
conservarse para su postproceso. Se concluye que el uso de un método u otro
depende de las caracteristicas del problema dinamico a resolver y los recur-
sos disponibles por el usuario. Respecto a la aplicacién se proponen mejoras
que ayuden al usuario a un mejor entendimiento de la misma y la inclusion
de nuevas herramientas que permitan contrastar resultados de forma mas
efectiva.

Palabras clave: estructura, ecuacion dinamica, metodo de integracién, in-
tegracion numérica, Newmark-/3, Bathe, App Designer, Matlab, ala.
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Resum

Els metodes d’integracié numerica sén una ferramenta potent per a la resolu-
cié de problemes que involucren equacions diferencials, en el cas d’aquest tre-
ball I’equaci6 de la dinamica estructural. Es fara una revisio i analisi d’alguns
dels metodes més coneguts, com el metode de Newmark-3, i algun metode
més recent com és el metode de Bathe modificat. Mitjangant 1’analisi d’un
cas practic, aplicant els diferents metodes, es veuran alguns dels avantatges
e inconvenients associats a aquests. Es dissenya un exemple d’aplicacié en
I’ala d’'un avié amb multiples graus de llibertat la qual es modelara mit-
jancant una biga seguint la teoria de bigues de Euler-Bernoulli. S’observara
el comportament que té en funcié de qual siga el metode utilitzat i les forces
emprades.

Per a recopilar tots els metodes usats, s’ha creat una apliacié a I’entorn de
Matlab mitjancant la interficie d’App Designer on es podran resoldre pro-
blemes dinamics generics amb cadascun dels metodes utilitzats i diferents
tipus de forces i validar metodes nous de manera simple. Les dades gene-
rades en desplagaments, velocitats i acceleracions podran conservar-se per a
la seua postprocés. Es conclou que I'is d'un metode o un altre depén de les
caracteristiques del problema dinamic a resoldre i els recursos disponibles per
I'usuari. Amb respecte a ’aplicacio es proposen millores que ajuden a 'usuari
a un millor enteniment de la mateixa i la inclusié de noves ferramentas que
permeten contrastar resultats de forma més efectiva.

Paraules clau: estructura, equacié dinamica, metode d’integracio, integracié
numerica, Newmark-/3, Bathe, App Designer, Matlab, Ala.
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Abstract

Numerical integration methods are a powerful tool for solving problems in-
volving differential equations, in the case of this master thesis the equation
of structural dynamics. It will be done a review and analysis of some of the
best known methods, such as the Newmark-3 method, and some more recent
methods such as the modified Bathe method. By means of the analysis of a
practical case, applying the different methods, some of the advantages and
disadvantages associated to them will be seen. An example of application is
designed in the wing of an aircraft with multiple degrees of freedom which
will be modeled by means of a beam following Euler-Bernoulli’s beam theory.
The behavior of the beam will be observed as a function of the method used
and the forces employed.

To collect all the methods used, an application has been created in the Matlab
environment through the App Designer interface where you can solve gene-
ric dynamic problems with each of the methods used and different types of
forces and validate new methods in a simple way. The data generated in dis-
placements, velocities and accelerations can be kept for post-processing. It
is concluded that the use of one method or another depends on the charac-
teristics of the dynamic problem to be solved and the resources available to
the user. With respect to the application, improvements are proposed that
will help the user to better understand it and the inclusion of new tools that
will allow to contrast results in a more effective way.

Key words: structure, dynamic equation, integration method, numerical
integration, Newmark-3, Bathe, App Designer, Matlab, wing.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde que las capacidades de computacion han ido aumentando a lo lar-
go de los anos, distintos métodos se han desarrollado con el fin de resolver
problemas que carecian de solucion analitica y gracias a su desarrollo, se ha
conseguido aproximar su solucion. El objetivo de estos métodos no es séla-
mente resolver las ecuaciones, si no también proveer eficiencia computacional.
Esto es asi ya que la capacidad computacional de un ordenador, a dia de hoy,
no es infinita y la memoria que puede requerir un método de este tipo tiene
que adecuarse a la potencia computacional para que pueda resolverse. Es por
eso por lo que se buscan métodos programables cuyo uso de la memoria sea
lo més reducido posible, asi como el tiempo de computacion requerido para

obtener la solucién.

Los métodos de integracion numérica en el ambito de la ingenieria tienen
multitud de aplicaciones, desde el estudio del efecto de los vientos alrededor
de un edificio, el calculo del area de la seccién transversal de un rio has-
ta problemas de transmisién de calor. En el caso de este trabajo, se van a
utilizar métodos de integracién numérica en el tiempo para la resolucion de

problemas transitorios asociados a la dindmica estructural.




CAPITULO 1 )

1.1. Método de elementos finitos

El andlisis mediante elementos finitos para la resoluciéon de problemas
dindmicos con cargas variables (y constantes) en el tiempo es en el que se
va a centrar este trabajo. El método de elementos finitos es uno de los pro-
cedimientos mas usados en analisis estructural. Esto es asi ya que su uso se
puede extender a multitud de aplicaciones en el campo ingenieril. El método
de los elementos finitos se implementa en programas para realizar el analisis
del problema. Requieren de una determinada capacidad computacional, co-

mo ya se ha hablado anteriormente.

El objetivo de estos programas es ser capaz de resolver problemas cuya
solucion analitica es inexistente o muy complicada usando modelos que pue-
den ser o no complejos. Un aspecto muy importante de este método es que
los resultados que se pueden obtener sélamente son los que aparecen en su
propio desarrollo, no puede predecir variables que no estén involucradas en

su procedimiento (al menos con precisién).

El método de elementos finitos en un primer momento se disend para
resolver problemas de la mecanica estructural, pero se dieron cuenta que la
misma filosofia podia aplicarse en otros campos. El método de elementos fi-
nitos al ser un procedimiento de resolucién numérica no exacta, requiere que
sus resultados sean posteriormente analizados con el fin de alcanzar unos re-
querimientos de precision. Si estos requerimientos no son obtenidos entonces
habra que modificar los distintos parametros del método con el fin de ajustar
la precision. Los métodos de integracién numérica temporal también requie-
ren estas comprobaciones con la diferencia de que, en este caso, el pardmetro
de control sera el paso temporal utilizado como se vera a lo largo de este

trabajo.

La base del método de elementos finitos es muy similar, como se verd, a
la de la integracién numérica temporal. Se trata de discretizar espacialmente

una estructura en un conjunto de elementos donde se promedia la solucién
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mediante los calculos que proporciona el método. La discretizacion espacial
se consigue mediante la técnica de mallado, la cual no es trivial y en muchas
ocasiones tiene que ejecutarse conforme al modelo que se quiere simular. Las
técnicas de mallado no seran objetivo de este trabajo. Mediante el método
de los elementos finitos [3], aplicado a la mecanica estructural, se llega a una

solucién del tipo:

KU =f (1.1)

Donde K es la matriz de rigidez de la estructura, U es el vector que
contiene la solucién en desplazamientos y f es el vector que contiene las fuer-
zas aplicadas a la estructura . Esta ecuacion se la conoce como la ecuacién
de equilibrio. Dentro del vector de fuerzas se pueden encontrar fuerzas de-
pendientes del tiempo, que ocasiona que los desplazamientos también sean
variables con el tiempo y por tanto la ecuacién (1.1) proporciona los valo-
res de equilibrio para un instante del tiempo determinado. Sin embargo, en
algunas situaciones las cargas se pueden aplicar de forma rapida o pueden
ser variables en el tiempo (f(t)). Por ello, las fuerzas de inercia han de ser
consideradas y aparece el problema dinamico el cual va a ser protagonista
en este trabajo. En la ecuacién de equilibrio estatico las fuerzas de inercia
estaban incluidas en el vector de fuerzas f, ahora se incluyen como parte de

las fuerzas sobre el cuerpo obteniendo la ecuacion de equilibrio dinamico:

MU+ KU =f (1.2)

Esta ecuacion se obtiene facilmente de la segunda ley de Newton aplicado

a un sistema masa - muelle:

SmSh =3 () (13

Donde el sumatorio de fuerzas p(t) engloba la carga aplicada y la fuerza
resistente que ejerce el muelle por la tendencia natural del sistema a recuperar

la posicién de equilibrio.
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MU = f(t) — KU (1.4)

Donde la ecuacién (1.4) es la ecuacién de equilibrio dindmico y M es la
matriz de masas del sistema. Ademas, de la experiencia, se suele incluir un
término disipativo debido a la evidencia de la dispacion de energia durante
la vibracién. Este se incluye en la ecuacién teniendo en cuenta que es depen-
diente de las velocidades de amortiguamiento. Con ello se obtiene la ecuaciéon

dindmica en equilibrio completa:

MU+ CU + KU =f (1.5)

Donde la matriz C representa la matriz de amortiguamiento. Esta ma-
triz no se suele construir a partir del modelo estructural usado, si no que se
suele representar en funcion de las matrices de rigidez y de masas. En este

trabajo se vera una de las formas de modelizar la matriz de amortiguamiento.

Una vez ha sido planteado el sistema de ecuaciones que ha de ser resuelto,
se necesitara un método de integracién temporal que cumpla los requisitos
antes mecionados para poder predecir los desplazamientos asociados a los

grados de libertad del modelo estructural.

1.2. Concepto de integracion temporal

La integracion temporal es una herramienta matematica utilizada para
resolver problemas en el dominio del tiempo cuya resoluciéon analitica no es
posible y esto hace necesario su aproximaciéon numérica para obtener la so-
lucién. El funcionamiento de la discretizacion espacial se puede observar en

la figura 1.1.

Se trata de dividir el espacio temporal en pasos temporales més pequenos
y dentro de cada paso temporal se resuelven las ecuaciones con el método de

integraciéon temporal correspondiente.
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Continua Discreta
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Figura 1.1: Discretizacién temporal.

1.3. Historia de los métodos de integracién

temporal en problemas estructurales

Los métodos de integraciéon numérica existen desde hace muchos anos.
Los algoritmos numéricos son, al menos, tan antiguos como el papiro del
Rhind egipcio (c. 1650 a.c.), que describe un método de busqueda de raices
para resolver una ecuacién simple. Ademas, los antiguos matematicos griegos
hicieron muchos mas avances en los métodos numéricos. De cualquier modo,
los algoritmos basados en la resolucién de ecuaciones diferenciales no apare-

cieron hasta mas tarde, en los principios de la Edad Moderna.

El método de las diferencias finitas fueron introducidas por Brook Taylor
en 1715 y también han sido estudiadas como objetos mateméaticos abstractos
y auténomos en los trabajos de George Boole (1860), L. M. Milne-Thomson
(1933) y Kéroly Jordan (1939). Las diferencias finitas se remontan a uno
de los algoritmos de Jost Biirgi (c. 1592) y a trabajos de otros, como Isaac
Newton. El calculo formal de las diferencias finitas puede ser visto como una
alternativa al calculo de los infinitesimales. Constituy6 uno de los primeros

avances en la consecucién de métodos de integracién precisos y eficientes.

En el ano 1768, Leonard Euler, publicoé en su libro Institutionum calculs
integralis, el famoso método de Euler para resolucién de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias y que sentaria un precedente para los futuros métodos de
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integracién numérica. Muchos de los métodos que han sido creados poste-
riormente tienen su base tedrica en el método que ideé Euler. De hecho, el
método de Runge-Kutta de primer orden que llegd mas tarde es el mismo

que el método de Euler.

Entre finales del siglo XIX y principios del siglo XX, en 1895, Runge pro-
puso una generalizacion del esquema de Euler de manera que en un mismo
paso temporal se permitian varias evaluaciones de la derivada obteniendo

una mayor precisién del resultado.

Posteriormente, Heun (1900) y Kutta (1901) continuaron el trabajo de
Runge con algunas aportaciones como asentar una base para estos métodos
y desarrollar métodos practicos para incrementar la eficiencia y la precision.
Fue remarcable el trabajo de Nystrom (1925), el cual corrigié los métodos
de Kutta de quinto orden que contenian errores y estaban incompletos. Con
el trabajo de Nystrom terminaba la primera fase de los métodos de Runge-
Kutta y ademas, se extendié el uso de de los métodos de Runge-Kutta para
la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Estos
sistemas solian pertenecer a los problemas dindmicos como los que se van a

resolver en este trabajo.

Los algoritmos enfocados a la resolucion de problemas mediante un méto-
do de integraciéon numérico en el tiempo para estructuras, surgieron en los
anos 50, anos en los que la capacidad computacional comenzé a emerger con
el nacimiento de la informéatica. Esto permitié el desarrollo de métodos mas
complejos que antes no tenian oportunidad de aparecer sin ayuda de la tec-

nologia.

Concretamente en 1959, aparecio el primer método orientado a resolucién
de problemas dinamicos estructurales con el desarrollo de los algoritmos de
Newmark [4]. Este algoritmo era capaz de resolver problemas estructurales
de cualquier grado de complicacion con cualquier relacién entre la fuerza y

el desplazamiento, desde un problema lineal hasta uno no lineal. Ademas,
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permitia la introduccién de cualquier fuerza dindmica. Cuando la carga apli-
cada es adecuada, con una introducciéon de amortiguamiento suficiente para
prevenir el movimiento oscilatorio indefinido, el procedimiento podia ser usa-
do para determinar el comportamiento estatico de una estructura hasta el
colapso. También permitia la resolucion del problema dindmico cuando las

condiciones de contorno son dependientes del tiempo.

Los métodos de Houbolt surgieron en los anos 50, como el método de
Newmark-3, y fueron los primeros en introducir control de la disipacion
numérica para evitar las oscilaciones espurias creadas al no resolver los mo-
dos asociados a altas frecuencias. Este algotritmo se introdujo en su momento
en muchos de los programas de elementos finitos debido a sus propiedades
de supresion asintética de la solucién en altas frecuencias. Este método esté
basado principalmente en el método de las diferencias finitas presentado an-

teriormente.

En el ano 1968 Wilson estableci6 el método factor 6 de Wilson, parecido
a la familia de métodos Newmark pero con la diferencia de la manera de

aproximaciéon de la solucion y de los pardametros utilizados en el método.

En el afio 1977, Hughes, Hilber y Tayler crean el método HHT-« [5] cuyas
inciales le dan nombre y se presenta como un método incondicionalmente es-
table que presenta mejores caracteristicas de amortiguamiento de la respuesta

que los anteriores.

En 1993 se crea el método a-generalizado por J.Chung y Hulbert [6]. Este
método surge como una correccion de los métodos que habia con la misma es-

tructura en cuanto al control disipaciéon numeérica, por la cual eran criticados.

Maés adelante, han ido apareciendo nuevos métodos para resolver proble-
mas estructurales Dindmicos como el método de Bathe (2005) y el método
de Bathe modificado.
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1.4. Objetivos y motivacién

La ejecucion de este trabajo de fin de méaster nace de la necesidad de au-
tomatizar un proceso, en este caso la resoluciéon del problema dinamico, y ser
capaz de mostrar los resultados asociados a las distintas formas de resolucién
del problema. De la experiencia como alumno, la teoria de vibraciones siem-
pre ha resultado dificil de comprender y con este trabajo también se quiere

exponer de una forma sencilla la resolucién numérica de estos problemas.

Se plantea la pregunta de qué metodos de todos los expuestos son los
mas adecuados para analizar la respuesta del problema. Ante esta pregunta,
el trabajo tiene como objetivo, en primer lugar, realizar un analisis de los
métodos. Este analisis se va a extender tanto a la precisiéon del método res-
pecto de la solucién exacta como a la estabilidad del mismo en funcién de los
parametros que puede ser variados. Ademas, una vez hayan sido analizados
y se hayan visto sus ventajas e inconvenientes, se estableceran cuales serian

sus campos de aplicacion éptimos.

Después, se van a emplear en un caso de aplicaciéon aerondutico como es
el caso de un ala que actiia como una viga empotrada. Se generard el modelo
y, posteriormente, se calcularan los desplazamientos de la misma. Es un caso
de aplicacién recurrente puesto que en el proceso de certificacion de un avion
se deben de certificar muchas partes y, entre ellas, el ala del avion se somete
a distintas pruebas. Mediante este programa se puede aproximar la respuesta
del ala ante distintas cargas de forma que el proceso de cerificacion se pueda
realizar de forma segura. Estos programas se disenaran y ejecutaran median-
te Matlab. Ademés se desarrollara la teoria del modelo de viga utilizado que

en este trabajo sera el modelo Euler-Bernoulls.

Por 1ultimo, habiendo estudiado los distintos métodos, sus apliaciones y un
ejemplo practico, se ha decidido, haciendo uso de la funcionalidad Appdesig-
ner de Matlab, crear una aplicacién cuyo objetivo sera ser capaz de mostrar

las siguientes caracteristicas:
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» Poder introducir un modelo estructural cualquiera (matrices M, K y

el vector f).

= Seleccionar el grado de libertad del cual se quiere obtener la respuesta

transitoria.

= Poder seleccionar el método de integracion temporal para la resolucién

del problema.

= En cuanto al vector de fuerzas f, que sea capaz de simular cargas cons-

tantes, armonicas y puntuales.

= Que sea escalable, es decir, que sea facil de modificar y de anadir nuevas

funcionalidades para que esté mas completo.
= Que permita modificar los parametros de los métodos.

= Por ultimo, que sea capaz de comparar el uso de distintos métodos de
integracién para un problema concreto con el objetivo ver sus compor-

tamientos.

Esta aplicacion podria tener un uso en el ambito académico en relacién al
estudio del comportamiento de un sistema que esté afectado por las distintas
cargas principales que se pueden encontrar (carga rapida tras suelta estética,

carga escaldn, carga de percusion y carga armonica).
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Capitulo 2

Métodos de integracion
numérica temporal

Como se ha visto en el Capitulo 1, los métodos de integracién numérica
temporal se han ido a desarrollando a lo largo del tiempo y ademas se han
realizado modificaciones de los métodos clasicos de forma que se han corre-

gido alguna de las debilidades que presentaban.

El objetivo de los métodos de integracién numérica es la aproximacion
de la solucién real a base de interpolar la misma en un paso temporal que
se denominara At. Un método numérico es un algoritmo que se utiliza para

obtener valores numéricos como solucién a un problema matematico.

Se llama modelo matematico a un conjunto de ecuaciones con datos e
incognitas que describen algin problema real como puede ser el movimien-
to de un edificio ante el viento o el movimiento de un péndulo. El analisis
numérico es la disciplina que se ocupa de la descripcién y analisis de los
métodos numéricos. En el andlisis numérico se analizan caracteristicas como
la precision del método (error de la solucién) y la estabilidad del método
(convergente o divergente). En la figura 2.1 se observa un esquema de inte-

gracion numérica mediante los conceptos explicados.

Los esquemas de integracion puede clasificarse en:
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= Métodos explicitos

= Métodos implicitos.

Los métodos explicitos de integracion tienen la caracteristica principal de
que son condicionalmente estables, es decir, que existe un paso temporal que
se denominara como paso temporal critico (At..;) por encima del cual el es-
quema serd inestable. Los métodos explicitos se diferencian de los implicitos
porque no necesitan informacién del paso temporal At + t para predecir la
respuesta. En los métodos explicitos, la presencia en un sistema de constan-
tes de tiempo pequenas obliga a emplear pasos de integracién pequenos para
preservar la estabilidad de la integracion numérica, mientras que la presencia
de constantes de tiempo grandes obliga a simular periodos de tiempo largos
para observar la respuesta del sistema. La presencia simultanea de constantes
de tiempo pequenas y grandes conduce a sistemas matematicamente rigidos,
que consumen grandes recursos de computacién. Por lo que hay una limita-
ciéon a la hora de representar simultaneamente fenémenos rapidos y lentos,

aunque computacionalmente son métodos mas sencillos.

Los métodos implicitos si que utilizan la informacion del paso temporal
At + t para precedir la respuesta pero en este caso pueden ser incondicio-
nalmente o condicionalmente estables. Surgen para resolver el problema que

surgia, en los esquemas explicitos, de rigidez.

Los métodos que se van a estudiar en este trabajo son la familia de méto-
dos Newmark-3, el método de Bathe, el método de Runge-Kutta aplicado a
problemas estructurales, el conocido como Precise Integration Method (PIM)
aplicado a problemas estructurales y por tltimo una modificacién reciente del
método de Bathe que permite modificar mas parametros que en el método

clasico con las consecuencias que se veran.
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Problema Solucién
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Figura 2.1: Modelo de integracién numérica

2.1. Meétodo de superposicion modal

Los métodos de integracion directa que se van a ver en los siguientes apar-
tados involucran la resolucién de numerosas ecuaciones que, ademds, tienen
una dependecia directa con el tamano de la matriz de rigidez que esta aso-

ciada al problema.

Esto implica que los métodos de integracion directa son muy ttiles cuan-
do la cantidad de pasos temporales a resolver es pequena y, por lo tanto, son
mas apropiados de utilizar cuando se quiere analizar un instante pequeno
de tiempo. Cuando ocurre que el tiempo que se quiere resolver es mayor, es
conveniente transformar las ecuaciones de manera que la solucién sea menos
costosa operacionalmente. Una de las maneras para de alcanzar este objetivo
es plantear que, si el coste de la solucién es directamente proporcional al
tamano de la matriz de rigidez, si reducimos su tamano, entonces el coste

operacional decrecera proporcionalmente.

Lo que se propone para lograr este objetivo es la transformacion del vec-

tor de desplazamientos que contiene los desplazamientos en los nodos de la
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siguiente forma:

U(t) = & X(t) (2.1)

Donde & representa la matriz modal que es de tamano n z n donde n es
el nimero de grados de libertad del problema a resolver. Los términos del
vector X(t) se denominarédn deplazamientos generalizados y es de tamano n
z 1. Introduciendo la ecuacién 2.1 en la ecuacion de equilibrio dindmico con

amortiguamiento se obtiene:

MX(t) + CX(t) + KX(t) = f(t) (2.2)

Y las nuevas matrices M, C y K, vienen dadas por las expresiones:

M=&"M®; C=&7CP; K=>"K®; f=o"f (2.3)

Se va a continuar el método asumiendo que el amortiguamiento es despre-
ciable. Se supone la ecuacion de equilibrio dindmico sin amortiguamiento con
una solucién de U de la forma U(t) = Ue™’. Si se sustituye esta expresién

en la ecuacién de equilibrio en condicion de vibraciones libres se obtiene:

(K—w’M)U “" =0 (2.4)
Cuyas soluciones satisfacen,

det|K — w*M| =0 (2.5)

de donde se obtienen los valores de frecuencias naturales no amortiguadas

w2 que son los autovalores del sistema.

Asociada a cada autovalor, hay un autovector que se va a expresar como
(¢)n, que queda totalmente determinado a falta de una constante y que

cumple,

K(¢), = WZM(¢>n (2.6)
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El siguiente paso es normalizar el modo. Hay muchas maneras pero la
mas tipica es hacer la normalizacién de los modos respecto de la matriz de

masas, de manera que se cumpla:

(¢),M(9), =1 (2.7)

A estos modos se les llama modos normales y se puede demostrar que

también cumplen,

() K(¢)n = wy (2.8)

Una de las propiedades més importantes de los modos naturales es la

T

. en la ecuacién

ortogonalidad. Esto es, premultiplicando por el modo (¢)
2.6,

(¢): K()r — w;(¢); M(e), =0 (2.9)

T
s

y si se premultiplica por (¢)

(¢); K()s — wi(); M(p)s =0 (2.10)

Al ser las matrices K y M simétricas, la anterior ecuacién se puede escribir

COINo.

(¢): K(), —wi(p);M(¢), =0 (2.11)

Y restando esta ecuacién a la ecuacion (2.9) se obtiene:

(W —w))(@);M(9), =0 (2.12)

En donde si se tienen distintas frecuencias se ha de cumplir,

(¢)s M(o), =0 (2.13)

Si esta ecuacién se cumple, se dice que los modos r y s son ortogonales
respecto a la matriz de masas y tomando las ecuacion 2.9 se obtiene que los

modos 7 vy s son ortogonales respecto a la matriz de rigidez.
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Suponiendo que todos los modos son ortogonales, la matriz modal del
sistema ® es una matriz de dimension n x n cuyas columnas son los modos

normales:

® = [(9)1,(9)2; -, (P)n] (2.14)

La matriz modal del sistema cumple las siguientes igualdades:

PTK® = Q? (2.15)
dTMP =1 (2.16)

Donde I es la matriz identidad y €2 es una matriz diagonal que contiene

las frecuencias naturales del sistema.

En el anterior caso se ha dicho que se iba a suponer que la matriz de
amortiguamiento era nula. En el caso en el que se tuviera en cuenta una

matriz de amortiguamiento proporcional, quedaria definida la matriz como:

C=aM+ K (2.17)

Los modos obtenidos en este caso son idénticos al caso anterior sin amor-
tiguar. La diferencia es que en este caso las frecuencias naturales tienen una

parte real y otra imaginaria como:

. Wyrag aq
G = 5 2w,

@ = w1 — (2 (2.19)

Donde (, respresenta el factor de amortiguamiento y w, representa la fre-

(2.18)

cuencia natural amortiguada.

Los parametros modales son muy utiles puesto que se puede discretizar
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la respuesta por modos, de manera que principalemente se puedan analizar
las respuestas estructurales por separado. Esto conlleva una reduccién en el
numero de operaciones ya que el tamano de las matrices se reduce. Ademas,
el amortiguamiento modal permite predecir la vida a fatiga y reducir las res-

puestas en resonancia.

Los picos de la respuesta de una estructura estan diréctamente relaciona-
dos con la cantidad de modos del sistema, cada pico respresenta un modo.

Las frecuencias modales se pueden determinar observando los picos de la
FRF.

La funcién de respuesta en frecuencia (FRF) puede obtenerse incluyendo

en la fuerza la ecuacién como f = f(t)e™" e introduciéndolo en la ecuacién de

equilibrio de vibraciones forzadas se obtiene:

H(w) = [(K —w’M) + i(wC)] ! (2.20)

Como esta funcién es simétrica, con una de las filas pueden obtenerse los
modos de manera que solo hay que desplazar la posiciéon donde se aplica la
fuerza. Los modos se obtiene con la parte imaginaria del espectro de frecuen-
cia [7].

Algunas de las ventajas asociadas al modo superposicién son:

= Comprender mejor el comportamiento de las estructuras.

= Controlar la integridad de la estructura para evitar problemas identi-

ficandolos.

» Simular cambios en las especificaciones como cambios de la fuerza apli-

cada. Permite analizar variedad de casos.

» Reduccién del coste de las simulaciones siendo capaz de discretizar los

modos.
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2.2. Meétodo de Newmark-j

El método lleva el nombre de Nathan M. Newmark, antiguo profesor de
ingenieria civil de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign, que lo
desarroll6 en 1959 como un novedoso método de computacion para resolucion
de problemas dinamicos estructurales. Para ello se centra en la resolucién de
la ecuacién dindamica aproximando la solucion en velocidades y desplazamien-
tos [4].

Se parte de la ecuacion de la dinamica en equilibrio:

MUAt+t n CUAt+t i KUAt-i—t — fAtth (2.21)

Para obtener la solucién de los desplazamientos y velocidades U y
At

U se aproxima mediante una serie de Taylor:
. At2? .. A3 ...
UL — U 4 AU+ TUt + 7Ut + ... (2.22)
. . e AL
UM U AT 4 U+ (2.23)

Donde U’ representa la derivada tercera del campo de desplazamientos.
Newmark truncé ambas series de forma que el tltimo término fuera el que

inclufa la derivada tercera e incluyo algunos parametros.

At+t t b A 37Tt
U ~ U "+ AtU + ?U + BAt°U (2.24)
UM 2 U AT 1 AT (2.25)

Para calcular la derivada tercera del campo de desplazamientos (cam-
po de aceleraciones), se supone que la aceleracién varfa de forma lineal en
un intervalo de tiempo [t,t+At] y aplicando diferencias finitas se obtiene el

resultando.
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- Attt -t
U - U

b ———— 2.2
v At (2.26)

Introduciendo la ecuacién (2.26) en (2.24) se obtiene finalmente:

= Attt

AR ~U
U = U+ AU+ TUt AP (2.27)
. 1 . ;
U+ AU+ (5 - B)ALT" + AT (2.28)
VAN AR -t A "At+t_-['jt
U = U AU A2 N (2.29)
— U 4+ (1= )AU A (2.30)

Para obtener la ecuacién que resuelve el campo de aceleraciones se despeja

este de la ecuacién (2.27) obteniendo:

- Attt 1 Attt ’ 1 ¢ R
UM At U - — U+ (1— —)U
A ) =58V TU 35

Si la expresion del campo de aceleraciones de la ecuacién (2.31) se intro-

t

(2.31)

duce en la ecuacién (2.29) se obtiene:

- Attt ¥

- ﬂAt(UN“ —UY+ (1- DU+ 1 - LA (2.32)

g 20
Con ello se obtiene el campo de velocidades y aceleraciones en funcién de
los siguientes parametros:

U = UM Ut AL 8,4, U, T (2.33)

. A . ..
U = puse Ut A g, UYL T (2.34)
Los valores de los que dependen estas funciones son conocidos, por lo
que solo quedarfa definir el campo de desplazamientos en el instante [t+At].

Para ello simplemente se debe sustituir las ecuaciones (2.33) y (2.34) en la
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ecuacion de equilibrio dindmico (2.21) obteniendo la siguiente expresién,

K. UM = Fog (2.35)
donde:
Kt = — M+ - C+K (2.36)
YN BAL '
1 ¥ 1 ¥ -t
_ Attt e t - _ !
Fg="f +(ﬁAt2M+ﬁAtC)U +(ﬁAtM+(1 B>C)U (2.37)
1 ¥ -
—OLE?M+Q—%>N®U (2.38)

Es comun utilizar una serie de coeficientes que ayudan a simplificar las
expresiones anteriores y que ayudaran a la hora de programar el esquema
de integracién. Los campos de velocidad y desplazamiento también quedan
simplificados con estos parametros. Los valores de los coeficientes se muestran

a continuacién:

1 1 1 1

ar = Ao — —— A2 = o

T BAe2 2T BAt 3 283
ay = yAtay as = 1+ yAtas ag = At(1 — v+ vag)

Con ello el procedimiento de computacién queda del siguiente modo:

1. Construciéon de las matrices M, C y K y obtencién de los coeficientes.

2. Construccién de la matriz Kg:

Kt = (1M + a,C + K) (2.39)

3. Se establen las condiciones iniciales para incializar el céculo de U° y
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-0
U de las cuales se obtiene:

U’ =M (£ - cU’ - KUY (2.40)

4. Se actualizan las variables inicializadas como obtenidas.
5. A partir de ahora para cada paso de tiempo t + At.

6. Se obtiene en primer lugar F.g:

For = 2+ M(a,U' — 0, U’ = b;U") + C(a, U — a5 U’ —bsU') (2.41)

7. Se resuelve el sistema de la ecuacién (2.35) para obtener el campo de

desplazamientos.

8. Se calcula el campo de velocidades y aceleraciones mediante:

- At
U =

At

U

ai (UAt+t — Ut) + (lQUt + b3Ut
CL4(UAt+t — Ut) + a5Ut + bﬁﬂt

9. Se actualizan las variables de forma que:

t s At <ot - At+t

Ul<U . U «U U <«U

10. Por tultimo se vuelve al comienzo y se resuelve para t + At.

Los parametros v y [ del esquema son parametros que sirven para alcan-
zar la precision deseada del método. En funcién del valor de estos pardme-
tros, se estara aproximando el campo de aceleraciones de una manera u otra.
Cuando se tiene v = 0.5 y = 1/6, entonces se estd aplicando el método
donde se aproxima la aceleraciéon de forma lineal como se ve en la figura 2.2.
Newmark propuso unos valores de estas constantes de v = 0.5y 5 = 0.25
con el fin de que el esquema fuera incondicionalmente estable, como se vera

en la seccion de estabilidad. El método con estas constantes se conoce como
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la regla del trapecio (figura 2.3).

/‘.ﬂ.‘ U{ = US{U! + lji'-'l'-"\l)
F Y

—
'['Jl.+a"ll
T . v T v
t t+ At t t+At
Figura 2.2: Aceleracion lineal. Figura 2.3: Regla del trapecio.

El método de Newmark-/ es un método con uso extendido en aplicaciones
de dindmica estructural. Proporciona una solucién con un coste computacio-
nal muy bajo y con una precision adecuada. El hecho de poder controlar la
respuesta mediante los parametros § y v y el paso temporal At, permite crear
distintos esquemas que permitan resolver problemas que requieren distintos

tipos de necesidades computacionales.

Una de las principales desventajas del método es su fuerte dependencia
de precisién con el paso temporal utilizado, por lo que es un parametro
critico. Ademas como se vera en los resultados, el método tiene dificultad para
amortiguar los modos de alta frecuencia cuando la diferencia de orden entre
las frecuencias naturales del sistema son elevadas; lo que genera oscilaciones

espurias en la solucidn.

2.3. Método de Bathe

El método de integracién numérica propuesto por Bathe [8], a diferencia
del método de Newmark, emplea dos pasos temporales para analizar la res-

puesta en un paso At (dos subpasos).

Para el primer subpaso temporal, el método de Bathe usa la regla del

trapecio del método de Newmark y en el segundo subpaso temporal utiliza
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el método de Euler de tres puntos hacia atras.

En este esquema se utiliza para la interpolacién de la solucién en el primer
subpaso temporal la regla del trapecio de Newmark que es incondicionalmen-
te estable y tiene una precision de segundo orden en cuanto al analisis lineal.
Cuando se realizan analisis no lineales, este método puede volverse inestable
y por lo tanto obtener una respuesta dindmica incorrecta, ya que se dejaria

de conservar la energia y el momento.

Una manera de aliviar este efecto podria ser mediante la introduccién de
un término de amortiguamiento, modificando distintos parametros, lo cual
es la base de los métodos a. Estos no estardn recogidos en este TFM. Otra
forma para resolver este problema, es mediante un esquema de integracion
temporal que no dependiera del ajuste de distintos parametros para llegar a

la solucién, sino que simplemente hubiera que ajustar el paso temporal At. [§]

De esta necesidad surge el método de Bathe. Antes de este método, este
tipo de estructura se probd y demostrd su funcionalidad en sistemas de pri-

mer orden con resultados satisfactorios.

Para este método, que denominara a lo largo del trabajo como ‘el método
clasico de Bathe’, hay un pardametro importante que define el comportamien-
to del esquema de integracién que es el valor de cada subpaso temporal. Para
este método, se va a definir un subpaso temporal igual para cada subpaso de
modo que el tiempo de cada uno de ellos sera la mitad del paso temporal At.
De esta forma se va a explicar cémo quedaria definido matematicamente el

método.

Tras lo explicado, los campos de velocidad y aceleraciones para el primer
subpaso temporal, habiendo definido en el esquema de Newmark el método

del trapecio, quedan como:
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At .
Uyt I(Um/ i (2.42)

A2+t

U U+ At o Atjaet |t

(U +U) (2.43)

Introduciendo las ecuaciones (2.43) (2.42) y despejando el campo de ace-
leraciones se obtiene:
.. At . At? . .
UM Uty S U+ E(Um/ A o) (2.44)
Haciendo uso de las ecuaciones (2.42), (2.43) y (2.44) en la ecuacién (2.21)
para un paso de tiempo t+ At /2 se obtiene una ecuacién similar a la ecuacién

(2.35) donde sus componentes toman los siguientes valores:

16 4
KA _ 20 avpl o 24
eff At2 + At - ( 5)
RUFAL2) _ pAe/ott M(ﬁUt X ﬁUt 4 ['jt) + C(iUt + Ut) (2.46)
off Af2 At At

Se resuelve el segundo paso temporal ¢t + At aplicando el método de euler
hacia atras de 3 puntos obteniendo los siguientes campos de velocidades y

aceleraciones:

: 1 4 3

A AtUt _ AtUm/m i AtUAtH (2.47)
A 1. 4 A 3 rA

U tt EUt B AtU t/2+t n AtU t+t (2.48)

Combinando las ecuaciones (2.47) y (2.48) e introduciendo en la ecuacién
(2.21) se obtiene como para el anterior subpaso una ecuacién de la forma

(2.35) con los siguientes coeficientes:
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9 3
K& — 2 M4+ 2 C+K 2.4
off At2 + At + (2.49)
(t+AL) Attt 12 Ai/jo4e 3 4 A2+t
| M(EU /2t 10+ U (2.50)
1 ¢ 4 1
. _U C _UAt/2+t . _Ut
AU+ CE A9

De la misma manera que en el método de Newmark, se van a utilizar
unos coeficientes para simplificar las ecuaciones. Los coeficientes tienen los

siguientes valores:

16 4 9

bo=xp b= A b= xp

3 12

= — :2 = —

bs A7 by by bs A
3 1
=R Y

Con ello el procedimiento de computacion queda del siguiente modo:
1. Construciéon de las matrices M, C y K y obtencién de los coeficientes.

2. Construccién de la matrices Ke/f(tHAY2) v [gefft+Aan).

3. Se establen las condiciones iniciales para inicializar el ciculo de U° y

-0
U , de las cuales se obtiene:

U’ =M (f - cU’ - KUY (2.51)
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4.

Se actualizan las variables inicializadas como obtenidas.

Para cada paso temporal se realiza el siguiente procedimiento iterativo:

1

2.

Se resuelve el primer subpaso t + At /2.

: . (t+At/2).
Se obtiene en primer lugar F :

FUFAY2) = p35 L MU' + b, U+ UY) + C( U + U (2.52)

Se resuelve el sistema de la ecuacién (2.35) para obtener el campo de

desplazamientos.

. Se calcula el campo de velocidades y aceleraciones mediante:

_["J_At/Q-I—t _ bl (UAt/Q—i-t _ Ut) B Ijt

- At/24t _ bl(UAt/2+t - Ut) _U

t

U

Se resuelve el segundo subpaso t + At.

Se obtiene en primer lugar Fggm):

At/2+t

F‘E?At) = A L M(bsUA2H 4 b Ut 4 5, U + b7Ut) (2.53)

+ C(blUAt/Qth + b7Ut)

Se resuelve el sistema de la ecuacién (2.49) para obtener el campo de

desplazamientos.

Se calcula el campo de velocidades y aceleraciones mediante:

UAt+t _ —b7Ut . blUAt/Q—l-t _|_ bgUAt+t }

I'-'IAt-‘rt _ —b7Ut _ blUAt/Q—l-t + bSUAH-t

Se actualizan las variables de forma que:

t A+t st - At+t

Ul<UA, U <«U U <«U
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10. Por ultimo se vuelve al comienzo (paso 1 del proceso iterativo) y se

resuelven otra vez los dos subpasos hasta alcanzar el tiempo deseado.

Este esquema tiene como particularidad el uso de varios pasos temporales
para calcular la respuesta en un paso de tiempo At. Se podria imaginar que
esto requeriria un mayor esfuerzo computacional para obtener el resultado,
pero el potencial de este esquema reside en que usando pasos temporales mas
largos se pueden obtener resultados en cuanto a precision y estabilidad muy

buenos. Ademas, es potente en la resolucion de sistemas no lineales.

En cuanto a los sistemas lineales, el método de Bathe clasico tiene un buen
comportamiento en su aplicacién a la dindmica estrucural porque elimina las
oscilaciones espurias, que si ocurrian mediante el método de Newmark-/3
cuando hay mucha diferencia entre los modos asociados a altas frecuencias y
los modos asociados a bajas frecuencias. Es capaz de captar bien la respuesta

de todos los modos.

2.4. Método de Bathe Modificado

En el anterior método se proponia una solucién para sistemas dinamicos
tanto lineales como no lineales basado en dos subpasos temporales para resol-
ver la respuesta en un paso de tiempo At. Se proponia como parametro para
controlar la estabilidad y precisién de la solucion el paso temporal. En este
método se propone un esquema similar al método de Bathe Clasico, pero con
la introduccién de distintos parametros que permitan controlar la disipacion

numérica como se hace en los métodos oo, HHT, Wilson. .. [5] [6].

Tanto en el método de Newmark-3 como en el método de Bathe clasico
hay unos parametros clasicos de utilizacién para los esquemas, como son el
subpaso temporal de valor la mitad del paso temporal o los parametros v y

B del método de Newmark-beta con valores 0.5 y 0.25 respectivamente.
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El uso de estos parametros en general conduce a una solucion de los es-
quemas robusta en términos de precision, pero es posible en funcién del caso
que se quiera analizar, una modificacién de estos parametros para el control

de la disipacion numérica.

Para ello, en este esquema se mantienen los dos subpasos temporales. En
el primero, se utiliza la regla del trapecio de Newmark, como ocurria en el
método de Bathe clasico y en el segundo subpaso, en vez de utilizar el método
de Euler de tres puntos hacia atras, utiliza la regla del trapecio con 3 pun-
tos con los parametros 31 y f2 que son los correspondientes a los usados en
el método de Newmark. Estos pardmetros fundamentalmente actian como
control de la caida de amplitud del método y de la elongacion del periodo.
Ademas, se ofrece la posibilidad de variar el pardmetro del valor temporal del
subpaso ‘0’ que en el caso del método de Bathe clésico estaba fijado como 0.5.
A este esquema se le conoce como el esquema (31-3y Bathe [1], en este trabajo

de fin de master se le denominard como esquema de Bathe modificado.

Se presentan las ecuaciones que definen el método en el que los cambios
se observaran en el segundo subpaso que es donde se introduce el cambio real
del método. Para el primer subpaso de tiempo t + #At las ecuaciones quedan

COmao:

OAt , - oAttt

Ut = U+ — (U7 +U) (2.54)
. OAt .. .
UOAtth _uht T(UGNH n Ut) (2.55)
De donde se obtiene:
. OAE . .. .
U — Ut 4 (AT + (7)2(U9A”t + U (2.56)

Siendo la ecuacion del movimiento para este método,
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MI--J@Atth . CUeAt+t L KU _ At (2.57)

Combinando las ecuaciones (2.54)-(2.56) e introduciendolas en la ecuacién

(2.57) se llega a una expresién del tipo (2.35) cuyas incégnitas valen:

4 2
K = M+ —C+K 2.
off (OAL)? Toa T (2.58)
Y V (e S G T L
ar - =T MGREY T aaY T U CGRY )

(2.59)

Se resuelve el segundo paso temporal t + At aplicando el método de
Newmark en 3 puntos obteniendo los siguientes campos de desplazamiento y

velocidad:

UL = U 4 (0A0)(5 07 + (1 — p)TUY (2.60)

- At+t - AL+t
U

+((1=0)AN)(RU - +(1—0) )

At At - AL+t

U =0 4 (0an (07T + (- )T (2.61)

4 ((1 . H)At)(62UAt+t + (1 . 62)U6’At+t)

Combinando las ecuaciones (2.60) y (2.61) como en el anterior subpaso del
método se llega a un campo de velocidades y de aceleraciones de la siguiente

forma:
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At 1 At+t
U = —52(1 " U U (2.62)

— (0A)(1 - 51)AtUt — (B10At+ (1 —6)(1 — ﬂg)At)IjeAt+t]

- Attt 1 Attt -t

— (0A)(1 — 51)Atfjt — (B10At+ (1 —0)(1 — BQ)At)["IGAH-t]

Antes de completar el esquema se van a definir un conjunto de coeficientes

asociados al método para simplificar las ecuaciones en este paso temporal:

_ 2 _ 4 4
Co = E 1 = ((9A2f)2 Co = @
c:; 029(1_51)‘1‘52(1—9) 62951—1-(1—52)(1—9)
TRI-OA “T T BA-0)PAr CT T (R 6)PAr
Lo 00=8) s (-p)0-0) 1
° Ba2(1 —0) ! Ba(1 —0) 8 (B2(1 — 6))2At

Haciendo uso de los coeficientes, introduciendo la ecuacion (2.62) en (2.63)

y reescribiendo el campo de velocidades quedan definidos ambos campos por:

s OAL+L

JArt = Cg(UAt—H - Ut> — C6Ut — C7U (264)

U

OAt+t - OAL+t

7 U = U (2.65)

U cg(UAT — U — U — U

Introduciendo estas ecuaciones en la ecuacion dindmica en equilibrio, se
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obtiene la expresion de los desplazamientos en funcién de las matrices efec-

tivas (2.35) cuyos coeficientes valen para el intervalo de tiempo [t,t + At]:

KA — M + ¢sC + K (2.66)

PN _ A0 | N (U 1 U+ U U (2.67)

- OAt+t OAL+t

+ U 40U + U + 6,0

El procedimiento de computacién para este esquema se enumera a conti-

nuacion:
1. Construcion de las matrices M, C y K y obtenciéon de los coeficientes.

2. Construccién de la matrices Ki?em). Kl(:f;rm) queda determinada por

la ecuacion (2.66):

K2 — (6;M + ¢,C + K)

3. Se establen las condiciones iniciales para incializar el céculo de UY y

. 0 .
U , de las cuales se obtiene:

U’ =M - cU’ - KUY (2.68)

4. Se actualizan las variables inicializadas como obtenidas.

Para cada paso temporal se realiza el siguiente procedimiento iterativo:
1. Se resuelve en primer lugar el primer subpaso t + 0At.

2. Se obtiene FS;@M):

FUTA) = fA L M(e U + U+ U') + C(e U + U)
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10.

Se resuelve el sistema de la ecuacién (2.35) para obtener el campo de

desplazamientos.

Se calcula el campo de velocidades y aceleraciones mediante:

UQAt—l—t _ CO(UGAH-L‘ - Ut) N 5

s OAt+ st

U — CO(UOAt+t _ Ut) —U

..t

Se resuelve el segundo subpaso t + At.

)

Se obtiene en primer lugar Fitf;rm que viene dado por la ecuacién (2.67).

Se resuelve el sistema de la ecuacién (2.35) para obtener el campo de

desplazamientos.

Se calcula el campo de velocidades y aceleraciones a través de las ecua-
ciones y (2.64) y (2.65).

Se actualizan las variables de forma que:
t s At+t -t - At+t

Ul<U . U <«U U <«U

Por tltimo se vuelve al comienzo (paso 1 del proceso iterativo) y se

resuelven otra vez los dos subpasos hasta alcanzar el tiempo deseado.

Se puede demostrar que usando 5, = f = 0,5 se llega al esquema de la re-

gla trapezoidal en ambos subpasos temporales y con los valores de 5 = 1/3,
Ps =2/3y 6 =0,5 se obtiene el método de Bathe.

La ventaja principal de la inclusion de estos parametros, es el control de

la disipacién numérica para cualquiera sea el caso que se esté analizando.

Ademas, en funcion de los parametros usados, se puede conseguir reducir la

elongacién del periodo de la respuesta del sistema en comparacion con la que

se tiene con el método de Bathe como se ve en la figura 2.4. El problema

de este esquema es que no hay ninguna combinacién de parametros que se
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considere perfecta, por lo tanto para cada problema debera realizarse un

estudio numérico para considerar cual es la mejor combinacion.

200 == /B,-Bathe (B,=0.5, B,=1-B,) = * =Bathe (v=0.99) ' o
—<—p,/p,-Bathe (B,=0.333, B,=2p.) Bathe (~=0.5) R 2
——p,/B,-Bathe (B,=0.35, B,=2p,) Bathe (+=1.2) L r )

150 | —h—p /B, Bathe (§,=0.39, B,=2B,) Bathe (v=1.3) }* 7
==, /B,-Bathe (B,=0.5, p,=2B,) Bathe (v=1.5)

—=— ]}, /B,-Bathe (3,=0.65, B,=28,) =+ -Bathe (v=1.8)

100 -

50 -

Percentage Period Elongation

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
At/T

Figura 2.4: Porcentaje de elongacion del periodo del método Bathe modifi-
cado en funcién de los pardmetros f; y £ v el método de Bathe clasico [1]

2.5. Precise Integration Method (PIM)

Se trata de un método de integracién numeérica de alta precision que puede

resolver sistemas dindamicos estructurales lineales e invariantes en el tiempo.

Este esquema temporal resuelve los problemas de estabilidad que apa-
recen en el Método de Newmark-5 o Wilson, los cuales no son capaces de
representar los modos de alta frecuencia con precision con un paso temporal
A, relativamente grande. Ademds, como su propio nombre indica, presenta

un método preciso con un coste computacional pequeno
Para este esquema se parte de la ecuacién de movimiento,

MU+ CU+4+KU=f (2.69)

con sus respectivas condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad.
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Después se realiza una transformaciéon Hamiltoniana [9]- [10], aunque la ecua-
cion a transformar como tal no sea de ese tipo. La transformacion mencionada
se desarrolla a continuacién. Se define primero una transformacion del vector

solucion en desplazamientos:

.. CU
. M-'CcU
U=M'p- — (2.71)
Que si se introduce en la ecuacién (2.69) se reescribe como:
cM'C cM™!
pe— (K22 Z\u—- =P ¢ (2.72)
4 2
De estas ecuaciones se puede obtener un sistema de ecuaciones lineales
duales,
q=Aq+Dp+f{
(2.73)
p=Bq+Cp+f,
donde,
M'C
q= U ) A = -
2
M M
B-_ (K_ C C , C_ C
4 2
D=M1 f, =f; f,=0

Para la resolucién de este sistema, la teoria Hamiltoniana seria valida
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si el sistema fuera conservativo, pero en el momento que se introduce una
disipacion en forma de matriz de amortiguamiento C, este sistema ya no es

valido y hay que recurrir a un método temporal de integracion directa.

Después de aplicar la transformacion, el sistema resultante, que puede ser

mediante vectores o mediante matrices, se puede expresar mediante,

v=Hv+g (2.74)

con unas condiciones iniciales de v(0) dadas donde,

V= [q] (2.75)
p

Esta ecuacion diferencial ordinaria, se puede resolver mediante el analisis

A D
B C

de su soluciéon homogénea y su solucion particular.

2.5.1. Solucion homogénea

Debido a que la matriz H es una matriz que no es dependiente del tiempo,

la solucién general a la ecuacién viene dada por:

v = exp(Ht) - vy (2.76)

Se introduce el concepto de matriz exponencial T, que va a ser la base

de este método. Esta puede escribirse como:
T = exp(HA?) (2.77)

2.5.1.1. Computacién de la matriz exponencial T

Para la computacion de la matriz exponencial, se va a recurrir a la division
del paso temporal At en muchos pasos temporales (7). Para ello se define el
parametro m = 2, donde N siempre serd un ntimero entero. Se reescribe la

matriz exponencial haciendo uso de este parametro.
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HAt\ |
exp(Hr) = [exp (—) (2.78)
m
Se puede expandir esta matriz segiin el desarrollo de Taylor.

Hr)? Hr)3 Hr)4
exp(Hr) =1, + HT + ( 27_) + ( 37'—> + ( 47) + ... (2.79)

Definida esta matriz el problema se reduce a resolver,
Vi+1 = TVk (280)

con k =1,2,3...,n. Donde n seria el niimero de pasos temporales a resol-

ver del problema.

Al realizar el cambio del paso temporal, el nuevo paso temporal en caso
de tener una N de valor elevado seria muy pequeno y ello nos permite truncar

la expresién de (2.79).

(Hr)*  (Hr)® (Hr)!
5 T T

La expresion de la matriz exponencial tiene en su primer término la ma-

exp(HT) =1, + Hr +

(2.81)

triz unidad y va seguida de términos mucho mas pequenos debido al paso

temporal definido. Esto puede escribirse,

exp(Hr) =~ I, + T, (2.82)
(Hr) (o)

T,=(H H7)? |1,
(H7) + (Hr)* | L+ =~ + =

/2 (2.83)

La matriz T, puede demostrarse que es muy pequena. Es por ello que
en todas las iteraciones, de la matriz T sélo se guarda el término T, puesto
que si no la precision del método se veria afectada. Siguiendo el desarrollo
de Zhong [10] la matriz completa T, se obtendria a partir de la iteracién de

la siguiente ecuacién desde 1 hasta N:
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T,=2T,+ T, T, (2.84)

Una vez esté la matriz T, computada si que se puede anadir la matriz

unidad para completar el valor de T de forma que,

T=I+T, (2.85)

Mediante la computacién de la matriz exponencial T queda definida la
solucion del problema homogéneo y faltaria definir la resolucion del problema

particular.

2.5.2. Solucién particular

Para la solucién particular, se tiene en cuenta el vector de fuerzas exter-
nas f, lo cual hace que la respuesta debida a esa fuerza se pueda computar
mediante la integral de Duhamel, donde ¢ es un instante arbitrario en el

tiempo.

v (ten) = T(ADV (t) + / T (g — 1) g(r)dr (2.86)

123
Donde en la ecuacién (2.86) ¢y es el instante de tiempo k-ésimo y la matriz

exponencial se computa mediante la siguiente expresion, como se ha visto:

T = exp[tH] (2.87)

El segundo término de la ecuacién (2.86) es la integral particular donde
se recoge el vector de fuerzas g(7), que recoge el valor de la fuerza a lo largo

del paso temporal. Operando la integral y suponiendo que:

g(t) =Ty + rl(t — tk) (288)

entonces,

Vigr = Tvip + H  (ro + H 'ry)] — H g + H ey + Atry] (2.89)




CAPITULO 2 37

Para obtener la derivada de v, simplemente se resolveria la ecuacién (2.74)

y con ello quedaria cerrado el problema.

En este método el paso critico es la evaluacion de la matriz exponencial
T. El error puede venir inducido de la truncacién de la serie de Taylor y
en errores de redondeos del programa de calculo usado. El método PIM es
muy util puesto que computacionalmente es muy eficiente. Se puede ver que
la resolucién del problema depende directamente de la computacién de la
matriz exponencial cuya resolucién no conlleva muchas operaciones. Una vez
esta estd evaluada, resolver la ecuacién con la que se obtiene el resultado en
el paso t + At es muy sencillo dado que la matriz exponencial T se queda al-
macenada. Ademas, otra de las ventajas sobre el resto de métodos expuestos,
es que este método tiene la capacidad de resolver problemas que varian en

el tiempo. Esto es que las matrices del problema varian en funcién del tiempo.

Este método, a diferencia del método de Runge-Kutta, divide el paso
temporal en 2V subpasos y evalia los incrementos del subpaso temporal
(matriz exponencial). En el caso de Runge-Kutta, se evalua el valor completo
del vector y no los incrementos, lo cual hace que no sea capaz de evaluar la

solucién con tanta precisién [11].

2.6. Meétodo de Runge-Kutta

La resolucion de ecuaciones diferenciales mediante un esquema de inte-
gracion de Runge-Kutta de cualquier orden, sélo es valida para sistemas de

ecuaciones diferenciales o ecuaciones diferenciales de primer orden.

Para el caso que se quiere analizar, que es el de la resolucién de la ecua-
cion de la dindmica, este método de integracién directa no podria utilizarse
puesto que la ecuacion en cuestion es de segundo orden. Con el fin de poder
utilizar este esquema de integracién en esta ecuacién, se tiene que hacer uso

del modelo de espacio de los estados.
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Este modelo se suele utilizar cuando queremos realizar un control sobre
un proceso. El modelo de espacio de los estados debe proporcionar un modelo
lo mas similar posible al modelo que esta siendo modificado. El modelo parte

de la ecuacién que se quiere resolver, en este caso la ecuacién dindmica:

MU +CU+KU=f (2.90)

El objetivo del modelo de espacio de los estados va a ser generar una
ecuaciéon o sistema de ecuaciones de primer orden. La ecuacion de equili-
brio dindmico también se cumple cuando la analizamos en un instante de
tiempo t + At, como se ha visto en los anteriores métodos. Se propone el
siguiente cambio de coordenadas de modo que el vector U que contiene los

desplazamientos ahora se puede escribir como:

x; =U 4 X1 =U - X1 = x
P ” ) SN R OY)
X9 = U Diferenciando XQ — U Xz — U
Con ello se obtiene un sistema de ecuaciones formado por:
5(1 = X9
(2.92)

MXQ + CX2 + KX1 =f

Diviendo la ecuacién (2.92) entre la matriz de masas M se obtiene:

X1 = X3
(2.93)
Xy = —M 1Cxy — M 'Kx; + M~ 'f
La ecuacion del modelo de espacio de los estados esta formado por 2

ecuaciones. En la primera ecuacion, se encuentran los vectores de estado que

definen la situacién del problema como se indica en la ecuacién (2.94), y en
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la segunda ecuacién los vectores de salida aunque esta ltima se utiliza en

aplicaciones de control.

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.94)

Para la resolucion de la ecuacién dinamica, solo se va a hacer uso de la
ecuacion de estado y no de la ecuacion de salida, puesto que simplemente se
quiere resolver la ecuacién de primer orden mediante el esquema de Runge-
Kutta.

En vista de la ecuacion (2.94), se necesitan definir la matriz A y la Matriz
B, ambas denominadas las matrices de dindmica de tiempo discreto (matriz
de estado) y la matriz de entrada respectivamente. El vector de estado, deno-
minado como x(t), es el llamado vector de estados y contiene las soluciones
de la ecuacién para cada instante de tiempo. El vector u es el vector que
contiene la excitacién o las fuerzas asociadas al sistema dinamico. El valor
de las matrices A y B en funcién del sistema de ecuaciones (2.93) es:
0 1 B = [ 1\/?1 ] (2.95)

A =
-M 'K -M!C

Por lo que el sistema queda como:

<L g 9 ok (2.96)
%s ~M 'K -M"'C M u,

Los autovalores de la matriz de estados A contienen los polos del sistema

X1

+
X2

que son los andlogos a los obtenidos al resolver el problema de autovalores
de la ecuaciéon dinamica. La parte real es la resta de la frecuencia natural
por el ratio de amortiguamiento y la parte compleja es la frecuencia natural
amortiguada. En un caso sin amortiguamiento se obtienen directamente los
valores de las frecuencias naturales. Con ello, se tiene una ecuacion que si
puede ser resuelta por cualquiera de los esquemas de integracién de Runge-
Kutta.
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2.6.1. Esquema de Runge-Kutta

Una vez se ha conseguido reducir el orden de las ecuaciones a solucionar
se va a explicar el esquema con el que se va a resolver el sistema de la ecuacién
(2.96). La historia de este método comienza cuando se intentan generalizar
las expresiones del esquema de Euler con varias evaluaciones de la solucion
en un mismo paso. Esta idea fue llevada a cabo por Runge. Mas tarde, fue
Kutta quien realizé mas aportaciones en este campo obteniendo finalmente

la resolucién de problemas con esquemas de cuarto y hasta quinto orden.

El método de Euler trata basicamente de analizar la tangente de una cur-
va que es muy cercana a la curva de la solucion exacta. La idea de los métodos
de Runge-Kutta es analizar la tangente de la curva en un paso temporal, pe-
ro no solamente una vez como hace Euler, si no varias evaluaciones de la
tangente para aproximar la curva. Estos métodos se han seguido trabajando
durante anos debido a sus buenas prestaciones computacionales tanto en los
métodos implicitos como en los explicitos, en donde los métodos implicitos
actualmente tienen una mayor potencia debido a la capacidad de resolver
ecuaciones diferenciales rigidas. Son muy utilizados para resolver problemas
de CFD (Computational Fluid Dynamics).

El esquema que se va a ampliar para el andlisis dinamico es el que propor-
ciona Runge-Kutta de cuarto orden, puesto que es uno de los mas famosos y
de los que proporciona mejores resultados. Los esquemas de Runge-Kutta son

validos para la resolucién de cualquier ecuacion deferencial de la forma: [12]

i= f(t ) (2.97)

En los métodos de Runge-Kutta de alto orden, las condiciones algebraicas
de los coeficientes asociadas al método se vuelven un poco mas complicadas.
Para explicar el método de cuarto orden de Runge-Kutta usado, antes se
va a comentar la tabla de coeficientes que representa los métodos de Runge
Kutta, también conocida como Matriz de Butcher. El tablén tiene la siguiente

forma:
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c| A
bT

Tabla 2.1: Matriz de Butcher

En donde el vector ¢ es el que indica las posiciones de los valores de la
etapa dentro del paso temporal, A es una matriz que indica cudl es la de-
pendencia de las derivadas que se encuentran en otras etapas y el vector b es
un vector que contiene el peso de la cuadratura, es decir, muestra la depen-
dencia del resultado de las derivadas evaluadas en distintas etapas del paso
temporal. Para el caso de los métodos explicitos se remarca que la matriz
A sera una matriz con ceros en la diagonal y en la parte triangular superior

(matriz triangular inferior).

Una vez explicado cémo se representan los métodos de Runge-Kutta, el
tablon asociado al método de cuarto orden, que es el que se va a utilozar

en el trabajo, tendria el siguiente aspecto:

Ca | Q21
C3 | 31 G32
Cq | Qg1 Qg2 (43

by by by by

Tabla 2.2: Matriz de Butcher para esquema de Runge-Kutta de cuarto orden

Los coeficientes del tablén, segin las condiciones que deben cumplir [12],

son para el esquema de cuarto orden:
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1
bQCQ + 193(33 -+ b4C4 = 5 (299)
1
bocs + bscs + bych = 3 (2.100)
1
b3a3202 -+ b4(14202 + b4CL43C3 = 6 (2101)
1
bacy + bscs + byl = 1 (2.102)
1
b303a3262 + b4C4a42C2 + b4C4CL43C3 = g (2103)
1
bgaggcg + 63G4QC§ + b4a430?1 = E (2104)
1
b4a43a3202 = ﬂ (2105)

De la combinacion de estas ecuaciones se demuestra que ¢4 = 1. Por lo

tanto, la Matriz de Butcher que va a ser utilizada queda con los siguientes

valores:

0

111

3|2

1 1

210 3

1o o 1
11 1 1
5 3 5 o

Tabla 2.3: Coeficientes de la Matriz de Butcher para el esquema RK41

El esquema general de un método de Runge-Kutta de R-evaluaciones

matematicamente se expresa como [13]:
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Tpi1 = Tp + AtD(t,, x,; Al)
O(t,z; At) = S8 bk,
kl = f(tv 512)

kr:f(t—l—Atcr,x—I—AtZZ:amkS), r=223,...,R.

r—1
Cr =1 o qlrs, T=2,3,..., R,

\

(2.106)

Se utilizan 'R’ evaluaciones de la funcién f, andloga a la ecuacion (2.97),
y después se hace una media ponderada en ® que requiere que se cumpla
R .y - .
Yy by = 1. La funcién f representa la ecuacién que se quiere resolver. Se

va a utilizar la siguiente notacion para llegar al esquema final de cuarto orden,

_of _9f
_82f B 0*f _82f
ftt_w ftx_atax fx:r:_@

¥s

F:ft‘f‘ffy, G:ftt+2fftm+f2fa:a:

Mediante esta notacién se obtiene la funcién ® usando un desarrollo de

Taylor;
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Or(t,z, At) = f + %AtF + éAtz(fo + G) + O(AP) (2.107)

Haciendo uso de estas ecuaciones y realizando calculos y operaciones ma-
tematicas, los cuales no son el objetivo de este trabajo y por ello no se mues-
tran, se llega a la expresion final del esquema de Runge-Kutta de cuarto

orden:

Tpi1 = Tp + %(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky) (2.108)
k1= f(tn, z,) (2.109)
ko= f(yn + %At,a:n + %Atkl) (2.110)
ks = f(yn + %At,xn + %Ath) (2.111)
ks = fyn + AL,z + Aths) (2.112)

Las ecuaciones (2.108)-(2.112) se resuelven de forma iterativa para cada
paso temporal hasta alcanzar el instante final de tiempo ¢ y con ello se alcanza
la solucién de x. Para un mejor entendimiento del esquema de Runge-Kutta
de cuarto orden, se ilustra en la figura 2.5 como funciona la evaluacién de un

paso temporal.

Una de las ventajas del método de Runge Kutta es que la accién a reali-
zar en cada paso es el andlisis de la funcion f(t,,x,), y que al realizar en un
mismo subpaso varias evaluaciones, la precisién del método es mayor mante-

niendo un mismo paso temporal At.

Por otro lado, el método de Runge-Kutta requiere una evaluacion del
lado derecho de la ecuacién diferencial en repetidas ocasiones, lo que hace
que el tiempo de simulacién y el coste del método sea mayor. Por tanto, el
parametro de control de este método simplemente seria el control sobre el

paso temporal At.
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X2 = f( t+dt/2, x(O+X] (d1/2) , u(t+dt/2) )
/

X(t+dt) = x(t) + ( X1 + 2(x2+x3) + x4) (dt/6)
X(t+dt) — e}

=

X3 =f(t+dt/2, x(O)+X2 (dt/2) , u(t+dt/2) )

x(t) =+ ?@

T T = .
+] =f (1, x(t), u(t)) x4 =f (t+dt, x(H)+x3 dt , u(t+dt) )
] 1 l
I 1 |
t t+di/2 t+dt

Figura 2.5: Evaluacion del paso temporal del método RK4

Mediante este método se podria resolver el sistema de ecuaciones pro-
puesto en (2.94) mediante el modelo de espacio de los estados. Se estaria
resolviendo una ODE de primer orden y para ello se va a utilizar, para im-

plementar el método, un programa de calculo matématico (Matlab).

2.7. Estabilidad y precision de los métodos

de integracién numeérica

El objetivo del esquema de integracién es obtener la respuesta del siste-
ma dindamico de forma precisa computacionalmente sin necesidad de resolver
analiticamente la EDO de segundo orden. Bien es sabido que la ecuacion
dindmica (1.2) en muchos casos donde se tienen pocos grados de libertad
podria resolverse de forma sencilla a mano, pero en el momento que se inclu-
yen muchos grados de libertad la solucién de esta ecuacion se complica y se
hace necesario el uso de métodos directos de integraciéon numérica. El uso de
estos métodos requiere de gran precisién. Se puede entender como precision
de un método a la capacidad del mismo para que la soluciéon que proporciona

sea lo mas parecida posible a la solucion exacta del problema.
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La manera de controlar la precisién de los métodos de integracion es con-
trolando el paso temporal At usado, ya que estos métodos lo que hacen es
interpolar la funcién de los campos de desplazamientos, velocidad y acele-
racién en un intervalo de tiempo [t,t+At]. Este paso temporal deberd ser
elegido de forma que se corresponda con el periodo mas pequeno del sistema,
lo cual puede significar que el At podria ser muy pequeno para cumplir los

requerimientos de precision.

Con lo anteriormente expuesto, resultaria razonable decir que, si el perio-
do mas pequeno del sistema es Ty,,¢, €l paso temporal requerido deberia ser
alrededor de 10 veces mas pequeno (Tspor/10). Sin embargo, en elementos
finitos se busca que la respuesta asociada a los modos con las frecuencias mas
bajas sean predichas de forma precisa. Esto cambia el criterio de selecciéon de
paso temporal, de forma que se selecciona el periodo hasta el cual se querria
obtener la respuesta con precision y el paso temporal se seleccionaria de mo-
do que sea unas 10 veces menor que ese periodo. Al hacer este cambio, se
puede ver que se integra también de manera efectiva. Con este nuevo At, los
modos cuyo paso temporal es mas grande que la mitad del periodo natural 7,
tienen una respuesta indefinida que no se sabe si va a ser precisa o estable en
el esquema utilizado. En esto que se acaba de explicar se basa la estabilidad
de un esquema de integracién. La estabilidad implica que para cualquier
condicién de un problema, usando un At/T grande, la solucién no deben
amplificarse y por lo tanto no debe arrojar resultados imprecisos en la inte-
gracion de las respuestas en los modos bajos. La estabilidad también implica
que los errores que se van introduciendo en cada paso de la integraciéon no
tiendan a infinito y que se asegure la convergencia del esquema. La convergen-
cia de un esquema de integracién queda asegurada cuando al reducir el paso
temporal At, la solucién numérica tiende a la soluciéon analitica. Por ltimo,
la integracion sera estable cuando se asegure un paso de tiempo lo suficien-
temente pequeno para integrar la respuesta del elemento con la frecuencia

mas alta del sistema (periodo més pequenio), sin divergencias en la respuesta.

Si se supone que se han obtenido las soluciones para todos los pasos
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temporales (At, 2At, ...) y qué solucién va a obtenerse en el paso temporal
siguiente, entonces, para cualquiera sea el método utilizado, se tiene una
formula que se puede usar recursivamente y que toma la forma de:
U s U L) (2.113)
En esta formula se almacenan los resultados en los vectores U de los dis-
tintos campos en los pasos temporales y r es un vector donde se encuentran
las fuerzas aplicadas. Con ello aparecen las matrices S y L denominadas res-
pectivamente operadores de aproximacién y de cargas. La matriz que va a
resultar interesante a la hora de analizar la estabilidad de los esquemas es
la S, la cual se forma de un modo distinto para cada sistema de integracion
que se esté analizando [8]. Ademas se va a tener en cuenta que el amortigua-

miento del problema es nulo asique & = 0.

Como la estabilidad debe examinarse cualquiera sean las condiciones ini-
ciales del problema, en la ecuacién (2.113) se va a considerar que el vector

de cargas es r=0, y por lo tanto, la ecuacion que queda es:

. Attt At
U =S-U (2.114)
La matriz S puede descomponerse espectralmente como S = VDV,
donde V es una matriz que contiene los autovectores de S y D es una matriz
diagonal con los autovalores de S. Una vez definida para cada esquema de
integracién, se puede determinar la estabilidad. Para ello se define el radio

espectral como p(S) donde:

p(S) = mazx|\;| i=1,2,... (2.115)

Es decir, se obtiene con el maximo valor absoluto de los autovalores de la
matriz S que estos, ademads, estaran situados en el plano complejo. Habiendo
obtenido el valor del radio espectral la condicién de estabilidad se define

COINo.

= p(S) debe ser menor o igual que 1.
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= Que todos los médulos de los autovalores de S sean menores que 1.

Es decir, en el momento que haya un autovalor mayor que 1, la condicion
de estabilidad no se cumple y el esquema pasa a ser inestable. El objetivo es
plantear esquemas de integracion para sea cual sea el paso temporal utiliza-
do, sea estable. Si esto no es posible, deberd ser un esquema de integracion
que tenga una amplitud de estabilidad en términos de paso temporal muy

elevada.

Otro aspecto para evaluar la precision del método es el error asociado al

mismo. Los errores pueden introducirse debido al redondeo y al truncamiento.

= Los errores de redondeo vienen dados por el niimero de decimales que
guarde el programa de célculo con el que se esté implementando el

método (punto flotante).

= [os errores de truncamiento son los debidos a la eliminacién de términos
de las series con los que se realizan las aproximaciones de términos en

la discretizacién de los esquemas.

Habiendo analizado la estabilidad del método de integracion directa uti-
lizado, se podria decir que los sistemas incondicionalmente estables son los
mejores. Esto se debe a que sea cual sea el paso temporal usado la solucion
va a converger al resultado. Esto es verdad, pero se debe tener en cuenta otro
aspecto importante en estos sistemas, la precisiéon del método utilizado. Por
mucha libertad que exista al elegir el paso temporal, este debe ser elegido de
forma que se aproxime a la solucién de forma precisa con el menor error posi-
ble para obtener unos resultados realistas. Por ello, se va a realiza el estudio

de la estabilidad, precisién/error de los esquemas expuestos anteriormente.

Primero se ha de hallar la matriz S de cada método. En primer lugar, se
va a analizar la estabilidad del método Newmark-/3. Tras analizar la matriz
S Newmark S€ puede establecer una condicién de estabilidad incondicional para

este método, que es:
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1
262723 (2.116)

Mientras que los valores de 3 y ~ cumplan el requisito de la ecuacion
(2.116), la respuesta del sistema serd estable. En la figura 2.6 se muestran

distintos radios espectrales para distintos valores de £ y ~:

Estabilidad de los esquemas de integracion de Newmark-3

0.8 |

0.7 Newmark 3=0.25v=0.5
Newmark 8 =3/10 v = 11/20
06 Newmark 3 =0.5 v=0.25

Newmark 3=0.5vy=0.5
L L

05 | |
108 106 1074 1072 10° 102 10%
log(At/T)

Figura 2.6: Estabilidad del esquema Newmark-/

En la figura 2.6 se puede observar como todos los esquemas propuestos,
menos el que estd definido por § = 0.5 y v = 0.25, cumplen el requisito de
estabilidad incondicional y son estables. Sin embargo, el que se ha mencio-
nado no los cumple. Sélamente cumple con el requisito de estabilidad para

un cierto rango de valores del paso temporal At.

En segundo lugar, se va a estudiar la estabilidad del esquema de Bathe
junto con la estabilidad del método de Bathe modificado, modificando los va-
lores de 1 y P2 y manteniendo constante el parametro del subpaso temporal

6 en 0.5. El resultado se puede observar en las figuras 2.7 y 2.8.
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Estabilidad de los esquemas de integracion de Bathe (1)

1 Bathe clasico 1
Bathe ﬂ1 =0.41 932 =0.59
0.9 7
Bathe 61 =1/3 932 =2/3
0.8 Bathe [51 =0.42 ﬂ2 =0.84 ]
Bathe By = 0.36 By = 0.72
0.7 - B
0.6 B

@

051 |
0.4 &
0.3 b
0.2 b
0.1 B

0 . . | e
102 107! 10° 10° 102 108 10*

log(AY/T)

Figura 2.7: Estabilidad de los esquemas Bathe y Bathe modificado

Estabilidad de los esquemas de integracion de Bathe (2)

Bathe L}1 =0.37 ﬁz =0.63
185 Bathe §, = 0.55 3, = 0.45| |
16F Bathe 01 =0.57 :32 =0.43] |
[ Bathe ;31 =06 ;5‘2 =04 L
1.4r Bathe 3, =0.5 6,=0.5 ||
12+ 1
@
0.8 i
0.6 8
0.4+ 1
02+t i
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
102 107 10° 10° 102 108 104

log(At/T)

Figura 2.8: Estabilidad del esquema Bathe modificado

Se puede ver como el esquema de Bathe es un esquema condicionalmen-
te estable puesto que para valores de 1 > [, el sistema a partir de un
valor de paso temporal se vuelve inestable. Sin embargo, para todo valor
correspondiente a 8; = 1/3 hasta ; = 0,5 con 2 = 1 — /31, el sistema es

incondicionalmente estable. De la misma manera que para todo valor corres-
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pondiente a #; = 1/3 hasta infinito con Sy = 20;.

En el esquema de integracion PIM, el paso critico es el calculo de la
matriz exponencial T. El error de precision en este método se produce prin-
cipalmente por la truncacién de la serie de Taylor en el término de orden 5.
Teniendo en cuenta que en el caso de tener N=20 se obtendria m=1048576,
y por lo tanto, significaria que el paso temporal inicial quedaria dividido m
veces. Esto hace que la resolucion del método sea muy potente y, sumado a
la truncacién realizada, permite que el método sea estable y preciso para la

mayoria de pasos temporales. Esto se puede ver en la figura 2.9.

Estabilidad del método PIM

PIM N=0
PIM N=4
PIM N=8
PIM N=12
PIM N=16
PIM N=20

0.5 |

1072 100 102 104
AUT

Figura 2.9: Region de estabilidad del esquema PIM.

En la figura 2.9 se observa como el rango de pasos temporales donde
la solucion es estable, aumenta con N como era de esperar. Se plantea un
esquema condicionalmente estable pero que a efectos practicos se puede con-
siderar como incondicionalmente estable y de alta precisién comparado con
el de Newmark-, ya que este tltimo trunca las aproximaciones en el tercer
término. Por ultimo, otra razén por la que el método es altamente preciso
es debido a que el sistema siempre tiene en cuenta la parte incremental y

con ello evita los problemas que si que ocurren en otros métodos de Runge-
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Kutta, donde la solucién tiene una fuerte dependencia de la precisién del
vector solucién en cada paso temporal, es decir, cambios pequenos en la so-

lucion pueden generar resultados erréneos en los siguientes pasos temporales.

Para el esquema de integracién de Runge-Kutta de cuarto orden, su regién

de estabilidad se define por:

[B(w) <1 (2.117)

Donde R es una funcion de estabilidad que depende del orden del esquema
usado. Para RK4 toma el valor de:

R(p) =1+ ley ey L (2.118)

Si se grafica, se obtiene la region de estabilidad que se observa en la figura

2.10.

Region de estabilidad del esquema de Runge-Kutta 4

Figura 2.10: Regién de estabilidad del esquema RK4

La regién compleja es la representada por todos los valores de semiplano
vertical menores que 0. La primera conclusion que se puede sacar del grafico

es que el esquema va a ser estable si AAt, donde A representa los autovalores
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del problema, cae en la regién de estabilidad que se distingue por el color
morado. Por ello, habra que analizar la estabilidad para cada caso y con ello,

se podra obtener el paso temporal éptimo para cada problema.

Aunque podria pensarse que la estabilidad depende tnicamente de los
autovalores del problema A, la realidad es que tiene una fuerte dependencia
con At. De hecho, en los esquemas de Runge-Kutta de cuarto orden, la es-

tabilidad esté fuertemente reestringida por el paso temporal.
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Capitulo 3

Resultados y comparacion de
los métodos de integracién
numérica temporal en un caso
genérico

Una vez se han expuesto los distintos métodos de integracion que se van
a utilizar en el trabajo, en este capitulo se van a mostrar los resultados que
arrojan los mismos aplicados a un sistema dinamico bajo la accién de dis-
tintos tipos de carga. Se van a utilizar para cada esquema los conceptos de
precision y estabilidad ya explicados en el Capitulo 2 para la eleccién de los

esquemas con los parametros asociados a los mismos.

El objetivo principal sera ver como se comportan los distintos esquemas
ante la resolucién del sistema y para ello se compararan entre si. Ademas, se
va a hacer uso de la resolucion exacta del problema para ver, no sélo como
es el comportamiento de cada esquema ante el sistema, si no también para
ver como se comportan respecto a la solucién exacta del mismo. Por ello, se
comparara el error de ambos sistemas y se tratard de obtener y demostrar
los puntos fuertes y débiles de cada esquema, algunos de los cuales ya han

sido mencionados en el Capitulo 2.

Para ello se va a definir un sistema dindamico sencillo de dos grados de
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libertad con el cual se pueden obtener casi todos los parametros necesarios
para comparar los esquemas de integracién numérica utilizados. El diagrama
de bloques del sistema puede observarse en la figura 3.1, y el valor de las cons-
tantes asocidadas al mismo para la construccion de la ecuacién dindmica se
pueden ver en la Tabla 3.1. En este caso no se va a introducir disipacién en el
sistema en forma de amortiguamiento ya que complica el calculo computacio-
nal y las ecuaciones, y las conclusiones a las que se van a llegar son idénticas.
De cualquier forma, los scripts creados tienen la capacidad de resolver proble-
mas con disipacion energética y prueba de ello sera el caso practico a resolver
en el siguiente capitulo.

UI U2

—> —>

M ANAA M

Figura 3.1: Diagrama de bloques del sistema dinamico utilizado.

Rigideces Masa
Ki | Ky | K3 | My | My
6 4 2 1 2

Tabla 3.1: Datos del sistema dindmico a estudiar.

Se va a considerar que las vibraciones del sistema son forzadas aplicando
un tipo de caso de carga para ver como se comportan los sistemas de integra-
cion. La carga aplicada serd variable con el tiempo y de caracter aleatoria. La
excitacién dependiente del tiempo se calculara por medio de una fuerza alea-
toria donde para su definicion se divide el paso temporal para representarla
con mayor resolucién. Se seleccionan distintas frecuencias para su definicién
y, por ultimo, se afecta con una gaussiana para obtener la fuerza que se re-

presenta en la figura 3.2.
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Fuerza aleatoria (N)

Figura 3.2: Fuerza aleatoria gaussiana aplicada en el primer nodo.

El sistema dado por los datos de la Tabla 3.1 se puede representar ma-

tricialmente como:

10|00 10 -4 || U t
4 v | At (3.1)

02| 0, —4 6 U, fa(t)
Habiendo definido el problema se va a resolver el mismo mediante el primer
esquema de integracion propuesto, el esquema de Newmark-5. La respuesta
de este sistema ante una fuerza de cardcter aleatorio y dependiente del tiem-

po y los errores asociados a la respuesta exacta del sistema se puede ver en
las figuras 3.3-3.13.

Para mejor entendimiento del lector, cuando se utiliza la notacién ’Newmark-
0.25-0.57 se refiere a que se estd utilizando el esquema Newmark con 5 = 0,25
y 7 = 0,5. Se ve claramente como la respuesta cuando se utiliza un At ele-
vado difiere sustancialmente de la respuesta en el caso exacto. La condicion
del esquema de Newmark-£ de estabilidad incondicional con los parametros
utilizados nos asegura que la respuesta converge. En la figuras asociadas a
los errores, se ve como estos decrecen con el paso temporal, teniendo errores
muy cercanos al 0% para el esquema utilizado con At = 0.01s. Se observan

algunos errores muy elevados debidos a que el orden de magnitud del valor
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Displacement

p del k-8 At =0.25s Error del k-8 At=0.25s
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Figura 3.3: Newmark-0.25-0.5
At = 0.25s

k-8 At=0.25s

Figura 3.4: Error Newmark-0.25-0.5
At = 0.25s

Error del esquema Newmark-3 At = 0.25s
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Figura 3.5: Newmark-3/10-11/20 Figura 3.6: Error Newmark-3/10-

At = 0.25s 11/20 At = 0.25s

real es muy pequeno y pequenas variaciones en la solucién del esquema ge-

neran esos errores.

En cuanto a la diferencia del uso del esquema con f = 0,25y v = 0,5
con = 3/10y v = 11/20 se observa como para un mismo paso temporal,
la respuesta obtenida con el método 'Newmark-0.25-0.5" para este sistema,

es ligeramente mas precisa teniendo el mismo coste computacional.

Uno de los incovenientes de los esquema de Newmark-5 es que en siste-

mas dindmicos en los cuales las diferencias entre las frecuencias mas elevadas
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) ‘ —*— Error Nodo 1
5 £ 8 4o ‘ —— Error Nodo 2|
Ko} [
1 m & 30 —;‘s ‘ ]
% ® I | X
% x o 9 £ 4 20 4 | x
05 %4 ® s 4 £ ) {
5 %4 b » ¥ T e
E o © b g) 1 S
g v K 3 fwwf g O
§os ARV 5 ol 7N,
4l . ¥ 8 fok
! b g 20 i ‘
X ) [ J‘f
1.5 1" [= -6~ Newmark Nodo 1 5= 0.25 = 0.5 S ¢ 30 F ‘ ‘
— ~—-Exacta Nodo 1 A
2 Newmark Nodo 2 /3 = 0.25 5 = 0.5 Y T
— *— -Exacta Nodo 2
25 ! . . . . 50 .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
time (s)

time (s)

Figura 3.7: Newmark-0.25-0.5 Figura 3.8: Error Newmark-0.25-0.5
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Figura 3.10: Error Newmark-3/10-
11/20 At = 0.1s

Figura 3.9: Newmark-3/10-11/20
At = 0.1s

y mas pequenas son muy altas, el esquema proporciona mucha disipacion
numérica y por tanto no es capaz de converger a la respuesta real. Esto ocu-
rre sobre todo usando la regla del Trapecio y si se usan otros parametros
en el esquema se puede llegar a disminuir. A pesar de ello, el uso de este
esquema no es recomendable en aquellos sistemas que cumplan los requisitos

de frecuencias (periodos) antes expuestos.

Los siguientes esquemas a analizar van a ser el esquema de Bathe y el
esquema de Bathe modificado usando distintos parametros. Los resultados

de los esquemas se pueden ver en las figuras 3.15 - 3.26.
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Figura 3.13: Newmark-3/10-11/20 Figura 3.14: Error Newmark-3/10-
At = 0.01s 11/20 At = 0.01s

De los esquemas de Bathe se pueden extraer conclusiones interesantes.
Para mejor entendimiento del lector se va a denominar como Bathe-0.5-0.5-

0.5 al esquema de Bathe modificado con #=0.5, 5;=0.5 y [5>=0.5.

En primer lugar, se observa como al igual que en el método de Newmark-
B, la respuesta converge a la solucion exacta a medida que se disminuye el
paso temporal. Cuando At=0.25s se obtienen unos errores en la solucion
que, aunque son bajos, en algunos casos se elevan demasiado (50 %). Se ve
también una pérdida de amplitud de la respuesta y de fase propia de estos

esquemas cuando el paso temporal, como es el caso, es elevado. Para ese paso
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Respuesta de los esquemas Bathe At = 0.2
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Figura 3.15: Respuesta mediante Bathe (1) At = 0.25s

Displacement
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Figura 3.16: Respuesta mediante Bathe (2) At = 0.25s

temporal se observa como en general todos los esquemas presentan un error
similar, siendo el caso de los esquemas Bathe0.5-0.41-0.59 y Bathe0.25-0.5-
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Error de los Bathe At = 0.25s Error de los Bathe At = 0.25s
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Figura 3.17: Error Bathe (1)
At = 0.25s

Figura 3.18: Error Bathe (2)
At = 0.25s

Respuesta de los esquemas Bathe At = 0.1s
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Figura 3.19: Respuesta mediante Bathe (1) At = 0.1s

0.5 los que tienen menor error asociado. De cualquier modo estos errores son

muy elevados por lo que hay que recurrir a disminuir el paso temporal.

Para un At=0.1s, se ve como los errores en la solucién disminuyen de

manera considerable, estando los mds altos sobre el 30 % sin contar algunos

puntos concretos del inicio como se vié en la resolucién mediante Newmark.
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Respuesta de los esquemas Bathe At =0.1s
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Figura 3.20: Respuesta mediante Bathe (2) At = 0.1s
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Figura 3.21: Error Bathe (1)
At = 0.1s

Figura 3.22: Error Bathe (2)
At = 0.1s

Ademas, comparando con Newmark se ha conseguido reducir para el mismo
paso temporal el error de manera considerable, a costa de un mayor coste
computacional. Para este paso temporal se puede concluir una cosa, y es-
que el esquema de Bathe-0.25-0.5-0.5 devuelve una mejor respuesta que el
esquema de Bathe-0.8-0.25-0.25. En pincipio no deberia ocurrir, porque en

el esquema en el que se utiliza §=0.25 con el método de Bathe modificado,
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Displacement

Figura 3.23: Respuesta mediante Bathe (1) At = 0.01s
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se esta resolviendo durante un 75 % del paso temporal el esquema mediante

un esquema Newmark con la regla del trapecio. El 25 % del paso temporal
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Error de los Bathe At=0.01s
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restante se resuelve mediante la regla del trapecio como se ha visto. En el
esquema, con #=0.8, se resuelven el paso temporal entero con la regla del
trapecio de Newmark por lo que deberia obtenerse la misma precision aun-
que por el caso utilizado es mas preciso usando un valor de #=0.25. Esto se

observa en la figura 3.22.

Por 1ltimo, usando un paso temporal muy pequeno como es At=0.01s, se
observa como la solucion exacta y la estimada practicamente son las mismas.
En las figuras 3.25 3.26 se puede ver el orden de magnitud de los errores.
Se confirma como el esquema Bathe-0.25-0.5-0.5 tiene una mayor precision,
confirmando el buen comportamiento del método de Newmark-/3 y errores
que apenas superan el 2%. También se puede ver como el esquema de Bat-
he clasico tiene una buena respuesta comparado con los métodos de Bat-
he modificado con control de disipacion numérica, donde con el método de
Bathe-0.5-0.41-0.59 se consigue un error que apenas supera el 1%, teniendo

el mismo coste computacional que el resto de los métodos.

En siguiente lugar, se va a analizar el esquema de Precise Integration
Method (PIM) para distintos valores del parametro N. Los resultados de los

esquemas se pueden ver en las figuras 3.27 - 3.35.
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Respuesta del esquema PIM At = 0.25s
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Figura 3.27: Respuesta mediante PIM At = 0.25s

Error del esquema PIM At = 0.25s Error del esquema PIM At = 0.25s

100

100

80 80

60 60
40 40 @

20 20

error (%)
o
®
error (%)
o
®

-20 | -20 |

40+ -40 |

-60 -60

—#— Error Nodo 1 PIM N=20
-80 |- |—&—Error Nodo 1 PIM N=12
> Error Nodo 1 PIM N=4

—#— Error Nodo 2 PIM N=20
-80 |- | —&—Error Nodo 2 PIM N=12
> Error Nodo 2 PIM N=4

time (s) time (s)
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De las figuras asociadas al PIM, se pueden extraer las siguientes conclu-
siones. El parametro N utilizado no influye en la precisién de la respuesta
del sistema, como puede verse, si no simplemente en la estabilidad del méto-
do. Como se vi6 en la seccion de estabilidad, al aumentar el pardmetro N,
se ampliaba el rango de pasos temporales que hacian que la solucién fuese

estable.
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5 Respuesta del esquema PIM At =0.1s
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Figura 3.30: Respuesta mediante PIM At = 0.1s
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Respecto de la respuesta, como en otros métodos, el método se va apro-
ximando a la solucién real mientras se reduce el valor del paso temporal.
Cuando se usa el paso temporal de At=0.25s, se ve como la solucién, al igual
que en el método de Bathe, estd algo desfasada respecto a la solucion real y

se tienen errores elevados con algo menos de disipaciéon numérica que en los
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Displacement

-Nodo 1 PIM N=20

— —+—-Nodo 1 PIM N=12
Nodo 1 PIM N= 4

-1.5 |~ x— - Exacta Nodo 1

— ©— -Nodo 2 PIM N=20

— —+— -Nodo 2 PIM N=12

21 |= 8= Nodo 2 PIM N= 4 iy
— —X— - Exacta Nodo 2
_2.5 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

time (s)

Figura 3.33: Respuesta mediante PIM At = 0.01s

Error del esquema PIM At = 0.01s Error del esquema PIM At = 0.01s

error (%)
error (%)
o

—#— Error Nodo 1 PIM N=20
_g |- | —©—Error Nodo 1 PIM N=12
———Error Nodo 1 PIM N= 4

—#— Error Nodo 2 PIM N=20
-8 || —©— Error Nodo 2 PIM N=12
> Error Nodo 2 PIM N=4

time (s) time (s)
Figura 3.34: Error PIM nodo 1 Figura 3.35: Error PIM nodo 2
At = 0.01s At = 0.01s

métodos de Newmark- y Bathe.

Para un paso temporal At=0.1s, la respuesta mejora sustancialmente y
los errores se reducen al margen de 15 % - 25 % con un coste computacional
razonable. Esto es debido a que la matriz exponencial solo hay que compu-

tarla una vez y a que el esquema se basa en la iteracién de la solucién para
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cada paso temporal.

Para el paso temporal de At=0.01s, se tiene una respuesta semejante a
la obtenida exacta. Los errores se encuentran entorno al 5 %, aunque en este
caso para el nodo 1 se ve como hay bastantes picos de error que estan di-
rectamente asociados a la elevada pendiente que tiene la respuesta y ademas
los valores pequenos que se manejan cuando la solucién se acerca al valor
0, generando que pequenas variaciones en la solucién produzcan esos errores

tan elevados.

Por 1ltimo, se va a analizar el esquema de Runge-Kutta de cuarto orden.

Los resultados de los esquemas se pueden ver en las figuras 3.36 - 3.41.

Respuesta del esquema Runge-Kutta At = 0.25s

B

Displacement
S o

'
-

—_
o

| |— = Nodo 1 RK
— ©©— - Exacta Nodo 1
25 Nodo 2 RK
— < — - Exacta Nodo 2

25 | . . . .
0 1 2 3 4 5 6

time (s)

Figura 3.36: Respuesta mediante Runge-Kutta cuarto orden At = 0.25s

Respecto a los resultados que arroja el esquema de Runge-Kutta de cuar-
to orden, se puede ver como para todos los pasos temporales usados es el
esquema que mejores resultados presenta. Esto es debido como se ha comen-
tado en la definicion del esquema, a las multiples evaluaciones de la solucion
que hace dentro de un mismo paso temporal. El inconveniente es que, aunque

la resolucién del problema sea mejor (més preciso), computacionalmente es
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Error del esquema Runge-Kutta At = 0.25s

50

30 -

error (%)
o

-20

-40 |- |~ Error Nodo 1 RK
—%— Error Nodo 2 RK

-50 1 1 1 1
0 1 2 3 4

time (s)

Figura 3.37: Error del esquema de Runge-Kutta cuarto orden At = 0.25s

Respuesta del esquema Runge-Kutta At =0.1s
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Figura 3.38: Respuesta mediante Runge-Kutta cuarto orden At = 0.1s

un método caro.

Los errores asociados a la respuesta mediante Runge-Kutta, para un paso

temporal de At=0.1s, se encuentran alrededor del 5% en la mayoria de los
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error (%)

Error del esquema Runge-Kutta At = 0.1s
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—*— Error Nodo 2 RK
-25 L L I *
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Figura 3.39: Error del esquema de Runge-Kutta cuarto orden At = 0.1s

Displacement

Respuesta del esquema Runge-Kutta At = 0.01s
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Figura 3.40: Respuesta mediante Runge-Kutta cuarto orden At = 0.01s

puntos. Si estos datos se comparan con a los esquemas de Newmark-3, Bathe,
Bathe modificado y PIM, hay una diferencia en el error pequena (los picos

de error que si que se producian en estos esquemas son menores cuantitati-

vamente).
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Error del esquema Runge-Kutta At = 0.01s

error (%)

-4 |- |~ Error Nodo 1 RK 4
—— Error Nodo 2 RK

5 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

time (s)

Figura 3.41: Error del esquema de Runge-Kutta cuarto orden At = 0.01s

En cuanto a la respuesta con un paso temporal de At=0.01s, se pue-
de ver como el error de la respuesta es practicamente nulo a excepcion de
algunos picos. Se puede decir que para este valor de paso temporal la res-
puesta mediante este esquema es practicamente identica a la exacta. Por ello,
en términos de precision, el esquema de Runge-Kutta es el mas potente de

todos los vistos en términos de exactitud.
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Capitulo 4

Aplicacién a un caso practico.
Ala del avion

Las alas de las aeronaves estan disenadas para trabajar a flexion y torsion
principalmente, por lo que los materiales con los que estén construidas deben
proporcionarles resistencia suficiente frente a esfuerzos de flexién para que
no se partan. Ademas, deben de poseer una rigidez torsional que haga que
no sufran deformaciones elevadas debidas a la torsién, lo cual puede generar
cambios en el angulo de ataque en algunas zonas del ala. Esto podria conlle-

var la entrada en pérdida del perfil.

La importancia de que un ala trabaje correctamente a flexiéon queda de-
mostrada cuando el ala puede tener varios metros de diferencia en el plano
vertical cuando estd cargada de combustible respecto a cuando esta sin él.
Ademas en los test de certificacién siempre hay pruebas de flexién en las que

el ala se flexiona al maximo quedando practicamente en posicion vertical.

La estructura del ala ha ido cambiando a lo largo del tiempo y actual-
mente se pueden encontrar varios tipos de estructura en funcion de si el avion
es comercial o de combate. En el caso de los aviones comerciales, se pueden
encontrar estructuras conocidas como ‘Thick box beam structure’ las cuales
estan formadas por varios largueros a lo largo del perfil (entre dos y tres) .
Para el caso de las aeronaves de combate, cuyos perfiles tienen baja relacién

de aspecto, se pueden encontrar las estructuras de tipo ‘Multi-spar box’ y las
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estructuras para aviones con ala en delta, ‘Delta wing box’.

El objetivo de la estructura del ala es, aparte de generar la sustentacion
para que el avién pueda mantenerse en el aire y ascender, ser capaz de trans-
mitir al fuselaje y soportar las cargas que se generan debido a la interaccion
fluido-estructura en vuelo, o las debidas a su propio peso, el motor, etc... El
calculo de los esfuerzos que debe soportar el ala debe ir acompanado siempre
de un factor de seguridad establecido por la normativa FAR/CS-25 de 1.5.

El objetivo en este apartado sera simular la respuesta de un ala ante dis-
tintas cargas que se van a generar sobre ella y para ello se necesita un modelo
de ala del cual se pueda generar una estructura sin necesidad de recurrir al
modelado 3D. Se va a realizar una simplificacién que consiste en considerar

el ala como una viga empotrada de seccién rectangular.

Se puede decir que es una buena aproximacién, ya que el rectangulo que
se esta considerando podria asemejarse al cajon de torsién de un ala formado
por los largueros. En este caso se desestimaria la parte de ‘slats’ y ‘flaps’
(figura 4.1). Por lo tanto, haciendo uso de unos datos que se asemejen a un
perfil de aeronave comercial, el comportamiento de esta viga seria similar al
que tendria el ala de la aeronave. Para ello se va a desarrollar la teoria de

vigas de Euler-Bernoulli con la que modelar el comportamiento estructural
del ala.

Slat track Front spar Rear spar

Slat Slat track can Flap vane

Figura 4.1: Seccién transversal de un ala genérica de un aviéon comercial
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4.1. Viga de Euler-Bernoulli

La teoria de Euler-Bernoulli de vigas es muy utilizada en estructuras
aeronauticas de pared finas como el ala o el fuselaje. Tiene un papel impor-
tante, ya que mediante esta teoria se disenan estructuras mateméaticamente

para que después puedan ser analizadas por la mecanica de sélidos.

La base de la teoria es que la viga en su plano se comporta como un ele-
mento infinitamente rigido y no hay deformaciones en el plano de la seccion
transversal. Esto no es lo que ocurre en la realidad pero se va a ver que es
una buena aproximacion. Ademads, se asume que durante la deformacion en
el plano, la seccion transversal se mantiene plana y normal al eje de defor-

macion de la viga [14].

La teoria tiene buenos resultados cuando se aplica a estructuras con sec-
ciones transversales sélidas y cuando los materiales con los que esta formada
la estructura tienen un comportamiento isotrépico. Se va a suponer para
explicar la teorfa, un estado tridimensional con los ejes (z,y,z) y con las

direcciones 1,2 y 3 respectivamente.

2 —» Translacién u,(x)
A Rotacién z, (x)
—» Rotacion y@,(x)
. @, ‘
u;

Uz

A

\ ‘
=T
\-‘ u, \

Figura 4.2: Campo de desplazamiento axial
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Las condiciones impuestas por la teoria de Euler-Bernouilli modelan la
viga de forma que, para la condicion de indeformabilidad en el plano se obtie-
ne que el vector de campo de desplazamientos (U) en la seccién transversal

consta de dos translaciones de cuerpo rigido:

ug(z,y, ) = us(x) ug(z,y,r) = ug(z) (4.1)

De la condicién de la seccion transversal plana tras la deformacion, se
obtiene un campo de desplazamientos axial que consiste en una translacion

en el eje 1 y dos rotaciones @5 y @3, las cuales se ilustran en la figura 4.2.
uy(z,y,2) = uy(x) + 2P9(z) — yPs(z) (4.2)

La tercera condicién del modelo Euler-Bernoulli implica la igualdad de la
inclinacion de la deformada del eje y de la rotacion de la seccion. Teniendo
en cuenta que el criterio de signos de translaciones y momentos es tal que

estos son positivos en la direccion de los ejes y que:

_ du dii

by = —= by = ——=
3 dx 2 dx

(4.3)

Sustituyendo (4.3) en la ecuacién (4.2), el campo de desplazamiento a
partir de la viga de Euler-Bernouilli queda definido por las ecuaciones (4.1)
y (4.2). Los valores de @, uy y @z representan las translaciones de cuerpo
rigido que satisfacen la teoria de Euler-Bernoulli y las derivadas representan

las rotaciones de la seccién transversal.

Las deformaciones pueden expresarse en funciéon del campo de desplaza-

mientos como:

8u1 - dﬂl(ZE) d2ﬂ3($) dzﬂg(l')
or  dx dx? Y dx?

€1 —
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781&27 78U37
EQ—a—y—O 63—az—0

o 8U1 8UQ - o 8u1 8U3 o . 6u2 6u3 o
712_(9_3;4_%_0 %3_(‘32—’_(%_0 723_824—8?;_0

El campo de deformaciones en el plano es cero debido a las implicaciones
de la teorfa sobre la seccién transversal (infinitanmente rigida en su plano).
Que las deformaciones transversales sean nulas, es debido a la condicién de
que la seccién transversal permanece normal respecto al eje de la deformada

de la viga.

Para el campo de tensiones, se define un estado tridimensional de tensio-
nes en donde la variable R; representa la fuerza axial de la viga a lo largo
del eje 1. Las fuerzas de cortadura se representan como V(x) actuando sobre
el eje 2 y V3(x) actuando sobre el eje 3. Quedan definidas por las siguientes

ecuaciones:

Ry (x) :/Aol(ac,y,z)dA (4.4)
Va(z) —/Aﬁg(x,y,z)dA (4.5)
Vs () :/Aﬁg(x,y,z)dA (4.6)

También aparecen los momentos flectores Ms(x) actuando sobre el eje 2

y Ms(z) actuando sobre el eje 3.

Mg(a:):/Azal(x,y, z)dA (4.7)

M;(x) = —/Ami(I,y,Z)dA (4.8)




CAPITULO 4 77

El valor del esfuerzo o(x,y,z) depende del tipo de carga que se esté

aplicando y se obtiene mediante la Ley de Hooke.

4.1.1. Elemento hermitico de 2 nodos

Una vez se han definido las condiciones de la teoria de Euler-Bernoulli
para vigas generalizado, sin entrar a los casos de carga en concreto, se va a

definir el elemento viga hermitico de 2 nodos.

0, 0,

Wy Xm W
|

[ i 9

X1 X2

Figura 4.3: Elemento viga de dos nodos

Se representa la felcha (w(x)) en un punto de la viga como una funcién
de interpolacién de tercer orden con cuatro constantes. Esta interpolacion
viene exigida por la condicién de deformacion transversal nula y la condicion

de continuidad de flecha y giro (6(x)) entre elemento y elemento.

w(r) = ag + a1z + apr® + aza’ (4.9)
ow
= — 4.1
fa) = 2 (4.10)

Para obtener los coeficientes de la ecuacién (4.9) se debe resolver el si-

guiente sistema de ecuaciones:




CAPITULO 4 78

wy = g + iy + aur] + T’ (4.11)

‘91 =g + 2&2I1 + 3@31’% (412)

wy = ap + 1Ty + QT3 + Qs (4.13)

0y = oy + 2099 + 3323 (4.14)
Se efecttia el siguiente cambio de variable:
2

Ty = “ —;xQ ;&= l—e(x — Tp) (4.15)

Mediante el cambio de variable se puede expresar la ecuacién (4.9) como,

dw(§)
dg

dw(§)
dg

w<£> = N1<£>w1 + N19 + N2(£)U)2 + Ngg (416)

y aplicando,

dw d¢  dw 2 2
— == ——=0— 4.17
d¢ dx dxle le ( )

¢ l¢
w(&) = Ni(§w; + N1991(€)§ + No(§ws + N2992(f)§ (4.18)
Donde (N, N1y, No, Ny) representan las funciones de forma del elemento
viga asociados a los nodos 1 y 2 respectivamente. Las funciones de forma del
elemento viga, son funciones que pertenecen a la familia de los polinomios de

Hermite. Una propiedad que deben de cumplir estas funciones de forma es:

0 siij

Las funciones de forma para el elemento viga hermitico de 2 nodos toman

N(&) ={ L (4.19)

los siguientes valores y estan representadas en la figura 4.4:
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3

Ni(§) % - % + % (4.20)
3 2

Mo =5 -5 447 (1.21)
e 3¢ 1

Ng(é) = _Z+Z+§ (4.22)
3 2

Nag (&) =%+%—§—i (4.23)

N1(~)
o

=z 05
0 -0.5
1 0.5 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1
£ ¢
1 0.5
ZN " Z§ ’ \/
0 -0.5

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
¢ ¢

Figura 4.4: Funciones de forma del elemento viga hermitico de 2 nodos

La ecuacion (4.18) se puede escribir como:

w(§) = Na° (4.24)
donde N es un vector con las funciones de forma,

N(€) = [N (€) Mg No(€) Moyt (4.25)

y a¢ es el vector de desplazamientos modales,
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a® = [U)l ‘91 Wa QI]T (426)

Se obtiene mediante la siguiente ecuaciéon la curvatura en un punto de

coordenada &:

dw(§)  d dw(§)\d§ N 4
X&) =——5 =%< T >%: & e e (4.27)
By

con,

EN(E) _ [d*Ni() d*Nig(§) I d*Na(€) d*Noo(&) l—e] (4.28)
e L@ A 2 de d@ 2 |

La curvatura queda finalmente expresada como:

x(§) = Bya“ (4.29)

La matriz By se conoce como la matriz de deformacién a flexién o de

curvatura del elemento. FEsta matriz toma el siguiente valor.

Bf — 2 le 2 le (4_30)

La expresién general del principio de trabajos virtuales (PTV) en notacién

matricial se puede expresar:

l p
/ / / SeodV = / ou"bdV + ) du;X; (4.31)
\% 0 i=1

Donde b representa el vector de fuerzas internas, el ultimo término re-
presenta las cargas en los nodos, du y de son el movimiento y deformacion
virtual de un punto de la linea media de la viga y du; es el movimiento virtual
del punto de actuacién dela carga puntual X;. Aplicado al elemento viga, se

puede escribir como:
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+1 l¢
/ IxEIxdx = / [0a’]"B} (EI)By —dﬁ)ae = (4.32)
le —1 T 2
X dx

1

+1 e 2 2
ql
— [6a]"NT “-dé +> " dwiZi+ Y 60, M; (4.33)

dw

Donde ¢ representa la carga repartida. Operando, se llega a la famosa

expresion de la ecuacién de equilibrio estatico:

K -a*—q°=f° (4.34)

La matriz K¢ es la matriz de rigidez, ya mecionada en anteriores capitulos

del trabajo, y esta matriz tiene el valor para cada elemento de:

[ 12 6 —12  6l° |
+ EIl EI oA -6l 2(19)”
K¢ :/ BTBf : d¢ = ( ) (4.35)
-1 : 12 —6l°
| sym Ao ]

El vector de fuerzas nodales q° debido a una carga ¢ debidamente distri-

buida se expresa como:

+1 e e e
. gl 6[11 1 peqr
_ _aeft 2L 4.36
d /_1 Sh=d 5 T (4.36)

Y por ultimo el vector f* de fuerzas nodales en el equilibrio donde se in-

cluyen las cargas/momentos puntuales en los nodos.

En la introduccion se presenté la ecuacién de equilibrio estético (1.1). Es-
ta ecuacién es valida para obtener la solucién estatica de la estructura, pero
cuando se quiere realizar un analisis dinamico de vibraciones, las fuerzas de

inercia deben de ser tenidas en cuenta. Esto introduce un término nuevo que
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es la matriz de masas consistente M, la cual lleva asociada un término de se-

gundo orden que es el campo de aceleraciones, como expresa la ecuacién (1.2).

Para calcular la matriz de masas consistente de un elemento se usa la
siguiente expresion dependiente de las funciones de forma, del area de la
seccién A y de la densidad p del material utilizado en la viga.

+1

1
M° = | NpAN"dz = SPAL NN”d¢ (4.37)

e -1

[ 156 221¢ 54 —131°¢ ]
Al e 4@e)? 1316 —3(1°)?
e P2 ' (4.38)
420 156 —291°
| sym oA

La ecuacién (1.2) queda definida ensamblando (€) las matrices de rigidez
de cada elemento y las matrices de masa. Asi se podria resolver para relizar
el analisis dinamico de la estructura mediante los métodos explicados en el

Capitulo 2:

M = EM° (4.39)
K = ¢K* (4.40)

4.2. Diseno del ala

Una vez expuesta la introducciéon del procedimiento analitico, se va a
proponer el diseno del ala para este trabajo. El avién escogido ha sido el
Airbus A320 ya que es uno de los aviones mas famosos de toda la historia,
tiene un diseno alar muy simple y sus datos son accesibles. Para ello se
necesitaran algunos datos los cuales se pueden encontrar en su manual como

son la envergadura o la cuerda del ala a lo largo de la semi-envergadura [15].
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Algunos de los datos que se van a utilizar de la aeronave se muestran en la
Tabla 4.1.

Envergadura [m] 34
Superficie alar (S,,) [m?] 1224
Superficie estabilizador (S;) [m?] 30,7
Cuerda en la raiz (¢,) [m] 6,07
Cuerda en la punta (¢;) [m] 1,64
MTOW [kg] 78017,89
MLW [kg] 66224,49
MZFW [kg] 67131,67
Masa ala [kg] 6000
Cra 5.21
Maxima altitud operativa [m] 12500

Tabla 4.1: Datos necesarios del avién Airbus 320

El siguiente paso es seleccionar el perfil alar con el que luego se disenara
la viga que se va a simular. Para ello se va a seleccionar un perfil NACA
asociado al avion A320 que en este caso es el NACA 23015 que se muestra
en la figura 4.5. Para disenar el perfil, se ha recurrido a la pagina web de
creacién de perfiles airfoilstools.com la cual tiene una base amplia de datos

de perfiles aerodindmicos y permite modificarlos al gusto del usuario.

Airfoil NACA 23015

Airfoil surface Camber line Chord line

0 100 200 300 400 500 600 700 800. 900 1000

CUERDA (MM}

Figura 4.5: Perfil alar NACA 23015 estandar de 1 metro de cuerda.

Para el diseno de la caja de torsiéon mencionada, se va a hacer uso de las
consideraciones expuestas en [16]. Ademas, la viga que va a simular el ala en
este caso se va a dividir en 3 secciones, cada una con un area distinta que

reproduzca la tendencia decreciente de la cuerda en un ala. Cuanto mayor
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fuera el niimero de secciones usadas, mas se acercaria el diseno del trabajo

al disefio de un ala real.

El ala se va a dividir en 10 elementos con 11 nodos, cada elemento
con la misma longitud. Se van a crear las 3 secciones proporcionales a 3

tramos distintos del ala del Airbus A320 como se ve en la figura 4.6.

Ala A320 Viga A320

Encastre
4m \ —> 24280 _ 3,40m
6m . 2 —>

Simplificacion
Sm
U v ﬁ

2,80+1,64
2

=2,22m

¢1,64m

Sm 6m 6m 5.lm 6,8m 5,1m

17m 17m

Figura 4.6: Secciones de la viga simplificada del ala del A320.

Las medidas que se obtienen de aproximar la vista en planta del ala se
observan en la tabla 4.2. Las medidas de longitud se han aproximado teniendo

en cuenta que cada elemento de la viga mide 1,7m de longitud.

Dimensién de la viga longitudinal
Tramo | Longitud [m] | Cuerda [m)]
1 5,1 5,0
2 6,8 3,4
3 5,1 2,22

Tabla 4.2: Dimensiones de la vista en planta de la viga.

Una de las consideraciones geométricas que no se van a tener en cuenta es
la torsién geométrica del ala. Esto es que el ala se disenia con una determinada

torsién, la cual produce distintos angulos de ataque en cada seccion del ala.




CAPITULO 4 85

En este trabajo el ala tendra el mismo dngulo de ataque para todas las sec-
ciones. Al tratarse de un anélisis dindmico y no de un analisis aerodinamico,
este aspecto no es muy relevante, pero se remarca para mayor entendimiento

del proceso de diseno.

Tampoco se va a tener en cuenta el dngulo diedro del ala que para este
avion es positivo. Este angulo afecta a la estabilidad de la aeronave de forma
que, cuando se realiza un alabeo, el ala del lado hacia donde se ha alabeado
produce una mayor sustentaciéon por lo que el momento generado respecto
al centro de masas de la aeronave aumenta también y el avién tiene a es-
tabilizarse. El fenémeno de aumento de sustentacién no es competencia de
este trabajo, pero en definitiva es debido a un cambio de dngulo de ataque
en cada ala. Por lo explicado se puede decir que no considerar este efecto
tampoco va a variar de forma significativa los resultados obtenidos, aunque

en un analisis aerodinamico si que seria un factor importante a considerar.

En los aviones comerciales puede observarse en la parte del ala que esta
cercana al encastre, que la cuerda usada es mayor. Esto es debido a que esa
zona suele estar reservada para guardar el tren de aterrizaje y, por consi-
guiente, es un espacio hueco donde no se tendrian largueros ni costillas. Para
el caso de estudio y la redimension del ala en viga, ese espacio se va a conside-
rar como util para posicionar elementos estructurales del ala como largueros,
costillas y larguerillos. Por lo tanto, esta modificacion si que podria generar

diferencias respecto al caso real.

La tultima consideracién que no se va a tomar en cuenta es la flecha (posi-
tiva) que tiene el ala en todos los aviones comerciales. En este caso se tomara
el ala (viga) como un elemento que se extiende de forma perpendicular al

fuselaje.

La posicion de los elementos de la estructura interna del ala se determina
siguiendo los siguientes pasos, que son los mismo que se usaran en el diseno

que se va a hacer del ala: [16]
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= Localizar el larguero del borde de ataque a un porcentaje constante de
la cuerda, desde la raiz hasta la punta del ala. El larguero de borde de

ataque debe situarse entre el 12% o 17 % de la cuerda.

= Localizar el larguero de borde de salida de forma similar. En este caso
deberd estar situado entre el 55 % y el 60 % de la cuerda. Normalmente,
se suele seleccionar el 60 % para que el alerén se sitie en un 30 % de la

cuerda.

En el ala se pueden encontrar otros elementos como los alerones, los flaps,
los slats, costillas, etc. Los cuales tienen su procedimiento de colocacién pro-
pio [16], pero no se va a entrar en ello en detalle puesto que no influye en el

estudio.

Atendiendo a las especificaciones explicadas anteriormente, se puede co-
menzar a disenar el ala del estudio a partir de las distintas secciones. Se van
a seleccionar los valores de 12% de la cuerda para el larguero del borde de
ataque y 60 % para el larguerillo de borde de salida, puesto que el resto de las
partes del ala se van a despreciar. Como explican los criterios, este posicio-
namiento de los largueros respecto al porcentaje de la cuerda sera constante

con toda el ala.

Tras generar los perfiles y aplicar los requisitos de situacién de la caja de

torsion el resultado se puede ver en las figuras 4.7, 4.8 y 4.9.

Airfoil NACA 23015 Seccion 1

200

300

200 —— Airfoil surface

100

Camber line

4] ——Chord line

0 500 1000 1500 2000 2500 3¢po 3500 4000 5000
100 Spars

-200

-300

Figura 4.7: Primera seccién transversal de la viga (ala) creada.
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Airfoil NACA 23015 Seccion 2

200 —— Airfoil surface

Camber line

Chord line

100 0 500 1000 1500 200) 2500 Spars

Figura 4.8: Segunda seccién transversal de la viga (ala) creada.

Airfoil NACA 23015 Seccion 3

200 —— Airfoil surface
Camber line

100
0
100 0 500 1000 1500 2000 spars

Chord line

Figura 4.9: Tercera seccién transversal de la viga (ala) creada.

De este modo, mediante las figuras 4.7, 4.8 y 4.9 queda dimensionada la
viga completamente a falta de concretar el espesor que tendria su seccion
(caja de torsién). Para poder dimensionar este dato, hay que establecer una
analogia entre el espesor del revestimiento del ala de la aeronave y el espesor
de la seccién de la caja de torsion. Por ello, una buena aproximacién seria
considerar que el espesor de la caja de torsion disenada seria similar al re-

vestimiento del ala de una aeronave.

Este tipo de valores suele tener el orden de milimetros, pero los fabricantes
de aviones no suelen publicar este tipo de datos asociados al espesor de los
revestimientos de las distintas secciones del avion. Los revestimientos del ala
de los aviones suelen estar fabricados con aluminio y en algunas ocasiones
con material compuesto. Ademds, en la mayoria de las ocasiones suelen llevar
recubrimientos como es el caso del recubrimiento en fibra de vidrio para
aviones con revestimiento de aluminio. Este tipo de estructuras se usa para

que aguante los momentos generados por la flexién (bending moments). Para
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el Airbus 320, el valor del revestimiento del ala se sitiia en las 1/8 pulgadas.
La viga en este momento se encuentra completamente dimensionada. Las
dimensiones de las secciones transversales del ala se muestran en la Tabla
4.3, ademas de algunos parametros necesarios para el anélisis dindmico como

es el momento de inercia (I,).

Datos de las secciones transversales de la viga
Seccién | Ancho [m] | Alto [m] | Espesor [m] | Area [m?] I, [m?]
1 2.4 0,695 0,003175 | 0,019612927 | 0,001996380
2 1,632 0,5 0,003175 | 0,013497878 | 0,000703167
3 1,0656 0,325 0,003175 | 0,008789988 | 0,000192332

Tabla 4.3: Datos de las secciones transversales de la viga.

4.3. Amortiguamiento proporcional (Rayleigh)

Todo sistema con respuestas no lineales o los sistemas lineales que no tie-
nen un amortiguamiento proporcional, requieren de la evaluacién de matrices
proporcionales de amortiguamiento con el fin de obtener el amortiguamiento
requerido por la estructura, ya que esta matriz no se puede crear a raiz de
los ratios de amortiguamiento. Ademads, al tener una estructura constituida
entera por el mismo material es razonable que se contruya una matriz tinica
de amortiguamiento. En caso de tener varios materiales en la estructura, se
podria recurrir a la construccién de una matriz no proporcional en donde se
ensamblaran 2 matrices de amortiguamiento distintas cada una asociada a

cada material [17].

La forma mas sencilla de generar la matriz de amortiguamiento propor-
cional es haciendo que sea proporcional a las matrices de masa (M) y de
rigidez (K) de la estructura. Por ello la matriz de amortiguamiento podria

definirse como:
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El comportamiento de estas matrices puede conocerse a través de la eva-

luacién del valor de amortiguamiento modal para cada una.

2w, Mp&, = agM,, 6 a1 K, (Donde K, = w?) (4.43)

De la ecuacién (4.43) se puede obtener,

(4.44)

Se puede combrobar la dependencia de ambas ecuaciones con la frecuen-
cia natural. Esto es una limitacion para el método puesto que la respuesta
dindmica depende de la contribucién a la misma de todos los modos de la
estructura, aunque estas ecuaciones hayan sido desacopladas usando el modo
superposicion. Por tanto, si se tiene un rango de frecuencias muy elevado, las

amplitudes de los modos se podrian ver distorsionados.

Rayleigh, para solucionar este problema, tuvo la idea de asumir que la
matriz de amortiguamiento (C) es proporcional a la combinacién de la masa

con la rigidez obteniendo.

C = CLOM + CL1K (445)

A la matriz de la ecuacién (4.45) se la conoce como matriz de amortigua-

miento de Rayleigh cuyo nuevo valor del ratio de amortiguamiento es:
ag a1Wn

= —+

&n 2w, 2

Se pueden obtener las curvas que relacionan las frecuencias naturales con

(4.46)

los ratios de amortiguamiento para los tres casos de amortiguamiento como

se observa en la figura 4.10.
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Relaccion entre el ratio de amortiguamiento y la frecuencia (Rayleigh)

Proporcional a Rigidez
Proporcional a Masa
Combinado

Figura 4.10: Relaccion entre frecuencias y ratio de amortiguamiento.

La ecuacion (4.46) tiene tres incognitas en la misma ecuacion, pero en el
caso de que se conocieran dos frecuencias (w, y wy,) asociadas a dos modos
de vibracién distintos con sus respectivos valores de amortiguamiento (&, y
&m), se podrian obtener los valores de ag y a; sin mas que resolver el sistema

de ecuaciones.

En la mayoria de los casos, se asume que el amortiguamiento de ambas
frecuencias es igual, de modo que &, = &,,. Por tanto el sistema a resolver

queda como:

Qa WpW w —Ww.
0 —9 . n m2 7; } m gn (447)
ay Wy — Wi “on o fm

Aplicando &, = &, = &

2 nWm
Go | 26 | W (4.48)
ay Wy, + Wy, 1
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Determinada la ecuacién (4.48), sélo faltaria determinar cuales son las
frecuencias que deberian de utilizarse. Una de las frecuencias deberia ser
aquella asociada a la frecuencia fundamental del problema y la otra deberia
seleccionarse de modo que sea la mayor de las frecuencias asociadas a los

modos que contribuyen de forma significativa a la respuesta dinamica.

Si se observa la figura 4.10, se ve claramente como todas las frecuencias
comprendidas en el rango de las frecuencias seleccionadas tendréan asocia-
dos coeficientes de amortiguamientos menores. Ademas, todas las frecuencias
fuera de este rango tendrian ratios de amortiguamiento significativamente
mayores por lo que los modos asociados a altas frecuencias del sistema se eli-

minaran de forma efectiva debido a los elevados ratios de amortiguamiento.

El objetivo sera seleccionar un ratio de amortiguamiento real que pueda
alcanzarse por la estructura e intentar que mediante una seleccion adecuada
de las frecuencias w, y w,, los modos asociados a las altas frecuencias queden

debidamente amortiguados.

4.4. Analisis de la respuesta del Ala

Habiendo dimensionado el ala, se calculan las matrices de masa y de ri-
gidez de la estructura mediante las ecuaciones (4.38) y (4.35). Mediante el
calculo de estas matrices se pueden obtener las frecuencias asociadas a los

modos de la estructura que se muestran en la siguiente tabla:

Se puede observar como los modos tienen un rango de frencuencias va-
riado. Se tienen desde modos asociados a bajas frecuencias como modos aso-
ciados a altas frecuencias. Esta diferencia de frecuencias va a condicionar
fuertemente tanto la estabilidad del método como el paso temporal que se

deba utilizar.
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Modo | Frecuenia (Hz) Modo | Frecuencia (Hz)

1 3,71 16 749

2 15,6 17 97,7
3 36,1 18 904,7
4 74,3 19 978

5 1907 20 | 11238
6 1211 21 1128,5
7 175,2 22 1306,2
8 232,5 23 1367,2
9 2474 24 1518,8
10 324.,5 25 1598.,4
11 363,7 26 1629,3
12 421.9 27 1840,5
13 043 28 1965,4
14 957,8 29 2226,1
15 638,3 30 2554,8

Tabla 4.4: Tabla de modos de la estructura del ala del avién

Como se vié en la seccion de estabilidad, el paso temporal debe ajustarse
de forma que su valor esté relacionado con la frecuencia mas alta del proble-
ma. En este caso, la frecuencia mas alta tiene como valor 2554,8Hz que en
periodo es aproximadamente 0,0004s. Este paso temporal es muy pequeno
y el utilizarlo al analizar el problema causaria un tiempo de simulacion de-
masiado alto. Por lo tanto, se seleccionara un paso temporal suficiente como
para que se representen una cantidad de modos adecuados en la respuesta
y no afecte de forma importante al resultado, es decir, que no se desvie del

resultado de la solucién exacta.

En el primer caso que se va a analizar, se va a utilizar una fuerza que esta
afectada por una Gaussiana y las frecuencias que estan asociadas a la fuerza

se pueden observar en la tabla 4.5.

La fuerza utilizada en este primer caso con las frecuencias utilizadas se
representa en la figura 4.11. Esta fuerza se aplicara en el extremo libre del

ala, en sentido vertical. Ademads, se usa un factor de amortiguamiento para
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Frecuencia | Valor (Hz)
1 0,08
2 0,2
3 0,8
4 1,6

Tabla 4.5: Frecuencias de la fuerza utilizada en el primer caso.

la estructura de:

£=0,05 (4.49)

%104 Fuerza utilizada en el caso analizado
T T T

0.5

Amplitud (N)

o

-0.5

- 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

time(s)

Figura 4.11: Fuerza aplicada en el primer caso.

Es una fuerza perturbativa que como puede observarse no tiene frecuen-
cias altas asociadas. Mediante Matlab, al igual que en el anterior caso practico,
se simula la respuesta del sistema mediante los distintos métodos estudiados.
En primer lugar, se representa la respuesta con un paso temporal At = 0,1s
junto con la solucién exacta. Los resultados se muestran en las figuras 4.12
y 4.13 y estan asociados al campo de desplazamientos de la punta del ala,

aunque los desplazamientos en otras secciones serian muy similares pero con
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distintas amplitudes

Respuesta del esquema Bathe y Newmark-3 At =0.1s

-0.2

= Bathe Nodo punta del ala
Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 y=0.5
= = +Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.12: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark-( y Bathe con At = 0,1s en el primer caso de fuerza aleatoria.

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At =0.1s

PIM Nodo punta del ala
== Bathe Modificado Nodo punta de ala
= = :Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.13: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,1s en el primer caso de fuerza aleatoria.

En vista de las figuras, se puede ver como utilizando el paso temporal
de 0,1s la respuesta del sistema mediante el método de Bathe se aproxima
bastante a la solucion exacta debido a el subpaso temporal que analiza por
cada paso temporal, de forma que contiene mas puntos de solucién del pro-
blema. En el método de Newmark-3, se aproxima la solucién bien aunque
no es capaz de reproducir la resolucion exactamente debido al paso tempo-

ral utilizado. En el caso del PIM, el método no es capaz de representar la
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solucion con mucha precision, a pesar de la precision que el método da por
definicion, debido al paso temporal utilizado. El método de Bathe modifi-
cado, se utiliza con los pardmetros que mejor solucién ofrecieron en el caso
practico. Esto es, § = 0,25, 51 = 0,5y 5 = 0,5 (en los siguientes casos se
utilizaran estos valores para el método). Mediante este método, la solucién
se aproxima bastante a la solucion real pero en algunos puntos se desvia no

llegando a seguir la linea de solucién exacta.

Se observa como la respuesta que se obtiene tiene la misma forma que
la fuerza. La explicacion de ello reside, no en el hecho de que la estructura
sea muy rigida, si no en el hecho de que en la fuerza que se esta aplicando
no se consigue activar ningin modo de excitacion de la estructura. El valor
del modo con la frecuencia mas baja de la estructura es de 3,71Hz y el valor
de la frecuencia en la fuerza mas alta es de 1,6Hz. Es por ello por lo que la
fuerza no consigue excitar ninguno de los modos de la estructura y el ala se

mueve de la misma forma que varia la fuerza.

No se ha representado la respuesta del método Runge-Kutta. Ha sido im-
posible puesto que la respuesta que ofrece este método con el paso temporal
usado es divergente. Esto es debido, a que los autovalores asociados al pro-
blema no caen en la zona de estabilidad que se vi6 en la figura 2.10 con el
paso temporal usado de 0,1s. Los autovalores (};) del problema de Runge-
Kutta son asociados a la matriz A. Los autovalores de esta matriz tendran
una parte imaginaria y una parte real. La condiciéon que ha de cumplirse es

que:

Ak = MNAE — Region de estabilidad (4.50)
En el dltimo caso de estudio, ninguin autovalor cae en la zona de estabi-

lidad por lo tanto no puede representarse la respuesta.

Se va a analizar el mismo caso para un paso temporal de At = 0,01s. Se

representa la solucién en las figuras 4.14 y 4.15.
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Respuesta del

q Bathe y N k-8 At=0.01s

-0.2

=—©— Bathe Nodo punta del ala
=== Newmark Nodo punta de ala 3=0.25 v=0.5
= = Exacta Nodo punta de ala

-0.3

0.4

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.14: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark-/ y Bathe con At = 0,01s en el primer caso de fuerza alea-
toria.

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At = 0.01s

-0.2

=©— PIM Nodo punta del ala
=—#-—Bathe Modificado Nodo punta de ala
= = Exacta Nodo punta de ala

-0.3

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.15: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,01s en el primer caso de fuerza aleatoria.

Para la solucién de este caso, todos los métodos ofrecen una situacion
muy precisa en comparacion con la solucion real, con un error muy pequeno.
De hecho, ampliando la imagen en el postprocesado, se ha podido ver como
el método de Bathe es el esquema que mejor consigue aproximar la solucion,
al igual que en el primer caso, pero la diferencia es tan pequena que a efectos

practicos no se puede considerar una diferencia sustancial.
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En el caso de Runge-Kutta, la respuesta usando este paso temporal sigue
siendo divergente y no se puede resolver. Se ha comprobado en este caso,
como caen los autovalores en la grafica de estabilidad 2.10 y el resultado se

observa en la figura 4.16.

Regidn de estabilidad del esquema de Runge-Kutta 4

150 [ ]
o

©
@)

100 @, .

50 ® d

-50 @ .

-100 - ®° .

-150 | 1

Figura 4.16: Autovalores del método de Runge-Kutta con At=0,01s.

Surge la pregunta de cudl seria el paso temporal que se tendria que utili-
zar para poder resolver el método en este problema. Mediante una iteracién,
se observa que con un paso temporal de At=0,000184s los autovalores caen

en la region de estabilidad como se ve en la figura 4.17.

Este valor es el mismo para cualquier caso que se analice puesto que de-
pende de las matrices del problema, que al estar resolviendo un problema
lineal, son constantes, y de el paso temporal, cuyo valor depende de las con-
diciones del problema. Por lo tanto, la respuesta de este esquema no va a ser
representada ya que al tener un paso temporal tan pequeno, no se disponen

de medios para resolver el problema eficientemente.
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Region de estabilidad del esquema de Runge-Kutta 4
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Figura 4.17: Autovalores del método de

At=0,000184s.
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Runge-Kutta para

con

Para el siguiente caso que se va a analizar, se va a cambiar la fuerza apli-

cada en el caso. La posicién donde se va a aplicar se mantendra y se van a

cambiar las frecuencias que afectan a la fuerza. Las nuevas frecuencias aso-

ciadas a la fuerza se muestran en la tabla 4.6.

Frecuencia | Valor (Hz)
1 0,8
2 3.98
3 7,96
4 11.4

Tabla 4.6: Frecuencias de la fuerza utilizada en el segundo caso.

La forma que toma la nueva fuerza se muestra en la figura 4.18.

En este caso, las frecuencias asociadas a la fuerza si que afecta a la estruc-

tura puesto que excita al menos un modo (representado en la figura 4.19), el

que lleva asociado una frecuencia de 3,71Hz. Por lo tanto, se deberia de ver
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5 <104 Fuerza utilizada en el caso analizado
T T T

o
o
T
I

Amplitud (N)
o

o
o
T
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54 1

time(s)
Figura 4.18: Fuerza aplicada en el segundo caso.
un cambio en la respuesta obtenida. Se van a representar a continuacion las

respuestas, mediante el uso de un paso temporal de At=0,1s , de los esquemas

de integracion. Los resultados se muestran en las figuras 4.20 y 4.21.
Modo 1 de la estructura

4r NODO

==0-—-0—--0—-0--0-—-0--0——-0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Distancia (m)

Figura 4.19: Modo 1 de la estructura alar.

Lo que se puede extraer de estas figuras, es que para ese paso temporal




Displacement

Displacement

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

CAPITULO 4 100

Respuesta del esquema Bathe y Newmark-g At =0.1s

== Bathe Nodo punta del ala
Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 v = 0.5 J
= = ' Exacta Nodo punta de ala

~ -

1 2 3 4 5 6

Figura 4.20: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark- y Bathe con At = 0,1s en el segundo caso de fuerza alea-
toria.

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At =0.1s

PIM Nodo punta del ala
== Bathe Modificado Nodo punta de ala ] v —
= = 'Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.21: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,1s en el segundo caso de fuerza aleatoria.

usado, ninguno de los esquemas es capaz de seguir la evoluciéon de la solu-
cion real. En comparacion con el anterior caso, se ve como la solucién tiene
unas frecuencias asociadas mayores y esto es lo que impide a estos esquemas
resolver correctamente el campo de desplazamientos. La frecuencia afectada
es la asociada a 3,71Hz, tiene un periodo de 0,27s y segun lo comentado rela-
cionado con la precisién de la solucion en el Capitulo 2, se indica que le paso
temporal deberia ser 10 veces menor que el periodo que quiere resolverse. Con

ello se obtendria que el paso temporal para poder resolver este esquema co-
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rrectamente y representar bien las frecuencias seria de 0,027s. La respuesta de

Runge-Kutta no se muestra por la misma razén que ocurria en el primer caso.
Se va a utilizar otro paso temporal para representar la respuesta de

At=0.1s, de modo que la respuesta deberia verse representada correctamen-

te. En las figuras 4.22 y 4.23 se observa el resultado.

Respuesta del esquema Bathe y Newmark-8 At = 0.01s

0.8 [—

0.6 [—

04 —

02—

-0.6 —

-0.2

04—

=—©— Bathe Nodo punta del ala
=4 Newmark Nodo punta de ala 5= 0.25y=0.5
= = Exacta Nodo punta de ala

I

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.22: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark-3 y Bathe con At = 0,01s en el segundo caso de fuerza
aleatoria.

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At = 0.01s

0.8 [—

0.6 —

04—

02—

02

-0.4 —

=—©— PIM Nodo punta del ala
= Bathe Modificado Nodo punta de ala
= = Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.23: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,01s en el segundo caso de fuerza aleatoria.

Se ve como al utilizar este paso temporal, todos los esquemas representan
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la respuesta con muy poco error respecta a la respuesta exacta. Esto confirma
la necesidad de reducir el paso temporal para adecuarlo a las necesidades del
problema. A diferencia del anterior problema y como se preeveia, la respuesta
que se produce no tiene la misma forma que la fuerza utilizada, ya que se
estd mostrando la respuesta a al menos uno de los modos de la estructura

que es afectado.

Por 1ltimo, se va a analizar el caso de una carga constante situada en la
punta del ala. Esta carga va a simular la posiciéon de un motor de A320 en
el extremo del ala. Sabiendo que el peso del motor aproximadamente es de
2300kg, la fuerza a aplicar constante tendra un valor de -23,345kN (negativa
ya que el peso ejerce una fuerza hacia abajo y la parte positiva en el grado

de libertad vertical esta orientada hacia arriba).

Se va a utilizar un paso temporal en primer lugar de At=0,1s y las res-

puestas de los distintos esquemas se muestran en las figuras 4.24 y 4.25.

Respuesta del esquema Bathe y Newmark-g At =0.1s

-0.8

= Bathe Nodo punta del ala
Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 v = 0.5 -
= = Exacta Nodo punta de ala

-0.9

1 2 3 4 5 6

Figura 4.24: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark- y Bathe con At = 0,1s con fuerza constante.

Se observa en las gréaficas, que la respuesta dinamica se ve amortiguada
aproximadamente a los 4 segundos por lo que el factor de amortiguamiento
utilizado es quizas algo alto, ya que en condiciones normales se sabe que la
estructura alcanzaria el equilibrio en un periodo de tiempo mas largo. La

solucion obtenida con el esquema de Newmark-£ tiene una gran dispersion




Displacement

CAPITULO 4 103

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At = 0.1s

-0.8

-0.9

PIM Nodo punta del ala
== Bathe Modificado Nodo punta de ala —

= = Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.25: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,1s con fuerza constante.

numérica y no es capaz se seguir el valor de la solucién exacta. En los esque-
mas de Bathe y Bathe modificado se elimina la dispersién numérica que se
introducia con el método de Newmark-3 pero tiene un desfase respecto de
la solucién real que impide representar el campo de desplazamientos correc-
tamente, debido al paso temporal utilizado. El PIM en este caso consigue
no desfasarse de la solucién exacta pero se observa una pérdida de amplitud
respecto a la solucién real. Al no cambiar las matrices y no alcanzar el pa-

so temporal minimo, la solucién por Runge-Kutta no puede ser representada.

Se va a representar la solucion del campo de velocidades puesto que su

solucién se considera de interés de estudio. Se representa en las figuras 4.26
y 4.27.

En ellas se ve como el esquema de Newmark-3 mantiene la dispersion
numérica en el campo de velocidades al igual que en el campo de desplaza-
mientos, que es lo que hace que esta no se represente correctamente. En el
resto de esquemas se observa como tienen un comportamiento similar que el
que tenian en la representacién del campo de desplazamientos. Para ver si
estos problemas se solucionan reduciendo el paso temporal, se va a represen-

tar la respuesta de la estructura alar con un paso temporal de At=0,01s.
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Respuesta del esquema Bathe y Newmark-g At=0.1s

= Bathe Nodo punta de ala
Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 v = 0.5
= = +Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.26: Campo de velocidades de la punta del ala mediante el método
de Newmark-5 y Bathe con At = 0,1s con fuerza constante.

Respuesta del esquema PIM At = 0.1s

PIM Nodo punta de ala
= = +Exacta Nodo punta de ala
I

1 2 3 4 5 6
time (s)

Figura 4.27: Campo de velocidades de la punta del ala mediante el PIM con
At = 0,1s con fuerza constante.

En la figuras 4.28 y 4.29 se representa el campo de desplazamientos.

En la respuesta en desplazamientos con el nuevo paso temporal, se aprecia
como todos los esquemas representan con poco error el campo de desplaza-
mientos respecto a la solucién exacta. Sélo se ven algunas diferencias en el
método de Bathe modificado pero son muy pequenas. Se observa en las figu-

ras 4.30 y 4.31 el campo de velocidades.

En vista del campo de velocidades con At=0,01s, al reducir el paso tem-

poral se ha conseguido aproximar bien el campo de velocidades en todos los
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Respuesta del esq Bathe y k-8 At=0.01s

== Bathe Nodo punta del ala

= = ' Exacta Nodo punta de ala

Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 y=0.5

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.28: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el méto-
do de Newmark-g y Bathe con At = 0,01s con fuerza constante.

Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM At = 0.01s

PIM Nodo punta del ala
Bathe Modificado Nodo punta de ala
Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.29: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
y Bathe modificado con At = 0,01s con fuerza constante.

métodos excepto en el caso del método de Newmark-(. Se observa que aunque
el campo de desplazamientos quede bien aproximado, el campo de velocida-
des mantiene la disipaciéon numérica en forma de oscilaciones espurias de la
solucion como se expuso en las desventajas del método de mismo. Esto es
debido a que el método tiene dificultades en muchas ocasiones de representar
los modos asociados a las altas frecuencias. En este caso, la fuerza constante
excita modos de altas frecuencias que imposibilitan que el método de New-
mark represente estos modos y genere las oscilaciones espurias en la solucion.

En la figura 4.32 se puede ver detallada la respuesta en un instante de tiempo.
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Respuesta del esquema Bathe y Newmark-g At = 0.01s

|| === Bathe Nodo punta de ala

Newmark Nodo punta de ala 3 =0.25 v = 0.5
= = +Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.30: Campo de velocidades de la punta del ala mediante el método
de Newmark- y Bathe con At = 0,01s con fuerza constante.

Respuesta del esquema PIM At = 0.01s

PIM Nodo punta de ala
= = +Exacta Nodo punta de ala

1 2 3 4 5
time (s)

Figura 4.31: Campo de velocidades de la punta del ala mediante el PIM con
At = 0,01s con fuerza constante.

Se observa como se producen las oscilaciones espurias alrededor de la
solucion exacta y ademas, el esquema de Bathe presenta imprecisiones debi-
das al paso temporal usado. Como se ha comentado anteriormente, el paso
temporal utilizado deberia ajustarse al periodo del modo excitado més alto

(mayor frecuencia).
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Respuesta del esquema Bathe y Newmark-g8 At = 0.01s

Bathe Nodo punta de ala
Newmark Nodo puntade ala 3=0.25y=0.5
= = :Exacta Nodo punta de ala

25 2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2 3.3
time (s)

Figura 4.32: Campo de velocidades detallado de la punta del ala mediante
método de Newmark-5 y Bathe con At = 0,01s con fuerza constante.

3.4

el
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Capitulo 5

Creacion de una herramienta
visual para analisis de
problemas dinamicos mediante
App Designer de Matlab

En este capitulo se va a desarrollar la creaciéon de una herramienta de
andlisis dindmico mediante una interfaz graficada programa por medio de
App Designer. App Designer es un software desarrollado por Matlab el cual
ofrece la posibilidad de crear una interfaz grafica con la posibilidad de que el

propio usuario pueda programarla a su manera.

Para su funcionamiento, se presenta en el display un canvas en donde se
pueden posicionar distintos elementos proporcionados por el software para
montar la aplicacion. App Designer es el que se encarga de crear el cddigo
base para estos elementos colocados en el Lay-out y el usuario es el que se

encarga de anadir el codigo en funcién del uso que se les quiera dar.

Ademas, el software comprueba automaticamente la existencia de errores
en el mismo y ofrece soluciones. En caso de que sea un error que el programa
no detecta porque no afecta a la estructura del cédigo, el compilador avisard

cuando se lance el programa.




CAPITULO 5 109

En cuanto a los componentes que se pueden anadir en el programa se
pueden encontrar (se enumeraran aquellos utilizados en el programa a desa-

rrollar):
= Componentes comunes: Son aquellos que responden a interacciones.
= Ejes: Permiten la visualizacién de resultados.

» Herramientas de contenedores y figuras: Son aquellas para agrupar com-

ponentes o generar pestanas.

= Componentes de instrumentacion: Permiten visualizar los estados del

programa y generar datos de entrada.

A continuacién se van a enumerar los componentes que engloba cada

seccion explicada anteriormente.

5.1. Componentes comunes

Button

Este botén se puede programar para realizar una accién siempre que sea

pulsado.

Checkbox

Genera una lista en la que permite al usuario marcar una o varias opciones

mediante un tick.

Dropdown

Genera un desplegable con distintas opciones y sélo permite seleccionar

una de ellas.

NumericEditField

Campo que permite introducir caracteres de tipo numérico.
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EditField

Campo que permite introducir caracteres de tipo string.

Image

Permite introducir una imagen guardada en el ordenador y modificar sus

propiedades.

ListBox

Permite generar una lista de elementos y marcar o desmarcar los que se

deseen.

Button Group

Permite seleccionar mediante un circulo pequeno sélamente una de los

opciones de una lista.

Slider

Genera una barra con un rango de valores numéricos y ofrece al usuario
la posibilidad de poder desplazarse a lo largo de ella para seleccionar un valor

concreto.

Spinner

Permite mediante unas flechas de ’Arriba’ y ’Abajo’ cambiar el valor

numeérico asociado al complemento.

StateButton

Funciona como un Button con la diferencia de que al ser pulsado, el boton
permanece pulsado y realiza la accién programada y al volver a pulsarlo

vuelve a su posicion inicial con la posibilidad de realizar otra accion distinta.
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Label

Crea un espacio para escribir lo que el usuario quiera.

5.2. Ejes

UTAxes

Genera unos ejes que sirven como salida a los distintos datos y pueden ser
modificados mediante botones comunes o incluso modificar sus propiedades

desde las propias opciones del boton.

5.3. Herramientas de contenedor y figura

Panel

Genera un cuadro con un titulo donde agrupar componentes.

TabGroup

Genera en el Lay-out distintas pestanas a las cuales se les puede modificar

el nombre y orden.

5.4. Componentes de instrumentacion

Lamp

Indicador que puede iluminarse en distintos colores en funcion de la pro-

gramacion de la App

Switch

Actia como un interruptor. Tiene dos posiciones, 'On’ y "Off’.
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5.5. Lay-out de la aplicacion de analisis dinami-
co

Se va a explicar la interfaz disenada para la resoluciéon de problemas
dinamicos. Se explicard elemento por elemento la funcionalidad que tiene ca-
da elemento del programa y su funcionamiento estarda detallado en uno de

los apéndices.

La pantalla principal del programa se muestra en la figura 5.1.

5

Ejemplo2GDL  Aladeavion  Caso Genérico

A UNIVERSITAT ﬁ
([l PoLITECNICA Resp Dinamica de un Si: Medi Integracién Numérica T
DE VALENCIA Escuea Téorica Superir g ngenira el Disei
Respuesta ma @ Error

Newmark Bathe Bathe Modificado Runge-Kutta PIM Exacta Newmark Bathe Bathe Modificado Runge-Kutta PIM
Respuesta Re Guardar Guardar Error L]
i Respuesta Error — 150

08 125

08
06 s SOLVE S on S0
L 5 =75

Nodo (1 ¥ g W

04 [} =50
Imagen de g

0o ejemplo 02 E25

o ‘ . s = A Posicién de Ia fuerza 0 y = v =
0 06 08 1 0 02 04 06 08

1 .
®)Nodo 1 Tiompo (<) Amplitud

04
Tiempo (s)
Nodo 2

Parametros temporales

Parametros del método Newmark-g Parametros del método Bathe modificado Parémetros PIM

NO estable

] o] @

At(s) 01 Y 0
N o
Tiempo inicial (s) 0 Tiempo Final (s) 6 B 9 G Bl 0jB2 J

Ivan Navarro Crespo ©

Figura 5.1: Layout del programa.

El programa tiene tres pestanas de trabajo en funcion del problema que
se quiera resolver. La primera pestana que tiene como nombre 'Ejemplo 2
GDL’ y en ella se resuelve el problema propuesto en el capitulo 3 del trabajo.
La segunda pestana llamada 'Ala de avién’ resuelve el problema propuesto
del capitulo 4 del trabajo y por ultimo la pestana llamada 'Caso genérico’
resuelve un caso cualquiera que el usuario quiera resolver. Para la explicacion
del programa la explicacion se va a centrar en esta ltima pestana puesto que
contiene mas funcionalidades y de su funcionamiento se puede extrapolar el

funcionamiento de las 2 primeras pestanas.
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En primer lugar se va a explicar el panel que contiene los parametros
temporales. En este panel se encuentra el slider del paso temporal At que
permite selecionar el paso temporal de un rango de 0 a 0.3 segundos cuya
arquitectura se muestra a continuacion. En el cuadro numérico debajo del

slider, se muestra el valor de paso temporal elegido.

function tsSliderValueChanged (app, event)

value = app.tsSlider . Value;
app.PasoTempField. Value = value;

if value ==
opts = struct ('WindowStyle', 'modal’', ...
"Interpreter ', 'tex');
errordlg ('El paso temporal tiene que tomar un valor
distinto de 0', ...
'Parameters Error', opts);

else

end

end

Se puede ver como hay un protector de cédigo en forma de mensaje de
error, de forma que si se escoge un paso temporal de valor 0 segundos, aparece

un error como el que se ve en la figura 5.2.

! o El paso temporal tiene que tomar un valor distinto de 0

Figura 5.2: Cuadro de error en el paso temporal.

Debajo, se puede seleccionar el tiempo inicial de la simulaciéon que por
defecto serda 0 y el tiempo final de la simulacién que por defecto sera de 6

segundos. En la figura 5.3 se puede ver como queda conformado este panel.
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Parametros temporales
At(s) = -
|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|
0 005 01 015 02 025 03
At (s) 0.1
Tiempo inicial (s) 0| Tiempe Final (s) | 6|

Figura 5.3: Panel de pardametros temporales.

El siguiente panel a analizar serd el panel de 'Parametros de Newmark-3’.
Se puede ver en la figura 5.4. En el panel podemos distinguir dos cuadros
de entrada numérica para dar un valor a los dos parametros del método

Newmark-£3 definidos en el capitulo 2 del trabajo.
Parametros del método Newmark-

NO estable

Figura 5.4: Panel de pardmetros del método Newmark.

Ademas, se ha incluido un elemento tipo lamp que sirve para controlar
la estabilidad del esquema seleccionado en funcién de los valores de 3 y «
seleccionados. El cédigo asociado al color que adquiere la lampara estéd esté

asociado a los cuadros numéricos y es el mismo en ambos.

function gammavalue_3ValueChanged (app, event)

valuegamma = app.gammavalue_3.Value;

valuebeta = app.betavalue_3.Value;
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if valuegamma >= 0.5 && valuebeta >= valuegamma /2

app . LampNewmarkstab_3. Color = 'g';
app . EstadoLabel_3.Text = '"Estable';

else

app . LampNewmarkstab_3. Color = 'r';

i

app . EstadoLabel_3.Text = 'NO Estable';

end

end

Cuando se cumple la condicién de estabilidad la ldmpara se pone en co-
lor verde y en el texto que aparece arriba aparece la palabra ’Estable’ y si
la condicién de estabilidad la lampara tiene color rojo y el texto de arriba

aparece como 'No Estable’.

Se analiza ahora el panel de 'Parametros del método Bathe modificado’
que engloba los parametros tanto del método de Bathe como del método de

Bathe modificado. Se muestra su estructura en la figura (5.5).

Parametros del método Bathe modificado
o s e
p1 | o g2 | 0|

Figura 5.5: Panel de pardmetros del método Bathe y Bathe modificado.

En este caso se tienen tres cuadros numéricos donde se insertan los valores
de los parametros asociados al método de Bathe definidos en el capitulo 2
del trabajo, y ademas hay otro elemento tipo lamp al igual que en el método

de Newmark-£ que en este caso tiene como objetivo proteger el parametro
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0 introducido. La estructura del cédigo esta envuelta en el cuadro numérico

del parametro 6 y tiene el siguiente codigo asociado.

function thetavalue_-3ValueChanged (app, event)
valuetheta = app.thetavalue_3.Value;
if valuetheta = 0
app . LampBathemod_3. Color = 'r';
else
app . LampBathemod_3. Color = 'g';

end

end

En donde la lampara permanece roja mientras el valor del parametro 6
sea 0 y se vuelve del color verde cuando el valor del parametro 0 sea distinto

de cero.

El siguiente panel a analizar es el panel de 'Parametros PIM’ en donde se
define simplemente el parametro N del método en un cuadro numérico como

se ve en la figura 5.6.

Parametros PIM

Figura 5.6: Panel de parametros del PIM.

El siguiente elemento a analizar es el panel de fuerzas en donde se in-
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troducen los valores de los distintos tipos de fuerza que pueden aplicarse y
la posicién donde esta fuerza esta aplicada (nodo). El panel se ilustra en la
figura 5.7.

TIPO DE FUERZA

Constante Armonica .
Amplitud | 10

Posicion de la fuerza (Nodo)
=5

Figura 5.7: Panel de tipo y posicion de la fuerza.

Las opciones de fuerza que pueden elegirse para el caso general son:

» Constante
» Armoénica

= Aleatoria

Para la fuerza constante, la aplicacién permite introducir un valor de la
amplitud de la fuerza. Para el caso de la fuerza armoénica, la aplicacion per-
mite introducir una amplitud de la excitacién y una frecuencia. Por tltimo,
para el caso de la fuerza aleatoria simplemente permite el ingreso de la am-

plitud de la fuerza, que es del mismo tipo que la utilizada en el capitulo 3.

En el caso de la posicion de la fuerza, mediante un spinner se puede in-
troducir el valor donde se va a querer introducir la fuerza, de modo que si
la estructura tiene varios grados de libertad, la posicion de la fuerza indica

en cuales de los grados de libertad del nodo se va a colocar en funcién del




CAPITULO 5 118

ensamblado de las matrices estructurales.

El panel a explicar ahora va a ser en el que se representa la respuesta y

viene ilustrado en la figura 5.8.

Respuesta
.Nemnark. Bathe Bathe Modificado Runge-Kutta PIM Exacta
s Respuesta
Respuesta en
0.8 nodo:
1
~ 06 L
£
2 0.4 Tipo de Fuerza
@) Constante
0.2} Armaénica
0 | ] | | Aleatorio
0 02 04 06 08 1
Tiempo (s)

Figura 5.8: Panel de respuesta temporal.

En este panel abajo a la derecha, puede seleccionarse el tipo de fuerza
que se va a aplicar en el problema. Con el panel explicado antes se definen
los valores de esa fuerza. Mas arriba se puede seleccionar mediante un spin-
ner el nodo donde queremos mostrar los desplazamientos que al igual que
en el panel anterior, si hay mas de un grado de libertad, la respuesta que se

muestra es en el grado de libertad especifico de ese nodo.

Los botones que hay arriba, son botones que al pulsarse realizan distintas
acciones. En este caso, Del botén que esté pulsado se mostrara la respuesta.
En el caso que haya varios botones pulsados, el programa mostrard la res-
puesta del método pulsado en tltimo lugar. Cuando se ’despulsa’ un boton,
la grafica se borra y para mostrar la respuesta de otro método habra que
pulsar otro botén. El cédigo utilizado en estos botones es:
function NewmarkButton_3ValueChanged (app, event)

value = app.NewmarkButton_3. Value;

nodo = app.SpinnerRespuestaNodo . Value;
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if value==

app. UlAxes_3. Title.String = 'Desplazamiento
Nodal Newmark';
plot (app.UIAxes_3 ,app.Param.t, ...
app . Resultado . Newmark.d (nodo ,:) );

else

app . UIAxes_3.cla

end

end

También se muestra el error de la respuesta comparado con el resultado

exacto, este panel esta ilustrado en la figura 5.9.

Error
Newmark Bathe | Bathe Modificado | Runge-Kutta | PIM |
i Error 75|
o Lo
0.8 = 125
= f— 100
;_;-.E’_ 06 =
;O' = 75
0.4 =
£ =50
0.2 =25
-0
D{J 0I2 OI4 OIG OIS
' L ' ' Amplitud
Tiempo (s) s

Figura 5.9: Panel de error de la respuesta.

En este panel al igual que en el otro, se utilizan los mismos botones para
representar el error del método que se desee. El cédigo asociado a ello es el
siguiente:

function NewmarkButtonerror_3ValueChanged (app, event)
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value = app.NewmarkButtonerror_3. Value;
if value==

app. UIlAxes2_ 3. Title.String = "Error Newmark';
plot (app. UTAxes2_3 ,app. Resultado.Exacto.t_exacta

app.error.errorN  '—x');

else
app. UIAxes2_3.cla
end

end

En este panel, se ha anadido un slider que sirve para controlar el valor
del eje vertical de la grafica del error. Se ha incluido este slider de control
puesto que para grandes pasos temporales el error puede ser grande, pero
para pasos temporales pequenos el error puede ser de valor muy pequeno
(1-2%) y el tener esta herramienta mejora la visibilidad de los resultados.
Ademas el valor utilizado en la escala aparece en un cuadro de texto como

se ve. El codigo utilizado para esta herramienta es el siguiente:

function AmplitudSlider_4ValueChanging (app, event)
changingValue = event.Value;
app. AmplitudField_3 . Value=round (changingValue) ;
if changingValue==0
opts = struct ('WindowStyle', 'modal', ...
"Interpreter ', 'tex');
errordlg ( 'No puede ser 0 el valor del eje Y,
ajustelo de nuevo', ...
'Limits Error', opts);
else
ylim (app.UIAxes2_3,[—app. AmplitudField_3 . Value
app. AmplitudField_3.Value])
end

end
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Ademads este slider esta protegido como se ve en el cédigo, de forma que
si en el valor de amplitud se elige el valor de 0, salta un error como el que se

observa en la figura 5.10.

o No puede ser 0 el valor del gje Y, ajistelo de nuevo

Figura 5.10: Panel de error de la respuesta.

La siguiente parte de la aplicacién a explicar, son los botones de 'guardar

respuesta’ y ‘guardar error’. Estos son los que se ilustran en la figura 5.11.

Guardar ‘ ‘ Guardar
Respuesta Error

Figura 5.11: Botones de guardado de respuesta y error.

Mediante estos botones, se guarda en la misma carpeta que esté selec-
cionado en Matlab un archivo de tipo imagen de la respuesta o del error.
Si se quieren guardar varias imagenes, habra que cambiar el nombre de la
imagen guardada y al darle a guardar se creara otra con el mismo nombre

pero distinto contenido. El cédigo asociado a estos botones es el siguiente:

function GuardarRespuestaButton_3Pushed (app, event)
SaveFigures (app,app. UlAxes_ 3, 'RespuestaGenerica '’
Respuesta ')

end

function GuardarErrorButton_3Pushed (app, event)
SaveFigures (app,app. UlAxes2_3, 'ErrorGenerico ',
Respuesta ')

end

La funcién SaveFigures tiene asociado el siguiente algoritmo:
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function SaveFigures (app, UIlAxes,SaveName, caso)

% Funcion para guardar imagenes

% Inputs

%

%

% app = Propiedades (Parametros y Matrices)

% UlAxes = Grafico del que se quiere guardar la
imagen

% SaveName = Nombre del archivo

% caso = Si lo que se guarda es la imagen de la
respuesta o

% error

h = figure;

h.Visible = 'off"';

x = UIAxes.XAxis.Parent.Children .XData;
y = UlAxes.XAxis.Parent.Children.YData;

switch caso
case 'Respuesta'

plot (x,y,'b")

case 'Error'

plot (x,y, '=bx")
h.CurrentAxes.YLim = [—app. AmplitudSlider_2.
Value ...
app. AmplitudSlider_2 . Value | ;

end

h.CurrentAxes.YLabel.String = UlAxes.YLabel. String;

h.CurrentAxes.YLabel.FontSize = UlAxes.YLabel.
FontSize;

h. CurrentAxes.XLabel.String = UlIAxes.XLabel. String;

h.CurrentAxes.XLabel. FontSize = UlAxes.XLabel.




CAPITULO 5 123

FontSize;
h.CurrentAxes. Title.String = UlAxes. Title. String;
h.CurrentAxes. Title.FontSize = UlAxes. Title.FontSize

h.CurrentAxes.XLim = [0 max(x) ];
saveas (h,SaveName, 'jpg ')

savefig (h,SaveName)

delete (h)

end

end

Bajo estos botones, se encuentran los botones de 'SOLVE’ y "CARGAR
MATRICES’, ilustrados en la figura 5.12.

SOLVE

Figura 5.12: Botones solucién y carga de matrices.

El primero de ellos es el que se encarga de mostrar la respuesta y el error en
funcion de los parametros que se han introducido en el problema. El segundo,
es un botén que se encarga de leer de un archivo .zls las matrices asociadas al
problema y las guarda en una variable que luego es usada directamente por
el boton de 'SOLVE’. El cédigo asociado al boton que resuelve el problema
se incluira en los anexos y el cddigo asociado a la carga de matrices se expone

a continuacion.

function CargarMATRICESButtonPushed (app, event)

app. Matrices .K = readmatrix ('Matrices.xlsx','Sheet ',
'Rigidez ') ;

app. Matrices M = readmatrix (' Matrices.xlsx ', 'Sheet ',
'"Masas ') ;

app. Matrices.C = readmatrix ('Matrices.xlsx ', 'Sheet ',

"Amortiguamiento ') ;
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end

Por tltimo, se va a explicar la fila de tres botones de arriba que se ilustran
en la figura 5.13. Estos actian como herramientas de la aplicacién al igual

que los botones de guardado de imégenes.

&8 (

Figura 5.13: Botones de herramientas.

@
©

El botén de la derecha, se encarga de guardar los datos del campo de

desplazamientos, velocidades y aceleraciones. El cédigo usado es el siguiente:

function ExcelGenericoButtonPushed (app, event)
nodo = app.SpinnerRespuestaNodo. Value;

%RESPUESTA Y ERROR

% Newmark

xlswrite (' DesplazamientosGenerico . xlsx
Newmark.d(nodo ,:) , 'Newmark ', 'Al');

xlswrite ('DesplazamientosGenerico . xlsx
Newmark.dp(nodo ,:) , 'Newmark ' 'A2");

xlswrite ('DesplazamientosGenerico. xlsx
Newmark . dpp(nodo ,:) , 'Newmark ', 'A3");

xlswrite (' DesplazamientosGenerico. xlsx
Newmark ', 'A5") ;

xlswrite ('ErrorGenerico. xlsx
ALY

xlswrite ('ErrorGenerico. xlsx

!

,app . Resultado.

!

,app . Resultado .

!

,app. Resultado.

!

,app.Param.t , '

"Japp.error.errorN ;| 'Newmark'

" Japp.Param.t, 'Newmark',6 "A2'
);

% Runge—Kutta

xlswrite ('DesplazamientosGenerico. xlsx ' ,app.Resultado .RK
.x_sol(nodo,:) , 'Runge—Kutta', 'Al");

xlswrite ('DesplazamientosGenerico.xlsx ' ,app.Resultado .RK
.x_sol (nodo+app.Param. gdl ,:) , 'Runge—Kutta', 'A2"');

xlswrite ('DesplazamientosGenerico.xlsx ', ,app.Resultado .RK
.x_drv(nodo ,:) , 'Runge—Kutta ', 'A3");
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xlswrite ('DesplazamientosGenerico. xlsx ' ,app.Resultado .RK
.t, '"Runge—Kutta','A5");

xlswrite ('ErrorGenerico. xlsx
Kutta', "Al");

xlswrite ('ErrorGenerico . xlsx
Kutta ', 'A2");

% Exacto

xlswrite ('DesplazamientosGenerico. xlsx

" Japp.error.errorRK , 'Runge—

' Japp.Resultado .RK.t , 'Runge—

!

,app. Resultado.
Exacto.u_exacta(nodo,:) ,'Solucion Exacta','Al'");

!

xlswrite (' DesplazamientosGenerico.xlsx ' app.Resultado.

Exacto.u_exacta (nodo+app.Param.gdl ,:) ,'Solucion Exacta','A2")

!

xlswrite ('DesplazamientosGenerico.xlsx ' app.Resultado.

Exacto.t_-exacta','Solucion Exacta','A4");

end

El botén central, es un botén que abre un archivo .pdf en el que se indican
las instrucciones de uso de la aplicacion. Este archivo sera adjuntado en los
anexos y el codigo asociado a él es:

function InfoButtonEjemploPushed (app, event)

winopen ( 'GUIA PARA EL USO DE LA APLICACION. pdf ')
end

Por 1ultimo, el botén de la derecha es un botén que sirve para cerrar la

aplicacion y el cédigo utilizado es el siguiente:

function SalidaButtonGenericoPushed (app, event)
opc=questdlg ('Desea salir del programa','Salir','Si'
,'No','No'");
if strcmp(opc, 'Si')
delete (app)
end

end

El cual al pulsarlo hace emerger una vemtana que contiene lo ilustrado

en la figura 5.14.
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6 ;Desea salir del programa?

Figura 5.14: Ventana emergente del botén de cerrar aplicacion.

5.5.1. Empaquetar aplicaciones en App Designer

Con la aplicacién terminada, Matlab permite a los usuarios empaquetar
la aplicacion para que sea utilizada por otros usuarios de Matlab. De esta for-
ma, se puede compartir de manera sencilla para que sea utilizada por otros

usuarios.

Para encontrar la opcién de empaquetar, hay que abrir la pestana 'De-

signer’ y en esa pestana seleccionar el botéon de ’Share’ como se observa en

la figura 5.15.

of I H  E|eg P

Mew Open Save App | Share  Run

o o Details | ¥ i
)
FILE | SHARE | RUN

Figura 5.15: Pestana de 'Designer’.

Dentro del botén ’Share’; se selcciona la opcién de 'MATLAB App’ y se
abre un cuadro emergente como el que se observa en la figura 5.16.

En el cuadro emergente permite que el usuario edite:
= El nombre de la aplicacién.
= La versién de la aplicacion.

= El creador de la aplicacién.
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C\Users\ivano\Desktop\TFM\Interfaz Grafica Definitiva\Respuesta_Dinamica_Fstructural.prj

Pick main file Describe your app Package into installation file

~

Main file
W Respuesta_Dinamica_Estructural 1.0 OUTFUt folder

>

%2 InterfazGrafica_RespuestaDinam... &

5 C\Users\ivano\Desktop\TFM\APP |
- Ivéan Navarro Crespo =
Remove main file

i - Browse
ivan.navarro.crespo@gmail.com -
Files included through analysis d Remove screenshm_
These are the files found through < e e et
dependency analysis. Set as default contact = e - [T @ B
Rerun analysis App para resolver problemas genéricos de respuesta Package
dinamica estructural.

Shared resources and helper files

=] EJEMPLO2DOF.png

BIMEEZiz

Mediante el uso de distintos métodos de integracién numérica, esta app permite resolver €

] EJEMPLOALApng problema dinamica modifiando la mayoria de parametros posibles del problema y de los

B £TsIDLogo.png métodos (Newmark, Bathe, Bathe mejorado, Precise Integration Method y Runge-Kutta de
= & cuarta orden) y ademés se puede comparar el error que se obtiene al compararlo con la

4 GUIA PARA EL USO DE LA APLIC...

,
=] logoupv.png

Add MathWorks products on which your MATLAB code depends

B: Matrices.xisx

Add files/folders v < >

Figura 5.16: Ventana emergente de la empaquetacién del App.

= La comapania, si la hubiera, responsable de la aplicacion.
= Un pequeno resumen de la aplicacion

» Los productos (software) necesarios para correr la aplicacién. En caso
de que los usuarios no tengan ese software instalado, no funcionaria la

aplicacién.

En el cuadro de la izquierda de 'Main File’, es el archivo .MLAPP que se
ha seleccionado para empaquetar. Bajo él, se encuentra 'Files included th-
rough analysis’ en donde se incluyen todas las carpetas de Matlab detectadas
como archivos dependientes. Ademds, debajo en el cuadro de "Shared resour-
ces and helper files’ se pueden anadir méas archivos que sean dependientes de

la aplicacién si no se detectan automaticamente.

A la derecha, en la seccién de 'Output Folder’, se selecciona la ubicacion
del ordenador en la que se quiere empaquetar la aplicacién. Por ultimo, pul-
sando en el botén "Package’, se crea el archivo .mlappinstall. Ademés, una vez
se ha empaquetado, en la seccién de ’apps’ de la ventana principal de matlab,
se puede instalar la aplicacion mediante el botén ilustrado en la figura 5.17

para poder usar la aplicacién desde ese panel de forma rapida. Una vez la
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aplicacion se ha distribuido a otros usuarios, este paso es el que deberian de

seguir para tener instalada la aplicacion en Matlab y poder utilizarla.

HOME PLOTS APPS ]
Design Get More Install Package Optimization
App Apps  App App

FILE

Figura 5.17: Botén de instalacién de la aplicacién
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Capitulo 6

Presupuesto

Una vez se ha desarrollado el trabajo y todos los estudios involucrados

estan terminados se puede establecer un coste real del proyecto.

En primer lugar, sélo una persona se ha necesitado para llevar a cabo este
proyecto. Teniendo en cuenta la experiencia, se va a considerar que las horas
trabajadas han sido trabajadas por un ingeniero junior al cual se le atribuird
un sueldo de acuerdo a su puesto. Como materiales de trabajo, se ha utilizado
uUnicamente un ordeandor de alta gama con gran capacidad computacional
para efectuar los calculos. También se ha utilizado el software de Matlab pro-
visto por la UPV y el paquete de Microsoft Office proporcionado también
por la UPV.

Muchos de los documentos bibliograficos se han obtenido a través de In-
ternet de forma gratuita y otros han sido proporcionados por el tutor del
trabajo por lo que se va a considerar que el dinero invertido en ellos va a ser

nulo.
Se van a incluir también las horas dedicadas por el tutor del trabajo en
reuniones con el alumno. En este caso se va a considerar el precio por hora

de un catedréatico.

Teniendo en cuenta estos aspectos, el presupuesto total se puede ver des-
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glosado en la tabla 6

Elemento Coste Unitario | Cantidad | Coste Total (€)
Ingeniero Aeroespacial Junior 11,8€ /hora 338 3988,4
Catedratico de Universidad 19,6€ /hora 15 294
Licencia de Matlab 250€ 1 250
Licencia de Office 69€ 1 69
Bibliografia utilizada 0€ 22 0
Ordenador alta gama 1500€ 1 1500

TOTAL 6101,4€

Tabla 6.1: Tabla de presupuesto del proyecto.

El coste total del proyecto, como se ve en la tabla, asciende a los 6101,4

euros.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas de
trabajo futuro

El aumento de capacidad computacional se ha ido incrementando con los
anos y ha ayudado de forma muy notable a la aparicién de nuevos métodos
de resolucién de ecuaciones diferenciales. El problema que tenian asociado
anteriormente residia en en limite que los métodos tenian para resolver un
nimero indeterminado de operaciones. Con la aparicién de la informatica,
empezaron a emerger nuevos métodos que generaron una revolucion en el
andlisis dindmico estructural (también en otros ambitos) y mejoraron el co-
nocimiento que se tenian de algunos sucesos como los terremotos o las grandes

rachas de vientos.

Los aspectos més importantes que dominan los métodos de integracion
en el tiempo son el paso temporal elegido y los parametros asociados a los
métodos y el tipo de problema a resolver (variables asociadas al problema).
En cuanto al paso temporal (At) es el factor que va a determinar cuantas
operaciones se van a resolver para un tiempo dado y por lo tanto, cual va a
ser el coste computacional que se va a tener al resolver el problema. También
es el factor que junto con la frecuencias que se quieran resolver del problema
va a determinar la estabilidad de un esquema determinado. Se ha visto, que
el factor que mas influye en el calculo del paso temporal es el periodo més
pequeno del sistema, ya que el paso temporal como minimo deberia de ser

tan pequeno como ese periodo aunque se ha visto que deberia ser menor pa-
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ra ser conservartivos. Este aspecto se ha corroborado en el ejemplo del ala,
donde con un paso temporal grande la respuesta no era capaz de resolver las
altas frecuencias de la solucion. Los parametros de los métodos son impor-
tantes ya que actian como parametros de control de los mismos, y son los
que proporcionan determinadas cualidades y diferencian a unos métodos de

otros en algunos casos.

Algunos de esos métodos se han visto en este trabajo. El método de
Newmark-3 se basa en una aproximacién muy sencilla, inspirada en anti-
guos métodos existentes en aquel momento. Como se ha visto, suponia una
variacion lineal de la aceleracion calculado mediante el método de diferen-
cias finitas. Las ventajas que se pueden ver del método de Newmark-£ estan
asociadas a los sitemas que tienen asociados modos con bajas frecuencias,
se ha demostrado que es capaz de resolver todos estos modos sin introdu-
cir disipaciéon numérica en el problema. Ademds, el método no genera una
pérdida de amplitud de la respuesta. Al ser uno de los primeros métodos en
aparecer, se ha visto que tiene varias desventajas. En primer lugar, no hay
posibilidad de controlar la disipaciéon numérica. Esto es, que el método no
es capaz de resolver bien los modos asociados a altas frecuencias como se
vié en el ejemplo del ala con la fuerza constante. En la resolucién del campo
de velocidades, las respuesta oscilaba entre la soluciéon exacta. En cuanto a
la estabilidad del esquema, se ha visto que es un esquema condicionalmente
estable y solo cumpliendo una relacion entre los parametros del problema se
llega a la estabilidad incondicional. En cuanto a la eleccion a los parametros
se ha visto que el paso temporal afecta fuertemente a la precision del es-
quema, pasando de errores con pasos temporales altos del 40 % en promedio
a errores de menos de un 1% con pasos temporales pequenios y en el caso
del ala directamente no conseguia aproximar la solucién exacta. También se
ha visto que la modificacién de los pardametros 8 y v lleva a soluciones que
aparentemente son similares pero en términos de error se pueden apreciar las
diferencias, esto dependerd del problema. En la figura 7.1, se puede obser-
var como se producen las oscilaciones en un problema simulado mediante la

aplicacion creada de dos nodos cuya diferencia de frecuencias naturales es de
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tres 6rdenes (~ 1 rad/s y ~ 100rad/s), al igual que ocurria en la figura 4.32.

|
\'| \
VIS A VT
\ |
V1V \\J\H(v‘ I
'

iy Y ViV
| vV V
V

2 Wou 8 H

——Velocidad Newmark Exacto = Desplazamiento  ——Velocidad Bathe

Figura 7.1: Ejemplo de dispersion numérica mediante el método de Newmark
y Bathe.

Los métodos de Bathe y Bathe modificado, se han analizado a la vez
puesto que la filosofia que siguen es la misma. En estos, al igual que en el
método de Newmark-(, se ha observado mayor precision en la solucién al
disminuir el paso temporal como era de esperar. Al usar grandes pasos tem-
porales, en ambas se ve como se produce una elongaciéon del periodo de la
solucion, generando errores en las soluciones como se ha podido ver, pero en
ningun caso superior a la que se produce mediante el método de Newmark-£.
En la figura 7.2 se observa la comparativa entre el porcentaje de elongacién
del periodo para Newmark y Bathe [1]. En el caso de Bathe modificado, se
han visto para el caso practico de estudio como algunas de las combinaciones
utilizadas mejoran la respuesta del sistema en términos de error y gracias
a los nuevos parametros se tiene un control personalizado de la disipacién
numeérica aunque esta va asociada al tipo de problema que esté siendo anali-
zado. Més concretamente, se han visto beneficios en el caso practico genérico
cuando el subpaso temporal no se dividia de manera equitativa, si no cuando
el primer subpaso es mas pequeno que el segundo, por lo tanto se resolvia en
mayor porcentaje el problema haciendo uso del método de Newmark-5. Sin
embargo, esos mismos parametros utilizados en el caso de la estructura ala
no han llevado a resultados del todo satisfactorios a pesar de la complejidad
del problema. Seria necesario realizar un estudio por problema de cual seria
el método que mejor se adeucua a las caracteristicas del problema que quiere
resolverse. En cuanto a la estabilidad, se ha visto que el método de Bathe

es incondicionalmente estable a diferencia del método de Bathe modificado
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que es condicionalmente estable debido a la introduccién de los parametros
en el segundo subpaso temporal aunque la estabilidad no sigue las mismas
reglas que en el método de Newmark-5. Ademds, con estos métodos se pude
eliminar la disipacién numérica que aparecia en Newmark como se ve en la

figura 7.1 y como se ha demostrado en el caso de la estructura alar.

20
—— Bathe

18 —— Bathe, using (2 — /2)

18l Newmark (trap. rule)
E Newmark (o =1/2, 8 = 1/2)
‘gﬁn 14| —— Newmark (o = 3/10, 6 = 11/20) /
o 12
w
210
1
&
2 8
B0
E 6
[
Q
2 4
[}
a

2
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2
At/)1

Figura 7.2: Diferencias de porcentaje de elongacién del periodo entre el méto-
do de Newmark-£ y Bathe [2]

Se ha presentado también el Precise Integration Method (PIM) que sur-
gi6 en los anos 90 y en este trabajo se ha tratado el modelo clésico, aunque
posteriormente han salido versiones distintas basadas en el mismo principio.
Se ha visto como el método se basa en la computacién de una matriz que
va evaluando los incrementos de los subpasos temporales que se generan en
el método intencionadamente y que por lo tanto presume de ser un método
eficiente. En los resultados vistos del caso practico genérico, se suponia que la
precision que se alcanzaba con este método deberia ser mayor a la alcanzada
con Runge-Kutta, sin embargo se ve como no se cumple. Aunque el error es
parecido, el del PIM es algo mayor. Ademas, se observa como el resultado es
el mismo para el caso practico genérico sea cual sea el Valor de N puesto que

el caso para no necesitaba del nivel de estabilidad como para que se necesi-
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tara un valor de estabilidad y precisién mayor que ofrecen valores de N mas
altos. En el caso practico de la estructura alar, se representa la respuesta del
método con N=20 tnicamente. En la figura 7.3 se puede ver como en este
caso el valor de N si tenfa importancia, ya que utilizando N=4 la estabilidad
del método se sitia en la zona de p(S) > 1 y la solucién diverge. Otra de
las ventajas asociadas al método, es que el paso temporal necesitado para la
estabilidad de este método es mayor que en el caso de Runge-Kutta. Esto es
muy util para problemas donde el coste computacional sea un factor impor-
tante, ya que con este método se consigue una solucion precisa con un coste
computacional bajo. En el caso de la estructura alar, utilizando pasos tempo-
rales grandes no se ha conseguido aproximar la respuesta adecuadamente a
pesar de las buenas propiedades de aproximaciéon de la solucion del método,
pero al reducir el paso temporal la solucion se ajusta en todos casos a la
solucion exacta, situacién que no ocurria con los métodos de Bathe, Bathe

modificado y de Newmark-£.

3 «10280 Respuesta de Bathe modificado y esquema PIM N=4 At = 0.01s
T T T T T

25H b

2 H -
5

£ 1.5 *
o)
[}
©

& 1 .
o

0.5 1 i

0 PIM Nodo punta del ala N=4 e

Bathe Modificado Nodo punta de ala
= == :Exacta Nodo punta de ala
05 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

time (s)

Figura 7.3: Campo de desplazamientos de la punta del ala mediante el PIM
con N=4 con At = 0.01s con fuerza constante.

El método de Runge-Kutta se ha visto como el método més preciso de

todos en la resolucién del caso practico genérico. Esto es posible gracias a
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las multiples evaluaciones de la soluciéon a lo largo del paso temporal. El
unico punto negativo que ofrece el método a diferencia del resto, esque su
zona de estabilidad es muy pequena y en funcién del problema que se esté
resolviendo y lleva al requerimientos de pasos temporales muy pequenos que
influyen directamente en el coste computacional de la solucién al tener que
resolver pasos temporales mas pequeno. Esto tultimo se ha demostrado en el
caso practico del ala, en donde para poder resolver el problema se necesita-
ba un paso temporal de At=0.000184s el cual era demasiado pequeinio para
poder resolverlo eficientemente con los medios disponibles y no se ha podido

mostrar su respuesta.

En cuanto a la aplicacién creada en Matlab con App designer, se ha de-
mostrado como se puede convertir en una herramienta muy potente para el
andlisis de problemas dinamicos estructurales. Muchas de las conclusiones
incluidas en el trabajo se han logrado y entendido gracias al procesamiento
de datos obtenidos mediante la resolucion de problemas en esta herramienta.
Se observa como la codificacién del programa es robusta y se ha provisto
de métodos para reducir el error que pudiera introducirse debido al factor
humano. Otro aspecto a destacar de la aplicacién es que el codigo base, mos-
trado en los anexos, es muy sencillo de modificar y se pueden anadir nuevos
métodos de forma sencilla para su comparativa. El programa también tiene
alguna desventaja o incompletitud. Aunque se ha incluido una barra de es-
tado para ver en qué punto de resolucién se encuentra el programa, puede
que segun el tipo de problema que se esté analizando y del paso temporal
elegido, la solucién no converja y el problema se quede parado sin avanzar

en la solucion y este no avise.

7.1. Lineas de trabajo futuro

Respecto a posibles mejoras en el trabajo realizado, se van a explicar
pequenas actualizaciones que se pueden anadir a la aplicacién disenada en
Matlab con el objetivo de hacerla més manejable, 1til y con mas funcionali-

dades para el usuario que la utiliza.
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Posibles cambios menores que se pueden anadir son:

» Introduccion de las matrices del problema dentro de la ventana del

programa.

= Obtencién de la respuesta de la velocidad y de la aceleracién en la

propia ventana.

= Procesado previo a la solucién de la estabilidad de los esquemas que se

estéan utilizando con los datos introducidos.

= Nuevos botones que permitan las superposiciéon de soluciones en una
misma grafica para poder comparar directamente en la aplicacién sin

necesidad de postprocesado en Excel.

Como proyecto mas ambicioso, se plantea la creacion de un programa de
elementos finitos para resolver problemas en 2D mediante el mismo programa
que se ha utilizado para generar la estructura alar del Capitulo 4 combinado
con la aplicacién de Matlab. Con ello se podria resolver tanto casos estaticos,
que son sencillos de obtener como se vié en la introducciéon del trabajo, como
casos dindamicos y ver la evolucion de las tensiones y los desplazamientos a

lo largo de la estructura utilizada y del tiempo.

Como se ha comentado, una de las utilidades del estudio de los métodos
y posterior desarrollo de la aplicacién es la comparacién de estos con nuevos
métodos para ver las ventajas e inconvenientes que aportan respecto de los
métodos existentes. Es por ello que se va a presentar un método que estd atin
en fase de diseno avanzada, desarrollado por el profesor de la Universitat Po-
litecnica de Valéncia (UPV) Mario Lazaro Navarro [18] que tras confirmarse

su validez podria implementarse para su comparacion.
Se considera el sistema dinamico:
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Donde los pardmetros considerados son conocidos del resto del trabajo.
Se considera la hipétesis de amortiguamiento ligero para interpretar la ecua-
cion anterior desde el punto de vista perturbativo. Para ello, se aplica un
parametro de perturbacion e cuyo valor se acota entre el 0 y el 1 y multiplica

a la matriz de amortiguamiento. La ecuacion queda escrita como:

Mii + ¢Cit + Ku = f(t) (7.2)

La respuesta se puede escribir como funcién del parametro e introducido

y el tiempo.

u(t,e) = ix(") )" =xO 1) +xD(t)e + - - (7.3)

Con ello, se tiene la solucién para la ecuacién 7.1 (e = 1) como,

u(t) =u(t,1) = i x™ () =xO) +xV@t) +xP () + - - (7.4)

Se tiene también el caso en el que € es 0 y se da el problema no amorti-

guado que queda,

u(t,0) = xO(t) (7.5)

La funcion x(©)(¢) es la solucién del problema no amortiguado con las

condiciones inciales uy.

{ Mx© + Kx© = f(¢) 76)

x0(0) = ug, x©(0) = uy

El resto de términos (términos n-ésimos) se obtienen derivando la ecua-
cién dindmica perturbada. Resolviendo x(™ se obtiene una ecuacién que de-
pende del término anterior. Por ello para n > 1 se imponen condiciones

homogéneas a todos los términos y evaluando en e=1:
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Mx™ + Kx® = —Cx("=Y
) (7.7)
x™(0) =0, x©0)=0
Se resuelve en primer lugar la solucién a la iteracién n = 0 en el

problema no amortiguado llamando xl((o) = xO(ty) con t41 = tx + At con

to = 0 obteniendo:

xé%—G(A) O+ H(AY xk Db [EUH (f — 8) MU (t)d

. 7.8
ka = G(A)XY + H(AHK +ftk“G (thr1 — t) M(t)dt (7:8)

Las matrices G(t) y H(t) son las matrices de respuesta escalén y res-
puesta impulso respectivamente y se obtienen de la combinacion modal de

las respuestas y su valores son los siguientes:

[G(1)] = [®] diag (:(t)) [@]T[M]

. (7.9)
[H(t)] = [®] diag (hi(t)) [@]T[M]

Donde [®] es la matriz que contiene los autovectores del problema y g;(t)

y hi(t) toman el siguiente valor:

gi(t) = exp (=&uw;t) (cos (wait) + i‘d" sin (wdit)>

(7.10)
— L g . R _£2
hi(t) = exp (=&w;t) (K sin (wdlt)> Yy wa = wi/1 — &
Las matrices de respuesta cumplen las siguientes identidades,
G(t) = —AH(t
H(1) = ~AH(), H(0) = -
H(t) = G(t), G(0)=1Iy
donde A = M™!'K. Ambas matrices cumplen la ecuacién diferencial

MZ + KZ = 0, donde Z(t) € RV*N. Ambas funciones se pueden expre-

sar como funcién de matrices

G(t) = cos(VAL), H(t) = A %sin(vVAt) (7.12)
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Se interpola la funcién de la fuerza § en p puntos del intervalo [ty, tgi1]

de la siguiente forma:

f(t) ~ Z L;(t)f (tk + %) (7.13)

Donde £;(t) son polinomios de interpolacion de Lagrange. Introduciendo

esta expresion en las integrales de la ecuacion 7.8 y operando se obtiene:

- M0 = LM (14 A g

bort : — 1)At
G (tper — )M H(t)dt = Y " Ly, M 'f (tk + u) (7.15)
t=t}, i1 p—1
donde,
tet1 tr41
Lm‘ = H (tk+1 — t) ﬁi(t)dt y Lm' = G (tk+1 — t) ﬁi(t)dt, 1 S ) S P
t=tg t=tg

(7.16)

Por tanto se puede obtener un sistema iterativo que se escribe como:

X =1xX + Lg, (7.17)
de donde,
<o _ x| p_ | Gy HaAy
k X0 G(At) H(AY)
7.18
M-I (1) (7.18)
Lul Lup .
- L L ) gr = .
vl v
’ M (ts1)

Se resuelve en los siguientes pasos la iteracién con n>1. Se reescribe

(n) (1)

T, = ™, T, = ™ y la solucién a la ecuacién 7.7 en cada paso temporal

es:
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tet1

x\", = G(Anx + H(AD)X" 5 H (tj1 — t) MCx™ D (1)dt
—lk
tkt1

% = G(AHxY + H(AHX g G (tppr — t) MO (1) dt
=lk

(7.19)
Integrando por partes para expresar las integrales sin incluir la derivada
y haciendo el cambio de variable de t =t + At con 0 < ¢ < 1:

te41
_/ H (tpsq — ) M~1Cx(" D (t)dt = H(AHM ' Cx ("~
t

=ty

1
- At/ GIA(1 — &M Cx(" D (4 + EAL) de
s =0 (7.20)
f/ G (tp1 — ) MLCK( D (1)t = —GO)MLOx(" ) + G(anM I Cx(" Y
t=ty,

+ AtA/l HIAL(1 — M 1Cx("= D (¢, + ¢AL) de
£=0

En estas ecuaciones, x" 1 (t) se asume conocida puesto que viene el re-
sultado de una iteracion anterior a la cual se esta resolviendo en este paso.
Para obtener la solucion analitica a las integrales, se aproxima la solucién

mediante polinomios de interpolacién con la forma:

Ni(§) = (1 = ¢)*(1+2)
ONI(§) = (1 - €)% (7.21)
Na(€) = (3 - 26)¢?
ON(€) = —(1 - €€
y la aproximacion de z("~1(¢) quedaria,
XY (1, + EAL) = N (€)x TV HON () Atk A Na(€)x Y +aNG(€) Ak
(7.22)

Introduciendo 7.22 en 7.20 se obtiene:
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tet1
- / H (e — )M ICx" VD (8)dt = (7.23)
t=ty,
] o 4 Bl B (729)
(7.25)
lk41 1 1
- / G (tppr — t)MICX Y (1)dt = (7.26)
t=ty,
oy kY 4 Bux Y 4 Bk (7.27)
donde,

1
e = HAHMIC — At G[At(1 — M ICNy(€)de

£=0
1
au = —A [ G[AH(1 — €)M ICON; (€)dE
£=0
1
Qo = G(AM™IC + At A H[At(1 — &)]M1CN;(€)d¢
£=0
oy = A2 A 1 H[A(1 — €)]M L CON (€)de
o (7.28)
ﬁuu = —At G[At(l - 5)]M_ICN2(£)d£
£=0
1
Buv = —AL? GIAL(1 — &)]M ™ CON,(€)d¢
£=0
Bou = —M1C+ At A 1 H[At(1 — €)M CN(€)dé
£=0
1
Bow = At A H[A#(1 — §)]M ™' CON(§)d¢
£=0

Con esto puede escribirse un esquema recursivo para la iteracién n de forma

compactada como:

X =X+ ax (" 4 XY, > (7.20)

donde,
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(n)
(n) _ ) X | G(At) H(A?)
b ¢ _{ Be } T(At) = Af) H(AY (7.30)
_ auu aU’U _ IBUU IBU’U
o [ Ayy Oy ] ’ /8 B [ ﬁvu IBUU ] (731)

Las condiciones iniciales ya estan aplicadas en la iteracién en n = 0 y por tanto
se tiene para n > 1, X(™=0 y si se expresan las ecuaciones 7.29 representando

todos los instantes de tiempo se obtiene:

—1

Iy Oony -+ Ogny Oon Xgn) B Oon -+ Oon  Ogn Xg" )

-T In - Oy Oy X;n) (e B co- 0oy O2n Xénil)

Oy Oy -+ —T Iy x(m Oy Oy -+ a B X ("D
(7.:32)

Y se puede escribir un esquema recursivo como:

XM = gx (=1 (7.33)

Este tipo de ecuacion ya se mencioné en el Capitulo 2 cuando se hablé de la
estabilidad de los esquemas de integracién. En este caso, de la misma manera,
si el radio espectral de la matriz p(S) < 1, entonces los términos X,(Cn) estan en
progresién geométrica descendente y el esquema es estable y convergente para
todo k = 1,2,3,... . Los autovalores del esquema recursivo son los mismos que los
asociados a la matriz 3 por lo que la condicién necesaria para que la serie generada

por la perturbaciéon del amortiguamiento sea convergente es,

p(B) <1 (7.34)
Considerando la solucién a la ecuacién diferencial cogiendo hasta el término n
de la serie,
o _ [ up” 0 | % (m _ 55
Ul = A =X, + X 4+ X :ZXk (7.35)
Uy, 1=0

Si ahora se coge lo obtenido en la solucién a las iteraciones y se expresan las
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mismas desde 0 <[ < n,

0 ©
Xl(c+)1 =TX; '+ Lgy
x4+ x =X 4 ax
(7.36)
—Bx{ Y+ x, =TX + ax{ Y
Se obtiene si n > 1:
— Ul VUl = TUul 4 aUl Y 4 1g, (7.37)

Teniendo en cuenta que Uy = lim,, .o U,(cn), se obtiene tomando limites en la

ecuacién anterior:

(Ian — B) Upy1 = (T + @)Uy, + Lgy, (7.38)

Finalmente, el esquema recursivo para cada instante de tiempo puede escribirse

COImo:

Ui11 = aUy + bgg (7.39)

con las matrices a y b que toman los siguientes valores:

a=(Iov—B)" (T+a), b=(bx—p) 'L (7.40)




145

Bibliografia

[1]

[10]

[11]

[12]

Malakiyeh M.M., Shojaee S, and Bathe K.J. The Bathe time integration
method revisited for prescribing desired numerical dissipation. Computers
and Structures, 212:289-298, 2019.

Bathe K. J. and Noh G. Insight into an implicit time integration scheme for
structural dynamics. Computers and Structures, 98-99:1-6, 2012.

Bathe K.J. and Wilson E.L. Numerical methods in finite element, 1976.

Newmark N.M. A Method of Computation for Structural Dynamics. Engi-
neering Mechanics Division, 1959.

Hilber H.M., Hughes Thomas J.R., and Taylor R.L. Improved numerical
dissipation for time integration algorithms in structural dynamics. Farthquake
Engineering and Structural Dynamics, 5:283-292, 1977.

Kadapa C., Dettmer W.G., and Peri¢ D. On the advantages of using the first-
order generalised-alpha scheme for structural dynamic problems. Computers
and Structures, 193:226-238, 2017.

Avitable P. Experimental modal analysis. Sound and Vibration, 2001.
Bathe K.J. Finite Element Procedures. 2006.

Zhong W.X. On precise integration method. Journal of Computational and
Applied Mathematics, 163(1):59-78, 2004.

Zhong W.X. and Williams F.W. A precise time step integration method.
Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part C: Journal of
Mechanical Engineering Science, 208(6):427-430, 1994.

Chuang C.C. and Wu C. Application of an Innovative Precise Integration
Method in Solving Equilibrium Equations of Motion for Structural Dynamic
Problems. 15th World Conference on Earthquake Engineering (15WCEE),
2012.

Butcher J.C. Numerical Methods for Ordinary Differential Equations. 2016.




CAPITULO 7 146

[13]
[14]

[15]

[16]
[17]
[18]

[19]
[20]

[21]

[22]

Vadillo F. Métodos de un paso, Métodos de Runge-Kutta, 2019.

Craig J.I. and Bachau O.A. Structural Analysis with applications to Aerospace
Structures. 20009.

Airbus. Aircraft Characteristics Airport and Maintenance Planning (A320).
2005.

Niu Michael C.Y. Airframe Structural Design. 1995.
Clough R.W. and Penzien J. Dynamics of structures. 2003.

Lazaro M. Homotopy analysis of transient problems using artificial perturba-
tion of damping. 2020.

Chaves Eduardo W.V. Integracion numérica en el tiempo. 2010.

Cid G. Programacion de Interfaz grafica en App Designer para el control
vectorial de imanes permanentes. 2018.

Gavin H.P. Numerical Integration in Structural Dynamics. CEE 541. Struc-
tural Dynamics, 2018.

Garcia-Fogeda P. and Sanz Andres A. Introduccion a las vibraciones. Garceta,
1 edition, 2014.




147

Anexo

Documento de instrucciones del funcionamien-

to de la aplicacion en ’App Designer’




UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

Escuela Técnica Superior de Ingenieria del Disefio

MATLAB

GUIA PARA EL USO DE LA APLICACION ‘RESPUESTA DINAMICA ESTRUCTURAL’

En la presente guia se quiere dar unas instrucciones de uso para la aplicacion disefiada
mediante el entorno de MATLAB de ‘Respuesta dindmica estructural’. La aplicacidon
surge como una idea para complementar un Trabajo de Fin de Master (TFM) y estd
orientada a ser una herramienta didactica en un principio, pero tiene una gran
escalabilidad al tener métodos de elementos finitos implementados en su ‘core’.

Al abrir la aplicacion, en la parte superior se pueden distinguir 3 pestafas. Las pestanas
‘Ejemplo 2 GDL’ y ‘Ala avidn’, corresponden a la resolucidn de dos ejemplos que se han
utilizado en el TFM y que se han disefiado para obtener resultados de estos haciendo
uso de la aplicacion.

La pestafia ‘Caso genérico’ es en la que se va a centrar la guia y las pestanas de ejemplos
seguirdn los mismos pasos y los pasos indicados que no se encuentren en estas pestanas
simplemente se omitirdn. La pantalla que nos encontraremos en la pestafia del caso
general tendra el siguiente aspecto.

Ejempla 2 GDL Caso Genérico

A UNIVERSITAT
B POLITECNICA
s/ DE VALENCIA

Ala de avién

fscuela Tcnica Saperor s Ingenieis el Disefio

Respuesta Dinamica del Sistema introducido Mediante Integracion Numérica

ug @ Error

Exacta Newmark Bathe Bathe Modificado
Guardar Guardar

Respuesta Respussta Error .
1

Respuesta en z
nede: SOLVE 08 =125
e . =100

F08 =

Respuesta

Runge-Kutta PIM

Newmark Bathe Bathe Modificado Runge-Kutta PIM

Error 4

Tipo de Fuerza

®) Constante

02 04 06 08 1
Tiempo (s)

Parametros temporales

at(s)

AT (R R |
0 005 01 015

S
02 025 03
At(s) 01 Y

Tiempa inicial (s) 0 Tiempo Final (s) 6

TIPO DE FUERZA
Constante

Amplitud 10

Posicién de la fusrza (Nodo)

=

Parametros del método Newmark-p

NO estable

Arménica iy

Soa =
02 =25

o

04 08

1
Amplitud
Tiempo (s) et

Parametros del método Bathe modificado Parametros PIM

] o] @

llustracion 1: Pestafia del caso genérico

Los pasos por realizar para su correcta ejecucién se enumeran a continuacion:

o En primer lugar, al abrir Matlab se debe seleccionar el ‘Path’ donde se van a
querer dejar guardados todos los documentos. En ese mismo ‘Path’ sera
necesario un archivo XLS que se deberd llamar Matrices.xIsx (comprobar que la
version de Excel utilizada es compatible) y debera rellenarse con las matrices del
sistema que se quiera resolver con el siguiente formato, en donde la posicién
(1,1) de la matriz se corresponde con la celda Al en todas las pestafias.

IVAN NAVARRO CRESPO

Email: ivan.navarro.crespo@gmail.com
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llustracion 2: Formato de la hoja de Excel para introducir las matrices

o Con ese archivo en el ‘Path’ de MATLAB, para cargar las matrices simplemente
hay que pulsar el botdn de Cargar MATRICES.

o Elsiguiente paso es modificar en la zona inferior los pardmetros de los métodos
de integracion y del paso temporal al gusto del usuario. Notese que dependiendo
del problema utilizar un paso temporal muy pequefio puede ralentizar la
solucion de forma considerable. Hay unos indicadores rojos los cuales deben de
estar en verde cuando modifiquemos las variables para que no haya problemas
en la resolucion, pero aun asi se debe de rellenar todos los cuadros con los
parametros.

o Enlazona central se encuentra un panel con el tipo de fuerza que se le puede
aplicar y que se puede seleccionar en un panel que esta dentro del panel de
RESPUESTA con la grafica. Una vez seleccionada la fuerza, en el panel central se
busca la pestafia asociada a la fuerza y se le modifica en el/los cuadro/s el
parametro.

o Se selecciona el nodo en el que se quiere que se aplique la fuerza y el nodo del
cual queremos obtener la respuesta en los paneles de POSICION DE LA FUERZA
y RESPUESTA EN NODO respectivamente.

o Por ultimo, para resolver se clica al botén SOLVER de donde se obtienen los
resultados.

o Los resultados se obtienen en las gréaficas. Para ver los resultados de forma
correcta, se puede ver como por defecto el Boton de Newmark esta pulsado y
por ello nos muestra su resultado, se debera de despulsar el Botén de Newmark
lo que hara que se borre la grafica y pulsar el botén del método que se quiere
resolver para que aparezca su grafica asociada. Este proceso puede aplicarse
tanto a la grafica de respuesta como a la grafica de error.

o En la grafica de error hay un ‘slider’ que se puede ir modificando e indica la
amplitud del Eje del error de la grafica para obtener mayor o menor resolucién
en error.

Para finalizar, se han incluido un botdn con un icono de Excel, el cual al pulsarlo exporta
los resultados obtenidos a un archivo de Excel que se guardard en el ‘Path’ de Matlab
seleccionado. Ademas, hay dos botones identificados como GUARDAR ERROR Y
GUARDAR RESPUESTA, con los cuales se guarda un archivo .fig y .jpg con las graficas
mostradas en ese momento. Para finalizar, se encuentran los botones de informacion,
que genera este PDF de guia del APP y un botdn de salida para salir de la aplicacién.

IVAN NAVARRO CRESPO Email: ivan.navarro.crespo@gmail.com
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Funciones asociadas a la aplicacion en ’App
Designer’. Cdédigo del Botén 'SOLVE’ de la

aplicacion

Algoritmos de la definicion de las fuerzas involucradas

en el problema

function h =

end

function [fe

partes:

unitstep (app,t)

% Funcion escalon unitario
size_t = size(t);

h = zeros(size_t);

id = (t >= 0);

h(id) = 1;

,t_f] = fuerzaRandom (app, caso)

% Funcion para la definicion de una fuerza aleatoria
% f(t)=e {—(t—tm)"2/(2sm"2) * fa x sin(waxt)*U(t—Te)
tm = 2;

sm = 0.3 x*tm;

% Intervalo de tiempo (cada dt lo subdividimos en

% para captar con precision los valores (inicio, a

dt/3, a 2dt/3,

% a final=dt)
%k, k+1/3, k+2/3, k+1
dt_f = app.Param.dt /40;

% Serie de datos temporales para la fuerza
t_f = (app.Param. ti:dt_f:app.Param.tf) ';
% Inicializacion

fe = zeros(size(t_f));
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end

% Frecuencias , amplitudes e intervalos de aplicacion

switch caso

case 'Ejemplo'

case 'Ala'

ot
—_
[\
Ut
—_
(an)

wa = [0.
end
fa = [0.5, 0.8, 0.6, 0.5];
Te = [16%pi, 16xpi, 16*pi, 16xpi];

NumArmonicos = length (wa) ;

for a = 1:NumArmonicos

fe = fe + fa(a) * sin(wa(a)*t_f).*(1 — unitstep (
app, t-f-Te(a)));

end

% Lo afectamos por una gaussiana
fe = exp(—(t_f —tm)."2 / (2xsm”2))

Algoritmo del método de Newmark-(

function [d,dp,dpp] = NewmarkMethod_ejemplo (app, beta ,gamma, caso ,

metodo)

% Inputs
%—
%

% app: propierdades (Param y matrices)

% beta: Constante del metodo
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% gamma: Constante del metodo

% caso: Selecciona que tipo de excitacion se tiene

en el problema

% metodo: tipo de fuerza utilizada

%

% Outputs

S

%d, dp, dpp: Campos de desplazamientos, velocidades

y aceleracion

inicial

Matrices.

fuerza

% respectivamente
% Parametros del metodo

bl = 1/(betaxapp.Param.dt.”2);
b2 = —1/(betaxapp.Param.dt);
b3 = 1-1/(2xbeta);

b4 = gammaxapp .Param.dt*bl;

b5 = l4gammaxapp .Param.dt*b2;

b6 = app.Param. dt*(1—gammatgammaxb3) ;
% Condiciones iniciales

d = zeros(app.Param.gdl, app.Param.nt);
dp = zeros(app.Param.gdl, app.Param.nt);
dpp = zeros (app.Param.gdl,app.Param.nt) ;

F = zeros

o~~~ o~

app .Param. gdl ,app.Param.nt+1);

d(:,1) = zeros(app.Param.gdl,1); % Desplazamiento
dp(:,1) = zeros(app.Param.gdl,1); % Velocidad incial
% Matriz de Rigidez efectiva [Keff]

Keff = app.Matrices .K+blxapp.Matrices .Mt-b4dxapp.
C;

% Se obtiene la aceleracion inicial en funcion de la




ANEXO 153

switch caso

case 'Ejemplo'

k=20;

if app.NodolButton.Value = 1
pos = 1;

else
pos = 2;

end

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');
fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');
case 'Ala'
k=10000;
pos = app.SpinnerFuerzaNodo. Value;
[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ala’');
fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');
case 'Generico'
k=app. AmplitudGenericoEditField . Value;
pos = app.SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;
[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');
fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');
end

% Resuelve
switch metodo
case 'Constante'

for i = 1:app.Param.nt
F(pos,i) = app.AmplitudFuerzaCteGenerico
. Value;
end
FO = F(:,1);
dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

case 'Sinusoidal'




ANEXO 154

FO = zeros(app.Param.gdl 1);
dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));
F(pos,:) = app. AmplitudSinusoidalGenerico .
Valuex . ..
sin (app.Param. t*xapp.
FrecuenciaSinusoidalGenerico.Value);

case 'Aleatorio'

FO = zeros (app.Param.gdl ,1);

dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app. Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

F(pos,:) = fe;

end

% Se crea el bucle temporal para resolver el paso [t
+txdt ]

Feff = zeros (app.Param.gdl ,app.Param.nt);
for i = 1l:app.Param.nt
Feff(:,i) = F(:,i+1)+app. Matrices .Mx(blxd(:,1i)
—b2xdp (:,1)=b3xdpp(:,i))+...

app. Matrices .Cx (bdxd (:,1)—bbxdp (:,1)—b6*dpp
(: )1 ) ) ;

d(:,i41) = Keff\Feff(:,i);
dpp (:,i+1) = bls(d(:,i+1)=d(:,1))+b2+dp(:,i)+b3
#dpp (=, 1)
dp(:,i+1) = bdx(d(:,i+1)—d(:,1))+b5*xdp(:,1i)+b6
+dpp (2, 1)
end

end
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Algoritmo del método de Bathe

function

[d,dp,dpp,Bathet] = BatheMethod (app, caso ,metodo)

% Inputs

%—

%

% app: propiedades (Param y matrices)

% caso: Selecciona que tipo de excitacion se tiene

en el problema

% metodo: tipo de fuerza utilizada

%

% Outputs

[

%d, dp, dpp: Campos de desplazamientos, velocidades

y aceleracion

% respectivamente
% Bathet: Vector de tiempos del metodo de Bathe

% Parametros del metodo para simplificar ecuaciones

b0 = 16/(app.Param.dt.”2);
bl = 4/app.Param.dt;
b2 = 9/(app.Param.dt."2);
b3 = 3/app.Param.dt;

bd = 2sbl:
b5 = 12/app.Param.dt."2;
b6 = —3/app.Param.dt.”2;
b7 = —1/app.Param.dt;

% Preparamos los subpasos para este metodo

Bathedt = app.Param.dt/2;

% Aqui se define el dt/2

Bathet = 0:Bathedt:app.Param.tf+0.2;

% Vector de tiempos

nt = fix ((app.Param. tf—app.Param. ti)/Bathedt) ;

% Numero de pasos
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% Condiciones iniciales
d = zeros (app.Param. gdl ,nt);
dp = zeros (app.Param.gdl , nt);

dpp = zeros (app.Param.gdl ,nt);

~ o~~~

F = zeros(app.Param.gdl ,nt+5);

d(:,1) = zeros(app.Param.gdl ,1); % Desplazamiento
inicial

dp(:,1) = zeros(app.Param.gdl,1); % Velocidad incial

% Matriz de Rigidez efectiva [Keff]

Keffl = app.Matrices.K+bOxapp.Matrices .M+blxapp.
Matrices .C;

Keff2 = app.Matrices .K+b2xapp. Matrices .My-b3*app.
Matrices .C;

% Se obtiene la aceleracion inicial en funcion de la

fuerza

switch caso

case 'Ejemplo'

k=20;

if app.NodolButton.Value = 1
pos = 1;

else
pos = 2;

end

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');

fe = kxinterpl (tf,fe ,Bathet, 'spline');
case 'Ala'

k=10000;

pos = app.SpinnerFuerzaNodo. Value;

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ala’');

fe = kxinterpl (tf,fe ,Bathet, 'spline');

case 'Generico'
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k=app.AmplitudGenericoEditField . Value;
pos = app.SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;
[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');
fe = kxinterpl (tf,fe ,Bathet, 'spline');
end

switch metodo
case 'Constante'

for k = 1:nt+2

F(pos,k) = app.AmplitudFuerzaCteGenerico
. Value;

end

FO = F(:,1);

dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (FO0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

case 'Sinusoidal'

FO = zeros(app.Param.gdl 1) ;
dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (FO0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

F(pos,:) = app. AmplitudSinusoidalGenerico .
Valuex ...

sin (Bathet*app.

FrecuenciaSinusoidalGenerico.Value);
case 'Aleatorio
FO = zeros (app.Param.gdl ,1);
dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (FO0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));
F(pos,l:length(fe)) = fe;
end

% Se crea el bucle temporal

Feff = zeros (app.Param.gdl ,nt+4);
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for i = 1:(nt/2)
% Primer subpaso para t + dt/2
Feff(:,2xi) = F(:,2*1)4app.Matrices .M« (b0xd

(:,2%x1—1)+bdxdp (:,2*i—1)+dpp (:,2*xi—1))+...
app . Matrices .Cx (blxd (:,2+i—1)+dp(:,2*i—1));

d(:,2x*1) = Keffl\Feff (:,2%1);

dp(:,2%i) = blx(d(:,2%i)=d(:,2%i—1))—dp(:,2xi
—1);

dpp (:,2xi) = blx(dp(:,2*i)—dp(:,2%i—1))—dpp(:,2
xi—1);

% Segundo subpaso para t + dt

Feff(:,2xi41) = F(:,2*xi+1)+app.Matrices .M« (b5x
d(:,2x1)+b6xd(:,2xi—1)+...
blsdp (:,2xi)+b7xdp(:,2+i—1))+app. Matrices.Cx
(blxd (:,2%1)4+b7xd(:,2%xi—1));

d(:,2%i41) = Keff2\Feff (:,2xi+1);
dp(:,2xi+1) = —=b7xd(:,2*xi—1)—bl*d(:,2*1)+b3xd
(:,2xi+1);
dpp (:,2xi+1) = —b7+dp(:,2x1i—1)—blxdp(:,2*1)+b3x
dp (:,2xi+1);
end
end

Algoritmo del método de Bathe modificado

function [d,dp,dpp,Bathet] = BatheMethodModif(app,gamma, betal ,
beta2 , caso ,metodo)

% Inputs
%
%
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% app: propierdades (Param y matrices)

% gamma: Porcentaje de division del paso temporal (
dt)

% betal y beta2: Parametros para el segundo subpaso
del esquema

% caso: Selecciona que tipo de excitacion se tiene
en el problema

% metodo: Tipo de fuerza utilizada

%

% Outputs

% —

%d, dp, dpp: Campos de desplazamientos, velocidades
y aceleracion

% respectivamente

% Bathet: Vector de tiempos del metodo Bathe
Modificado

% Parametros del metodo Bathe para simplificar

ecuaciones

b0 = 2/(app.Param. dt*gamma) ;
bl = 4/(app.Param.dt*gamma) " 2;

b2 = 4/(app.Param.dt«gamma) ;

3 = 1/(beta2x(l—gamma)x«app.Param.dt) ;

b4 = (gammax(l—betal)+beta2x(l—gamma)) /((beta2(1—
gamma) ) “2xapp . Param. dt ) ;

b5 = (gammaxbetal+(l1—beta2)*(l—gamma)) /((beta2x(1—
gamma) ) “2xapp . Param. dt ) ;

b6 = gammax(l1—betal) /(beta2x(l—gamma)) ;

b7 = (gammaxbetal+(1—beta2)*(l—gamma)) /(beta2x*(1—
gamma) ) ;

b8 = 1/(beta2x(1l—gamma)*app.Param.dt) "2;

b9 = 1/(beta2x(1—gamma)s*app.Param.dt);

% Preparamos los subpasos para este metodo
Bathedt = app.Param. dt+gamma;

nt = fix (2« (app.Param. tf—app.Param. ti)/app.
Param. dt ) ;
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% Se crea el vector de tiempo de modo que en las

posiciones impares este el

% dt y en las pares el gammaxdt

Bathet = zeros (1,nt+2);
Bathet (1) = 0;
Bathet (2) = gammasxapp .Param.dt;

for

end

i = 2:nt/242
Bathet (2xi—1) = Bathet (2%i—3)+app.Param.dt;
if  2%i—1 > nt+l1

break

end

Bathet (2x1) = Bathet (2%i—1)+Bathedt;

% Condiciones iniciales

= Zeros

= Zeros

= Zeros

— Zeros

app . Param. gdl ,nt) ;
app .Param. gdl ,nt) ;
app.Param.gdl ;nt) ;

~ o~~~

app . Param. gdl ,nt+3);

d(:,1) = zeros(app.Param.gdl,1); % Desplazamiento

inicial

dp (:

,1) = zeros(app.Param.gdl ,1); % Velocidad incial

% Matriz de Rigidez efectiva [Keff]

Keffl = app.Matrices.K+blxapp. Matrices .M+bOxapp.

Matrices .C;

Keff2 = app.Matrices .K+b8xapp. Matrices .M+b9xapp.

Matrices .C;
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% Se obtiene la aceleracion inicial

switch caso

case 'Ejemplo'

k=20;

if app.NodolButton.Value =— 1
pos = 1;

else
pos = 2;

end

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');

fe = kxinterpl (tf,fe ,Bathet,'spline');
case 'Ala'

k=10000;

pos = app.SpinnerFuerzaNodo. Value;

[fe ,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ala');

fe = kxinterpl (tf , fe ,Bathet,'spline');

case 'Generico'
k=app.AmplitudGenericoEditField . Value;
pos = app.SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;
[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');
fe = kxinterpl (tf,fe ,Bathet,'spline');
end

switch metodo
case 'Constante'

for k = 1:nt+2

F(pos,k) = app.AmplitudFuerzaCteGenerico
. Value;

end

FO = F(:,1);

dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

case 'Sinusoidal'
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FO = zeros(app.Param.gdl 1);

dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));

F(pos,:) = app.AmplitudSinusoidalGenerico .

Valuex ...
sin (Bathetxapp.

FrecuenciaSinusoidalGenerico.Value) ;

case 'Aleatorio'

FO = zeros (app.Param.gdl ;1) ;
dpp(:,1) = app.Matrices .M\ (F0—app.Matrices .K
xd (:,1)—app.Matrices.Cxdp(:,1));
F(pos,l:length(fe)) = fe;
end
% Se crea el bucle temporal
Feff = zeros(app.Param.gdl,nt+4);
for j = 1:(nt/2)
% Primer subpaso para t + dtxgamma
Feff (:,2%j) = F(:,2%j)+app. Matrices .M« (blxd

(:,2%)—1)+b2xdp (:,2%j—1)+dpp (:,2xj—1))+...
app. Matrices .Cx (b0xd (: ,2%j—1)+dp (: ,2*j—1));

d(:,2%]) = Keffl\Feff (:,2%j);

dp(:,2%j) = bOx(d(:,2%))—d(:,2%j—1))—dp(:,2%]
—1);

dpp (:,2%j) = bOx(dp(:,2%j)—dp(:,2%j—1))—dpp(:,2
*.]_1)7

% Segundo subpaso para t + dt

Feff(:,2%xj+1) = F(:,2%j+1)+app. Matrices .Mx (b8
d(:,2%)—1)+bdxdp (:,2%j—1)+...
b5xdp (:,2%j)+b6xdpp (:,2%j—1)+b7+dpp (:,2%j) )+
app. Matrices .Cx (b9xd (: ,2*j—1)+...
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b6xdp (:,2%) —1)+b7xdp (:,2%j));
d(:,2%j+1) = Keff2\Feff (:,2xj+1);
dp(:,2%j+1) = b9x(d(:,2%j+1)—d(:,2%j—1))—b6xdp
(:,2%j—1)-b7xdp(:,2%j);
dpp(:,2%j+1) = b8x(d(:,2xj+1)—d(:,2%j—1))—bdxdp
(:,2%j—1)—b5xdp(:,2xj)—...
b6xdpp (:,2%j —1)—bTxdpp (:,2%j);

end

end

Algoritmo del PIM

function [v,vp] = PreciselntegrationMethod (app,N, caso ,metodo)
% Inputs
% —
%

% app: Propiedades (Param y Matrices)

%N: Constante del PIM

% metodo: Tipo de fuerza utilizada

% caso: Tipo de fuerza aplicada. Armonica o
constante

%

% Outputs

%—

%v, vp: Campos de desplazamientos, velocidades y
aceleracion

% eA_absmax: Es el radio espectral

% Tperiod: Valores de paso temporales / Periodo
donde se representa el

% radio espectral

% El sistema a resolver es el siguiente:
%

%vp(t) = Axv+r

% Se definen los valores necesarios para la




ANEXO 164

computacion de la matriz

% exponencial T
app.Param.N = N; %
Recomendacion del metodo
app . Param.tau = app.Param.dt /2" app.Param.N;
% Subpaso temporal
% Se genera la Matriz A [2gdl x 2gdl]
A = [(—app.Matrices M\app. Matrices.C)/2 inv (app.
Matrices .M); ...
—(app. Matrices .K—(app. Matrices .Cxinv (app.
Matrices .M)*app. Matrices.C) /4)
—(app . Matrices .C/app. Matrices .M) /2];
% Se evalua la Matiz Ta(dtau) para inicializarla
Ta = Axapp.Param. tau+. ..
(Axapp .Param. tau) "2x*(eye (app.Param. gd1x2)+(Axapp
.Param . tau) /3+(Axapp . Param. tau) "2/12) /2;
% Se ejecuta el bucle que calcula Ta
for i = 1l:app.Param.N
Ta = 2xTa + TaxTa;
end
% Suma de la matriz de identidad tras computar Ta
para evitar errores de
% precision
T = eye(app.Param. gdl*2) + Ta;

% Las condiciones iniciales son

v = zeros (2*app.Param.gdl ,app.Param.nt) ;
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vp = zeros (2*app.Param.gdl ,app.Param.nt) ;
v(:,1) = zeros(2xapp.Param.gdl 1) ;
% Definicion de la fuerza

switch caso

case 'Ejemplo'

k=20;
if app.NodolButton.Value =— 1
pos = 1;
else
pos = 2;
end
[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');

fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');
case 'Ala'

k=10000;

pos = app.SpinnerFuerzaNodo. Value;

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ala’');

fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');

case 'Generico'

k=app.AmplitudGenericoEditField . Value;

pos = app.SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;

[fe,tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo');

fe = kxinterpl (tf,fe ,app.Param.t, 'spline');

end
% Resuelve
switch metodo
case 'Constante'

rl = zeros(app.Param.gdl  app.Param.nt);
r2 = zeros (app.Param.gdl ,app.Param.nt) ;

for j = 1l:app.Param.nt
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r2(pos,j) = app.
AmplitudFuerzaCteGenerico . Value;

end

case 'Sinusoidal'

rl = zeros(app.Param.gdl ,app.Param.nt+1);
r2 = zeros (app.Param.gdl ,app.Param.nt+1);

r2(pos,:) = app.AmplitudSinusoidalGenerico.
Valuex ...
sin (app.Param. txapp.
FrecuenciaSinusoidalGenerico.Value);

r = [rl;r2];

case 'Aleatorio'

FO = zeros (app.Param.gdl ,1);

rl = zeros (app.Param.gdl ,1);

r2 = FO;

r = [rl;r2];

vp(:,1) = r;

r = zeros (2xapp.Param. gdl ,app.Param.

nt+1);
r (app.Param. gdl+pos,:) = fe;
end
% Se soluciona , la primera mitad de filas del

resultado representan el

% desplazamiento o giros en los nodos
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respectivamente
for j = 1l:app.Param.nt
V(D) = T (v () AN (5 )) )=ANT (55 0) 5
end

% Para calcular las aceleraciones se hace uso de la

relacion vp = Axv+4r
for j = 1l:app.Param.nt
vp(:,j+1) = Axv (:, j+D)+r (:,]);
end

end

Algotirmo de Runge Kutta. Definiciéon de espacio de los

estados
function [x_dot] = dxdt(”,x,u,A,B)
% Inputs
/—
%
%x: vector de estados [gdlx2 x 1]
%u: vector de fuerza [gdl x 1]
%A: Matriz de ES
%B: Matriz de ES
%
% Outputs
o
% xdot: Solucion de la ecuacion de espacio de los
estados

% Modelo espacio de estados
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end

function [t

tama o

x_dot = Asxx+Bxu;

,x_sol ;x_drv] = RK4(app,x0,u,t,A,B)

% Inputs

%

%

% app: Propiedades (Parametros y Matrices)

% x0 : Vector con las condiciones iniciales de
[2xgd]l x 1]

%t : Vector con los tiempos

%u : Matriz con las fuerzas en todos los tiempos

de tama o [gdl x 1]

%A: Matriz de estado

%B: Matriz de entrada

%

% Outputs

%—

%t: Vector de tiempos

% x_sol: Solucion de la ecuacion diferencial

% x_drv: La derivada de la solucion

points = length (t); % Calcula los puntos del

intervalo

salida

Tdxdtl

dxdt (x0,u(:,1)); % Computa la primera

n = length(x0(:));

x_sol = nan(n,points); % Inicializacion
x_drv = nan(n,points); % Inicializacion
[T,cu] = size(u);

% Llena u de ceros si no est bien dimensionado
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if (cu < points), u(:,cu+l:points) = 0; end

for p = 1:points % Se van recorriendo

pasos temporales

dxdtl = dxdt(app,x0,u(:,p),A,B); % k1

x_sol (:,p) = x0(:); % Estado actual

x_drv (:,p) = dxdtl (:); % Estado actual

if p = points, break; end

time = t(p);

dt = t(p+1)-time; % El paso de tiempo
para este intervalo

dt2 = dt/2; % Mitad del paso

temporal

dxdt2 = dxdt(app,x0+dxdtl*dt2 , (u(:,p)4u(:,p+1)
)/2.0,A,B); %2
dxdt3 = dxdt(app,x0+dxdt2xdt2 , (u(:,p)+u(:,p+1)
)/2.0,A,B); %3
dxdt4 = dxdt(app,x0+dxdt3«dt , u(:,p+1)
ABY ;s %4

x0 = x0 + (dxdt142x(dxdt24+dxdt3)+dxdt4d)*dt /6.0;
end

end

Algritmo de la solucion Exacta

function [t,u] = TimeSol_Exacta(app,x0,A,b,fe,Datos, caso,metodo)

% 7FUNCION PARA OBTENER LA SOLUCIoN DEL SISTEMA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES
%
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% Sistema din mico
% Forma canonica (espacio—estado): dz/dt = A.z + bxg

% Forma est ndar (cl sica): M.dz/dt = R.z +
r.g(t)

%

% app = Propiedades (Parametros y Matrices)

% Datos = Vector con los datos de la fuerza

% x0 = Condiciones iniciales

% metodo = Tipo de fuerza que se va a aplicar

% caso = Tipo de problema al que se va a aplicar

%z = [u; u'] = Vector columna con variables estado

%20 =u(t), z1 =u'(t)

%A = Matriz del sistema

%b = Vector de terminos independientes

% fe = Funcion de entrada de excitacion forzada
% Relaciones entre las matrices

%A =M (-1) = R

%b =M(—-1) = r

% Condiciones iniciales
z_inicial = x0;
% YSOLUCION DEL PROBLEMA

%dz/dt = A * z + bxg(t)

%z(0) = z_inicial

%A: Matriz 2Nx2N (conocido)

%z: Vector 2Nx1 (incognitga)
%b: Vector 2Nx1 (conocido)

% z_ini: Condicion inicial , 2NxI1

switch caso
case 'Ejemplo'
k=20;

case 'Ala'
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k=10000;

case 'Generico '

if app.AleatorioButton.Value = 1

k = app. AmplitudGenericoEditField . Value;
elseif app.ArmnicaButton.Value = 1

k = app. AmplitudSinusoidalGenerico . Value
else % Fuerza Constante

k = app.AmplitudFuerzaCteGenerico. Value;
end

end

% DEFINICION DE FUERZAS

switch metodo
case 'Aleatorio’
f=@(t,z) Axz + k...
* b % interpl(Datos.tf,Datos.fe  t,'
spline ") ;

case 'Constante'

f =Q(t,z) A x z 4+ b x interpl (app.Param.t,
fe ,t, 'spline');

case 'Sinusoidal'

f =@(t,z) A*x 2z + b *x interpl (app.Param.t,
fe ,t, 'spline');

end
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% Solucion de la Ecuacion diferencial.
[t,u] = oded5(f,[app.Param.ti app.Param.tf],

z_inicial);

%t: Vector columna mxl con el intervalo de tiempos
[tmin, tmax]. N=n mero
% de puntos en la solucion

%u: Vector con la solucion: Matriz de tama o mxIN

%u(:,1) = Solucion de la primera funcion
%u(:,2) = Solucion de la segunda funcion
o e
% xa(:,N) = Solucion de la funcion N

% Solucion de autovalores (estabilidad)
%[V,D] = eig(A)

=
I
=

end

Algoritmo del botén 'SOLVE’

function SOLVEButton_3Pushed(app, event)
wb = waitbar (0, 'CARGANDO') ;
[Msize , ] = size(app.Matrices.M);

% Numero de Grados de Libertad del problema
app.Param. gdl = Msize;
% Bloque de definicion del Paso Temporal y Tiempos
app.Param.dt = app.tsSlider_3 . Value;

% Paso Temporal
app.Param.ti = app.TiempoinicialsEditField_3 . Value;

% Tiempo inicial

app.Param. tf = app.TiempoFinalsEditField_3 . Value;
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% Tiempo final

app.Param.t app.Param. ti:app.Param.dt:app.Param.

tf; % Vector de tiempos

app.Param.nt = fix ((app.Param.tf—app.Param. ti)/app.
Param. dt ) ;

nodo

app.SpinnerRespuestaNodo . Value;

close (wb)
wb = waitbar (0.2, 'CARGANDO') ;

if app.AleatorioButton.Value =— 1

u = zeros (app.Param.gdl,length (app.Param.t));
% Vector de fuerzas SS

t = app.Param.t; %
Vector de tiempos para RK4

A = [zeros (app.Param.gdl ,app.Param. gdl) eye(app.
Param.gdl); ...

—app . Matrices M\app . Matrices .K —app.Matrices
M\app.Matrices.C]; % Matriz de estado

B = [zeros(app.Param.gdl ,app.Param.gdl); inv(app
.Matrices M) ]; % Matriz de entrada

p = zeros (app.Param.gdl ;1); % Vector de posicion
de la fuerza

Datos = [];
nodoFuerza = app.
SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;

% Se selecciona la posicion de la fuerza

p(nodoFuerza) = 1;

% Se crea el vector donde se resuelve Bxu
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b = [zeros(app.Param.gdl 1) ; inv(app.Matrices.M

[Datos.fe ,Datos. tf] = fuerzaRandom (app, 'Ejemplo '

fe = app. AmplitudGenericoEditField. Valuexinterpl
(Datos. tf ,Datos.fe ,app.Param.t, 'spline ");

u(nodoFuerza ,:) = fe;

x0 = zeros (app.Param. gdlx2,1);

% Condiciones iniciales
% Resultado Exacto
[app . Resultado . Exacto.t_exacta ,app.Resultado.
Exacto.u_exacta] =
TimeSol_Exacta (app,x0,A,b, fe ,Datos, ' Generico
","Aleatorio");

% Solucion Newmark

beta = app.betavalue_3.Value;

gamma.n = app.gammavalue_3. Value;

[app . Resultado .Newmark.d,app. Resultado . Newmark.

dp, ...
app . Resultado .Newmark.dpp] =
NewmarkMethod_ejemplo (app , beta ,gamma n, 'Generico',"'Aleatorio’
)
% Solucion Bathe
[app. Resultado.Bathe.d,app. Resultado . Bathe.dp,
app. Resultado.Bathe.dpp,app. Resultado.Bathe.
Bathet] = BatheMethod (app, 'Generico',"'Aleatorio');

% Solucion Bathe Modificado
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gamma
betal

app.thetavalue_3 . Value;
app. betalvalue_3.Value;
beta2 = app.beta2value_3.Value;

[app . Resultado .Bathemod.d,app. Resultado . Bathemod
.dp, ...

app. Resultado .Bathemod.dpp,app. Resultado.
Bathemod . Bathet] =...

BatheMethodModif (app ,gamma, betal , beta2 , '
Generico','Aleatorio');

% Solucion PIM
N = app.NPIMEditField_3. Value;

[app . Resultado .PIM.v,app. Resultado .PIM.vp| =

PreciseIntegrationMethod (app,N, 'Generico ',
Aleatorio');

% Solucion Runge—Kutta

[app. Resultado .RK.t ,app. Resultado .RK.x_sol , ...
app . Resultado .RK.x_drv] = RK4(app,x0,u,t ,A,B

elseif app.ArmnicaButton. Value

1

u

zeros (app.Param. gdl ,length (app.Param.t)) ;
% Vector de fuerzas SS

t = app.Param.t; %
Vector de tiempos para RK4

A = [zeros (app.Param.gdl ,app.Param.gdl) eye(app.
Param.gdl); ...

—app . Matrices M\app. Matrices .K —app. Matrices
M\app. Matrices.C]; % Matriz de estado

B = [zeros (app.Param.gdl ,app.Param.gdl); inv (app
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.Matrices M) ]; % Matriz de entrada

p = zeros (app.Param.gdl ,1); % Vector de posicion

de la fuerza
Datos = [];
nodoFuerza = app.

SpinnerFuerzaNodoGenerico . Value;

% Se selecciona la posicion de la fuerza

p(nodoFuerza) = 1;
% Se crea el vector donde se resuelve Bxu

b = [zeros(app.Param.gdl,1) ; inv(app.Matrices.M

fe = app.AmplitudSinusoidalGenerico.Valuex . ..
sin (app.Param. txapp.
FrecuenciaSinusoidalGenerico.Value);

u(nodoFuerza ,:) = fe;

x0 = zeros (app.Param.gdl*2,1); %

Condiciones iniciales
% Resultado Exacto
[app . Resultado . Exacto.t_exacta ,app.Resultado.
Exacto.u_exacta] =
TimeSol_Exacta (app,x0,A,b, fe ,Datos, ' Generico
', 'Sinusoidal ") ;

% Solucion Newmark

beta = app.betavalue_3.Value;

gamma_n = app.gammavalue_3.Value;

[app . Resultado .Newmark.d,app. Resultado . Newmark.
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dp, ...
app . Resultado . Newmark.dpp] =
NewmarkMethod_ejemplo (app , beta ,gamma.n, 'Generico','Sinusoidal
l) :
% Solucion Bathe
[app. Resultado.Bathe.d,app. Resultado.Bathe.dp,
app . Resultado .Bathe.dpp,app. Resultado.Bathe.
Bathet] = BatheMethod (app, 'Generico','Sinusoidal');
% Solucion Bathe Modificado
gamma = app.thetavalue_3.Value;
betal = app.betalvalue_3.Value;
beta2 = app.beta2value_3.Value;
[app . Resultado . Bathemod.d,app. Resultado . Bathemod
.dp, ...

app . Resultado . Bathemod.dpp,app. Resultado.
Bathemod . Bathet] =...

BatheMethodModif (app ,gamma, betal , beta2 ;'
Generico','Sinusoidal ') ;
% Solucion PIM
N = app.NPIMEditField_3. Value;
[app. Resultado .PIM.v, app. Resultado .PIM.vp]| =...

PreciselntegrationMethod (app,N, 'Generico ',
Sinusoidal ') ;

% Solucion Runge—Kutta

[app . Resultado .RK.t ,app. Resultado .RK. x_sol , ...
app . Resultado .RK.x_drv] = RK4(app,x0,u,t,A,B
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else % Fuerza Constante

u = zeros (app.Param.gdl,length (app.Param.t));
% Vector de fuerzas SS

t = app.Param.t; %
Vector de tiempos para RK4

A = [zeros(app.Param.gdl ,app.Param. gdl) eye(app.
Param.gdl); ...
—app . Matrices M\app . Matrices .K —app.Matrices
M\app.Matrices.C]; % Matriz de estado
B = [zeros(app.Param.gdl japp.Param.gdl); inv (app
.Matrices M) ]; % Matriz de entrada

p = zeros (app.Param.gdl ;1); % Vector de posicion
de la fuerza

Datos = [];

nodoFuerza = app.
SpinnerFuerzaNodoGenerico. Value;

% Se selecciona la posicion de la fuerza

p(nodoFuerza) = 1;

% Se crea el vector donde se resuelve Bxu

b = [zeros(app.Param.gdl ;1) ; inv(app.Matrices.M
)*p];
fe = zeros(1,length (app.Param.t));
for 1 = 1:length (app.Param.t)
fe(1,1) = app. AmplitudFuerzaCteGenerico.
Value;

end

u(nodoFuerza ,:) = fe;
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x0 = zeros (app.Param.gdl*2,1); %

Condiciones iniciales
% Resultado Exacto

[app . Resultado . Exacto.t_exacta ,app.Resultado.
Exacto.u_exacta] =
TimeSol_Exacta (app,x0,A,b, fe ,Datos, ' Generico

", 'Constante');

% Solucion Newmark

beta = app.betavalue_3.Value;

gamma_n = app.gammavalue_3.Value;

[app . Resultado .Newmark.d,app. Resultado . Newmark.
dp, ...
app . Resultado . Newmark.dpp] =

NewmarkMethod_ejemplo (app, beta ,gamma._n, 'Generico','Constante '

)
% Solucion Bathe
[app. Resultado .Bathe.d,app. Resultado.Bathe.dp,

app . Resultado.Bathe.dpp,app. Resultado .Bathe.
Bathet] = BatheMethod (app, 'Generico','Constante');

% Solucion Bathe Modificado
gamma = app.thetavalue_3.Value;

betal
beta2 = app.beta2value_3.Value;

app.betalvalue_3. Value;

[app . Resultado .Bathemod.d,app. Resultado . Bathemod
.dp, ...
app . Resultado . Bathemod.dpp,app. Resultado.
Bathemod . Bathet] =...
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BatheMethodModif (app ,gamma, betal , beta2 ;'

Generico','Constante ') ;
% Solucion PIM
N = app.NPIMEditField_3. Value;

[app . Resultado .PIM.v, app. Resultado .PIM.vp] =...
PreciselntegrationMethod (app,N, ' Generico ',

Constante ') ;
% Solucion Runge—Kutta
[app . Resultado .RK.t ,app. Resultado .RK. x_sol , ...
app . Resultado .RK.x_drv] = RK4(app,x0,u,t,A,B
end

close (wb)
wb = waitbar (0.7, 'CARGANDO' ) ;

valueNewmark = app.NewmarkButton_3. Value;

valueBathe = app.BatheButton_3. Value;

valueBatheMod = app.BatheModificadoButton_3.
Value;

valuePIM = app.PIMButton_3. Value;

valueRK = app.RungeKuttaButton_3. Value;

valueExacto = app. ExactaButton_3. Value;

if valueNewmark =— 1

app. UIlAxes_ 3. Title.String = 'Desplazamiento

Nodal Newmark';
plot (app.UIAxes_3 ,app.Param.t , ...
app . Resultado .Newmark.d (nodo ,:) );

elseif valueBathe — 1

app . UTAxes_3. Title.String = 'Desplazamiento
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Nodal Bathe';

3

plot (app.UIAxes_3 ,app.Resultado.Bathe.Bathet

(1:length (app. Resultado.Bathe.d)), ...
app . Resultado .Bathe.d(nodo ,:) );

elseif valueBatheMod =— 1

app. UlAxes_3. Title.String = 'Desplazamiento
Nodal Bathe Modificado';

plot (app.UlAxes_3 ,app.Resultado . Bathemod.
Bathet ...

(1:length (app. Resultado.Bathemod.d)), ...
app . Resultado . Bathemod.d(nodo ,:) );

elseif valuePIM =— 1

app. UlAxes_3. Title.String = 'Desplazamiento
Nodal PIM';

plot (app.UIAxes_3 ,app.Param.t, ...
app. Resultado .PIM.v(nodo,:) );

elseif valueRK =— 1

app. UlAxes_3. Title.String = 'Desplazamiento
Nodal Runge—Kutta';

plot (app.UIAxes_3 ,app.Resultado .RK.t, ...
app. Resultado .RK. x_sol (nodo ,:) );

elseif valueExacto =— 1

app. UIlAxes_ 3. Title.String = 'Desplazamiento
Nodal Exacto';

plot (app.UIAxes_3 ,app.Resultado . Exacto.
t_exacta , ...

app . Resultado . Exacto.u_exacta(nodo,:) );

else
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end
% Se programa la gr fica que contiene los

errores

app . UIAxes2_3.YLim = ([—app.AmplitudSlider_3.
Value app.AmplitudSlider_-3.Value]) ;

valueNewmarkerror = app.NewmarkButtonerror_3.
Value;

valueBatheerror = app.BatheButtonerror_3.
Value;

valueBatheModerror = app.BatheModButtonerror_2.
Value ;

valuePIMerror = app.PIMButtonerror_3. Value;

valueRKerror = app.RKButtonerror_3. Value;

% Error Newmark

Nd_interp = interpl (app.Param.t ,app.Resultado.
Newmark.d(nodo,:) , ...
app . Resultado . Exacto.t_exacta , 'lineal ");
app.error.errorN = abs((app.Resultado.Exacto.

u_exacta(nodo,:) ...
—Nd_interp'))./app.Resultado.Exacto.u_exacta

(nodo ,:) *100;
% Error Bathe
Bd_interp = interpl (app.Resultado.Bathe.Bathet

(1:length (app. Resultado.Bathe.d)), ...
app . Resultado . Bathe.d(nodo,:) , ...
app . Resultado . Exacto.t_exacta , 'lineal ');
app.error.errorB = abs((app.Resultado.Exacto.
u_exacta (nodo,:) ...
—Bd_interp'))./app.Resultado.Exacto.u_exacta (
nodo ,:) x100;
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% Error Bathe Modificado

Bmd_interp = interpl (app.Resultado.Bathemod. Bathet

(1:length (app. Resultado.Bathe.d)), ...
app . Resultado . Bathemod .d(nodo ,:) , ...
.Exacto.t_exacta,'lineal ');

app.error.errorBm = abs((app.Resultado.Exacto.

app . Resultado

u_exacta (nodo,:) ...
—Bmd_interp'))./app. Resultado .Exacto.u_exacta(

nodo ,:) x100;
% Error PIM

PIM_interp = interpl (app.Param.t ,app.Resultado.PIM.v
(nodo,:) , ...

app . Resultado . Exacto.t_exacta ,'lineal ');
app.error.errorPIM = abs((app.Resultado.Exacto.

u_exacta(nodo,:) ...
—PIM_interp'))./app.Resultado.Exacto.u_exacta(

nodo ,:) x100;
% Error Runge—Kutta

rk_interp = interpl (app.Param.t, ...
app . Resultado .RK. x_sol (nodo,:) , ...
app - Resultado . Exacto.t_exacta , 'lineal ') ;
app.error.errorRK = abs((app.Resultado.Exacto.

u_exacta(nodo,:) ...
—rk_interp'))./app.Resultado.Exacto.u_exacta (

nodo ,:) *x100;

if valueNewmarkerror — 1

app. UlAxes2 3. Title.String = "Error Newmark';

plot (app. UTlAxes2_3 ,app. Resultado . Exacto.t_exacta
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app.error.errorN  '—x ')
elseif valueBatheerror = 1
app. UlAxes2 3. Title.String = 'Error Bathe';
plot (app.UIlAxes2_3 ,app. Resultado . Exacto.t_exacta
7 app.error.errorB | '—x');
elseif valueBatheModerror = 1
app . UTAxes2_ 3. Title.String = 'Error Bathe
Modificado ';

plot (app. UlAxes2_3 ,app. Resultado.Exacto.t_exacta
app.error.errorBm , '—x ') ;

elseif valuePIMerror =— 1

app. UlAxes2_3. Title.String = 'Error PIM';
plot (app.UTAxes2_3 ;app. Resultado . Exacto.t_exacta

app.error.errorPIM | '—x');

elseif valueRKerror =— 1

app. UlAxes2_3. Title.String = 'Error Runge—Kutta'

plot (app. UIlAxes2_3 ,app. Resultado.Exacto.t_exacta

app.error.errorRK | '—x');

else

end

close (wb)

wb = waitbar (1, 'COMPLETADO') ;

end
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