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1 Introduccién

Este articulo presenta los elementos orbitales (clasicos o keplerianos) que permiten situar y
orientar una 6rbita en el espacio tridimensional. En algunas érbitas no se puede medir alguno
de esos elementos y se definen otros alternativos que también se presentan en este articulo.

Una vez definidos los elementos se propone una guia para obtenerlos a partir del vector estado
de un satélite.

En la Seccién 5 se presenta el sistema de coordenadas Perifocal (situado en la propia érbita) y el
proceso a seguir para obtener las coordenadas y velocidades de un vehiculo cuando se conocen
sus elementos.

Finalmente en la dltima seccién se muestra como cambiar las coordenadas de un sistema
Perifocal al Geocéntrico-Ecuatorial. De esta manera tendremos un método para pasar de los
elementos orbitales de un moévil a sus coordenadas y velocidades geocéntrico-ecuatoriales.

Recordemos que segin [Curtis] la ecuacién orbital de un satélite de masa m que 6rbita alrede-
dor de un cuerpo central de masa M por atraccién gravitatoria es:
2
m
re=— 1
1+ ecost (1)
—
donde b= || i || = || 7 A V| es el momento angular que es constante, 1 = 398600.5 km3/s2

es el parametro gravitacional de la Tierra, e = ||C' /|| es la excentricidad de la 6rbita obtenida

con el vector de Laplace que también es constante y 6 es la anomalia verdadera (angulo entre
ey 7T)

Para la aplicacién de las ecuaciones debemos recordar algunas relaciones entre parametros orbi-
tales que se verifican en cualquier 6rbita kepleriana y que pueden consultarse en la bibliografia:

El momento angular de cualquier érbita verifica h = r v, .

La energia especifica cumple =——-—(1-€’)=—-
L

La velocidad radial en cualquier posicién y érbita es v, = %e sen .

La velocidad transversal es v; = = (1 + ecosf).

>=

2 Objetivos

Una vez hayas leido con detenimiento este documento seras capaz de:
= Situar en el espacio un cuerpo cuando se conocen sus elementos orbitales.

» Obtener los elementos orbitales de un satélite si conocemos su vector estado (coordenadas
de su posicién y de su velocidad).

= Reconocer y situar el sistema de referencia perifocal para poder obtener las coordenadas
perifocales a partir de los elementos.

= Obtener las coordenadas de la posicién y la velocidad de una nave en el sistema Geocéntrico-
Ecuatorial partiendo del conocimiento de sus elementos orbitales.
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Elementos orbitales clasicos

Para definir una 6rbita en el plano hacen falta dos parametros: excentricidad (e) y semieje
mayor! (a). De estos dos pardmetros se pueden deducir otras constantes orbitales como la
energia especifica (£) y, en el caso de la elipse, el periodo orbital (7"). Para situar un punto en
la 6rbita es necesario un tercer parametro, la anomalia verdadera (6) del que se puede obtener
el tiempo desde su paso por el perigeo (t —t,).

Angulos de Euler:
Para situar una 6rbita en tres dimensiones son necesarios otros tres parametros llamados angulos
de Euler (ver figura 1).

En primer lugar definimos la Linea de Nodos como la interseccién entre el plano orbital y el
ecuatorial. El punto de la linea de nodos donde el cuerpo cruza hacia arriba el plano ecuatorial
se denomina Nodo Ascendente y donde cruza hacia abajo Nodo Descendente. La linea de
nodos permite definir el vector 77 como aquel que apunta al nodo ascendente. El angulo entre
el eje positivo X, que apunta al Punto Vernal, y 77 es el primer angulo de Euler denominado
Ascensién Recta del Nodo Ascendente y que es representado por €2 o por RAAN. Por
tanto, () estard comprendido entre 0° y 360°.

El angulo diedro entre el plano orbital y el ecuatorial se denomina Inclinacién y se presenta
por i. Se mide en sentido antihorario alrededor de |a linea de nodos. La inclinacién es un angulo

- . .
entre 0° y 180°. Como el vector del momento angular ( i) es perpendicular al plano orbital y
el eje Z al ecuatorial la inclinacién también es el angulo formado por h vy el eje Z positivo.

El tercer angulo permite situar el perigeo de la drbita. Recordemos que el perigeo es la intersec-
cién entre el vector excentricidad (€) y la 6rbita. Definimos como Argumento del Perigeo

w) al angulo que hay entre los vectores 77 y € medido sobre el plano de la érbita. El argumento
g 2
del perigeo puede estar entre 0° y 360°.

En resumen, los 6 elementos orbitales son:

= g semieje mayor (a veces sustituido por el momento angular h)

e excentricidad

7 inclinacién

) ascensién recta del nodo ascendente

= w argumento del perigeo

= 0 anomalia verdadera (a veces se usa la anomalia media M).

En 6rbitas ecuatoriales no hay nodo ascendente por lo que no puede tomarse como referencia
para w y en Orbitas circulares no hay perigeo por lo que no puede tomarse como referencia
para 6. Por eso en algunas ocasiones (6rbitas circulares, ecuatoriales o ambas cosas) se utilizan
elementos alternativos (ver figura 2):

= La longitud del periapsis w = Q 4+ w
= El argumento de latitud v =w + 6

= Lalongitud verdadera L = Q + w + 0.

1En ocasiones se utiliza el momento angular (h) de la érbita en lugar del semieje mayor
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/__ Satélite erigeo satélite
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w
Plano ecuatorial
i Y
:~Nodo ascendente
Linea de nodos
. i
Y Figura 2: Elementos alternativos para érbitas cir-

. o culares y/o ecuatoriales: w,u y L
Figura 1: Elementos angulares de una érbita

Obtencién de los elementos orbitales a partir del vector estado

Dada la posicién 7 y velocidad 7 de un vehiculo en coordenadas geocéntrico-ecuatoriales se
pueden calcular sus elementos orbitales, veamos como:

Paso 1: Calcular r y v:
r=|71 y v=|7|

Paso 2: Calcular la energia especifica de la érbita y el semieje mayor:

v 1 0
§ 2 7 2a “ 2 (2)

. — —

Paso 3: Calcular el momento angular especifico: h=TAU y h=]|h|

Paso 4: Calcular el vector excentricidad y su magnitud:

[el=1el = f (3)

Paso 5: Calcular la inclinacién. Si tomamos & en la direccién de Z, (ver figura 3) resulta:

%

k- h h
T =kh cos(i) — || = arccos — | =|arccos (hZ> (4)

Figura 4: Q: Angulo desde el Punto Vernal hasta la

Figura 3: i: Angulo entre el plano ecuatorial y el orbital. .
g g P y linea de nodos medido sobre el Ecuador.
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- = .
Paso 6: Calcular la direccién de la linea de nodos 7 = k A h y la Ascensién Recta del
Nodo Ascendente, (ver figura 4):

— 7w

- 7 - n

) -ﬁzlncosQ%Q:arccos( >:a7“ccos (—x>
n n

pero 2 € [0°,360°] y puede haber ambigiiedad de cuadrante al calcular el arccos, por lo que

arc cos (ﬁ) (ny >0)

n
360° — arc cos <%) (ny <0)
n

Q= (5)

Paso 7: Calcular el argumento del perigeo, (ver figura 5):

ﬁ? =necosw —)w:arccos(

ne

pero como antes, w € [0°,360°] y puede haber ambigiiedad al calcular el arccos, por lo que

arc cos (ﬁ : ?> (e2 > 0)

ne

(6)

Figura 5: w : Angulo entre linea de nodos y perigeo

Figura 6: 6 : Angulo entre perigeo y vector posicién

Paso 8: Calcular la anomalia verdadera, (ver figura 6):

?-7=ercos€—>9=arccos(

?.7)

er

donde también hay ambigiiedad al calcular el arc cos porque 6 € [0°,360°], asi que

arc cos <? : 7) (7 -7 >0)

er
¢-7

er

360° — arc cos < ) (7 -7 <0)
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Ejemplo 4.1 La medicion de las coordenadas y de la velocidad de un vehiculo espacial (vector
de estado) referidas al sistema Geocéntrico- Ecuatorial da los siguientes resultados:

7= (—10515.45, —5235.37,49.17) km  y T = (—2.10305, —4.18146,5.56329) km/s
Determina los elementos orbitales a, e, i,$2,w y 0 del vehiculo. Calcula las alturas del perigeo y
del apogeo asi como el periodo de la érbita.
Solucién:

Si seguimos los pasos 1y 2 llegaremos a deducir el semieje mayor a:

r=V7T T =117468km y v=V7V -V =7.27032km/s

v?  p 7.270322  398600.5 9, 9
£ = 5= 5 T —7.50401 km*/s
m 398600.5
- = [96559.2 km |
“T T2 T T2 (=7.50400) =

Ahora siguiendo los pasos 3 y 4 obtendremos el momento angular y la excentricidad e:

%
h =7 AT =(—28920.3,58397.1,32959.7) — h = 73027

-
C—TAH - p = (~105881.,86074.9, ~245409.)

T (-105881.,86074.9, —245409.)
ec = — =
P’ 3936005

e =2 = ||(—0.265631,0.215943, —0.615678)| =[0.70445

= (—0.265631,0.215943, —0.615678)

Siguiendo el paso 5 se halla la inclinacién i:

h, 2 .
i = arccos <h> = arc cos <37§052977> =163.1706°

El paso 6 nos permite obtener la linea de nodos 77 y la ascensién recta del nodo ascendente €

- =
W=k AR =(0,01)A(—28920.3,58397.1,32959.7) = (—58397.1, —28920.3, 0)

—58397.1
Q = 360° — arc cos <‘nw’> = 360° — arccos (65166) =1206.346°
I

Utilizando 7 y @ y siguiendo el paso 7 se puede hallar el argumento del perigeo w:

(e-<0) e 9266.96
w = '360°—arccos ( ) = 360° —arc cos (45906 2) = 360°—78.3538° =|281.646°

ne

El paso 8 y altimo utiliza 77 y € para calcular la anomalia verdadera 6:

.7 e-7 1632.42
0 (7-2>0) arc cos ( ¢ > = arccos< SoTE > ={78.6226°

er
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Sistema de referencia Perifocal

En ocasiones hay que utilizar un sistema de coordenadas sobre la drbita. Frecuentemente se
utiliza el conocido como Sistema de Referencia Perifocal (Perifocal Frame) que podemos
ver en la figura 7. Este sistema de referencia considera:

= Origen: El Foco primario de la drbita

= Plano: El plano orbital

= Direccién principal: La direccion del periapsis de la érbita.

Con estas referencias se toma como eje X el que va del foco al periapsis, como eje Y el que

corresponde a # = 90° y como eje Z la direccién de h, L al plano XY. La representacion de
este sistema (Xpp; Ypr; Zpr) se puede ver en figura 7.

YPF \ V
Semilatus

rectum

Periapsis

Figura 7: El Sistema Perifocal: Xpr,Ypr, Zpr.
El origen esta en el foco y la direccién pricipal es la del
periapsis.

Segiin la figura 7 se puede deducir que el vector posicién en coordenadas perifocales es:

TpF 7 Ccos 0
7 =|ypr | = [ rsen6 (8)
ZPF 0

Derivando xpp = rcosf e ypr = rsen f obtenemos
Tprp =7cosf —rfsend
Uypr = 7senf + rf cos O
Pero

0 =v, == (1+ecosf) y 7 =uv, = —esenf

que sustituyendo y simplificando resulta:

Tpp = (%esen@) cosf — % (1+ecosf)send = —%sen&

YpF = (%esen@) sen 6 + % (14 ecosf)cosf = %(e—i—cosﬁ)
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De aqui podemos obtener el vector velocidad en coordenadas perifocales es:

; _b sen 0
Tpp h

v = Yypr | = K (e + cosb) (9)
ZpF h 0

Ejemplo 5.1 Un satélite orbita alrededor de la Tierra con una excentricidad de 0.32 y un
momento angular de 59000 km? /s. j Cuéles son sus vectores posicién y velocidad en un sistema
de referencia perifocal en el instante que la anomalia verdadera es 6 = 135°.

Solucion: Calculando

h? 590002

— M — 398600.5 = 11287k
" T 1t ecos 1+ 0.32cos(135°) "

Sustituyendo en (8) se tiene:

TpF 7 cos 6 11287 cos(135°) —7981.12
7 =|ypr | = | rsen6 | = | 11287 sen(135°) 7981.12 | km
ZPF 0 0 0

Para calcular el vector velocidad en perifocales se aplica (9).Como & = 6.75594, se obtiene:
I

ipp —7, send —6.75594 sen(135°) —4.77T17
V= |ipr | = | £ (c+coso) | = | 675594 (0.32 + cos(135°)) | | —2.61527 | km/s
ipp h 0 0 0

Deduccién del vector estado Geocéntrico-Ecuatorial
conociendo los elementos

A partir de los elementos orbitales a, e,4, {2, w y 6 es sencillo obtener las coordenadas (posicién
y velocidad) perifocales usando (8) y (9). A continuacién esas coordenadas se transforman a
sistema geocéntrico-ecuatorial haciendo tres giros sucesivos de esas coordenadas. Ver la figura 8.

-
v

=y

7 \’;"

/]
NG
fj Perigeo, ¢
d
" :

q-‘. 7

W

Figura 8: Para pasar las coordenadas del sistema perifocal al Geocéntrico-Ecuatorial habra que hacer 3 giros a
esas coordenadas.

1
i\
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Un primer giro debe ser alrededor del eje Zpp = 7 en sentido horario y de un angulo w (asi
se lleva la linea del perigeo sobre la del nodo ascendente). Luego se hace otro giro horario de
un angulo i alrededor de la linea de nodos (asi coincidiran el plano orbital con el ecuatorial)
y finalmente un giro horario del dngulo Q) alrededor del eje polar (de esta forma ya coincidira
la linea de nodos con la del Punto Vernal y por tanto los tres ejes de los dos sistemas de
referencia).

La expresién que transforma coordenadas perifocales (X pr, Ypp, Zpr) en geocéntrico-ecuatoriales
(XceE, YaE, Zak) es:

XGE XPF
Yor | = R.(—Q) - Ry(—i) - R.(—w) - | Ypr (10)
ZaE ZpF

Ejemplo 6.1 En la web de Horizons podemos encontrar los elementos orbitales de la ISS para
una fecha determinada. En particular para el 5 de Febrero de 2019 a las 0h UT se han descargado
los siguientes elementos:

a = 6779.89 km e = 0.00153853 i = 51.53196°
2 = 298.4089° w = 70.3950° 6 = 199.0343°

Calcular las coordenadas de la posicion y de la velocidad en ese instante en el sistema Geocéntrico-
ecuatorial.

Solucién: Para empezar debemos hallar el momento angular

h=+/ja(l—e2) = +/398600.5 - 6779.89 (1 — 0.001538532) = 51985.2 km?/s

y con él podemos hallar ry 4:

h? 51985.22

M 398600.5
_ _ — 6789.75 k
" T Tiecosd 1+ 0.00153853 cos(199.03430) "

wo 398600.5
— = ——" =7.66758
h 51985.2

y ahora se pueden obtener las coordenadas perifocales

rcos 6 6789.75 cos(199.0343°) —6418.51
Tpp=|rsen6 | = [ 6789.755en(199.0343°) | = | —2214.37 | km
0 0 0
—Hsenf —7.66758 sen(199.0343°) 2.50066
Upr =% (e+cosh) | = | 7.66758 (0.00153853 + cos 199.0343°) | = | —7.23654 | km/s
0 0 0
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El paso siguiente es transformar estas coordenadas Perifocales en Geocéntrico-ecuatoriales uti-
lizando la expresién (10):

Tap = R.(—Q) - Ry(—i) - Ro(—w) - T pp =

—6418.51 —3747.09
:Rz(—298.4089°)R$(—51.53196°)RZ(—70.3950°) —2214.37 | = | —1949.92 | km
0 —5315.81
Ve = R.(—9Q) - Ry(—i) - Ro(—w) - Upp =
2.50066 3.60285
= R,(—298.4089°) R, (—51.53196°) R,(—70.3950°) | —7.23654 | = | —6.75552 | km/s
0 —0.0566889

Cierre

En este articulo se han definido los elementos orbitales que sitian un cuerpo en el espacio.

Se ha detallado la relacién existente entre los elementos orbitales y las coordenadas de la
posicién y velocidad de un vehiculo tanto en un sistema de coordenadas Perifocal como en el
Geocéntrico-Ecuatorial.

Para ello ha sido necesario explicar el sistema de referencia Perifocal y dar las pautas para poder
hacer cambios entre ambos sistemas de referencia

Estos contenidos han sido apoyados con ejemplos que muestran su aplicacién a posibles situa-
ciones reales.
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