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Resumen

En esta tesis se estudia a fondo el modelo mas realista posible que describe la propagacién de luz, en los
regimenes lineal y no lineal, paraxial, en celdas planares de cristales liquidos nematicos. Se tratan los casos
unidimensionales y bidimensionales, asi como la evolucién de campo 6ptico en estas estructuras de tamanos
micrométricos. De esta forma se detallan aspectos como la influencia de la no linealidad no local en estos
dispositivos, o el efecto de la anisotropia, tanto en el plano de evolucién en el régimen unidimensional, como
en el plano transversal del estudio bidimensional de dispositivos. Ademés se estudian regimenes de trabajo,
inexplorados hasta ahora, de las ecuaciones que definen la posiciéon del cristal liquido unidimensional, al
hacer uso de condiciones de contorno asimétricas. Esta configuracién permite la apariciéon de un régimen
lineal fuertemente confinante, basado en la induccién de guias de variacion gradual del indice de refraccion.
La condicién de frontera define el namero de guias inducidas para un mismo dispositivo. Se caracteriza el
comportamiento de estos dispositivos en los regimenes lineal y no lineal.

Desde el punto de vista numérico, se emplea el método de diferencias finitas para resolver las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales involucradas. Los sistemas de ecuaciones no lineales a que nos conduce el
método numérico se resuelven con técnicas iterativas estdndar como el método Newton-Raphson. Se emplean
técnicas numéricas avanzadas como el empleo de métodos de direccion alternada (o métodos semi-implicitos)
para mejorar las prestaciones computacionales de nuestros cddigos. Ademés introducimos una novedosa
condicién de contorno transparente que aplicamos con éxito a las ecuaciones de distribuciéon de campo
eléctrico bidimensional y la ecuacién de distribucién del angulo de torsién del cristal liquido. Esto nos
permite mejorar atn mas los tiempos de computo en la simulaciéon de dispositivos complejos.

Por ultimo, en el terreno de las aplicaciones, empleamos los cédigos desarrollados para simular la trans-
ferencia de energia entre los canales de un acoplador direccional 6ptico. También disefiamos un novedoso
dispositivo electro-optico que aprovecha la versatilidad de las celdas planares de cristal liquido para guiar
luz en el régimen lineal, teniendo al voltaje aplicado a los electrodos como grado de libertad para controlar
la trayectoria de la luz.






Resum

En esta tesi s’estudia a fons el model més realista possible que descriu la propagacié de llum, en els régims
lineal i no lineal, paraxial, en cel-les planares de cristalls liquids nematics. Es tracten els casos unidimensionals
i bidimensionals, aixi com ’evolucié de camp optic en estes estructures de grandaries micromeétriques. D’esta
manera es detallen aspectes com la influéncia de la no linealitat no local en estos dispositius, o l'efecte
de P’anisotropia, tant en el pla d’evoluci6 en el régim unidimensional, com en el pla transversal de ’estudi
bidimensional de dispositius. A més s’estudien régims de treball inexplorats fins ara, de les equacions que
definixen la posici6 del cristall liquid unidimensional, al fer s de condicions de contorn asimeétriques. Esta
configuracié permet I’aparicié d’un régim lineal fortament confinant, basat en la induccié de guies de variacié
gradual de 'index de refracci6. La condici6 de frontera definix el nombre de guies induides per a un mateix
dispositiu. Es caracteritza el comportament d’estos dispositius en els régims lineal i no lineal.

Des del punt de vista numéric, s’empra el métode de diferéncies finites per a resoldre les equacions
diferencials en derivades parcials involucrades. Els sistemes d’equacions no lineals que ens conduix el métode
numeéric es resolen amb técniques iteratives estandard com el métode Newton-Raphson. S’empren técniques
numeériques avancades com els métodes de direcci6 alternada (o métodes semi-implicits) i la implementaci6
de técniques MultiGrid per a millorar les prestacions computacionals dels nostres codis. A més introduim una
nova condicié de contorn transparent que apliquem amb éxit a les equacions de distribuci6é de camp eléctric
bidimensional i a ’equacié de distribuci6 de I'angle de torsio del cristall liquid. Agd ens permet millorar
encara meés els temps de comput en la simulacié de dispositius complexos.

Finalment, en el terreny de les aplicacions, emprem els codis desenvolupats per a simular la transferéncia
d’energia entre els canals d’'un acoblador direccional optic. També dissenyem un nou dispositiu electro-optic
que aprofita la versatilitat de les cel-les planares de cristall liquid per a guiar llum en el régim lineal, tenint
al voltatge aplicat als eléctrodes com a grau de llibertat per a controlar la trajectoria de la llum.






Abstract

In this thesis a quite realistic complex model for describing light behavior in paraxial linear and nonlinear
regimes in nematic liquid crystal planar cells is studied. Both one and two dimensional models for the optical
field are shown in these micrometric structures. Thus the influence of nonlocal nonlinearity and the effects
of anisotropy are presented. Particularly it has been considered the case for X7 anisotropy for the one
dimensional case (which means anisotropy in the plane of light propagation) and also the XY anisotropy
which yields vectorial modes in the transverse plane. Besides, new regime due to non symmetric boundary
conditions for the one dimensional orientation of the molecules is discovered. This new configuration exhibits
a strong focusing linear regime since a deep graded index guide is induced by the molecular orientation at the
boundary. Moreover the number of graded index guides inside the nematics can be tuned by the asymmetric
boundary condition. Finally the behavior of light under linear and nonlinear regimes for this asymmetric
setup is studied.

From the numerical point of view,a finite difference method is employed to solve all the partial differential
equations involved. This numerical method yields systems of nonlinear equations which are solved with
standard iterative techniques such as Newton-Raphson method. Advanced numerical techniques such as
alternating direction implicit schemes or MultiGrid techniques are employed to improve the computational
performance of our codes. Besides, we introduce a novel transparent boundary condition which is used
successfully to solve the two dimensional electric field equation and the twist angle distribution of the
nematic over the cell. This improves a bit more the computational cost needed to solve the complex optical
devices we deal with.

Finally, with respect to applications, we use the codes developed in this thesis to simulate the energy
transfer between the channels of an optical directional coupler. We also design a new electro-optic device
which profits the versatile properties of nematic liquid crystal cells to guide light in the linear regime. The
electric voltage applied to the cell is used as a degree of freedom that allows us to control the trajectory of
light.
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Introduccion

En este capitulo introductorio nuestra intencién es avanzar un conjunto de conceptos necesarios para
entender el trabajo de esta tesis y que juegan un papel fundamental en los resultados que mostramos.
No pretendemos elaborar un texto recopilatorio de la fisica de cristales liquidos ni de la 6ptica no lineal,
pues esos conocimientos ya se exponen de manera magistral en numerosos libros [1, 2, 3]. Sin embargo nos
basaremos en ellos, en parte, para desarrollar los contenidos que mostremos en este capitulo. Recordaremos
el porqué son tan interesantes los cristales liquidos para la éptica, en particular en el régimen no lineal.
Explicaremos los motivos por los que suceden los fen6menos més presentes en esta tesis como la ineludible
doble refraccion en un medio uniaxial. Los mecanismos 6pticos no lineales que producen soluciones soliténicas
no seran presentados, pues la no linealidad del modelo que empleamos aparece de manera efectiva por acoplo
de varias ecuaciones diferenciales. Por tanto no es util aludir a la obtencién de los términos no lineales tipicos
que producen no linealidades 6pticas, pues el origen es bien distinto. Tras esta seccién introductoria al tema
de los cristales liquidos, procederemos a exponer cuél es el estado del arte en el campo de la propagaciéon
lateral de luz en celdas planares de cristales liquidos nematicos. Finalmente marcaremos la intencionalidad
de esta tesis y avanzaremos su estructura como documento para guiar la lectura del mismo.

1.1. Cristales liquidos nematicos

Los cristales liquidos son sustancias que presentan propiedades de sélidos y de liquidos al mismo tiempo
[2]. Existen tres tipos de cristales liquidos: liotropicos, poliméricos y termotropicos. Esta clasificacion se
realiza atendiendo a cual es la variable o el fenémeno que hace aparecer la naturaleza liquido-cristalina
en ciertas sustancias (principalmente moléculas complejas con anillos bencénicos). En los cristales liquidos
liotropicos es la concentracién de un material en determinados disolventes, en los poliméricos es el grado
de polimerizaciéon de determinadas estructuras aromaéticas y en los termotropicos es la temperatura. Estos
ultimos son los més estudiados por sus propiedades épticas y podemos clasificarlos a su vez en tres subtipos:
neméticos, colestéricos y esmécticos. Se diferencian por las distintas ordenaciones posibles de sus moléculas,
que en el caso de los nematicos, suelen representarse por elipsoides de revolucién capaces de interactuar
entre si debido a su caréacter eléctrico dipolar. La fase nemética de los cristales liquidos se caracteriza por un
orden orientacional de sus moléculas y por una movilidad traslacional muy semejante a la de un liquido. Las
moléculas de cristal liquido nemético estan orientadas en una direccién preferente, conocida como director
7i. Los colestéricos suelen llamarse también nematicos quirales y se diferencian de aquéllos en que suelen
disponerse en una estructura helicoidal. Se obtienen afiadiendo una molécula quiral ! a un cristal liquido
nematico. Por ultimo, los esmécticos, se diferencian de los neméticos en que poseen un orden posicional,
es decir, sus moléculas estan ordenadas de acuerdo a algin patréon determinado, por ejemplo orientaciones
preferentes por laminas. Por este motivo admiten una subclasificacién muy rica atendiendo a las distintas
disposiciones posicionales y orientacionales de las moléculas.

Ocurre que los cristales liquidos termotropicos suelen disfrutar de un rango de temperaturas pequeno para
el que se exhibe el comportamiento nemético, esto es, orden orientacional y movilidad traslacional. Dado
que en determinadas aplicaciones nos interesa trabajar en este régimen, es interesante aumentar el rango de
temperaturas en el que persiste la fase nematica antes de sufrir la transformaciéon nematico-isotropica con el

'Recibe el nombre de molécula quiral aquella cuya estructura espacial no coincide por superposicién con su imagen especular.

17



18 1. INTRODUCCION

aumento de temperatura, o la transfromacién nematico-cristalina con la bajada de temperatura. Para cumplir
este objetivo suele trabajarse con mezclas de cristales liquidos cuyas propiedades son, muy aproximadamente,
una ponderacién de las propiedades de cada uno de los componentes. En particular pueden conseguirse rangos
de temperatura de la fase nematica varios 6rdenes de magnitud mayores. El cristal liquido comercial E7 con
el que trabajamos en esta tesis es una mixtura de cuatro sustancias que exhiben comportamiento de cristal
liquido.

z Eje optico (director)

(3]
A ) .
- =
e ‘1
O
B

Figura 1.1: Orientacién de los ejes y posicion de una molécula de cristal liquido nematico, con sus respectivos
indices de refraccion.

En ocasiones se utilizan colorantes junto con el cristal liquido, lo cual tiene principalmente dos efectos
sobre la propagacion de luz en estos medios. El primero es la modificacion de la absorciéon de energia por parte
del medio en cierto espectro frecuencial, con el consiguiente aumento de temperatura local. Este efecto puede
ser util para variar los correspondientes indices de refraccién del medio, que dependen de la temperatura.
De hecho el indice extraordinario del E7 tiene una dependencia mondétona decreciente con la temperatura.
Ademas, puede ocurrir también la conocida como inestabilidad térmica al modificar las propiedades del medio
por transicién de fase nemético-isotropica. El segundo efecto es conocido como guest-host effect en inglés,
o efecto huésped-anfitrién. Ocurre debido a la diferente absorciéon que presentan las moléculas de colorante,
el huésped, en funcién de la polarizacion de la luz. Normalmente la absorciéon de estas moléculas es mucho
mayor en la direccion paralela a su eje mayor (eje 6ptico) que a su eje menor. Al tener formas alargadas
pueden ser orientadas por el anfitrion, el cristal liquido, con lo que la intensidad del campo transmitido puede
modificarse. Aplicando un campo externo conseguimos reorientar el cristal liquido y éste a su vez reorienta
a las moléculas de colorante, cuya absorcién cambia, haciéndolo pues el conjunto.

Las moléculas de cristal liquido tienen forma elipsoidal y son épticamente anisétropas, es decir, sus
caracteristicas opticas, en particular el indice de refraccién que experimentard un haz de luz, depende de
la direcciéon de propagaciéon a través de dicha molécula. En la figura 1.1 puede apreciarse la orientacion
de una molécula de cristal liquido nemético con respecto al sistemas de coordenadas que suele utilizarse
para el andlisis de dispositivos de celdas planares. El eje z suele utilizarse como eje de propagaciéon y es
utilizado como eje de simetria, a veces referido como eje del cristal o eje 6ptico. El haz de luz es una onda
electromagnética transversal, por lo que su campo eléctrico yace en el plano transversal zy y, por tanto, su
vector de polarizaciéon también. Los indices de refraccién en las direcciones transversales no toman el mismo
valor que el indice de refraccion en el eje 6ptico. Este hecho se conoce como birrefrigencia 6ptica. En el caso en
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el que los dos indices transversales sean iguales se habla de medios uniaxiales, mientras que el caso de valores
distintos en el plano transversal representa el caso de cristales biaxiales. Si, ademaés, el valor del indice de
refraccion en el eje menor (o direccion transversal) es menor que en el eje mayor, se habla de medios uniaxiales
positivos y de medios uniaxiales negativos en caso contrario. Nosotros estudiamos el caso de propagacion
lateral de luz en medios uniaxiales positivos. Es interesante hacer ver que, debido a la dependencia de la
permitividad dieléctrica con el angulo de la molécula en el plano XZ, los medios con birrefrigencia positiva
exhiben una no linealidad orientacional enfocante, mientras que en el caso de birrefrigencia negativa la no
linealidad es desenfocante. En la figura 1.1 puede verse como un campo éptico que se propaga en la direccion
s afecta a la orientacion molecular induciendo un giro € (el d&ngulo de cabeceo) debido al alineamiento de las
componentes transversales del campo eléctrico con el eje 6ptico de las moléculas de cristal liquido.

Es necesario, llegados a este punto, describir como ocurre la propagacién de un haz polarizado linealmente
a través de un cristal liquido nemético que conforma un medio éptico birrefrigente uniaxial positivo. Para
ello partimos de las ecuaciones de Maxwell, en ausencia de fuentes y cargas,

D
OH
,U,(]E =-Vx E, (12)
V-D =0, (1.3)
V-B =0,

siendo

D =¢E+ P =c¢E,
B =po(H+M) = puH,

las ecuaciones constitutivas que marcan la relacion entre los campos desplazamientos eléctrico D y magnético
B con los campos eléctrico E y magnético B y sus correspondientes polarizaciones eléctrica P y magnética
M. Consideramos una onda plana monocromatica (de una frecuencia espacial) de frecuencia w cuyos campos
vienen dados por

E exp(i1(kr — wt)),
Hexp(u(kr — wt)),

siendo ¢ la unidad imaginaria, v/—1, k el vector de onda definido por k = w/cn con n el indice de refraccion
del medio que se asume sin pérdidas, esto es, real y positivo. Sustituyendo 1.7 y 1.8 en las ecuaciones de
Maxwell (1.1-1.4) se llega al sistema de ecuaciones

k x E = wueH, (1.9)
k x H= —weE = —wD. (1.10)

Resolviendo este sistema de ecuaciones podemos expresar los campos uno en funcién del otro, por lo que
puede obtenerse un sistema de ecuaciones desacoplado para cada uno de los campos,

k x (k x H) + w?ueH = 0, (1.11)
k x (k x E) + w?ueE = 0. (1.12)

Estas expresiones nos dicen que el vector de onda k, y los campos eléctrico E y magnético B son ortogonales
entre si, pues su producto vectorial debe anularse. Desarrollando la ecuacién vectorial 1.12 por componentes
(k = ki +k)j+ k:k, E=E;i+ E)j+ E.k) y € como el tensor dieléctrico con sus nueve componentes,
podemos alcanzar la siguiente forma matricial

wQMEM - k; — kg wzuezykmky w2,u,emkzkz E,
w?peyzkyky wipeyywine, — k2 — k2 w?pey kyk., E, | =0. (1.13)
wz,uezxkzk‘x wz,uezykzzky w2,uezzw2,uez - k% — k:g E,
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Para que este sistema de ecuaciones tenga solucién distinta de la trivial, el determinante de la matriz de
coeficientes debe anularse. De esta condicion se deduce la siguiente condicion para k, (para el caso de campo
eléctrico polarizado linealmente en la direccion = propagandose en la direccion z)

(K§ers — k2)kGezs — kéﬁiz)(kgeyy —k2) =0, (1.14)

que ofrece dos soluciones para k,

k2 = kgeyy, (1.15)
k2 = kgM) (1.16)
€2z

donde la primera solucién se corresponde a la onda ordinaria. Esta solucién se corresponde con una onda
polarizada linealmente en la direccién y que se ve afectada por un indice de refraccién €, = nf_ constante.
La segunda solucion representa la onda extraordinaria, cuyo vector de onda queda definido, a través de la
dependencia con el dngulo de cabeceo, como

12— 2 €1 (e1 + Ae)

_— 1.17
z O¢, + Accos? 0 (1.17)

Este es el motivo por el que la onda extraordinaria sufre una desviaciéon que depende de la orientacion
molecular y cuyo origen es precisamente la anisotropia del medio en el plano de propagacién zz. Asi pues,
podemos decir que una onda con polarizacién arbitraria podra expresarse como combinacién lineal de otras
dos, la ordinaria y la extraordinaria, que viajan a velocidades distintas con polarizaciones distintas. Como
viajan a velocidades distintas la fase relativa entre ellas ir4 cambiando con la propagacién y, por tanto,
también lo hara el estado de polarizacion. Este es el principio de funcionamiento de los retardadores o
mascaras de fase que sirven para imprimir determinados estados de polarizacién en un haz.

1.2. Estado del arte

Los solitones 6pticos espaciales son ondas de luz que se propagan en el espacio sin deformacion gracias a
efectos no lineales del medio de propagacion. La difracciéon que produce el ensanchamiento espacial del haz
de luz se ve compensada por un efecto de autoenfoque producido por un indice de refracciéon dependiente
de la intensidad del campo optico [1]. En el caso de que esta dependencia sea cuadratica (consecuencia
de las componentes no lineales de la polarizacion) suele referirse a este efecto no lineal como efecto Kerr.
Normalmente es necesaria una potencia Optica elevada para que se manifiesten estos efectos épticos no
lineales en medios de propagacién estandar como el silicio, por ejemplo. Sin embargo, existe una diversidad
de medios que exhibe este tipo de no linealidad 6ptica a bajas potencias, entre los que se cuentan determinados
materiales calcogenuros, cristales fotorrefractivos y cristales liquidos. Es por esto que el estudio de la éptica
no lineal en cristales liquidos ha acaparado un gran interés en las ultimas décadas [4]. Los solitones épticos
tienen comportamiento tipo particula, en tanto que se propagan sin deformacién e interactiian entre si como
tales. Esta propiedad, que les confiere estabilidad durante la propagacion, los hace candidatos ideales para
participar en dispositivos todo 6pticos de tratamiento de informacion.

Los cristales liquidos exhiben unas caracteristicas 6pticas no lineales varios 6rdenes de magnitud mayores
que la silice, comtnmente empleada como material para dispositivos de guiado de luz. Los primeros estudios
sobre la capacidad de autoenfoque de luz en cristales liquidos aparecen en el ano 1993 de la mano de Erez
Braun [5, 6]. En sus trabajos Braun hacia propagar haces de luz en tubos cilindricos de 1.5 mm de didmetro
v ya observaba ondulacién debido a la anisotropia del cristal y filamentacién a altas potencias. Braun deriva
un primer modelo simplificado que explica la ondulacién como consecuencia de la birrefrigencia del cristal
uniaxial y aporta evidencias experimentales de estos comportamientos en soportes con diversas geometrias,
cilindrica, esférica y plana. Sus colegas MacLaughlin et al. describen el modelo matemético acoplado de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que resuelve el problema, una ecuacién eliptica de sine-Gordon
para el problema de orientacién molecular acoplada a una ecuaciéon de Schrodinger para el campo 6ptico.
Se apoyan en los estudios del ruso B. Ya. Zel’dovich y del hiingaro Istvan Janossy sobre la no linealidad
orientacional de los cristales liquidos [8, 15]. Al mismo tiempo, Iam Choon Khoo ya estaba estudiando la
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no linealidad orientacional en cristales liquidos nematicos [9, 10], en particular algunos efectos dindmicos de
la reorientacién molecular inducida por haces pulsados de luz asi como efectos fotorrefractivos en cristales
liquidos. A partir de entonces empiezan a publicarse muchos trabajos de propagacion de luz en cristales
liquidos neméticos y es dificil desgranar una cronologia exacta de los resultados. En el periodo 1995/2000
siguen publicandose trabajos de I. C. Khoo, Braun y sus colaboradores [11], al tiempo que aparecen grupos
de investigacion independientes que también comienzan a publicar en este tema [12, 13, 14].

Esta tesis estudia la solucion al problema de propagacion de luz, en los regimenes lineal y no lineal,
de celdas planares en propagacion lateral. Es por esto que nuestro trabajo orbita alrededor del trabajo de
ciertos grupos de investigacion que actualmente se encuentran en este tema. Principalmente el trabajo de
Gaetano Assanto y sus colaboradores, si bien, el grupo Liquid Crystals and Photonics Group de la Universidad
de Gante, en Bélgica, es una referencia constante a lo largo de nuestros estudios. Es imposible, y poco
recomendable, aislar estos trabajos de investigacion del resto, por lo que también apareceran articulos de
otros grupos de diferentes partes del mundo que también estan desempenando papeles destacados en la
investigacion de la 6ptica no lineal en cristales liquidos en los tultimos anos.

En la segunda mitad de la década de los 90, Gaetano Assanto publico mucho (més de 50 articulos) en lo
que se refiere a solitones en medios no lineales cuadraticos [18, 19, 20|, asi como simultones [21], soluciones
estacionarias en medios periddicos en la variable de evolucién. Varios de estos estudios tenian que ver con
dispositivos de tratamiento todo 6ptico de informacion, como interruptores [17], buffers [23], diodos [22] o
transistores [16]. Sin duda, todo este trabajo es aprovechable y resulta de gran utilidad para el entonces
emergente campo de la 6ptica no lineal en cristales liquidos. El primer trabajo de Assanto en esta linea se
publica en 2000 [24]. Desde entonces ha publicado mas de 100 articulos en esta linea, lo cual, junto a las
amplias colaboraciones de investigacion de las que disfruta, son parte de de los motivos por los que orbitamos
alrededor de su trabajo.

Ya en aquel afio se observo experimentalmente el autoconfinamiento de una onda solitaria en cristales
liquidos nematicos debido a la no linealidad orientacional existente en dicho medio [24]. Y no sélo eso, sino
también el guiado de un haz copolarizado y de menor potencia, aunque de distinta frecuencia, por la guia
inducida por otro haz. Aquellos estudios experimentales se complementaban con estudios numeéricos que
utilizaban modelos simplificados. En particular, no se resolvia el acoplamiento £ — 6 que ofrece la influencia
del campo eléctrico externo sobre el dngulo de cabeceo. En su lugar se ofrecia una solucién aproximada
para el dngulo de cabeceo, limitando éste a variaciones pequenas del valor inducido por el campo externo.
El campo 6ptico en aproximacion escalar paraxial exhibia la no linealidad orientacional gracias al término
sin? @ en la permitividad dieléctrica. Para conseguir un efecto no lineal importante con angulos de cabeceo
pequenos, se aplicaba un voltaje tal que nos llevara la distribucion del angulo de cabeceo a 8 = 7/4 en el
centro de la celda, donde se propagaba el haz, valor para el que la cantidad de energia eléctrica necesaria
para reorientar el cristal era minima. Se eludia asi el umbral de Friedericksz, la cantidad minima de energia
para orientar el cristal [3].

En esas circunstancias se hablaba de solitones en cristales liquidos nematicos (CLN) en tanto que, en
aquel régimen de pardametros, se conseguia un haz estable que se propagaba sin apenas difraccion, dado que
recorria sin deformarse decenas de veces la longitud de difraccién del haz. Sin embargo, es importante hacer
ver que, aunque podiamos hablar de comportamiento tipo soliténico, no podia decirse que aquello que se
calculaba era un solitén, dado que no habia un balance exacto de las fuerzas que tendian a deformar el
haz en ambas direcciones. Estos primeros solitones en CLN eran coherentes, pues habia una ordenacion de
fase, en particular, estaban polarizados linealmente en la direccién perpendicular a las paredes confinantes del
dispositivo. Esta direcciéon de polarizacion coincidia con la onda extraordinaria que aparece como consecuencia
de la doble refraccion en un cristal uniaxial. Asi el indice de refraccion de la onda extraordinaria dependia
del d4ngulo de cabeceo del cristal liquido pero no lo hacia el indice ordinario quien permitia la difraccion del
haz en caso de canalizar luz en esa polarizacion. S6lo un afio mas tarde, en 2001, se hablé por primera vez
de solitones incoherentes en CLN [25]. Se hacia pasar un haz por un difusor giratorio con una distribucion
aleatoria de dispersores (scatterers) para luego atravesar un polarizador en la direccion x o y segtn interesara.
Se trataba pues de luz parcialmente incoherente. El nivel de incoherencia del haz dependia del tamafio relativo
del haz frente al centro del dispersor. Conforme se aumentaba el nivel de incoherencia del haz mayores
eran las potencias necesarias para conseguir comportamientos tipo solitonico. En aquellos experimentos se
llegaba incluso a guiar otro haz parcialmente incoherente a través de la gufa inducida no linealmente por el
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primero, también parcialmente incoherente. Aunque el ano siguiente, 2002, se continuaria algo con el estudio
experimental de solitones incoherentes en CLN [26], no seria hasta el 2005 cuando se hiciera un estudio
analitico de las caracteristicas de estos solitones incoherentes en estos medios [27]. A parte de estos estudios,
y alguno maés ese ano [28], los solitones incoherentes no han sido mucho méas estudiados y han caido en el
olvido en el contexto de los CLN, salvo alguna publicacién puntual [29]. No obstante, pueden relacionarse
con otros estudios de solitones incoherentes en medios no locales [30, 31, 32].

Los solitones en cristales liquidos acaparan un interés especial debido al caricter no local de la no
linealidad que los produce, la no linealidad orientacional. Los solitones no locales han venido atrayendo un
interés creciente desde que en el ano 1980 se publicara uno de los primeros estudios al respecto [33]. Uno de
los trabajos clave para los solitones no locales es el articulo en Science de Snyder y Mitchell del ano 1997
[34] en el que los bautizan con el nombre solitones accesibles por la sencillez del modelo que los describe,
que guarda una estrecha relacion con el del potencial oscilador armoénico. Asi se diferenciarian, a partir de
entonces, los solitones en medios locales (solitén de Townes, tipo Kerr) de los solitones en medios no locales.
Este articulo, junto con alguno més de los mismos autores [35], serviria de referente para los estudios de
solitones no locales en CLN, que se harian eco de estos solitones accesibles. En [36] se describe una teoria
unificadora para los solitones no locales, teniendo el nivel de no localidad como grado de libertad de las
ecuaciones. Asi, esta teoria explicaba el comportamiento de solitones no locales en los regimenes de baja y
alta no localidad (weakly and highly nonlocal regimes, respectivamente). En [38] se prosigue con la exposicion
de solitones en CLN en régimen de paraxialidad escalar y pequenas desviaciones angulares, aunque se apunta
va la necesidad de modelos no paraxiales para describir correctamente la evoluciéon de ondas solitarias cuya
amplitud sufre oscilaciones importantes en potencias altas, que no son bien descritas con la aproximacion
de envolvente suave. Utilizando un anélisis variacional en el que podia cambiarse el grado de no localidad
de manera arbitraria, se estudiaron en 2009 las propiedades de solitones gaussianos en medios no locales
generados a través de una funcion respuesta de tipo gaussiano [37].

Los modelos de propagacion 6ptica no paraxial son conocidos desde hace mucho, siendo [39] unos de los
articulos mas referenciados al respecto del origen de esta linea. Si bien muchos otros ahondan en el modelado
de la no paraxialidad en medios no lineales locales tipo Kerr [40, 41, 42, 43, 44], incluso encontrando soluciones
exactas a las ecuaciones de Maxwell en este régimen [45, 46]. Sin embargo, hay que esperar hasta 2010 y,
sobre todo 2011, para ver publicados estudios que tengan en cuenta la no paraxialidad en el contexto de la
no linealidad no local de los CLN [47, 49, 65]. La no paraxialidad en este contexto es necesaria por varios
motivos, entre los que destacan la descripcién més adecuada para las oscilaciones de envolvente no suaves
y para los desplazamientos transversales de los solitones que cada vez intentan alcanzar dngulos mayores a
través de diversos dispositivos. En definitiva, se trata de adecuar la descripcién de la evoluciéon del campo
6ptico a todas aquellas situaciones en las que no es cierta la aproximacién de envolvente suave. Muchos de
los estudios que ya hemos citado en este respecto, también tienen en cuenta el caracter vectorial inducido
por la anisotropia del medio.

La propagacion de campo 6ptico en CLN hace necesaria una descripcion vectorial que tenga en cuenta
tanto la anisotropia en el plano de evolucion del haz (definido por una coordenada transversal y la coorde-
nada de evolucion) como la anisotropia en el plano transversal, pues muchos dispositivos de celdas planares
de CLN inducen guias por aplicacién de campos eléctricos externos con una clara anisotropia en las dos
direcciones transversales (de estos dispositivos hablaremos un poco mas adelante). El problema numeérico
que representa la resoluciéon de las ecuaciones de Maxwell sin aproximaciones esta resuelto desde hace mu-
chos anos, cuando Kane S. Yee publicé el método tridimensional para resolver problemas de contorno 3D
para las seis componentes del campo electromagnético no paraxial por el método de diferencias finitas [56].
La anisotropia puede incluirse facilmente en este método sin mas que hacer las sustituciones pertinentes
de las componentes del tensor dieléctrico. A partir de este trabajo, se han publicado muchos estudios que
mejoran el trabajo de Yee en precision [57], en tiempo de computo mediante algoritmos de paralelizacion
[58] o modifican las propiedades de los esquemas en diferencias finitas [59].

En CLN Ila anisotropia en el plano de evolucién tiene un efecto muy evidente sobre la evoluciéon del haz,
pues lo desvia una cantidad que depende del dngulo de cabeceo. El comportamiento de la no linealidad
orientacional propicia la apariciéon de desviaciones del haz que son dependientes pues de la potencia 6ptica y
en esa linea hay varias publicaciones que estudian esta relacion |50, 51|. Debe decirse que, en general, los casos
en los que se contempla el angulo de inclinacién inducida por la anisotropia en el plano de evolucién, se hace
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de una manera ad-hoc introduciendo un término adicional, y no por resolucién de la ecuacién de propagacion
para el campo vectorial [50, 52]. En ocasiones, no se contempla este efecto, al estudiar el movimiento del haz en
un plano cuyo sistema de referencia se sitiia de manera tal que no existe desviacion, tomando como direccion
de evolucion la definida por el vector de Poynting para la energia del campo o6ptico [53]|. La descripcion
formal de las ecuaciones de propagacion vectorial (141)D en el contexto de CLN se publico por Beeckman en
2005 [60] aunque después, este mismo ano, se han publicado también para no linealidades ctibicas en medios
uniaxiales con no localidad generalizada por Alebrucci y Assanto [55]. También se han publicado métodos
para calcular por elementos finitos los modos de propagacién de guias anisdtropas en el plano transversal en
CLN [61, 62]. Nosotros avanzaremos en esta tesis algunos resultados en esta direccion ofreciendo los modos de
propagacién con anisotropia transversal de guias inducidas por campos externos o campos 6pticos utilizando
el método de diferencias finitas.

En cuanto a tipos de estructuras opticas que se propagan en CLN, la variedad ha ido creciendo con el
tiempo, al estudiar cada vez mas tipos de soluciones en estos medios no lineales no locales. Tras los estudios
de solitones en CLN o nematicones, se estudié la posibilidad de guiar haces de luz de baja potencia a través de
las guias inducidas épticamente por otro haz, en lo que vinieron a llamarse solitones vectoriales bicolor [63].
En este caso el adjetivo vectorial no hace referencia al tratamiento de cada uno de los campos 6pticos sino al
hecho de trabajar con mas de un campo 6ptico en la propagacién. Mas tarde se estudiaria experimentalmente
la posibilidad de lanzar, sobre la guia inducida 6épticamente, luz que se acople a distintos modos de esta guia,
de manera que se propaguen por ésta modos de orden superior [65]. También se han estudiado estructuras de
dos nematicones a distintas frecuencias y con momento angular en CLN que, bajo determinadas condiciones
de contorno, definen un estado estacionario estable en la que ambos giran entre si [64]. Yendo mas alla, se
contintia en esta linea hasta encontrar estructuras de tres nematicones con momento angular, como cluster
de nematicones, orbitando alrededor del centro de masas de la energia del conjunto [66]. En definitiva, el
estudio de las ondas estacionarias espaciales en medios no lineales no locales, como los CLN, es un tema en
constante desarrollo y promete resultados interesantes de cara a su posible empleo en el tratamiento todo
6ptico de la informacién en dispositivos micrométricos.

Miés alla de los nematicones, en el contexto de la 6ptica no lineal no local, existen numerosos trabajos que
exploran la posibilidad de nuevas estructuras épticas singulares y las diferencias que presenta su propagacion
con respecto al caso local. La 6ptica no lineal en medios no locales es un campo en el que se ha publicado
muchisimo en los ultimos 10 afos. Los resultados alcanzados en este terreno son de interés parcial para
su posible aplicacién a CLN. Y decimos parcial porque, si bien los CLN son un medio no lineal no local,
susceptible pues de presentar todas y cada una de las estructuras épticas que se analizan en estos trabajos,
no es menos cierto que la no localidad que se utilizan en muchos de estos trabajos no tiene las mismas
caracteristicas que la no localidad de la no linealidad orientacional de los CLN. Por ejemplo, la no localidad
introducida en las ecuaciones de propagaciéon del campo 6ptico como un término ad hoc, a través de una
funcién respuesta de tipo gaussiano, no es realista en términos de CLN. Ademds, en muchas ocasiones se
manipula un pardametro que permite variar la no localidad del medio y que en un medio realista, si bien la
no localidad depende de la geometria de los dispositivos, no seria tan facil de cambiar. Por estos motivos,
presentamos a continuacion varios resultados que entendemos de interés para posible trabajo futuro en CLN.

Lano localidad de algunos medios no lineales ha despertado un gran interés en parte por su capacidad para
estabilizar soluciones que en el caso analogo local son inestables, como por ejemplo la supresion del colapso en
medios locales no lineales de haces autoefocantes, entendido este colapso como una divergencia de potencia
Optica provocada por el autoenfoque [67, 68]. La no linealidad no local térmica, por ejemplo, estabiliza
solitones coherentes elipticos gracias a la forma de la no localidad como se comprobé experimentalmente en
[69]. En aquel mismo trabajo se demuestra experimentalmente que esta no localidad es también capaz de
estabilizar vortices solitonicos en anillo (vortez-ring solitons) que presentan una inestabilidad acimutal que
rompe el anillo en medios locales [70]. También los vortices de carga arbitraria se demuestran estables en
medios altamente no locales, simulados estos mediante funciéon respuesta conveniente en [71]| y utilizando
la no linealidad orientacional de CLN en [72]. Incluso se han observado numéricamente la existencia de
vortices crecientes, esto es, superposicion de dos vortices concéntricos que difieren en una unidad su carga
topoldgica [73]. En relacion a estructuras complejas con momento angular, también se estabilizan estructuras
dipolares de solitones (dipole soliton) en las que dos solitones (o méas [74, 75]) con momento angular bien
definido evolucionan de manera estable en su giro uno alrededor del otro en Medios Altamente No Locales
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(MANL). Algo més tarde se rebautizarian este tipo de soluciones como acimutones, entendidos como vortices
cuya intensidad estd modulada periddicamente en el dngulo acimutal y cuya fase varia no linealmente. Se
observarian en medios no locales en 2006, comprobando que la no localidad una vez mas estabiliza acimutones
que en medios locales son inestables [76, 77].

Los solitones de Hermite-Gauss y de Laguerre-Gauss tienen un gran interés en el estudio de resonadores
y gufas de onda, de hecho, resultan ser la solucion exacta del modelo para strongly nonlocal nonlinear media,
o modelo Snyder-Micthel (SM) [34], en coordenadas cartesianas y cilindricas respectivamente. Ademas, se
conoce desde el afio 1966 que los polinomios de Laguerre y Hermite son soluciones lineales de la ecuaciéon
de ondas escalar para la envolvente de variacion suave [78]. De hecho, al conformar cada una de las familias
de polinomios una base del espacio de soluciones de cuadrado integrable en R2. una funciéon arbitraria
bidimensional de cuadrado integrable podra expresarse como combinacién lineal de polinomios de Hermite
(o de Laguerre). También se han propuesto unas soluciones intermedias dependientes de un parametro libre
cuyos extremos son los polinomios de Laguerre por un lado y los de Hermite por otro. Se les vino a llamar haces
gaussianos generalizados [79]. Unas soluciones muy similares a estos haces gaussianos generalizados pero con
una derivacién distinta se publica en 2007, bautizadas como solitones de Ince-Gauss, una familias de soluciones
exactas para el modelo SM y obtenidas a través de una transformaciéon de coordenadas elipticas, cuya forma
transversal viene definida por los polinomios de Ince. Variando el pardmetro de elipticidad se reproducen
las soluciones basadas en polinomions de Laguerre o de Hermite [80, 81]. Existen varias publicaciones que
estudian las caracteristicas de este tipo de soluciones en MANL, en particular su estabilidad, tanto en sus
modos fundamentales [82] como en soluciones de orden superior [83]. El modelo SM de MANL también admite
como soluciones los llamados solitones de Whittaker que son solitones bidimensionales cuya intensidad esta
modulada a través de las funciones de Whittaker [84]. Los solitones de Whittaker presentan diversas familias
entre las que se cuentan solitones gaussianos, solitones tipo voértice, solitones de media luna o solitones de
collar (necklace solitons) por mencionar algunos. En [84] se demuestra numeéricamente que no todos ellos son
estables en propagaciéon en medios no lineales no locales. Una tultima clase de soluciones exactas al modelo
de SM lo constituyen los solitones gaussianos de funciéon de variable compleja (complez-variable-function-
Gaussian solitons). Estas soluciones son producto de una funcion analitica de variable compleja arbitraria y
una funcion gaussiana. Se demuestran estables en evolucion en el régimen de no localidad alta [85, 86]. Hasta
aqui en lo que se refiere a tipologia de soluciones de MANL en dos dimensiones. En los ultimos anos se ha
comenzado a investigar las soluciones a este tipo de modelos en tres dimensiones espaciales y comienzan asi
a aparecer la tipologia correspondiente a este caso, como son los solitones Kummer en MANL [87].

Al margen de la optica espacial, normalmente no se habla de solitones temporales en CLN dado que la
reorientacion molecular necesaria para propiciar la apariciéon de estas soluciones tiene una escala de tiempo
muy lenta (del orden de segundos para un dispositivos de unas 100 micras de espesor) entre otros motivos por
la no localidad de origen elastico de la orientacién molecular. Sin embargo, se ha propuesto recientemente un
mecanismo mediante el cual seria posible observar solitones espacio-temporales en CLN, es decir, estructuras
6pticas invariantes tanto en el espacio como en el tiempo, a veces referidas como light bulllets. Para ello se
haria necesario combinar dos fuentes de no linealidad independientes, una rapida y la otra lenta. En el caso de
los CLN la no linealidad lenta no local que soportaria solitones espaciales seria la no linealidad orientacional,
mientras que en el mismo medio, podria darse una no linealidad local de caréacter instantédneo (o muy rapido)
que permitiria la formacion de solitones temporales [88]. Sin embargo esta linea todavia necesita madurar y
no hay demasiados trabajos al respecto.

La inestabilidad modulacional (IM) es un efecto no lineal que ocurre en la propagacion de paquetes de
ondas con distintas componentes frecuenciales espaciales cuando son perturbados por una débil senal de ruido
policromético. En un medio homogéneo lineal cada componente frecuencial viaja de manera independiente.
No es asi en un medio no lineal, en el que hay un acoplamiento energético de ciertas componentes frecuenciales
y, por tanto, una redistribucién de la energia entre ellas, que conduce a la filamentacién del haz inicial. Aunque
el mecanismo es conocido desde hace muchos anos y fue comprobado experimentalmente en 1973 [89], es
treinta anos més tarde cuando se da cuenta del mismo en CLN [90]. Bajo la denominaciéon de MANL ya
se habian publicado algunos estudios al respecto [91, 92|. Resulta que la no linealidad orientacional y su
particular no localidad tiene un efecto de promedio espacial que influye directamente sobre la IM y reduce
de manera importante la cantidad de frecuencias a las que puede llegar el acoplo de energia. Tiene pues un
efecto de filtrado en frecuencia, al tiempo que limita la potencia canalizada por el armoénico més amplificado.
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Este mecanismo ha sido sugerido como generador de multisolitones debido a la filamentaciéon [93]. Un ano
mas tarde se publicaria la aparicién de la IM no sélo en haces de luz coherente sino también en haces de
luz parcialmente coherente [94, 95]. Aunque en 2000 ya se publicara el efecto con luz incoherente, fue en
medios locales [96]. En CLN se ha estudiado también la influencia de la IM sobre el angulo de inclinacion
del haz debido a la anisotropia del medio en el plano de propagaciéon [97]. Conforme crecen las potencias
opticas, el patréon multisoliténico formado por la IM interfiere espacialmente debido a la no localidad del
medio hasta fusionar los solitones, con el consiguiente efecto no lineal sobre la orientaciéon molecular, y la
esperada modificacién consecuente del angulo de inclinaciéon del haz.

Las celdas planares para propagacion lateral de luz son los dispositivos experimentales mas empleados
en el estudio de la optica no lineal en CLN. Son varios los motivos por los que este dispositivo estd tan
arraigado en los laboratorios: por un lado se trata de material barato y de sencilla manipulacién y por otro
estos dispositivos permiten elevados grados de control por parte del experimentador. El control del voltaje
que se aplica a los electrodos aplicados al dispositivo influye directamente sobre las propiedades 6pticas del
medio y, por tanto, permite la influencia sobre el haz 6ptico muy facilmente. Tal es asi, que se han empleado
distintas configuraciones de electrodos en celdas planares para propagacién lateral de luz para conseguir
comportamientos distintos. Asi, los dispositivos de electrodos continuos en las dos paredes confinantes del
dispositivo permitia orientar las moléculas de cristal liquido de manera que pequenas potencias oOpticas
pudieran reorientar el cristal al disminuir el umbral de Friedericksz [24].

Pronto aparecerian estructuras mas complejas de los electrodos transparentes de 6xido de indio y es-
tano (ITO) empleados en estos dispositivos, en las que se utilizaban electrodos discontinuos en una de las
paredes confinantes, en la que se dispone de mayor tension eléctrica. Asi aparecieron estudios de cristales
fotonicos unidimensionales en cristales liquidos, entendidos como un conjunto de guias paralelas inducidas
externamente a través del voltaje aplicado a la celda planar [98, 99]. En estos dispositivos se observaron
experimentalmente distintos comportamientos del haz de luz en funcién del voltaje aplicado: difraccién disc-
reta a bajas potencias y formacion de solitones discretos a altas potencias Opticas. Este comportamiento
soliténico permitia girar la trayectoria de un haz lanzado oblicuamente con respecto al eje longitudinal de
las guias. A bajas potencias el haz iba atravesando todas y cada una de las guias con las que se cruzaba,
pero a partir de cierta potencia dptica, la suficiente como para formar un solitén, éste se guiaba por la guia
inducida por él mismo, desacoplandose asi del resto de guias y cambiando la direccién que hubiera seguido en
el caso lineal [100]. Este mecanismo se entendia también como un interruptor todo 6ptico, pues la trayectoria
del haz dependia de la potencia del mismo y producia dos resultados estables y diferentes separados por
cierto umbral de potencia 6ptica. También se exploraron la dependencia de este tipo de dispositivos con el
grado de no localidad, utilizando modelos genéricos que permitieran cambiar este parametro [101, 102]. En
estos cristales fotonicos unidimensionales también se ha observado el efecto tunel de Landau-Zener ([103])
inducido 6pticamente. Es decir, un haz que abarca varias de las guias paralelas produce una modificacion
en el indice de refraccion, generando un gradiente en la zona de afectaciéon directa del mismo. Ese gradiente
influye sobre el haz, provocando una transmisiéon de energia de modos que se encuentran en distintas bandas
y, por tanto, con distintas caracteristicas de propagaciéon, como su direccion de propagacion [104, 105]. En
estas publicaciones se estudia el caso particular del efecto en CLN, si bien este efecto habia sido ya estudiado
anteriormente en cristales fotonicos de una y dos dimensiones [106, 107].

Comportamientos similares tipo interruptor fueron también estudiados y comprobados experimental-
mente con un unico canal inducido por un electrodo discontinuo. En este caso el principio de funcionamiento
era distinto: se lanzaban sobre la guia inducida externamente dos modos con distinta constante de propa-
gacion y se disenaba la longitud de la guia para que, por debajo de cierto voltaje, el desfase entre ambos a
la salida del dispositivo fuera un multiplo par de 7. En este caso, los dos modos copolarizados eran indistin-
guibles a la entrada y a la salida del dispositivo. Como el voltaje aplicado afecta a la orientaciéon molecular y
ésta afecta al perfil de indice de refraccién, al cambiar las propiedades 6pticas del medio, cambiaba el desfase
entre ambos. De manera que se podia aplicar un voltaje que produjera un desfase entre ambos modos que
fuera multiplo impar de 7. Se apreciaba asi un patrén distinto a la salida del dispositivo, pues los haces
habrian entrado en él en fase y habrian salida desfasados 7 radianes [108, 109].

Los dispositivos de un tnico electrodo no sélo se han utilizado en este contexto, sino que han servido
como banco de pruebas para guiado de solitones. En [110] se estudiaba numérica y experimentalmente el
guiado de un haz soliténico a través de una guia inducida por un electrodo dispuesto con una inclinacién de



26 1. INTRODUCCION

hasta 10° respecto del eje medio longitudinal del dispositivo. En este caso, el haz se encontraba confinado en
la gufa inducida externamente, al verse reflejado en las interfases de valores distintos de indice de refraccion
en el seno del cristal liquido. Siguiendo esta filosofia, la de guiar solitones a través de la induccién de perfiles
de indice de refraccién convenientes en el seno del CLN, se han ideado otros dispositivos para hacer girar
la trayectoria del nematicén. Assanto utilizé a partir de 2006 dispositivos compuestos de dos electrodos a
tensiones distintas que establecian una interfase brusca entre ellos debido al distinto efecto que tenian las
tensiones eléctricas sobre el angulo de orientacion del cristal y, por tanto, sobre el indice de refraccion del
medio [111, 112, 113|. Ademaés las distintas afectaciones sobre el angulo de orientacion inducen mayor o
menor anisotropia en la direccién de propagacién y, por tanto, el haz sufre inclinaciones distintas al apreciar
anisotropias distintas en el plano de evolucion (distintos angulos de walk-off ). Una disposicion experimental
de dos electrodos distinta, pero con la misma idea se publico en [114] con el objeto de mostrar como, una
haz atrapado en la regién situada entre los electrodos, podia escapar de esta regiéon al aumentar su potencia
gracias a la no linealidad orientacional. Un afio mas tarde se profundizaria en el estudio de este dispositivo
y se publicaria un estudio tedrico y experimental de cudl es el limite de potencia 6ptica para el cual ocurre
el escape del soliton [115].

Cabe la posibilidad de afectar a la orientacién molecular externamente a través de otro haz que incida
perpendicularmente a las paredes confinantes, al estilo de lo que hace el campo eléctrico inducido por los
electrodos. En 2006 se comprobd experimentalmente como podian construirse puertas logicas desviando
un haz soliténico que se propagaba por una mixtura de cristal liquido cuyas propiedades Opticas se veian
alteradas por la incidencia de un haz perpendicular debido a la fotoisomerizacién, cambios moleculares entre
isomeros? inducidos por una fuente de luz [116]. En [117] se estudi6é una posibilidad similar y se demostré
experimentalmente como, en una celda planar de CLN dopado con un colorante, la distinta polarizaciéon del
haz externo afectaba a la orientacién molecular (tanto de la frontera como del seno del dispositivo) de tal
manera que el soliton guiado en el seno del cristal liquido podia sufrir una reflexiéon total interna al encontrarse
la interfase producida por el haz externo si éste estaba polarizado en una de las direcciones transversales o
refractar en caso de que la polarizacion fuera en la direcciéon de propagacion del haz interior. Solo un ano
més tarde, en 2009, y siguiendo una filosofia similar, aparecen unos nuevos dispositivos bautizados como
valvulas de luz de cristal liquido (liquid crystal light valves). Estos dispositivos se basan en el empleo de una
capa adicional en las celdas planares compuesta por un material fotoconductor que aumenta la no linealidad
orientacional del medio cuando éste se ve iluminado por un haz perpendicular a las paredes confinantes de
la celda (afectando en primer lugar a la capa fotoconductora) [118, 119]. La capa fotoconductora se muestra
sensible a la frecuencia de la senal incidente externamente de manera que cuanto mayor es la frecuencia mayor
es la afectacion sobre la orientacion molecular (y mayor, por tanto los d&ngulos de giro debido a la anisotropia
en el plano de evolucion, por ejemplo). En 2010 se continia con el estudio de estos dispositivos y se demuestra
experimentalmente como, haces externos de secciéon circular o eliptica que logren saturar la no linealidad
orientacional del cristal liquido en su interaccién frontal con el medio, son capaces de desviar un nematicon
que se propague por el seno del cristal liquido como consecuencia de su interferencia con una interfase de
indices de refraccion distintos [120]. Este fundamento experimental es utilizado para disenar dispositivos de
tratamiento de informacion todo 6pticos basados en la interaccion de las sefiales (nematicones guiados por
el seno del cristal liquido) con los haces perpendiculares, implementando asi demultiplexores espaciales de 2
y 3 bits, por ejemplo [121]. Estos dispositivos desvian el nematicon de una manera determinada en funcion
de la cantidad y forma de los haces perpendiculares de control, para conseguir que el nematicén alcance el
puerto de salida conveniente en cada caso. Es un router todo 6ptico basado en desviar el haz lo conveniente
en cada caso para llevar la senal a un puerto de salida o a otro. Con una filosofia idéntica a ésta se publica
el mismo ano 2010 dispositivos de puertas logicas todo opticas en vélvulas de luz de cristal liquido [122]. En
particular se implementan la NOR (puerta o ldgica negada) y la XNOR (puerta o ldgica exclusiva negada).

El diseno de puertas légicas todo épticas en CLN ya estaba en mente de los investigadores en el ano 2002
cuando se publico un estudio que caracterizaba experimentalmente la interaccion entre nematicones [123]. Se
observé en todos casos una interaccién atractiva entre haces copolarizados paralelos independientemente del
posible desfase relativo entre ellos. Un estudio més detallado, tanto experimental como numérico se publico
este mismo ano, 2011, enfatizando la dependencia de la interacciéon con el grado de no linealidad, para no

2Recuérdese que los isémeros son moléculas con la misma formula quimica pero distinta forma estructural. Es decir, tienen
el mismo nimero de atomos de cada elementos, pero la manera en la que se enlazan es distinta.
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localidad fija. No se observaron diferencias significativas con los resultados anteriormente publicados [124].
La interacciéon de nematicones contra-propagantes ha sido también estudiada, encontrando diferencias en
los tiempos de atraccién de los haces y en las potencias necesarias para suscitar la atraccién. Los haces
contra-propagantes son algo mas lentos que los co-propagantes, y las potencias necesarias algo mayores en
nematicones contra-propagantes debido a la pérdida de potencia 6ptica inducida por la asimetria de los
haces contra-propagantes [125]. Se observa ademas una region de inestabilidad en la interaccion de haces
contra-propagantes en el plano distancia-de-separacion/potencia-dptica refiriéndose a una separacion de los
haces dependiente del tiempo (tras unirse) [126].

También se han disenado dispositivos mas sofisticados, por ejemplo, para hacer girar el vector director
vueltas completas en el plano paralelo a las paredes confinantes del dispositivo. Para ello se emple6 una malla
de electrodos en disposicién hexagonal tipo panal de abejas para que, al ir intercambiando los valores del
voltaje aplicados a determinados alineamientos de electrodos, el vector director fuera girando al orientarse
con las lineas de campo eléctrico aplicadas por el voltaje externo [127]. Aunque el dispositivo comparte
similitudes con las celdas planares, sus aplicaciones se encuentran més bien en el terreno de la propagaciéon
frontal de luz, para modificar la polarizacién de un haz, por ejemplo. El funcionamiento experimental del
dispositivo se public6 en [128]. En el afo 2011 se publica un dispositivo basado en celda planar con una
configuracion de electrodos nada trivial, de forma alternante en las variables transversales, y que consigue
angulos de giro de los nematicones tan grandes como 70° [129].

1.3. Estructura y objetivos de la tesis

En esta tesis ahondamos en el estudio de los cristales liquidos neméticos en celdas planares para propa-
gacion de luz lateral. En el capitulo 2 exponemos la derivacién de las ecuaciones diferenciales que rigen
cada uno de los procesos involucrados: la orientacién molecular no lineal, la distribucién del campo eléctrico
externo y la propagaciéon del campo 6ptico. En esta derivacidon se exponen claramente cudles son las aprox-
imaciones asumidas por el modelo. El capitulo 3 se dedica a la descripcién del modelo numeérico empleado
para obtener una solucién aproximada del modelo completo descrito con anterioridad. Todas las ecuaciones
planteadas en el capitulo 2 son aproximadas numéricamente en el capitulo 3,donde se tratan aspectos numéri-
cos de interés como un estudio detallado de la cantidad de problemas que se resuelven para alcanzar una
solucién autoconsistente del modelo completo. De esta manera se muestran detalles del coste computacional
del modelo empleado. Para finalizar este capitulo detallamos la derivaciéon y la implementacién de la frontera
transparente que es empleada, de manera pionera, en las ecuaciones que conforman el modelo completo. Este
empleo de la frontera transparente consigue disminuir el coste computacional de las simulaciones en este
campo y permite la exploraciéon de nuevos regimenes de funcionamiento de los dispositivos de propagaciéon
lateral.

En el capitulo 4 se muestra el comportamiento de cada una de las ecuaciones diferenciales del modelo.
Queremos poner de relevancia el hecho de que hemos perseguido la consecuciéon de un modelo realista,
relajando las aproximaciones estdndar que uno encuentra en la bibliografia especializada que referenciamos
a lo largo de todo nuestro trabajo. Aunque ya conocido, nosotros hemos llevado el modelo a regimenes de
parametros inexplorados para caracterizar el comportamiento 6ptico de la manera més completa posible.
Asi, caracterizamos en primer lugar el comportamiento de cada una de las ecuaciones por separado. Con
respecto al problema de orientacién molecular resolvemos las siguientes situaciones:

= Mostramos el comportamiento del problema orientacional unidimensional en los regimenes lineal y no
lineal con la tinica aproximacién de equiparar el valor de las constantes elasticas del cristal liquido al
mismo valor.

= Extendemos el andlisis al caso bidimensional, que exige la resolucién de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineales fuertemente acopladas.

= Definimos una nueva disposiciéon del problema orientacional, utilizando unas condiciones de frontera
asimétricas que reproducen soluciones totalmente nuevas. Se trata pues de un escenario totalmente
nuevo en el campo de las guias de onda de variaciéon gradual del perfil de indice de refraccién. Los
modos de propagaciéon de la gufa lineal, en ausencia de excitaciones externas y no linealidades 6pticas
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resulta explicarse con la ecuaciéon de Mathieu, poco conocida en el contexto de la propagacién de campo
optico en coordenadas cartesianas.

= Mostramos el régimen no lineal de la disposicién asimétrica orientacional unidimensional en su depen-
dencia con la potencia y con la anchura del haz.

» Extendemos el empleo de las condiciones de frontera transparentes a las ecuaciones que rigen los
angulos de cabeceo y torsion del cristal liquido, permitiéndonos la simulacién de nuevos regimenes de
funcionamiento de los dispositivos actuales, como las vilvulas de luz de cristal liquido.

La ecuacion que resuelve la distribucion de campo eléctrico, tanto unidimensional como bidimensional,
estd fuertemente acoplada a la solucién del problema de orientacién molecular, por lo que se muestran los
resultados del acoplo iterativo de los dos problemas para una diversidad de dispositivos de celdas planares
con electrodos continuos y discontinuos en varias configuraciones. Ademas se emplea también la frontera
transparente para esta ecuaciéon, dejando libertad a las lineas de campo eléctrico en la frontera para que se
cierren fisicamente y no de manera artificial a través de artefactos numéricos.

En cuanto a la resolucion del problema de propagacién 6ptica, se presentan los siguientes resultados:

= propagacién unidimensional en aproximacién paraxial escalar, observando los tres regimenes posibles
del campo o6ptico en funcion de la potencia: difraccion, soliténico y pulsante (oscilacion periodica de
amplitud en la variable de evolucion).

= propagacion unidimensional en aproximacion escalar vectorial, teniendo en cuenta la anisotropia en el
plano de evolucion.

= propagacion bidimensional paraxial escalar mediante métodos de diferencias finitas, utilizando esque-
mas de direccion alternada para la optimizacién computacional del esquema numeérico.

= célculo de los modos anisétropos en el plano transversal de dispositivos tipicos de celdas planares bajo
excitaciones eléctricas externas.

» realizamos un estudio comparativo de la propagaciéon unidimensional paraxial escalar en caso de ilumi-
naciéon excéntrica en celdas planares. Evidenciamos diferencias significativas frente a algunos modelos
aproximados empleados comunmente en la literatura. Estas diferencias se justifican por el caracter
marcadamente no lineal de la propagacion 6ptica en estas circunstancias.

= simulamos dispositivos todo-6pticos para el tratamiento de informaciéon como acopladores 6pticos di-
reccionales u osciladores transversales. Aunque estos dispositivos ya son conocidos, sirven de base para
entender el funcionamiento de un dispositivo novedoso para tratamiento de informacién todo-6ptica
basado en la interaccién opto-electréonica de dos guias inducidas paralelas que se sirven de circuitos
electronicos auxiliares en los que los fototransistores juegan un papel crucial.

Finalmente, en el capitulo de conclusiones y trabajo futuro, resumimos las principales aportaciones de
esta tesis, al tiempo que proponemos un conjunto de trabajos que completan los estudios comenzados con
esta tesis y que resultan de elevado interés tecnoldgico.
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Modelado de dispositivos de cristales
liquidos nematicos

Las caracteristicas duales de los cristales liquidos nemaéticos en su comportamiento parte como sélido,
debido a su orden orientacional, y en parte como liquido gracias a su facilidad traslacional, hacen que tanto
la estatica como la dindmica del problema posicional del cristal liquido sean problemas muy complejos de
analizar. De hecho se emplean teorias mas cercanas a los formalismos de s6lidos y cristales para detallar sus
caracteristicas cristalinas y formalismos hidrodindmicos para describir sus propiedades como fluido. Nosotros
estudiaremos en profundidad la teoria elastica del continuo de Frank-Oseen para estudiar la posicion de
equilibrio de las moléculas de cristal liquido frente a excitaciones eléctricas, esto es, la estatica del problema.
Se trata de una teoria més cercana a la fisica del estado sélido. Sin embargo queremos mencionar cual es
el papel que desempena la teoria hidrodinamica, aunque no trabajaremos con ella en esta tesis. Esta teoria
se emplea para estudiar las caracteristicas como fluido de los cristales liquidos neméticos en situaciones
dinamicas, donde existen flujos que influyen a su vez sobre el estado cristalino del medio. Asi, es capaz de
estudiar situaciones de flujo con orientacion molecular fija (a través de un fuerte campo magnético) o de
orientacién libre. En este ultimo caso deben aparecer viscosidades del medio, momentos de inercia de las
moléculas, pares moleculares y aceleraciones angulares que, juntos, describen la dindmica del sistema.

El modelo dindmico es conocido como modelo dindmico de Ericksen-Leslie, quien en 1961 generalizé la
teoria estatica de Oseen-Frank proponiendo leyes de balances y conservacion de momentos para estudiar
la din&mica correspondiente. Leslie publicoé su trabajo en 1966 y 1968 en dos articulos en los que expuso
la teoria dindmica completa con éxito [130, 131]. Muchos articulos han estudiado el problema del flujo en
cristales liquidos nematicos [132, 133, 134, 135, 136, 137]. Algunos de ellos son numéricos y otros analizan
el problema mediante soluciones semi analiticas o aproximaciones asintéticas. Un modelo por diferencias
finitas tridimensional para las ecuaciones de Leslie en el caso de influencia de campo magnético fuerte (para
mantener el orden orientacional) es descrito en el ano 2010 por Pedro A. Cruz et al. [138].

El modelo estético de Oseen-Frank basado en la minimizacién de la energia libre del cristal es un problema
numeéricamente muy complejo. Tanto es asi que detallaremos parte de la historia numérica asociada a este
problema en el capitulo 3 cuando expongamos el modelo numérico empleado en esta tesis.

Este capitulo estd destinado a la presentaciéon del modelo empleado en esta tesis para resolver la propa-
gacion de campos 6pticos en cristales liquidos. Se analizaran las caracteristicas y limitaciones de este modelo
al tiempo que se presentaran otros modelos existentes en la literatura. El modelo implicara la resoluciéon de
las ecuaciones diferenciales que describen la posicion del vector director (que en el caso bidimensional supone
un sistema de dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales acopladas), la resolucion de la
distribuciéon del campo eléctrico externo inducido por el voltaje aplicado a los electrodos y la propagaciéon
del campo 6ptico en el seno del cristal liquido nematico.

2.1. Ecuaciones orientaciéon molecular. Teoria elastica del continuo para

cristales nematicos

Las moléculas de Cristal Liquido Nematico (CLN) tienen, como hemos dicho, una apariencia elipsoidal
y un momento eléctrico dipolar. Estas propiedades hacen que exista interaccion eléctrica entre las moléculas
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Figura 2.1: Sistema de referencia para la definiciéon de las posiciones moleculares.

y por tanto, las posiciones de unas afecten a las de otras. La orientaciéon de las moléculas viene dada por
el vector director, un promedio macroscopico de las orientaciones moleculares. Los tamafnos moleculares se
sittian en las decenas de angstroms de longitud (eje mayor) por unos pocos angstroms de anchura (eje menor).
La distancia para la cual es apreciable una deformacién mecanica del cristal liquido es siempre muchas veces
mayor al tamano molecular, tipicamente del orden de 1 um, por lo que, para analizar las posiciones de las
moléculas, se hace uso de un valor promedio de la orientacién del eje mayor de las moléculas elipsoidales,
el antemencionado vector director. De este modo se estd obviando el caricter individual de las moléculas,
haciendo un estudio promedio de su orientacion. Para indicar el nivel de ordenaciéon orientacional de la fase
nematica se hace uso del llamado parametro de orden S, de manera que se distingan claramente unas fases
de otras en funcién de este pardmetro. Asi la fase nematica tendria un valor distinto de cero mientras que las
fase isotropica de altas temperaturas tomaria el valor nulo [3]. En la figura 2.1(a) puede verse la posicion del
eje mayor de una molécula (vector @) sobre los ejes coordenados y se definen el dngulo de cabeceo 6 como la
inclinacion respecto del eje z de la proyeccion ortogonal del vector @ sobre el plano zz y el angulo de torsion ¢
dado por la inclinacién respecto del eje z de la proyeccion ortogonal del vector @ sobre el plano yz . Siguiendo
las directrices de [3], la funcion de probabilidad de encontrar las moléculas con un angulo 6 tiene la forma
de la figura 2.1(b). El valor P(f = 0) es la probabilidad de encontrar a las moléculas con un valor de angulo
de cabeceo 0 = 0, lo cual significa que estan alineadas con el vector n (al igual que P(f = m)). Asi quiere
decirse que en ausencia de influencias externas lo més probable es que encontremos a las moléculas alineadas
con el vector director, por definicion de éste. Para evaluar cuantitativamente esta cantidad, deberiamos
ponderar esta funcion de probabilidad con una funciéon dependiente del dngulo 6, de manera que cuando 6
fuera cero, estado totalmente alineado, tomara el valor méximo y cuando 6 fuera una distribucién arbitraria,
estado desordenado, tomara el valor cero. Este pardmetro mediria asi el orden del sistema, le llamamos
pues parametro de orden, S. En primera instancia podria pensarse en la cantidad S = f P(0) cosdf. En el
dominio de definicion de las funciones, [0, 7], la funcion P(#) es una funcion de simetria par y cosf es una
funcién de simetria impar. Por lo que el producto resulta una funcién de simetria impar, cuya integracién en
tal dominio resulta cero por motivos de simetria. Asi pues la funcién de ponderacion que dependa de 6 no
puede ser una funcién de simetria impar para los objetivos que pretendemos. Probando con una ponderacion
como cos? @ se cumplen nuestras intenciones, de manera que la cantidad S = f P(0) cos? § es méaxima cuando
0 = 0. Para hacer esta cantidad minima cuando el estado angular es arbitrario definimos el parametro de
orden como

S = /P(Q)a(bc052 60— 1)do (2.1)

donde a es una constante arbitraria que fija cual es el valor méaximo del parametro de orden (a = b — 1 si
queremos que Spaz = 1), y b = ([ cos?#)! si queremos que Spmin = 0. En la literatura se usa b = 3 y
a = 2 que cumplen las dos condiciones anteriores. El parametro de orden depende de la temperatura, S(7),
pues es ésta la que produce transiciones de fase en cristales liquidos nemaéticos cambiando asi el grado de
ordenacién del medio. Para describir la variacion espacial del parametro de orden suele escribirse en forma
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tensorial
S0al7) = S(T) (o)~ 3001 22)

cona =1,j,k, B =1,j,k (los vectores unitarios de las tres direcciones cartesianas) y siendo ¢ la funcion delta
de Kronecker. Asi, dentro del paréntesis estamos multiplicando las proyecciones del vector director sobre dos
de los tres ejes. Este parametro de orden, que aqui se define como promedios de la posicién molecular en
torno al vector director, puede ser utilizado también para describir anisotropias en las propiedades fisicas
tales como las suceptibilidades magnética, eléctrica u 6ptica.
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Figura 2.2: Posibles deformaciones de un cristal liquido neméatico. Dos flexiones (splay y bend) y una torsion
(twist). Se han representado las vistas bidimensionales correspondientes a alzado (vista de frente), planta
(vista desde arriba) y perfil izquierdo (vista de lado).

Fue Carl Whilhelm Oseen quien primero enunci6é una teoria elastica para las deformaciones en cristales
liquidos [139] en 1933. Sin embargo, fue Frederick Charles Frank quien reformul¢ la teoria elastica retocando
la teoria de Oseen al anunciar la nulidad de algunos de los coeficientes presentados por aquél y la aparicion
de otros que no habian sido considerados [140]. De acuerdo con Frank, la energia de distorsion elastica del
cristal es la suma de dos componentes: la energia libre elastica debida a las deformaciones y la energia de
interaccion con la superficie. En el caso de condiciones de frontera que fijen la posicién molecular, esta energia
de interaccion es nula. G. Barbero publicé en la década de los 80 varios articulos al respecto de la energia
de interaccion en condiciones de anclaje débil [141, 142]. La energia de distorsion elastica puede calcularse,
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segin Frank, como

Fy= % (K1(V -n)? + Ka(n -V x n)? + K3(n x V x n)?) (2.3)
donde cada sumando representa la aportacion a la energia de distorsiéon de cada tipo de deformacién mecénica
posible del cristal, indicando con la potencia al cuadrado de un vector el producto escalar del vector por si
mismo. En la figura 2.2 pueden verse como son cada una de las tres deformaciones posibles. Se trata de las
deformaciones producidas por pares de fuerzas alineados con cada uno de los tres ejes coordenados, lo cual
produce dos tipos de flexion (en los ejes x y z) y una torsion (en el eje y). Normalmente las tres constantes
elasticas K1, Ko y K3 son del mismo orden de magnitud. Por ejemplo, para el MBBA !, estos valores son
5.8 x 1077,3.4 x 1077, y 7 x 10~ 7 dinas, respectivamente. En el caso de tratarse del E7 sus valores son
12 x 10712,9 x 1072, y 19.5 x 107 !2 N, respectivamente 2. Notese que el valor de K3 es siempre el mayor
debido a su alineamiento con el eje mayor de la molécula, que es mas dificil de deformar. La energia de
distorsion elastica podemos reescribirla como

1
Fu= 5 (K1 Fats + KaFary + KsFag). (2.4)

Para desarrollar (2.4) tengamos en cuenta que n = (ng,ny, n,) y desarrollemos cada término, llamandoles

ong N ony 8712)2

on, Ony 2
2 883/ _867
FMy:(n.Vxn) = (na: Ty nz) 37?_% ,
ony 8”:0
8$ 8y
0 ong Ong on. 2
my (g = ) = e = )
Fare=(n x V xn)? = | na( G = G2) = (G — 5)
ong on on, o
na (G — F2) —ny (g — 52

La energia libre total del cristal no es s6lo la componente debido a la distorsion eléstica, sino que también
existen componentes relacionadas con la energia eléctrica que interacciona con el cristal liquido, bien sea por
fuentes externas de caracter eléctrico u éptico. Asi pues, la energia total del cristal se calculard como

Ftot:Fd+Fs+FO7 (25)

siendo Fy la componente de distorsion elastica, Fy la componente eléctrica debida a fuentes externas y Fj, la
componente debida a campos 6pticos.

Los cristales liquidos son medios 6pticos uniaxiales que presentan una birrefrigencia Ae = ¢ — € ele-
vada, siendo €| la permitividad dieléctrica del cristal liquido a la frecuencia del campo eléctrico aplicado
en la direccion paralela a la pared confinante (situada en un plano paralelo al yz, véase figura 2.3) y €, la
permitividad dieléctrica en la direccién perpendicular. Esta birrefrigencia puede ser positiva o negativa en
funcién de con qué cristal liquido estemos trabajando.

En el caso mas general, en el que tenemos un campo eléctrico (de cualquier fuente) con las tres com-
ponentes espaciales y una permitividad dieléctrica del cristal liquido dada por sus nueve componentes, el
campo desplazamiento toma la forma

. R €xx €xy €xz E,
D =¢F = €y  €yy CEyz E,
€zx €Ezy €zz E,

'El nombre TUPAC para el MBBA es p-metoxibencilideno-p’-butilanilina.
2E7 es un cristal liquido formado por una mezcla de varios cianobifenilos con largas colas alifaticas muy utilizado en pantallas
de cristal liquido.
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En este caso, la expresion que indica cual es la energia eléctrica por unidad de volumen tanto del campo
eléctrico como del 6ptico, se escribe como

E _ 1 . .
FE:/ D.dE = ——€E*E
0 2

1
=3 (Ex (EME;k + ey By + GZIE:) + B, (exyE; + ey By + ezyE;f)

+FE, (esz; + eyZE; + EZZE:)) ) (2.6)

Por lo tanto, la forma completa de la ecuacién (2.5) en el caso mas general en el que existe energia de
distorsion elastica debido a las tres posibles deformaciones e interaccién de las tres componentes de los
campos eléctricos externos y opticos, sera

1
Fiot =5 (K1(V -n)? + Ka(n-V x n)? + Kz(n x V x n)?)
1 « *
2 (Em (GMSE;S + 6WcsEyS + me:S) + Eys (efcysE;s + 6yysE;s + 6zysEzs)
1

+ Ezs (Gwst;S + fyst;;s + €zst:5)) - 5 (Ea:o (fa::coE;o + eya:oE;o + ezazoE:o)

+ Eyo (exyoE;o + 6yyOE;o + 6zyoE:o) + Ez (zeoE;o + 6yzoEgjo + 6zzoEjzko)) ) (2.7)

donde los subindices s hacen referencia al campo eléctrico estatico externo aplicado y los subindices o hacen
referencia al campo 6ptico propagante (las propiedades del medio cambian debido a la distinta frecuencia de
los campos). Recuérdese que en la ecuacion (2.7) tanto la posicion del director n como todas las componentes
de los tensores de permitividad dependen de los angulos de cabeceo y torsion (6(z,y,2) y ¢(x,y, z)). Para
encontrar la posicién de minima energia del cristal liquido y determinar asi el equilibrio en cada caso, deben
encontrarse las funciones 0(x,y, z) y ¢(z,y, ) que minimizan la ecuacion (2.7). Para ello pueden seguirse dis-
tintas técnicas de optimizaciéon numérica tales como el método de gradiente conjugado o simulated annealing.
En esta tesis se aplica la teoria de Euler-Lagrange a la ecuacion (2.7) para encontrar una formulacion en ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales cuya solucién nos ofrezca las funciones buscadas. Asi, formulamos
una ecuacion diferencial para cada una de las funciones buscadas como

8-Ftot _8(8Ftot) _8(8Ftot) _a<aFtot> -0 (2 8)
00 Ox \ 00, oy \ 00, 0z \ 00, ’ '
8‘Ftot _ﬁ <aFtot> _ﬁ <8Ftot> _a<aFtot> —0. (29)

oy Ox \ Oy, oy \ 0y, 0z \ 0y,

El sistema formado por las ecuaciones (2.8) y (2.9) esta fuertemente acoplado, pues la solucion de (2.8) es
necesaria para formular (2.9) y viceversa. Por tanto se sigue un método iterativo tras el cual se alcanza una
solucion autoconsistente del sistema de ecuaciones diferenciales (como se hace, por ejemplo, en [146] para
resolver un sistema similar).

Aplicacion a celdas planares

En esta tesis nos centramos en el estudio de la propagacién lateral de luz en celdas planares de cristal
liquido, como las que se aprecian en la figura 2.3. Se aplica un campo eléctrico externo a través de unos
electrodos situados en las paredes confinantes del dispositivo. En ocasiones, estos electrodos pueden presentar
discontinuidades. Normalmente el electrodo inferior se conecta al cero de potencial, y en el electrodo superior
se aplica una tension eléctrica positiva.

De acuerdo con esta configuracién, las componentes del vector director n y del tensor de permitividades
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dieléctricas € toman la forma

n:(nx Ny nz):(sine cosfsin cos@cosgo),

€xx C€xy €xz

E=| €n €y €y
€2z €zy €zz
€1 + Aesin? 6 Aesin 6 cos 0 sin ¢ Aesin 6 cos cos
= | Aesinfcosfsing e, + Aecos?fsin®p  Aecos’?fsinpcosy | . (2.10)

Aesinfcosfcosp Aecos?fsingcosyp €| + Aecos®fcos® ¢

2.1.1. Modelo 1D

El modelo unidimensional contempla la direccién transversal x y la direccién de propagacién z, por lo
tanto se trata de un modelo 1 + 1D ya que se resuelve un problema estético (el angulo de cabeceo 0(x))
para cada paso de propagacion. El valor del dngulo de torsion ¢(x) es siempre nulo, dado que no se permiten
movimientos moleculares fuera del plano de definicién del problema. Aun asi, se permiten dos de las tres
deformaciones contempladas en la ecuacion (2.4), ya que Fir, # 0y Far, # 0. Esto puede verse teniendo en
cuenta que el vector director se sitta en el plano xz, i.e. n = (n;,0,7n.) y que despreciamos las variaciones
con z de sus componentes. La ecuacion (2.4) resulta en este caso

2
8nx)2+K _nz( 8x)
3

1 1
Fg=5 (K1Fye + K3Pyz) = 5 | Ka 0
2 2 oz on,
ne (— %)
dcosb 2
1 o2 —cosd (~250)
=5 K; <C0806> + K3 0
’ sinf) (—2g2°)
1 5 002 o .o 00 007
=5 <K1 cos 9% + K3 <cos 6 sin 9% + sin 0% . (2.11)

El campo eléctrico aplicado tiene tinicamente componente x en este caso, por lo que el término de la
energia libre asociado a la interaccién con este campo eléctrico externo es la particularizacion de la ecuacion

(2.6)

1 1 .
Fs = _56115|Exs|2 = _§(€Ls + A sin’ 9)‘E368|2' (2.12)

Considerando la propagacion de un campo 6ptico polarizado linealmente en la direcciéon x, la contribuciéon
a la energifa libre del cristal por parte de la interaccién con el campo 6ptico es la misma que en la ecuaciéon

(a) 4 x 2z v () x 4

Figura 2.3: Ejemplos de celdas de cristal liquido planar sobre las que se estudia la propagacién lateral de luz.
(a) Electrodos continuos. (b) Electrodo superior de anchura menor a la del electrodo inferior.
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(2.12), de manera que se tiene

1 1 .
Fo = _5650:(:0|E:c0‘2 = _5(6L0 + Aeo sin” '9)|ECL‘O|2' (2.13)

La energia libre total del cristal liquido en este caso serd pues

2 2 2
Fiot :1 K cos? 9% + K5 | cos® 0 sin? 0@ +sin* 6 06
ox 0 0

Xz T

2
1 i 02 2 1 102 2
—§(€J_S+AGSSID 0)|Eys|” — §(ELO+AeOsm 0)| Exol”. (2.14)

La ecuacion diferencial que debe resolverse para calcular la distribucion angular 6(z) se obtiene tras aplicar
la teoria de Euler-Lagrange, calculando

8Efot 0 6-Ftot o
90 O < o0, ) =" (219
donde 6, representa la derivada %. El resultado conduce a la ecuaciéon diferencial
(K1cos? 6 + Kysin?0) @—F(Kg—[(l) 9% 2—lsin(20) (Aes|Ers|?® + A€o| Bzol?) =0 (2.16)
8[[‘2 8x 2 S xrs o o . .
Considerando K; = K3 = K, se obtiene
K@ ! in(20) (Aes|Eps|? + Aeo|Egol?) =0 (2.17)
02 9 S €s|Ligs €o|Lixo =Y, .

que es la ecuacién que suele emplearse en estudios unidimensionales de cristales liquidos [148].

2.1.2. Modelo 2D

Los modelos bidimensionales para las distribuciones angulares 6(x,y) y ¢(z,y) que desprecian sus varia-
ciones en z, pueden presentar formas distintas dependiendo de la cantidad de componentes de los campos
eléctricos que aparecen. Las componentes del campo eléctrico externo dependerdn de la geometria de los
electrodos y de si se aplica un voltaje homogéneo en todo el electrodo. Nos estamos refiriendo a dispositivos
de celdas planares del tipo que se presentan en la figura 2.3.

Suponiendo voltaje homogéneo en todo el electrodo (no hay cambios en la variable de evolucion z, ni
discontinuidades en esa variable), el campo eléctrico externo s6lo puede tener componente x en el caso de
electrodos homogéneos en y. Si hay discontinuidades del electrodo en la direccién transversal y aparecen
entonces componentes y del campo externo aplicado.

En cuanto a los campos épticos, las componentes que aparezcan dependeran del estado de polarizacién
inicial de la luz (a la entrada del dispositivo) y posteriormente de su interaccion con el cristal liquido, pues
éste es capaz de alterar su polarizacion.

Al considerar el problema estatico en las dos direcciones transversales del dispositivo x e y, se complican
algo mas las expresiones. De hecho aparecen todas las componentes del vector director y tinicamente despre-
ciaremos las variaciones en la coordenada de propagacién z para poder calcular las distribuciones angulares
O(z,y) vy ¢(x,y) para cada valor de z.

Planteamos aqui las ecuaciones para el caso de electrodos con discontinuidades en ¥y y polarizacién circular
en zy. En este caso tenemos componentes Eys(2,y), Eys(,y), Ezo(z,y) ¥y Eyo(z,y) tnicamente. Este es el
caso méas genérico que vamos a considerar, pues la presencia de componente z del campo externo implica
una de dos cosas: o se utilizan electrodos en las caras de entrada y salida (planos z = 0y 2z = Zfina1) O s€
emplean electrodos discontinuos en la variable de evolucién, cosa que no se va a contemplar en esta tesis. No
se van a considerar en ningun caso las variaciones de las magnitudes en z (salvo el caso del campo 6ptico
propagante), lo que permite resolver el problema estaticamente para cada seccion z = cte en la coordenada
de evolucion. A partir de las ecuaciones obtenidas se podran conseguir otras que se aplican a casos mas
sencillos, simplemente anulando ciertos campos.
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De este modo, la ecuacion (2.4) resulta

ong  Ony 8n2>2

1 1
Fy=—(K) F Ky F K3 F =—| K —
d 2( 1Fue + KoFary + K3Fayz) 2( 1<6x+8y+6z

2 P 2
k3 ny (G = Gi) —na(— %)
+ Kz | (ne my me ) G + Ky | na(2) — g (Y — o) :
% _ anx on on
Oz dy g (— oz ) — ny( Dy )
que, tras las convenientes sustituciones, ofrece
1 90 2
Fy=— | K |sinfsin p— — cos6 Cosgo— + —
2 dy
00
+ Ky | cos p— + cosf | sinfsin <p— — cosf —(p
y oz
A 90 90 90\* 1 A d
+ K3 (cos 0 sin® 0 <8y> —i—sm2081ngoa 9 + sin* 0 (8:15) + 1 <260829sing08y +sm298<’;> )]

(2.18)

La aproximacion de una constante (K7 = Ky = K3 = K) simplifica esta expresion a

K [ [(00\% [00\? A o0 A oo\ ?
F,=— || == i 2 cos? X 9cos? - -t _
=7 [((%) + <8y) —i—( oS Gcosapay coS 9cosgp> . + cos 9(((%) + (6‘y>
(2.19)

La contribucién a la energia libre del campo eléctrico externo aplicado en el caso bidimensional més general,
aquel en el que uno de los electrodos presenta discontinuidades (ver figura 2.3), tiene la forma

1
F,=— 5 (Ezs (Exst;s + nysE;s) + Eys (EmysE;S + EyysE;js))

1
== <6J_s (|E;m|2 + |Eys|2) + Aes (sinbE, + cos@singoEys)2) . (2.20)

De manera andaloga se procede con la contribucién del campo 6ptico, también con dos componentes en el
plano transversal zy, obteniendo

1
Fy=— 5 (Ero (EmmoEzo + €ya:oEyo) + Eyo (eﬂﬂyOExo + EyyoE* ))
= — é (EJ_O (’Ea:o|2 + |Eyo’2) + ACO (Sin QE;O + cos 0 sin QOE;(;) (Sin eEfEO + cos 0 sin (‘OEyO)) ) (221)

La energia libre total del cristal liquido en este caso es la suma de las tres componentes dadas por las
ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21). Aplicando una vez maés la teoria de Euler-Lagrange, a través de

6-Ftot i g 8thot N g aRﬁot =0
90 oz \ 00, a0, )

6-Ftot i g athot N 2 a}Ptot =0
Ao Ox \ dp, opy )

-K (gj;—i- g2z> + sin(26) [ 5 ((gi) + (?;)2>

1 A€’ 1 )
+ € (—2 (A€’ |ES|? + Ae’|E2)?) + T|E§\2(1 —cos(2¢)) + §Ae° sin? ¢|E§|2>}

se obtiene

1 . 0 0% 10 0% 170 S 1S 1S
—5€0 cos(20) sin ¢ (Ae’(Ey*Ey + EJ*Ey) + 2Ae’ESEy) = 0, (2.22)
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para la ecuacion del angulo de cabeceo 0(x,y) y

Po Py (0000 000
KCOSH[COS‘9<8:BQ+3y2>_28m9<8m81‘+8yay>]

1 :
+§60 cos? 0sin(2¢) (A60|EZ|2 + AGS]E5|2)
1
+7 €0 cos psin(20) (Ae® (Ey*Eg + EJ'Ey) + 2A¢’ESEy) = 0, (2.23)

para la ecuaciéon que resuelve el angulo de torsion ¢(x,y). Estas ecuaciones se han planteado explicitamente
y resuelto en pocos articulos en el contexto de Optica no lineal en CLN. Uno de ellos es [149], si bien se
resuelve el problema en un sistema con ejes de referencia distintos .

2.2. Ecuaciones de distribucién del campo eléctrico

Planteamos aqui cuales deben ser las ecuaciones a resolver para encontrar la distribuciéon del campo
eléctrico en el seno del cristal liquido tras aplicar un voltaje externo a los electrodos del dispositivo. Estas
ecuaciones se pueden derivar de dos maneras distintas. Una es aplicando el teorema de Euler-Lagrange a

la densidad de energia del cristal liquido, sustituyendo en la expresion de la energia F,s = —%—‘;. De esta
manera, aplicando

8Fwtot N g (8Ftot> -0

ov ox \ oV, )

pueden obtenerse las ecuaciones en una y dos dimensiones. La segunda manera es partir de las ecuaciones
de Maxwell, que es lo que se presenta de aqui en adelante.
Caso unidimensional en la coordenada transversal x

Las ecuaciones de Maxwell permiten calcular la distribucion de la componente E,s(x) en el seno del
cristal liquido. Resulta de plantear

0 oV
lo que produce la ecuacion diferencial
2
(eLs + Aegsin®6) ZTZ + Aé,sin 29%% =0. (2.25)

Una vez resuelta la componente x del potencial eléctrico, se calcula el campo eléctrico a través de la
derivada del potencial (cambiada de signo). Sin embargo, no se suele calcular asi el campo eléctrico en el
caso unidimensional ya que existe una manera més sencilla de calcular lo mismo. Se trata de plantear

OV Dy, ov
—_— : _

E = — e —
. oz €xxs oz’
donde integrando se obtiene
d d
dx dx
D =-Vi=D = -V, 2.26
Jo €xas 0 " Jo €ls+ Aegsin? 6 0 ( )

lo que permite calcular la constante Dys a través de una integracion numérica, para luego obtener el campo
eléctrico s, lo cual suele ser mas rapido.

Si uno opta por resolver numéricamente la ecuacion (2.25), debe acoplarla a la ecuacion diferencial para
el angulo de cabeceo, (2.17), lo cual supone una dificultad adicional, pues el error en la resolucion de este
sistema es importante dado que la soluciéon de una de ellas determina cual es la ecuacién para la otra y
viceversa. De manera que cuando utilizamos una de las soluciones aproximadas, definimos la otra ecuacion
como aproximada también, arrastrando el error en el primer célculo de la funcién. Es por esto que éste no es
un sistema muy recomendable. De hecho, nuestros experimentos numéricos demuestran que si uno comienza
resolviendo la ecuaciéon angular, el método Newton—Raphson aplicado al campo eléctrico no converge a error
arbitrario.
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Caso bidimensional. Angulos de cabeceo y torsion 0(z,y), ¢(z,9)

En la situacién més general bidimensional, como la que se da en la figura 2.3, debemos resolver las
componentes transversales del campo eléctrico Es y Eys. Recuérdese que se pretende solucionar un problema
unicamente 2D y utilizar este modelo en cada seccién z de la evolucién, por eso no se contemplan componentes
del campo eléctrico en z suponiendo los electrodos homogéneos en esa direccién. Nuestro punto de partida
son las ecuaciones de Maxwell

VD =0
D=¢E 3>V (eVV)=0
E=-VV

es decir

O (V. VN, (V. VN _,
ox \“ox T oy ) oy \or T Wy )~

Utilizando el valor de las permitividades dieléctricas se tiene

) o*V . o?V ) .02
(€L + Ae sin? 9) e + (e1 + Aecos? fsin? cp)a—y2 + Aesin(20) sin w@wﬁy
ov

.00 . Op 00
+ A(—:% (cos(2«9) sin goa—y + cosfsind (cos goa— + 2833))

+ Aeogy/ ((0082 fsinp — sin? # sin go) gz — sin(20) sin® @gz

+ cosf cos(p) smGg + cos 981]&(2@)(;(:) =0, (2.27)

que nos permite resolver la distribucion del potencial V(x,y) teniendo en cuenta la informacion de las
distribuciones angulares 0(z,y) y ¢(z,y). A partir de esta informacién calculamos las componentes del
campo eléctrico como las derivadas del campo con respecto a la variable correspondiente.

Calculo del angulo de cabeceo, 6(z,y) sin contemplar torsién posible

En el caso en el que el electrodo superior es homogéneo, como en la figura 2.3(a), no existe componente
y del campo eléctrico y, por tanto, el dngulo de torsion ¢(x,y) es cero en todo el dominio (también son
nulas sus derivadas), pues la componente = del campo empuja a la molécula a cabecear, cambiando el angulo
9(x,y) pero no a girar. Por tanto, la ecuacién en este caso resulta 3

2 2
(€1 + Aesin® ) 88‘/ +ey gy‘; + Aesin 2923:?;3{ 0. (2.28)

2.3. Propagaciéon del campo éptico

A lo largo de esta tesis se analizan situaciones muy distintas en las que se realizan las aproximaciones
convenientes para obtener resultados validos de la manera més sencilla. En esta secciéon pretendemos mostrar
cuales son las expresiones finales de las ecuaciones de propagaciéon del campo éptico que deben utilizarse en
cada caso, explicando claramente qué aproximaciones se han hecho en cada caso, determinando asi el rango
de validez de la ecuacion correspondiente.

La manera de presentar cada una de las ecuaciones serd la siguiente. Partiremos de las ecuaciones de
Maxwell, desde el punto més general posible, para ir haciendo posteriormente las simplificaciones oportunas.
Asi, en el camino que nos conduzca hasta la mas sencilla de las ecuaciones, habremos presentado el resto de
casos mas complicados.

3Utilizamos aqui la identidad trigonométrica 2 sin 6 cos 6 = sin 26.
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2.3.1. Modelos 1+1D

En este caso, consideramos la propagacién de un campo 6ptico en el dispositivo de la figura 2.3(a),
considerando una variable transversal (z) y la variable de evolucion z, por lo que se trata de un modelo
1+1D. La situacién mas genérica posible en este caso es considerar la anisotropia del cristal liquido en el
plano zz en el que definimos este problema.

Ecuacion para la envolvente del campo en aproximaciéon paraxial considerando anisotropia en
XZ

Reproducimos aqui el método publicado en [150, 151] para describir la propagacion vectorial unidimen-
sional paraxial en el contexto de celdas planares de cristal liquido. Partimos de las ecuaciones de Maxwell

V X E = —jw,ugﬁ,
V x ﬁ = jweoEﬁ.

que, desarrolladas, adoptan la forma de un sistema de seis ecuaciones diferenciales acopladas para encontrar
las tres componentes espaciales de cada campo, el eléctrico E y el magnético H. Se tiene pues

8;; - %Ej’ = —jwpoH,, (2.29)
8@% - 68E; = —jwpoH,y, (2.30)
86% - 85;5 = —jwpoH., (2.31)
a;;’z — 8;3, = Jweo(€ra Br + €xy By + €2.Fy), (2.32)
a;ix - % = Jweo(€ya By + €yy By + €y E2), (2.33)
a(‘i? — 8;3 = Jweg(€zx By + €2y By + €. E). (2.34)

Considerando la anisotropia en el plano X Z, el tensor de permitividad (2.10) puede expresarse como

€1 + Aesin? 0 0 Aesin 6 cos 6 cos ¢
€= 0 €1 + Aecos? §sin? ¢ 0 . (2.35)
Aesin 6 cosf cos p 0 €1 + Aecos? O cos?

Al reducir el problema al caso unidimensional (s6lo se contempla la direccion x normal a las placas y la
direccion z de propagacion de la luz), se eliminan las dependencias de las magnitudes con la direcciéon y, de
manera que las ecuaciones quedan, considerando la anisotropia en el plano X Z,

OE,

5, = —jwpoHz, (2.36)
859” — 88]% = —wpoHy, (2.37)
%E;y = —gwpoH:, (2.38)
= G = wn (2:40)
%?:wm%@+%@» (2.41)

Como vemos, al considerar tiinicamente la anisotropia en el plano X Z, las ecuaciones se desacoplan y
resultan dos sistemas independientes de tres ecuaciones con tres incognitas, las del modo transversal eléctrico
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(TE) y las del modo transversal magnético (TM). Ademas, eliminamos la dependencia con la variable y, dado
que estamos analizando ahora el problema 1+1D. Se decide resolver uno de los dos sistemas de tres ecuaciones,
por ejemplo el que se corresponde con el modo TE que involucra E,(z,2), E.(z,2) y Hy(z, z). Por tanto
deben resolverse las ecuaciones (2.37), (2.39) y (2.41). Para ello resolvemos primero las ecuaciones (2.39) y
(2.41) para obtener las dependencias de los campos E, y E. con el campo H,. Son

(€2 Hy, + €22Hy,)
WGO(ezzezm - szezz) ’
VewaHy, + €.0H,y,)

WGO(exzeza: - Exacezz)

Ey(z,z) = —

(2.42)

E.(z,2) = , (2.43)

donde empleamos la notaciéon H,, = 88% representando asi las derivadas parciales con un subindice.
Sustituyendo estas dependencias en la ecuacion (2.37), se obtiene una ecuacion resoluble para el campo
H,(x,z). Sin embargo, buscamos soluciones que puedan factorizarse del modo Hy(x,z) = hy(z, z) exp(—1kz)
de manera que tenemos una envolvente que varia suavemente en z y un factor que se lleva la dependencia
con z de frecuencia méas alta, k. Buscando soluciones de este tipo resulta una ecuacién para la envolvente
hy(z, z). Sobre esta ecuacion hacemos tres consideraciones:
= Despreciamos la derivada primera con z del &ngulo de cabeceo %
tiene una variacién suave en z.

~ 0, entendiendo que este angulo

» Dado que hemos factorizado la funcion Hy(x,z) en una envolvente de variacién suave en z y una

2
exponencial rapida, de la ecuacion para la envolvente hy(z, z) podemos suponer 88:5’ ~ (0, que es la
conocida aproximacién de envolvente suave o Slowly Varying Envelope Approximation, SVEA.

» Hacemos ¢ = 0, puesto que este dngulo no puede tomar valores distintos de cero en el plano xz, por
definicion.

De este modo la ecuacién que se obtiene finalmente para la envolvente es

O%hy(z, 2)

2iAesin(260) 50
0z

00 Ohy(z, 2)
+ <2k(2ﬁl + AE) + 2A€ COS(QG) (k + 1/8$>> T

= <zk2(2q + Ae) + 1kAecos(20) <k + 2120> — 2wwepuoe (€1 + Ae)) hy(z, 2)
x

00

—2Aesin(26) (k; n 2) Ohy(w, 2)

0?hy(z, 2)
Ox '

+ (1Aecos(20) —1(2¢; + Ae)) 52

o (2.44)

Este procedimiento nos permite calcular la propagaciéon vectorial unidimensional con una sola ecuacion.

Aproximacion paraxial y escalar, medio isé6tropo

A este caso se llega de igual modo que en el apartado anterior sin mas que considerar que el tensor
dieléctrico se reduce tinicamente a la componente €;; 0, lo que es lo mismo, considerando en la ecuaciéon
(2.44) que Ae = 0. La ecuacién resultante queda, después de ordenar los términos, como

0A(z, 2) _ 0?A(z, 2)

2k 0z 0z2

+ (W poeger + kK2 A(z, 2), (2.45)

llamando A(z, z) a la envolvente del campo Optico en aproximacion paraxial escalar.
En el contexto de cristales liquidos suele usarse la forma

0A(z,z)  0%A(z,z)
0z Ox?

2kono + k3 (e — nd)A(z, 2), (2.46)

donde el término que acompana a la funcién de envolvente es sustituido por la dependencia del perfil de
indice con la posicion del director [115, 152, 153].
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2.3.2. Modelos 2D

Estrictamente, los modelos presentados en la subseccién 2.3.1 ya son modelos bidimensionales, pues
tienen en cuenta dos coordenadas espaciales: la coordenada transversal x y la coordenada de evolucion z. Sin
embargo, se trata de un problema de evolucién o problema de valor inicial. Esto es, se toma un determinado
perfil inicial para la envolvente del campo 6ptico que se quiere evolucionar y se resuelve su propagacion en
z. Asi se tiene una coordenada espacial transversal y una coordenada de evolucion (que, en este caso, es
también espacial). Por eso, atn siendo bidimensionales, hacemos la distinciéon en su nombre, llaméndoles
modelos 1+ 1D.

El modelo 2D que se presenta aqui es un problema de contorno en el que se resuelve la distribucion
del campo 6ptico para dos coordenadas espaciales transversales, en particular, las coordenadas x e y en el
dispositivo de la figura 2.3(b). En este dispositivo, el campo eléctrico aplicado por los electrodos induce una
guia de ondas en el cristal liquido nemético al afectar a la orientacién molecular. De hecho, puede hablarse
en este caso de una guia de ondas de variacién gradual del indice de refracciéon. Puede entenderse entonces
que el cristal liquido es un medio de guiado anis6tropo, en tanto que sus propiedades 6pticas difieren en cada
punto (z,y).

Siguiendo un procedimiento andlogo al presentado en 2.3.1, pueden encontrarse las ecuaciones que re-
suelven los modos de semejante guia de ondas anisétropa.

Una vez mas el punto de partida son las ecuaciones de Maxwell (2.34). Dejando aparte la coordenada z,
resolviendo para x e y y considerando esta vez la anisotropia en el plano zy, el tensor de permitividad (2.10)
toma la forma

€, + Aesin? 6 Aesin 6 cosfsin 0
€= | Aesinfcosfsing e, + Aecos?fsin? g 0 . (2.47)
0 0 €1 + Aecos? fcos? ¢

Las ecuaciones de Maxwell resultan entonces

85? — oMy, (2.48)
_aiz — JuoH,, (2.49)

% - 5;?; = —jwpoH,, (2.50)
8(‘9}; = Jweo(€ga By + €xyEy), (2.51)
_6512 = qweo(eye By + €yy Ey), (2.52)
T - G = s, (2:53)

Como ya ocurriera en 2.3.1, el sistema de seis ecuaciones vuelve a desacoplarse resultando en dos sistemas
de tres ecuaciones con tres incognitas. Uno para el modo TE (E,, E,, H, y otro para el modo TM (H,,
Hy, H.). Planteamos uno de los dos, por ejemplo el modo TE (ecuaciones (2.50), (2.51) y (2.52)). Para ello
resolvemos primero las ecuaciones (2.51) y (2.52) para obtener las dependencias de los campos E, y E, con
el campo H,. Son

1(exyH., + €yyH,)
weo(Ezy€yz — Ezztyy)’
B ez, + €yeHz,)

weo(Exy€ys — Ezn€yy)

Ey(z,2) = — (2.54)

Ey(xz,z) = (2.55)

Sustituyendo estas dependencias en la ecuacion (2.50), se obtiene una ecuacién resoluble para el campo
H,(x,y). En este caso no contemplamos aproximaciones y estamos resolviendo el campo en el dominio xy.
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La ecuacion que se obtiene finalmente para el campo H,(z,y) es

2 . . 2 204 il 2 .2 82Hz($ay)
4 [4€7 + (5 — 3 cos(20) — 2cos” 0 cos(2¢p))e | Ae + Ae?(4sin 0 + sin”(20) sin” ¢)] 2
x

2 . 2 2 o2 .2 4p i 82HZ($7y>
+4 [4€] — 4e; Ae(—1 + cos®  cos(2¢)) + Ae” sin® p(sin”(26) + 4 cos* O sin” )] a7
0*H.(z,y)

+16Aesin ¢ [e) sin(26) + 2Ae cos 0 sin §(sin® § + cos? 0 sin® )] D20y

+2Ae |:4€L [2 cos(26) sin gp? + sin(26) <cos (pgﬁ + 2sin? cpge) — 2cos? fsin 2@2—90
Y Y x x

0
—Ae [[(1 — 7cos(26)) sin ¢ + 2 cos? 0 sin(3¢)] g + 8 cos # cos psin f(— sin? @ + cos? O sin® cp)g(p
Y Y

OH.(v,y)
ox

+2A€ {q [8 cos(26) sin gpg—z + 4sin(26) (—ng + cos gogiﬂ

' 00 . Oy
Awn2 20 ge
+ 2sin(26) [ 4sin Yo T sin(26) sin(2¢p) ax]”

1 0
+§Ae {—16 sin(20) sin? gogy + 45in?(26) sin(2<,0)g<§
OH.(z,y)
Jy
2 .92 2 .92 2
+16w*po€oe 1 (€1 + Ae(sin® 6 + cos® §sin” ¢))” H.(z,y) = 0. (2.56)

+ 2(—1 + 3 cos(26) — 2 cos® f cos(2¢p)) (2 sin(pgz - cosgosin@@?i)”

Un procedimiento andlogo conduce a la ecuacion correspondiente para el campo E,(z,y). Una vez cono-
cidos estos dos campos, pueden encontrarse la forma de los otros cuatro campos en base a las relaciones que
los vinculan en las ecuaciones de Maxwell.

2.3.3. Modelos 2+1D

La deduccién de la ecuacién para el método de propagacion bidimensional lineal is6tropo paraxial es la
misma que en la subseccion 2.3.1. Por tanto, la ecuacion es la ampliacion bidimensional de la ecuacion (2.46),
es decir

0A(w,y,2) _ 0*Alz,y.z)  9*Alx,y, 2)

9z Ox? 992 + k(e = n§) Az, y, 2). (2.57)

22]60710
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Tratamiento numérico de los modelos de
cristales liquidos

El modelo expuesto en el capitulo 2 se compone de varias ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
fuertemente acopladas. Alguna de las ecuaciones diferenciales a resolver es lineal y tiene solucién analitica. El
problema no es, pues, resolver cada una de las ecuaciones independientemente, sino hacerlo cuando se acoplan
fuertemente, lo cual hace aparecer una no linealidad efectiva inherente al fuerte acoplo de las ecuaciones. Se
hace necesario pues, la aproximacién numérica de las ecuaciones diferenciales para encontrar una solucién
aproximada al problema acoplado.

El método numeérico empleado para aproximar las ecuaciones diferenciales es el Método de Diferencias
Finitas (MDF) [154]. Su facilidad de implementacién, asi como la de los anélisis de estabilidad sugieren la
idoneidad del método. Ademas, el empleo de fronteras transparentes en ecuaciones en diferencias finitas se
ha estudiado ampliamente [155]-[159] y es fundamental en el desarrollo de este trabajo de tesis.

En este capitulo expondremos las aproximaciones en diferencias para cada una de las ecuaciones difer-
enciales, mostraremos las caracteristicas del proceso iterativo implementado para alcanzar la solucién auto-
consistente al problema y detallaremos el origen, la forma y la implementaciéon de la frontera transparente
empleada. Por ultimo analizaremos brevemente el coste computacional asociado a la resolucion del problema
completo ofreciendo datos sobre la cantidad de problemas numéricos a resolver para alcanzar la soluciéon final
del modelo totalmente acoplado.

3.1. Aproximacién a las ecuaciones de orientacién molecular

El modelo de orientacién molecular expuesto en la seccién 2.1 presenta ecuaciones diferenciales no lineales
debido al término trigonométrico que incluye. Se trata ademds de problemas de contorno, ya que se pretende
resolver la distribucion del dngulo de cabeceo y/o torsion en las coordenadas espaciales transversales dado
el conocimiento de la funcién en la frontera. La solucién a dichos problemas requerird en primer lugar la
aproximacion mediante el MDF de las ecuaciones diferenciales pertinentes. Asi se obtiene una ecuacién en
diferencias vilida para cada nodo de nuestro dominio discreto aproximado. El sistema de ecuaciones resultante
puede resolverse mediante métodos iterativos, como el de Newton—Raphson.

Sin embargo el empleo de las ecuaciones de Euler—-Lagrange que minimizan la expresion de la energia libre
no es, ni mucho menos, el tnico método empleado para la resolucién numeérica del problema de Oseen-Frank.
De hecho, se ha estudiado mucho este problema desde el punto de vista numérico desde mediados de los
80. Existen varios estudios muy completos que recogen muy bien esta situacion [160, 161, 162, 163, 164].
Hay alguna consideracién general que merece la pena mencionar aqui para entender la complejidad del
célculo. En particular, el problema de la minimizacién de la energia libre del cristal depende criticamente del
valor relativo entre las tres constantes elasticas, hasta tal punto que determinados tripletes hacen aparecer
soluciones singulares y otros no. Por tanto la simplificacién cominmente empleada a efectos numeéricos de
equiparar el valor de las tras constantes es un caso particular que puede afectar al espacio de soluciones del
problema original, sabiendo que el conjunto de funcionas que minimizan la expresién de la energia libre es
infinito [164]|. Normalmente en estos trabajos se trata de encontrar una funcion n(z,y, z) tal que minimiza la
energia libre del cristal, siendo n el vector director unitario. Se toman condiciones de contorno tipo Dirichlet y
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se encuentran soluciones con discontinuidades puntuales, bien porque no existen soluciones que no las tengan,
para dicho problema, bien porque estas soluciones tienen menor energia que otras posibles configuraciones
[163].

Nosotros no resolvemos exactamente la misma expresion funcional, ya que para nosotros el vector director
tiene una dependencia definida con las funciones angulares que definen su posicion, el dngulo de cabeceo
O(z,y,z) y el angulo de torsion o(z,y, z). Asi, para la expresion general de la energia libre, las variables
se corresponden con estas dos funciones angulares y se nos ofrecen dos ecuaciones de Euler-Lagrange para
alcanzar la solucién a cada una de ellas.

En cuanto a la manera de optimizar los calculos de los métodos iterativos tipo Newton-Raphson, hay algin
trabajo que resume las posibilidades al respecto [165]. Se trata de resolver los sistemas lineales de ecuaciones
que aparecen en el método de manera aproximada y no de manera directa. Dentro de los métodos para
la resoluciéon aproximada de un sistema de ecuaciones lineales se encuentra los métodos de Jacobi, Gauss—
Seidel, sistemas de sobrerrelajacién o sistemas SOR, gradiente conjugado precondicionado y multigrid. La
conclusion de este estudio es que la técnica multigrid supera en mucho la rapidez de convergencia y reduce
drasticamente el coste computacional de cualquier otra técnica. Por este motivo se estudia tal posibilidad en
nuestros cédigos y se trata su problematica en una subsecciéon especial de este mismo capitulo.

Expuesta ya nuestra intencionalidad, pasamos a explicar las aproximaciones numéricas a cada una de las
ecuaciones diferenciales que debemos resolver. En todo caso muestro dominio estard definido por los rangos
x € [0,d] siendo d el espesor de la celda, y € [-L/2,L/2], con L la anchura de la celda en la direccion y.
Tomaremos N nodos en la direccion x y M en la direccion y (definiendo una malla de N — 1 intervalos en z
y M — 1 en y). Tras cada discretizacion detallamos los rangos de validez de los subindices de discretizacion.

3.1.1. Modelo 1D

La aproximacion a la ecuacion (2.17) usando el MDF emplea operadores en diferencias que aproximan a
segundo orden la derivada segunda espacial. La ecuacion en diferencias resulta

K

1.
@(9]'_1 — 29] + 9]'_;,_1) — 5 Sln(2(9j) (A65|Ex5j|2 + A60|Exoj’2) =0, (31)

para 2 < j < (N —1), siendo §; el valor de la funcién del dngulo de cabeceo 6(x) en el nodo jAz del dominio
discreto, los campos eléctricos externo y 6ptico Eys; y Fqo; en el nodo jAw, respectivamente. Las condiciones
de contorno son de tipo Dirichlet, de manera que los valores de la frontera estan fijados en un valor muy
pequeno, el valor del precabeceo 0y = 2°, que se consigue a través de una técnica de frotado de las superficies
confinantes del cristal liquido. Asi pues, tenemos en el contorno 1 = 0y y 05 = 6y y en los nodos interiores
un sistema de N — 2 ecuaciones con N — 2 incégnitas. Este sistema de ecuaciones no lineal puede resolverse
mediante técnicas iterativas como el método Newton—-Raphson, que establece

Tr, (Opsr — 0p) = —F, (3.2)

siendo Fy, = (Fap, Fap, . .. ,F(N_g)n,F(N_l)n) el iterado enésimo del funcional F' = (Fy, F3,..., Fn_1), que
se corresponde con la ecuacion (3.1) para cada j. Para obtener la matriz jacobiana se hace necesario calcular
las derivadas parciales del funcional F;, con respecto a cada una de las incognitas ;. Se obtiene una matriz
tridiagonal ya que s6lo se nos hace necesario calcular las derivadas parciales con respecto a las posiciones
0j_1, 0; y 0;41. Asi, tenemos que

oF, K
80j_1 N AwQ’
OF,  OF
89j+1 69j,1’
OF, K
m = 2 —05(20;) (A€s|Eys. |2 + A€y|Fro, |?) .
aej A$2 COS( 9.7)( € ‘ ]‘ + € ‘ ]’ )

El método itera sucesivamente hasta conseguir un valor de 6,41 arbitrariamente cerca del valor 8,,, lo cual
significard que nos encontramos arbitrariamente cerca de la solucién, en caso de convergencia a la misma. La
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forma matricial de la ecuacion (3.2) es

oy ory . OF,

392 393 . 3'(991\771 Aby Fy
OF3 oFy | F3
o0, 005 0N 1 Afs B F3
OFN_1 OFN_1 OFN_1 Af F
90, 905 T 90n. /o, N1/ N1 /o

3.1.2. Modelo 2D

En el supuesto mas general del problema de orientaciéon bidimensional, consideramos la existencia de
campos eléctricos externos y Opticos en las dos direcciones transversales x e y de manera que debemos
contemplar también las posibles variaciones angulares para el cabeceo y la torsion de las moléculas, 0(x, y)
y ¢(z,y) respectivamente, tal y como se hace en la subseccion 2.1.2. Resolvemos entonces por separado las
ecuaciones correspondientes a cada uno de los angulos de posicion de las moléculas. Estas dos ecuaciones
estan fuertemente acopladas dado que la informacion del dngulo de torsion ¢(z,y) es necesaria para definir
la ecuacion para el dngulo de cabeceo (2.22) y viceversa. Usamos aqui un sistema iterativo presentado en
[146] para acoplar este sistema de ecuaciones.

La ecuacion (2.22), que resuelve el angulo de cabeceo (z, y), se aproxima por el método de las diferencias
finitas, usando aproximaciones centradas (que cometen error de segundo orden) a los operadores diferenciales
que aparecen. El esquema en diferencias resulta

1 1
-K <(9j1,k — 20k +0j41%) + Aiyz(gj,kfl — 205+ 9j,k+1)>

Ax?
2 2
_E ([ (Pitek =ik T (Piktl — ik
2 2Ax 2Ay

1 A€’ 1 .
b (=5 (AChE P+ aClE, ) + ST1E P - cos(zo) + A s gl 5, P

—+ sin(29j7k)

4 Yj.k

1 . ES &
—5¢0 cos(26; 1) sin @; i (AeO(Egj,kE;’j’k + By By )t 2A68E;j,kE§j,k) =0, (3.3)

para2 < j < N -1y 2<k<M-—1. Las condiciones de contorno en la direccion z, confinante del cristal
liquido, son de tipo Dirichlet, ya que experimentalmente suele fijarse el valor del angulo de cabeceo en las
superficies confinantes del cristal,

01,x = Oo, On k= 0o, Vk.

Las condiciones de contorno en la otra direccién transversal, ¥, admite una variedad mayor de posibilidades
atendiendo al interés particular. Pueden emplearse condiciones periédicas para simular medios infinitos en
esta direccion transversal para el caso de electrodo continuo. Si el electrodo fuera discontinuo, la introducciéon
de condiciones periodicas produciria un medio infinito peridédico con lo que pueden simularse situaciones de
gratings y difraccion discreta, por ejemplo. En este caso se tendria

0j1=0jn-1, Ojn =052,  Vj.

También pueden emplearse condiciones de frontera transparente en la direccién y, lo que permite simular
la finitud en esta direcciéon de un dispositivo de celda planar. La aplicacién de este tipo de condiciones de
contorno serd tratada més ampliamente en un capitulo especifico de esta tesis méas adelante.

En cuanto a la resolucién de los nodos interiores, el método Newton-Raphson multidimensional aplicado
alas (N —2)(M — 2) ecuaciones que aparecen al evaluar la expresion (3.3) para cada valor de los subindices
espaciales, hace intervenir el jacobiano del sistema de ecuaciones, con lo que interesa calcular las derivadas
parciales de cada una de las ecuaciones del sistema (que llamaremos Fj ) con respecto a 0j, 0j_1x, 041k,
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0jk—1y 0j k41, resultando asi en una matriz de cinco diagonales:
oF;r, K OF; ), oF;, K O0Fj

89]'_17143 - A.CE2 - 80]'4_17167 89]-,;‘;_1 o Ay2 - 89j7k+17

OF} 1 1 ©it+1k — Pj—1k 2 Ojk+1l — Pjk—1 2
= 29K —= + —= 2 20 -K J J rykrl  vyk=L
06, 1 <Am2 * Ay2> +2c0s(20;) [ (( oAz * 2Ny

1 A€’ 1 .
+ € <—2 (AES\E;MIQ + A60|E;j,k‘2> + T|E;M]2(1 —cos(2¢;k)) + §A6° sin? @, x| B2 |2>}

Yj.k

o+ sin(20;)eo sin s (A(BSS B2+ BY Ey )+ 20 By By ).

La ecuacion en diferencias correspondiente a la discretizacion de la ecuacion (2.23) que resuelve el angulo
de torsion ¢(z,y), utilizando una vez més aproximaciones de segundo orden, es

1 1
K cos 0, [cos 0,k (M(Soj—Lk; — 20k + @jt1E) + Tyg(({)j,k—l — 205K+ SOj,k+1)>

. 1 1
— 2sin Gj,k <M(9j+1,k - 9j—1,k)(<ﬁj+1,k - SDj—l,lc) + Kyg(ejJHJ - 9j7k—1)(90j,k+1 - %}k—l)ﬂ

1 .
+ 50 cos? ;4 5in(2,) (Aeo\Egj’k 2+ A, 12)

1 . %
+160 oS ;1. sin(26; 1) (Aeo <]£?z‘/’]kE‘x’],c + EgjkE§Jk> + 2A68E;j,kE;j,k> =0. (3.4)
En este caso los términos que aparecen en la matriz jacobiana para el método Newton-Raphson son
OF; i 1 1
7890;’1@ = cos? 0.k [—2[( (AmQ + Ay2> + €9 cos(pj k) <A60|E?3j,k 2 + AeS|E§j’k |2)] ,
OF} K cos? Ojr K cosbsinb;
) — ) ) ) 0 . _ 9 - ,
a@jfl,k AxQ + A.TJZ ( j+1,k J 17k)
oF;r K cos? 0 K cosbsinb; (0 0 )
880]'4»17]@ - AI’Q A.Z'Q ]+1,k jfl,k )
OF} K cos? 0 K cosb;sinb;,
— = =+ : = (0 k1 — Ojk—1),
aSOj,lcfl Ay2 Ay2 ( Jrk+ Js )
OF} K cos? 0 K cosb;sinb; 0 p )
= — ik+1 — Yjk—1)-
Opjhe1 Ay Ay? PR

3.2. Aproximacién a las ecuaciones de campo eléctrico externo

Se emplea, en todos los casos, el método de diferencias finitas con operadores en diferencias de segundo
orden.

3.2.1. Caso unidimensional

Recuérdese que, en este caso, puede obtenerse el campo eléctrico externo a través de una integral numérica
o calcularse en primer lugar el campo potencial V(z) con la ecuacion diferencial que ofrece el método de
Euler-Lagrange para luego obtener el campo eléctrico a partir de éste.

Obtencion del campo mediante integral numérica

Nos referimos aqui al calculo aproximado de la integral (2.26). Es decir,

d j=N-1
d
Dccs - = _VE) = Dacs

0 €xzs

Az B
€15 + Aegsin® 9, N

Vh. (3.5)
j=1

D:l:s

Con el valor de D5 puede calcularse el campo eléctrico discreto como Fpg, = ——2%——.
J €1 s+Aessin” 0
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Obtencion del campo mediante resoluciéon de ecuacién diferencial

La ecuacion (2.25) puede aproximarse como

(GJ_S + Aeg sin? Qj) Aeg sin 20;
Ax? 4Ax?
para 2 < j < N —1. Las condiciones de contorno quedan definidas por el potencial aplicado en los electrodos
situados en las superficies confinantes, V1 =0V y Vy =V V, se trata pues de condiciones de contorno tipo
Dirichlet. Puede verse que la ecuacion es lineal en V.

(Vim1 =2V + Vi) + (0j+1 = 0j—1)(Vjit1 — Vj—1) =0, (3.6)

3.2.2. Caso bidimensional
La ecuacion mas general (2.27), se aproxima a segundo orden con la ecuacion en diferencias
ar; . (Viik = 2Vik + Vigrn) + az; . (Vig—1 = 2Vig + Virr1)
+az;, Vigrkrr = Vicrgrr — Vicrg—1 + Vicie—1) +aa,,,(Vicie — Vicik)

—|—(I5j7k (Vrj,k’-i-l - ij,k—l) =0, (37)
con
1 .2
ai, N (eL + Aesin Gj,k) ,
1 .
az; :@ (EL + A€ cos? 0; k sin? gojyk) ,
as; :MAG sin(26; 1) sin ¢; 1,

1

U, =5A- <Ae <cos(29] k) sing;, kQA O r+1—0j1—1)
2
+cos b sinf; (COSSDQA (Pjkt1 — Pjk—1) + E(ej-&-l,k - 9j—1,k)>>) ;

1 A 9 . . 9 : 1

as;, = 37y € (cos 0 1 sin ;1 — sin” 6, sin goj,k) m(eﬂl,k —0;_11))
1
— sin(26;, k)sm cp]sz (0541 — 0 k—1) + cos b cos ;i stJkQA (Pjt1k — Pj—1k)

. 1
+ cos® 0, sin(2¢; & )2A (Pj k1 — %,k—1)>> ;

con2<j<N-1y2<k<M-—1. Puede verse que, mientras que las aproximaciones ay; ,, az, , y as,, son
puntuales, las demas, a4, y a5, ,, implican el célculo aproximado de derivadas sobre las funciones angulares.
Reescribiendo (3.7) de manera méas conveniente, se tiene

ANw,  Vi—1k—1+ AN, Vik-1+ ANE; Vit k-1
AW, Vi-ie + Ap, Vie + Ag VieL

+ASWj,k Victkes1 + Asj,k Vik+1+ ASEj W Vitlk1 =0, (3.8)
con ANWj,k as; ., AN = a2;, — 05, ,, ANEM = —as;,, AW = 1, — 04, Ap = _2a1j,k 2a2]k,
AEM =ai,, +aq,,, ASW]’,C = —as,,, As =ag;, tas,,, ASEM = as, - De esta manera se ve claramente

que el esquema en diferencias aqui presentado utiliza una molécula de nueve puntos, por lo que la matriz del
jacobiano correspondiente al método Newton-Raphson que se emplea para resolver este problema de acuerdo
con (3.2), tendra nueve diagonales, cuyos valores serdn precisamente los coeficientes A NW; AN, ANE;
AW, oo APy AEB, > Asw, ., As; ., AsE,,, pues éstos resultan ser las derivadas parciales del funcional con
respecto a cada una de las variables tal y como se aprecia en la ecuacion (3.8).

El tratamiento del contorno en este problema admite varias versiones dependiendo del dispositivo en
cuestion que se pretenda simular. Vamos a separar pues dos casos distintos, el caso en el que se simula una
celda planar con electrodos continuos en las superficies confinantes y el caso en el que se emplean electrodos

discontinuos en una de las superficies confinantes para inducir guias de onda.
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Celdas planares con electrodos continuos

La figura 2.3(a) refleja esta situacion. Puede verse que la continuidad de los electrodos superior e inferior
impone el empleo de una condicién de frontera tipo Dirichlet en z = 0 y en & = d, que vendra dada por
la tension aplicada a cada electrodo, Vi, = 0y Vi = Vo, VEk, siendo Vj el valor de tension aplicado al
electrodo superior.

En la otra direccién transversal, y, pueden emplearse condiciones de contorno periddicas si se pretende
simular un dispositivo de anchura infinita. En este caso Vj1 = V; y_1y Vj v = Vj2 Vj. Sin embargo pueden
emplearse también condiciones de frontera transparente si se pretende simular la finitud en esa direccion
del dispositivo en cuestién. En la seccion 3.5 se detalla la forma en la que incorporar estas condiciones de
contorno.

Celdas planares con electrodos discontinuos

Esta disposicion admite distintas configuraciones, dependiendo de cuantas discontinuidades tienen los
electrodos (normalmente representando voltajes distintos tras cada una de las discontinuidades). Un ejemplo
esté representado en la figura 2.3(b). Otra posibilidad seria la complementaria de la figura 3.13, en la que
el electrodo superior se sitia donde esta el hueco y el resto de zona de contacto con la superficie confinante
superior no dispone de electrodo. Obviamente hay muchisimas més posibilidades. En cualquier caso, la
diferencia de tratamiento del contorno estribara siempre en lo que ocurre en la superficie del electrodo
discontinuo x = d. Una manera de representar genéricamente la condiciéon de contorno en z = d en estos
casos es escribir

Vik =Vo, j=N, k€ electrodo,
Vik =cn-1.kVj-1k, J =N, k> electrodo,

siendo esta ultima la condicién de contorno transparente que sera tratada mas ampliamente en la seccion 3.5.
Para el contorno en z = 0 tenemos una condicién tipo Dirichlet ya que ahi se sittua la referencia de potencial
Vig =0, Vk.

La condicién de contorno en la direccién transversal y tiene el mismo tratamiento que en el caso anterior
de electrodos continuos, bien se utilizan peridédicas, bien condiciones transparentes.

3.3. Aproximaciéon a las ecuaciones de propagacion del campo 6ptico

En todos los casos se utiliza el MDF con aproximaciones centradas a los operadores diferenciales, come-
tiendo errores de segundo orden. En este apartado se aproximan tanto ecuaciones de evolucion, i.e. problemas
de valor inicial (PVT), como ecuaciones elipticas o de campo. En el primer caso, conocida una semilla para
el campo 6ptico, estamos interesados en conocer como evoluciona sometida a la ecuacién de propagacion
correspondiente. En el segundo caso, trabajamos con BVP que definen las propiedades 6pticas del medio de
propagacion en cada seccion transversal de la evolucion del campo 6ptico, o los modos de propagacion del
mismo. Al emplear diferencias centradas tanto de las variables transversales como en la variable de evolucion,
la discretizacion de PVI conduce a la obtencién de esquemas implicitos que producen sistemas de ecuaciones
lineales.
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3.3.1. Modelos 1+1D
Propagacion con anisotropia en el plano X7

La aproximacion por diferencias centradas de la ecuacion (2.44), conduce al esquema

2Aesin(26]) (RPHL —prtl _pn L pn

Yj+1 Yj—1 Yj+1 Yj— 1)

2AzAz
+ (2h(2es + Ae) +28ecos(207) (k+ (01— 0;1)) ) oo (! — )
€1 € € j A j+1 — Uj—1 ALy i

n+1 n
(hy™ + hy)

= <2k2(2@_ + Ae€) + 1kAecos(20;) (k + 21—;(9]41 - 9]-_1)) — 2uwwo o€ (€1 + Ae)) %

+1 _ +1 _
} (hgj—o—l hgj—l + hZ]+1 th—l)

—2Aesin(26;) (k:+ oAy O+t — 9j—1)>2 2Az 20w

+ (1Aecos(20;) — 1(2¢, + Ae)) B+l QthH h"“ Y

2A 12 ( Yj+1 Yj+1 _2hn +th 1)‘

Este sistema de ecuaciones tiene una matriz de coeficientes tridiagonal, que queda més claro si reescribimos
su miembro izquierdo de la forma

[Ae sin(2607) 1 <Ae sin(207)

N + 1As A (071 — 07_1) — 2k Aesin(20] ))

Jj—

1 n n
BTN (2e1 + Ae(1 — cos(20] )))} hyjtll

1 o, my  cOs(207) .
+ [Az <42kq_ + 2Ae <22k cos”(07) — ijﬂ - Gj_1)>>

. cos(207) .
— e wwopo(€eL + Ae) <—1 + 2ke | + Ae (k: + cos(207) + ZTx(ejH — j_1)>>

+ (2¢1 4+ Ae (1 - cos(2e")))} hy

1
Ax A2

Aesin(207) 1 (Aesin(207) )
[_ AxAZ] _4Ax( A ’ (0741 — 07_1) — 20kAesin(20] )>

Yj+17?

2A1 5 (261 + Ae(1 - cos(29”)))} htl

y de igual forma su miembro derecho, donde aparecen los valores de la funcién en el paso nAz conocido, se
escribe

[Aesin(207) 1 <Ae sin(207)

AoAs iAn AL (071 — 07_1) — 2k Aesin(20] ))

1 n n
+ A2 (261 + Ae(l — cos (207 )))} hy, .

M1 o, my  C0S(207) .
+ s <4qu + 2Ae <2zk cos™(07) — W(GjH — 9j1)>>

. cos(207) .

A1 5 (261 + Ae (1 — cos(207 )))} hy,

Aesin(207) 1 (Aesin(207) )
[_ ArAs + 1AL < Ar (0741 — 07_1) — 20k Aesin(20] )>

Yj+1?

2A —— (261 + Ae(1 - cos(20”)))} hy
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valido para2 < j < N—1yn > 1, con la condicién inicial conocida h:}/j,Vj. Las condiciones de contorno son,
en todo caso, de tipo Dirichlet, dado que el régimen de paraxialidad en que se trata la propagacién 6ptica
impone la reflexion total interna en la interaccion del campo 6ptico con la frontera. Asi pues se tiene que
hy, = hy, =0, ¥n.
Una vez calculada la envolvente del campo hy, puede obtenerse el campo total Hy(z, z) = hy(z, 2) exp(—tkz)

y con éste calcular los campos totales E,(z,2) y E,(z,z) haciendo uso de las ecuaciones (2.42) y (2.43). La
aproximaciéon numérica de estas ecuaciones, detallando la forma de las distintas componentes del tensor
dieléctrico, resulta

Hy, o — Hy, H, . —H,
By = ‘m (@ + Accos? ) R UL 4 gin gLl )
1wol€L
! : Hy; oo = Hy; oo Hy o —Hy
B, = —————— | Aesinfcosf— i Ac sin? g Towens — Hy;
Zj k qwo(q—i—Ae) ( €sin ¢ cos N —I—(q—i- €sin ) oA ’

para2<j<N-1y2<k<M-—-1.

Propagacién paraxial escalar de la envolvente del campo éptico

En este caso el empleo de aproximaciones centradas a los operadores diferenciales en la ecuacion (2.46)
conduce al esquema mas utilizado en la aproximacién de la ecuacidén de Schrodinger, el esquema de Crank-
Nicolson. Se emplean aproximaciones centradas en el nodo jAz, (n+1/2)Az. La aproximacion de la derivada

segunda espacial en el nodo (n + 1/2)Az obliga a tomar el promedio de las aproximaciones centradas en
n+1/2
J

los valores en los nodos adyacentes A? y A?H. Se trata de un esquema implicito incondicionalmente estable

y tiene la forma

nAz y (n+ 1)Az, de modo similar a lo que ocurre al representar el nodo A a través del promedio de

1 1 1 1
- AFT— A7 1 (An+ — 24T 4 AT . AT — 247 + Ag_1>

7 j+1
Az 2 Ax? Ax?
1 n n
+k§ (e¢j — ng) i(Aj +ly A7), (3.9)

o también, tras reagrupar a cada lado del igual valores conocidos de incognitas,

Ax
Aty (—2 — 4zk0no—x + kAT (e — n%)) A;.“H + A"t =

J+1 Az j—1 —
Az?
=A%+ <2 - 4@k0n0A—z — k3 Ax?(ej — n%)) Af — A7,

La forma matricial resultaria

oy 1 0 -~ 0 Antl B -1 0 - 0 A?

1 ag 1 -+ 0 ADtt —1 By =1 -+ 0 AB

0 1 ag -~ 0 |. (AT =l0 -1 8 - 0 [.| 4 |,

0 0 0 - an. AL 0 0 0 - Bya A%,
siendo aj = =2 — 4zk0no% + k3Ax(e; —nd) y Bj =2 — 42k0n0% — k3Az%(e; — n3). La condicion inicial

impondria un valor conocido para A} Vj y las condiciones de contorno tipo Dirichlet establecen A} = 0y
% =0, Vn.
N )

3.3.2. Modelo 2D
La discretizacion de la ecuacion (2.56) utilizando aproximaciones centradas resulta

a1y, (szfl,k - QHZj,k + sz+1,k) + a2j,k(HZj,k71 - 2sz,k + HZ‘,k+1)

j
+a’3j,k (szJrl,kJrl - HZj—1,k+1 - sz+1,k—1 + sz—l,k—l) =+ aq; (HZ]'-H,k - HZj—l,k)
+as; (sz,k+1 - HZ',k—l) +as; , Hz; ) =0, (3.10)

J
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con
ai,, = Ai:z? [4ei + (5 — 3cos(20; ) — 2 cos® 0 1. cos(2p; 1) e Ae
+Ae*(4sin? 01 + sin2(29j7k) sin? goj’;g)} ,
az;, = A4y2 [463_ —4e; Ae(—1+ cos? 61 cos(2¢k)) + A€? sin® ik (sin2(29j,k)
+4 cos* 0k sin? gpj,k)] )
as;, = 4AiAy 16Aesin@; [q sin(26; ) + 2Aecos 0, sin b j, (sin2 0,k

+ cos? 0.k sin® goj,k)} ,

O k1 — 0j k-1

1
as = — 92A¢ [4@ [2 cos(26; i) sin @; i 20y

Ik 2Ax

Pkl = Pik-1
2Ay

Pi+1,k — Pj—-1,k
2Ax

Oj1k — 9j—1,k>

.2
+ 2sin” pj SAL

+sin(260; 1) <cos ik

-2 0082 9j7k sin 290]',16
Ojk+1— 05 k—1
2Ay

2Ay

Pjtik — @j—l,k]”

—Ae [[(1 — 7cos(20;x)) sin @ + 2 cos® 0 sin(3p; 1 )]

+8cos b 1, cos ;i sin 0 1, (— sin? 0 + cos? 0k sin? ©ik)

Oj+16 —0j-1k
2Ax

+ sin(26; 1) sin(2¢; k)

. )
+ 2sin(20; 1) [—43111 ik N

1 . Oii1p—0:_1%
as;, = mQAe |:€J_ [8 cos(26; 1) sin gojyk%

0 ki1 — Ok o
+45in(20, 1) <_2M+COS¢j,k¢J+1’k Py 1k>]

2Ay 2Ax
Ojk+1 = 0j k1
2Ay

+ 4sin?(20; 1) sin(2¢; 1) oAy

1
+§A6 {_16 sin(20 1) sin® g

Ojt16 —Oj—1k

+2(—1+ 3cos(20;) — 2cos? 0, 1 cos(2¢, 1)) (2 sin @ oA
T

— cos p;j  sin(26; 1) Yotk = Spjl’k)” ,

2Ax
2 -2 2 .. 92 2
ag;, = 16w poeoes (eJ_—i—Ae(sm 6, 1 + cos” 6 sin (pj,k)) ,

y2<j7<N-1,2 <k < M-—1. Es importante recordar en esta implementaciéon que las condiciones
de contorno deberan implementarse sobre la funcién H,, pero también sobre las funciones 0,5 y ¢; que
aparecen, junto con sus derivadas, en los coeficientes de esta ecuacion en diferencias. Para los campos 6pticos
se tendran condiciones tipo Dirichlet en todas las fronteras (igualando a cero los campos) mientras que para
las distribuciones angulares se tendran las condiciones de contorno que correspondan y que se han explicado
con anterioridad en las subsecciones correspondientes.

Teniendo la solucion para el campo H.,,, pueden calcularse los campos totales E.(v,z) y Ey(z,z) ha-
ciendo uso de las ecuaciones (2.54) y (2.55). La aproximacion numérica de estas ecuaciones, detallando la
forma de las distintas componentes del tensor dieléctrico, resulta
H, ,  —H,,

H. ., —H..
2 i 2 . J,k+1 J,k—1 i : . : . Zi+1,k Zi—1,k
. 1 <(el + Aecos” 0 sin® ¢, 1) Ay + Aecos 8 sin 0; . sin @ ), — 51—~ )
Pk weg [A62 cos? 0 sin? 0,k sin? ik — (e + Ae sin? 0 1) (e, + Aecos? 0,k sin? cpjk)]
H. ,  —H.. H. ., ,—H..
. . . . . 4, k+1 4 k—1 n20. j+1,k j—1,k
. ? (Ae cos 0. sinb; . sin Ay + (€1 + Aesin® 0 ) —F 5% )

Ysk weg [Ae2 cos? 0 xsin? 0, p sin® ;1 — (e + Aesin? ;) (e + Aecos? §; , sin? <pj,k)] ’

pura2<j<N-1y2<k<M-1.
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3.3.3. Modelo 241D

La manera méas natural de aproximar la ecuacion (2.57) es aplicar la misma discretizacion que en la
ecuacion (2.46), con un esquema Crank-Nicolson que aproxima a segundo orden la ecuacion diferencial en el
nodo jAz, kAy, (n+ 1/2)Az. Este esquema resulta

T +1 +1 +1
Qlkonou _1 AfT = 2450 + AT, N Pk~ 247+ AT
Az 2 Az? A2
+1 +1 +1
+ Zk-‘rl B 2A;l,/€ + A;L,k—l n A;'Z,k_t,_l - 2A§l’k + A?,k—l
Ay? Ay?
1
+ K5 (e = m5) (AT + Af), (3.11)

0, también,
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
aw A;5  +anA T tap AL +ap ALy +as AT
:bWA;‘L—Lk + bNA?,k_1 + bPA;'L,k + bEA?-H,k + bSA;'L,IH-h

con los coeficientes

GW:1, aE:17 bW:17 bE:17
CLN:1, G,S:l, b]v:l, bS:L
Az?Ay?
ap = 4zk0no% +4 — Ax2Ay2k:8(ej,k — n%),
Az Ay?
bp = 4zk0n0xsz — 4+ A$2Ay2k‘§(ej,k —nd).

La condicién inicial vendra dada por AJ{ 1» conocida, mientras que las condiciones de contorno seran de tipo
Dirichlet, anulandose el valor de la envolvente en las fronteras, entendiendo que el régimen paraxial impone
una reflexion total interna en las fronteras, teniendo alli una interfase cualquiera, bien sea con el aire o con
otro dieléctrico confinante del cristal liquido.

Sin embargo, este esquema es algo costoso computacionalmente, pues al tratarse de un problema bidi-
mensional los tamanos de matriz que se manejan son del orden del cuadrado de las que se manejan en
el caso unidimensional. Ademés las matrices de coeficientes que se forman tienen cinco diagonales no nu-
las, la discretizacién propia del operador laplaciano bidimensional. Esto hace que su inversiéon, de cara a la
resolucion del sistema de ecuaciones sea mucho mas costosa que en el caso en el que fueran tridiagonales.
Seria deseable conseguir un esquema bidimensional con estas propiedades de error y estabilidad que utilizara
matrices tridiagonales. Esto puede conseguirse mediante una aproximacién particular. Las diagonales que
no deseamos provienen del operador en diferencias para la derivada segunda en una de las dos variables
espaciales. Dependiendo del orden de las incognitas se podra situar 62 o 52 en la tridiagonal principal, pero
siempre tendremos otras dos diagonales para la otra variable. Este problema se soluciona si aproximamos
uno de esos dos operadores en diferencias para la derivada segunda en el instante (n + 1)At, desconocido, y
el otro en el instante n/At, conocido. De esta manera hacemos aproximacion implicita a una de las variables
espaciales y explicita a la otra. Esta filosofia conduce a esquemas en diferencias finitas llamados semimplicitos
o esquemas implicitos de direccion alternada (ADI).

El esquema en diferencias finitas de Peaceman-Rachford plantea un método de resolucién en dos pasos, tal
como se expone en [147]', por lo que en ocasiones se conocen estos, como esquemas de paso dividido. Primero
plantea la ecuacion en diferencias correspondiente a la aproximacién de la ecuaciéon diferencial alrededor del

!Tomamos de esta referencia la notacién para los operadores en diferencias que usamos a continuacion:

] 55 representa el operador en diferencias centradas de segundo orden utilizado para discretizar la derivada segunda en la
variable p, y aplicado en el nodo j viene dado por A;_1 —2A; + Aj+1.

. 5; representa el operador en diferencias lateral posterior de primer orden para discretizar la derivada primera en la
variable p y aplicado en el nodo j se expresa como Aj11 — Aj.
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punto (jAz,kAy,nAz) con pasos Az, Ay y %. Utiliza aproximacién lateral posterior para la derivada
primera en z y aproximaciones centradas para las derivadas espaciales transversales, tomando 62 en el paso
n +1/2 (aproximacion implicita) y &; en el instante n. Partiendo de la ecuacion (2.57), y realizando las
aproximaciones mencionadas tenemos

29kong o 62 nt1)2 5, k3(eje —nd) , nt1/2
Azjz 02 Ak = mgadin T R Aln Ty A T A
o también
<1 — 82 — 5;’“) AT = <1 +ayd2 + ﬁ;’“) " (3.12)

— _Ar — _Ax g Azkilge—nd) : -
= ThoneA? W = ThonoAy® Y Bjk = S Ahora, empleando las mismas aproximaciones

pero esta vez alrededor del punto (jAz, kAy, (n + 1/2)Az), tomando 62 en el paso (n + 1/2)Az (explicita)
y 55 en nAz (implicita), se tiene

con Oy

<1 — a0 — 5;’“) At = <1 + 02 + ﬂ%’“) AR, (3.13)
Las ecuaciones (3.12) y (3.13) constituyen el esquema de Peaceman-Rachford bidimensional que, como puede
verse, se resuelve en dos pasos, cada uno de los cuales implica la resolucion de un sistema de (N —2)(M —2)
ecuaciones lineales tridiagonal. Cada uno de estos sistemas se puede subdividir en la resolucion de (M — 2)
sistemas de (N — 2) ecuaciones lineales con matrices tridiagonales. Esto supone la resolucion de un sistema
de ecuaciones para cada valor de k, con lo cual se mejora la velocidad de calculo al reducir el tamafno de
las matrices tridiagonales de nuestro sistema un orden de magnitud. A cambio deben resolverse muchos
mas sistemas de ecuaciones tridiagonales, pese a lo que sigue siendo rentable en términos computacionales.
Desarrollando las ecuaciones en diferencias (3.12) y (3.13), se tiene

—axA;.‘fllf +(1+ 2ax—5j,k/2)Azzl/2 - ach%rl/z

=y AT 1+ (1= 20y + B /2) AT + ay ATy, (3.14)
—ayij},k + (1 + 20— Bj k /2)Az;1 — ayAzjj
=, AT+ (1= 200 + B10/2) AT + g ATTY. (3.15)

Esta ultima ecuacién, aunque conduce a un sistema de ecuaciones tridiagonal, requiere de un reordenamiento
de los valores del vector incognita A;.ﬁzl, ya que, con el ordenamiento que se mantenia hasta el momento, se
tenian los valores consecutivos en el indice j y no en el indice k, con lo que esta matriz tridiagonal tendria
la supradiagonal y la subdiagonal distantes a (N — 2) columnas a la izquierda y a la derecha. Para conseguir
obtener la tridiagonal principal, se hace un reordenamiento en el que los valores consecutivos del vector de
incégnitas se corresponden a subindices k consecutivos.

3.4. Acoplamiento numérico iterativo de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales no lineales

Como ya se ha presentado en el capitulo 2, la propagacién del campo electromagnético en un cristal
liquido es no lineal debido al acoplo efectivo de la dindmica orientacional de las moléculas de cristal liquido
con la propagacion del campo. Esto se debe a que los campos eléctricos, bien sean de origen externo (a través
de electrodos) bien sean campos 6pticos que se propagan por el medio, modifican la posicién molecular del
cristal liquido nematico, dado el caracter polar de sus moléculas. De esta manera se modifican las propiedades
Opticas del medio de propagacién, lo cual influye a su vez sobre el propio campo éptico propagante que, al
mismo tiempo, afectard de nuevo a la posicién molecular. Una tabla resumen de esta interaccién de las
soluciones puede apreciarse en la figura 3.1. Esta realimentacién hace aparecer una no linealidad efectiva
cuando se acoplan las ecuaciones de orientaciéon y propagacion. Notese que, originalmente, la ecuaciéon de
propagacion del campo electromagnético es lineal.
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Ecuacion Entrada Salida
Orientacion Director Es, Eo 0
Campo Eléctrico 0 Es
Campo Optico 0, Es Eo

Figura 3.1: Realimentacion de las soluciones de cada ecuaciéon diferencial.

3.4.1. Bucles iterativos acoplados

Existen varias maneras de realizar este acoplo. La directa es solucionar el sistema de ecuaciones acoplado
directamente, a través de un método iterativo que contemple todas las ecuaciones involucradas. La com-
plejidad de este tipo de problemas en el que existen diferentes ecuaciones diferenciales acopladas tratando
de converger a la vez es la eleccién correcta de la semilla, que determinaré criticamente la convergencia del
método iterativo. Ademés, para un tamano de paso dado, el problema se hace computacionalmente més
complejo al intentar resolverlo conjuntamente. Es por estos motivos por lo que se decide en esta tesis resolver
cada una de las ecuaciones diferenciales por separado y realimentar las soluciones en un método iterativo
hasta alcanzar convergencia de la solucion. Este método ha sido empleado con éxito en otros trabajos [146],
lo cual nos motiva a emplearlo en este contexto.

Esquema iterativo de acoplo

En la figura 3.2 puede apreciarse el esquema iterativo que conduce a la obtenciéon de una solucién au-
toconsistente para los campos eléctrico y éptico y las distribuciones angulares del cabeceo y la torsion. Se
parte de una semilla para cada una de las funciones que se pretende obtener. Con la semilla del dngulo de
cabeceo se resuelve de manera iterativa, por método tipo Newton-Raphson (NR) la ecuacion correspondiente
((3.1) para el caso unidimensional o (3.3) para el caso bidimensional). Para transmitir una idea del coste
computacional que tiene este método de acoplo iterativo, vamos a dar valores genéricos al niimero de itera-
ciones de cada codigo. Mas tarde, en la subseccion 3.4.2 matizaremos méas datos del ntimero de iteraciones y
coste computacional exacto. Suponemos pues que el nimero de iteraciones del NR para el cddigo del angulo
de cabeceo es N. Con la solucién del dngulo de cabeceo que acaba de obtenerse y la semilla del angulo de
torsion que se habia supuesto inicialmente, resolvemos iterativamente el NR del angulo de torsion (ecuacion
(3.4)) iterando, pongamos, L veces. Una vez tenemos la solucion para el angulo de torsion debemos utilizarla
para volver a calcular el 4ngulo de cabeceo, pues modifica aquella ecuacién diferencial. Eso implica volver
a calcular el NR del angulo de cabeceo y el de torsion. Asi se establece un bucle iterativo entre los angulos
de cabeceo y torsiéon que termina cuando tanto el uno como el otro apenas experimentan cambios tras ser
realimentados de este modo.

Supongamos que hemos iterado el bucle completo K veces. Tenemos pues una solucién autoconsistente
del problema de orientacion del director tras resolver K - L - N) problemas. Por supuesto éste es un valor de
la cota superior sobre los problemas resueltos, ya que es de esperar que conforme el bucle iterativo converja
tanto el nimero de iteraciones del &ngulo de cabeceo N como las del d&ngulo de torsién L vayan disminuyendo.
Con la solucion para 0(x,y) y ¢(z,y) nos calculamos la distribucion del campo eléctrico bidimensional (con
la ecuacion (3.10) en el caso bidimensional o (3.5)2 en el caso unidimensional). Como este campo eléctrico
afecta a las ecuaciones diferenciales del problema orientacional, se hace necesario volver a calcular todo el
bucle otra vez, esto es, resolver otros K - L+ N problemas (como maximo). Asi se forma un segundo bucle que
contiene al primero y que tiene por objeto alcanzar la solucién autoconsistente del campo eléctrico con el
problema, de orientacién molecular. Suponiendo que este bucle itere M veces, habremos resuelto M - K- L-N
problemas. Hasta aqui se ha resuelto el problema estatico de obtencién de la solucién autoconsistente del
campo eléctrico y el problema orientacional; ahora debemos utilizar esa informacién sobre las propiedades
6pticas del medio para propagar el campo éptico. Para esto utilizamos toda esta informaciéon para resolver un
paso de la ecuacion de propagacion del campo 6ptico (ecuacion (3.9) para el caso unidimensional y ecuacion
(3.11) para el caso bidimensional, siempre en condiciones de paraxialidad y escalaridad).

2Notese que en el caso unidimensional la obtenciéon del campo eléctrico externo no se realiza mediante un método iterativo
sino mediante una integral numérica con mucho menor coste computacional.
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Figura 3.2: Diagrama de bloques del algoritmo de acoplo iteratio de la solucién.

Llegados a este punto ocurre que el campo 6ptico vuelve a modificar todo lo calculado anteriormente. Con
lo que es necesario recalcularlo todo de nuevo. Asi se forma un tercer bucle que contiene a su vez los otros dos
y que nos permite obtener la solucién autoconsistente de todos los campos y todos los dngulos para un paso
de propagacién. Es decir, que suponiendo que este tercer bucle se realice P veces, el nimero de problemas
resueltos serd P- M - K - L - N por cada paso de propagacion. Si, ademads, estamos interesados en resolver
unos 10° pasos de propagacion, que es una cantidad usual en problemas de propagacion, el niimero total de
problemas bidimensionales a resolver numéricamente serian aproximadamente 10°P - M - K - L - N, como
mucho. Es necesario hacer notar que, montado de esta manera el bucle iterativo conjunto, se esta utilizando
la informacion de propiedades del medio en el paso nAz para obtener el campo en el paso siguiente (n+1)Az,
no teniendo en cuenta entonces el valor real de las propiedades del medio en ese paso. Lo que se hace para
resolver este problema es realimentar todo el problema estatico de calculo autoconsistente del campo eléctrico
y problema orientacional con el campo 6ptico en el nodo (n+1/2)Az, obtenido como promedio de los campos
opticos en los nodos nAz y (n+ 1)Az, tal y como se hace en [148].
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Figura 3.3: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el problema de distribuciéon de campo eléctrico bidimensional. Cada curva se corresponde con una iteraciéon
externa con el problema de orientacién molecular.

3.4.2. Numero de problemas del acoplamiento completo

Los célculos realizados en esta subseccién se han llevado a cabo con un Pentium Corei7 965, con 8 nticleos,
a 3.06 GHz cada uno y 12 GB de memoria RAM, bajo sistema operativo Windows 7 y versién de Matlab
2009b, sin compilar.

En esta subsecciéon queremos presentar una idea cuantitativa de la cantidad de problemas que es necesario
resolver para alcanzar una solucién autoconsistente de la propagacion de campo 6ptico en el caso més general
de los que planteamos y cuya solucién iterativa se alcanza tal y como se ha explicado en la subseccién 3.4.1.
En primer lugar estudiamos cémo converge a la solucién cada uno de los problemas y qué criterios de parada
consideramos oportunos en cada caso. Después presentamos la convergencia de los acoplos fisicos, esto es, los
bucles iterativos que buscan autoconsistencia de dos o més soluciones. Finalmente se proporciona un estudio
cuantitativo del coste computacional necesario para resolver el problema no lineal totalmente acoplado.

Modelo 2+1D. Cabeceo y torsion

Para hacer este estudio numérico elegimos un problema suficientemente complejo como para ser rep-
resentativo del funcionamiento completo de los esquemas iterativos acoplados necesarios para alcanzar la
soluciéon autoconsistente que buscamos. Resolvemos pues la propagacion no lineal de un campo éptico en
propagacion lateral sobre un dispositivo como el de la figura 2.3(b) considerando la afectacion de los dngu-
los de cabeceo y torsion que, juntos, definen la posicién del director. Para ello utilizaremos los siguientes
parametros definitorios de las fronteras correspondientes: Vo = 1 V, 0y = 2°. En las fronteras de los tres
problemas en la direccién y se implementan condiciones periédicas. En cuanto a la frontera en la direccién x,
los dos problemas angulares utilizan condiciones tipo Dirichlet. Se utiliza la norma de frobenius para evaluar
la magnitud de los errores de convergencia de los métodos iterativos, estableciendo en todos los casos una
tolerancia de la precision de méaquina (2.22 x 10716). El uso de la frontera transparente en los cédigos para
resolver el angulo de torsion tiene una fuerte implicaciéon sobre el error final alcanzado por el método, que se
sittia en el entorno de 107°, dado que se heredan los errores de la interpolaciéon empleada para el calculo de
la frontera.

La ecuacion (2.27) se resuelve mediante un método Newton-Raphson (NR) que, en el caso de conocer el
jacobiano del funcional definitorio del problema de manera analitica, tiene convergencia cuadrética asegurada
[196]. Nosotros no conocemos la expresion analitica del jacobiano, por lo que éste estd aproximado por
diferencias finitas como se explica en la seccién 3.2. Este problema resulta converger muy réapidamente a la
solucion a precision de méaquina. De hecho bastan unas pocas iteraciones para alcanzar la solucién a precision
de maquina (e = 2.2204 x 107!6) como puede verse en la figura 3.3. En la misma grafica se muestran una,
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Figura 3.4: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el angulo de cabeceo. Cada curva se corresponde con una iteraciéon externa con el problema de orientacién
molecular. A la izquierda se muestra el caso para la primera iteracién autoconsistente entre las funciones
angulares y el campo eléctrico y a la derecha se muestra la iteracion segunda.
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Figura 3.5: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el angulo de torsién. Cada curva se corresponde con una iteraciéon externa con el problema de orientaciéon
molecular. A la izquierda se muestra el caso para la primera iteracién autoconsistente entre las funciones
angulares y el campo eléctrico y a la derecha se muestra la iteracion segunda.

familia de curvas, donde cada curva se corresponde con las iteraciones del NR para sucesivas iteraciones del
bucle autoconsistente con el problema angular. Se ha utilizado como semilla una distribucién constante de
valor Vy para la primera iteracién del bucle de autoconsistencia. Para el resto de iteraciones del bucle de
autoconsistencia se utiliza el valor de la solucién en la iteraciéon anterior. La convergencia, que en este caso
es muy rapida, no muestra mejoria significativa por cambios de la semilla inicial, pese a haber probado con
superficies lineales desde V =0V en x = 0 hasta V; =1 V en z = d, entre otras posibles semillas.

El bucle iterativo del NR de la ecuacion (2.22) converge a precision de méquina rapidamente, como puede
verse en la figura 3.4 donde se muestra el logaritmo del error donde es mas facil apreciar la velocidad de
convergencia. El error final alcanzado es de 5.76 x 10712, Se muestran las dos tnicas iteraciones del bucle
autoconsistente £ — 6 — .

La ecuacion (2.23) se resuelve también con un NR que se comporta de una manera muy similar al problema
del angulo de cabeceo. Se pone un limite minimo de iteraciones para no parar los bucles si el error sube en
las primeras iteraciones, cosa que es normal. De la misma manera que para el &ngulo de cabeceo, mostramos
en la figura 3.5 una familia de curvas que representa la evoluciéon del logaritmo del error en cada una de las
iteraciones autoconsistentes de las dos ecuaciones diferenciales. El error final promedio es de 1.45 x 10716,

Hasta aqui hemos mostrado en todo momento como se comportan las iteraciones de los métodos NR para
cada una de las ecuaciones en distintos bucles de acoplo autoconsistente con otras funciones. En general,
se aprecia una convergencia muy rapida. Notese que sblo se han mostrado dos iteraciones autoconsistentes
del problema de orientacién con el problema eléctrico, pues este problema converge asi de rapido. También
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Figura 3.6: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones de la autoconsistencia entre las
funciones angulares. Cada curva se corresponde con una iteracién de la autoconsistencia del campo eléctrico
externo K con la soluciéon autoconsistente encontrada para las funciones angulares. A la izquierda se muestra
el caso del 4ngulo de cabeceo y a la derecho el dngulo de torsion.
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Figura 3.7: Convergencia del campo eléctrico externo para sucesivos valores de las funciones angulares.

se han mostrado seis iteraciones para las iteraciones autoconsistentes de cada problema. Hay més de seis,
pero no se muestran todas para facilitar la lectura de las curvas, dado que no anaden informacién adicional,
pues practicamente solapan sobre las curvas anteriores. Mas adelante daremos una tabla con la cantidad de
iteraciones exacta de cada problema.

Ahora vamos a mostrar como se comportan los errores de los acoplamientos de autoconsistencia. Es decir,
como se comporta la convergencia del &ngulo de cabeceo, por ejemplo, cuando se va actualizando su ecuaciéon
diferencial con los nuevos valores del dngulo de torsion (que le afectan directamente). Y viceversa con el
adngulo de torsion.

La figura 3.6 muestra como evoluciona el error de cada uno de los dngulos a través de las iteraciones
autocounsistentes del problema de orientacién. Otra vez se muestran solo seis iteraciones para facilitar la
lectura de las graficas. Puede verse como en ambos casos las soluciones convergen muy rapidamente y de
manera muy similar. El criterio de parada para el bucle de autoconsistencia de las dos funciones angulares
es que la suma de las normas frobenius de los dos errores (de cada una de las funciones angulares) sea menor
que la precision de maquina. Del mismo modo que alcanzamos una soluciéon autoconsistente de las funciones
angulares, alcanzamos también una solucién autoconsistente para los problemas campo eléctrico/funciones
angulares. La convergencia de esta iteraciéon autoconsistente se muestra en la figura 3.7 para la primera
iteracion de campo 6ptico. Tenemos una familia de curvas que representan las sucesivas iteraciones del
campo eléctrico con las funciones angulares. Sin embargo puede apreciarse que practicamente la totalidad
de las curvas solapan entre si, salvo las ultimas iteraciones en las que el error se encuentra ya tan préximo
de la precisién de méquina que ocurren pequenas desviaciones del error no significativas.
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Figura 3.8: Convergencia del campo 6ptico para sucesivos valores de las funciones angulares.

Por dltimo, existe también un acoplo autoconsistente entre el campo 6ptico y el resto de funciones que
ya han convergido a una solucién auto consistente entre ellas. En este caso mostramos en la figura 3.8 una
sola curva que se corresponde al error del campo Optico en las sucesivas iteraciones con el problema estatico
que ya hemos descrito.

Hasta aqui hemos visto en qué manera converge cada uno de los problemas y a qué precisiéon. Llegados a
este punto se hace obvia la validez del acoplamiento en cuanto a la obtencién de una soluciéon autoconsistente
del problema. Investigado ya cualitativamente queremos ofrecer los datos sobre cantidad de problemas a
resolver en este acoplamiento. Para ello mostramos en varias tablas la cantidad de problemas que se estan
resolviendo para ofrecer una visién cuantitativa del coste computacional del problema completo.
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Numero de iteraciones del NR para el dngulo de cabeceo en cada una de las iteraciones del bucle angular
(0— ), en las filas, y del bucle de autoconsistencia del problema angular con el campo eléctrico, en columnas.



60 3. TRATAMIENTO NUMERICO

Iter. | 1* | 2% | 32 | 4* | 5* | 6* | 7* | 8 | 9* | 10* | 11®
12 6 |5 |55 |5 |5 |d|5]5 |5 )
22 (5|55 |H5 |5 |5 |55 |5 )
32 (5|5 |55 |95 |d|5]5 |5 5
42 5|5 |55 |55 |5 |55 |5 6
5% (5|5 |55 |5 |35 |55 bt
6% 195|955 |55 |5]5]5
7 |5 |55 |5 |5 |55
8 5 S T S T I 5195 |9
92 2|5 |9 5|5

1015|515 5
11* | 5 | 5
122 | 5

3.5. Frontera transparente

La resolucién numeérica de una ecuaciéon diferencial en derivadas parciales por diferencias finitas implica
necesariamente la definicién de un dominio discreto sobre el que se define la funcién solucién y la ecuacion
en cuestion. Este dominio discreto es, naturalmente, finito, ya que nuestra pretension es resolver el valor de
la funcién en todos y cada uno de los puntos del dominio. Esta finitud del dominio nos obliga a definir el
comportamiento de la solucién en la frontera. Ocurre que la frontera finita es un lastre derivado del uso de la
herramienta numeérica, ya que en el problema original (la ecuacion diferencial) no existia tal frontera al estar
definido sobre un dominio infinito (todo R, por ejemplo). Por tanto el comportamiento en la frontera de la
solucion debe adecuarse a la realidad fisica, y ésta, en muchos casos, no consiste mas que en continuar la
propia dindmica de la solucién mas all4 de este dominio finito, sin ningan tipo de interaccién de la solucién
con la frontera. Por tanto, seria deseable poder simular una frontera que no afectara a la dinamica de la
solucién en absoluto, una frontera transparente, que permitiera que la solucion la atravesara sin ninguna otra
consecuencia. Este es el objetivo de las llamadas genéricamente, condiciones de contorno absorbentes o, en
ocasiones, condiciones de contorno transparentes, cuando la aproximacion a la solucién en el dominio finito
es exacta. Por ejemplo, pueden encontrarse algunas condiciones de contorno transparentes para la ecuaciéon
de ondas en [166, 167, 168, 169]. Ejemplos para otros problemas de evolucion estan expuestos en [170]. En
esta seccién exponemos la derivaciéon de la condicién de Hadley en la que nos basamos, tal y como el autor
la presenta en sus articulos.

Se ha realizado una gran cantidad de esfuerzo a resolver este problema bajo diferentes puntos de vista
y en diferentes campos. Cuando una onda llega a la frontera numérica, en la que nosotros hemos impuesto
el valor de la funcion (condiciones de Dirichlet), la onda interacciona con ella generando una onda reflejada
que regresa al interior del dominio numérico, lo cual es un efecto indeseado.

Puede emplearse un dominio computacional extendido artificialmente y aplicar una funcién de penali-
zacion en la parte artificial del dominio para hacer decrecer la amplitud de la funcién en esa zona [171].
Aunque este planteamiento puede dar buenos resultados, tiene un elevado coste computacional debido a la
extension artificial del dominio, sobre todo para dimensiones superiores (2 y 3). Una aproximacion similar
fue desarrollada por Neuhauser y Baer [172] empleando una pequena zona de potencial imaginaria en la zona
fronteriza del dominio. Otra manera de eliminar este rebote es situar una pared absorbente consistente (para
la ecuacion que tratamos) en una zona del espacio en la que se define un potencial V' (x) imaginario, actuando
éste como un sumidero de materia, haciendo desaparecer asi la funcién antes de que llegue a interaccionar
con la frontera numérica (ver [173]) aunque también genera reflexiones. Existen numerosos estudios sobre
cudles deben ser los parametros 6ptimos de esta pared absorbente para conseguir factores de reflexion y
transmisién adecuados.

3.5.1. Condiciéon transparente de Hadley

En este subapartado se explica la idea que subyace bajo la definiciéon de las condiciones absorbentes que
Ronald Hadley presenta en [187, 188]. Se va a presentar tal y como se presenta en [187] describiendo primero
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la expresion del flujo a través del contorno tanto en el problema continuo como en el discreto para justificar
la relevancia del parametro que se emplea en la condicién de contorno transparente.

Planteamiento fisico

Partimos aqui del principio de continuidad que describe cuél es el flujo de materia a través de la frontera.
En fisica cuantica, el médulo cuadrado de la funcién de onda representa la probabilidad de encontrar la
particula en un punto del espacio en un instante de tiempo. Si calculamos la funcién p como

b b
p—/ y\p(x,t)dex_/ U (@, 1) - Uz, t)da, (3.16)

tenemos la probabilidad de tener materia a lo largo de nuestro dominio espacial. En un pozo infinito en el
que la materia queda confinada en su interior, esta cantidad debe ser constante. Sin embargo, si nuestro
objetivo es implementar una frontera transparente la funcién no estard confinada y existird un flujo saliente
de materia desde el interior al exterior. Para ver como queda definido este flujo de materia a través de la
frontera, calculemos la derivada temporal de 3.16,

op b ou* , oV
at_/a <at.\11_|_\11 .m>dx. (3.17)

Para calcular esta expresion utilicemos las dos variantes de la ecuacion de Schrodinger (aplicando la ecuacion
diferencial a la funcion incégnita y a su conjugada, como se hace en [197]) para sustituirlo y obtener

op 1 [P h? 92w* h? 92w
£ — 1 I A PRt v .
ot h /a ([ 2m O0z2 +Vi(z) } [ 2m Ox? +Vi(z) }) dr

Los términos del potencial se anulan y tenemos

op b [P 0*w 0?W*
- = — U —— — . dz.
ot 2m J, ( Oz? 922 ) "

Pero el integrando del segundo miembro se puede convertir en una diferencial exacta
0?w O?u* 0 ov ov*

/A /R R 1 /K S| /2
( dz? 0z > Oz < Ox oz > ’
de forma que la integral se puede calcular inmediatamente

%
9 _ m<\1,*.5‘1’_g,.8‘1’>
ot 2m oz ox

donde Fp representa el flujo de energia saliente por la frontera derecha y Fj, el flujo entrante a través de la
frontera izquierda. Como el tratamiento de cada una de las fronteras es idéntico, centrémosnos en la frontera
derecha, por ejemplo.

La idea principal de las condiciones absorbentes de Hadley radica en la siguiente asuncién: la soluciéon en
las cercanfas de la frontera obedece la relacion ¥ = Wqexp(ik,z) donde ¥y y k, son constantes complejas

siendo k, desconocida. Bajo esta hipdtesis, el flujo de energia saliente se convierte en
h .

Z% (tha (1B + [T (B)2)) .

b
:Fb_Fa7

a

h 2
Fy = Real(ks) ¥ (b)

De este modo, en tanto que la parte real de k, sea positiva, la contribucién al cambio global de energia a
través de esta frontera serd siempre negativo, esto es, energia que sale de nuestro dominio numérico. Esta
propiedad de la ecuacion diferencial de propagacion se debe incorporar al modelo numeérico. Puede verse que la
cantidad de energia saliente depende claramente de la cantidad k. Si esta cantidad se elige adecuadamente
se puede conseguir minimizar el coeficiente de reflexion. Segun Hadley [187] la parte real de k; describe
variaciones en la fase cerca de la frontera, mientras que la parte imaginaria describe derivadas de la amplitud
del campo. A lo largo de la evolucién ambas cantidades cambiaran, por lo que la eleccion del k, 6ptimo
pasaré necesariamente por irlo adaptando a los nuevos valores de la funcién en cada paso.
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Ecuaciéon de conservacion en diferencias

Para chequear que podemos imponer en la frontera la anterior condiciéon debemos comprobar que también
se cumple para el planteamiento discreto. Para ello, derivamos la ecuacién de conservacion en diferencias.
Partiendo del esquema Crank-Nicolson para la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo para una
particula libre, agrupamos los coeficientes de manera que tengamos la unidad para los términos a la izquierda
del igual y tenemos

th/A\t

n+1 n+l __
Y T e

(qz;jll AR R LN A +1> (3.18)

Multiplicando 3.18 por 2(\11"“* W7*), su compleja conjugada por %(\IJ?H + ¥7%) y sumando los resultados
se obtiene la ecuacién de conservaciéon en diferencias

alt . .
o (o7 <) ()
+ (\I’?* + \I'?Jrl*) (\I/" 1+ \IJJH) + complejo conjugado], (3.19)

donde se ha empleado el coeficiente o = g A Aoz . Identificando el flujo de energia como se hace en [189],

Fji1=— [(\Ify + \Ify“*) (xp”“ + myj}) + (\If;?* + \If;?“*) (O, 4+ H)} . (3.20)

1+4a

Podemos escribir 3.19 de forma mas concisa como
W2 R = A(F) — Fia). (3.21)

Las ecuaciones 3.20 y 3.21 demuestran que el flujo energético que sale de un nodo entra en el adyacente.
Sumando 3.21 para todos los nodos interiores, obtenemos (debido a las multiples cancelaciones) la ecuacion
del cambio neto en la energia a lo largo de la propagaciéon

Jj=nx—1
> (1P 1) = At(F ~ Fua). (3.22)
j=1
Podemos ver que 3.22 es la version discreta de 3.17 donde la energia total s6lo cambia si alguno de los flujos
energéticos a través de las fronteras es distinto de cero.

Calculo adaptativo de k.. Implementaciéon en el esquema en diferencias

Ya hemos visto pues que en la versiéon discreta sigue siendo cierto que el flujo F} también depende de k;,
en la forma comentada anteriormente. De manera que asumiendo la dependencia funcional de la solucién en
forma exponencial en las cercanias de la frontera de nuestro dominio numeérico,

Zx+1 vy
= " = exp(th,Ax),
W%m mﬁz 1 ’

donde hemos calculado la &, del cociente entre los nodos nx y nz — 1,

1 G
k — 1 nx
DY N <‘I!m_1> ’

y la hemos impuesto para conocer el valor de la solucién en el nodo de la frontera nz 4+ 1 (teniendo nz
intervalos). Una vez asegurados de que la parte real de k, es positiva para asegurar flujo energético saliente
de la frontera derecha, utilizamos ese valor para calcular el valor en el instante que estamos resolviendo

‘1’2;::11 U exp (th, Ax).
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De una manera mas sencilla aunque algo menos fisica, podriamos plantear el mismo algoritmo pero esta vez
con un paradmetro ¢ més general que incluyera dentro el valor de k, de manera que,

= = Cizq; = = Cder,
n n n n
\1/2 \Ill \Ilnx \Ijna;— 1

suponiendo este parametro el cociente de dos valores consecutivos de la funcién. Asi, el método consiste
en imponer esta condicién en la ecuaciéon en diferencias. Esto supone un cambio para las ecuaciones de
la frontera. Retomemos ahora la forma del esquema Crank-Nicolson, tras una reagrupacion de términos
conveniente

NN x?
+1 2 +1 +1
p] ( SR AT Vj> vt o
NAx?

Hagamos la agrupacion «; = 2@;«2 —2- A2V, y B = 2’§f2 + 2 + Az?V;. Considerando las equivalencias

Vo = Cizg¥1y Ynat1 = s, Se tiene
(a4 Cing) UM 4 WD = (B — ¢py) UF 4 0T, (3.24)
1 1
(o Yot vty = (5w v (5.29
der Cder

para las fronteras izquierda y derecha respectivamente. De este modo, el calculo de la solucién en cada
instante de tiempo pasa por la resolucién de un sistema de nx — 1 ecuaciones lineal, donde la primera y la
ultima vienen dadas por 3.24 y 3.25, y las nxz — 1 ecuaciones correspondientes a los nodos interiores son de
la forma 3.23.

Propuesta de mejora

En nuestras simulaciones, el paquete inicial es una campana gaussiana de la forma:

1 ;— x0)?
U(jAx,0) = —— exp(tkx;) exp <_(ac]2xo)> (3.26)
oV 2w do

Calculando para todo valor del subindice espacial j los cocientes c¢; = %, tenemos una evolucion
espacial que se muestra en la figura 3.9. De todos estos valores, nosotros empleamos los dos valores extremos,
permitiéndonos predecir el valor en la frontera. Ahora bien, viendo la grafica de la izquierda de la misma
figura, vemos que los valores extremos para los cocientes, segiin Hadley, son del mismo valor que los cocientes
adyacentes. De esta manera se ha roto la dependencia espacial de los cocientes (que, en definitiva, es una
dependencia espacial de la propia funciéon) en la frontera. Lo normal es que se permita la continuidad de esta
dependencia espacial, por lo que nosotros empleamos una extrapolacién de los valores de los cocientes para
predecir un valor més acertado para el valor del cociente en las fronteras, ¢y y ¢ Esta extrapolacion puede
apreciarse en la grafica de la derecha en la figura 3.9.

Procediendo de este modo se consigue un menor valor del coeficiente de reflexion, tal y como han de-
mostrado nuestros experimentos numeéricos.

3.5.2. Condiciéon de contorno transparente para el modelo de Oseen-Frank. Aplicacion
a propagacién de luz lateral en celdas de cristal liquido nematico planares

Las celdas de cristal liquido nematico (CLN) para propagacion lateral de luz estan atrayendo gran aten-
cién en los ultimos afios debido, entre otras razones, a su capacidad para formar guias de onda inducidas
reconfigurables. Pueden formarse haciendo uso de un campo eléctrico externo aplicado a unos electrodos
pegados a las superficies confinantes del cristal liquido [24] o a través del propio campo 6ptico propagante,
en cuyo caso suele referirse como guias autoinducidas por el haz [190]. Estas guias inducidas por solitones
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Figura 3.9: Evolucién del valor absoluto del ratio c;.

pueden usarse para implementar dispositivos todo 6pticos que se comporten como interruptores o como puer-
tas logicas [191]. En las celdas planares pueden obtenerse conjuntos de guias de ondas por induccion eléctrica
externa, reconfigurables, en los que también pueden aparecer comportamientos de conmutacion (switching)
Optica |108] asi como breathers vectoriales [192]. Los dispositivos con electrodos discontinuos permiten in-
ducir guias de perfil gradual de indice de refraccion externamente [193]. Al emplearse electrodos con distintos
voltajes, pueden afectarse las trayectorias de los solitones en el CLN y conseguir asi direccionado de solitones
[194, 195].

La simulacién sin aproximaciones de la propagaciéon de un haz de luz en una celda de cristal liquido
nematico es un problema muy complejo e implica necesariamente un c6digo de evolucién éptico anisétropo
2D + 1 que tenga en cuenta la anisotropia transversal de las propiedades 6pticas del cristal liquido al verse
afectado por los campos eléctricos. Ademads, en el caso en que existan varias componentes transversales del
campo eléctrico en el seno del cristal liquido (como ocurre con dispositivos de electrodos discontinuos bajo
tension eléctrica), aparecen efectos vectoriales que no son despreciables, ya que el cristal liquido se deforma
de tal manera que afecta a la polarizaciéon de la luz, haciendo aparecer otras componentes transversales
del haz. Ademas, esto provoca una transferencia de energia 6ptica a otras componentes que no son guiadas,
perdiéndose energia en la componente soliténica, que es la interesante para manipular luz en estos dispositivos.
Para evitar estos problemas suelen hacerse ciertas aproximaciones y moverse en determinado régimen de
pardmetros del dispositivo para conseguir buenas aproximaciones a los datos experimentales. Una de estas
aproximaciones es considerar iinicamente movimiento de cabeceo de las moléculas de cristal liquido, obviando
la posible torsién que puedan inducir otras componentes del campo eléctrico. En dispositivos de electrodo
discontinuo como el de la figura 2.3(b), esto no es cierto, si bien, en un régimen de voltajes pequenos en el
que la luz se mueva lejos de la frontera del electrodo, esta aproximacién ofrece resultados satisfactorios.

Con respecto a las condiciones de contorno para el problema orientacional, suelen usarse condiciones tipo
Dirichlet que fijan el valor de las funciones angulares en la frontera confinante (direccion = de la figura 2.3(b)).
Este tratamiento es exacto en todos aquellos casos en los que el tratamiento experimental de las superficies
confinantes es tal que fijan la posiciéon molecular del cristal liquido a través de diversas técnicas de tratamiento
superficial. Sin embargo, también es posible experimentalmente dejar cierta libertad de movimiento a las
moléculas de cristal liquido, principalmente al movimiento paralelo al plano de la superficie que es el angulo
de torsion (permitir el 4ngulo de cabeceo en la superficie confinante no es posible, salvo para valores muy
pequenos). Es en este régimen en el que queremos mostrar, en esta misma subseccion, el comportamiento
de la frontera transparente presentada en este capitulo, aplicada en esta ocasiéon a un coédigo no 6ptico.
Esta situacién nos permitira reducir el tiempo de computacién en cédigos que simulan celdas planares con
electrodos discontinuos dado que deja de ser necesario la ampliaciéon artificial del dominio numeérico para
permitir este movimiento lejos de la frontera [148].

Dispositivo con un tnico electrodo

El modelo fisico y numeérico que rige el comportamiento del dispositivo de la figura 2.3(b) ha sido ya
presentado en esta tesis. Las ecuaciones (2.22) y (2.23) definen el problema orientacional en nuestro dispo-
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sitivo, cuya aproximaciéon numérica se expuso ya en las ecuaciones (3.3) y (3.4). La ecuacion (2.27) rige la
distribucién del campo eléctrico en el seno del cristal liquido; su aproximacién viene dada por la ecuacién en
diferencias (3.10). Estas tres ecuaciones son resueltas mediante un bucle iterativo para alcanzar una soluciéon
autoconsistente para el dngulo de cabeceo 0(z,y), el angulo de torsion ¢(x,y) y la distribucion del campo
eléctrico Eg(x,y), tal y como se explicd en la seccion 3.4.

AX= ................... j, Ee—————

Y

Figura 3.10: Dominio numérico de los tres problemas a resolver. Las lineas azules continuas representan
condicién de contorno tipo Dirichlet, de anclado fuerte, mientras que las lineas rojas discontinuas representan
condiciones de contorno transparentes.

Las tres ecuaciones en diferencias tienen condiciones de contorno distintas como puede verse en la figura
3.10. Con respecto a las fronteras en la direccién transversal y, en los tres casos es frontera transparente,
simulando asi un dispositivo de anchura finita, pues éste no se extiende en esta direccién como ocurriria
por ejemplo con las condiciones periddicas. La diferencia aparece pues en el tratamiento de la condicion de
contorno en la direccién z. En el calculo del potencial eléctrico se hace necesario fijar el valor del potencial
en aquella zona en la que existe electrodo aplicando tal potencial. Sin embargo, el potencial en la zona del
contorno que no tiene electrodo no estd definido externamente sino que sera el que permita la distribucién
de campo eléctrico en el seno del cristal liquido, por eso se usa en esa zona frontera transparente. En cuanto
al angulo de cabeceo, fijamos su valor en las superficies confinantes ubicadas en la frontera de la direccion x,
pues ya se ha comentado la imposibilidad de permitir este movimiento en la zona cercana a las superficies
confinantes. Por ultimo, el &ngulo de torsién tiene implementado también frontera transparente en la direccién
z, dado que es posible permitir el movimiento paralelo a la superficie de las moléculas de cristal liquido. Se
trata de una situaciéon de anclado suave del angulo de torsion.

Aunque se ha explicado ya como se obtiene la frontera transparente en el caso éptico, presentamos aqui
el ejemplo de como se aplica para este problema no 6ptico. Consideramos, por ejemplo, la distribucién de
potencial eléctrico en el dispositivo de la figura 2.3(b), para el caso en el que se aplica Vj = 1V en el electrodo
superior, estando el inferior conectado a masa (V' = 0 V). En la figura 3.11 puede verse, sobre la distribucion

V‘J/i’il para un valor de j = J fijo
(en este caso J = Nx/2) que se utiliza para extrapolar el comportamiento de la funciéon hasta la frontera en
la direccion y. Para poder extrapolar el valor de la funcion en la frontera, necesitamos conocer los cocientes

del potencial eléctrico en el electrodo, qué forma tiene el cociente c,,, =

1.01—
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Figura 3.11: (a) Distribuciéon del potencial eléctrico para V' =1V, (b) Seccion de V para J = Nx/2 y (c)
Cociente ¢, para V(J = Nx/2,k).

Vinv—1
Cyg -1
conocer estos dos valores extremos de los cocientes ¢, necesitamos extrapolar su valor. Esta extrapolacién

puede ser de cualquier orden aunque la lineal y la cuadrética son las recomendadas para los tamanos de paso

. Para

Cys1 Y Cysn_1> Y que, entonces, puede calcularse la frontera como Vi1 = Vyacy,, v Vou =
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que se manejan en estos problemas. De hecho, la lineal es méas que suficiente siempre que el comportamiento
de la funcién solucién no sea abrupto. Las dos posibilidades de extrapolacién serian, pues,

Cysa :Qch,z — Cyya>

Cyym—1 ZQCZ/J,M—Q — Cysm—3>

como extrapolacién lineal y

Cysa :3ch,2 - 3CyJ,3 + Cyjya>

Cygn—1 :3ch,M—2 - 302,/J,M-3 + Cysnr—a

como extrapolaciéon cuadratica.

En la figura 3.12 puede verse la solucién autoconsistente del problema de distribucion angular y de campo
eléctrico para una tensién aplicada de V' = 2 V. Se aprecia como el funcionamiento de la frontera transparente
no afecta en absoluto a la solucién en el dominio numérico interior. Puede verse que los valores del dngulo
de cabeceo son superiores a los del dngulo de torsion, coincidiendo las zonas de pico de dngulo de cabeceo
con las zonas de minimo de angulo de torsion.

En la figura 3.14 se aprecia la distinta sensibilidad de los &ngulos de cabeceo y torsién al potencial
eléctrico aplicado al electrodo. Se aprecia como existe un potencial por debajo del cual apenas ocurren
cambios, lo que se corresponde con el umbral de Friedericksz, la energia minima necesaria para iniciar la
orientacién molecular. Superado ya ese umbral es el &ngulo de cabeceo el que muestra una mayor sensibilidad
al potencial eléctrico, pues se sitiia en todo momento por encima del d&ngulo de torsion.

Dispositivo con dos electrodos

Para demostrar la funcionalidad de este codigo acoplado con frontera transparente, se aplica también a
otro dispositivo de interés, del que se han publicado trabajos destinados a direccionar la trayectoria de un
soliton en cristales liquidos. El dispositivo se muestra en la figura 3.13. Cada uno de los electrodos aplica una
tension distinta, con lo que el efecto sobre la orientaciéon molecular en la zona de cristal liquido por debajo
de cada electrodo es distinta, generando una zona de transicién de las propiedades 6pticas en el espacio que
separa los electrodos. Dependiendo de cual sea el valor de cada una de las tensiones puede lograrse desviar un
haz solitonico en una u otra direcciéon segin convenga. Este dispositivo ha sido estudiado por G. Assanto de
manera experimental. Muestra también en [194] algunas simulaciones del problema de orientaciéon molecular
para este dispositivo en las que emplea tinicamente condiciones de contorno de anclado fuerte. Reproducimos
en la figura 3.15 sus simulaciones, ademdas de resolver el mismo problema en una situacién de anclado
suave para el angulo de torsion. Asi pueden apreciarse las diferencias entre solucionar el problema con o sin
condiciones de contorno transparentes.

Hemos comentado con anterioridad que es posible utilizar extrapolaciones lineales y cuadraticas en el
calculo de los cocientes que acaban proporcionando el valor de la funcién en la frontera. En los problemas
resueltos en la subseccién anterior la forma de las soluciones no es abrupta en las fronteras de la direccion
transversal y. Sin embargo si lo es en las fronteras en la direccién z, y més para el angulo de torsion. Es
un claro ejemplo en el que una mejora en la precision de la extrapolacién refleja comportamientos distintos
sobre la forma de la solucion. En cualquier caso, no damos demasiada importancia a esta mejora porque
nos introduce en un régimen peligroso, el de comportamientos abruptos en la frontera, en el que los propios
métodos iterativos que se emplean pueden comenzar a fallar, pues la propia mejora de la solucién conduciria
a comportamientos todavia mas abruptos (los que son en realidad) que podrian conducirnos a zonas de no
convergencia de los métodos iterativos.

3.6. Meétodos MultiGrid para acelerar el cilculo de los métodos iterativos

Se ha visto en la seccién 3.4 que la mayor parte del tiempo de computo se emplea en resolver sistemas
de ecuaciones que tienen igual ntimero de ecuaciones que de nodos existentes en el dominio discreto (ya sea
éste unidimensional o bidimensional). Para mostrar algunos numeros y apreciar el orden de magnitud del
problema computacionalmente hablando, un problema unidimensional con 200 nodos resuelve sistemas con
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Figura 3.12: (a), (b) y (c) representan el potencial, el &ngulo de cabeceo y el angulo de torsion respectivamente
para un valor de tension aplicada de V' =2 V. (d), (e) y (f) muestran tres secciones diferentes de (a), (b)
y (c) respectivamente. Los circulos azules, cuadrados rojos y triangulos verdes representan cortes de la
representacion tridimensional cuya vista zenital se observa en la columna de la izquierda. Los cortes son

alrededor de x = d, z = d/2 y x = 0 respectivamente. Notese que alguna curva pueden estar solapando otra
curva o el eje horizontal.

matrices de 200 x 200 elementos. En el caso bidimensional, admitiendo también 200 nodos por direccién las
matrices crecen de una manera importante hasta los 4000 x 4000 nodos. En todos los problemas de esta
tesis, estas matrices de coeficientes son matrices muy dispersas, de manera que el coste computacional no
es demasiado grande. El problema viene de tener que resolver miles sistemas de ecuaciones para resolver un
paso de propagacion del campo dptico, como dijimos en la subsecciéon 3.4.

Seria deseable pues acelerar la resolucion de estos sistemas de ecuaciones asociados a problemas de valores
de contorno. Las técnicas MultiGrid permiten hacer esto [196]. Presentamos aqui en qué consiste la técnica
MultiGrid en casos de dos grids o mallas discretas (aludiendo a la discretizacion del dominio continuo), si
bien hay muchos otros tipos de métodos MultiGrid que escapan de la intencién de este trabajo.

El objetivo es resolver una ecuacién de la forma

Lu = f, (3.27)

donde L es un operador eliptico y f el término fuente que, en los casos de Problemas de Valores de Contorno
(PVC) que se plantean en esta tesis, es siempre nulo. Mediante el MDF se obtiene una ecuacion discretizada
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de la ecuacion (3.27),
Lyuy, = 0, (3.28)

donde uj denota la soluciéon exacta al problema. Supdéngase que up, es la solucion aproximada a (3.28),
entonces, el error (o correccion) vendra dado por

en = up — Up, (3.29)
y el residuo o defecto serd
dy, = Lyiip. (3.30)
El método consiste en:
» resolver (3.28) usando un tamano de paso h,
» calcular el residuo dj mediante (3.30),

= restringir este residuo fino dp mediante un operador restriccién R, tal que se obtenga el residuo en una
malla menos fina, digamos a tamafio de paso doble, por ejemplo, H = 2h, de manera que se cumpla
dy = Rdp,.

= resolver el problema Lyepg = —dg
= interpolar el error calculado eg mediante un operador de prolongacién P, tal que ep = Peg

calcular la nueva solucién uy““’*

= up + ep

Los operadores restriccion R y prolongaciéon P admiten diversas formas. De hecho, el operador restriccion
R es tan simple como tomar tnicamente el valor de la funcién en los nodos de la malla menos fina. Sin
embargo, puede demostrarse que esta eleccién da problemas y se aconseja que el operador de restriccion R
sea el adjunto del operador de prolongacion P. Asi pues, se define el operador prolongaciéon P en primer
lugar como una interpolacién bilineal definida por

1/4 1/2 1/4
=112 1 1/2 |, (3.31)
1/4 1/2 1/4

Figura 3.13: Dispositivo de celda planar de cristal liquido nemético con una discontinuidad en el electrodo
superior.
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Figura 3.14: Dependencia del voltaje aplicado con el valor de pico de los dngulo de cabeceo 6(z,y) y torsion
o(x,y). La grafica estd compuesta por las soluciones de 200 simulaciones, correspondientes a los voltajes
comprendidos entre V=001 Vy V =2 V.

y el operador restriccion R como el adjunto de P

1/16 1/8 1/16
Pl=mR=| 1/8 1/4 1/8 |. (3.32)
1/16 1/8 1/16

De este modo puede pasarse del dominio fino al dominio grueso por aplicaciéon de los operadores restriccion
y prolongacion.

Este método no obstante genera un problema muy importante en los problemas que se resuelven en esta
tesis, en los que la informacion de la frontera es fundamental. Ocurre que el operador restriccién borra la
informacion de la frontera, de manera que la frontera transparente se desvirtta completamente, pues ya no es
una buena aproximacion a la frontera tras pasar la informacién por el operador prolongacion. Es cierto que
los tiempos de calculo mejoran algtn orden de magnitud, pero tiene un problema critico con todos aquellos
c6digos que necesiten de la frontera transparente.
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Figura 3.15: Solucion del problema eléctrico y de reorientacién del dispositivo con electrodo discontinuo,
resuelto con condiciones de contorno tipo Dirichlet en la direccién x (izquierda) y con frontera transparente
en x para el angulo de torsion (derecha). Los voltages son V3 = 1.5 V. y V5 = 0.7 V. (a) Campo eléctrico,
(b) angulo de cabeceo y (c) angulo de torsion. Grafica (d) muestra las secciones de los angulos de cabeceo y
torsion en la posicion x = d/2.
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Resultados

En este capitulo se pretende exponer el resultado de las simulaciones a que ha dado lugar este trabajo de
tesis con todas y cada una de las ecuaciones planteadas en capitulos anteriores. Estos resultados ayudarén
a visualizar la fisica del problema y ampliaran el conocimiento que existe hoy en dia sobre cristales liquidos,
llegando a sugerir nuevos regimenes de funcionamiento de modelos ya conocidos. Mostramos, por una parte,
el comportamiento ante los campos eléctricos de un cristal liquido nemético, algo sobradamente estudiado
[2, 3], por lo que no se hard mas que reproducir informaciéon ya presente en otros textos [148]. Por otra
parte, en algunos casos, las simulaciones también permitirdn explorar aplicaciones de celdas planares de
cristales liquidos para propagacion lateral de luz. Este capitulo puede estructurarse en tres partes principales:
la seccion 4.1 habla de resultados de la parte estitica del modelo completo, aquella que se encarga de
alcanzar una solucidén autoconsistente de los problemas de orientacién molecular y distribucién del campo
eléctrico externo. La seccidon 4.2, expone resultados del acoplamiento del campo éptico al problema estatico
anterior y su propagacién en determinados regimenes unidimensionales, incluyendo configuraciones novedosas
conducentes a la aparicién de nuevos fenémenos. Por tltimo, la seccién 4.3 expone los resultados obtenidos
mediante simulacién 2D+1 paraxial y escalar. En este régimen se exploran dispositivos implementables en
celdas planares para propagacion lateral como acopladores 6pticos. Ademads se sugieren nuevos dispositivos
electro-opticos capaces de afectar a la trayectoria del haz con varios grados de libertad.

4.1. Problemas de contorno

Los problemas estaticos que definen las propiedades épticas del cristal liquido en determinada seccién
transversal (x,y) constituyen problemas de valores de contorno. Como se ha explicado en las secciones 3.1
y 3.2, estos problemas se resuelven haciendo uso de métodos iterativos tipo Newton-Raphson, tanto en
una como en dos dimensiones. En cuanto a las propiedades del cristal liquido E7 sobre el que realizamos
todos los estudios, sus valores son los siguientes: la constante elastica K = 12 x 1072 N (consideramos
en las simulaciones la aproximacion de una constante), las constantes dieléctricas en las dos direcciones
transversales € = 19.6 (en la direccion paralela a la superficie) y €, = 5.1 (en la direcciéon perpendicular) y
los indices de refraccion en las dos direcciones n = 1.6954 y n, = 1.5038 . Las propiedades opticas para las
superficies confinantes de la celda planar son las del plastico comercial BK7, e = 5.1 y n = 1.516, si bien no
se hace uso de estos datos, dado que el plastico confinante no pertenece al dominio de solucién del problema.

4.1.1. Caso 1D

Resolvemos aqui las ecuaciones (3.1), (3.5) y (3.9) acopladas para estudiar el efecto del campo eléctrico
(ya sea externo u 6ptico) sobre la orientacion del angulo de cabeceo 6(x) del cristal liquido nemético.

En primer lugar queremos ver cual es el efecto del campo eléctrico externo aplicado en los electrodos
sobre el cristal liquido. Para ello aplicamos un voltaje eléctrico junto con un campo éptico de una potencia
despreciable para asegurarnos de que no influye en la orientaciéon molecular. Puede verse en la figura 4.1
una representacion tridimensional que muestra la dependencia de la distribucién del angulo de cabeceo en la
variable x con el voltaje aplicado. Se ve claramente como por debajo de cierto valor del voltaje (alrededor
de V =1 V) apenas ocurre nada. Este umbral se corresponde con el umbral de Friedericksz para el voltaje.

71
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Figura 4.1: Distribucion del d4ngulo de cabeceo (izquierda) y campo eléctrico externo (derecha) para poten-
ciales de V =0.0.1 — 4.5 V.

También puede verse, en el otro extremo de valores grandes de voltaje, que el &ngulo de cabeceo se satura al
llegar a 6(x) = 90 °, lo que quiere decir que la molécula de cristal liquido ya esta alineada perfectamente con
el campo eléctrico producido por el voltaje y que tiene sélo componente x. La figura 4.1 muestra también el
valor del campo eléctrico en el seno del cristal liquido. Puede verse que el campo eléctrico es aproximadamente
constante (o de variacién suave) en el centro de la celda y que varia bruscamente cerca de la frontera, tanto
més cuanto mas elevado es el valor del voltaje.

Manteniendo el potencial eléctrico a 0 voltios y haciendo uso de iluminacién a diversas potencias, se
puede ver el efecto de reorientacion del cristal debido al campo eléctrico éptico como muestra la figura 4.2.
Vuelve a apreciarse el minimo de energia por debajo del cual apenas existe reorientacién molecular y en
esta ocasion, puede verse que el dngulo de cabeceo bajo la tinica influencia del campo éptico tiene un perfil
cuasi triangular, empujado a valores de 6(xz) = 90° por la intensidad del haz polarizado linealmente en la
direccién x. Donde la intensidad de la luz es despreciable, el 4ngulo de cabeceo es lineal, como corresponde
a la solucion de la ecuacion de Poisson sin excitaciones externas (como se puede ver mediante la solucion
analitica del problema mediante el método de las funciones de Green en el caso de una excitaciéon puntual
tipo delta de Dirac). En la combinacion de ambas excitaciones eléctricas, la proveniente del campo eléctrico
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Figura 4.2: Tilt en presencia unicamente de campo 6ptico (izquierda) y en conjuncién con un potencial de
V =1V para varias potencias dpticas.

externo aplicado por el electrodo y la correspondiente al haz de luz presente en el cristal liquido, el &ngulo de
cabeceo reacciona a ambas de una manera no lineal, pues el acoplo total de las ecuaciones hace aparecer la
no linealidad efectiva sobre el dngulo de cabeceo. Puede verse su efecto conjunto en la figura 4.2. De hecho,
se fija el valor de tensién en V =1 V y se va aumentando paulatinamente el valor de la potencia 6ptica.
Para bajas potencias 6pticas predomina el perfil del angulo de cabeceo mas suavizado, propio de la influencia
predominante del campo eléctrico externo. Al ir creciendo la potencia Optica, el perfil se va acercando mas
al triangular caracteristico de la predominancia de la influencia del haz de luz sobre el angulo de cabeceo.
El cristal liquido se comporta como una membrana elastica que es deformada por la accién de una fuerza.
El campo eléctrico externo se comporta como una fuerza uniformemente distribuida sobre la membrana, lo
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que produce una deformacién en toda la membrana, mientras que la intensidad éptica se comporta como una
fuerza puntual, tanto mas cuanto mas localizado esta el haz. Esta fuerza cuasi puntual deforma la membrana
de manera local, donde actia el campo 6ptico, de ahi el perfil pseudo triangular del &ngulo de cabeceo en este
caso. Es interesante estudiar la resistencia a la deformaciéon de la membrana conforme la fuerza puntual se
acerca a la frontera. Para la misma intensidad optica es de esperar que la deformacién méxima alcanzada sea
menor, pues la cercania de la frontera, donde la deformacion es nula, hace aumentar la cantidad de energia
necesaria para producir la misma deformaciéon que en el centro de la celda. En la figura 4.3 puede verse
como el pico maximo de dngulo de cabeceo va disminuyendo conforme el haz de luz se acerca a la frontera,
como era de esperar. La introduccién de un campo eléctrico externo tiene dos efectos: la curvatura de la
distribuciéon espacial del angulo de cabeceo y el aumento del valor de pico, dado que existe mayor cantidad
de energia eléctrica disponible para afectar a la reorientaciéon molecular. Cuando la excentricidad del haz
permanece constante y, por tanto, la resistencia del cristal a orientarse (figura 4.4), se ve que los méximos
del angulo de cabeceo no son comparables al caso en el que no hay excentricidad, dado que cuesta mas mover
las moléculas por la cercania de la frontera, pero si se observa un patrén similar al de la figura 4.2.

No debe olvidarse que el problema de orientacién molecular se calcula por su afectacién sobre las
propiedades Opticas del cristal liquido. De hecho, el perfil de indice de refraccién depende del dngulo de
cabeceo de la forma € = €, + Aesin?@. En la figura 4.5 puede verse como dos perfiles distintos del dngulo
de cabeceo, que sblo se diferencian en el potencial aplicado (en uno el voltaje es nulo y en el otro es V =1
V), producen guias de variacion suave del perfil de indice de refraccion efectivo que se parecen mucho. Cua-
litativamente no habra diferencias significativas entre la propagaciéon de un haz en una y otra guia, si bien,
el caso en el que el potencial es distinto de cero ofrece una mayor capacidad de confinamiento del haz (por
cuanto el indice de refraccion alcanza un valor mayor), a la vez que ofrece un canal ligeramente mas ancho.
Sin embargo ocurre una cosa muy distinta cuando uno se plantea cambiar las condiciones de contorno del
problema de orientacién y, manteniéndolas en un valor fijo en las fronteras, se utilizan valores distintos en
una y otra frontera. En particular desfasadas 180 © o, en general un multiplo entero de 180 °. La solucién
a la ecuacion del angulo de cabeceo unidimensional (2.17) sin ningtn tipo de excitacion eléctrica ofrece la
posiciéon de equilibrio. La solucién analitica de la ecuaciéon de Laplace homogénea es una recta que conecta
los valores de la funcién en el contorno. El perfil efectivo de indice de refraccién para este tipo de soluciones
tiene una propiedad muy interesante, y es que presenta la mayor birrefrigencia posible del medio, dado que
el angulo de cabeceo muestra en la posicién de equilibrio el mayor salto posible entre sus valores maximo y
minimo, pasando desde el valor de pretilt (que suele ser un valor pequeno, tipicamente 6y = 2 ©), hasta 90
© valor que se alcanza de manera natural en esta configuracion en el centro de la celda planar. Por lo tanto,
puede inferirse de esta informaciéon que cualquiera que sea el efecto de la introduccién de energia eléctrica en
el sistema, no aportarad mayor capacidad de confinamiento del haz. La figura 4.6 muestra como afecta el hecho
de que la frontera derecha tenga fijo el valor del 4ngulo de cabeceo en NV -180° con N =1y N = 2. Aunque
s0lo se muestran dos casos, es facil ver que IV va a ser el numero de guias inducidas de manera natural por
la posicién del cristal liquido. Esto permite el diseno de nuevos dispositivos que presenten periodicidad en
esa direccion sin més que cambiando el valor de la frontera del angulo de cabeceo. Puesto que el valor del
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74 4. RESULTADOS

55 . ! 55
—P=1 |[|—P=1
501 = p=15 507« p-1s
451 ——P=2 45| ——P=2
) P=2.5 \ €10 P=2.5
o 40N ——p=3 o g T[] P=s
8 35 O 35| —=—P=35
[ [
g Fao) P
S 301 o < P=4.5
8 25 8 251| —~—P=5
o o
3, 20¢ § 20¢ &
.<c( 15} <L 15t
*,»K
10+ 10+ *A«* JVIVIVIVIVIVIVIIVIN \
/ VIR )
e s 7 \
5f | 5p 4o~ e D0000000000000%2
@ Sratets i — “ fn L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Coordenada x (a.u.) Coordenada x (a.u.)
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Diversas potencias opticas con V =0V (izquierda) y V = 0.5 V (derecha).

angulo de cabeceo en el centro de la celda ya es méximo en su situacion de reposo, la potencia 6ptica lanzada
en el centro no va a modificar el valor del angulo de cabeceo, pues pretenderia alinearlo con la direccién
z pero ya lo esta. Por tanto, la potencia 6ptica cambiard el valor del 4ngulo de cabeceo en lugares que no
sean el centro y siempre para empujar a valores mayores de los que ya se tienen en la disposicién de reposo.
Lanzando luz desde el centro, se debe enviar suficiente potencia 6ptica como para que sature el angulo de
cabeceo en las inmediaciones del valor de pico y lograr asi cambiar la distribucién del angulo de cabeceo. En
la figura 4.7 puede verse, a la izquierda, como la potencia 6ptica no cambia demasiado el valor del dngulo
de cabeceo por lo que se acaba de comentar. No ocurre asi con el voltaje aplicado, que, al afectar de manera
natural a todo el ancho de la celda, es capaz de orientar las moléculas de cristal liquido en toda la anchura
de la celda, siempre que la energia sea suficientemente alta como para saturar el angulo de cabeceo (voltajes
a partir de V' = 1.5 V). Puede verse también que los perfiles de indice de refraccion apenas se ven afectados
por la influencia de la potencia dptica, al menos, en el régimen de potencias en el que, con la configuracién
del d4ngulo de cabeceo simétrica, si afectaba a la orientacion del cristal.

4.1.2. Caso 2D

En esta subseccion presentamos el comportamiento de una celda planar con diversas configuraciones y
bajo los efectos de campos eléctricos externos y épticos. El caso mas sencillo es la consideracién tinicamente
del 4ngulo de cabeceo, caso que restringe la variedad de dispositivos posibles dado que, al no permitir el mo-
vimiento de torsion del cristal liquido, no podemos considerar la presencia de campos en las dos componentes
transversales. Estos casos serdn considerados mas adelante con el modelo que contempla ambas variaciones
angulares.
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Figura 4.7: Angulo de cabeceo (izquierda). Perfiles de indice de refraccion efectivo (derecha).

Electrodos continuos

El dispositivo de celda planar de la figura 2.3 permite aplicar un potencial en los electrodos que produce
un campo eléctrico en la componente x inicamente en el seno del cristal liquido. Esta componente E, del
campo eléctrico hard cambiar el angulo de cabeceo de las moléculas buscando su alineamiento con el eje x.
En ausencia de otro tipo de excitacion, éste serd el inico movimiento permitido a las moléculas del CLN.
Serd posible orientar también el dngulo de torsion si introducimos una componente y del campo 6ptico.

Para realizar un estudio numeérico completo, como se hiciera en el caso unidimensional, de las dependencias
del angulo de cabeceo con la potencia 6ptica, con el voltaje y con la excentricidad del haz, realizamos un
barrido de simulaciones que contemplen la afectacion de estos parametros sobre la disposicion del cristal
liquido. Para visualizar los datos de manera clara, separamos las influencias de cada uno de los parametros,
esto es, mantenemos dos de ellos fijos mientras variamos el tercero. Para cada uno de los casos dibujamos
una familia de curvas que represente el cambio de comportamiento del d&ngulo de cabeceo al variar una de
las tres variables contempladas.

La figura 4.8 muestra las distribuciones de campo eléctrico y dngulo de cabeceo para una diversidad de
potenciales aplicados, en el rango V' = 0.1 —2.8 V y en ausencia de campo 6ptico, al igual que ya hiciéramos
con el modelo unidimensional. Estas simulaciones sirven mas como comprobaciéon del codigo que por el interés
de las soluciones, ya que éstas son conocidas por el problema unidimensional, pues la situacion fisica simulada
aqui es exactamente la misma que entonces.

El campo 6ptico en la situacién bidimensional ofrece algo més de informacién que en el caso unidimen-
sional ya analizado. La afectacion de la potencia 6ptica sobre el dngulo de cabeceo se muestra en la figura
4.9. A la izquierda vemos una representacion cenital de la distribucion del angulo de cabeceo bajo afectacion
tnicamente de campo Optico, para una potencia de P,,; = 50 W/mm. A la derecha dibujamos dos curvas
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sobre una representacion tridimensional, que se corresponden con las secciones de la figura de la izquierda
alrededor de los planos y = 0 y « = d/2. Notese que el dominio (x,y) de definicion del problema no es un
cuadrado, sino un rectangulo, dado que = € [0,d] y y € [-Y/2,Y/2],siendo Y =3-dy d =75 um.

El dispositivo se considera infinito en la direccién y ya que se han empleado condiciones de contorno
periddicas. La deformacion del angulo de cabeceo tiene una extensiéon similar en las dos direcciones, sélo
que en la direccién z se ve limitada por la imposicion del valor de contorno. La forma de la variacién en z
y en y del angulo de cabeceo no es la misma. En la dependencia con z se aprecia curvatura del dngulo de
cabeceo en la zona donde hay excitaciéon 6ptica. Donde la intensidad del campo 6ptico es nula, la solucién
del 4ngulo de cabeceo tiene una dependencia lineal con la coordenada z, como se corresponde a la solucién
de curvatura nula en esa zona del espacio. Sin embargo, en la direccién y podemos ver un perfil no lineal en
toda la seccién. La figura 4.10 muestra dos familias de curvas para el 4ngulo de cabeceo, donde lo tinico que
varfa es la potencia 6ptica empleada. En azul tenemos las secciones de la solucién bidimensional por y = 0
um y en rojo las secciones por x = d/2 um. En ellas puede apreciarse la dificultad que tiene el angulo de
cabeceo para superar ciertos valores. Si bien el valor de saturacion es 6(z,y) = 90°, la resistencia a aumentar
el valor es creciente con el valor del mismo. De hecho las curvas estan mucho maés juntas para valores altos
de potencia 6ptica aunque no estan excesivamente cerca del valor de saturaciéon. Puede verse que la mayor
sensibilidad del dngulo de cabeceo a la potencia 6ptica se produce entre los valores de la tercera y séptima
curva, que se corresponden con potencias de entre 15 y 35 W/mm.

La representaciéon tridimensional del caso en el que se presentan tanto campo eléctrico externo como
potencia 6ptica se muestra en la figura 4.11. La conjuncién de las dos excitaciones en el caso bidimensional
tiene efectos andlogos al caso unidimensional, observando mayor afectacion al dngulo de cabeceo en toda
la, anchura de la celda, dado que el campo eléctrico aplicado externamente se extiende a todo el dominio.
Podemos ver las familias de curvas para un voltaje de V =1 V y potencias épticas comprendidas entre 5
y 100 W/mm en la figura 4.12. La figura 4.12 muestra las mismas simulaciones que en la figura 4.10 pero
en esta ocasion en presencia de los dos campos excitantes (el potencial externo y el campo 6ptico). Existen
dos diferencias fundamentales, la primera es el mayor valor alcanzado en todos los casos por el angulo de
cabeceo debido a la mayor cantidad de energia eléctrica invertida en modificar la posiciéon del director. La
segunda diferencia es el distinto perfil de variacién que posee la solucién dependiendo de si la excitacion es
campo eléctrico, campo 6ptico o ambos. El campo eléctrico externo, al extenderse en todo el dominio de la
celda afecta a todas las moléculas, afectando las variaciones del angulo de cabeceo en toda la extension de
la celda. No ocurre asi con el campo 6ptico que sélo actia en la zona donde la potencia éptica es suficiente
para reorientar las moléculas del CLN.

Al estudiar la respuesta del cristal liquido frente a la posicién inicial del haz, variaremos tnicamente
la posicién en la direccién x, pues el dispositivo tiene invariancia traslacional en la direccién y. El efec-
to de esta posicién inicial se puede apreciar en la figura 4.13. Alli observamos una familia de curvas a
potencia optica fija Py = 20 W/mm (una curva para cada valor de la excentricidad) tomando valores
E=0%,5%,10%,15 %, 20 %, 25 %, expresados como porcentaje de la anchura total d. En este caso no existe
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comprendidos entre V = 0.1 — 2.8 V. Para mayor claridad se muestran dos de las superficies completas,
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Figura 4.9: Angulo de cabeceo para una potencia 6ptica de P,pt = 50 W/mm. Representacion cenital (izquier-
da) y secciones medias (derecha).

voltaje aplicado a los electrodos, por tanto la tnica excitacién eléctrica es el propio campo 6ptico. En la
direccién z la excentricidad induce menores valores del dngulo de cabeceo cuanto méas cerca nos encontramos
de la frontera, donde su valor esta fijo por el valor del pretilt (en este caso p = 2°). En la direccion y se
aprecia una curva distinta, producto de la diferente influencia de la frontera, que se encuentra esta vez maés
alejada de la zona de afectacién de la solucién. En esta circunstancia, la aplicaciéon un voltaje externo de
valor V' = 0.5 V, implica un aumento de los valores maximos alcanzados por el angulo de cabeceo dado
que estamos invirtiendo méas energia eléctrica en reorientar las moléculas de cristal liquido usado un campo
eléctrico externo a través de la aplicacién de un potencial sobre el electrodo, como puede verse en la figura
4.14.

Podriamos también estudiar qué ocurre cuando mantenemos el valor de la excentricidad del haz en esta
situaciéon bidimensional y variamos la potencia 6ptica en ausencia y en presencia de campo eléctrico externo.
Sin embargo no creemos que merezca la pena presentar estas figuras, visto ya el comportamiento de la
excentricidad del haz sobre el dngulo de cabeceo bidimensional, pues no aparecen aspectos significativos que
diferencien esta situacion de la analoga unidimensional ya presentada.

En esta situacion bidimensional también es posible encontrar las configuraciones que se dan cuando se
emplean condiciones de contorno asimétricas para inducir guias por los valores de la frontera como ocurria en
el caso unidimensional. Como el comportamiento esperado es predecible presentados ya los datos y gréficas
que hemos analizado hasta aqui no creemos conveniente repetir més graficas que no anadan informaciéon
relevante al fenémeno.

Por ultimo, el caso de electrodos continuos no impide completamente la apariciéon de un angulo de torsioén,
dado que el campo 6ptico si puede tener una componente y que lo haga girar de esta manera. Si tomamos
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Figura 4.11: Angulo de cabeceo para una potencia 6ptica de Pypt = 50W/mm. Representacion cenital (izquier-
da) y secciones medias (derecha) y un potencial aplicado de V' =1V

excitaciones gaussianas tanto para la componente x como para la componente y del campo Optico nos
encontramos en el caso de polarizacién circular o eliptica, dependiendo a la potencia 6ptica que transporte
cada componente y al desfase entre ellas.

También ocurre que la anisotropia inducida por el campo 6ptico en el perfil de indice efectivo que siente
la luz se extiende tanto en la direccién = como en la direcciéon y, por lo que hard aparecer un pequefio angulo
de torsion al perder la guia la invariancia traslacional en la direcciéon y.

Estas situaciones en propagacién de luz seran, en general, indeseables, pues el cristal liquido es un medio
optico uniaxial, con lo que existen siempre dos haces, canalizados cada uno de ellos en una direcciéon distinta,
la del vector de onda de cada una de ellas. Como se ha explicado con anterioridad, el indice de refraccion
sensible a la posicién del director es el de la componente extraordinaria, por lo que todo aquello que desvie
potencia de la componente extraordinaria a la componente ordinaria serd indeseable, pues haré desaparecer la
componente soliténica que nos interesa estudiar en el régimen no lineal de propagacién, que es el interesante
para los dispositivos que pretenden manipular la luz en cristales liquidos.

Electrodos discontinuos

El problema definido por un dispositivo con electrodo discontinuo (normalmente el superior), se ha
presentado en la seccién 3.5 para ejemplificar el empleo de la frontera transparente. No obstante, es aqui
donde queremos mostrar el comportamiento de tal dispositivo. Mostramos el efecto que tienen el campo
eléctrico externo y el campo 6ptico sobre la orientaciéon molecular y, por tanto, sobre el perfil de indice de
refracciéon efectivo resultante.
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Figura 4.12: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la potencia éptica
comprendidos entre Py =5 — 100 W/mm y un valor de voltaje aplicado de V =1 V.
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Figura 4.13: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la excentricidad
comprendidos entre { = 0—25 % de la anchura total de la celda con valores de potencia 6ptica de Py, = 20
y voltaje aplicado V =0 V.
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Figura 4.14: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la excentricidad
comprendidos entre § = 0—25 % de la anchura total de la celda con valores de potencia optica de Py = 20
y voltaje aplicado V = 0.5 V.

Ya se ha visto en la figura 3.14 como evolucionan los valores maximos de los angulos de cabeceo y torsion
en este dispositivo con electrodo discontinuo. Una representaciéon tridimensional de la situaciéon aplicando
una tension de V' = 2 V se presenté en la figura 3.12. Alli se apreciaba la forma de las soluciones para este
tipo de dispositivo. Para el resto de valores de potencial la forma de las soluciones se conserva, suavizdndose
o acentuindose los valores en funcién del valor del voltaje. Para que quede claro qué secciones vamos a
representar para caracterizar el comportamiento de los angulos, las definimos en la figura 4.15, donde se
aprecia la figura tridimensional y las secciones medias en ambas direcciones de las distribuciones del dngulo
de cabeceo 0(z,y) y de torsion p(x,y). Notese que estas secciones no se tocan entre si en ningiin punto, aunque
pudiera parecerlo por la perspectiva empleada. La figura 4.16 muestra una familia de curvas correspondientes
a las secciones ya indicadas para valores distintos del potencial. En la figura 4.17 se muestran las mismas
secciones, en este caso a potencial fijo V' = 1V pero con distintos valores de potencia éptica, para apreciar la
influencia del campo 6ptico sobre las distribuciones angulares. El campo éptico actia principalmente sobre el
angulo de cabeceo. El d4ngulo de torsion deberia verse también afectado en las proximidades del campo 6ptico,
dado que él mismo genera variaciones en la direccién y del indice de refraccion. De hecho puede apreciarse
la mayor separacion entre las secciones para x fijo (las rojas) del angulo de torsion entre las figuras 4.16 y
4.17. Esto se debe a la influencia del campo 6ptico sobre el angulo de torsion.

Mostramos también las distribuciones angulares que se tienen al variar la anchura del electrodo discon-
tinuo. Esta variable, la anchura del electrodo superior, marca dos limites: la situacién en la que el electrodo
tiene la maxima anchura (la del electrodo inferior) reproduce el caso de electrodo continuo. El otro extremo
se sitiia en un valor puntual (sin anchura apreciable) del electrodo, mientras en medio tenemos una casuistica
que se corresponde con todos los valores intermedios. La grafica 4.18 muestra la curva de valores méximos de
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Figura 4.15: Distribuciones de los 4ngulos de cabeceo para un potencial aplicado de V =1 V y en ausencia
de no linealidad 6ptica. Se han dibujado en azul las secciones por los planos definidos por y =constante que
pasan por los valores maximos en cada caso. El el caso del &ngulo de torsion han querido dibujarse dos planos
(para el maximo y el minimo). En rojo se ha dibujado la seccion definida por el plano medio z = d/2.

las distribuciones angulares en cada caso siempre para un potencial aplicado de V =1 V. Puede verse que,
a potencia fija, el angulo de cabeceo sube su valor maximo conforme aumenta la anchura del electrodo. Este
resultado es previsible en tanto que la cantidad de energia eléctrica en el seno del cristal liquido aumenta con
la anchura del electrodo, por lo tanto afecta més a la orientaciéon molecular. También ocurre lo mismo para
el angulo de torsion. Se aprecia la gran diferencia existente entre los valores maximos del d4ngulo de cabeceo
y del angulo de torsiéon. Este dltimo siempre queda por debajo de 5° en el régimen de parametros en el que
nos movemos, mientras que el &ngulo de cabeceo llega a alcanzar un méaximo de 35°.

4.2. Problemas de evoluciéon

En esta seccion presentamos los resultados del acoplo en evolucién de las tres ecuaciones diferenciales,
tanto del problema unidimensional como del problema bidimensional. En el problema unidimensional se
exploran los casos de evolucién paraxial, escalar y vectorial, mientras que en el caso bidimensional siempre
nos restrinjimos a la evolucion paraxial escalar de la luz. Aunque propagamos soluciones bidimensionales que
no tienen en cuenta la anisotropia propia del cristal liquido en las direcciones transversales, si presentamos
la forma de los modos de la guia anis6tropa constituida por el efecto de un campo eléctrico externo sobre
una celda planar de cristal liquido. Las simulaciones bidimensionales pues son validas en el régimen escalar,
en el que el angulo de torsién no despolariza el haz lo suficiente como para que la componente soliténica se
pierda, y con trayectorias de muy pocos grados de inclinacion.
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Figura 4.16: Secciones de los dngulo de cabeceo y torsién por los planos que seccionan los valores méximos
de cada angulo, para valores de potencial aplicado de V' =0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2 V.

El haz gaussiano que se propaga tiene una intensidad

00 0o 1 *(.’E*$0)2
P= U(x)|*de = Y ) g =
/Oo\ (x)|*dx /Oo — exp( 572 r = acy/T,

con a = ﬁ yc= ﬂQ)ol, xo el centro del paquete gaussiano y o la anchura del haz. En el caso de querer

normalizar la funcién a cualquier otra potencia deseada, P’,

/OO O () 2 = /Oo AU (z) - AV(2)da

—0o0 —00

< 1 —(x — 20)?
= A? — = )d
/_oo oV 2T P < 202 “

_ Il
con lo que A=4/%.

4.2.1. Evolucién 1+1D en aproximacién escalar y paraxial

Haz centrado en la celda planar

La ecuacion (3.9) presenta tres regimenes distintos en el modelo 1D de propagacion en el seno del cristal
liquido nemético, debido a la no linealidad orientacional. Para bajas potencias, el campo 6ptico no es capaz
de modificar la posicion de las moléculas de cristal liquido, por lo que se propaga en un medio lineal e
isétropo, difractando.

!La integral de Poisson es un resultado 1til para esta subseccion:

/_o; dexp (‘(5”677:”)2) iz = acy/m
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Figura 4.17: Secciones de los dngulo de cabeceo y torsién por los planos que seccionan los valores méximos de
cada &ngulo, para valores de potencial aplicado de V' =1 V y potencias ¢pticas Py = 1075, 5,10, 15, 20, 25, 30

Existe una potencia umbral a partir de la cual, la afectacion del campo 6ptico sobre las moléculas es
tal que modifica el indice de refraccion del medio hasta conseguir formar una guia por la que se propaga el
haz. Se trata de una guia autoinducida por el propio haz en un fenémeno no lineal de acoplo éptico-eléstico.
Cuando se alcanza la potencia del haz que le permite propagarse sin observar difraccién durante mucha
distancia, se habla de comportamiento tipo soliténico. Sin embargo, nunca llega a ser un solitén, pues el
haz gaussiano no es autoestado (estado estacionario) de la guia que induce no linealmente. Se han hecho
varios estudios para encontrar de manera iterativa el perfil de los solitones unidimensionales en este tipo de
dispositivos [198]. Sin embargo, en la literatura de cristales liquidos suele referirse a este tipo de soluciones
como solitones nematicos o nematicones [152, 199|. Por encima de esta potencia, ocurre un fenémeno de
breathing, en el que se observa una oscilacion peridédica de amplitud, cuya frecuencia es tanto mayor cuanto
mayor es la potencia éptica involucrada. La figura 4.19 muestra la anchura del haz, en términos de FWHM
(Full Width Half Mazimum), en cada caso. Alli se aprecia mejor lo que queremos decir.

Haz descentrado en la celda planar

Cuando el haz gaussiano es lanzado con un offset respecto del centro de la celda planar, se tienen las
distribuciones del dngulo de cabeceo de la figura 4.4 izquierda. Ocurre ademas que el pico de intensidad del
campo Optico no coincide exactamente con el méaximo del dngulo de cabeceo en esa situacion. Se muestra en
la figura 4.21 un ejemplo en el que se ha lanzado el haz con una excentricidad de e = 33 % para que pueda
apreciarse el desfase entre los maximos del angulo de cabeceo y del campo 6ptico.

Esta diferencia de posicién se traslada también al pico del perfil de indice de refraccion efectivo, pues va
como el sin? §. De este modo, el haz gaussiano se desplaza hacia el méximo del perfil de indice de refraccion,
que se encuentra ligeramente desplazado. De esta manera el haz comienza una trayectoria hasta el centro
de la celda, durante la que, en todo momento, existe un desfase entre el maximo de indice de refraccion
y de intensidad del campo. Es este desfase el que empuja al campo 6ptico, arrastrandolo al centro de la
celda. Asi se produce una trayectoria oscilatoria producida por la fuerza que ejerce la frontera sobre el
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Figura 4.19: Evolucién de la anchura del haz para potencias opticas Py = 0.3,0.4,0.5 W/mum.

haz de luz, dado que es ésta la responsable de que los valores méximos no coincidan. Se ha pretendido
estudiar analiticamente este movimiento transversal a través de un estudio modulacional [153] y algunas
aproximaciones que restringen bastante el régimen de pardmetros en los que el modelo que se ha presentado
en esta tesis es capaz de trabajar. En esta subseccion realizamos un estudio numérico comparativo de lo que
ocurre al tratar de reproducir la oscilacién transversal con el modelo simplificado que se propone en [200] y
lo que ocurre al tratar el modelo completo estudiado por [148] y en esta tesis. El modelo lineal que se utiliza
en estudios como [200] asume dos hipotesis: la primera es que el problema orientacional es linealizado, por lo
que el modelo sélo es aproximadamente correcto en el régimen de angulos de cabeceo pequenos. Para que esto
tenga algin interés y pueda producir comportamientos tipo soliténico, se resuelve la ecuaciéon de orientacion
alrededor del dngulo de cabeceo para el cual el par 6ptico es maximo, esto es § = 45°. De manera que la
configuracion de equilibrio es 0(x) = 45°, Vz y la excitacion optica lo desplazara unos pocos grados més por
encima de este valor. Con estos valores se maximizan los efectos no lineales. La segunda aproximacién es més
una limitacién del modelo, pues no es posible introducir el efecto del campo eléctrico externo. Las ecuaciones
del modelo bajo estas circunstancias, a las que nos referiremos de ahora en adelante como modelo A, son
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Figura 4.21: Angulo de cabeceo e intensidad del campo 6ptico normalizados a la unidad.

entonces,
0% )
Ko + 205 ? = (4.1)
@EO 10%E°
20E7, 4.2
Yoz T 2 2 + (42)

donde K es la constante eléstica, 0(x) es el &ngulo de cabeceo y E9 representa la amplitud de la envolvente
del campo 6ptico polarizado linealmente en la direccién x.

La ecuacion (4.1) se soluciona analiticamente en [201] para estudiar la oscilacion transversal del nematicon
bajo el efecto de la fuerza de la frontera cuando el haz es lanzado con una excentricidad sobre la celda
planar. Alli se emplea el teorema de Eherenfest para estudiar tanto la fuerza ejercida por la frontera como
las caracteristicas de la trayectoria oscilatoria. En particular se muestran las dependencias de su periodo y
amplitud con la potencia 6ptica.

Nosotros utilizamos el sistema que describe el dispositivo de la manera més amplia posible, tal y como
se ha explicado anteriormente en el capitulo 2. Recordemos aqui el sistema de ecuaciones que resolvemos, al
que nos referiremos de aqui en adelante como modelo B:

29
1
g 7 T 5¢ sin(20) (Ae®|E3|* + Ae®|E2|?) = 0, (4.3)
DS
/ Esdx—/ —Ldx = -V, (4.4)
o €xz
OES  O*EY
2jkong 5 o2 L+ ky(e — ng)EQ, (4.5)

donde EJ es la amplitud del campo eléctrico externo en la direcciéon x, D] es el correspondiente campo

desplazamiento eléctrico, Vj es el valor del potencial eléctrico externo aplicado al electrodo, € e la constante
dieléctrica del vacio, kg = 2m/\g es el vector de onda del campo Optico, ng es el indice de refraccion lineal,

Ae® = ¢ — €, es la birrefrigencia del medio para las frecuencias del campo externo, Ae® = nﬁ — ni es la

birrefrigencia Optica, € es la permitividad optica no lineal (recuérdese que depende del dngulo de cabeceo)
v €zz es la permitividad eléctrica. Ya sabemos que las dependencias angulares de las permitividades son
del tipo € = €, + Aesin? @, usando las constantes correspondientes en cada caso. El valor de las constantes
para nuestras simulaciones es: K = 12 X 10_12 N, € = 196, e, = 5.1, n = 1.6954, y n; = 1.5038.
Asi, Ae® = 19.6 — 5.1 = 15.4, y Ae® = H —n% = 1.6954% — 1.5038% = 0.613. También hemos usado
€0 = 8.8541878176 x 1072, ng =1, y A\g = 1064 x 107 m

En el capitulo 3 ya hemos explicado la manera iterativa en la que se resuelve este problema acoplado.
Vamos a recordarlo aqui brevemente por facilitar la lectura del documento: primero alcanzamos una solucion
auto consistente de las ecuaciones (4.3) y (4.4) que seré utilizada para calcular el campo 6ptico en el siguiente
paso de propagacion mediante la ecuacion (4.5). Dado que el propio campo 6ptico afecta también a la orien-
tacion molecular, se hace necesario recalcular la solucién autoconsistente del problema estatico compuesto
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por (4.3) y (4.4). Asi establecemos otro bucle iterativo que permite alcanzar una solucién auto consistente
de las tres ecuaciones diferenciales. Este procedimiento se repite para cada paso de propagacion.

Nuestro objetivo en esta subseccién es comprobar la validez de la aproximacién lineal al estudiar la
oscilacion transversal del nematicon comentada anteriormente. Para comparar los resultados de cada modelo
debemos llevar al modelo B al rango de parametros que lo haga equivalente al modelo A, en la medida de
lo posible. Para conseguirlo tomamos kg = 1, €] = 1, Ae =4, K = pAe€gbmaz/2, Omaz = 1/2 y régimen de
angulos pequenos, esto es, 6 << 1.

La amplitud de esta oscilacién transversal depende de la posicién inicial del haz y su periodo depende de
la potencia 6ptica y de la excentricidad inicial del haz.
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Figura 4.22: Periodo de la oscilacién transversal T frente a la amplitud del campo éptico a para el modelo
A (izquierda) y para el modelo B (derecha).
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Figura 4.23: Fuerza F ejercida por la frontera frente a posicion inicial < x > para diferentes amplitudes del
campo oOptico, a. A la derecha, fuerza F frente a la amplitud del campo 6ptico a para diferentes posiciones
iniciales del haz < x >.

La dependencia del periodo de oscilacién con la amplitud del campo 6ptico se muestra en la figura 4.22
para ambos modelos. Puede verse cuan diferentes son los comportamientos de ambos modelos. A la izquierda
puede verse como el periodo de oscilacion para el modelo A sigue una pauta mondtona decreciente con la
amplitud del campo (ya que la fuerza ejercida por la frontera es lineal con la densidad de potencia). El
modelo B, a la derecha de la figura, muestra un comportamiento no mondétono, ya que presenta un minimo
del periodo de oscilacién cercano al valor 0.4 para la amplitud del campo 6ptico y para cualquier valor de la
excentricidad. Este comportamiento no lineal es muestra de que la linealidad de la intensidad del campo con
el indice de refraccion no es vélida. La figura 4.22 también muestra que la posicion inicial del haz no tiene
ningun efecto sobre el periodo de oscilaciéon en el modelo A pero si lo tiene en el modelo B, de acuerdo con
[201, 202]. La fuerza ejercida por la frontera ha sido calculada numéricamente a través de la segunda derivada
de la trayectoria del centro de masas de la energia del campo éptico. Se sabe que esta fuerza crece conforme
nos acercamos a la frontera [53|. La figura 4.23 muestra las dependencias de la fuerza con la posicion inicial
del haz (parte izquierda) y con la amplitud del campo 6ptico (parte derecha de la figura). Alli puede verse la
relacion no lineal entre la fuerza y la amplitud del campo éptico que hace aparecer un minimo, responsable a
su vez del minimo que aparece en la dependencia del periodo de oscilacion con la amplitud del campo 6ptico.

La evolucién del pico de amplitud del campo 6ptico puede observarse en las figuras 4.24 y 4.25. Vemos
que los resultados son cualitativamente (incluso cuantitativamente) iguales a bajas potencias mientras la
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Figura 4.24: Evolucion del pico de amplitud del campo 6ptico a para a = 0.1 (izquierda) y a = 0.5 (derecha)
usando el modelo A. Cada color representa un valor distinto de la posicién inicial < x >.
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Figura 4.25: Evolucion del pico de amplitud del campo 6ptico a para a = 0.1 (izquierda) y a = 0.5 (derecha)
usando el modelo B. Cada color representa un valor distinto de la posicién inicial < z >.

aproximacién linealizada del modelo A es valida. Sin embargo, conforme la potencia crece van apareciendo
diferencias. Primero, la frecuencia de oscilaciéon del pico de amplitud crece conforme crece la potencia 6ptica
de manera proporcional en el modelo A. No ocurre asi en el modelo B. Este fendmeno estd directamente
relacionado con los valores artificialmente altos que alcanza el valor del angulo de cabeceo en el modelo
A, que, por cierto, no esta acotado. Valores grandes del angulo de cabeceo implican indices de refraccion
efectivos més atractivos, pues estéan relacionados linealmente como € = 26 para el modelo A, mientras que el
modelo B ofrece una dependencia més realista al imponer € = €, +Aesin? §. Esta ultima expresion ofrece una
saturabilidad del indice de refraccion conforme el dngulo de cabeceo se acerca a su valor méximo (6 = 90°),
algo que no sucede en el modelo A y que se trata, sin duda, de un artificio indeseado consecuencia de un
modelo incompleto o invalido en el régimen de pardmetros de € grande. En segundo lugar, el modelo A
muestra que las amplitudes del campo 6ptico no son sensibles a los cambios de posicién inicial del haz, pues
todas las curvas solapan como puede apreciarse en la figura 4.25. No ocurre asi en el modelo B, en el que
la amplitud del campo 6ptico no evoluciona igual al cambiar la posiciéon inicial del haz. Por ultimo, puede
verse el efecto de la saturabilidad de la no linealidad del modelo B, que limita tanto el valor del dngulo de
cabeceo, como el de la amplitud del campo 6ptico. El modelo A no presenta esta saturabilidad y por tanto,
no distingue entre valores de angulo por encima o por debajo de § = /2, lo cual incide a su vez en un mayor
autoenfoque del campo 6ptico, entrando en dindmicas violentamente autoenfocantes.

Modos de propagaciéon para guias inducidas por la frontera. Solitones topolégicos

Presentamos en esta subsecciéon cuales son los modos de propagaciéon de una guia inducida por la frontera
cuando la celda planar presenta condiciones de contorno tipo Dirichlet asimétricas, en particular 6y = 0° y
f1 = nm para el valor del angulo de cabeceo en los electrodos inferior y superior respectivamente, con n € Z.
Este tipo de soluciones para el dngulo de cabeceo han sido estudiadas en la subseccion 4.1.1.

En ausencia de excitaciones eléctricas, sin campo eléctrico externo ni campo 6ptico, la ecuacién que rige
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la orientacién molecular, ecuacion (4.3), resulta en la ecuacion de Laplace homogénea

#0_

Ko =0, (4.6)

cuya solucién analitica es bien conocida, pues es una recta que conecta los valores de la funcion solucién
en la frontera. Esta soluciéon cumple con la condicién de curvatura nula que impone la ecuaciéon de Laplace
a la funcion solucion. Por tanto, tenemos que la solucion a la ecuacion (4.6) es 0(x) = “Fx, siendo n7 el
valor de la funcién en la frontera situada en x = d y d el grosor de la celda o la separacion de electrodos,
como queramos verlo. Sustituyendo este valor del dngulo de cabeceo en la permitividad dieléctrica dptica que
aparece en la ecuacion de propagacion del campo 6ptico (4.5) tendremos la ecuacion para la propagacion de
luz bajo estas circunstancias

nm
2jkn— = —= + k? ((6 + Ae®sin?(—z ) — n2) A, 4.7

I e, T o2 L ( d ) (4.7)
que rige la evolucion de un haz bajo la influencia de un perfil de indice efectivo de variaciéon gradual que
constituye una gufa inducida por la frontera. Si nos preguntamos por la forma que poseen los modos de
propagacion de semejante guia, procedemos por separacion de variables sobre la ecuacion (4.7) a obtener la
ecuacién estacionaria, que resulta

02X

Dz + {kz((q_ + Ae’ sinZ(%T:U)) —n?) — Em} X =0. (4.8)

Esta ecuacion puede reescribirse también como

02X 9 1 2nm 5
o(Z(1 — o _ — .
a2 + [k‘ (e, + Ae (2( Cos(—d x))) —n°) Em] X =0, (4.9)
de la que, reordenando coeficientes, podemos obtener
02X

con a = k%(eL + % —n?) - E,yq= k2¥. La ecuacion (4.10) resulta ser la ecuacion de Mathieu,
conocida, entre otras cosas, en el tratamiento de las ecuaciones de Maxwell en coordenadas elipticas, pero no
muy difundida en nuestro contexto de propagaciéon de luz en cristales liquidos en coordenadas cartesianas.
Aplicando el teorema de Floquet-Bloch, nos preguntamos por soluciones de la ecuacion (4.8) de la forma
p(z) = exp(wpx)uy(z) siendo p el valor del pseudo momento asociado a la solucién ¢p,(z) y con wuy(z) una
funcion m-periodica. Sustituyendo esta forma de soluciones en la ecuacion (4.8) tenemos la ecuacion

0? 0
8;217 + Zp% + (CL — 2q COS(Qx) — p2) Up = €Uy, (4.11)

que representa un problema de autovalores que caracterizan los autovectores con pseudo momento p de la
gufa inducida por la frontera de variacién gradual del indice de refraccion.

Se puede ver en la figura 4.26 la evoluciéon de un haz gaussiano en una guia inducida por la frontera,
en el sentido explicado en este apartado. Se propaga un haz de potencia 6ptica suficientemente baja como
para que no afecte a la orientacién molecular. Se trata pues de una propagacion lineal. No se aplica en este
caso voltaje externo, por lo que el efecto de confinamiento que se aprecia se debe en exclusividad a la guia
inducida por la frontera. El haz se lanza exactamente centrado en la celda. No obstante, si calculamos el
centro de masas de la energia éptica y graficamos su evoluciéon, apreciamos una pequena oscilacion de algo
més de una micra de amplitud. La amplitud del campo éptico también sigue una evolucién oscilatoria. Sus
valores maximos ademas decrecen conforme avanza el haz, mientras que los minimos no siguen una tendencia
monotona.
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Figura 4.26: Evolucién de un haz gaussiano en el régimen lineal en la guia inducida por las condiciones de
frontera asimétricas del dngulo de cabeceo. La primera figura representa la trayectoria de la intensidad de
campo oOptico. La figura central muestra la evolucién del pico de amplitud del campo 6ptico. La dltima figura
refleja el comportamiento oscilatorio del centro de masas de la energia.
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Figura 4.27: A la izquierda se representa el angulo de inclinacion inducida por la anisotropia en el plano X Z
en funciéon del dngulo de cabeceo del cristal liquido. A la derecha se muestra la evolucion de la intensidad
del campo 6ptico, sufriendo reflexion al llegar a la frontera debido a la trayectoria inclinada inducida por la
anisotropia.

4.2.2. Evoluciéon 1+1D vectorial. Anisotropia en el plano X7

Es bien conocido que el efecto que tiene la anisotropia en el plano de evolucion X Z en una situacién
1+ 1D es la inclinaciéon de la trayectoria debido a los distintos valores del tensor dieléctrico en direcciones
distintas [148|.

Este édngulo de inclinacion del haz ¢ puede calcularse como

€ Aesinfcos
tand = —= = —— T 4.12
an €, €1+ Accos?f’ (4.12)

cuya representacion grafica para el cristal liquido E7 que se estudia en esta tesis puede verse en la figura 4.27,
a la izquierda. En la figura 4.28 puede verse el comportamiento de un haz en propagacién lateral teniendo en
cuenta la anisotropia en el plano X Z. En ausencia de campo eléctrico y de no linealidad 6ptica orientacional,
el haz se desvia un angulo que depende del valor del dngulo de cabeceo del medio (segin la ecuacion (4.12)),
quien, a su vez, viene dado por el valor del pretilt en la frontera.

Asi, para los valores pequenios que suelen emplearse experimentalmente la desviacion es pequefia. Puede
verse este comportamiento en la figura 4.27, en la que el voltaje aplicado es V = 0 V y la potencia 6ptica
P,,t = 0.03 mW/pum. Cuando, en ausencia de campo eléctrico externo, incrementamos la potencia del campo
6ptico, aparece la no linealidad orientacional. Dado que nos encontramos en el caso vectorial, el campo sufrird
una oscilacién vectorial que, junto con la no linealidad orientacional, producird una guia generada por la
propia luz que, por tanto, seguird su trayectoria. Este comportamiento puede verse en la figura 4.28, en la
que se han aplicado potencias 6pticas de P,y = 0.375,05,0.625 y 0.75 WmW/um.

En el caso de que apliquemos un campo eléctrico externo, este campo produce una reorientacién molecular,
como ya sabemos, del tipo representado en la figura 4.1. Esto afecta al angulo de inclinacién 0 y provoca una
mayor inclinaciéon del flujo de energia éptica en la celda, como puede verse en la figura 4.29, en la que se ha
aplicado V' =1 V. Si, ademads, hacemos concurrir potencia éptica en el régimen no lineal, tenemos un mayor
efecto de auto enfoque, como puede verse en la misma figura.

4.2.3. Modos de propagaciéon de una guia anis6étropa inducida eléctricamente

En esta subseccion se muestran los modos de propagacion de una guia inducida por un potencial eléctrico
aplicado externamente sobre los electrodos de una celda planar con un electrodo discontinuo como el de la
figura 2.3(b). La tension eléctrica aplicada al electrodo superior produce una distribucién de campo eléctrico
externo estatico en el seno del cristal liquido de manera que influye sobre la posiciéon molecular del cristal
liquido quien, a su vez, influye sobre el perfil de indice efectivo que afecta a la luz.

Aplicando una tension eléctrica de Vo = 1 V, sobre los electrodos, las distribuciones del campo eléctrico
y de los dngulos que definen la posicion del director son los que se muestran en la figura 4.30.
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Figura 4.28: Evolucion del campo h, en propagacion vectorial, en ausencia de campo eléctrico externo y con
potencias opticas de Py = 0.375,05,0.625 y 0.75 WmW /um.

Puede verse como la discontinuidad del electrodo superior hace aparecer las dos componentes transversales
del campo eléctrico, E; y E,. La componente en la direccién x de este campo eléctrico se encarga de alinear
las moléculas del nemético (el eje mayor del elipsoide que las representa) en la direccion x, provocando
pues cambios en el angulo de cabeceo 0(x,y). Sin embargo, la componente y del campo pretende alinear las
moléculas en el eje y, con lo que obliga a las moléculas a girar en el plano paralelo a los electrodos. Asi aparece
el angulo de torsion ¢(z,y), empujado por las componentes y de los campos eléctricos, en este caso resultado
del voltaje aplicado por un electrodo discontinuo. Estos campos eléctricos experimentan valores criticamente
elevados en las proximidades de la frontera del electrodo para luego moderar su valor conforme nos alejamos
de esta frontera para adentrarnos en el seno del cristal liquido. Podemos ver los efectos de las componentes
del campo eléctrico sobre los dngulos de cabeceo y torsion en la figura 4.30. El dngulo de cabeceo presenta
una variaciéon muy importante en la zona en la que se encuentra el electrodo superior, pues alli es donde
el campo eléctrico en la componente x es méas intenso, y, por tanto, donde mas reorientaciéon molecular se
produce. Puede apreciarse también como el valor méximo del d&ngulo de cabeceo no se encuentra en la mitad
de la celda planar, sino que se encuentra ligeramente desplazado hacia el electrodo superior. En cuanto al
angulo de torsion, vemos que la distribuciéon del mismo tiene una simetria impar con respecto al eje y = 0,
consecuencia directa de la simetria impar de la componente y del campo eléctrico, que es quien induce este
movimiento de torsién. Notese el empleo de la frontera transparente para todos los campos en la direccion y.
Puede apreciarse también como los valores méximos que alcanza el dngulo de torsion son bastante menores
que los del dngulo de cabeceo para la misma tensién eléctrica.

En la figura 4.31 se aprecia cuales son algunos de los autoestados, los seis primeros modos de propagacion,
de la guia anisétropa inducida en el cristal liquido neméatico mediante la aplicacién del campo eléctrico
externo. Se han calculado resolviendo la ecuacion (2.56). De tener, un codigo de propagacion 2D+ 1 vectorial,
podriamos apreciar el batido de estos modos en la propagaciéon del haz en la guia inducida.
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Figura 4.29: Evolucién del campo hy aplicando una tensién de V' =1 V y unas potencias opticas de Py =
0.03,0.11,0.24 mW/um.

4.3. Evoluciéon 241D paraxial escalar

En esta seccién mostramos las simulaciones correspondientes a la evolucion bidimensional escalar paraxial
de un haz gaussiano en una celda planar de cristal liquido nemético. Como ya ocurriera en el caso unidimen-
sional, existen tres regimenes de potencia distintos que conducen a comportamientos distintos del haz. Existe
un pequenio rango de potencias para las que el haz es capaz de generar una no linealidad efectiva debida
a la orientacién molecular que logra compensar la difraccién, generando una solucién tipo soliténico. Por
debajo de esta potencia el haz difracta, y por encima se produce un colapso provocado por el autoenfoque y
permitido por la paraxialidad de la ecuacion. El caso difractivo puede observarse en la figura 4.32, en la que
se muestra a la izquierda la difraccion del haz en su evolucion (2+1)D y a la derecha se muestra la evolucion
de la anchura (utilizando el FWHM de la intensidad) del haz. Como no existe no linealidad, apenas hay
afectacion molecular por parte de la potencia 6ptica, con lo que nos encontramos en este caso con un medio
isétropo, por lo que la evoluciéon de la anchura del haz en las dos direcciones es la misma, pues existe simetria
rotacional tanto en el medio como en la solucién propagante.

La figura 4.33 muestra la propagaciéon de un nematicéon en la celda planar de CLN. Debe decirse que
encontrar la potencia exacta para la cual ocurre el balance més exacto posible para compensar la difraccion,
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por tanteo, es un problema numérico costosisimo. Tengamos en cuenta que esta propagacién es no lineal
y, aunque no estamos utilizando el acoplo con el campo eléctrico externo puesto que no hay, el céalculo es
bastante costoso, pues hay muchos pasos de propagacion. En general, cualquier simulacién en la que aparezca
la no linealidad orientacional es computacionalmente costosa. Puede apreciarse en la pseudo perspectiva de
la izquierda como el haz parece no deformarse a simple vista. Si en cambio estudiamos lo que hace la
anchura, en términos del FWHM de la intensidad, si que apreciamos cambios, pero entendemos que, para la
longitud de propagaciéon elegida, son suficientemente pequenios como para considerar aqui una propagacion
tipo soliténico.

4.3.1. Acopladores direccionales 6pticos

Los acopladores direccionales son dispositivos utilizados en radio tecnologia utilizados para desviar la
potencia de un canal hacia otro canal. Los dos canales se sittan lo suficientemente cerca como para que
ocurra un acoplamiento significativo de la potencia. Una vez se ha transferido la potencia de un canal a otro
se separan para impedir continuos acoplamientos y conseguimos asi transferir la potencia de un canal a otro.
Nuestra intencion en este apartado es construir un acoplador direccional 6ptico utilizando celdas planares de
cristal liquido nematico. Han habido varios trabajos relacionados con acopladores direccionales 6pticos, pero
ninguno en el contexto de cristales liquidos. La figura 4.34 muestra cual es la geometria del dispositivo. Puede
verse que se trata de un dispositivo de dos canales sobre los que aplicamos tensiones eléctricas distintas. De
esta manera induciremos dos guias sobre el cristal liquido en las inmediaciones de cada uno de los electrodos.
Estas guias seran tanto méas confinantes cuanto mayor sea el potencial aplicado, pues la orientaciéon molecular
se habra visto mas afectada y, consecuentemente, el perfil de indice de refraccién.

Aplicando unos voltajes de V. = 1y V = 1.25 voltios a los electrodos uno y dos respectivamente,
conseguimos un indice de refracciéon como el que se ven en la figura 4.35. En este dispositivo lanzamos un
haz centrado en el canal uno y observamos como ocurre la transferencia del canal uno al dos y viceversa. En
la figura 4.36 mostramos la evolucion de la trayectoria del haz, calculada ésta como la posicién del centro de
masas de la energia en la direccién transversal y. Podemos ver como, ademés de desplazarse hacia el canal
2 en la direccién y, el haz también sufre un desplazamiento en la direccién x debido a la ubicacion del pico
de indice de refracciéon. La tension aplicada al electrodo discontinuo induce una orientacién que es maxima
no en el centro de la celda, sino algo més cerca del electrodo discontinuo.

4.3.2. Osciladores transversales en el régimen lineal

La no linealidad orientacional de los CLN puede utilizarse para producir fenémenos de conmutacién todo
optica. En estos casos la no linealidad éptica establece diferencias de comportamiento de un haz en un mismo
dispositivo y con los mismos parametros de funcionamiento, siendo la potencia 6ptica la variable que separa
unos comportamientos de otros. Asi es como se reproducen fenémenos de conmutacién éptica. Sin embargo,
no tenemos esta posibilidad de control del haz en el régimen lineal. En esta seccién presentamos un dispo-
sitivo electro-6ptico que permite alterar la trayectoria del haz en el régimen lineal, induciendo oscilaciones
transversales. Las oscilaciones transversales de haces en cristales liquidos ocurren generalmente como efectos
no lineales orientacionales. Se pueden conseguir lanzando un haz excéntrico con potencia suficiente para
afectar a la orientaciéon molecular, como hemos visto en este mismo capitulo. Se pueden conseguir también
como consecuencia natural de la anisotropia del medio en el plano de evolucién. Sin embargo, en estos casos
las oscilaciones suelen ser efectos indeseados e ineludibles (mas que alterando la direccion de lanzamiento
del haz sobre la celda). Nuestro dispositivo permite modificar a voluntad tanto amplitud como frecuencia de
oscilaciéon en funcién de la geometria del dispositivo y la tensiéon aplicada al mismo.

El dispositivo con el que trabajamos tiene un electrodo discontinuo en la pared superior donde aplicamos
tensiones positivas referidas a masa, representada por el electrodo continuo de la pared inferior. Podemos ver
la configuracion del dispositivo en la figura 2.3(b). Vamos a utilizar el electrodo de la pared superior para
generar un potencial asimétrico en y, de manera que generemos una guia inducida externamente asimétrica
en esa direccién. Lanzando un haz en el régimen lineal, en el borde que tiene menores valores del indice de
refraccion, el haz se sentird atraido por el méximo del perfil de la guia inducida externamente y se desplazara
por tanto en el sentido positivo del eje y hasta alcanzar la zona donde el perfil de indice de refraccion
es maximo. Podemos ver en la figura 4.38 la distribucion de potencial en el seno de la celda, asi como la
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distribucién de los dngulos de cabeceo y torsion y el perfil de indice de refraccion efectivo. Notese que los
valores para el dngulo de torsién son un orden de magnitud menores que los del d&ngulo de cabeceo, por lo
que no contemplamos el efecto de despolarizacion del haz provocado por la existencia de componentes y del
campo eléctrico inducido por el electrodo. Se aprecia mejor en la figura 4.37 que el hecho de aplicar una
rampa positiva en el electrodo discontinuo genera la asimetria del potencial en la direccién y que buscabamos
para desplazar el haz lateralmente.

Una vez el haz se ha situado cerca del otro extremo de la guia, empujado por el potencial a esa zona,
alteramos el potencial aplicado al electrodo discontinuo. Aplicamos esta vez una rampa negativa con la
intencién de empujar al haz en la otra direccién y conseguir asi que oscile. Los valores de potencial, angulos
y perfil de indice efectivo son las imégenes especulares de las distribuciones que se han mostrado en la figura
4.38. En evolucién, observamos una oscilaciéon al conseguir que el haz cambie de sentido su trayectoria y
vuelva a la zona donde fue lanzado, como puede verse en la figura 4.39 izquierda. Llegados a este punto
volvemos a conmutar la tensiéon aplicada aplicando otra vez la rampa positiva para empujar al haz en el
sentido contrario y continuar asi el movimiento oscilatorio. En el régimen no lineal, el propio haz induce
una guia por interaccién no lineal con el medio que le permite no verse afectado por la tensiéon externa y
continuar con una trayectoria rectilinea en tanto que ha quedado confinado en la guia que él mismo induce,
apareciendo asi el comportamiento tipo soliténico. Ver figura 4.39 derecha.

El circuito eléctrico empleado hace uso de un fototransistor que gobierna el encendido y apagado de un
relé. La figura 4.40 muestra el circuito empleado. Alli se muestra el acoplo electro-6ptico a través de un diodo
emisor de luz que excita la base del fototransistor para ponerlo en conduccién. Nosotros reemplazariamos
la fuente de luz, quitando el diodo y dejando ese papel al haz que es guiado por el dispositivo. El relé es
un dispositivo mecénico gobernado eléctricamente compuesto por un conmutador doble. Dispone de seis
contactos y es capaz de trabajar en dos posiciones distintas. La primera posicion, la mostrada en la figura
puede corresponderse a la de relé armado, con tension eléctrica en sus bornes. Si el relé estd armado es
porque el fototransistor estd en conduccién, por lo que el haz estd excitando la base de este fototransistor.
En esta situacion la corriente eléctrica sale del positivo de la pila y pasa por los puntos C1-B1-P5-P4-P3-P2-
P1-B2-C2, de manera que la tension en el punto P5 es méxima (Vps = Vi) y en P1 es minima (Vp; = 0).
Asi conseguimos en los puntos intermedios una distribucién lineal de tensién para el caso en el que todos
los resistores son iguales en valor. Cuando el haz deja de iluminar la base del fototransistor, éste entra en
corte bloqueando entre sus terminales colector y emisor toda la tension que da la pila. Asi al relé no le llega
tensiéon y entonces se desarma, cambiando el estado del conmutador doble. Ahora la intensidad de corriente
sale de la pila y atraviesa los puntos C1-A1-P1-P2-P3-P4-P5-A2-C2, siendo que la tension en P1 ahora es la
méxima y en P5 es la minima, al revés de lo que ocurria en la otra posiciéon del conmutador doble. De esta
manera se genera una rampa de tensién definida por los puntos intermedios situados entre las resistencias,
que tiene pendiente contraria a la que se generaba en la otra posicion del relé, que es lo que pretendiamos
conseguir.
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Figura 4.30: (a) Distribucion de voltaje eléctrico en el seno del cristal liquido con aplicacién de V=1V en el
electrodo superior. (b) y (c) Distribucion de las componentes z e y del campo eléctrico inducido por el voltaje
externo, respectivamente. Notese que la componente E, es par, mientras que la E, es impar, propiedad que
se traslada a la distribuciéon de los angulos de cabeceo y de torsién respectivamente, pues son los causantes
de tales deformaciones (graficas (d) y (e) respectivamente). Los dngulos se muestran en grados.
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Figura 4.31: Cada una de las filas se corresponde al triplete de modos de propagacion H., E, y E,, leidos
de izquierda a derecha. La primera fila se corresponde con el modo fundamental, la segunda con el primer
modo excitado, la tercera con el segundo modo excitado y asi hasta el quinto modo excitado. EN todos los
casos estamos representando intensidades de campo.
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Figura 4.33: Evolucién de un haz en el régimen solitonico, sin excitacién eléctrica externa.

Figura 4.34: Configuracién del dispositivo de celda planar con dos electrodos discontinuos en la pared superior.
La anchura de los electrodos se representa por a = 15 pm, que es, a su vez, la distancia que separa los
electrodos. Las tensiones aplicadas son de V =1 V| en el electrodo de la izquierda y V = 1.25 V, en el de la
derecha. La separacion entre placas, d, es de 75 pm.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se ha presentado la derivaciéon de uno de los modelos mas completos y realistas posibles para
dispositivos de celdas planares de cristales liquidos neméticos en 1 + 1D. Aunque ya presentado en algunos
estudios del campo, este modelo no es el més utilizado, pues al no tener solucién analitica, no permite la
conclusién de sus propiedades méas que con el estudio numérico. Sin embargo es el mas interesante dado que no
presenta las limitaciones tipicas de la mayoria de trabajos como por ejemplo el que trata angulos de cabeceo
pequenos obligado por la linealizacién de las ecuaciones. Se ha obtenido la solucién autoconsistente de las
ecuaciones diferenciales que componen el modelo mediante el uso de técnicas iterativas bien establecidas.
Estas técnicas se han aplicado a las ecuaciones resultantes de la aproximaciéon numérica por el método de
diferencias finitas del modelo. Se ha explorado el comportamiento del modelo en el régimen lineal y en el no
lineal.

Se ha realizado un estudio comparativo de un modelo no lineal escalar con un modelo lineal (también
escalar) frecuentemente utilizado en la bibliografia. La comparacion se ha centrado en el estudio de la
evolucién del campo 6ptico cuando es lanzado de manera excéntrica sobre la celda. En estas condiciones
se espera que la solucién presente una oscilacién transversal inducida por la fuerza que realiza la frontera
sobre la solucién. Se han puesto de manifiesto las diferencias entre las oscilaciones de los modelos lineal y no
lineal. Se ha ofrecido una explicacion cualitativa que justifica las diferencias observadas. Se ha cuantificado
la desviaciéon de ambas soluciones en diversos regimenes de pardmetros.

Se ha resuelto la propagaciéon de campo 6ptico en el régimen no lineal vectorial. La tinica aproximaciéon
empleada ha sido la paraxialidad del campo. Se ha observado la oscilaciéon transversal debido a la anisotropia
del medio en el plano de evolucién. Se ha propuesto el estudio combinado de las oscilaciones transversales
producidas por la anisotropia por un lado y por la excentricidad del haz por otro para analizar el efecto no
lineal vectorial sobre la trayectoria del haz.

Se ha explorado un nuevo conjunto de soluciones para la ecuacién de orientacién molecular unidimen-
sional, las producidas por una condiciéon de contorno tipo Dirichlet asimétrica, con un desfase de nmw con n
entero sobre las fronteras del problema z = 0 y x = d. Se ha resuelto el problema lineal analiticamente y
se ha estudiado el efecto que tiene sobre la evolucién paraxial escalar de un haz en una celda con esta dis-
tribucién angular. Se ha obtenido la ecuacién de propagacion para el indice de refracciéon efectivo resultante.
La ecuacién estacionaria correspondiente ha resultado ser una ecuacién de Mathieu. Asi se ha presentado la
solucion de los estados estacionarios de una (o varias) guia inducida por la distribuciéon angular, resultando
éstos las funciones seno y coseno elipticos (funciones de Mathieu). Se han buscado soluciones del tipo de
ondas de Bloch, aquellas que pueden factorizarse como u(z) = exp(pzx)u,(x), siendo p un valor de pseudo-
momento que clasifica las soluciones. Ademas, se ha observado la evolucién de un haz gaussiano en este tipo
de estructuras, presentando el haz una pequena oscilacién tanto en amplitud como en trayectoria.

Se ha resuelto el modelo bidimensional vectorial para la propagacién de campo 6ptico, teniendo en cuenta
la anisotropia en el plano transversal XY . Se han mostrado los modos de propagacion anisétropos en XY
para una guia inducida por un electrodo discontinuo situado en la pared superior del dispositivo. Se ha
propuesto el anélisis de los modos de propagacion en funcién de la geometria del dispositivo.

En cuanto a modelos en dos coordenadas transversales, se ha resuelto el modelo acoplado para la orien-
tacion molecular, distribuciéon de campo eléctrico y propagaciéon de campo 6ptico escalar paraxial. En el
modelo bidimensional no lineal acoplado, se ha estudiado la dependencia de los d&ngulos de orientacién frente
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a la potencia éptica y a la posicién inicial del haz. Se observa la saturacién de los angulos de orientacién
en m/2, si bien el angulo de cabeceo presenta una mayor sensibilidad al voltaje aplicado al electrodo que el
angulo de torsion. La posicién inicial del haz influye en la distribucién angular criticamente, encontrando
una relaciéon decreciente del pico del angulo de cabeceo para posiciones cada vez mas cercanas a la frontera.
En la bibliografia suele referenciarse este fendmeno como la fuerza ejercida por la frontera sobre el haz, pues
es la proximidad de la frontera la responsable de dificultar la deformacién del cristal liquido.

La solucién al problema bidimensional supone el acoplo iterativo de tres ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales si sélo se contempla el angulo de cabeceo en la orientacién molecular, y de cuatro en el
caso en el que se contemplan ambos angulos de posicién, el de cabeceo y el de torsion. Este ultimo modelo,
resolviendo ambas distribuciones moleculares es poco empleado en bibliografia y es de gran utilidad para
conocer en qué casos la influencia de campos eléctricos en las dos coordenadas transversales influyen de
manera critica al haz. En dispositivos que empleen geometrias de electrodos discontinuos en una (o ambas)
paredes la distribucién de campo eléctrico externo inducida por la aplicacién del voltaje externo sobre los
electrodos hace aparecer componentes F, del campo eléctrico. En estos casos es muy importante calcular
también el angulo de torsion. El campo E, del tipo de dispositivos que hemos trabajado en esta tesis induce
una orientacién molecular que hace aumentar el indice de refraccion, focalizando el campo 6ptico en esa zona.
Sin embargo, la otra coordenada E, provoca un movimiento de torsion en las moléculas que altera el estado
de polarizacion del haz, provocando pérdidas de energia sobre la onda extraordinaria que estamos guiando,
debilitando asi posibles soluciones tipo solitén. Es pues, en general, un efecto indeseado. El célculo preciso
de este dngulo de torsion nos ha permitido discernir en qué casos afecta o no y cuanto a la propagacion del
haz.

En cuanto a herramientas numeéricas hemos implementado una frontera transparente aplicable a cualquiera
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que aparecen en la tesis. Es una modificacién de la fron-
tera transparente de Hadley, y nos permite resolver de una manera muy sencilla las distribuciones angulares
y de campo eléctrico en dispositivos con electrodos discontinuos. El empleo de esta condicién de contorno
ahorra mucho coste computacional, pues la alternativa es la extensiéon del dominio numérico de manera artifi-
cial para imponer condiciones tipo Dirichlet a una distancia suficientemente grande del electrodo discontinuo
para asegurarnos de que la soluciéon no se ve afectada por la frontera en aquella zona. Se trata pues de la
aplicacién de una técnica novedosa en este tipo de ecuaciones diferenciales que ha demostrado una gran es-
tabilidad, dada la gran bateria de simulaciones realizadas en esta tesis y la convergencia de todas ellas. Esta
condicién de frontera transparente se ha aplicado principalmente a la ecuaciéon de distribuciéon de potencial
eléctrico en el seno de la celda de cristal liquido y a la distribucién del angulo de torsion.

En el terreno de dispositivos con electrodos discontinuos, hemos hecho un estudio comparativo de las
distribuciones angulares resultantes para un dispositivo publicado por Assanto en dos situaciones distintas:
la que él trabaja, con orientacion fija en las paredes para ambos dngulos y una nueva situaciéon que nosotros
resolvemos numeéricamente que es la hipotesis de anclado suave en la frontera para el dngulo de torsion.
Ambas hipdtesis son realistas y dependen del tratamiento experimental que se le haya imprimido a las paredes
confinantes. Observamos valores mayores para el dngulo de torsion en las proximidades de las fronteras de los
electrodos discontinuos en el caso de anclado suave. Estos valores avisan que estas zonas son especialmente
sensibles a alteraciones de la polarizaciéon y que, por tanto, conviene evitar en la propagacién del campo
optico.

Ademés hemos disefiado un dispositivo electro-éptico lineal que induce una. oscilacién transversal en el
haz que se propaga en la celda. Se dispone un circuito electrénico con un fototransistor que rige la aplicacion
de tension a los electrodos del dispositivo. Al influir el haz sobre el fototransistor, se activa la tension eléctrica
de tal modo que empuja al haz en la direccion contraria. Al no recibir luz la base del fototransistor éste se
corta y altera asi una vez mas la tensiéon aplicada al electrodo, provocando el cambio de sentido del haz.
Es un ejemplo de la versatilidad de este tipo de dispositivos en los que la integracion electro-éptica no esta
todavia suficientemente explotada.

También tienen gran interés los dispositivos de mas de un canal de electrodos discontinuos, pues permiten
el disenio de dispositivos como puertas logicas o acopladores direccionales 6pticos. En esta linea hemos
simulado la transmisiéon de energia entre dos canales, en el régimen lineal, para demostrar la posibilidad de
diseno de acopladores 6pticos direccionales sobre estos dispositivos. Se sugieren geometrias oportunas y se
ofrecen simulaciones del dispositivo.
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Mas alla de los articulos que ya han sido enviados a las revistas y que se exponen al final de esta tesis,
nuestro trabajo futuro se centra en varias lineas. Se han dispuesto en esta tesis un conjunto de herramientas
numéricas que nos permite proponer muchos estudios tanto de fendomenos de la 6ptica no lineal en dispositivos
de cristales liquidos nematicos como de dispositivos para manipulaciéon de soluciones lineales y no lineales.
En particular, estamos en desarrollo de los siguientes trabajos:

= Estudio de la propagacién vectorial unidimensional no paraxial bajo la accién de la fuerza ejercida por la
frontera. Conocemos la oscilacion transversal inducida por la frontera sobre un nematicon al lanzarlo
de manera excéntrica sobre la celda planar. Se trata de un efecto no lineal debido a la orientacién
molecular inducida 6pticamente cerca de la frontera. Sin embargo no es la tinica oscilacién transversal
que puede aparecer en estos dispositivos. La naturaleza inherentemente vectorial del problema dada la
anisotropia del medio también es capaz de inducir una oscilacién transversal en el régimen no lineal. La
intencién de este estudio es la de caracterizar la trayectoria mas compleja del nematicon en condiciones
de no linealidad vectorial. Dado que pueden alcanzarse éngulos de valores significativos en este régimen
se pretende realizar un estudio no paraxial para una descripciéon lo mas fidedigna posible.

» Caracterizacion de las soluciones para las guias inducidas por condiciones asimétricas de frontera en el
modelo unidimensional para distintos valores de la frontera. Bandas de energia y modos estacionarios
de la ecuacién de Mathieu.

= Sensibilidad del modelo no lineal a la potencia 6ptica y a la anchura del haz para cargas topoldgicas
par e impar. Distribucién de las energias de las soluciones con variaciones de los parametros no lineales.

= Descripcién de la evolucién en régimen escalar paraxial de un haz en las gufas inducidas por la frontera
asimétrica. Caracterizacion de las oscilaciones de amplitud y de posicién para un haz centrado.

» Caracterizacion de los modos de propagacion vectoriales de las guias inducidas externamente a través
del potencial aplicado a los electrodos discontinuos en celdas planares. Solucién de las guias autoin-
ducidas no linealmente a través de un método iterativo y el teorema de autoconsistencia grupal usando
propiedades de simetria de la solucion.

= Distribucién periédica bidimensional a través de la aplicacién conjunta de electrodos discontinuos y
condiciones de frontera asimétrica. Modos estacionarios de estas guias malladas.

= Evolucion bidimensional vectorial paraxial en dispositivos guiadores de electrodos discontinuos. Efecto
de los campos aplicados externamente y de los campos 6pticos no lineales. Estudio de los méaximos
angulos alcanzables con dispositivos guiadores.

» Propagacion escalar no paraxial de dispositivos guiadores a través de electrodos discontinuos. Disenio
de circuitos todo 6pticos para ruteado de nematicones.
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