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Resumen

En esta tesis se estudia a fondo el modelo más realista posible que describe la propagación de luz, en los
regímenes lineal y no lineal, paraxial, en celdas planares de cristales líquidos nemáticos. Se tratan los casos
unidimensionales y bidimensionales, así como la evolución de campo óptico en estas estructuras de tamaños
micrométricos. De esta forma se detallan aspectos como la in�uencia de la no linealidad no local en estos
dispositivos, o el efecto de la anisotropía, tanto en el plano de evolución en el régimen unidimensional, como
en el plano transversal del estudio bidimensional de dispositivos. Además se estudian regímenes de trabajo,
inexplorados hasta ahora, de las ecuaciones que de�nen la posición del cristal líquido unidimensional, al
hacer uso de condiciones de contorno asimétricas. Esta con�guración permite la aparición de un régimen
lineal fuertemente con�nante, basado en la inducción de guías de variación gradual del índice de refracción.
La condición de frontera de�ne el número de guías inducidas para un mismo dispositivo. Se caracteriza el
comportamiento de estos dispositivos en los regímenes lineal y no lineal.

Desde el punto de vista numérico, se emplea el método de diferencias �nitas para resolver las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales involucradas. Los sistemas de ecuaciones no lineales a que nos conduce el
método numérico se resuelven con técnicas iterativas estándar como el método Newton-Raphson. Se emplean
técnicas numéricas avanzadas como el empleo de métodos de dirección alternada (o métodos semi-implícitos)
para mejorar las prestaciones computacionales de nuestros códigos. Además introducimos una novedosa
condición de contorno transparente que aplicamos con éxito a las ecuaciones de distribución de campo
eléctrico bidimensional y la ecuación de distribución del ángulo de torsión del cristal líquido. Esto nos
permite mejorar aún más los tiempos de cómputo en la simulación de dispositivos complejos.

Por último, en el terreno de las aplicaciones, empleamos los códigos desarrollados para simular la trans-
ferencia de energía entre los canales de un acoplador direccional óptico. También diseñamos un novedoso
dispositivo electro-óptico que aprovecha la versatilidad de las celdas planares de cristal líquido para guiar
luz en el régimen lineal, teniendo al voltaje aplicado a los electrodos como grado de libertad para controlar
la trayectoria de la luz.

5



6



Resum

En esta tesi s'estudia a fons el model més realista possible que descriu la propagació de llum, en els règims
lineal i no lineal, paraxial, en cel·les planares de cristalls líquids nemàtics. Es tracten els casos unidimensionals
i bidimensionals, així com l'evolució de camp òptic en estes estructures de grandàries micromètriques. D'esta
manera es detallen aspectes com la in�uència de la no linealitat no local en estos dispositius, o l'efecte
de l'anisotropia, tant en el pla d'evolució en el règim unidimensional, com en el pla transversal de l'estudi
bidimensional de dispositius. A més s'estudien règims de treball inexplorats �ns ara, de les equacions que
de�nixen la posició del cristall líquid unidimensional, al fer ús de condicions de contorn asimètriques. Esta
con�guració permet l'aparició d'un règim lineal fortament con�nant, basat en la inducció de guies de variació
gradual de l'índex de refracció. La condició de frontera de�nix el nombre de guies induïdes per a un mateix
dispositiu. Es caracteritza el comportament d'estos dispositius en els règims lineal i no lineal.

Des del punt de vista numèric, s'empra el mètode de diferències �nites per a resoldre les equacions
diferencials en derivades parcials involucrades. Els sistemes d'equacions no lineals que ens conduïx el mètode
numèric es resolen amb tècniques iteratives estàndard com el mètode Newton-Raphson. S'empren tècniques
numèriques avançades com els mètodes de direcció alternada (o mètodes semi-implícits) i la implementació
de tècniques MultiGrid per a millorar les prestacions computacionals dels nostres codis. A més introduïm una
nova condició de contorn transparent que apliquem amb èxit a les equacions de distribució de camp elèctric
bidimensional i a l'equació de distribució de l'angle de torsió del cristall líquid. Açò ens permet millorar
encara més els temps de còmput en la simulació de dispositius complexos.

Finalment, en el terreny de les aplicacions, emprem els codis desenvolupats per a simular la transferència
d'energia entre els canals d'un acoblador direccional òptic. També dissenyem un nou dispositiu electro-òptic
que apro�ta la versatilitat de les cel·les planares de cristall líquid per a guiar llum en el règim lineal, tenint
al voltatge aplicat als elèctrodes com a grau de llibertat per a controlar la trajectòria de la llum.
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Abstract

In this thesis a quite realistic complex model for describing light behavior in paraxial linear and nonlinear
regimes in nematic liquid crystal planar cells is studied. Both one and two dimensional models for the optical
�eld are shown in these micrometric structures. Thus the in�uence of nonlocal nonlinearity and the e�ects
of anisotropy are presented. Particularly it has been considered the case for XZ anisotropy for the one
dimensional case (which means anisotropy in the plane of light propagation) and also the XY anisotropy
which yields vectorial modes in the transverse plane. Besides, new regime due to non symmetric boundary
conditions for the one dimensional orientation of the molecules is discovered. This new con�guration exhibits
a strong focusing linear regime since a deep graded index guide is induced by the molecular orientation at the
boundary. Moreover the number of graded index guides inside the nematics can be tuned by the asymmetric
boundary condition. Finally the behavior of light under linear and nonlinear regimes for this asymmetric
setup is studied.

From the numerical point of view,a �nite di�erence method is employed to solve all the partial di�erential
equations involved. This numerical method yields systems of nonlinear equations which are solved with
standard iterative techniques such as Newton-Raphson method. Advanced numerical techniques such as
alternating direction implicit schemes or MultiGrid techniques are employed to improve the computational
performance of our codes. Besides, we introduce a novel transparent boundary condition which is used
successfully to solve the two dimensional electric �eld equation and the twist angle distribution of the
nematic over the cell. This improves a bit more the computational cost needed to solve the complex optical
devices we deal with.

Finally, with respect to applications, we use the codes developed in this thesis to simulate the energy
transfer between the channels of an optical directional coupler. We also design a new electro-optic device
which pro�ts the versatile properties of nematic liquid crystal cells to guide light in the linear regime. The
electric voltage applied to the cell is used as a degree of freedom that allows us to control the trajectory of
light.
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1

Introducción

En este capítulo introductorio nuestra intención es avanzar un conjunto de conceptos necesarios para
entender el trabajo de esta tesis y que juegan un papel fundamental en los resultados que mostramos.
No pretendemos elaborar un texto recopilatorio de la física de cristales líquidos ni de la óptica no lineal,
pues esos conocimientos ya se exponen de manera magistral en numerosos libros [1, 2, 3]. Sin embargo nos
basaremos en ellos, en parte, para desarrollar los contenidos que mostremos en este capítulo. Recordaremos
el porqué son tan interesantes los cristales líquidos para la óptica, en particular en el régimen no lineal.
Explicaremos los motivos por los que suceden los fenómenos más presentes en esta tesis como la ineludible
doble refracción en un medio uniaxial. Los mecanismos ópticos no lineales que producen soluciones solitónicas
no serán presentados, pues la no linealidad del modelo que empleamos aparece de manera efectiva por acoplo
de varias ecuaciones diferenciales. Por tanto no es útil aludir a la obtención de los términos no lineales típicos
que producen no linealidades ópticas, pues el origen es bien distinto. Tras esta sección introductoria al tema
de los cristales líquidos, procederemos a exponer cuál es el estado del arte en el campo de la propagación
lateral de luz en celdas planares de cristales líquidos nemáticos. Finalmente marcaremos la intencionalidad
de esta tesis y avanzaremos su estructura como documento para guiar la lectura del mismo.

1.1. Cristales líquidos nemáticos

Los cristales líquidos son sustancias que presentan propiedades de sólidos y de líquidos al mismo tiempo
[2]. Existen tres tipos de cristales líquidos: liotrópicos, poliméricos y termotrópicos. Esta clasi�cación se
realiza atendiendo a cual es la variable o el fenómeno que hace aparecer la naturaleza líquido-cristalina
en ciertas sustancias (principalmente moléculas complejas con anillos bencénicos). En los cristales líquidos
liotrópicos es la concentración de un material en determinados disolventes, en los poliméricos es el grado
de polimerización de determinadas estructuras aromáticas y en los termotrópicos es la temperatura. Estos
últimos son los más estudiados por sus propiedades ópticas y podemos clasi�carlos a su vez en tres subtipos:
nemáticos, colestéricos y esmécticos. Se diferencian por las distintas ordenaciones posibles de sus moléculas,
que en el caso de los nemáticos, suelen representarse por elipsoides de revolución capaces de interactuar
entre sí debido a su carácter eléctrico dipolar. La fase nemática de los cristales líquidos se caracteriza por un
orden orientacional de sus moléculas y por una movilidad traslacional muy semejante a la de un líquido. Las
moléculas de cristal líquido nemático están orientadas en una dirección preferente, conocida como director
n⃗. Los colestéricos suelen llamarse también nemáticos quirales y se diferencian de aquéllos en que suelen
disponerse en una estructura helicoidal. Se obtienen añadiendo una molécula quiral 1 a un cristal líquido
nemático. Por último, los esmécticos, se diferencian de los nemáticos en que poseen un orden posicional,
es decir, sus moléculas están ordenadas de acuerdo a algún patrón determinado, por ejemplo orientaciones
preferentes por láminas. Por este motivo admiten una subclasi�cación muy rica atendiendo a las distintas
disposiciones posicionales y orientacionales de las moléculas.

Ocurre que los cristales líquidos termotrópicos suelen disfrutar de un rango de temperaturas pequeño para
el que se exhibe el comportamiento nemático, esto es, orden orientacional y movilidad traslacional. Dado
que en determinadas aplicaciones nos interesa trabajar en este régimen, es interesante aumentar el rango de
temperaturas en el que persiste la fase nemática antes de sufrir la transformación nemático-isotrópica con el

1Recibe el nombre de molécula quiral aquella cuya estructura espacial no coincide por superposición con su imagen especular.
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aumento de temperatura, o la transfromación nemático-cristalina con la bajada de temperatura. Para cumplir
este objetivo suele trabajarse con mezclas de cristales líquidos cuyas propiedades son, muy aproximadamente,
una ponderación de las propiedades de cada uno de los componentes. En particular pueden conseguirse rangos
de temperatura de la fase nemática varios órdenes de magnitud mayores. El cristal líquido comercial E7 con
el que trabajamos en esta tesis es una mixtura de cuatro sustancias que exhiben comportamiento de cristal
líquido.

Figura 1.1: Orientación de los ejes y posición de una molécula de cristal líquido nemático, con sus respectivos
índices de refracción.

En ocasiones se utilizan colorantes junto con el cristal líquido, lo cual tiene principalmente dos efectos
sobre la propagación de luz en estos medios. El primero es la modi�cación de la absorción de energía por parte
del medio en cierto espectro frecuencial, con el consiguiente aumento de temperatura local. Este efecto puede
ser útil para variar los correspondientes índices de refracción del medio, que dependen de la temperatura.
De hecho el índice extraordinario del E7 tiene una dependencia monótona decreciente con la temperatura.
Además, puede ocurrir también la conocida como inestabilidad térmica al modi�car las propiedades del medio
por transición de fase nemático-isotrópica. El segundo efecto es conocido como guest-host e�ect en inglés,
o efecto huésped-an�trión. Ocurre debido a la diferente absorción que presentan las moléculas de colorante,
el huésped, en función de la polarización de la luz. Normalmente la absorción de estas moléculas es mucho
mayor en la dirección paralela a su eje mayor (eje óptico) que a su eje menor. Al tener formas alargadas
pueden ser orientadas por el an�trión, el cristal líquido, con lo que la intensidad del campo transmitido puede
modi�carse. Aplicando un campo externo conseguimos reorientar el cristal líquido y éste a su vez reorienta
a las moléculas de colorante, cuya absorción cambia, haciéndolo pues el conjunto.

Las moléculas de cristal líquido tienen forma elipsoidal y son ópticamente anisótropas, es decir, sus
características ópticas, en particular el índice de refracción que experimentará un haz de luz, depende de
la dirección de propagación a través de dicha molécula. En la �gura 1.1 puede apreciarse la orientación
de una molécula de cristal líquido nemático con respecto al sistemas de coordenadas que suele utilizarse
para el análisis de dispositivos de celdas planares. El eje z suele utilizarse como eje de propagación y es
utilizado como eje de simetría, a veces referido como eje del cristal o eje óptico. El haz de luz es una onda
electromagnética transversal, por lo que su campo eléctrico yace en el plano transversal xy y, por tanto, su
vector de polarización también. Los índices de refracción en las direcciones transversales no toman el mismo
valor que el índice de refracción en el eje óptico. Este hecho se conoce como birrefrigencia óptica. En el caso en
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el que los dos índices transversales sean iguales se habla de medios uniaxiales, mientras que el caso de valores
distintos en el plano transversal representa el caso de cristales biaxiales. Si, además, el valor del índice de
refracción en el eje menor (o dirección transversal) es menor que en el eje mayor, se habla de medios uniaxiales
positivos y de medios uniaxiales negativos en caso contrario. Nosotros estudiamos el caso de propagación
lateral de luz en medios uniaxiales positivos. Es interesante hacer ver que, debido a la dependencia de la
permitividad dieléctrica con el ángulo de la molécula en el plano XZ, los medios con birrefrigencia positiva
exhiben una no linealidad orientacional enfocante, mientras que en el caso de birrefrigencia negativa la no
linealidad es desenfocante. En la �gura 1.1 puede verse como un campo óptico que se propaga en la dirección
s afecta a la orientación molecular induciendo un giro θ (el ángulo de cabeceo) debido al alineamiento de las
componentes transversales del campo eléctrico con el eje óptico de las moléculas de cristal líquido.

Es necesario, llegados a este punto, describir como ocurre la propagación de un haz polarizado linealmente
a través de un cristal líquido nemático que conforma un medio óptico birrefrigente uniaxial positivo. Para
ello partimos de las ecuaciones de Maxwell, en ausencia de fuentes y cargas,

∂D

∂t
= ∇×H, (1.1)

µ0
∂H

∂t
= −∇×E, (1.2)

∇ ·D = 0, (1.3)

∇ ·B = 0, (1.4)

siendo

D = ϵ0E+P = ϵE, (1.5)

B = µ0(H+M) = µH, (1.6)

las ecuaciones constitutivas que marcan la relación entre los campos desplazamientos eléctricoD y magnético
B con los campos eléctrico E y magnético B y sus correspondientes polarizaciones eléctrica P y magnética
M. Consideramos una onda plana monocromática (de una frecuencia espacial) de frecuencia ω cuyos campos
vienen dados por

E exp(ı(kr − ωt)), (1.7)

H exp(ı(kr − ωt)), (1.8)

siendo ı la unidad imaginaria,
√
−1, k el vector de onda de�nido por k = ω/cn con n el índice de refracción

del medio que se asume sin pérdidas, esto es, real y positivo. Sustituyendo 1.7 y 1.8 en las ecuaciones de
Maxwell (1.1-1.4) se llega al sistema de ecuaciones

k×E = ωµϵH, (1.9)

k×H = −ωϵE = −ωD. (1.10)

Resolviendo este sistema de ecuaciones podemos expresar los campos uno en función del otro, por lo que
puede obtenerse un sistema de ecuaciones desacoplado para cada uno de los campos,

k× (k×H) + ω2µϵH = 0, (1.11)

k× (k×E) + ω2µϵE = 0. (1.12)

Estas expresiones nos dicen que el vector de onda k, y los campos eléctrico E y magnético B son ortogonales
entre sí, pues su producto vectorial debe anularse. Desarrollando la ecuación vectorial 1.12 por componentes
(k = kxi + kyj + kzk, E = Exi + Eyj + Ezk) y ϵ como el tensor dieléctrico con sus nueve componentes,
podemos alcanzar la siguiente forma matricial ω2µϵxx − k2y − k2z ω2µϵxykxky ω2µϵxzkxkz

ω2µϵyxkykx ω2µϵyyω
2µϵy − k2x − k2z ω2µϵyzkykz

ω2µϵzxkzkx ω2µϵzykzky ω2µϵzzω
2µϵz − k2x − k2y

 Ex

Ey

Ez

 = 0. (1.13)
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Para que este sistema de ecuaciones tenga solución distinta de la trivial, el determinante de la matriz de
coe�cientes debe anularse. De esta condición se deduce la siguiente condición para kz (para el caso de campo
eléctrico polarizado linealmente en la dirección x propagándose en la dirección z)

((k20ϵxx − k2z)k
2
0ϵzz − k40ϵ

2
xz)(k

2
0ϵyy − k2z) = 0, (1.14)

que ofrece dos soluciones para kz

k2z = k20ϵyy, (1.15)

k2z = k20
ϵxxϵzz − ϵ2xz

ϵzz
, (1.16)

donde la primera solución se corresponde a la onda ordinaria. Esta solución se corresponde con una onda
polarizada linealmente en la dirección y que se ve afectada por un índice de refracción ϵyy = n2

⊥ constante.
La segunda solución representa la onda extraordinaria, cuyo vector de onda queda de�nido, a través de la
dependencia con el ángulo de cabeceo, como

k2z = k20
ϵ⊥(ϵ⊥ +∆ϵ)

ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ
. (1.17)

Este es el motivo por el que la onda extraordinaria sufre una desviación que depende de la orientación
molecular y cuyo origen es precisamente la anisotropía del medio en el plano de propagación xz. Así pues,
podemos decir que una onda con polarización arbitraria podrá expresarse como combinación lineal de otras
dos, la ordinaria y la extraordinaria, que viajan a velocidades distintas con polarizaciones distintas. Como
viajan a velocidades distintas la fase relativa entre ellas irá cambiando con la propagación y, por tanto,
también lo hará el estado de polarización. Éste es el principio de funcionamiento de los retardadores o
máscaras de fase que sirven para imprimir determinados estados de polarización en un haz.

1.2. Estado del arte

Los solitones ópticos espaciales son ondas de luz que se propagan en el espacio sin deformación gracias a
efectos no lineales del medio de propagación. La difracción que produce el ensanchamiento espacial del haz
de luz se ve compensada por un efecto de autoenfoque producido por un índice de refracción dependiente
de la intensidad del campo óptico [1]. En el caso de que esta dependencia sea cuadrática (consecuencia
de las componentes no lineales de la polarización) suele referirse a este efecto no lineal como efecto Kerr.
Normalmente es necesaria una potencia óptica elevada para que se mani�esten estos efectos ópticos no
lineales en medios de propagación estándar como el silicio, por ejemplo. Sin embargo, existe una diversidad
de medios que exhibe este tipo de no linealidad óptica a bajas potencias, entre los que se cuentan determinados
materiales calcogenuros, cristales fotorrefractivos y cristales líquidos. Es por esto que el estudio de la óptica
no lineal en cristales líquidos ha acaparado un gran interés en las últimas décadas [4]. Los solitones ópticos
tienen comportamiento tipo partícula, en tanto que se propagan sin deformación e interactúan entre sí como
tales. Esta propiedad, que les con�ere estabilidad durante la propagación, los hace candidatos ideales para
participar en dispositivos todo ópticos de tratamiento de información.

Los cristales líquidos exhiben unas características ópticas no lineales varios órdenes de magnitud mayores
que la sílice, comúnmente empleada como material para dispositivos de guiado de luz. Los primeros estudios
sobre la capacidad de autoenfoque de luz en cristales líquidos aparecen en el año 1993 de la mano de Erez
Braun [5, 6]. En sus trabajos Braun hacía propagar haces de luz en tubos cilíndricos de 1.5 mm de diámetro
y ya observaba ondulación debido a la anisotropía del cristal y �lamentación a altas potencias. Braun deriva
un primer modelo simpli�cado que explica la ondulación como consecuencia de la birrefrigencia del cristal
uniaxial y aporta evidencias experimentales de estos comportamientos en soportes con diversas geometrías,
cilíndrica, esférica y plana. Sus colegas MacLaughlin et al. describen el modelo matemático acoplado de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que resuelve el problema, una ecuación elíptica de sine-Gordon
para el problema de orientación molecular acoplada a una ecuación de Schrodinger para el campo óptico.
Se apoyan en los estudios del ruso B. Ya. Zel'dovich y del húngaro István Jánossy sobre la no linealidad
orientacional de los cristales líquidos [8, 15]. Al mismo tiempo, Iam Choon Khoo ya estaba estudiando la



1.2. ESTADO DEL ARTE 21

no linealidad orientacional en cristales líquidos nemáticos [9, 10], en particular algunos efectos dinámicos de
la reorientación molecular inducida por haces pulsados de luz así como efectos fotorrefractivos en cristales
líquidos. A partir de entonces empiezan a publicarse muchos trabajos de propagación de luz en cristales
líquidos nemáticos y es difícil desgranar una cronología exacta de los resultados. En el periodo 1995/2000
siguen publicándose trabajos de I. C. Khoo, Braun y sus colaboradores [11], al tiempo que aparecen grupos
de investigación independientes que también comienzan a publicar en este tema [12, 13, 14].

Esta tesis estudia la solución al problema de propagación de luz, en los regímenes lineal y no lineal,
de celdas planares en propagación lateral. Es por esto que nuestro trabajo orbita alrededor del trabajo de
ciertos grupos de investigación que actualmente se encuentran en este tema. Principalmente el trabajo de
Gaetano Assanto y sus colaboradores, si bien, el grupo Liquid Crystals and Photonics Group de la Universidad
de Gante, en Bélgica, es una referencia constante a lo largo de nuestros estudios. Es imposible, y poco
recomendable, aislar estos trabajos de investigación del resto, por lo que también aparecerán artículos de
otros grupos de diferentes partes del mundo que también están desempeñando papeles destacados en la
investigación de la óptica no lineal en cristales líquidos en los últimos años.

En la segunda mitad de la década de los 90, Gaetano Assanto publicó mucho (más de 50 artículos) en lo
que se re�ere a solitones en medios no lineales cuadráticos [18, 19, 20], así como simultones [21], soluciones
estacionarias en medios periódicos en la variable de evolución. Varios de estos estudios tenían que ver con
dispositivos de tratamiento todo óptico de información, como interruptores [17], bu�ers [23], diodos [22] o
transistores [16]. Sin duda, todo este trabajo es aprovechable y resulta de gran utilidad para el entonces
emergente campo de la óptica no lineal en cristales líquidos. El primer trabajo de Assanto en esta línea se
publica en 2000 [24]. Desde entonces ha publicado más de 100 artículos en esta linea, lo cual, junto a las
amplias colaboraciones de investigación de las que disfruta, son parte de de los motivos por los que orbitamos
alrededor de su trabajo.

Ya en aquel año se observó experimentalmente el autocon�namiento de una onda solitaria en cristales
líquidos nemáticos debido a la no linealidad orientacional existente en dicho medio [24]. Y no sólo eso, sino
también el guiado de un haz copolarizado y de menor potencia, aunque de distinta frecuencia, por la guía
inducida por otro haz. Aquellos estudios experimentales se complementaban con estudios numéricos que
utilizaban modelos simpli�cados. En particular, no se resolvía el acoplamiento E − θ que ofrece la in�uencia
del campo eléctrico externo sobre el ángulo de cabeceo. En su lugar se ofrecía una solución aproximada
para el ángulo de cabeceo, limitando éste a variaciones pequeñas del valor inducido por el campo externo.
El campo óptico en aproximación escalar paraxial exhibía la no linealidad orientacional gracias al término
sin2 θ en la permitividad dieléctrica. Para conseguir un efecto no lineal importante con ángulos de cabeceo
pequeños, se aplicaba un voltaje tal que nos llevara la distribución del ángulo de cabeceo a θ = π/4 en el
centro de la celda, donde se propagaba el haz, valor para el que la cantidad de energía eléctrica necesaria
para reorientar el cristal era mínima. Se eludía así el umbral de Friedericksz, la cantidad mínima de energía
para orientar el cristal [3].

En esas circunstancias se hablaba de solitones en cristales líquidos nemáticos (CLN) en tanto que, en
aquel régimen de parámetros, se conseguía un haz estable que se propagaba sin apenas difracción, dado que
recorría sin deformarse decenas de veces la longitud de difracción del haz. Sin embargo, es importante hacer
ver que, aunque podíamos hablar de comportamiento tipo solitónico, no podía decirse que aquello que se
calculaba era un solitón, dado que no había un balance exacto de las fuerzas que tendían a deformar el
haz en ambas direcciones. Estos primeros solitones en CLN eran coherentes, pues había una ordenación de
fase, en particular, estaban polarizados linealmente en la dirección perpendicular a las paredes con�nantes del
dispositivo. Esta dirección de polarización coincidía con la onda extraordinaria que aparece como consecuencia
de la doble refracción en un cristal uniaxial. Así el índice de refracción de la onda extraordinaria dependía
del ángulo de cabeceo del cristal liquido pero no lo hacía el índice ordinario quien permitía la difracción del
haz en caso de canalizar luz en esa polarización. Sólo un año más tarde, en 2001, se habló por primera vez
de solitones incoherentes en CLN [25]. Se hacía pasar un haz por un difusor giratorio con una distribución
aleatoria de dispersores (scatterers) para luego atravesar un polarizador en la dirección x o y según interesara.
Se trataba pues de luz parcialmente incoherente. El nivel de incoherencia del haz dependía del tamaño relativo
del haz frente al centro del dispersor. Conforme se aumentaba el nivel de incoherencia del haz mayores
eran las potencias necesarias para conseguir comportamientos tipo solitónico. En aquellos experimentos se
llegaba incluso a guiar otro haz parcialmente incoherente a través de la guía inducida no linealmente por el
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primero, también parcialmente incoherente. Aunque el año siguiente, 2002, se continuaría algo con el estudio
experimental de solitones incoherentes en CLN [26], no sería hasta el 2005 cuando se hiciera un estudio
analítico de las características de estos solitones incoherentes en estos medios [27]. A parte de estos estudios,
y alguno más ese año [28], los solitones incoherentes no han sido mucho más estudiados y han caído en el
olvido en el contexto de los CLN, salvo alguna publicación puntual [29]. No obstante, pueden relacionarse
con otros estudios de solitones incoherentes en medios no locales [30, 31, 32].

Los solitones en cristales líquidos acaparan un interés especial debido al carácter no local de la no
linealidad que los produce, la no linealidad orientacional. Los solitones no locales han venido atrayendo un
interés creciente desde que en el año 1980 se publicara uno de los primeros estudios al respecto [33]. Uno de
los trabajos clave para los solitones no locales es el artículo en Science de Snyder y Mitchell del año 1997
[34] en el que los bautizan con el nombre solitones accesibles por la sencillez del modelo que los describe,
que guarda una estrecha relación con el del potencial oscilador armónico. Así se diferenciarían, a partir de
entonces, los solitones en medios locales (solitón de Townes, tipo Kerr) de los solitones en medios no locales.
Este artículo, junto con alguno más de los mismos autores [35], serviría de referente para los estudios de
solitones no locales en CLN, que se harían eco de estos solitones accesibles. En [36] se describe una teoría
uni�cadora para los solitones no locales, teniendo el nivel de no localidad como grado de libertad de las
ecuaciones. Así, esta teoría explicaba el comportamiento de solitones no locales en los regímenes de baja y
alta no localidad (weakly and highly nonlocal regimes, respectivamente). En [38] se prosigue con la exposición
de solitones en CLN en régimen de paraxialidad escalar y pequeñas desviaciones angulares, aunque se apunta
ya la necesidad de modelos no paraxiales para describir correctamente la evolución de ondas solitarias cuya
amplitud sufre oscilaciones importantes en potencias altas, que no son bien descritas con la aproximación
de envolvente suave. Utilizando un análisis variacional en el que podía cambiarse el grado de no localidad
de manera arbitraria, se estudiaron en 2009 las propiedades de solitones gaussianos en medios no locales
generados a través de una función respuesta de tipo gaussiano [37].

Los modelos de propagación óptica no paraxial son conocidos desde hace mucho, siendo [39] unos de los
artículos más referenciados al respecto del origen de esta línea. Si bien muchos otros ahondan en el modelado
de la no paraxialidad en medios no lineales locales tipo Kerr [40, 41, 42, 43, 44], incluso encontrando soluciones
exactas a las ecuaciones de Maxwell en este régimen [45, 46]. Sin embargo, hay que esperar hasta 2010 y,
sobre todo 2011, para ver publicados estudios que tengan en cuenta la no paraxialidad en el contexto de la
no linealidad no local de los CLN [47, 49, 65]. La no paraxialidad en este contexto es necesaria por varios
motivos, entre los que destacan la descripción más adecuada para las oscilaciones de envolvente no suaves
y para los desplazamientos transversales de los solitones que cada vez intentan alcanzar ángulos mayores a
través de diversos dispositivos. En de�nitiva, se trata de adecuar la descripción de la evolución del campo
óptico a todas aquellas situaciones en las que no es cierta la aproximación de envolvente suave. Muchos de
los estudios que ya hemos citado en este respecto, también tienen en cuenta el carácter vectorial inducido
por la anisotropía del medio.

La propagación de campo óptico en CLN hace necesaria una descripción vectorial que tenga en cuenta
tanto la anisotropía en el plano de evolución del haz (de�nido por una coordenada transversal y la coorde-
nada de evolución) como la anisotropía en el plano transversal, pues muchos dispositivos de celdas planares
de CLN inducen guías por aplicación de campos eléctricos externos con una clara anisotropía en las dos
direcciones transversales (de estos dispositivos hablaremos un poco más adelante). El problema numérico
que representa la resolución de las ecuaciones de Maxwell sin aproximaciones está resuelto desde hace mu-
chos años, cuando Kane S. Yee publicó el método tridimensional para resolver problemas de contorno 3D
para las seis componentes del campo electromagnético no paraxial por el método de diferencias �nitas [56].
La anisotropía puede incluirse fácilmente en este método sin más que hacer las sustituciones pertinentes
de las componentes del tensor dieléctrico. A partir de este trabajo, se han publicado muchos estudios que
mejoran el trabajo de Yee en precisión [57], en tiempo de cómputo mediante algoritmos de paralelización
[58] o modi�can las propiedades de los esquemas en diferencias �nitas [59].

En CLN la anisotropía en el plano de evolución tiene un efecto muy evidente sobre la evolución del haz,
pues lo desvía una cantidad que depende del ángulo de cabeceo. El comportamiento de la no linealidad
orientacional propicia la aparición de desviaciones del haz que son dependientes pues de la potencia óptica y
en esa línea hay varias publicaciones que estudian esta relación [50, 51]. Debe decirse que, en general, los casos
en los que se contempla el ángulo de inclinación inducida por la anisotropía en el plano de evolución, se hace
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de una manera ad-hoc introduciendo un término adicional, y no por resolución de la ecuación de propagación
para el campo vectorial [50, 52]. En ocasiones, no se contempla este efecto, al estudiar el movimiento del haz en
un plano cuyo sistema de referencia se sitúa de manera tal que no existe desviación, tomando como dirección
de evolución la de�nida por el vector de Poynting para la energía del campo óptico [53]. La descripción
formal de las ecuaciones de propagación vectorial (1+1)D en el contexto de CLN se publicó por Beeckman en
2005 [60] aunque después, este mismo año, se han publicado también para no linealidades cúbicas en medios
uniaxiales con no localidad generalizada por Alebrucci y Assanto [55]. También se han publicado métodos
para calcular por elementos �nitos los modos de propagación de guías anisótropas en el plano transversal en
CLN [61, 62]. Nosotros avanzaremos en esta tesis algunos resultados en esta dirección ofreciendo los modos de
propagación con anisotropía transversal de guías inducidas por campos externos o campos ópticos utilizando
el método de diferencias �nitas.

En cuanto a tipos de estructuras ópticas que se propagan en CLN, la variedad ha ido creciendo con el
tiempo, al estudiar cada vez más tipos de soluciones en estos medios no lineales no locales. Tras los estudios
de solitones en CLN o nematicones, se estudió la posibilidad de guiar haces de luz de baja potencia a través de
las guías inducidas ópticamente por otro haz, en lo que vinieron a llamarse solitones vectoriales bicolor [63].
En este caso el adjetivo vectorial no hace referencia al tratamiento de cada uno de los campos ópticos sino al
hecho de trabajar con más de un campo óptico en la propagación. Más tarde se estudiaría experimentalmente
la posibilidad de lanzar, sobre la guía inducida ópticamente, luz que se acople a distintos modos de esta guía,
de manera que se propaguen por ésta modos de orden superior [65]. También se han estudiado estructuras de
dos nematicones a distintas frecuencias y con momento angular en CLN que, bajo determinadas condiciones
de contorno, de�nen un estado estacionario estable en la que ambos giran entre sí [64]. Yendo más allá, se
continúa en esta línea hasta encontrar estructuras de tres nematicones con momento angular, como cluster
de nematicones, orbitando alrededor del centro de masas de la energía del conjunto [66]. En de�nitiva, el
estudio de las ondas estacionarias espaciales en medios no lineales no locales, como los CLN, es un tema en
constante desarrollo y promete resultados interesantes de cara a su posible empleo en el tratamiento todo
óptico de la información en dispositivos micrométricos.

Más allá de los nematicones, en el contexto de la óptica no lineal no local, existen numerosos trabajos que
exploran la posibilidad de nuevas estructuras ópticas singulares y las diferencias que presenta su propagación
con respecto al caso local. La óptica no lineal en medios no locales es un campo en el que se ha publicado
muchísimo en los últimos 10 años. Los resultados alcanzados en este terreno son de interés parcial para
su posible aplicación a CLN. Y decimos parcial porque, si bien los CLN son un medio no lineal no local,
susceptible pues de presentar todas y cada una de las estructuras ópticas que se analizan en estos trabajos,
no es menos cierto que la no localidad que se utilizan en muchos de estos trabajos no tiene las mismas
características que la no localidad de la no linealidad orientacional de los CLN. Por ejemplo, la no localidad
introducida en las ecuaciones de propagación del campo óptico como un término ad hoc, a través de una
función respuesta de tipo gaussiano, no es realista en términos de CLN. Además, en muchas ocasiones se
manipula un parámetro que permite variar la no localidad del medio y que en un medio realista, si bien la
no localidad depende de la geometría de los dispositivos, no sería tan fácil de cambiar. Por estos motivos,
presentamos a continuación varios resultados que entendemos de interés para posible trabajo futuro en CLN.

La no localidad de algunos medios no lineales ha despertado un gran interés en parte por su capacidad para
estabilizar soluciones que en el caso análogo local son inestables, como por ejemplo la supresión del colapso en
medios locales no lineales de haces autoefocantes, entendido este colapso como una divergencia de potencia
óptica provocada por el autoenfoque [67, 68]. La no linealidad no local térmica, por ejemplo, estabiliza
solitones coherentes elípticos gracias a la forma de la no localidad como se comprobó experimentalmente en
[69]. En aquel mismo trabajo se demuestra experimentalmente que esta no localidad es también capaz de
estabilizar vórtices solitónicos en anillo (vortex-ring solitons) que presentan una inestabilidad acimutal que
rompe el anillo en medios locales [70]. También los vórtices de carga arbitraria se demuestran estables en
medios altamente no locales, simulados estos mediante función respuesta conveniente en [71] y utilizando
la no linealidad orientacional de CLN en [72]. Incluso se han observado numéricamente la existencia de
vórtices crecientes, esto es, superposición de dos vórtices concéntricos que di�eren en una unidad su carga
topológica [73]. En relación a estructuras complejas con momento angular, también se estabilizan estructuras
dipolares de solitones (dipole soliton) en las que dos solitones (o más [74, 75]) con momento angular bien
de�nido evolucionan de manera estable en su giro uno alrededor del otro en Medios Altamente No Locales
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(MANL). Algo más tarde se rebautizarían este tipo de soluciones como acimutones, entendidos como vórtices
cuya intensidad está modulada periódicamente en el ángulo acimutal y cuya fase varía no linealmente. Se
observarían en medios no locales en 2006, comprobando que la no localidad una vez más estabiliza acimutones
que en medios locales son inestables [76, 77].

Los solitones de Hermite-Gauss y de Laguerre-Gauss tienen un gran interés en el estudio de resonadores
y guías de onda, de hecho, resultan ser la solución exacta del modelo para strongly nonlocal nonlinear media,
o modelo Snyder-Micthel (SM) [34], en coordenadas cartesianas y cilíndricas respectivamente. Además, se
conoce desde el año 1966 que los polinomios de Laguerre y Hermite son soluciones lineales de la ecuación
de ondas escalar para la envolvente de variación suave [78]. De hecho, al conformar cada una de las familias
de polinomios una base del espacio de soluciones de cuadrado integrable en ℜ2, una función arbitraria
bidimensional de cuadrado integrable podrá expresarse como combinación lineal de polinomios de Hermite
(o de Laguerre). También se han propuesto unas soluciones intermedias dependientes de un parámetro libre
cuyos extremos son los polinomios de Laguerre por un lado y los de Hermite por otro. Se les vino a llamar haces
gaussianos generalizados [79]. Unas soluciones muy similares a estos haces gaussianos generalizados pero con
una derivación distinta se publica en 2007, bautizadas como solitones de Ince-Gauss, una familias de soluciones
exactas para el modelo SM y obtenidas a través de una transformación de coordenadas elípticas, cuya forma
transversal viene de�nida por los polinomios de Ince. Variando el parámetro de elipticidad se reproducen
las soluciones basadas en polinomions de Laguerre o de Hermite [80, 81]. Existen varias publicaciones que
estudian las características de este tipo de soluciones en MANL, en particular su estabilidad, tanto en sus
modos fundamentales [82] como en soluciones de orden superior [83]. El modelo SM de MANL también admite
como soluciones los llamados solitones de Whittaker que son solitones bidimensionales cuya intensidad está
modulada a través de las funciones de Whittaker [84]. Los solitones de Whittaker presentan diversas familias
entre las que se cuentan solitones gaussianos, solitones tipo vórtice, solitones de media luna o solitones de
collar (necklace solitons) por mencionar algunos. En [84] se demuestra numéricamente que no todos ellos son
estables en propagación en medios no lineales no locales. Una última clase de soluciones exactas al modelo
de SM lo constituyen los solitones gaussianos de función de variable compleja (complex-variable-function-
Gaussian solitons). Estas soluciones son producto de una función analítica de variable compleja arbitraria y
una función gaussiana. Se demuestran estables en evolución en el régimen de no localidad alta [85, 86]. Hasta
aquí en lo que se re�ere a tipología de soluciones de MANL en dos dimensiones. En los últimos años se ha
comenzado a investigar las soluciones a este tipo de modelos en tres dimensiones espaciales y comienzan así
a aparecer la tipología correspondiente a este caso, como son los solitones Kummer en MANL [87].

Al margen de la óptica espacial, normalmente no se habla de solitones temporales en CLN dado que la
reorientación molecular necesaria para propiciar la aparición de estas soluciones tiene una escala de tiempo
muy lenta (del orden de segundos para un dispositivos de unas 100 micras de espesor) entre otros motivos por
la no localidad de origen elástico de la orientación molecular. Sin embargo, se ha propuesto recientemente un
mecanismo mediante el cual sería posible observar solitones espacio-temporales en CLN, es decir, estructuras
ópticas invariantes tanto en el espacio como en el tiempo, a veces referidas como light bulllets. Para ello se
haría necesario combinar dos fuentes de no linealidad independientes, una rápida y la otra lenta. En el caso de
los CLN la no linealidad lenta no local que soportaría solitones espaciales sería la no linealidad orientacional,
mientras que en el mismo medio, podría darse una no linealidad local de carácter instantáneo (o muy rápido)
que permitiría la formación de solitones temporales [88]. Sin embargo esta línea todavía necesita madurar y
no hay demasiados trabajos al respecto.

La inestabilidad modulacional (IM) es un efecto no lineal que ocurre en la propagación de paquetes de
ondas con distintas componentes frecuenciales espaciales cuando son perturbados por una débil señal de ruido
policromático. En un medio homogéneo lineal cada componente frecuencial viaja de manera independiente.
No es así en un medio no lineal, en el que hay un acoplamiento energético de ciertas componentes frecuenciales
y, por tanto, una redistribución de la energía entre ellas, que conduce a la �lamentación del haz inicial. Aunque
el mecanismo es conocido desde hace muchos años y fue comprobado experimentalmente en 1973 [89], es
treinta años más tarde cuando se da cuenta del mismo en CLN [90]. Bajo la denominación de MANL ya
se habían publicado algunos estudios al respecto [91, 92]. Resulta que la no linealidad orientacional y su
particular no localidad tiene un efecto de promedio espacial que in�uye directamente sobre la IM y reduce
de manera importante la cantidad de frecuencias a las que puede llegar el acoplo de energía. Tiene pues un
efecto de �ltrado en frecuencia, al tiempo que limita la potencia canalizada por el armónico más ampli�cado.
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Este mecanismo ha sido sugerido como generador de multisolitones debido a la �lamentación [93]. Un año
más tarde se publicaría la aparición de la IM no sólo en haces de luz coherente sino también en haces de
luz parcialmente coherente [94, 95]. Aunque en 2000 ya se publicara el efecto con luz incoherente, fue en
medios locales [96]. En CLN se ha estudiado también la in�uencia de la IM sobre el ángulo de inclinación
del haz debido a la anisotropía del medio en el plano de propagación [97]. Conforme crecen las potencias
ópticas, el patrón multisolitónico formado por la IM inter�ere espacialmente debido a la no localidad del
medio hasta fusionar los solitones, con el consiguiente efecto no lineal sobre la orientación molecular, y la
esperada modi�cación consecuente del ángulo de inclinación del haz.

Las celdas planares para propagación lateral de luz son los dispositivos experimentales más empleados
en el estudio de la óptica no lineal en CLN. Son varios los motivos por los que este dispositivo está tan
arraigado en los laboratorios: por un lado se trata de material barato y de sencilla manipulación y por otro
estos dispositivos permiten elevados grados de control por parte del experimentador. El control del voltaje
que se aplica a los electrodos aplicados al dispositivo in�uye directamente sobre las propiedades ópticas del
medio y, por tanto, permite la in�uencia sobre el haz óptico muy fácilmente. Tal es así, que se han empleado
distintas con�guraciones de electrodos en celdas planares para propagación lateral de luz para conseguir
comportamientos distintos. Así, los dispositivos de electrodos continuos en las dos paredes con�nantes del
dispositivo permitía orientar las moléculas de cristal líquido de manera que pequeñas potencias ópticas
pudieran reorientar el cristal al disminuir el umbral de Friedericksz [24].

Pronto aparecerían estructuras más complejas de los electrodos transparentes de óxido de indio y es-
taño (ITO) empleados en estos dispositivos, en las que se utilizaban electrodos discontinuos en una de las
paredes con�nantes, en la que se dispone de mayor tensión eléctrica. Así aparecieron estudios de cristales
fotónicos unidimensionales en cristales líquidos, entendidos como un conjunto de guías paralelas inducidas
externamente a través del voltaje aplicado a la celda planar [98, 99]. En estos dispositivos se observaron
experimentalmente distintos comportamientos del haz de luz en función del voltaje aplicado: difracción disc-
reta a bajas potencias y formación de solitones discretos a altas potencias ópticas. Este comportamiento
solitónico permitía girar la trayectoria de un haz lanzado oblicuamente con respecto al eje longitudinal de
las guías. A bajas potencias el haz iba atravesando todas y cada una de las guías con las que se cruzaba,
pero a partir de cierta potencia óptica, la su�ciente como para formar un solitón, éste se guiaba por la guía
inducida por él mismo, desacoplándose así del resto de guías y cambiando la dirección que hubiera seguido en
el caso lineal [100]. Este mecanismo se entendía también como un interruptor todo óptico, pues la trayectoria
del haz dependía de la potencia del mismo y producía dos resultados estables y diferentes separados por
cierto umbral de potencia óptica. También se exploraron la dependencia de este tipo de dispositivos con el
grado de no localidad, utilizando modelos genéricos que permitieran cambiar este parámetro [101, 102]. En
estos cristales fotónicos unidimensionales también se ha observado el efecto túnel de Landau-Zener ([103])
inducido ópticamente. Es decir, un haz que abarca varias de las guías paralelas produce una modi�cación
en el índice de refracción, generando un gradiente en la zona de afectación directa del mismo. Ese gradiente
in�uye sobre el haz, provocando una transmisión de energía de modos que se encuentran en distintas bandas
y, por tanto, con distintas características de propagación, como su dirección de propagación [104, 105]. En
estas publicaciones se estudia el caso particular del efecto en CLN, si bien este efecto había sido ya estudiado
anteriormente en cristales fotónicos de una y dos dimensiones [106, 107].

Comportamientos similares tipo interruptor fueron también estudiados y comprobados experimental-
mente con un único canal inducido por un electrodo discontinuo. En este caso el principio de funcionamiento
era distinto: se lanzaban sobre la guía inducida externamente dos modos con distinta constante de propa-
gación y se diseñaba la longitud de la guía para que, por debajo de cierto voltaje, el desfase entre ambos a
la salida del dispositivo fuera un múltiplo par de π. En este caso, los dos modos copolarizados eran indistin-
guibles a la entrada y a la salida del dispositivo. Como el voltaje aplicado afecta a la orientación molecular y
ésta afecta al per�l de índice de refracción, al cambiar las propiedades ópticas del medio, cambiaba el desfase
entre ambos. De manera que se podía aplicar un voltaje que produjera un desfase entre ambos modos que
fuera múltiplo impar de π. Se apreciaba así un patrón distinto a la salida del dispositivo, pues los haces
habrían entrado en él en fase y habrían salida desfasados π radianes [108, 109].

Los dispositivos de un único electrodo no sólo se han utilizado en este contexto, sino que han servido
como banco de pruebas para guiado de solitones. En [110] se estudiaba numérica y experimentalmente el
guiado de un haz solitónico a través de una guía inducida por un electrodo dispuesto con una inclinación de
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hasta 10o respecto del eje medio longitudinal del dispositivo. En este caso, el haz se encontraba con�nado en
la guía inducida externamente, al verse re�ejado en las interfases de valores distintos de índice de refracción
en el seno del cristal líquido. Siguiendo esta �losofía, la de guiar solitones a través de la inducción de per�les
de índice de refracción convenientes en el seno del CLN, se han ideado otros dispositivos para hacer girar
la trayectoria del nematicón. Assanto utilizó a partir de 2006 dispositivos compuestos de dos electrodos a
tensiones distintas que establecían una interfase brusca entre ellos debido al distinto efecto que tenían las
tensiones eléctricas sobre el ángulo de orientación del cristal y, por tanto, sobre el índice de refracción del
medio [111, 112, 113]. Además las distintas afectaciones sobre el ángulo de orientación inducen mayor o
menor anisotropía en la dirección de propagación y, por tanto, el haz sufre inclinaciones distintas al apreciar
anisotropías distintas en el plano de evolución (distintos ángulos de walk-o� ). Una disposición experimental
de dos electrodos distinta, pero con la misma idea se publicó en [114] con el objeto de mostrar como, una
haz atrapado en la región situada entre los electrodos, podía escapar de esta región al aumentar su potencia
gracias a la no linealidad orientacional. Un año más tarde se profundizaría en el estudio de este dispositivo
y se publicaría un estudio teórico y experimental de cuál es el límite de potencia óptica para el cual ocurre
el escape del solitón [115].

Cabe la posibilidad de afectar a la orientación molecular externamente a través de otro haz que incida
perpendicularmente a las paredes con�nantes, al estilo de lo que hace el campo eléctrico inducido por los
electrodos. En 2006 se comprobó experimentalmente como podían construirse puertas lógicas desviando
un haz solitónico que se propagaba por una mixtura de cristal líquido cuyas propiedades ópticas se veían
alteradas por la incidencia de un haz perpendicular debido a la fotoisomerización, cambios moleculares entre
isómeros2 inducidos por una fuente de luz [116]. En [117] se estudió una posibilidad similar y se demostró
experimentalmente como, en una celda planar de CLN dopado con un colorante, la distinta polarización del
haz externo afectaba a la orientación molecular (tanto de la frontera como del seno del dispositivo) de tal
manera que el solitón guiado en el seno del cristal líquido podía sufrir una re�exión total interna al encontrarse
la interfase producida por el haz externo si éste estaba polarizado en una de las direcciones transversales o
refractar en caso de que la polarización fuera en la dirección de propagación del haz interior. Solo un año
más tarde, en 2009, y siguiendo una �losofía similar, aparecen unos nuevos dispositivos bautizados como
válvulas de luz de cristal líquido (liquid crystal light valves). Estos dispositivos se basan en el empleo de una
capa adicional en las celdas planares compuesta por un material fotoconductor que aumenta la no linealidad
orientacional del medio cuando éste se ve iluminado por un haz perpendicular a las paredes con�nantes de
la celda (afectando en primer lugar a la capa fotoconductora) [118, 119]. La capa fotoconductora se muestra
sensible a la frecuencia de la señal incidente externamente de manera que cuanto mayor es la frecuencia mayor
es la afectación sobre la orientación molecular (y mayor, por tanto los ángulos de giro debido a la anisotropía
en el plano de evolución, por ejemplo). En 2010 se continúa con el estudio de estos dispositivos y se demuestra
experimentalmente como, haces externos de sección circular o elíptica que logren saturar la no linealidad
orientacional del cristal líquido en su interacción frontal con el medio, son capaces de desviar un nematicón
que se propague por el seno del cristal líquido como consecuencia de su interferencia con una interfase de
índices de refracción distintos [120]. Este fundamento experimental es utilizado para diseñar dispositivos de
tratamiento de información todo ópticos basados en la interacción de las señales (nematicones guiados por
el seno del cristal liquido) con los haces perpendiculares, implementando así demultiplexores espaciales de 2
y 3 bits, por ejemplo [121]. Estos dispositivos desvían el nematicón de una manera determinada en función
de la cantidad y forma de los haces perpendiculares de control, para conseguir que el nematicón alcance el
puerto de salida conveniente en cada caso. Es un router todo óptico basado en desviar el haz lo conveniente
en cada caso para llevar la señal a un puerto de salida o a otro. Con una �losofía idéntica a ésta se publica
el mismo año 2010 dispositivos de puertas lógicas todo ópticas en válvulas de luz de cristal líquido [122]. En
particular se implementan la NOR (puerta o lógica negada) y la XNOR (puerta o lógica exclusiva negada).

El diseño de puertas lógicas todo ópticas en CLN ya estaba en mente de los investigadores en el año 2002
cuando se publicó un estudio que caracterizaba experimentalmente la interacción entre nematicones [123]. Se
observó en todos casos una interacción atractiva entre haces copolarizados paralelos independientemente del
posible desfase relativo entre ellos. Un estudio más detallado, tanto experimental como numérico se publicó
este mismo año, 2011, enfatizando la dependencia de la interacción con el grado de no linealidad, para no

2Recuérdese que los isómeros son moléculas con la misma fórmula química pero distinta forma estructural. Es decir, tienen

el mismo número de átomos de cada elementos, pero la manera en la que se enlazan es distinta.
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localidad �ja. No se observaron diferencias signi�cativas con los resultados anteriormente publicados [124].
La interacción de nematicones contra-propagantes ha sido también estudiada, encontrando diferencias en
los tiempos de atracción de los haces y en las potencias necesarias para suscitar la atracción. Los haces
contra-propagantes son algo más lentos que los co-propagantes, y las potencias necesarias algo mayores en
nematicones contra-propagantes debido a la pérdida de potencia óptica inducida por la asimetría de los
haces contra-propagantes [125]. Se observa además una región de inestabilidad en la interacción de haces
contra-propagantes en el plano distancia-de-separación/potencia-óptica re�riéndose a una separación de los
haces dependiente del tiempo (tras unirse) [126].

También se han diseñado dispositivos más so�sticados, por ejemplo, para hacer girar el vector director
vueltas completas en el plano paralelo a las paredes con�nantes del dispositivo. Para ello se empleó una malla
de electrodos en disposición hexagonal tipo panal de abejas para que, al ir intercambiando los valores del
voltaje aplicados a determinados alineamientos de electrodos, el vector director fuera girando al orientarse
con las líneas de campo eléctrico aplicadas por el voltaje externo [127]. Aunque el dispositivo comparte
similitudes con las celdas planares, sus aplicaciones se encuentran más bien en el terreno de la propagación
frontal de luz, para modi�car la polarización de un haz, por ejemplo. El funcionamiento experimental del
dispositivo se publicó en [128]. En el año 2011 se publica un dispositivo basado en celda planar con una
con�guración de electrodos nada trivial, de forma alternante en las variables transversales, y que consigue
ángulos de giro de los nematicones tan grandes como 70o [129].

1.3. Estructura y objetivos de la tesis

En esta tesis ahondamos en el estudio de los cristales líquidos nemáticos en celdas planares para propa-
gación de luz lateral. En el capítulo 2 exponemos la derivación de las ecuaciones diferenciales que rigen
cada uno de los procesos involucrados: la orientación molecular no lineal, la distribución del campo eléctrico
externo y la propagación del campo óptico. En esta derivación se exponen claramente cuáles son las aprox-
imaciones asumidas por el modelo. El capítulo 3 se dedica a la descripción del modelo numérico empleado
para obtener una solución aproximada del modelo completo descrito con anterioridad. Todas las ecuaciones
planteadas en el capítulo 2 son aproximadas numéricamente en el capítulo 3,donde se tratan aspectos numéri-
cos de interés como un estudio detallado de la cantidad de problemas que se resuelven para alcanzar una
solución autoconsistente del modelo completo. De esta manera se muestran detalles del coste computacional
del modelo empleado. Para �nalizar este capítulo detallamos la derivación y la implementación de la frontera
transparente que es empleada, de manera pionera, en las ecuaciones que conforman el modelo completo. Este
empleo de la frontera transparente consigue disminuir el coste computacional de las simulaciones en este
campo y permite la exploración de nuevos regímenes de funcionamiento de los dispositivos de propagación
lateral.

En el capítulo 4 se muestra el comportamiento de cada una de las ecuaciones diferenciales del modelo.
Queremos poner de relevancia el hecho de que hemos perseguido la consecución de un modelo realista,
relajando las aproximaciones estándar que uno encuentra en la bibliografía especializada que referenciamos
a lo largo de todo nuestro trabajo. Aunque ya conocido, nosotros hemos llevado el modelo a regímenes de
parámetros inexplorados para caracterizar el comportamiento óptico de la manera más completa posible.
Así, caracterizamos en primer lugar el comportamiento de cada una de las ecuaciones por separado. Con
respecto al problema de orientación molecular resolvemos las siguientes situaciones:

Mostramos el comportamiento del problema orientacional unidimensional en los regímenes lineal y no
lineal con la única aproximación de equiparar el valor de las constantes elásticas del cristal líquido al
mismo valor.

Extendemos el análisis al caso bidimensional, que exige la resolución de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineales fuertemente acopladas.

De�nimos una nueva disposición del problema orientacional, utilizando unas condiciones de frontera
asimétricas que reproducen soluciones totalmente nuevas. Se trata pues de un escenario totalmente
nuevo en el campo de las guías de onda de variación gradual del per�l de índice de refracción. Los
modos de propagación de la guía lineal, en ausencia de excitaciones externas y no linealidades ópticas
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resulta explicarse con la ecuación de Mathieu, poco conocida en el contexto de la propagación de campo
óptico en coordenadas cartesianas.

Mostramos el régimen no lineal de la disposición asimétrica orientacional unidimensional en su depen-
dencia con la potencia y con la anchura del haz.

Extendemos el empleo de las condiciones de frontera transparentes a las ecuaciones que rigen los
ángulos de cabeceo y torsión del cristal líquido, permitiéndonos la simulación de nuevos regímenes de
funcionamiento de los dispositivos actuales, como las válvulas de luz de cristal líquido.

La ecuación que resuelve la distribución de campo eléctrico, tanto unidimensional como bidimensional,
está fuertemente acoplada a la solución del problema de orientación molecular, por lo que se muestran los
resultados del acoplo iterativo de los dos problemas para una diversidad de dispositivos de celdas planares
con electrodos continuos y discontinuos en varias con�guraciones. Además se emplea también la frontera
transparente para esta ecuación, dejando libertad a las líneas de campo eléctrico en la frontera para que se
cierren físicamente y no de manera arti�cial a través de artefactos numéricos.

En cuanto a la resolución del problema de propagación óptica, se presentan los siguientes resultados:

propagación unidimensional en aproximación paraxial escalar, observando los tres regímenes posibles
del campo óptico en función de la potencia: difracción, solitónico y pulsante (oscilación periódica de
amplitud en la variable de evolución).

propagación unidimensional en aproximación escalar vectorial, teniendo en cuenta la anisotropía en el
plano de evolución.

propagación bidimensional paraxial escalar mediante métodos de diferencias �nitas, utilizando esque-
mas de dirección alternada para la optimización computacional del esquema numérico.

cálculo de los modos anisótropos en el plano transversal de dispositivos típicos de celdas planares bajo
excitaciones eléctricas externas.

realizamos un estudio comparativo de la propagación unidimensional paraxial escalar en caso de ilumi-
nación excéntrica en celdas planares. Evidenciamos diferencias signi�cativas frente a algunos modelos
aproximados empleados comúnmente en la literatura. Estas diferencias se justi�can por el carácter
marcadamente no lineal de la propagación óptica en estas circunstancias.

simulamos dispositivos todo-ópticos para el tratamiento de información como acopladores ópticos di-
reccionales u osciladores transversales. Aunque estos dispositivos ya son conocidos, sirven de base para
entender el funcionamiento de un dispositivo novedoso para tratamiento de información todo-óptica
basado en la interacción opto-electrónica de dos guías inducidas paralelas que se sirven de circuitos
electrónicos auxiliares en los que los fototransistores juegan un papel crucial.

Finalmente, en el capítulo de conclusiones y trabajo futuro, resumimos las principales aportaciones de
esta tesis, al tiempo que proponemos un conjunto de trabajos que completan los estudios comenzados con
esta tesis y que resultan de elevado interés tecnológico.
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Modelado de dispositivos de cristales
líquidos nemáticos

Las características duales de los cristales líquidos nemáticos en su comportamiento parte como sólido,
debido a su orden orientacional, y en parte como líquido gracias a su facilidad traslacional, hacen que tanto
la estática como la dinámica del problema posicional del cristal líquido sean problemas muy complejos de
analizar. De hecho se emplean teorías más cercanas a los formalismos de sólidos y cristales para detallar sus
características cristalinas y formalismos hidrodinámicos para describir sus propiedades como �uido. Nosotros
estudiaremos en profundidad la teoría elástica del continuo de Frank-Oseen para estudiar la posición de
equilibrio de las moléculas de cristal líquido frente a excitaciones eléctricas, esto es, la estática del problema.
Se trata de una teoría más cercana a la física del estado sólido. Sin embargo queremos mencionar cual es
el papel que desempeña la teoría hidrodinámica, aunque no trabajaremos con ella en esta tesis. Esta teoría
se emplea para estudiar las características como �uido de los cristales líquidos nemáticos en situaciones
dinámicas, donde existen �ujos que in�uyen a su vez sobre el estado cristalino del medio. Así, es capaz de
estudiar situaciones de �ujo con orientación molecular �ja (a través de un fuerte campo magnético) o de
orientación libre. En este último caso deben aparecer viscosidades del medio, momentos de inercia de las
moléculas, pares moleculares y aceleraciones angulares que, juntos, describen la dinámica del sistema.

El modelo dinámico es conocido como modelo dinámico de Ericksen-Leslie, quien en 1961 generalizó la
teoría estática de Oseen-Frank proponiendo leyes de balances y conservación de momentos para estudiar
la dinámica correspondiente. Leslie publicó su trabajo en 1966 y 1968 en dos artículos en los que expuso
la teoría dinámica completa con éxito [130, 131]. Muchos artículos han estudiado el problema del �ujo en
cristales líquidos nemáticos [132, 133, 134, 135, 136, 137]. Algunos de ellos son numéricos y otros analizan
el problema mediante soluciones semi analíticas o aproximaciones asintóticas. Un modelo por diferencias
�nitas tridimensional para las ecuaciones de Leslie en el caso de in�uencia de campo magnético fuerte (para
mantener el orden orientacional) es descrito en el año 2010 por Pedro A. Cruz et al. [138].

El modelo estático de Oseen-Frank basado en la minimización de la energía libre del cristal es un problema
numéricamente muy complejo. Tanto es así que detallaremos parte de la historia numérica asociada a este
problema en el capítulo 3 cuando expongamos el modelo numérico empleado en esta tesis.

Este capítulo está destinado a la presentación del modelo empleado en esta tesis para resolver la propa-
gación de campos ópticos en cristales líquidos. Se analizarán las características y limitaciones de este modelo
al tiempo que se presentarán otros modelos existentes en la literatura. El modelo implicará la resolución de
las ecuaciones diferenciales que describen la posición del vector director (que en el caso bidimensional supone
un sistema de dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales acopladas), la resolución de la
distribución del campo eléctrico externo inducido por el voltaje aplicado a los electrodos y la propagación
del campo óptico en el seno del cristal líquido nemático.

2.1. Ecuaciones orientación molecular. Teoría elástica del continuo para
cristales nemáticos

Las moléculas de Cristal Líquido Nemático (CLN) tienen, como hemos dicho, una apariencia elipsoidal
y un momento eléctrico dipolar. Estas propiedades hacen que exista interacción eléctrica entre las moléculas
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Figura 2.1: Sistema de referencia para la de�nición de las posiciones moleculares.

y por tanto, las posiciones de unas afecten a las de otras. La orientación de las moléculas viene dada por
el vector director, un promedio macroscópico de las orientaciones moleculares. Los tamaños moleculares se
sitúan en las decenas de angstroms de longitud (eje mayor) por unos pocos angstroms de anchura (eje menor).
La distancia para la cual es apreciable una deformación mecánica del cristal líquido es siempre muchas veces
mayor al tamaño molecular, típicamente del orden de 1 µm, por lo que, para analizar las posiciones de las
moléculas, se hace uso de un valor promedio de la orientación del eje mayor de las moléculas elipsoidales,
el antemencionado vector director. De este modo se está obviando el carácter individual de las moléculas,
haciendo un estudio promedio de su orientación. Para indicar el nivel de ordenación orientacional de la fase
nemática se hace uso del llamado parámetro de orden S, de manera que se distingan claramente unas fases
de otras en función de este parámetro. Así la fase nemática tendría un valor distinto de cero mientras que las
fase isotrópica de altas temperaturas tomaría el valor nulo [3]. En la �gura 2.1(a) puede verse la posición del
eje mayor de una molécula (vector a⃗) sobre los ejes coordenados y se de�nen el ángulo de cabeceo θ como la
inclinación respecto del eje z de la proyección ortogonal del vector a⃗ sobre el plano xz y el ángulo de torsión φ
dado por la inclinación respecto del eje z de la proyección ortogonal del vector a⃗ sobre el plano yz . Siguiendo
las directrices de [3], la función de probabilidad de encontrar las moléculas con un ángulo θ tiene la forma
de la �gura 2.1(b). El valor P (θ = 0) es la probabilidad de encontrar a las moléculas con un valor de ángulo
de cabeceo θ = 0, lo cual signi�ca que están alineadas con el vector n (al igual que P (θ = π)). Así quiere
decirse que en ausencia de in�uencias externas lo más probable es que encontremos a las moléculas alineadas
con el vector director, por de�nición de éste. Para evaluar cuantitativamente esta cantidad, deberíamos
ponderar esta función de probabilidad con una función dependiente del ángulo θ, de manera que cuando θ
fuera cero, estado totalmente alineado, tomara el valor máximo y cuando θ fuera una distribución arbitraria,
estado desordenado, tomara el valor cero. Este parámetro mediría así el orden del sistema, le llamamos
pues parámetro de orden, S. En primera instancia podría pensarse en la cantidad S =

∫
P (θ) cos θdθ. En el

dominio de de�nición de las funciones, [0, π], la función P (θ) es una función de simetría par y cos θ es una
función de simetría impar. Por lo que el producto resulta una función de simetría impar, cuya integración en
tal dominio resulta cero por motivos de simetría. Así pues la función de ponderación que dependa de θ no
puede ser una función de simetría impar para los objetivos que pretendemos. Probando con una ponderación
como cos2 θ se cumplen nuestras intenciones, de manera que la cantidad S =

∫
P (θ) cos2 θ es máxima cuando

θ = 0. Para hacer esta cantidad mínima cuando el estado angular es arbitrario de�nimos el parámetro de
orden como

S =

∫
P (θ)a(b cos2 θ − 1)dθ (2.1)

donde a es una constante arbitraria que �ja cual es el valor máximo del parámetro de orden (a = b − 1 si
queremos que Smax = 1), y b = (

∫ π
0 cos2 θ)−1 si queremos que Smin = 0. En la literatura se usa b = 3 y

a = 2 que cumplen las dos condiciones anteriores. El parámetro de orden depende de la temperatura, S(T ),
pues es ésta la que produce transiciones de fase en cristales líquidos nemáticos cambiando así el grado de
ordenación del medio. Para describir la variación espacial del parámetro de orden suele escribirse en forma



2.1. ORIENTACIÓN MOLECULAR 31

tensorial

Sαβ(r⃗) = S(T )

(
nα(r⃗)nβ(r⃗)−

1

3
δαβ

)
, (2.2)

con α = i, j, k , β = i, j, k (los vectores unitarios de las tres direcciones cartesianas) y siendo δ la función delta
de Krönecker. Así, dentro del paréntesis estamos multiplicando las proyecciones del vector director sobre dos
de los tres ejes. Este parámetro de orden, que aquí se de�ne como promedios de la posición molecular en
torno al vector director, puede ser utilizado también para describir anisotropías en las propiedades físicas
tales como las suceptibilidades magnética, eléctrica u óptica.

Figura 2.2: Posibles deformaciones de un cristal líquido nemático. Dos �exiones (splay y bend) y una torsión
(twist). Se han representado las vistas bidimensionales correspondientes a alzado (vista de frente), planta
(vista desde arriba) y per�l izquierdo (vista de lado).

Fue Carl Whilhelm Oseen quien primero enunció una teoría elástica para las deformaciones en cristales
líquidos [139] en 1933. Sin embargo, fue Frederick Charles Frank quien reformuló la teoría elástica retocando
la teoría de Oseen al anunciar la nulidad de algunos de los coe�cientes presentados por aquél y la aparición
de otros que no habían sido considerados [140]. De acuerdo con Frank, la energía de distorsión elástica del
cristal es la suma de dos componentes: la energía libre elástica debida a las deformaciones y la energía de
interacción con la super�cie. En el caso de condiciones de frontera que �jen la posición molecular, esta energía
de interacción es nula. G. Barbero publicó en la década de los 80 varios artículos al respecto de la energía
de interacción en condiciones de anclaje débil [141, 142]. La energía de distorsión elástica puede calcularse,
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según Frank, como

Fd =
1

2

(
K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n)2 +K3(n×∇× n)2

)
(2.3)

donde cada sumando representa la aportación a la energía de distorsión de cada tipo de deformación mecánica
posible del cristal, indicando con la potencia al cuadrado de un vector el producto escalar del vector por sí
mismo. En la �gura 2.2 pueden verse como son cada una de las tres deformaciones posibles. Se trata de las
deformaciones producidas por pares de fuerzas alineados con cada uno de los tres ejes coordenados, lo cual
produce dos tipos de �exión (en los ejes x y z) y una torsión (en el eje y). Normalmente las tres constantes
elásticas K1,K2 y K3 son del mismo orden de magnitud. Por ejemplo, para el MBBA 1, estos valores son
5.8 × 10−7, 3.4 × 10−7, y 7 × 10−7 dinas, respectivamente. En el caso de tratarse del E7 sus valores son
12 × 10−12, 9 × 10−12, y 19.5 × 10−12 N, respectivamente 2. Nótese que el valor de K3 es siempre el mayor
debido a su alineamiento con el eje mayor de la molécula, que es más difícil de deformar. La energía de
distorsión elástica podemos reescribirla como

Fd =
1

2
(K1FMx +K2FMy +K3FMz). (2.4)

Para desarrollar (2.4) tengamos en cuenta que n = (nx, ny, nz) y desarrollemos cada término, llamándoles

FMx =(∇ · n)2 =
(
∂nx

∂x
+

∂ny

∂y
+

∂nz

∂z

)2

,

FMy =(n · ∇ × n)2 =

( nx ny nz

)
·


∂nz
∂y − ∂ny

∂z
∂nx
∂z − ∂nz

∂x
∂ny

∂x − ∂nx
∂y




2

,

FMz =(n×∇× n)2 =

 ny(
∂ny

∂x − ∂nx
∂y )− nz(

∂nx
∂z − ∂nz

∂x )

nz(
∂nz
∂y − ∂ny

∂z )− nx(
∂ny

∂x − ∂nx
∂y )

nx(
∂nx
∂z − ∂nz

∂x )− ny(
∂nz
∂y − ∂ny

∂z )


2

.

La energía libre total del cristal no es sólo la componente debido a la distorsión elástica, sino que también
existen componentes relacionadas con la energía eléctrica que interacciona con el cristal líquido, bien sea por
fuentes externas de carácter eléctrico u óptico. Así pues, la energía total del cristal se calculará como

Ftot = Fd + Fs + Fo, (2.5)

siendo Fd la componente de distorsión elástica, Fs la componente eléctrica debida a fuentes externas y Fo la
componente debida a campos ópticos.

Los cristales líquidos son medios ópticos uniaxiales que presentan una birrefrigencia ∆ϵ = ϵ∥ − ϵ⊥ ele-
vada, siendo ϵ∥ la permitividad dieléctrica del cristal líquido a la frecuencia del campo eléctrico aplicado
en la dirección paralela a la pared con�nante (situada en un plano paralelo al yz, véase �gura 2.3) y ϵ⊥ la
permitividad dieléctrica en la dirección perpendicular. Esta birrefrigencia puede ser positiva o negativa en
función de con qué cristal líquido estemos trabajando.

En el caso más general, en el que tenemos un campo eléctrico (de cualquier fuente) con las tres com-
ponentes espaciales y una permitividad dieléctrica del cristal líquido dada por sus nueve componentes, el
campo desplazamiento toma la forma

D⃗ = ¯̄ϵE⃗ =

 ϵxx ϵxy ϵxz
ϵyx ϵyy ϵyz
ϵzx ϵzy ϵzz

 Ex

Ey

Ez

 .

1El nombre IUPAC para el MBBA es p-metoxibencilideno-p'-butilanilina.
2E7 es un cristal líquido formado por una mezcla de varios cianobifenilos con largas colas alifáticas muy utilizado en pantallas

de cristal líquido.
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En este caso, la expresión que indica cual es la energía eléctrica por unidad de volumen tanto del campo
eléctrico como del óptico, se escribe como

FE =−
∫ E

0
D⃗ · dE⃗ = −1

2
¯̄ϵE⃗∗E⃗

=− 1

2

(
Ex

(
ϵxxE

∗
x + ϵyxE

∗
y + ϵzxE

∗
z

)
+ Ey

(
ϵxyE

∗
x + ϵyyE

∗
y + ϵzyE

∗
z

)
+Ez

(
ϵxzE

∗
x + ϵyzE

∗
y + ϵzzE

∗
z

))
. (2.6)

Por lo tanto, la forma completa de la ecuación (2.5) en el caso más general en el que existe energía de
distorsión elástica debido a las tres posibles deformaciones e interacción de las tres componentes de los
campos eléctricos externos y ópticos, será

Ftot =
1

2

(
K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n)2 +K3(n×∇× n)2

)
−1

2

(
Exs

(
ϵxxsE

∗
xs + ϵyxsE

∗
ys + ϵzxsE

∗
zs

)
+ Eys

(
ϵxysE

∗
xs + ϵyysE

∗
ys + ϵzysE

∗
zs

)
+ Ezs

(
ϵxzsE

∗
xs + ϵyzsE

∗
ys + ϵzzsE

∗
zs

))
− 1

2

(
Exo

(
ϵxxoE

∗
xo + ϵyxoE

∗
yo + ϵzxoE

∗
zo

)
+ Eyo

(
ϵxyoE

∗
xo + ϵyyoE

∗
yo + ϵzyoE

∗
zo

)
+ Ezo

(
ϵxzoE

∗
xo + ϵyzoE

∗
yo + ϵzzoE

∗
zo

))
, (2.7)

donde los subíndices s hacen referencia al campo eléctrico estático externo aplicado y los subíndices o hacen
referencia al campo óptico propagante (las propiedades del medio cambian debido a la distinta frecuencia de
los campos). Recuérdese que en la ecuación (2.7) tanto la posición del director n como todas las componentes
de los tensores de permitividad dependen de los ángulos de cabeceo y torsión (θ(x, y, z) y φ(x, y, z)). Para
encontrar la posición de mínima energía del cristal líquido y determinar así el equilibrio en cada caso, deben
encontrarse las funciones θ(x, y, z) y φ(x, y, z) que minimizan la ecuación (2.7). Para ello pueden seguirse dis-
tintas técnicas de optimización numérica tales como el método de gradiente conjugado o simulated annealing.
En esta tesis se aplica la teoría de Euler-Lagrange a la ecuación (2.7) para encontrar una formulación en ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales cuya solución nos ofrezca las funciones buscadas. Así, formulamos
una ecuación diferencial para cada una de las funciones buscadas como

∂Ftot

∂θ
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂θx

)
− ∂

∂y

(
∂Ftot

∂θy

)
− ∂

∂z

(
∂Ftot

∂θz

)
=0, (2.8)

∂Ftot

∂φ
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂φx

)
− ∂

∂y

(
∂Ftot

∂φz

)
− ∂

∂z

(
∂Ftot

∂φz

)
=0. (2.9)

El sistema formado por las ecuaciones (2.8) y (2.9) está fuertemente acoplado, pues la solución de (2.8) es
necesaria para formular (2.9) y viceversa. Por tanto se sigue un método iterativo tras el cual se alcanza una
solución autoconsistente del sistema de ecuaciones diferenciales (como se hace, por ejemplo, en [146] para
resolver un sistema similar).

Aplicación a celdas planares

En esta tesis nos centramos en el estudio de la propagación lateral de luz en celdas planares de cristal
líquido, como las que se aprecian en la �gura 2.3. Se aplica un campo eléctrico externo a través de unos
electrodos situados en las paredes con�nantes del dispositivo. En ocasiones, estos electrodos pueden presentar
discontinuidades. Normalmente el electrodo inferior se conecta al cero de potencial, y en el electrodo superior
se aplica una tensión eléctrica positiva.

De acuerdo con esta con�guración, las componentes del vector director n y del tensor de permitividades
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dieléctricas ¯̄ϵ toman la forma

n =
(
nx ny nz

)
=
(
sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ

)
,

¯̄ϵ =

 ϵxx ϵxy ϵxz
ϵyx ϵyy ϵyz
ϵzx ϵzy ϵzz


=

 ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ ∆ϵ sin θ cos θ sinφ ∆ϵ sin θ cos θ cosφ
∆ϵ sin θ cos θ sinφ ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ sin2 φ ∆ϵ cos2 θ sinφ cosφ
∆ϵ sin θ cos θ cosφ ∆ϵ cos2 θ sinφ cosφ ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ cos2 φ

 . (2.10)

2.1.1. Modelo 1D

El modelo unidimensional contempla la dirección transversal x y la dirección de propagación z, por lo
tanto se trata de un modelo 1 + 1D ya que se resuelve un problema estático (el ángulo de cabeceo θ(x))
para cada paso de propagación. El valor del ángulo de torsión φ(x) es siempre nulo, dado que no se permiten
movimientos moleculares fuera del plano de de�nición del problema. Aun así, se permiten dos de las tres
deformaciones contempladas en la ecuación (2.4), ya que FMx ̸= 0 y FMz ̸= 0. Esto puede verse teniendo en
cuenta que el vector director se sitúa en el plano xz, i.e. n = (nx, 0, nz) y que despreciamos las variaciones
con z de sus componentes. La ecuación (2.4) resulta en este caso

Fd =
1

2
(K1FMx +K3FMz) =

1

2

K1

(
∂nx

∂x

)2

+K3

 −nz

(
−∂nz

∂x

)
0

nx

(
−∂nz

∂x

)
2


=
1

2

K1

(
cos θ

∂θ

∂x

)2

+K3

 − cos θ
(
−∂ cos θ

∂x

)
0

sin θ
(
−∂ cos θ

∂x

)
2


=
1

2

(
K1 cos

2 θ
∂θ

∂x

2

+K3

(
cos2 θ sin2 θ

∂θ

∂x

2

+ sin4 θ
∂θ

∂x

2))
. (2.11)

El campo eléctrico aplicado tiene únicamente componente x en este caso, por lo que el término de la
energía libre asociado a la interacción con este campo eléctrico externo es la particularización de la ecuación
(2.6)

Fs = −1

2
ϵxxs|Exs|2 = −1

2
(ϵ⊥s +∆ϵs sin

2 θ)|Exs|2. (2.12)

Considerando la propagación de un campo óptico polarizado linealmente en la dirección x, la contribución
a la energía libre del cristal por parte de la interacción con el campo óptico es la misma que en la ecuación

Figura 2.3: Ejemplos de celdas de cristal líquido planar sobre las que se estudia la propagación lateral de luz.
(a) Electrodos continuos. (b) Electrodo superior de anchura menor a la del electrodo inferior.
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(2.12), de manera que se tiene

Fo = −1

2
ϵxxo|Exo|2 = −1

2
(ϵ⊥o +∆ϵo sin

2 θ)|Exo|2. (2.13)

La energía libre total del cristal líquido en este caso será pues

Ftot =
1

2

(
K1 cos

2 θ
∂θ

∂x

2

+K3

(
cos2 θ sin2 θ

∂θ

∂x

2

+ sin4 θ
∂θ

∂x

2))
−1

2
(ϵ⊥s +∆ϵs sin

2 θ)|Exs|2 −
1

2
(ϵ⊥o +∆ϵo sin

2 θ)|Exo|2. (2.14)

La ecuación diferencial que debe resolverse para calcular la distribución angular θ(x) se obtiene tras aplicar
la teoría de Euler-Lagrange, calculando

∂Ftot

∂θ
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂θx

)
= 0, (2.15)

donde θx representa la derivada ∂θ
∂x . El resultado conduce a la ecuación diferencial

(
K1 cos

2 θ +K3 sin
2 θ
) ∂2θ

∂x2
+ (K3 −K1)

(
∂θ

∂x

)2

− 1

2
sin(2θ)

(
∆ϵs|Exs|2 +∆ϵo|Exo|2

)
= 0. (2.16)

Considerando K1 = K3 = K, se obtiene

K
∂2θ

∂x2
− 1

2
sin(2θ)

(
∆ϵs|Exs|2 +∆ϵo|Exo|2

)
= 0, (2.17)

que es la ecuación que suele emplearse en estudios unidimensionales de cristales líquidos [148].

2.1.2. Modelo 2D

Los modelos bidimensionales para las distribuciones angulares θ(x, y) y φ(x, y) que desprecian sus varia-
ciones en z, pueden presentar formas distintas dependiendo de la cantidad de componentes de los campos
eléctricos que aparecen. Las componentes del campo eléctrico externo dependerán de la geometría de los
electrodos y de si se aplica un voltaje homogéneo en todo el electrodo. Nos estamos re�riendo a dispositivos
de celdas planares del tipo que se presentan en la �gura 2.3.

Suponiendo voltaje homogéneo en todo el electrodo (no hay cambios en la variable de evolución z, ni
discontinuidades en esa variable), el campo eléctrico externo sólo puede tener componente x en el caso de
electrodos homogéneos en y. Si hay discontinuidades del electrodo en la dirección transversal y aparecen
entonces componentes y del campo externo aplicado.

En cuanto a los campos ópticos, las componentes que aparezcan dependerán del estado de polarización
inicial de la luz (a la entrada del dispositivo) y posteriormente de su interacción con el cristal líquido, pues
éste es capaz de alterar su polarización.

Al considerar el problema estático en las dos direcciones transversales del dispositivo x e y, se complican
algo más las expresiones. De hecho aparecen todas las componentes del vector director y únicamente despre-
ciaremos las variaciones en la coordenada de propagación z para poder calcular las distribuciones angulares
θ(x, y) y φ(x, y) para cada valor de z.

Planteamos aquí las ecuaciones para el caso de electrodos con discontinuidades en y y polarización circular
en xy. En este caso tenemos componentes Exs(x, y), Eys(x, y), Exo(x, y) y Eyo(x, y) únicamente. Este es el
caso más genérico que vamos a considerar, pues la presencia de componente z del campo externo implica
una de dos cosas: o se utilizan electrodos en las caras de entrada y salida (planos z = 0 y z = zfinal) o se
emplean electrodos discontinuos en la variable de evolución, cosa que no se va a contemplar en esta tesis. No
se van a considerar en ningún caso las variaciones de las magnitudes en z (salvo el caso del campo óptico
propagante), lo que permite resolver el problema estáticamente para cada sección z = cte en la coordenada
de evolución. A partir de las ecuaciones obtenidas se podrán conseguir otras que se aplican a casos más
sencillos, simplemente anulando ciertos campos.



36 2. MODELOS DE CRISTALES LÍQUIDOS

De este modo, la ecuación (2.4) resulta

Fd =
1

2
(K1FMx +K2FMy +K3FMz) =

1

2

(
K1

(
∂nx

∂x
+

∂ny

∂y
+

∂nz

∂z

)2

+ K2

( nx ny nz

)
·


∂nz
∂y

−∂nz
∂x

∂ny

∂x − ∂nx
∂y




2

+K3

 ny(
∂ny

∂x − ∂nx
∂y )− nz(−∂nz

∂x )

nz(
∂nz
∂y )− nx(

∂ny

∂x − ∂nx
∂y )

nx(−∂nz
∂x )− ny(

∂nz
∂y )


2
 ,

que, tras las convenientes sustituciones, ofrece

Fd =
1

2

[
K1

(
sin θ sinφ

∂θ

∂y
− cos θ

(
cosφ

∂φ

∂y
+

∂θ

∂x

))2

+K2

(
cosφ

∂θ

∂y
+ cos θ

(
sin θ sinφ

∂φ

∂y
− cos θ

∂φ

∂x

))2

+ K3

(
cos2 θ sin2 θ

(
∂θ

∂y

)2

+ sin 2θ sinφ
∂θ

∂y

∂θ

∂x
+ sin2 θ

(
∂θ

∂x

)2

+
1

4

(
2 cos2 θ sinφ

∂φ

∂y
+ sin 2θ

∂φ

∂x

)2
)]

.

(2.18)

La aproximación de una constante (K1 = K2 = K3 = K) simpli�ca esta expresión a

Fd =
K

2

[(
∂θ

∂x

)2

+

(
∂θ

∂y

)2

+

(
2 cos2 θ cosφ

∂φ

∂y
− 2 cos2 θ cosφ

)
∂θ

∂x
+ cos2 θ

((
∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2
)]

.

(2.19)

La contribución a la energía libre del campo eléctrico externo aplicado en el caso bidimensional más general,
aquel en el que uno de los electrodos presenta discontinuidades (ver �gura 2.3), tiene la forma

Fs =− 1

2

(
Exs

(
ϵxxsE

∗
xs + ϵyxsE

∗
ys

)
+ Eys

(
ϵxysE

∗
xs + ϵyysE

∗
ys

))
=− 1

2

(
ϵ⊥s

(
|Exs|2 + |Eys|2

)
+∆ϵs (sin θExs + cos θ sinφEys)

2
)
. (2.20)

De manera análoga se procede con la contribución del campo óptico, también con dos componentes en el
plano transversal xy, obteniendo

Fo =− 1

2

(
Exo

(
ϵxxoE

∗
xo + ϵyxoE

∗
yo

)
+ Eyo

(
ϵxyoE

∗
xo + ϵyyoE

∗
yo

))
=− 1

2

(
ϵ⊥o

(
|Exo|2 + |Eyo|2

)
+∆ϵo

(
sin θE∗

xo + cos θ sinφE∗
yo

)
(sin θExo + cos θ sinφEyo)

)
. (2.21)

La energía libre total del cristal líquido en este caso es la suma de las tres componentes dadas por las
ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21). Aplicando una vez más la teoría de Euler�Lagrange, a través de

∂Ftot

∂θ
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂θx

)
− ∂

∂y

(
∂Ftot

∂θy

)
=0,

∂Ftot

∂φ
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂φx

)
− ∂

∂y

(
∂Ftot

∂φy

)
=0,

se obtiene

−K

(
∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2

)
+ sin(2θ)

[
−K

2

((
∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2
)

+ ϵ0

(
−1

2

(
∆ϵs|Es

x|2 +∆ϵo|Eo
x|2
)
+

∆ϵs

4
|Es

y|2(1− cos(2φ)) +
1

2
∆ϵo sin2 φ|Eo

y |2
)]

−1

2
ϵ0 cos(2θ) sinφ

(
∆ϵo(Eo∗

y Eo
x + Eo∗

x Eo
y) + 2∆ϵsEs

xE
s
y

)
= 0, (2.22)
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para la ecuación del ángulo de cabeceo θ(x, y) y

K cos θ

[
cos θ

(
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

)
− 2 sin θ

(
∂θ

∂x

∂φ

∂x
+

∂θ

∂y

∂φ

∂y

)]
+
1

2
ϵ0 cos

2 θ sin(2φ)
(
∆ϵo|Eo

y |2 +∆ϵs|Es
y|2
)

+
1

4
ϵ0 cosφ sin(2θ)

(
∆ϵo

(
Eo∗

y Eo
x + Eo∗

x Eo
y

)
+ 2∆ϵsEs

xE
s
y

)
= 0, (2.23)

para la ecuación que resuelve el ángulo de torsión φ(x, y). Estas ecuaciones se han planteado explícitamente
y resuelto en pocos artículos en el contexto de óptica no lineal en CLN. Uno de ellos es [149], si bien se
resuelve el problema en un sistema con ejes de referencia distintos .

2.2. Ecuaciones de distribución del campo eléctrico

Planteamos aquí cuales deben ser las ecuaciones a resolver para encontrar la distribución del campo
eléctrico en el seno del cristal líquido tras aplicar un voltaje externo a los electrodos del dispositivo. Estas
ecuaciones se pueden derivar de dos maneras distintas. Una es aplicando el teorema de Euler�Lagrange a
la densidad de energía del cristal líquido, sustituyendo en la expresión de la energía Exs = −∂V

∂x . De esta
manera, aplicando

∂Ftot

∂V
− ∂

∂x

(
∂Ftot

∂Vx

)
= 0,

pueden obtenerse las ecuaciones en una y dos dimensiones. La segunda manera es partir de las ecuaciones
de Maxwell, que es lo que se presenta de aquí en adelante.

Caso unidimensional en la coordenada transversal x

Las ecuaciones de Maxwell permiten calcular la distribución de la componente Exs(x) en el seno del
cristal líquido. Resulta de plantear

∂

∂x

(
ϵxx

∂V

∂x

)
= 0, (2.24)

lo que produce la ecuación diferencial(
ϵ⊥s +∆ϵs sin

2 θ
) ∂2V

∂x2
+∆ϵs sin 2θ

∂θ

∂x

∂V

∂x
= 0. (2.25)

Una vez resuelta la componente x del potencial eléctrico, se calcula el campo eléctrico a través de la
derivada del potencial (cambiada de signo). Sin embargo, no se suele calcular así el campo eléctrico en el
caso unidimensional ya que existe una manera más sencilla de calcular lo mismo. Se trata de plantear

Exs = −∂V

∂x
⇒ Dxs

ϵxxs
= −∂V

∂x
,

donde integrando se obtiene

Dxs

∫ d

0

dx

ϵxxs
= −V0 ⇒ Dxs

∫ d

0

dx

ϵ⊥s +∆ϵs sin
2 θ

= −V0, (2.26)

lo que permite calcular la constante Dxs a través de una integración numérica, para luego obtener el campo
eléctrico Exs, lo cual suele ser más rápido.

Si uno opta por resolver numéricamente la ecuación (2.25), debe acoplarla a la ecuación diferencial para
el ángulo de cabeceo, (2.17), lo cual supone una di�cultad adicional, pues el error en la resolución de este
sistema es importante dado que la solución de una de ellas determina cual es la ecuación para la otra y
viceversa. De manera que cuando utilizamos una de las soluciones aproximadas, de�nimos la otra ecuación
como aproximada también, arrastrando el error en el primer cálculo de la función. Es por esto que éste no es
un sistema muy recomendable. De hecho, nuestros experimentos numéricos demuestran que si uno comienza
resolviendo la ecuación angular, el método Newton�Raphson aplicado al campo eléctrico no converge a error
arbitrario.
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Caso bidimensional. Ángulos de cabeceo y torsión θ(x, y), φ(x, y)

En la situación más general bidimensional, como la que se da en la �gura 2.3, debemos resolver las
componentes transversales del campo eléctrico Exs y Eys. Recuérdese que se pretende solucionar un problema
únicamente 2D y utilizar este modelo en cada sección z de la evolución, por eso no se contemplan componentes
del campo eléctrico en z suponiendo los electrodos homogéneos en esa dirección. Nuestro punto de partida
son las ecuaciones de Maxwell

∇D = 0
D = ϵE

E = −∇V

→ ∇ (ϵ∇V ) = 0,

es decir

∂

∂x

(
ϵxx

∂V

∂x
+ ϵxy

∂V

∂y

)
+

∂

∂y

(
ϵyx

∂V

∂x
+ ϵyy

∂V

∂y

)
= 0.

Utilizando el valor de las permitividades dieléctricas se tiene

(
ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ

) ∂2V

∂x2
+ (ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ sin2 φ)

∂2V

∂y2
+∆ϵ sin(2θ) sinφ

∂2V

∂x∂y

+∆ϵ
∂V

∂x

(
cos(2θ) sinφ

∂θ

∂y
+ cos θ sin θ

(
cosφ

∂φ

∂y
+ 2

∂θ

∂x

))
+∆ϵ

∂V

∂y

((
cos2 θ sinφ− sin2 θ sinφ

) ∂θ
∂x

− sin(2θ) sin2 φ
∂θ

∂y

+ cos θ cos(φ) sin θ
∂φ

∂x
+ cos2 θ sin(2φ)

∂φ

∂y

)
= 0, (2.27)

que nos permite resolver la distribución del potencial V (x, y) teniendo en cuenta la información de las
distribuciones angulares θ(x, y) y φ(x, y). A partir de esta información calculamos las componentes del
campo eléctrico como las derivadas del campo con respecto a la variable correspondiente.

Cálculo del ángulo de cabeceo, θ(x, y) sin contemplar torsión posible

En el caso en el que el electrodo superior es homogéneo, como en la �gura 2.3(a), no existe componente
y del campo eléctrico y, por tanto, el ángulo de torsión φ(x, y) es cero en todo el dominio (también son
nulas sus derivadas), pues la componente x del campo empuja a la molécula a cabecear, cambiando el ángulo
θ(x, y) pero no a girar. Por tanto, la ecuación en este caso resulta 3

(
ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ

) ∂2V

∂x2
+ ϵ⊥

∂2V

∂y2
+∆ϵ sin 2θ

∂θ

∂x

∂V

∂x
= 0. (2.28)

2.3. Propagación del campo óptico

A lo largo de esta tesis se analizan situaciones muy distintas en las que se realizan las aproximaciones
convenientes para obtener resultados válidos de la manera más sencilla. En esta sección pretendemos mostrar
cuales son las expresiones �nales de las ecuaciones de propagación del campo óptico que deben utilizarse en
cada caso, explicando claramente qué aproximaciones se han hecho en cada caso, determinando así el rango
de validez de la ecuación correspondiente.

La manera de presentar cada una de las ecuaciones será la siguiente. Partiremos de las ecuaciones de
Maxwell, desde el punto más general posible, para ir haciendo posteriormente las simpli�caciones oportunas.
Así, en el camino que nos conduzca hasta la más sencilla de las ecuaciones, habremos presentado el resto de
casos más complicados.

3Utilizamos aquí la identidad trigonométrica 2 sin θ cos θ = sin 2θ.
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2.3.1. Modelos 1+1D

En este caso, consideramos la propagación de un campo óptico en el dispositivo de la �gura 2.3(a),
considerando una variable transversal (x) y la variable de evolución z, por lo que se trata de un modelo
1+1D. La situación más genérica posible en este caso es considerar la anisotropía del cristal líquido en el
plano xz en el que de�nimos este problema.

Ecuación para la envolvente del campo en aproximación paraxial considerando anisotropía en
XZ

Reproducimos aquí el método publicado en [150, 151] para describir la propagación vectorial unidimen-
sional paraxial en el contexto de celdas planares de cristal líquido. Partimos de las ecuaciones de Maxwell

∇×−→
E = −ȷωµ0

−→
H,

∇×
−→
H = ȷωϵ0ϵ

−→
E .

que, desarrolladas, adoptan la forma de un sistema de seis ecuaciones diferenciales acopladas para encontrar
las tres componentes espaciales de cada campo, el eléctrico E⃗ y el magnético H⃗. Se tiene pues

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
= −ȷωµ0Hx, (2.29)

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= −ȷωµ0Hy, (2.30)

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= −ȷωµ0Hz, (2.31)

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
= ȷωϵ0(ϵxxEx + ϵxyEy + ϵxzEz), (2.32)

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
= ȷωϵ0(ϵyxEx + ϵyyEy + ϵyzEz), (2.33)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= ȷωϵ0(ϵzxEx + ϵzyEy + ϵzzEz). (2.34)

Considerando la anisotropía en el plano XZ, el tensor de permitividad (2.10) puede expresarse como

ϵ =

 ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ 0 ∆ϵ sin θ cos θ cosφ
0 ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ sin2 φ 0

∆ϵ sin θ cos θ cosφ 0 ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ cos2 φ

 . (2.35)

Al reducir el problema al caso unidimensional (sólo se contempla la dirección x normal a las placas y la
dirección z de propagación de la luz), se eliminan las dependencias de las magnitudes con la dirección y, de
manera que las ecuaciones quedan, considerando la anisotropía en el plano XZ,

−∂Ey

∂z
= −ȷωµ0Hx, (2.36)

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= −ȷωµ0Hy, (2.37)

∂Ey

∂x
= −ȷωµ0Hz, (2.38)

−∂Hy

∂z
= ȷωϵ0(ϵxxEx + ϵxzEz), (2.39)

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
= ȷωϵ0ϵyyEy, (2.40)

∂Hy

∂x
= ȷωϵ0(ϵzxEx + ϵzzEz). (2.41)

Como vemos, al considerar únicamente la anisotropía en el plano XZ, las ecuaciones se desacoplan y
resultan dos sistemas independientes de tres ecuaciones con tres incógnitas, las del modo transversal eléctrico
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(TE) y las del modo transversal magnético (TM). Además, eliminamos la dependencia con la variable y, dado
que estamos analizando ahora el problema 1+1D. Se decide resolver uno de los dos sistemas de tres ecuaciones,
por ejemplo el que se corresponde con el modo TE que involucra Ex(x, z), Ez(x, z) y Hy(x, z). Por tanto
deben resolverse las ecuaciones (2.37), (2.39) y (2.41). Para ello resolvemos primero las ecuaciones (2.39) y
(2.41) para obtener las dependencias de los campos Ex y Ez con el campo Hy. Son

Ex(x, z) = − ı(ϵxzHyx + ϵzzHyz)

ωϵ0(ϵxzϵzx − ϵxxϵzz)
, (2.42)

Ez(x, z) =
ı(ϵxxHyx + ϵzxHyz)

ωϵ0(ϵxzϵzx − ϵxxϵzz)
, (2.43)

donde empleamos la notación Hyx =
∂Hy

∂x representando así las derivadas parciales con un subíndice.
Sustituyendo estas dependencias en la ecuación (2.37), se obtiene una ecuación resoluble para el campo

Hy(x, z). Sin embargo, buscamos soluciones que puedan factorizarse del modo Hy(x, z) = hy(x, z) exp(−ıkz)
de manera que tenemos una envolvente que varía suavemente en z y un factor que se lleva la dependencia
con z de frecuencia más alta, k. Buscando soluciones de este tipo resulta una ecuación para la envolvente
hy(x, z). Sobre esta ecuación hacemos tres consideraciones:

Despreciamos la derivada primera con z del ángulo de cabeceo ∂θ(x,z)
∂z ≃ 0, entendiendo que este ángulo

tiene una variación suave en z.

Dado que hemos factorizado la función Hy(x, z) en una envolvente de variación suave en z y una

exponencial rápida, de la ecuación para la envolvente hy(x, z) podemos suponer ∂2hy

∂z2
≃ 0, que es la

conocida aproximación de envolvente suave o Slowly Varying Envelope Approximation, SVEA.

Hacemos φ = 0, puesto que este ángulo no puede tomar valores distintos de cero en el plano xz, por
de�nición.

De este modo la ecuación que se obtiene �nalmente para la envolvente es

2i∆ϵ sin(2θ)
∂2hy(x, z)

∂x∂z
+

(
2k(2ϵ⊥ +∆ϵ) + 2∆ϵ cos(2θ)

(
k + ı

∂θ

∂x

))
∂hy(x, z)

∂z

=

(
ık2(2ϵ⊥ +∆ϵ) + ık∆ϵ cos(2θ)

(
k + 2ı

∂θ

∂x

)
− 2ıωωϵ0µ0ϵ⊥(ϵ⊥ +∆ϵ)

)
hy(x, z)

−2∆ϵ sin(2θ)

(
k + ı

∂θ

∂x

)
∂hy(x, z)

∂x
+ (ı∆ϵ cos(2θ)− ı(2ϵ⊥ +∆ϵ))

∂2hy(x, z)

∂x2
. (2.44)

Este procedimiento nos permite calcular la propagación vectorial unidimensional con una sola ecuación.

Aproximación paraxial y escalar, medio isótropo

A este caso se llega de igual modo que en el apartado anterior sin más que considerar que el tensor
dieléctrico se reduce únicamente a la componente ϵxx o, lo que es lo mismo, considerando en la ecuación
(2.44) que ∆ϵ = 0. La ecuación resultante queda, después de ordenar los términos, como

2ık
∂A(x, z)

∂z
=

∂2A(x, z)

∂x2
+ (ω2µ0ϵ0ϵ⊥ + k2)A(x, z), (2.45)

llamando A(x, z) a la envolvente del campo óptico en aproximación paraxial escalar.
En el contexto de cristales líquidos suele usarse la forma

2ık0n0
∂A(x, z)

∂z
=

∂2A(x, z)

∂x2
+ k20(ϵ− n2

0)A(x, z), (2.46)

donde el término que acompaña a la función de envolvente es sustituido por la dependencia del per�l de
índice con la posición del director [115, 152, 153].
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2.3.2. Modelos 2D

Estrictamente, los modelos presentados en la subsección 2.3.1 ya son modelos bidimensionales, pues
tienen en cuenta dos coordenadas espaciales: la coordenada transversal x y la coordenada de evolución z. Sin
embargo, se trata de un problema de evolución o problema de valor inicial. Esto es, se toma un determinado
per�l inicial para la envolvente del campo óptico que se quiere evolucionar y se resuelve su propagación en
z. Así se tiene una coordenada espacial transversal y una coordenada de evolución (que, en este caso, es
también espacial). Por eso, aún siendo bidimensionales, hacemos la distinción en su nombre, llamándoles
modelos 1 + 1D.

El modelo 2D que se presenta aquí es un problema de contorno en el que se resuelve la distribución
del campo óptico para dos coordenadas espaciales transversales, en particular, las coordenadas x e y en el
dispositivo de la �gura 2.3(b). En este dispositivo, el campo eléctrico aplicado por los electrodos induce una
guía de ondas en el cristal líquido nemático al afectar a la orientación molecular. De hecho, puede hablarse
en este caso de una guía de ondas de variación gradual del índice de refracción. Puede entenderse entonces
que el cristal líquido es un medio de guiado anisótropo, en tanto que sus propiedades ópticas di�eren en cada
punto (x, y).

Siguiendo un procedimiento análogo al presentado en 2.3.1, pueden encontrarse las ecuaciones que re-
suelven los modos de semejante guía de ondas anisótropa.

Una vez más el punto de partida son las ecuaciones de Maxwell (2.34). Dejando aparte la coordenada z,
resolviendo para x e y y considerando esta vez la anisotropía en el plano xy, el tensor de permitividad (2.10)
toma la forma

ϵ =

 ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ ∆ϵ sin θ cos θ sinφ 0
∆ϵ sin θ cos θ sinφ ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ sin2 φ 0

0 0 ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ cos2 φ

 . (2.47)

Las ecuaciones de Maxwell resultan entonces

∂Ez

∂y
= −ȷωµ0Hx, (2.48)

−∂Ez

∂x
= −ȷωµ0Hy, (2.49)

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= −ȷωµ0Hz, (2.50)

∂Hz

∂y
= ȷωϵ0(ϵxxEx + ϵxyEy), (2.51)

−∂Hz

∂x
= ȷωϵ0(ϵyxEx + ϵyyEy), (2.52)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= ȷωϵ0ϵzzEz. (2.53)

Como ya ocurriera en 2.3.1, el sistema de seis ecuaciones vuelve a desacoplarse resultando en dos sistemas
de tres ecuaciones con tres incógnitas. Uno para el modo TE (Ex, Ey, Hz y otro para el modo TM (Hx,
Hy, Hz). Planteamos uno de los dos, por ejemplo el modo TE (ecuaciones (2.50), (2.51) y (2.52)). Para ello
resolvemos primero las ecuaciones (2.51) y (2.52) para obtener las dependencias de los campos Ex y Ey con
el campo Hz. Son

Ex(x, z) = −
ı(ϵxyHzx + ϵyyHzy)

ωϵ0(ϵxyϵyx − ϵxxϵyy)
, (2.54)

Ey(x, z) = −
ı(ϵxxHzx + ϵyxHzy)

ωϵ0(ϵxyϵyx − ϵxxϵyy)
. (2.55)

Sustituyendo estas dependencias en la ecuación (2.50), se obtiene una ecuación resoluble para el campo
Hz(x, y). En este caso no contemplamos aproximaciones y estamos resolviendo el campo en el dominio xy.
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La ecuación que se obtiene �nalmente para el campo Hz(x, y) es

4
[
4ϵ2⊥ + (5− 3 cos(2θ)− 2 cos2 θ cos(2φ))ϵ⊥∆ϵ+∆ϵ2(4 sin4 θ + sin2(2θ) sin2 φ)

] ∂2Hz(x, y)

∂x2

+4
[
4ϵ2⊥ − 4ϵ⊥∆ϵ(−1 + cos2 θ cos(2φ)) + ∆ϵ2 sin2 φ(sin2(2θ) + 4 cos4 θ sin2 φ)

] ∂2Hz(x, y)

∂y2

+16∆ϵ sinφ
[
ϵ⊥ sin(2θ) + 2∆ϵ cos θ sin θ(sin2 θ + cos2 θ sin2 φ)

] ∂2Hz(x, y)

∂x∂y

+2∆ϵ

[
4ϵ⊥

[
2 cos(2θ) sinφ

∂θ

∂y
+ sin(2θ)

(
cosφ

∂φ

∂y
+ 2 sin2 φ

∂θ

∂x

)
− 2 cos2 θ sin 2φ

∂φ

∂x

]
−∆ϵ

[[
(1− 7 cos(2θ)) sinφ+ 2 cos2 θ sin(3φ)

] ∂θ
∂y

+ 8 cos θ cosφ sin θ(− sin2 θ + cos2 θ sin2 φ)
∂φ

∂y

+ 2 sin(2θ)

[
−4 sin2 φ

∂θ

∂x
+ sin(2θ) sin(2φ)

∂φ

∂x

]]]
∂Hz(x, y)

∂x

+2∆ϵ

[
ϵ⊥

[
8 cos(2θ) sinφ

∂θ

∂x
+ 4 sin(2θ)

(
−2

∂θ

∂y
+ cosφ

∂φ

∂x

)]
+
1

2
∆ϵ

[
−16 sin(2θ) sin2 φ

∂θ

∂y
+ 4 sin2(2θ) sin(2φ)

∂φ

∂y

+ 2(−1 + 3 cos(2θ)− 2 cos2 θ cos(2φ))

(
2 sinφ

∂θ

∂x
− cosφ sin(2θ)

∂φ

∂x

)]]
∂Hz(x, y)

∂y

+16ω2µ0ϵ0ϵ⊥
(
ϵ⊥ +∆ϵ(sin2 θ + cos2 θ sin2 φ)

)2
Hz(x, y) = 0. (2.56)

Un procedimiento análogo conduce a la ecuación correspondiente para el campo Ez(x, y). Una vez cono-
cidos estos dos campos, pueden encontrarse la forma de los otros cuatro campos en base a las relaciones que
los vinculan en las ecuaciones de Maxwell.

2.3.3. Modelos 2+1D

La deducción de la ecuación para el método de propagación bidimensional lineal isótropo paraxial es la
misma que en la subsección 2.3.1. Por tanto, la ecuación es la ampliación bidimensional de la ecuación (2.46),
es decir

2ık0n0
∂A(x, y, z)

∂z
=

∂2A(x, y, z)

∂x2
+

∂2A(x, y, z)

∂y2
+ k20(ϵ− n2

0)A(x, y, z). (2.57)
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Tratamiento numérico de los modelos de
cristales líquidos

El modelo expuesto en el capítulo 2 se compone de varias ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
fuertemente acopladas. Alguna de las ecuaciones diferenciales a resolver es lineal y tiene solución analítica. El
problema no es, pues, resolver cada una de las ecuaciones independientemente, sino hacerlo cuando se acoplan
fuertemente, lo cual hace aparecer una no linealidad efectiva inherente al fuerte acoplo de las ecuaciones. Se
hace necesario pues, la aproximación numérica de las ecuaciones diferenciales para encontrar una solución
aproximada al problema acoplado.

El método numérico empleado para aproximar las ecuaciones diferenciales es el Método de Diferencias
Finitas (MDF) [154]. Su facilidad de implementación, así como la de los análisis de estabilidad sugieren la
idoneidad del método. Además, el empleo de fronteras transparentes en ecuaciones en diferencias �nitas se
ha estudiado ampliamente [155]-[159] y es fundamental en el desarrollo de este trabajo de tesis.

En este capítulo expondremos las aproximaciones en diferencias para cada una de las ecuaciones difer-
enciales, mostraremos las características del proceso iterativo implementado para alcanzar la solución auto-
consistente al problema y detallaremos el origen, la forma y la implementación de la frontera transparente
empleada. Por último analizaremos brevemente el coste computacional asociado a la resolución del problema
completo ofreciendo datos sobre la cantidad de problemas numéricos a resolver para alcanzar la solución �nal
del modelo totalmente acoplado.

3.1. Aproximación a las ecuaciones de orientación molecular

El modelo de orientación molecular expuesto en la sección 2.1 presenta ecuaciones diferenciales no lineales
debido al término trigonométrico que incluye. Se trata además de problemas de contorno, ya que se pretende
resolver la distribución del ángulo de cabeceo y/o torsión en las coordenadas espaciales transversales dado
el conocimiento de la función en la frontera. La solución a dichos problemas requerirá en primer lugar la
aproximación mediante el MDF de las ecuaciones diferenciales pertinentes. Así se obtiene una ecuación en
diferencias válida para cada nodo de nuestro dominio discreto aproximado. El sistema de ecuaciones resultante
puede resolverse mediante métodos iterativos, como el de Newton�Raphson.

Sin embargo el empleo de las ecuaciones de Euler�Lagrange que minimizan la expresión de la energía libre
no es, ni mucho menos, el único método empleado para la resolución numérica del problema de Oseen-Frank.
De hecho, se ha estudiado mucho este problema desde el punto de vista numérico desde mediados de los
80. Existen varios estudios muy completos que recogen muy bien esta situación [160, 161, 162, 163, 164].
Hay alguna consideración general que merece la pena mencionar aquí para entender la complejidad del
cálculo. En particular, el problema de la minimización de la energía libre del cristal depende críticamente del
valor relativo entre las tres constantes elásticas, hasta tal punto que determinados tripletes hacen aparecer
soluciones singulares y otros no. Por tanto la simpli�cación comúnmente empleada a efectos numéricos de
equiparar el valor de las tras constantes es un caso particular que puede afectar al espacio de soluciones del
problema original, sabiendo que el conjunto de funcionas que minimizan la expresión de la energía libre es
in�nito [164]. Normalmente en estos trabajos se trata de encontrar una función n(x, y, z) tal que minimiza la
energía libre del cristal, siendo n el vector director unitario. Se toman condiciones de contorno tipo Dirichlet y
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se encuentran soluciones con discontinuidades puntuales, bien porque no existen soluciones que no las tengan,
para dicho problema, bien porque estas soluciones tienen menor energía que otras posibles con�guraciones
[163].

Nosotros no resolvemos exactamente la misma expresión funcional, ya que para nosotros el vector director
tiene una dependencia de�nida con las funciones angulares que de�nen su posición, el ángulo de cabeceo
θ(x, y, z) y el ángulo de torsión φ(x, y, z). Así, para la expresión general de la energía libre, las variables
se corresponden con estas dos funciones angulares y se nos ofrecen dos ecuaciones de Euler-Lagrange para
alcanzar la solución a cada una de ellas.

En cuanto a la manera de optimizar los cálculos de los métodos iterativos tipo Newton-Raphson, hay algún
trabajo que resume las posibilidades al respecto [165]. Se trata de resolver los sistemas lineales de ecuaciones
que aparecen en el método de manera aproximada y no de manera directa. Dentro de los métodos para
la resolución aproximada de un sistema de ecuaciones lineales se encuentra los métodos de Jacobi, Gauss�
Seidel, sistemas de sobrerrelajación o sistemas SOR, gradiente conjugado precondicionado y multigrid. La
conclusión de este estudio es que la técnica multigrid supera en mucho la rapidez de convergencia y reduce
drásticamente el coste computacional de cualquier otra técnica. Por este motivo se estudia tal posibilidad en
nuestros códigos y se trata su problemática en una subsección especial de este mismo capítulo.

Expuesta ya nuestra intencionalidad, pasamos a explicar las aproximaciones numéricas a cada una de las
ecuaciones diferenciales que debemos resolver. En todo caso muestro dominio estará de�nido por los rangos
x ∈ [0, d] siendo d el espesor de la celda, y ∈ [−L/2, L/2], con L la anchura de la celda en la dirección y.
Tomaremos N nodos en la dirección x y M en la dirección y (de�niendo una malla de N − 1 intervalos en x
y M − 1 en y). Tras cada discretización detallamos los rangos de validez de los subíndices de discretización.

3.1.1. Modelo 1D

La aproximación a la ecuación (2.17) usando el MDF emplea operadores en diferencias que aproximan a
segundo orden la derivada segunda espacial. La ecuación en diferencias resulta

K

∆x2
(θj−1 − 2θj + θj+1)−

1

2
sin(2θj)

(
∆ϵs|Exsj |2 +∆ϵo|Exoj |2

)
= 0, (3.1)

para 2 ≤ j ≤ (N −1), siendo θj el valor de la función del ángulo de cabeceo θ(x) en el nodo j∆x del dominio
discreto, los campos eléctricos externo y óptico Exsj y Exoj en el nodo j∆x, respectivamente. Las condiciones
de contorno son de tipo Dirichlet, de manera que los valores de la frontera están �jados en un valor muy
pequeño, el valor del precabeceo θ0 = 2o, que se consigue a través de una técnica de frotado de las super�cies
con�nantes del cristal líquido. Así pues, tenemos en el contorno θ1 = θ0 y θN = θ0 y en los nodos interiores
un sistema de N − 2 ecuaciones con N − 2 incógnitas. Este sistema de ecuaciones no lineal puede resolverse
mediante técnicas iterativas como el método Newton�Raphson, que establece

JFn(θn+1 − θn) = −Fn, (3.2)

siendo Fn =
(
F2n, F3n, . . . , F(N−2)n, F(N−1)n

)
el iterado enésimo del funcional F = (F2, F3, . . . , FN−1), que

se corresponde con la ecuación (3.1) para cada j. Para obtener la matriz jacobiana se hace necesario calcular
las derivadas parciales del funcional Fn con respecto a cada una de las incógnitas θj . Se obtiene una matriz
tridiagonal ya que sólo se nos hace necesario calcular las derivadas parciales con respecto a las posiciones
θj−1, θj y θj+1. Así, tenemos que

∂Fn

∂θj−1
=

K

∆x2
,

∂Fn

∂θj+1
=

∂Fj

∂θj−1
,

∂Fn

∂θj
= −2

K

∆x2
− cos(2θj)

(
∆ϵs|Exsj |2 +∆ϵo|Exoj |2

)
.

El método itera sucesivamente hasta conseguir un valor de θn+1 arbitrariamente cerca del valor θn, lo cual
signi�cará que nos encontramos arbitrariamente cerca de la solución, en caso de convergencia a la misma. La
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forma matricial de la ecuación (3.2) es


∂F2
∂θ2

∂F2
∂θ3

· · · ∂F2
∂θN−1

∂F3
∂θ2

∂F3
∂θ3

· · · ∂F3
∂θN−1

...
...

. . .
...

∂FN−1

∂θ2

∂FN−1

∂θ3
· · · ∂FN−1

∂θN−1


n


∆θ2
∆θ3
...

∆θN−1


n

= −


F2

F3
...

FN−1


n

3.1.2. Modelo 2D

En el supuesto más general del problema de orientación bidimensional, consideramos la existencia de
campos eléctricos externos y ópticos en las dos direcciones transversales x e y de manera que debemos
contemplar también las posibles variaciones angulares para el cabeceo y la torsión de las moléculas, θ(x, y)
y φ(x, y) respectivamente, tal y como se hace en la subsección 2.1.2. Resolvemos entonces por separado las
ecuaciones correspondientes a cada uno de los ángulos de posición de las moléculas. Estas dos ecuaciones
están fuertemente acopladas dado que la información del ángulo de torsión φ(x, y) es necesaria para de�nir
la ecuación para el ángulo de cabeceo (2.22) y viceversa. Usamos aquí un sistema iterativo presentado en
[146] para acoplar este sistema de ecuaciones.

La ecuación (2.22), que resuelve el ángulo de cabeceo θ(x, y), se aproxima por el método de las diferencias
�nitas, usando aproximaciones centradas (que cometen error de segundo orden) a los operadores diferenciales
que aparecen. El esquema en diferencias resulta

−K

(
1

∆x2
(θj−1,k − 2θj,k + θj+1,k) +

1

∆y2
(θj,k−1 − 2θj,k + θj,k+1)

)
+sin(2θj,k)

[
−K

2

((
φj+1,k − φj−1,k

2∆x

)2

+

(
φj,k+1 − φj,k−1

2∆y

)2
)

+ ϵ0

(
−1

2

(
∆ϵs|Es

xj,k
|2 +∆ϵo|Eo

xj,k
|2
)
+

∆ϵs

4
|Es

yj,k
|2(1− cos(2φj,k)) +

1

2
∆ϵo sin2 φj,k|Eo

yj,k
|2
)]

−1

2
ϵ0 cos(2θj,k) sinφj,k

(
∆ϵo(Eo∗

yj,k
Eo

xj,k
+ Eo∗

xj,k
Eo

yj,k
) + 2∆ϵsEs

xj,k
Es

yj,k

)
= 0, (3.3)

para 2 ≤ j ≤ N − 1 y 2 ≤ k ≤ M − 1. Las condiciones de contorno en la dirección x, con�nante del cristal
líquido, son de tipo Dirichlet, ya que experimentalmente suele �jarse el valor del ángulo de cabeceo en las
super�cies con�nantes del cristal,

θ1,k = θ0, θN,k = θ0, ∀k.

Las condiciones de contorno en la otra dirección transversal, y, admite una variedad mayor de posibilidades
atendiendo al interés particular. Pueden emplearse condiciones periódicas para simular medios in�nitos en
esta dirección transversal para el caso de electrodo continuo. Si el electrodo fuera discontinuo, la introducción
de condiciones periódicas produciría un medio in�nito periódico con lo que pueden simularse situaciones de
gratings y difracción discreta, por ejemplo. En este caso se tendría

θj,1 = θj,N−1, θj,N = θj,2, ∀j.

También pueden emplearse condiciones de frontera transparente en la dirección y, lo que permite simular
la �nitud en esta dirección de un dispositivo de celda planar. La aplicación de este tipo de condiciones de
contorno será tratada más ampliamente en un capítulo especí�co de esta tesis más adelante.

En cuanto a la resolución de los nodos interiores, el método Newton-Raphson multidimensional aplicado
a las (N − 2)(M − 2) ecuaciones que aparecen al evaluar la expresión (3.3) para cada valor de los subíndices
espaciales, hace intervenir el jacobiano del sistema de ecuaciones, con lo que interesa calcular las derivadas
parciales de cada una de las ecuaciones del sistema (que llamaremos Fj,k) con respecto a θj,k, θj−1,k, θj+1,k,
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θj,k−1 y θj,k+1, resultando así en una matriz de cinco diagonales:

∂Fj,k

∂θj−1,k
= − K

∆x2
=

∂Fj,k

∂θj+1,k
,

∂Fj,k

∂θj,k−1
= − K

∆y2
=

∂Fj,k

∂θj,k+1
,

∂Fj,k

∂θj,k
=2K

(
1

∆x2
+

1

∆y2

)
+ 2 cos(2θj,k)

[
−K

((
φj+1,k − φj−1,k

2∆x

)2

+

(
φj,k+1 − φj,k−1

2∆y

)2
)

+ ϵ0

(
−1

2

(
∆ϵs|Es

xj,k
|2 +∆ϵo|Eo

xj,k
|2
)
+

∆ϵs

4
|Es

yj,k
|2(1− cos(2φj,k)) +

1

2
∆ϵo sin2 φj,k|Eo

yj,k
|2
)]

+sin(2θj,k)ϵ0 sinφj,k

(
∆ϵo(Eo∗

xy,k
Eo

xj,k
+ Eo∗

xj,k
Eo

yj,k
) + 2∆ϵsEs

xj,k
Es

yj,k

)
.

La ecuación en diferencias correspondiente a la discretización de la ecuación (2.23) que resuelve el ángulo
de torsión φ(x, y), utilizando una vez más aproximaciones de segundo orden, es

K cos θj,k

[
cos θj,k

(
1

∆x2
(φj−1,k − 2φj,k + φj+1,k) +

1

∆y2
(φj,k−1 − 2φj,k + φj,k+1)

)
− 2 sin θj,k

(
1

4∆x2
(θj+1,k − θj−1,k)(φj+1,k − φj−1,k) +

1

4∆y2
(θj,k+1 − θj,k−1)(φj,k+1 − φj,k−1)

)]
+
1

2
ϵ0 cos

2 θj,k sin(2φj,k)
(
∆ϵo|Eo

yj,k
|2 +∆ϵs|Es

yj,k
|2
)

+
1

4
ϵ0 cosφj,k sin(2θj,k)

(
∆ϵo

(
Eo∗

yj,k
Eo

xj,k
+ Eo∗

xj,k
Eo

yj,k

)
+ 2∆ϵsEs

xj,k
Es

yj,k

)
= 0. (3.4)

En este caso los términos que aparecen en la matriz jacobiana para el método Newton-Raphson son

∂Fj,k

∂φj,k
=cos2 θj,k

[
−2K

(
1

∆x2
+

1

∆y2

)
+ ϵ0 cos(φj,k)

(
∆ϵo|Eo

yj,k
|2 +∆ϵs|Es

yj,k
|2
)]

,

∂Fj,k

∂φj−1,k
=
K cos2 θj,k

∆x2
+

K cos θj,k sin θj,k
∆x2

(θj+1,k − θj−1,k),

∂Fj,k

∂φj+1,k
=
K cos2 θj,k

∆x2
−

K cos θj,k sin θj,k
∆x2

(θj+1,k − θj−1,k),

∂Fj,k

∂φj,k−1
=
K cos2 θj,k

∆y2
+

K cos θj,k sin θj,k
∆y2

(θj,k+1 − θj,k−1),

∂Fj,k

∂φj,k+1
=
K cos2 θj,k

∆y2
−

K cos θj,k sin θj,k
∆y2

(θj,k+1 − θj,k−1).

3.2. Aproximación a las ecuaciones de campo eléctrico externo

Se emplea, en todos los casos, el método de diferencias �nitas con operadores en diferencias de segundo
orden.

3.2.1. Caso unidimensional

Recuérdese que, en este caso, puede obtenerse el campo eléctrico externo a través de una integral numérica
o calcularse en primer lugar el campo potencial V (x) con la ecuación diferencial que ofrece el método de
Euler-Lagrange para luego obtener el campo eléctrico a partir de éste.

Obtención del campo mediante integral numérica

Nos referimos aquí al cálculo aproximado de la integral (2.26). Es decir,

Dxs

∫ d

0

dx

ϵxxs
= −V0 ⇒ Dxs

j=N−1∑
j=1

∆x

ϵ⊥s +∆ϵs sin
2 θj

= −V0. (3.5)

Con el valor de Dxs puede calcularse el campo eléctrico discreto como Exsj =
Dxs

ϵ⊥s+∆ϵs sin2 θj
.
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Obtención del campo mediante resolución de ecuación diferencial

La ecuación (2.25) puede aproximarse como

(
ϵ⊥s +∆ϵs sin

2 θj
)

∆x2
(Vj−1 − 2Vj + Vj+1) +

∆ϵs sin 2θj
4∆x2

(θj+1 − θj−1)(Vj+1 − Vj−1) = 0, (3.6)

para 2 ≤ j ≤ N −1. Las condiciones de contorno quedan de�nidas por el potencial aplicado en los electrodos
situados en las super�cies con�nantes, V1 = 0 V y VN = V0 V, se trata pues de condiciones de contorno tipo
Dirichlet. Puede verse que la ecuación es lineal en V .

3.2.2. Caso bidimensional

La ecuación más general (2.27), se aproxima a segundo orden con la ecuación en diferencias

a1j,k(Vj−1,k − 2Vj,k + Vj+1,k) + a2j,k(Vj,k−1 − 2Vj,k + Vj,k+1)

+a3j,k (Vj+1,k+1 − Vj−1,k+1 − Vj+1,k−1 + Vj−1,k−1) + a4j,k(Vj+1,k − Vj−1,k)

+a5j,k(Vj,k+1 − Vj,k−1) = 0, (3.7)

con

a1j,k =
1

∆x2
(
ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θj,k

)
,

a2j,k =
1

∆y2
(
ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θj,k sin

2 φj,k

)
,

a3j,k =
1

4∆x∆y
∆ϵ sin(2θj,k) sinφj,k,

a4j,k =
1

2∆x

(
∆ϵ

(
cos(2θj,k) sinφj,k

1

2∆y
(θj,k+1 − θj,k−1)

+ cos θj,k sin θj,k

(
cosφ

1

2∆y
(φj,k+1 − φj,k−1) +

2

∆x
(θj+1,k − θj−1,k)

)))
,

a5j,k =
1

2∆y

(
∆ϵ

((
cos2 θj,k sinφj,k − sin2 θj,k sinφj,k

) 1

2∆x
(θj+1,k − θj−1,k))

− sin(2θj,k) sin
2 φj,k

1

2∆y
(θj,k+1 − θj,k−1) + cos θj,k cosφj,k sin θj,k

1

2∆x
(φj+1,k − φj−1,k)

+ cos2 θj,k sin(2φj,k)
1

2∆y
(φj,k+1 − φj,k−1)

))
,

con 2 ≤ j ≤ N − 1 y 2 ≤ k ≤ M − 1. Puede verse que, mientras que las aproximaciones a1j,k , a2j,k y a3j,k son
puntuales, las demás, a4j,k y a5j,k , implican el cálculo aproximado de derivadas sobre las funciones angulares.
Reescribiendo (3.7) de manera más conveniente, se tiene

ANWj,k
Vj−1,k−1 +ANj,k

Vj,k−1 +ANEj,k
Vj+1,k−1

+AWj,k
Vj−1,k +APj,k

Vj,k +AEj,k
Vj+1,k

+ASWj,k
Vj−1,k+1 +ASj,k

Vj,k+1 +ASEj,k
Vj+1,k+1 = 0, (3.8)

con ANWj,k
= a3j,k , ANj,k

= a2j,k − a5j,k , ANEj,k
= −a3j,k , AWj,k

= a1j,k − a4j,k , APj,k
= −2a1j,k − 2a2j,k ,

AEj,k
= a1j,k + a4j,k , ASWj,k

= −a3j,k , ASj,k
= a2j,k + a5j,k , ASEj,k

= a3j,k . De esta manera se ve claramente
que el esquema en diferencias aquí presentado utiliza una molécula de nueve puntos, por lo que la matriz del
jacobiano correspondiente al método Newton-Raphson que se emplea para resolver este problema de acuerdo
con (3.2), tendrá nueve diagonales, cuyos valores serán precisamente los coe�cientes ANWj,k

, ANj,k
, ANEj,k

,
AWj,k

, APj,k
, AEj,k

, ASWj,k
, ASj,k

, ASEj,k
, pues éstos resultan ser las derivadas parciales del funcional con

respecto a cada una de las variables tal y como se aprecia en la ecuación (3.8).
El tratamiento del contorno en este problema admite varias versiones dependiendo del dispositivo en

cuestión que se pretenda simular. Vamos a separar pues dos casos distintos, el caso en el que se simula una
celda planar con electrodos continuos en las super�cies con�nantes y el caso en el que se emplean electrodos
discontinuos en una de las super�cies con�nantes para inducir guías de onda.
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Celdas planares con electrodos continuos

La �gura 2.3(a) re�eja esta situación. Puede verse que la continuidad de los electrodos superior e inferior
impone el empleo de una condición de frontera tipo Dirichlet en x = 0 y en x = d, que vendrá dada por
la tensión aplicada a cada electrodo, V1,k = 0 y VN,k = V0, ∀k, siendo V0 el valor de tensión aplicado al
electrodo superior.

En la otra dirección transversal, y, pueden emplearse condiciones de contorno periódicas si se pretende
simular un dispositivo de anchura in�nita. En este caso Vj,1 = Vj,N−1 y Vj,N = Vj,2 ∀j. Sin embargo pueden
emplearse también condiciones de frontera transparente si se pretende simular la �nitud en esa dirección
del dispositivo en cuestión. En la sección 3.5 se detalla la forma en la que incorporar estas condiciones de
contorno.

Celdas planares con electrodos discontinuos

Esta disposición admite distintas con�guraciones, dependiendo de cuántas discontinuidades tienen los
electrodos (normalmente representando voltajes distintos tras cada una de las discontinuidades). Un ejemplo
está representado en la �gura 2.3(b). Otra posibilidad sería la complementaria de la �gura 3.13, en la que
el electrodo superior se sitúa donde está el hueco y el resto de zona de contacto con la super�cie con�nante
superior no dispone de electrodo. Obviamente hay muchísimas más posibilidades. En cualquier caso, la
diferencia de tratamiento del contorno estribará siempre en lo que ocurre en la super�cie del electrodo
discontinuo x = d. Una manera de representar genéricamente la condición de contorno en x = d en estos
casos es escribir

Vj,k = V0, j = N, k ∈ electrodo,

Vj,k = cN−1,kVj−1,k, j = N, k ∋ electrodo,

siendo esta última la condición de contorno transparente que será tratada más ampliamente en la sección 3.5.
Para el contorno en x = 0 tenemos una condición tipo Dirichlet ya que ahí se sitúa la referencia de potencial
V1,k = 0, ∀k.

La condición de contorno en la dirección transversal y tiene el mismo tratamiento que en el caso anterior
de electrodos continuos, bien se utilizan periódicas, bien condiciones transparentes.

3.3. Aproximación a las ecuaciones de propagación del campo óptico

En todos los casos se utiliza el MDF con aproximaciones centradas a los operadores diferenciales, come-
tiendo errores de segundo orden. En este apartado se aproximan tanto ecuaciones de evolución, i.e. problemas
de valor inicial (PVI), como ecuaciones elípticas o de campo. En el primer caso, conocida una semilla para
el campo óptico, estamos interesados en conocer como evoluciona sometida a la ecuación de propagación
correspondiente. En el segundo caso, trabajamos con BVP que de�nen las propiedades ópticas del medio de
propagación en cada sección transversal de la evolución del campo óptico, o los modos de propagación del
mismo. Al emplear diferencias centradas tanto de las variables transversales como en la variable de evolución,
la discretización de PVI conduce a la obtención de esquemas implícitos que producen sistemas de ecuaciones
lineales.
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3.3.1. Modelos 1+1D

Propagación con anisotropía en el plano XZ

La aproximación por diferencias centradas de la ecuación (2.44), conduce al esquema

2ı∆ϵ sin(2θnj )
1

2∆x∆z
(hn+1

yj+1
− hn+1

yj−1
− hnyj+1

+ hnyj−1
)

+
(
2k(2ϵ⊥ +∆ϵ) + 2∆ϵ cos(2θnj )

(
k +

ı

2∆x
(θj+1 − θj−1)

)) 1

∆z
(hn+1

yj − hnyj )

=

(
ık2(2ϵ⊥ +∆ϵ) + ık∆ϵ cos(2θj)

(
k +

2ı

2∆x
(θj+1 − θj−1)

)
− 2ıωω0µ0ϵ⊥(ϵ⊥ +∆ϵ)

)
1

2
(hn+1

yj + hnyj )

−2∆ϵ sin(2θj)
(
k +

ı

2∆x
(θj+1 − θj−1)

) 1

2

(
hn+1
yj+1

− hn+1
yj−1

2∆x
+

hnyj+1
− hnyj−1

2∆x

)
+(ı∆ϵ cos(2θj)− ı(2ϵ⊥ +∆ϵ))

1

2∆x2

(
hn+1
yj+1

− 2hn+1
yj + hn+1

yj−1
+ hnyj+1

− 2hnyj + hnyj−1

)
.

Este sistema de ecuaciones tiene una matriz de coe�cientes tridiagonal, que queda más claro si reescribimos
su miembro izquierdo de la forma[

∆ϵ sin(2θnj )

∆x∆z
+

1

4∆x

(
∆ϵ sin(2θnj )

∆x
(θnj+1 − θnj−1)− 2ık∆ϵ sin(2θnj )

)
− 1

2∆x2
(
2ϵ⊥ +∆ϵ(1− cos(2θnj ))

)]
hn+1
yj−1

+

[
1

∆z

(
4ıkϵ⊥ + 2∆ϵ

(
2ık cos2(θnj )−

cos(2θnj )

2∆x
(θnj+1 − θnj−1)

))
− ϵ⊥ωω0µ0(ϵ⊥ +∆ϵ)

(
−1 + 2kϵ⊥ +∆ϵ

(
k + cos(2θnj ) + ı

cos(2θnj )

∆x
(θnj+1 − θnj−1)

))
+

1

∆x2
(
2ϵ⊥ +∆ϵ

(
1− cos(2θnj )

))]
hn+1
yj

+

[
−
∆ϵ sin(2θnj )

∆x∆z
− 1

4∆x

(
∆ϵ sin(2θnj )

∆x
(θnj+1 − θnj−1)− 2ık∆ϵ sin(2θnj )

)
− 1

2∆x2
(
2ϵ⊥ +∆ϵ(1− cos(2θnj ))

)]
hn+1
yj+1

,

y de igual forma su miembro derecho, donde aparecen los valores de la función en el paso n∆z conocido, se
escribe [

∆ϵ sin(2θnj )

∆x∆z
− 1

4∆x

(
∆ϵ sin(2θnj )

∆x
(θnj+1 − θnj−1)− 2ık∆ϵ sin(2θnj )

)
+

1
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(
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+
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1

∆z

(
4ıkϵ⊥ + 2∆ϵ

(
2ık cos2(θnj )−
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2∆x
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+ ϵ⊥ωω0µ0(ϵ⊥ +∆ϵ)

(
−1 + 2kϵ⊥ +∆ϵ

(
k + cos(2θnj ) + ı
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∆x
(θnj+1 − θnj−1)

))
− 1
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(
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(
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+

[
−
∆ϵ sin(2θnj )

∆x∆z
+

1

4∆x

(
∆ϵ sin(2θnj )

∆x
(θnj+1 − θnj−1)− 2ık∆ϵ sin(2θnj )

)
− 1

2∆x2
(
2ϵ⊥ +∆ϵ(1− cos(2θnj ))

)]
hnyj+1

,
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válido para 2 ≤ j ≤ N−1 y n ≥ 1, con la condición inicial conocida h1yj ,∀j. Las condiciones de contorno son,
en todo caso, de tipo Dirichlet, dado que el régimen de paraxialidad en que se trata la propagación óptica
impone la re�exión total interna en la interacción del campo óptico con la frontera. Así pues se tiene que
hny1 = hnyN = 0, ∀n.

Una vez calculada la envolvente del campo hy, puede obtenerse el campo totalHy(x, z) = hy(x, z) exp(−ıkz)
y con éste calcular los campos totales Ex(x, z) y Ez(x, z) haciendo uso de las ecuaciones (2.42) y (2.43). La
aproximación numérica de estas ecuaciones, detallando la forma de las distintas componentes del tensor
dieléctrico, resulta

Exj,k
= − ı

ϵ⊥ω0(ϵ⊥ +∆ϵ)

(
(ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ)

Hyj,k+1
−Hyj,k−1

2∆z
+ sin θ

Hyj+1,k
−Hyj−1,k

2∆x

)
,

Ezj,k =
ı

ϵ⊥ω0(ϵ⊥ +∆ϵ)

(
∆ϵ sin θ cos θ

Hyj,k+1
−Hyj,k−1

2∆z
+ (ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ)

Hyj+1,k
−Hyj−1,k

2∆x

)
,

para 2 ≤ j ≤ N − 1 y 2 ≤ k ≤ M − 1.

Propagación paraxial escalar de la envolvente del campo óptico

En este caso el empleo de aproximaciones centradas a los operadores diferenciales en la ecuación (2.46)
conduce al esquema más utilizado en la aproximación de la ecuación de Schrödinger, el esquema de Crank-
Nicolson. Se emplean aproximaciones centradas en el nodo j∆x, (n+1/2)∆z. La aproximación de la derivada
segunda espacial en el nodo (n + 1/2)∆z obliga a tomar el promedio de las aproximaciones centradas en

n∆z y (n + 1)∆z, de modo similar a lo que ocurre al representar el nodo A
n+1/2
j a través del promedio de

los valores en los nodos adyacentes An
j y An+1

j . Se trata de un esquema implícito incondicionalmente estable
y tiene la forma

2ık0n0

An+1
j −An

j

∆z
=
1

2

(
An+1

j+1 − 2An+1
j +An+1

j−1

∆x2
+

An
j+1 − 2An

j +An
j−1

∆x2

)
+k20

(
ϵj − n2

0

) 1
2
(An+1

j +An
j ), (3.9)

o también, tras reagrupar a cada lado del igual valores conocidos de incógnitas,

An+1
j+1+

(
−2− 4ık0n0

∆x2

∆z
+ k20∆x2(ϵj − n2

0)

)
An+1

j +An+1
j−1 =

−An
j+1 +

(
2− 4ık0n0

∆x2

∆z
− k20∆x2(ϵj − n2

0)

)
An

j −An
j−1.

La forma matricial resultaría
α1 1 0 · · · 0
1 α2 1 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · αN−1

 ·


An+1

1

An+1
2

An+1
3
...

An+1
N−1

 =


β1 −1 0 · · · 0
−1 β2 −1 · · · 0
0 −1 β3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · βN−1

 ·


An

1

An
2

An
3
...

An
N−1

 ,

siendo αj = −2− 4ık0n0
∆x2

∆z + k20∆x2(ϵj − n2
0) y βj = 2− 4ık0n0

∆x2

∆z − k20∆x2(ϵj − n2
0). La condición inicial

impondría un valor conocido para A1
j ∀j y las condiciones de contorno tipo Dirichlet establecen An

1 = 0 y
An

N = 0, ∀n.

3.3.2. Modelo 2D

La discretización de la ecuación (2.56) utilizando aproximaciones centradas resulta

a1j,k(Hzj−1,k
− 2Hzj,k +Hzj+1,k

) + a2j,k(Hzj,k−1
− 2Hzj,k +Hzj,k+1

)

+a3j,k
(
Hzj+1,k+1 −Hzj−1,k+1

−Hzj+1,k−1
+Hzj−1,k−1

)
+ a4j,k(Hzj+1,k

−Hzj−1,k
)

+a5j,k(Hzj,k+1
−Hzj,k−1

) + a6j,kHzj,k = 0, (3.10)
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con

a1j,k =
4

∆x2
[
4ϵ2⊥ + (5− 3 cos(2θj,k)− 2 cos2 θj,k cos(2φj,k))ϵ⊥∆ϵ

+∆ϵ2(4 sin4 θj,k + sin2(2θj,k) sin
2 φj,k)

]
,

a2j,k =
4

∆y2
[
4ϵ2⊥ − 4ϵ⊥∆ϵ(−1 + cos2 θj,k cos(2φj,k)) + ∆ϵ2 sin2 φj,k

(
sin2(2θj,k)

+4 cos4 θj,k sin
2 φj,k

)]
,

a3j,k =
1

4∆x∆y
16∆ϵ sinφj,k

[
ϵ⊥ sin(2θj,k) + 2∆ϵ cos θj,k sin θj,k

(
sin2 θj,k

+cos2 θj,k sin
2 φj,k

)]
,

a4j,k =
1

2∆x
2∆ϵ

[
4ϵ⊥

[
2 cos(2θj,k) sinφj,k

θj,k+1 − θj,k−1

2∆y

+sin(2θj,k)

(
cosφj,k

φj,k+1 − φj,k−1

2∆y
+ 2 sin2 φj,k

θj+1,k − θj−1,k

2∆x

)
−2 cos2 θj,k sin 2φj,k

φj+1,k − φj−1,k

2∆x

]
−∆ϵ

[[
(1− 7 cos(2θj,k)) sinφj,k + 2 cos2 θj,k sin(3φj,k)

] θj,k+1 − θj,k−1

2∆y

+8 cos θj,k cosφj,k sin θj,k(− sin2 θj,k + cos2 θj,k sin
2 φj,k)

φj,k+1 − φj,k−1

2∆y

+ 2 sin(2θj,k)

[
−4 sin2 φj,k

θj+1,k − θj−1,k

2∆x
+ sin(2θj,k) sin(2φj,k)

φj+1,k − φj−1,k

2∆x

]]]
,

a5j,k =
1

2∆y
2∆ϵ

[
ϵ⊥

[
8 cos(2θj,k) sinφj,k

θj+1,k − θj−1,k

2∆x

+4 sin(2θj,k)

(
−2

θj,k+1 − θj,k−1

2∆y
+ cosφj,k

φj+1,k − φj−1,k

2∆x

)]
+
1

2
∆ϵ

[
−16 sin(2θj,k) sin

2 φj,k
θj,k+1 − θj,k−1

2∆y
+ 4 sin2(2θj,k) sin(2φj,k)

φj,k+1 − φj,k−1

2∆y

+2(−1 + 3 cos(2θj,k)− 2 cos2 θj,k cos(2φj,k))

(
2 sinφj,k

θj+1,k − θj−1,k

2∆x

− cosφj,k sin(2θj,k)
φj+1,k − φj−1,k

2∆x

)]]
,

a6j,k = 16ω2µ0ϵ0ϵ⊥
(
ϵ⊥ +∆ϵ(sin2 θj,k + cos2 θj,k sin

2 φj,k)
)2

,

y 2 ≤ j ≤ N − 1, 2 ≤ k ≤ M − 1. Es importante recordar en esta implementación que las condiciones
de contorno deberán implementarse sobre la función Hzj,k pero también sobre las funciones θj,k y φj,k que
aparecen, junto con sus derivadas, en los coe�cientes de esta ecuación en diferencias. Para los campos ópticos
se tendrán condiciones tipo Dirichlet en todas las fronteras (igualando a cero los campos) mientras que para
las distribuciones angulares se tendrán las condiciones de contorno que correspondan y que se han explicado
con anterioridad en las subsecciones correspondientes.

Teniendo la solución para el campo Hzj,k , pueden calcularse los campos totales Ex(x, z) y Ey(x, z) ha-
ciendo uso de las ecuaciones (2.54) y (2.55). La aproximación numérica de estas ecuaciones, detallando la
forma de las distintas componentes del tensor dieléctrico, resulta

Exj,k
=

ı
(
(ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θj,k sin

2 φj,k)
Hzj,k+1

−Hzj,k−1

2∆y +∆ϵ cos θj,k sin θj,k sinφj,k
Hzj+1,k

−Hzj−1,k

2∆x

)
ωϵ0

[
∆ϵ2 cos2 θj,k sin

2 θj,k sin
2 φj,k − (ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θj,k)(ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θj,k sin

2 φj,k)
] ,

Eyj,k = −
ı
(
∆ϵ cos θj,k sin θj,k sinφj,k

Hzj,k+1
−Hzj,k−1

2∆y + (ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θj,k)
Hzj+1,k

−Hzj−1,k

2∆x

)
ωϵ0

[
∆ϵ2 cos2 θj,k sin

2 θj,k sin
2 φj,k − (ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θj,k)(ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θj,k sin

2 φj,k)
] ,

para 2 ≤ j ≤ N − 1 y 2 ≤ k ≤ M − 1.
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3.3.3. Modelo 2+1D

La manera más natural de aproximar la ecuación (2.57) es aplicar la misma discretización que en la
ecuación (2.46), con un esquema Crank-Nicolson que aproxima a segundo orden la ecuación diferencial en el
nodo j∆x, k∆y, (n+ 1/2)∆z. Este esquema resulta

2ık0n0

An+1
j,k −An

j,k

∆z
=
1

2

(
An+1

j+1,k − 2An+1
j,k +An+1

j−1,k

∆x2
+

An
j+1,k − 2An

j,k +An
j−1,k

∆x2

+
An+1

j,k+1 − 2An+1
j,k +An+1

j,k−1

∆y2
+

An
j,k+1 − 2An

j,k +An
j,k−1

∆y2

)
+ k20

(
ϵj,k − n2

0

) 1
2
(An+1

j,k +An
j,k), (3.11)

o, también,

aWAn+1
j−1,k + aNAn+1

j,k−1+aPA
n+1
j,k + aEA

n+1
j+1,k + aSA

n+1
j,k+1

=bWAn
j−1,k + bNAn

j,k−1 + bPA
n
j,k + bEA

n
j+1,k + bSA

n
j,k+1,

con los coe�cientes

aW = 1, aE = 1, bW = 1, bE = 1,

aN = 1, aS = 1, bN = 1, bS = 1,

aP = 4ık0n0
∆x2∆y2

∆z
+ 4−∆x2∆y2k20(ϵj,k − n2

0),

bP = 4ık0n0
∆x2∆y2

∆z
− 4 + ∆x2∆y2k20(ϵj,k − n2

0).

La condición inicial vendrá dada por A1
j,k, conocida, mientras que las condiciones de contorno serán de tipo

Dirichlet, anulándose el valor de la envolvente en las fronteras, entendiendo que el régimen paraxial impone
una re�exión total interna en las fronteras, teniendo allí una interfase cualquiera, bien sea con el aire o con
otro dieléctrico con�nante del cristal líquido.

Sin embargo, este esquema es algo costoso computacionalmente, pues al tratarse de un problema bidi-
mensional los tamaños de matriz que se manejan son del orden del cuadrado de las que se manejan en
el caso unidimensional. Además las matrices de coe�cientes que se forman tienen cinco diagonales no nu-
las, la discretización propia del operador laplaciano bidimensional. Esto hace que su inversión, de cara a la
resolución del sistema de ecuaciones sea mucho más costosa que en el caso en el que fueran tridiagonales.
Sería deseable conseguir un esquema bidimensional con estas propiedades de error y estabilidad que utilizara
matrices tridiagonales. Esto puede conseguirse mediante una aproximación particular. Las diagonales que
no deseamos provienen del operador en diferencias para la derivada segunda en una de las dos variables
espaciales. Dependiendo del orden de las incógnitas se podrá situar δ2x o δ2y en la tridiagonal principal, pero
siempre tendremos otras dos diagonales para la otra variable. Este problema se soluciona si aproximamos
uno de esos dos operadores en diferencias para la derivada segunda en el instante (n+ 1)△t, desconocido, y
el otro en el instante n△t, conocido. De esta manera hacemos aproximación implícita a una de las variables
espaciales y explícita a la otra. Esta �losofía conduce a esquemas en diferencias �nitas llamados semimplícitos
o esquemas implícitos de dirección alternada (ADI).

El esquema en diferencias �nitas de Peaceman-Rachford plantea un método de resolución en dos pasos, tal
como se expone en [147]1, por lo que en ocasiones se conocen estos, como esquemas de paso dividido. Primero
plantea la ecuación en diferencias correspondiente a la aproximación de la ecuación diferencial alrededor del

1Tomamos de esta referencia la notación para los operadores en diferencias que usamos a continuación:

δ2p representa el operador en diferencias centradas de segundo orden utilizado para discretizar la derivada segunda en la

variable p, y aplicado en el nodo j viene dado por Aj−1 − 2Aj +Aj+1.

δ+p representa el operador en diferencias lateral posterior de primer orden para discretizar la derivada primera en la

variable p y aplicado en el nodo j se expresa como Aj+1 −Aj .
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punto (j∆x, k∆y, n∆z) con pasos ∆x, ∆y y ∆z
2 . Utiliza aproximación lateral posterior para la derivada

primera en z y aproximaciones centradas para las derivadas espaciales transversales, tomando δ2x en el paso
n + 1/2 (aproximación implícita) y δ2y en el instante n. Partiendo de la ecuación (2.57), y realizando las
aproximaciones mencionadas tenemos

2ık0n0

∆z/2
δ+z A

n
j,k =

δ2x
∆x2

A
n+1/2
j,k +

δ2y
∆y2

An
j,k +

k20(ϵj,k − n2
0)

2
(A

n+1/2
j,k +An

j,k),

o también (
1− αxδ

2
x −

βj,k
2

)
A

n+1/2
j,k =

(
1 + αyδ

2
y +

βj,k
2

)
An

j,k, (3.12)

con αx = ∆z
4ık0n0∆x2 , αy = ∆z

4ık0n0∆y2
y βj,k =

∆zk20(ϵj,k−n2
0)

4ık0n0
. Ahora, empleando las mismas aproximaciones

pero esta vez alrededor del punto (j∆x, k∆y, (n+ 1/2)∆z), tomando δ2x en el paso (n+ 1/2)∆z (explícita)
y δ2y en n∆z (implícita), se tiene(

1− αyδ
2
y −

βj,k
2

)
An+1

j,k =

(
1 + αxδ

2
x +

βj,k
2

)
A

n+1/2
j,k . (3.13)

Las ecuaciones (3.12) y (3.13) constituyen el esquema de Peaceman-Rachford bidimensional que, como puede
verse, se resuelve en dos pasos, cada uno de los cuales implica la resolución de un sistema de (N − 2)(M − 2)
ecuaciones lineales tridiagonal. Cada uno de estos sistemas se puede subdividir en la resolución de (M − 2)
sistemas de (N − 2) ecuaciones lineales con matrices tridiagonales. Esto supone la resolución de un sistema
de ecuaciones para cada valor de k, con lo cual se mejora la velocidad de cálculo al reducir el tamaño de
las matrices tridiagonales de nuestro sistema un orden de magnitud. A cambio deben resolverse muchos
más sistemas de ecuaciones tridiagonales, pese a lo que sigue siendo rentable en términos computacionales.
Desarrollando las ecuaciones en diferencias (3.12) y (3.13), se tiene

−αxA
n+1/2
j−1,k + (1 + 2αx−βj,k/2)A

n+1/2
j,k − αxA

n+1/2
j,k

=αyA
n
j−1,k + (1− 2αy + βj,k/2)A

n
j,k + αyA

n
j,k, (3.14)

−αyA
n+1
j−1,k + (1 + 2αy−βj,k/2)A

n+1
j,k − αyA

n+1
j,k

=αxA
n+1/2
j−1,k + (1− 2αx + βj,k/2)A

n+1/2
j,k + αxA

n+1/2
j,k . (3.15)

Esta última ecuación, aunque conduce a un sistema de ecuaciones tridiagonal, requiere de un reordenamiento
de los valores del vector incógnita An+1

j,k , ya que, con el ordenamiento que se mantenía hasta el momento, se
tenían los valores consecutivos en el índice j y no en el índice k, con lo que esta matriz tridiagonal tendría
la supradiagonal y la subdiagonal distantes a (N − 2) columnas a la izquierda y a la derecha. Para conseguir
obtener la tridiagonal principal, se hace un reordenamiento en el que los valores consecutivos del vector de
incógnitas se corresponden a subíndices k consecutivos.

3.4. Acoplamiento numérico iterativo de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales no lineales

Como ya se ha presentado en el capítulo 2, la propagación del campo electromagnético en un cristal
líquido es no lineal debido al acoplo efectivo de la dinámica orientacional de las moléculas de cristal líquido
con la propagación del campo. Esto se debe a que los campos eléctricos, bien sean de origen externo (a través
de electrodos) bien sean campos ópticos que se propagan por el medio, modi�can la posición molecular del
cristal líquido nemático, dado el carácter polar de sus moléculas. De esta manera se modi�can las propiedades
ópticas del medio de propagación, lo cual in�uye a su vez sobre el propio campo óptico propagante que, al
mismo tiempo, afectará de nuevo a la posición molecular. Una tabla resumen de esta interacción de las
soluciones puede apreciarse en la �gura 3.1. Esta realimentación hace aparecer una no linealidad efectiva
cuando se acoplan las ecuaciones de orientación y propagación. Nótese que, originalmente, la ecuación de
propagación del campo electromagnético es lineal.
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Figura 3.1: Realimentación de las soluciones de cada ecuación diferencial.

3.4.1. Bucles iterativos acoplados

Existen varias maneras de realizar este acoplo. La directa es solucionar el sistema de ecuaciones acoplado
directamente, a través de un método iterativo que contemple todas las ecuaciones involucradas. La com-
plejidad de este tipo de problemas en el que existen diferentes ecuaciones diferenciales acopladas tratando
de converger a la vez es la elección correcta de la semilla, que determinará críticamente la convergencia del
método iterativo. Además, para un tamaño de paso dado, el problema se hace computacionalmente más
complejo al intentar resolverlo conjuntamente. Es por estos motivos por lo que se decide en esta tesis resolver
cada una de las ecuaciones diferenciales por separado y realimentar las soluciones en un método iterativo
hasta alcanzar convergencia de la solución. Este método ha sido empleado con éxito en otros trabajos [146],
lo cual nos motiva a emplearlo en este contexto.

Esquema iterativo de acoplo

En la �gura 3.2 puede apreciarse el esquema iterativo que conduce a la obtención de una solución au-
toconsistente para los campos eléctrico y óptico y las distribuciones angulares del cabeceo y la torsión. Se
parte de una semilla para cada una de las funciones que se pretende obtener. Con la semilla del ángulo de
cabeceo se resuelve de manera iterativa, por método tipo Newton-Raphson (NR) la ecuación correspondiente
((3.1) para el caso unidimensional o (3.3) para el caso bidimensional). Para transmitir una idea del coste
computacional que tiene este método de acoplo iterativo, vamos a dar valores genéricos al número de itera-
ciones de cada código. Más tarde, en la subsección 3.4.2 matizaremos más datos del número de iteraciones y
coste computacional exacto. Suponemos pues que el número de iteraciones del NR para el código del ángulo
de cabeceo es N . Con la solución del ángulo de cabeceo que acaba de obtenerse y la semilla del ángulo de
torsión que se había supuesto inicialmente, resolvemos iterativamente el NR del ángulo de torsión (ecuación
(3.4)) iterando, pongamos, L veces. Una vez tenemos la solución para el ángulo de torsión debemos utilizarla
para volver a calcular el ángulo de cabeceo, pues modi�ca aquella ecuación diferencial. Eso implica volver
a calcular el NR del ángulo de cabeceo y el de torsión. Así se establece un bucle iterativo entre los ángulos
de cabeceo y torsión que termina cuando tanto el uno como el otro apenas experimentan cambios tras ser
realimentados de este modo.

Supongamos que hemos iterado el bucle completo K veces. Tenemos pues una solución autoconsistente
del problema de orientación del director tras resolver K ·L ·N) problemas. Por supuesto éste es un valor de
la cota superior sobre los problemas resueltos, ya que es de esperar que conforme el bucle iterativo converja
tanto el número de iteraciones del ángulo de cabeceo N como las del ángulo de torsión L vayan disminuyendo.
Con la solución para θ(x, y) y φ(x, y) nos calculamos la distribución del campo eléctrico bidimensional (con
la ecuación (3.10) en el caso bidimensional o (3.5)2 en el caso unidimensional). Como este campo eléctrico
afecta a las ecuaciones diferenciales del problema orientacional, se hace necesario volver a calcular todo el
bucle otra vez, esto es, resolver otros K ·L ·N problemas (como máximo). Así se forma un segundo bucle que
contiene al primero y que tiene por objeto alcanzar la solución autoconsistente del campo eléctrico con el
problema de orientación molecular. Suponiendo que este bucle itere M veces, habremos resuelto M ·K ·L ·N
problemas. Hasta aquí se ha resuelto el problema estático de obtención de la solución autoconsistente del
campo eléctrico y el problema orientacional; ahora debemos utilizar esa información sobre las propiedades
ópticas del medio para propagar el campo óptico. Para esto utilizamos toda esta información para resolver un
paso de la ecuación de propagación del campo óptico (ecuación (3.9) para el caso unidimensional y ecuación
(3.11) para el caso bidimensional, siempre en condiciones de paraxialidad y escalaridad).

2Nótese que en el caso unidimensional la obtención del campo eléctrico externo no se realiza mediante un método iterativo

sino mediante una integral numérica con mucho menor coste computacional.
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Figura 3.2: Diagrama de bloques del algoritmo de acoplo iteratio de la solución.

Llegados a este punto ocurre que el campo óptico vuelve a modi�car todo lo calculado anteriormente. Con
lo que es necesario recalcularlo todo de nuevo. Así se forma un tercer bucle que contiene a su vez los otros dos
y que nos permite obtener la solución autoconsistente de todos los campos y todos los ángulos para un paso
de propagación. Es decir, que suponiendo que este tercer bucle se realice P veces, el número de problemas
resueltos será P ·M ·K · L · N por cada paso de propagación. Si, además, estamos interesados en resolver
unos 105 pasos de propagación, que es una cantidad usual en problemas de propagación, el número total de
problemas bidimensionales a resolver numéricamente serían aproximadamente 105P · M · K · L · N , como
mucho. Es necesario hacer notar que, montado de esta manera el bucle iterativo conjunto, se está utilizando
la información de propiedades del medio en el paso n∆z para obtener el campo en el paso siguiente (n+1)∆z,
no teniendo en cuenta entonces el valor real de las propiedades del medio en ese paso. Lo que se hace para
resolver este problema es realimentar todo el problema estático de cálculo autoconsistente del campo eléctrico
y problema orientacional con el campo óptico en el nodo (n+1/2)∆z, obtenido como promedio de los campos
ópticos en los nodos n∆z y (n+ 1)∆z, tal y como se hace en [148].
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Figura 3.3: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el problema de distribución de campo eléctrico bidimensional. Cada curva se corresponde con una iteración
externa con el problema de orientación molecular.

3.4.2. Número de problemas del acoplamiento completo

Los cálculos realizados en esta subsección se han llevado a cabo con un Pentium Corei7 965, con 8 núcleos,
a 3.06 GHz cada uno y 12 GB de memoria RAM, bajo sistema operativo Windows 7 y versión de Matlab
2009b, sin compilar.

En esta subsección queremos presentar una idea cuantitativa de la cantidad de problemas que es necesario
resolver para alcanzar una solución autoconsistente de la propagación de campo óptico en el caso más general
de los que planteamos y cuya solución iterativa se alcanza tal y como se ha explicado en la subsección 3.4.1.
En primer lugar estudiamos cómo converge a la solución cada uno de los problemas y qué criterios de parada
consideramos oportunos en cada caso. Después presentamos la convergencia de los acoplos físicos, esto es, los
bucles iterativos que buscan autoconsistencia de dos o más soluciones. Finalmente se proporciona un estudio
cuantitativo del coste computacional necesario para resolver el problema no lineal totalmente acoplado.

Modelo 2+1D. Cabeceo y torsión

Para hacer este estudio numérico elegimos un problema su�cientemente complejo como para ser rep-
resentativo del funcionamiento completo de los esquemas iterativos acoplados necesarios para alcanzar la
solución autoconsistente que buscamos. Resolvemos pues la propagación no lineal de un campo óptico en
propagación lateral sobre un dispositivo como el de la �gura 2.3(b) considerando la afectación de los ángu-
los de cabeceo y torsión que, juntos, de�nen la posición del director. Para ello utilizaremos los siguientes
parámetros de�nitorios de las fronteras correspondientes: V0 = 1 V, θ0 = 2o. En las fronteras de los tres
problemas en la dirección y se implementan condiciones periódicas. En cuanto a la frontera en la dirección x,
los dos problemas angulares utilizan condiciones tipo Dirichlet. Se utiliza la norma de frobenius para evaluar
la magnitud de los errores de convergencia de los métodos iterativos, estableciendo en todos los casos una
tolerancia de la precisión de máquina (2.22× 10−16). El uso de la frontera transparente en los códigos para
resolver el ángulo de torsión tiene una fuerte implicación sobre el error �nal alcanzado por el método, que se
sitúa en el entorno de 10−5, dado que se heredan los errores de la interpolación empleada para el cálculo de
la frontera.

La ecuación (2.27) se resuelve mediante un método Newton-Raphson (NR) que, en el caso de conocer el
jacobiano del funcional de�nitorio del problema de manera analítica, tiene convergencia cuadrática asegurada
[196]. Nosotros no conocemos la expresión analítica del jacobiano, por lo que éste está aproximado por
diferencias �nitas como se explica en la sección 3.2. Este problema resulta converger muy rápidamente a la
solución a precisión de máquina. De hecho bastan unas pocas iteraciones para alcanzar la solución a precisión
de máquina (ϵ = 2.2204 × 10−16) como puede verse en la �gura 3.3. En la misma grá�ca se muestran una
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Figura 3.4: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el ángulo de cabeceo. Cada curva se corresponde con una iteración externa con el problema de orientación
molecular. A la izquierda se muestra el caso para la primera iteración autoconsistente entre las funciones
angulares y el campo eléctrico y a la derecha se muestra la iteración segunda.
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Figura 3.5: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones internas del Newton Raphson para
el ángulo de torsión. Cada curva se corresponde con una iteración externa con el problema de orientación
molecular. A la izquierda se muestra el caso para la primera iteración autoconsistente entre las funciones
angulares y el campo eléctrico y a la derecha se muestra la iteración segunda.

familia de curvas, donde cada curva se corresponde con las iteraciones del NR para sucesivas iteraciones del
bucle autoconsistente con el problema angular. Se ha utilizado como semilla una distribución constante de
valor V0 para la primera iteración del bucle de autoconsistencia. Para el resto de iteraciones del bucle de
autoconsistencia se utiliza el valor de la solución en la iteración anterior. La convergencia, que en este caso
es muy rápida, no muestra mejoría signi�cativa por cambios de la semilla inicial, pese a haber probado con
super�cies lineales desde V = 0 V en x = 0 hasta V0 = 1 V en x = d, entre otras posibles semillas.

El bucle iterativo del NR de la ecuación (2.22) converge a precisión de máquina rápidamente, como puede
verse en la �gura 3.4 donde se muestra el logaritmo del error donde es más fácil apreciar la velocidad de
convergencia. El error �nal alcanzado es de 5.76 × 10−15. Se muestran las dos únicas iteraciones del bucle
autoconsistente E − θ − φ.

La ecuación (2.23) se resuelve también con un NR que se comporta de una manera muy similar al problema
del ángulo de cabeceo. Se pone un límite mínimo de iteraciones para no parar los bucles si el error sube en
las primeras iteraciones, cosa que es normal. De la misma manera que para el ángulo de cabeceo, mostramos
en la �gura 3.5 una familia de curvas que representa la evolución del logaritmo del error en cada una de las
iteraciones autoconsistentes de las dos ecuaciones diferenciales. El error �nal promedio es de 1.45× 10−16.

Hasta aquí hemos mostrado en todo momento como se comportan las iteraciones de los métodos NR para
cada una de las ecuaciones en distintos bucles de acoplo autoconsistente con otras funciones. En general,
se aprecia una convergencia muy rápida. Nótese que sólo se han mostrado dos iteraciones autoconsistentes
del problema de orientación con el problema eléctrico, pues este problema converge así de rápido. También
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Figura 3.6: Familia de curvas del logaritmo del error para las iteraciones de la autoconsistencia entre las
funciones angulares. Cada curva se corresponde con una iteración de la autoconsistencia del campo eléctrico
externo E con la solución autoconsistente encontrada para las funciones angulares. A la izquierda se muestra
el caso del ángulo de cabeceo y a la derecho el ángulo de torsión.
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Figura 3.7: Convergencia del campo eléctrico externo para sucesivos valores de las funciones angulares.

se han mostrado seis iteraciones para las iteraciones autoconsistentes de cada problema. Hay más de seis,
pero no se muestran todas para facilitar la lectura de las curvas, dado que no añaden información adicional,
pues prácticamente solapan sobre las curvas anteriores. Más adelante daremos una tabla con la cantidad de
iteraciones exacta de cada problema.

Ahora vamos a mostrar como se comportan los errores de los acoplamientos de autoconsistencia. Es decir,
como se comporta la convergencia del ángulo de cabeceo, por ejemplo, cuando se va actualizando su ecuación
diferencial con los nuevos valores del ángulo de torsión (que le afectan directamente). Y viceversa con el
ángulo de torsión.

La �gura 3.6 muestra como evoluciona el error de cada uno de los ángulos a través de las iteraciones
autoconsistentes del problema de orientación. Otra vez se muestran sólo seis iteraciones para facilitar la
lectura de las grá�cas. Puede verse como en ambos casos las soluciones convergen muy rápidamente y de
manera muy similar. El criterio de parada para el bucle de autoconsistencia de las dos funciones angulares
es que la suma de las normas frobenius de los dos errores (de cada una de las funciones angulares) sea menor
que la precisión de máquina. Del mismo modo que alcanzamos una solución autoconsistente de las funciones
angulares, alcanzamos también una solución autoconsistente para los problemas campo eléctrico/funciones
angulares. La convergencia de esta iteración autoconsistente se muestra en la �gura 3.7 para la primera
iteración de campo óptico. Tenemos una familia de curvas que representan las sucesivas iteraciones del
campo eléctrico con las funciones angulares. Sin embargo puede apreciarse que prácticamente la totalidad
de las curvas solapan entre sí, salvo las últimas iteraciones en las que el error se encuentra ya tan próximo
de la precisión de máquina que ocurren pequeñas desviaciones del error no signi�cativas.
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Figura 3.8: Convergencia del campo óptico para sucesivos valores de las funciones angulares.

Por último, existe también un acoplo autoconsistente entre el campo óptico y el resto de funciones que
ya han convergido a una solución auto consistente entre ellas. En este caso mostramos en la �gura 3.8 una
sola curva que se corresponde al error del campo óptico en las sucesivas iteraciones con el problema estático
que ya hemos descrito.

Hasta aquí hemos visto en qué manera converge cada uno de los problemas y a qué precisión. Llegados a
este punto se hace obvia la validez del acoplamiento en cuanto a la obtención de una solución autoconsistente
del problema. Investigado ya cualitativamente queremos ofrecer los datos sobre cantidad de problemas a
resolver en este acoplamiento. Para ello mostramos en varias tablas la cantidad de problemas que se están
resolviendo para ofrecer una visión cuantitativa del coste computacional del problema completo.

Iter. 1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a 11a

1a 9 9 7 6 6 5 6 8 5 5 5
2a 7 6 6 7 5 5 5 5 6 5 5
3a 6 6 10 5 7 5 5 7 5 6 6
4a 8 5 8 6 5 6 6 8 7 5 7
5a 8 7 5 5 9 5 5 5 6 6 5
6a 6 5 5 5 6 5 6 7 5
7a 6 5 8 5 5 6 6 5
8a 5 5 6 5 5 5 5
9a 6 7 5 5 6
10a 5 6 6 5
11a 5 5
12a 5

Número de iteraciones del NR para el ángulo de cabeceo en cada una de las iteraciones del bucle angular
(θ−φ), en las �las, y del bucle de autoconsistencia del problema angular con el campo eléctrico, en columnas.
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Iter. 1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a 11a

1a 6 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2a 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
3a 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
4a 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6
5a 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6a 5 5 5 5 5 5 5 5 5
7a 5 5 5 5 5 5 5 5
8a 5 5 5 5 5 5 5
9a 5 5 5 5 5
10a 5 5 5 5
11a 5 5
12a 5

3.5. Frontera transparente

La resolución numérica de una ecuación diferencial en derivadas parciales por diferencias �nitas implica
necesariamente la de�nición de un dominio discreto sobre el que se de�ne la función solución y la ecuación
en cuestión. Este dominio discreto es, naturalmente, �nito, ya que nuestra pretensión es resolver el valor de
la función en todos y cada uno de los puntos del dominio. Esta �nitud del dominio nos obliga a de�nir el
comportamiento de la solución en la frontera. Ocurre que la frontera �nita es un lastre derivado del uso de la
herramienta numérica, ya que en el problema original (la ecuación diferencial) no existía tal frontera al estar
de�nido sobre un dominio in�nito (todo ℜ, por ejemplo). Por tanto el comportamiento en la frontera de la
solución debe adecuarse a la realidad física, y ésta, en muchos casos, no consiste más que en continuar la
propia dinámica de la solución más allá de este dominio �nito, sin ningún tipo de interacción de la solución
con la frontera. Por tanto, sería deseable poder simular una frontera que no afectara a la dinámica de la
solución en absoluto, una frontera transparente, que permitiera que la solución la atravesara sin ninguna otra
consecuencia. Éste es el objetivo de las llamadas genéricamente, condiciones de contorno absorbentes o, en
ocasiones, condiciones de contorno transparentes, cuando la aproximación a la solución en el dominio �nito
es exacta. Por ejemplo, pueden encontrarse algunas condiciones de contorno transparentes para la ecuación
de ondas en [166, 167, 168, 169]. Ejemplos para otros problemas de evolución están expuestos en [170]. En
esta sección exponemos la derivación de la condición de Hadley en la que nos basamos, tal y como el autor
la presenta en sus artículos.

Se ha realizado una gran cantidad de esfuerzo a resolver este problema bajo diferentes puntos de vista
y en diferentes campos. Cuando una onda llega a la frontera numérica, en la que nosotros hemos impuesto
el valor de la función (condiciones de Dirichlet), la onda interacciona con ella generando una onda re�ejada
que regresa al interior del dominio numérico, lo cual es un efecto indeseado.

Puede emplearse un dominio computacional extendido arti�cialmente y aplicar una función de penali-
zación en la parte arti�cial del dominio para hacer decrecer la amplitud de la función en esa zona [171].
Aunque este planteamiento puede dar buenos resultados, tiene un elevado coste computacional debido a la
extensión arti�cial del dominio, sobre todo para dimensiones superiores (2 y 3). Una aproximación similar
fue desarrollada por Neuhauser y Baer [172] empleando una pequeña zona de potencial imaginaria en la zona
fronteriza del dominio. Otra manera de eliminar este rebote es situar una pared absorbente consistente (para
la ecuación que tratamos) en una zona del espacio en la que se de�ne un potencial V (x) imaginario, actuando
éste como un sumidero de materia, haciendo desaparecer así la función antes de que llegue a interaccionar
con la frontera numérica (ver [173]) aunque también genera re�exiones. Existen numerosos estudios sobre
cuáles deben ser los parámetros óptimos de esta pared absorbente para conseguir factores de re�exión y
transmisión adecuados.

3.5.1. Condición transparente de Hadley

En este subapartado se explica la idea que subyace bajo la de�nición de las condiciones absorbentes que
Ronald Hadley presenta en [187, 188]. Se va a presentar tal y como se presenta en [187] describiendo primero
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la expresión del �ujo a través del contorno tanto en el problema continuo como en el discreto para justi�car
la relevancia del parámetro que se emplea en la condición de contorno transparente.

Planteamiento físico

Partimos aquí del principio de continuidad que describe cuál es el �ujo de materia a través de la frontera.
En física cuántica, el módulo cuadrado de la función de onda representa la probabilidad de encontrar la
partícula en un punto del espacio en un instante de tiempo. Si calculamos la función ρ como

ρ =

∫ b

a
|Ψ(x, t)|2dx =

∫ b

a
Ψ∗(x, t) ·Ψ(x, t)dx, (3.16)

tenemos la probabilidad de tener materia a lo largo de nuestro dominio espacial. En un pozo in�nito en el
que la materia queda con�nada en su interior, esta cantidad debe ser constante. Sin embargo, si nuestro
objetivo es implementar una frontera transparente la función no estará con�nada y existirá un �ujo saliente
de materia desde el interior al exterior. Para ver como queda de�nido este �ujo de materia a través de la
frontera, calculemos la derivada temporal de 3.16,

∂ρ

∂t
=

∫ b

a

(
∂Ψ∗

∂t
·Ψ+Ψ∗ · ∂Ψ

∂t

)
dx. (3.17)

Para calcular esta expresión utilicemos las dos variantes de la ecuación de Schrödinger (aplicando la ecuación
diferencial a la función incógnita y a su conjugada, como se hace en [197]) para sustituirlo y obtener

∂ρ

∂t
=

ı

h̄

∫ b

a

([
− h̄2

2m

∂2Ψ∗

∂x2
+ V (x)Ψ∗

]
·Ψ−Ψ∗ ·

[
− h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ

])
dx.

Los términos del potencial se anulan y tenemos

∂ρ

∂t
=

ıh̄

2m

∫ b

a

(
Ψ∗ · ∂

2Ψ

∂x2
−Ψ · ∂

2Ψ∗

∂x2

)
dx.

Pero el integrando del segundo miembro se puede convertir en una diferencial exacta(
Ψ∗ · ∂

2Ψ

∂x2
−Ψ · ∂

2Ψ∗

∂x2

)
=

∂

∂x

(
Ψ∗ · ∂Ψ

∂x
−Ψ · ∂Ψ

∗

∂x

)
,

de forma que la integral se puede calcular inmediatamente

∂ρ

∂t
=

ıh̄

2m

(
Ψ∗ · ∂Ψ

∂x
−Ψ · ∂Ψ

∗

∂x

)∣∣∣∣b
a

= Fb − Fa,

donde Fb representa el �ujo de energía saliente por la frontera derecha y Fa el �ujo entrante a través de la
frontera izquierda. Como el tratamiento de cada una de las fronteras es idéntico, centrémosnos en la frontera
derecha, por ejemplo.

La idea principal de las condiciones absorbentes de Hadley radica en la siguiente asunción: la solución en
las cercanías de la frontera obedece la relación Ψ = Ψ0 exp(ıkxx) donde Ψ0 y kx son constantes complejas
siendo kx desconocida. Bajo esta hipótesis, el �ujo de energía saliente se convierte en

Fb =
ıh̄

2m
(Ψ∗ıkxΨ−Ψ(−ıkx)Ψ

∗)

=
ıh̄

2m

(
ıkx
(
|Ψ(b)|2 + |Ψ(b)|2

))
,

Fb =
h̄

m
Real(kx)|Ψ(b)|2.

De este modo, en tanto que la parte real de kx sea positiva, la contribución al cambio global de energía a
través de esta frontera será siempre negativo, esto es, energía que sale de nuestro dominio numérico. Esta
propiedad de la ecuación diferencial de propagación se debe incorporar al modelo numérico. Puede verse que la
cantidad de energía saliente depende claramente de la cantidad kx. Si esta cantidad se elige adecuadamente
se puede conseguir minimizar el coe�ciente de re�exión. Según Hadley [187] la parte real de kx describe
variaciones en la fase cerca de la frontera, mientras que la parte imaginaria describe derivadas de la amplitud
del campo. A lo largo de la evolución ambas cantidades cambiarán, por lo que la elección del kx óptimo
pasará necesariamente por irlo adaptando a los nuevos valores de la función en cada paso.
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Ecuación de conservación en diferencias

Para chequear que podemos imponer en la frontera la anterior condición debemos comprobar que también
se cumple para el planteamiento discreto. Para ello, derivamos la ecuación de conservación en diferencias.
Partiendo del esquema Crank-Nicolson para la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para una
partícula libre, agrupamos los coe�cientes de manera que tengamos la unidad para los términos a la izquierda
del igual y tenemos

Ψn+1
j −Ψn+1

j =
ıh̄△t

4△x2

(
Ψn+1

j−1 − 2Ψn+1
j +Ψn+1

j+1 +Ψn
j−1 − 2Ψn

j +Ψn
j+1

)
. (3.18)

Multiplicando 3.18 por 1
2(Ψ

n+1∗
j +Ψn∗

j ), su compleja conjugada por 1
2(Ψ

n+1
j +Ψn

j ) y sumando los resultados
se obtiene la ecuación de conservación en diferencias

|Ψn+1
j |2 − |Ψn

j |2 =
α△t

1 + 4α△t
[
(
Ψn∗

j +Ψn+1∗
j

)
·
(
Ψn+1

j−1 +Ψn+1
j+1

)
+

+
(
Ψn∗

j +Ψn+1∗
j

)
·
(
Ψn

j−1 +Ψn
j+1

)
+ complejo conjugado], (3.19)

donde se ha empleado el coe�ciente α = ıh̄
8△x2 . Identi�cando el �ujo de energía como se hace en [189],

Fj+1 ≡ − α

1 + 4α

[(
Ψn∗

j +Ψn+1∗
j

)
·
(
Ψn+1

j−1 +Ψn+1
j+1

)
+
(
Ψn∗

j +Ψn+1∗
j

)
·
(
Ψn

j−1 +Ψn
j+1

)]
. (3.20)

Podemos escribir 3.19 de forma más concisa como

|Ψn+1
j |2 − |Ψn

j |2 = △t(Fj − Fj+1). (3.21)

Las ecuaciones 3.20 y 3.21 demuestran que el �ujo energético que sale de un nodo entra en el adyacente.
Sumando 3.21 para todos los nodos interiores, obtenemos (debido a las múltiples cancelaciones) la ecuación
del cambio neto en la energía a lo largo de la propagación

j=nx−1∑
j=1

(
|Ψn+1

j |2 − |Ψn
j |2
)
= △t(F1 − Fnx). (3.22)

Podemos ver que 3.22 es la versión discreta de 3.17 donde la energía total sólo cambia si alguno de los �ujos
energéticos a través de las fronteras es distinto de cero.

Cálculo adaptativo de kx. Implementación en el esquema en diferencias

Ya hemos visto pues que en la versión discreta sigue siendo cierto que el �ujo Fb también depende de kx,
en la forma comentada anteriormente. De manera que asumiendo la dependencia funcional de la solución en
forma exponencial en las cercanías de la frontera de nuestro dominio numérico,

Ψn
nx+1

Ψn
nx

=
Ψn

nx

Ψn
nx−1

= exp(ıkx△x),

donde hemos calculado la kx del cociente entre los nodos nx y nx− 1,

kx =
1

ı△x
ln

(
Ψnx

Ψnx−1

)
,

y la hemos impuesto para conocer el valor de la solución en el nodo de la frontera nx + 1 (teniendo nx
intervalos). Una vez asegurados de que la parte real de kx es positiva para asegurar �ujo energético saliente
de la frontera derecha, utilizamos ese valor para calcular el valor en el instante que estamos resolviendo

Ψn+1
nx+1 = Ψn+1

nx exp(ıkx△x).



3.5. FRONTERA TRANSPARENTE 63

De una manera más sencilla aunque algo menos física, podríamos plantear el mismo algoritmo pero esta vez
con un parámetro c más general que incluyera dentro el valor de k, de manera que,

Ψn
3

Ψn
2

=
Ψn

2

Ψn
1

= cizq,
Ψn

nx+1

Ψn
nx

=
Ψn

nx

Ψn
nx−1

= cder,

suponiendo este parámetro el cociente de dos valores consecutivos de la función. Así, el método consiste
en imponer esta condición en la ecuación en diferencias. Esto supone un cambio para las ecuaciones de
la frontera. Retomemos ahora la forma del esquema Crank-Nicolson, tras una reagrupación de términos
conveniente

Ψn+1
j−1 +

(
2ı△x2

△t
− 2−△x2Vj

)
Ψn+1

j +Ψn+1
j+1

= −Ψn
j−1 +

(
2ı△x2

△t
+ 2 +△x2Vj

)
Ψn

j +Ψn
j+1. (3.23)

Hagamos la agrupación αj =
2ı△x2

△t − 2 −△x2Vj y β = 2ı△x2

△t + 2 +△x2Vj . Considerando las equivalencias

Ψ0 = cizqΨ1 y Ψnx+1 =
Ψnx
cder

, se tiene

(α+ cizq)Ψ
n+1
1 +Ψn+1

2 = (β − cizq)Ψ
n
1 +Ψn

2 , (3.24)(
α+

1

cder

)
Ψn+1

nx−1 +Ψn+1
nx−2 =

(
β − 1

cder

)
Ψn

nx−1 −Ψn
nx−2, (3.25)

para las fronteras izquierda y derecha respectivamente. De este modo, el cálculo de la solución en cada
instante de tiempo pasa por la resolución de un sistema de nx − 1 ecuaciones lineal, donde la primera y la
última vienen dadas por 3.24 y 3.25, y las nx− 1 ecuaciones correspondientes a los nodos interiores son de
la forma 3.23.

Propuesta de mejora

En nuestras simulaciones, el paquete inicial es una campana gaussiana de la forma:

Ψ(j△x, 0) =
1√

σ
√
2π

exp(ıkxj) exp

(
−(xj − x0)

2

4σ2

)
(3.26)

Calculando para todo valor del subíndice espacial j los cocientes cj =
Ψj

Ψj+1
, tenemos una evolución

espacial que se muestra en la �gura 3.9. De todos estos valores, nosotros empleamos los dos valores extremos,
permitiéndonos predecir el valor en la frontera. Ahora bien, viendo la grá�ca de la izquierda de la misma
�gura, vemos que los valores extremos para los cocientes, según Hadley, son del mismo valor que los cocientes
adyacentes. De esta manera se ha roto la dependencia espacial de los cocientes (que, en de�nitiva, es una
dependencia espacial de la propia función) en la frontera. Lo normal es que se permita la continuidad de esta
dependencia espacial, por lo que nosotros empleamos una extrapolación de los valores de los cocientes para
predecir un valor más acertado para el valor del cociente en las fronteras, c0 y cnx. Esta extrapolación puede
apreciarse en la grá�ca de la derecha en la �gura 3.9.

Procediendo de este modo se consigue un menor valor del coe�ciente de re�exión, tal y como han de-
mostrado nuestros experimentos numéricos.

3.5.2. Condición de contorno transparente para el modelo de Oseen-Frank. Aplicación

a propagación de luz lateral en celdas de cristal líquido nemático planares

Las celdas de cristal líquido nemático (CLN) para propagación lateral de luz están atrayendo gran aten-
ción en los últimos años debido, entre otras razones, a su capacidad para formar guías de onda inducidas
recon�gurables. Pueden formarse haciendo uso de un campo eléctrico externo aplicado a unos electrodos
pegados a las super�cies con�nantes del cristal líquido [24] o a través del propio campo óptico propagante,
en cuyo caso suele referirse como guías autoinducidas por el haz [190]. Estas guías inducidas por solitones
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Figura 3.9: Evolución del valor absoluto del ratio cj .

pueden usarse para implementar dispositivos todo ópticos que se comporten como interruptores o como puer-
tas lógicas [191]. En las celdas planares pueden obtenerse conjuntos de guías de ondas por inducción eléctrica
externa, recon�gurables, en los que también pueden aparecer comportamientos de conmutación (switching)
óptica [108] así como breathers vectoriales [192]. Los dispositivos con electrodos discontinuos permiten in-
ducir guías de per�l gradual de índice de refracción externamente [193]. Al emplearse electrodos con distintos
voltajes, pueden afectarse las trayectorias de los solitones en el CLN y conseguir así direccionado de solitones
[194, 195].

La simulación sin aproximaciones de la propagación de un haz de luz en una celda de cristal líquido
nemático es un problema muy complejo e implica necesariamente un código de evolución óptico anisótropo
2D + 1 que tenga en cuenta la anisotropía transversal de las propiedades ópticas del cristal líquido al verse
afectado por los campos eléctricos. Además, en el caso en que existan varias componentes transversales del
campo eléctrico en el seno del cristal líquido (como ocurre con dispositivos de electrodos discontinuos bajo
tensión eléctrica), aparecen efectos vectoriales que no son despreciables, ya que el cristal líquido se deforma
de tal manera que afecta a la polarización de la luz, haciendo aparecer otras componentes transversales
del haz. Además, esto provoca una transferencia de energía óptica a otras componentes que no son guiadas,
perdiéndose energía en la componente solitónica, que es la interesante para manipular luz en estos dispositivos.
Para evitar estos problemas suelen hacerse ciertas aproximaciones y moverse en determinado régimen de
parámetros del dispositivo para conseguir buenas aproximaciones a los datos experimentales. Una de estas
aproximaciones es considerar únicamente movimiento de cabeceo de las moléculas de cristal líquido, obviando
la posible torsión que puedan inducir otras componentes del campo eléctrico. En dispositivos de electrodo
discontinuo como el de la �gura 2.3(b), esto no es cierto, si bien, en un régimen de voltajes pequeños en el
que la luz se mueva lejos de la frontera del electrodo, esta aproximación ofrece resultados satisfactorios.

Con respecto a las condiciones de contorno para el problema orientacional, suelen usarse condiciones tipo
Dirichlet que �jan el valor de las funciones angulares en la frontera con�nante (dirección x de la �gura 2.3(b)).
Este tratamiento es exacto en todos aquellos casos en los que el tratamiento experimental de las super�cies
con�nantes es tal que �jan la posición molecular del cristal líquido a través de diversas técnicas de tratamiento
super�cial. Sin embargo, también es posible experimentalmente dejar cierta libertad de movimiento a las
moléculas de cristal líquido, principalmente al movimiento paralelo al plano de la super�cie que es el ángulo
de torsión (permitir el ángulo de cabeceo en la super�cie con�nante no es posible, salvo para valores muy
pequeños). Es en este régimen en el que queremos mostrar, en esta misma subsección, el comportamiento
de la frontera transparente presentada en este capítulo, aplicada en esta ocasión a un código no óptico.
Esta situación nos permitirá reducir el tiempo de computación en códigos que simulan celdas planares con
electrodos discontinuos dado que deja de ser necesario la ampliación arti�cial del dominio numérico para
permitir este movimiento lejos de la frontera [148].

Dispositivo con un único electrodo

El modelo físico y numérico que rige el comportamiento del dispositivo de la �gura 2.3(b) ha sido ya
presentado en esta tesis. Las ecuaciones (2.22) y (2.23) de�nen el problema orientacional en nuestro dispo-



3.5. FRONTERA TRANSPARENTE 65

sitivo, cuya aproximación numérica se expuso ya en las ecuaciones (3.3) y (3.4). La ecuación (2.27) rige la
distribución del campo eléctrico en el seno del cristal líquido; su aproximación viene dada por la ecuación en
diferencias (3.10). Estas tres ecuaciones son resueltas mediante un bucle iterativo para alcanzar una solución
autoconsistente para el ángulo de cabeceo θ(x, y), el ángulo de torsión φ(x, y) y la distribución del campo
eléctrico Es(x, y), tal y como se explicó en la sección 3.4.

Figura 3.10: Dominio numérico de los tres problemas a resolver. Las líneas azules continuas representan
condición de contorno tipo Dirichlet, de anclado fuerte, mientras que las líneas rojas discontinuas representan
condiciones de contorno transparentes.

Las tres ecuaciones en diferencias tienen condiciones de contorno distintas como puede verse en la �gura
3.10. Con respecto a las fronteras en la dirección transversal y, en los tres casos es frontera transparente,
simulando así un dispositivo de anchura �nita, pues éste no se extiende en esta dirección como ocurriría
por ejemplo con las condiciones periódicas. La diferencia aparece pues en el tratamiento de la condición de
contorno en la dirección x. En el cálculo del potencial eléctrico se hace necesario �jar el valor del potencial
en aquella zona en la que existe electrodo aplicando tal potencial. Sin embargo, el potencial en la zona del
contorno que no tiene electrodo no está de�nido externamente sino que será el que permita la distribución
de campo eléctrico en el seno del cristal líquido, por eso se usa en esa zona frontera transparente. En cuanto
al ángulo de cabeceo, �jamos su valor en las super�cies con�nantes ubicadas en la frontera de la dirección x,
pues ya se ha comentado la imposibilidad de permitir este movimiento en la zona cercana a las super�cies
con�nantes. Por último, el ángulo de torsión tiene implementado también frontera transparente en la dirección
x, dado que es posible permitir el movimiento paralelo a la super�cie de las moléculas de cristal líquido. Se
trata de una situación de anclado suave del ángulo de torsión.

Aunque se ha explicado ya como se obtiene la frontera transparente en el caso óptico, presentamos aquí
el ejemplo de como se aplica para este problema no óptico. Consideramos, por ejemplo, la distribución de
potencial eléctrico en el dispositivo de la �gura 2.3(b), para el caso en el que se aplica V0 = 1 V en el electrodo
superior, estando el inferior conectado a masa (V = 0 V). En la �gura 3.11 puede verse, sobre la distribución
del potencial eléctrico en el electrodo, qué forma tiene el cociente cyJ,k =

VJ,k

VJ,k+1
para un valor de j = J �jo

(en este caso J = NX/2) que se utiliza para extrapolar el comportamiento de la función hasta la frontera en
la dirección y. Para poder extrapolar el valor de la función en la frontera, necesitamos conocer los cocientes

Figura 3.11: (a) Distribución del potencial eléctrico para V = 1 V, (b) Sección de V para J = NX/2 y (c)
Cociente cy para V (J = NX/2, k).

cyJ,1 y cyJ,N−1 , ya que, entonces, puede calcularse la frontera como VJ,1 = VJ,2cyJ,1 y VJ,M =
VJ,M−1

cyJ,M−1
. Para

conocer estos dos valores extremos de los cocientes cy necesitamos extrapolar su valor. Esta extrapolación
puede ser de cualquier orden aunque la lineal y la cuadrática son las recomendadas para los tamaños de paso
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que se manejan en estos problemas. De hecho, la lineal es más que su�ciente siempre que el comportamiento
de la función solución no sea abrupto. Las dos posibilidades de extrapolación serían, pues,

cyJ,1 =2cyJ,2 − cyJ,3 ,

cyJ,M−1 =2cyJ,M−2 − cyJ,M−3 ,

como extrapolación lineal y

cyJ,1 =3cyJ,2 − 3cyJ,3 + cyJ,4 ,

cyJ,M−1 =3cyJ,M−2 − 3cyJ,M−3 + cyJ,M−4 ,

como extrapolación cuadrática.
En la �gura 3.12 puede verse la solución autoconsistente del problema de distribución angular y de campo

eléctrico para una tensión aplicada de V = 2 V. Se aprecia como el funcionamiento de la frontera transparente
no afecta en absoluto a la solución en el dominio numérico interior. Puede verse que los valores del ángulo
de cabeceo son superiores a los del ángulo de torsión, coincidiendo las zonas de pico de ángulo de cabeceo
con las zonas de mínimo de ángulo de torsión.

En la �gura 3.14 se aprecia la distinta sensibilidad de los ángulos de cabeceo y torsión al potencial
eléctrico aplicado al electrodo. Se aprecia como existe un potencial por debajo del cual apenas ocurren
cambios, lo que se corresponde con el umbral de Friedericksz, la energía mínima necesaria para iniciar la
orientación molecular. Superado ya ese umbral es el ángulo de cabeceo el que muestra una mayor sensibilidad
al potencial eléctrico, pues se sitúa en todo momento por encima del ángulo de torsión.

Dispositivo con dos electrodos

Para demostrar la funcionalidad de este código acoplado con frontera transparente, se aplica también a
otro dispositivo de interés, del que se han publicado trabajos destinados a direccionar la trayectoria de un
solitón en cristales líquidos. El dispositivo se muestra en la �gura 3.13. Cada uno de los electrodos aplica una
tensión distinta, con lo que el efecto sobre la orientación molecular en la zona de cristal líquido por debajo
de cada electrodo es distinta, generando una zona de transición de las propiedades ópticas en el espacio que
separa los electrodos. Dependiendo de cual sea el valor de cada una de las tensiones puede lograrse desviar un
haz solitónico en una u otra dirección según convenga. Este dispositivo ha sido estudiado por G. Assanto de
manera experimental. Muestra también en [194] algunas simulaciones del problema de orientación molecular
para este dispositivo en las que emplea únicamente condiciones de contorno de anclado fuerte. Reproducimos
en la �gura 3.15 sus simulaciones, además de resolver el mismo problema en una situación de anclado
suave para el ángulo de torsión. Así pueden apreciarse las diferencias entre solucionar el problema con o sin
condiciones de contorno transparentes.

Hemos comentado con anterioridad que es posible utilizar extrapolaciones lineales y cuadráticas en el
cálculo de los cocientes que acaban proporcionando el valor de la función en la frontera. En los problemas
resueltos en la subsección anterior la forma de las soluciones no es abrupta en las fronteras de la dirección
transversal y. Sin embargo sí lo es en las fronteras en la dirección x, y más para el ángulo de torsión. Es
un claro ejemplo en el que una mejora en la precisión de la extrapolación re�eja comportamientos distintos
sobre la forma de la solución. En cualquier caso, no damos demasiada importancia a esta mejora porque
nos introduce en un régimen peligroso, el de comportamientos abruptos en la frontera, en el que los propios
métodos iterativos que se emplean pueden comenzar a fallar, pues la propia mejora de la solución conduciría
a comportamientos todavía más abruptos (los que son en realidad) que podrían conducirnos a zonas de no
convergencia de los métodos iterativos.

3.6. Métodos MultiGrid para acelerar el cálculo de los métodos iterativos

Se ha visto en la sección 3.4 que la mayor parte del tiempo de cómputo se emplea en resolver sistemas
de ecuaciones que tienen igual número de ecuaciones que de nodos existentes en el dominio discreto (ya sea
éste unidimensional o bidimensional). Para mostrar algunos números y apreciar el orden de magnitud del
problema computacionalmente hablando, un problema unidimensional con 200 nodos resuelve sistemas con
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Figura 3.12: (a), (b) y (c) representan el potencial, el ángulo de cabeceo y el ángulo de torsión respectivamente
para un valor de tensión aplicada de V = 2 V. (d), (e) y (f) muestran tres secciones diferentes de (a), (b)
y (c) respectivamente. Los círculos azules, cuadrados rojos y triángulos verdes representan cortes de la
representación tridimensional cuya vista zenital se observa en la columna de la izquierda. Los cortes son
alrededor de x = d, x = d/2 y x = 0 respectivamente. Nótese que alguna curva pueden estar solapando otra
curva o el eje horizontal.

matrices de 200× 200 elementos. En el caso bidimensional, admitiendo también 200 nodos por dirección las
matrices crecen de una manera importante hasta los 4000 × 4000 nodos. En todos los problemas de esta
tesis, estas matrices de coe�cientes son matrices muy dispersas, de manera que el coste computacional no
es demasiado grande. El problema viene de tener que resolver miles sistemas de ecuaciones para resolver un
paso de propagación del campo óptico, como dijimos en la subsección 3.4.

Sería deseable pues acelerar la resolución de estos sistemas de ecuaciones asociados a problemas de valores
de contorno. Las técnicas MultiGrid permiten hacer esto [196]. Presentamos aquí en qué consiste la técnica
MultiGrid en casos de dos grids o mallas discretas (aludiendo a la discretización del dominio continuo), si
bien hay muchos otros tipos de métodos MultiGrid que escapan de la intención de este trabajo.

El objetivo es resolver una ecuación de la forma

Lu = f, (3.27)

donde L es un operador elíptico y f el término fuente que, en los casos de Problemas de Valores de Contorno
(PVC) que se plantean en esta tesis, es siempre nulo. Mediante el MDF se obtiene una ecuación discretizada
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de la ecuación (3.27),

Lhuh = 0, (3.28)

donde uh denota la solución exacta al problema. Supóngase que ũh es la solución aproximada a (3.28),
entonces, el error (o corrección) vendrá dado por

eh = uh − ũh, (3.29)

y el residuo o defecto será

dh = Lhũh. (3.30)

El método consiste en:

resolver (3.28) usando un tamaño de paso h,

calcular el residuo dh mediante (3.30),

restringir este residuo �no dh mediante un operador restricción R, tal que se obtenga el residuo en una
malla menos �na, digamos a tamaño de paso doble, por ejemplo, H = 2h, de manera que se cumpla
dH = Rdh.

resolver el problema LHeH = −dH

interpolar el error calculado eH mediante un operador de prolongación P, tal que eh = PeH

calcular la nueva solución unuevah = uh + eh

Los operadores restricción R y prolongación P admiten diversas formas. De hecho, el operador restricción
R es tan simple como tomar únicamente el valor de la función en los nodos de la malla menos �na. Sin
embargo, puede demostrarse que esta elección da problemas y se aconseja que el operador de restricción R
sea el adjunto del operador de prolongación P. Así pues, se de�ne el operador prolongación P en primer
lugar como una interpolación bilineal de�nida por

P =

 1/4 1/2 1/4
1/2 1 1/2
1/4 1/2 1/4

 , (3.31)

Figura 3.13: Dispositivo de celda planar de cristal líquido nemático con una discontinuidad en el electrodo
superior.
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Figura 3.14: Dependencia del voltaje aplicado con el valor de pico de los ángulo de cabeceo θ(x, y) y torsión
φ(x, y). La grá�ca está compuesta por las soluciones de 200 simulaciones, correspondientes a los voltajes
comprendidos entre V = 0.01 V y V = 2 V.

y el operador restricción R como el adjunto de P

P† = R =

 1/16 1/8 1/16
1/8 1/4 1/8
1/16 1/8 1/16

 . (3.32)

De este modo puede pasarse del dominio �no al dominio grueso por aplicación de los operadores restricción
y prolongación.

Este método no obstante genera un problema muy importante en los problemas que se resuelven en esta
tesis, en los que la información de la frontera es fundamental. Ocurre que el operador restricción borra la
información de la frontera, de manera que la frontera transparente se desvirtúa completamente, pues ya no es
una buena aproximación a la frontera tras pasar la información por el operador prolongación. Es cierto que
los tiempos de cálculo mejoran algún orden de magnitud, pero tiene un problema crítico con todos aquellos
códigos que necesiten de la frontera transparente.
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Figura 3.15: Solución del problema eléctrico y de reorientación del dispositivo con electrodo discontinuo,
resuelto con condiciones de contorno tipo Dirichlet en la dirección x (izquierda) y con frontera transparente
en x para el ángulo de torsión (derecha). Los voltages son V1 = 1.5 V y V2 = 0.7 V. (a) Campo eléctrico,
(b) ángulo de cabeceo y (c) ángulo de torsión. Grá�ca (d) muestra las secciones de los ángulos de cabeceo y
torsión en la posición x = d/2.



4

Resultados

En este capítulo se pretende exponer el resultado de las simulaciones a que ha dado lugar este trabajo de
tesis con todas y cada una de las ecuaciones planteadas en capítulos anteriores. Estos resultados ayudarán
a visualizar la física del problema y ampliarán el conocimiento que existe hoy en día sobre cristales líquidos,
llegando a sugerir nuevos regímenes de funcionamiento de modelos ya conocidos. Mostramos, por una parte,
el comportamiento ante los campos eléctricos de un cristal líquido nemático, algo sobradamente estudiado
[2, 3], por lo que no se hará más que reproducir información ya presente en otros textos [148]. Por otra
parte, en algunos casos, las simulaciones también permitirán explorar aplicaciones de celdas planares de
cristales líquidos para propagación lateral de luz. Este capítulo puede estructurarse en tres partes principales:
la sección 4.1 habla de resultados de la parte estática del modelo completo, aquella que se encarga de
alcanzar una solución autoconsistente de los problemas de orientación molecular y distribución del campo
eléctrico externo. La sección 4.2, expone resultados del acoplamiento del campo óptico al problema estático
anterior y su propagación en determinados regímenes unidimensionales, incluyendo con�guraciones novedosas
conducentes a la aparición de nuevos fenómenos. Por último, la sección 4.3 expone los resultados obtenidos
mediante simulación 2D+1 paraxial y escalar. En este régimen se exploran dispositivos implementables en
celdas planares para propagación lateral como acopladores ópticos. Además se sugieren nuevos dispositivos
electro-ópticos capaces de afectar a la trayectoria del haz con varios grados de libertad.

4.1. Problemas de contorno

Los problemas estáticos que de�nen las propiedades ópticas del cristal líquido en determinada sección
transversal (x, y) constituyen problemas de valores de contorno. Como se ha explicado en las secciones 3.1
y 3.2, estos problemas se resuelven haciendo uso de métodos iterativos tipo Newton-Raphson, tanto en
una como en dos dimensiones. En cuanto a las propiedades del cristal líquido E7 sobre el que realizamos
todos los estudios, sus valores son los siguientes: la constante elástica K = 12 × 10−12 N (consideramos
en las simulaciones la aproximación de una constante), las constantes dieléctricas en las dos direcciones
transversales ϵ∥ = 19.6 (en la dirección paralela a la super�cie) y ϵ⊥ = 5.1 (en la dirección perpendicular) y
los índices de refracción en las dos direcciones n∥ = 1.6954 y n⊥ = 1.5038 . Las propiedades ópticas para las
super�cies con�nantes de la celda planar son las del plástico comercial BK7, ϵ = 5.1 y n = 1.516, si bien no
se hace uso de estos datos, dado que el plástico con�nante no pertenece al dominio de solución del problema.

4.1.1. Caso 1D

Resolvemos aquí las ecuaciones (3.1), (3.5) y (3.9) acopladas para estudiar el efecto del campo eléctrico
(ya sea externo u óptico) sobre la orientación del ángulo de cabeceo θ(x) del cristal líquido nemático.

En primer lugar queremos ver cual es el efecto del campo eléctrico externo aplicado en los electrodos
sobre el cristal líquido. Para ello aplicamos un voltaje eléctrico junto con un campo óptico de una potencia
despreciable para asegurarnos de que no in�uye en la orientación molecular. Puede verse en la �gura 4.1
una representación tridimensional que muestra la dependencia de la distribución del ángulo de cabeceo en la
variable x con el voltaje aplicado. Se ve claramente como por debajo de cierto valor del voltaje (alrededor
de V = 1 V) apenas ocurre nada. Este umbral se corresponde con el umbral de Friedericksz para el voltaje.
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Figura 4.1: Distribución del ángulo de cabeceo (izquierda) y campo eléctrico externo (derecha) para poten-
ciales de V = 0.0.1− 4.5 V.

También puede verse, en el otro extremo de valores grandes de voltaje, que el ángulo de cabeceo se satura al
llegar a θ(x) = 90 o, lo que quiere decir que la molécula de cristal líquido ya está alineada perfectamente con
el campo eléctrico producido por el voltaje y que tiene sólo componente x. La �gura 4.1 muestra también el
valor del campo eléctrico en el seno del cristal líquido. Puede verse que el campo eléctrico es aproximadamente
constante (o de variación suave) en el centro de la celda y que varía bruscamente cerca de la frontera, tanto
más cuanto más elevado es el valor del voltaje.

Manteniendo el potencial eléctrico a 0 voltios y haciendo uso de iluminación a diversas potencias, se
puede ver el efecto de reorientación del cristal debido al campo eléctrico óptico como muestra la �gura 4.2.
Vuelve a apreciarse el mínimo de energía por debajo del cual apenas existe reorientación molecular y en
esta ocasión, puede verse que el ángulo de cabeceo bajo la única in�uencia del campo óptico tiene un per�l
cuasi triangular, empujado a valores de θ(x) = 90o por la intensidad del haz polarizado linealmente en la
dirección x. Donde la intensidad de la luz es despreciable, el ángulo de cabeceo es lineal, como corresponde
a la solución de la ecuación de Poisson sin excitaciones externas (como se puede ver mediante la solución
analítica del problema mediante el método de las funciones de Green en el caso de una excitación puntual
tipo delta de Dirac). En la combinación de ambas excitaciones eléctricas, la proveniente del campo eléctrico
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Figura 4.2: Tilt en presencia únicamente de campo óptico (izquierda) y en conjunción con un potencial de
V = 1 V para varias potencias ópticas.

externo aplicado por el electrodo y la correspondiente al haz de luz presente en el cristal líquido, el ángulo de
cabeceo reacciona a ambas de una manera no lineal, pues el acoplo total de las ecuaciones hace aparecer la
no linealidad efectiva sobre el ángulo de cabeceo. Puede verse su efecto conjunto en la �gura 4.2. De hecho,
se �ja el valor de tensión en V = 1 V y se va aumentando paulatinamente el valor de la potencia óptica.
Para bajas potencias ópticas predomina el per�l del ángulo de cabeceo más suavizado, propio de la in�uencia
predominante del campo eléctrico externo. Al ir creciendo la potencia óptica, el per�l se va acercando más
al triangular característico de la predominancia de la in�uencia del haz de luz sobre el ángulo de cabeceo.

El cristal líquido se comporta como una membrana elástica que es deformada por la acción de una fuerza.
El campo eléctrico externo se comporta como una fuerza uniformemente distribuida sobre la membrana, lo
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que produce una deformación en toda la membrana, mientras que la intensidad óptica se comporta como una
fuerza puntual, tanto más cuanto más localizado está el haz. Esta fuerza cuasi puntual deforma la membrana
de manera local, donde actúa el campo óptico, de ahí el per�l pseudo triangular del ángulo de cabeceo en este
caso. Es interesante estudiar la resistencia a la deformación de la membrana conforme la fuerza puntual se
acerca a la frontera. Para la misma intensidad óptica es de esperar que la deformación máxima alcanzada sea
menor, pues la cercanía de la frontera, donde la deformación es nula, hace aumentar la cantidad de energía
necesaria para producir la misma deformación que en el centro de la celda. En la �gura 4.3 puede verse
como el pico máximo de ángulo de cabeceo va disminuyendo conforme el haz de luz se acerca a la frontera,
como era de esperar. La introducción de un campo eléctrico externo tiene dos efectos: la curvatura de la
distribución espacial del ángulo de cabeceo y el aumento del valor de pico, dado que existe mayor cantidad
de energía eléctrica disponible para afectar a la reorientación molecular. Cuando la excentricidad del haz
permanece constante y, por tanto, la resistencia del cristal a orientarse (�gura 4.4), se ve que los máximos
del ángulo de cabeceo no son comparables al caso en el que no hay excentricidad, dado que cuesta más mover
las moléculas por la cercanía de la frontera, pero sí se observa un patrón similar al de la �gura 4.2.

No debe olvidarse que el problema de orientación molecular se calcula por su afectación sobre las
propiedades ópticas del cristal líquido. De hecho, el per�l de índice de refracción depende del ángulo de
cabeceo de la forma ϵ = ϵ⊥ + ∆ϵ sin2 θ. En la �gura 4.5 puede verse como dos per�les distintos del ángulo
de cabeceo, que sólo se diferencian en el potencial aplicado (en uno el voltaje es nulo y en el otro es V = 1
V), producen guías de variación suave del per�l de índice de refracción efectivo que se parecen mucho. Cua-
litativamente no habrá diferencias signi�cativas entre la propagación de un haz en una y otra guía, si bien,
el caso en el que el potencial es distinto de cero ofrece una mayor capacidad de con�namiento del haz (por
cuanto el índice de refracción alcanza un valor mayor), a la vez que ofrece un canal ligeramente más ancho.
Sin embargo ocurre una cosa muy distinta cuando uno se plantea cambiar las condiciones de contorno del
problema de orientación y, manteniéndolas en un valor �jo en las fronteras, se utilizan valores distintos en
una y otra frontera. En particular desfasadas 180 o o, en general un múltiplo entero de 180 o. La solución
a la ecuación del ángulo de cabeceo unidimensional (2.17) sin ningún tipo de excitación eléctrica ofrece la
posición de equilibrio. La solución analítica de la ecuación de Laplace homogénea es una recta que conecta
los valores de la función en el contorno. El per�l efectivo de índice de refracción para este tipo de soluciones
tiene una propiedad muy interesante, y es que presenta la mayor birrefrigencia posible del medio, dado que
el ángulo de cabeceo muestra en la posición de equilibrio el mayor salto posible entre sus valores máximo y
mínimo, pasando desde el valor de pretilt (que suele ser un valor pequeño, típicamente θ0 = 2 o), hasta 90
o, valor que se alcanza de manera natural en esta con�guración en el centro de la celda planar. Por lo tanto,
puede inferirse de esta información que cualquiera que sea el efecto de la introducción de energía eléctrica en
el sistema, no aportará mayor capacidad de con�namiento del haz. La �gura 4.6 muestra como afecta el hecho
de que la frontera derecha tenga �jo el valor del ángulo de cabeceo en N · 180 o con N = 1 y N = 2. Aunque
sólo se muestran dos casos, es fácil ver que N va a ser el número de guías inducidas de manera natural por
la posición del cristal líquido. Esto permite el diseño de nuevos dispositivos que presenten periodicidad en
esa dirección sin más que cambiando el valor de la frontera del ángulo de cabeceo. Puesto que el valor del
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Figura 4.3: Dependencia del ángulo de cabeceo con la excentricidad. Potencia óptica �ja de 1.5 mW/µm y
sin voltaje externo aplicado (izquierda) y misma potencia óptica con V = 0.5 V (derecha).
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Figura 4.4: Dependencia del ángulo de cabeceo con la potencia óptica a excentricidad �ja de e = 33% .
Diversas potencias ópticas con V = 0 V (izquierda) y V = 0.5 V (derecha).

ángulo de cabeceo en el centro de la celda ya es máximo en su situación de reposo, la potencia óptica lanzada
en el centro no va a modi�car el valor del ángulo de cabeceo, pues pretendería alinearlo con la dirección
x pero ya lo está. Por tanto, la potencia óptica cambiará el valor del ángulo de cabeceo en lugares que no
sean el centro y siempre para empujar a valores mayores de los que ya se tienen en la disposición de reposo.
Lanzando luz desde el centro, se debe enviar su�ciente potencia óptica como para que sature el ángulo de
cabeceo en las inmediaciones del valor de pico y lograr así cambiar la distribución del ángulo de cabeceo. En
la �gura 4.7 puede verse, a la izquierda, como la potencia óptica no cambia demasiado el valor del ángulo
de cabeceo por lo que se acaba de comentar. No ocurre así con el voltaje aplicado, que, al afectar de manera
natural a todo el ancho de la celda, es capaz de orientar las moléculas de cristal líquido en toda la anchura
de la celda, siempre que la energía sea su�cientemente alta como para saturar el ángulo de cabeceo (voltajes
a partir de V = 1.5 V). Puede verse también que los per�les de índice de refracción apenas se ven afectados
por la in�uencia de la potencia óptica, al menos, en el régimen de potencias en el que, con la con�guración
del ángulo de cabeceo simétrica, sí afectaba a la orientación del cristal.

4.1.2. Caso 2D

En esta subsección presentamos el comportamiento de una celda planar con diversas con�guraciones y
bajo los efectos de campos eléctricos externos y ópticos. El caso más sencillo es la consideración únicamente
del ángulo de cabeceo, caso que restringe la variedad de dispositivos posibles dado que, al no permitir el mo-
vimiento de torsión del cristal líquido, no podemos considerar la presencia de campos en las dos componentes
transversales. Estos casos serán considerados más adelante con el modelo que contempla ambas variaciones
angulares.
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Figura 4.5: Ángulo de cabeceo para tensiones de V = 0 V y V = 1 V (izquierda). Per�les de índice de
refracción efectivo que producen las orientaciones molecular mostradas a la izquierda (derecha).
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Figura 4.6: Posición de equilibrio del ángulo de cabeceo con frontera desfasada 180 o y 360 o (izquierda). A
la derecha se muestran los per�les de índice de refracción efectivos en tales con�guraciones.
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Figura 4.7: Ángulo de cabeceo (izquierda). Per�les de índice de refracción efectivo (derecha).

Electrodos continuos

El dispositivo de celda planar de la �gura 2.3 permite aplicar un potencial en los electrodos que produce
un campo eléctrico en la componente x únicamente en el seno del cristal líquido. Esta componente Ex del
campo eléctrico hará cambiar el ángulo de cabeceo de las moléculas buscando su alineamiento con el eje x.
En ausencia de otro tipo de excitación, éste será el único movimiento permitido a las moléculas del CLN.
Será posible orientar también el ángulo de torsión si introducimos una componente y del campo óptico.

Para realizar un estudio numérico completo, como se hiciera en el caso unidimensional, de las dependencias
del ángulo de cabeceo con la potencia óptica, con el voltaje y con la excentricidad del haz, realizamos un
barrido de simulaciones que contemplen la afectación de estos parámetros sobre la disposición del cristal
líquido. Para visualizar los datos de manera clara, separamos las in�uencias de cada uno de los parámetros,
esto es, mantenemos dos de ellos �jos mientras variamos el tercero. Para cada uno de los casos dibujamos
una familia de curvas que represente el cambio de comportamiento del ángulo de cabeceo al variar una de
las tres variables contempladas.

La �gura 4.8 muestra las distribuciones de campo eléctrico y ángulo de cabeceo para una diversidad de
potenciales aplicados, en el rango V = 0.1− 2.8 V y en ausencia de campo óptico, al igual que ya hiciéramos
con el modelo unidimensional. Estas simulaciones sirven más como comprobación del código que por el interés
de las soluciones, ya que éstas son conocidas por el problema unidimensional, pues la situación física simulada
aquí es exactamente la misma que entonces.

El campo óptico en la situación bidimensional ofrece algo más de información que en el caso unidimen-
sional ya analizado. La afectación de la potencia óptica sobre el ángulo de cabeceo se muestra en la �gura
4.9. A la izquierda vemos una representación cenital de la distribución del ángulo de cabeceo bajo afectación
únicamente de campo óptico, para una potencia de Popt = 50 W/mm. A la derecha dibujamos dos curvas
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sobre una representación tridimensional, que se corresponden con las secciones de la �gura de la izquierda
alrededor de los planos y = 0 y x = d/2. Nótese que el dominio (x, y) de de�nición del problema no es un
cuadrado, sino un rectángulo, dado que x ∈ [0, d] y y ∈ [−Y/2, Y/2], siendo Y = 3 · d y d = 75 µm.

El dispositivo se considera in�nito en la dirección y ya que se han empleado condiciones de contorno
periódicas. La deformación del ángulo de cabeceo tiene una extensión similar en las dos direcciones, sólo
que en la dirección x se ve limitada por la imposición del valor de contorno. La forma de la variación en x
y en y del ángulo de cabeceo no es la misma. En la dependencia con x se aprecia curvatura del ángulo de
cabeceo en la zona donde hay excitación óptica. Donde la intensidad del campo óptico es nula, la solución
del ángulo de cabeceo tiene una dependencia lineal con la coordenada x, como se corresponde a la solución
de curvatura nula en esa zona del espacio. Sin embargo, en la dirección y podemos ver un per�l no lineal en
toda la sección. La �gura 4.10 muestra dos familias de curvas para el ángulo de cabeceo, donde lo único que
varía es la potencia óptica empleada. En azul tenemos las secciones de la solución bidimensional por y = 0
µm y en rojo las secciones por x = d/2 µm. En ellas puede apreciarse la di�cultad que tiene el ángulo de
cabeceo para superar ciertos valores. Si bien el valor de saturación es θ(x, y) = 90o, la resistencia a aumentar
el valor es creciente con el valor del mismo. De hecho las curvas están mucho más juntas para valores altos
de potencia óptica aunque no están excesivamente cerca del valor de saturación. Puede verse que la mayor
sensibilidad del ángulo de cabeceo a la potencia óptica se produce entre los valores de la tercera y séptima
curva, que se corresponden con potencias de entre 15 y 35 W/mm.

La representación tridimensional del caso en el que se presentan tanto campo eléctrico externo como
potencia óptica se muestra en la �gura 4.11. La conjunción de las dos excitaciones en el caso bidimensional
tiene efectos análogos al caso unidimensional, observando mayor afectación al ángulo de cabeceo en toda
la anchura de la celda, dado que el campo eléctrico aplicado externamente se extiende a todo el dominio.
Podemos ver las familias de curvas para un voltaje de V = 1 V y potencias ópticas comprendidas entre 5
y 100 W/mm en la �gura 4.12. La �gura 4.12 muestra las mismas simulaciones que en la �gura 4.10 pero
en esta ocasión en presencia de los dos campos excitantes (el potencial externo y el campo óptico). Existen
dos diferencias fundamentales, la primera es el mayor valor alcanzado en todos los casos por el ángulo de
cabeceo debido a la mayor cantidad de energía eléctrica invertida en modi�car la posición del director. La
segunda diferencia es el distinto per�l de variación que posee la solución dependiendo de si la excitación es
campo eléctrico, campo óptico o ambos. El campo eléctrico externo, al extenderse en todo el dominio de la
celda afecta a todas las moléculas, afectando las variaciones del ángulo de cabeceo en toda la extensión de
la celda. No ocurre así con el campo óptico que sólo actúa en la zona donde la potencia óptica es su�ciente
para reorientar las moléculas del CLN.

Al estudiar la respuesta del cristal líquido frente a la posición inicial del haz, variaremos únicamente
la posición en la dirección x, pues el dispositivo tiene invariancia traslacional en la dirección y. El efec-
to de esta posición inicial se puede apreciar en la �gura 4.13. Allí observamos una familia de curvas a
potencia óptica �ja Popt = 20 W/mm (una curva para cada valor de la excentricidad) tomando valores
ξ = 0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, expresados como porcentaje de la anchura total d. En este caso no existe

Figura 4.8: Distribuciones del ángulo de cabeceo (izquierda) y del campo eléctrico (derecha) para voltajes
comprendidos entre V = 0.1 − 2.8 V. Para mayor claridad se muestran dos de las super�cies completas,
entendiendo que el resto respetan la simetría con respecto al plano de corte.
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Figura 4.9: Ángulo de cabeceo para una potencia óptica de Popt = 50W/mm. Representación cenital (izquier-
da) y secciones medias (derecha).

voltaje aplicado a los electrodos, por tanto la única excitación eléctrica es el propio campo óptico. En la
dirección x la excentricidad induce menores valores del ángulo de cabeceo cuanto más cerca nos encontramos
de la frontera, donde su valor está �jo por el valor del pretilt (en este caso θ0 = 2o). En la dirección y se
aprecia una curva distinta, producto de la diferente in�uencia de la frontera, que se encuentra esta vez más
alejada de la zona de afectación de la solución. En esta circunstancia, la aplicación un voltaje externo de
valor V = 0.5 V, implica un aumento de los valores máximos alcanzados por el ángulo de cabeceo dado
que estamos invirtiendo más energía eléctrica en reorientar las moléculas de cristal líquido usado un campo
eléctrico externo a través de la aplicación de un potencial sobre el electrodo, como puede verse en la �gura
4.14.

Podríamos también estudiar qué ocurre cuando mantenemos el valor de la excentricidad del haz en esta
situación bidimensional y variamos la potencia óptica en ausencia y en presencia de campo eléctrico externo.
Sin embargo no creemos que merezca la pena presentar estas �guras, visto ya el comportamiento de la
excentricidad del haz sobre el ángulo de cabeceo bidimensional, pues no aparecen aspectos signi�cativos que
diferencien esta situación de la análoga unidimensional ya presentada.

En esta situación bidimensional también es posible encontrar las con�guraciones que se dan cuando se
emplean condiciones de contorno asimétricas para inducir guías por los valores de la frontera como ocurría en
el caso unidimensional. Como el comportamiento esperado es predecible presentados ya los datos y grá�cas
que hemos analizado hasta aquí no creemos conveniente repetir más grá�cas que no añadan información
relevante al fenómeno.

Por último, el caso de electrodos continuos no impide completamente la aparición de un ángulo de torsión,
dado que el campo óptico sí puede tener una componente y que lo haga girar de esta manera. Si tomamos
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Figura 4.10: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la potencia óptica
comprendidos entre Popt = 5− 100 W/mm.
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Figura 4.11: Ángulo de cabeceo para una potencia óptica de Popt = 50W/mm. Representación cenital (izquier-
da) y secciones medias (derecha) y un potencial aplicado de V = 1V .

excitaciones gaussianas tanto para la componente x como para la componente y del campo óptico nos
encontramos en el caso de polarización circular o elíptica, dependiendo a la potencia óptica que transporte
cada componente y al desfase entre ellas.

También ocurre que la anisotropía inducida por el campo óptico en el per�l de índice efectivo que siente
la luz se extiende tanto en la dirección x como en la dirección y, por lo que hará aparecer un pequeño ángulo
de torsión al perder la guía la invariancia traslacional en la dirección y.

Estas situaciones en propagación de luz serán, en general, indeseables, pues el cristal líquido es un medio
óptico uniaxial, con lo que existen siempre dos haces, canalizados cada uno de ellos en una dirección distinta,
la del vector de onda de cada una de ellas. Como se ha explicado con anterioridad, el índice de refracción
sensible a la posición del director es el de la componente extraordinaria, por lo que todo aquello que desvíe
potencia de la componente extraordinaria a la componente ordinaria será indeseable, pues hará desaparecer la
componente solitónica que nos interesa estudiar en el régimen no lineal de propagación, que es el interesante
para los dispositivos que pretenden manipular la luz en cristales líquidos.

Electrodos discontinuos

El problema de�nido por un dispositivo con electrodo discontinuo (normalmente el superior), se ha
presentado en la sección 3.5 para ejempli�car el empleo de la frontera transparente. No obstante, es aquí
donde queremos mostrar el comportamiento de tal dispositivo. Mostramos el efecto que tienen el campo
eléctrico externo y el campo óptico sobre la orientación molecular y, por tanto, sobre el per�l de índice de
refracción efectivo resultante.
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Figura 4.12: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la potencia óptica
comprendidos entre Popt = 5− 100 W/mm y un valor de voltaje aplicado de V = 1 V.
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Figura 4.13: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la excentricidad
comprendidos entre ξ = 0− 25 % de la anchura total de la celda con valores de potencia óptica de Popt = 20
y voltaje aplicado V = 0 V.
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Figura 4.14: Secciones medias en las direcciones x (izquierda) e y (derecha) para valores de la excentricidad
comprendidos entre ξ = 0− 25 % de la anchura total de la celda con valores de potencia óptica de Popt = 20
y voltaje aplicado V = 0.5 V.

Ya se ha visto en la �gura 3.14 como evolucionan los valores máximos de los ángulos de cabeceo y torsión
en este dispositivo con electrodo discontinuo. Una representación tridimensional de la situación aplicando
una tensión de V = 2 V se presentó en la �gura 3.12. Allí se apreciaba la forma de las soluciones para este
tipo de dispositivo. Para el resto de valores de potencial la forma de las soluciones se conserva, suavizándose
o acentuándose los valores en función del valor del voltaje. Para que quede claro qué secciones vamos a
representar para caracterizar el comportamiento de los ángulos, las de�nimos en la �gura 4.15, donde se
aprecia la �gura tridimensional y las secciones medias en ambas direcciones de las distribuciones del ángulo
de cabeceo θ(x, y) y de torsión φ(x, y). Nótese que estas secciones no se tocan entre sí en ningún punto, aunque
pudiera parecerlo por la perspectiva empleada. La �gura 4.16 muestra una familia de curvas correspondientes
a las secciones ya indicadas para valores distintos del potencial. En la �gura 4.17 se muestran las mismas
secciones, en este caso a potencial �jo V = 1V pero con distintos valores de potencia óptica, para apreciar la
in�uencia del campo óptico sobre las distribuciones angulares. El campo óptico actúa principalmente sobre el
ángulo de cabeceo. El ángulo de torsión debería verse también afectado en las proximidades del campo óptico,
dado que él mismo genera variaciones en la dirección y del índice de refracción. De hecho puede apreciarse
la mayor separación entre las secciones para x �jo (las rojas) del ángulo de torsión entre las �guras 4.16 y
4.17. Esto se debe a la in�uencia del campo óptico sobre el ángulo de torsión.

Mostramos también las distribuciones angulares que se tienen al variar la anchura del electrodo discon-
tinuo. Esta variable, la anchura del electrodo superior, marca dos límites: la situación en la que el electrodo
tiene la máxima anchura (la del electrodo inferior) reproduce el caso de electrodo continuo. El otro extremo
se sitúa en un valor puntual (sin anchura apreciable) del electrodo, mientras en medio tenemos una casuística
que se corresponde con todos los valores intermedios. La grá�ca 4.18 muestra la curva de valores máximos de
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Figura 4.15: Distribuciones de los ángulos de cabeceo para un potencial aplicado de V = 1 V y en ausencia
de no linealidad óptica. Se han dibujado en azul las secciones por los planos de�nidos por y =constante que
pasan por los valores máximos en cada caso. El el caso del ángulo de torsión han querido dibujarse dos planos
(para el máximo y el mínimo). En rojo se ha dibujado la sección de�nida por el plano medio x = d/2.

las distribuciones angulares en cada caso siempre para un potencial aplicado de V = 1 V. Puede verse que,
a potencia �ja, el ángulo de cabeceo sube su valor máximo conforme aumenta la anchura del electrodo. Este
resultado es previsible en tanto que la cantidad de energía eléctrica en el seno del cristal líquido aumenta con
la anchura del electrodo, por lo tanto afecta más a la orientación molecular. También ocurre lo mismo para
el ángulo de torsión. Se aprecia la gran diferencia existente entre los valores máximos del ángulo de cabeceo
y del ángulo de torsión. Este último siempre queda por debajo de 5o en el régimen de parámetros en el que
nos movemos, mientras que el ángulo de cabeceo llega a alcanzar un máximo de 35o.

4.2. Problemas de evolución

En esta sección presentamos los resultados del acoplo en evolución de las tres ecuaciones diferenciales,
tanto del problema unidimensional como del problema bidimensional. En el problema unidimensional se
exploran los casos de evolución paraxial, escalar y vectorial, mientras que en el caso bidimensional siempre
nos restrinjimos a la evolución paraxial escalar de la luz. Aunque propagamos soluciones bidimensionales que
no tienen en cuenta la anisotropía propia del cristal líquido en las direcciones transversales, sí presentamos
la forma de los modos de la guía anisótropa constituida por el efecto de un campo eléctrico externo sobre
una celda planar de cristal líquido. Las simulaciones bidimensionales pues son válidas en el régimen escalar,
en el que el ángulo de torsión no despolariza el haz lo su�ciente como para que la componente solitónica se
pierda, y con trayectorias de muy pocos grados de inclinación.
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Figura 4.16: Secciones de los ángulo de cabeceo y torsión por los planos que seccionan los valores máximos
de cada ángulo, para valores de potencial aplicado de V = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.2 V.

El haz gaussiano que se propaga tiene una intensidad

P =

∫ ∞

−∞
|Ψ(x)|2dx =

∫ ∞

−∞

1

σ
√
2π

exp

(
−(x− x0)

2

2σ2

)
dx = ac

√
π,

con a = 1
σ
√
2π

y c =
√

(2)σ1, x0 el centro del paquete gaussiano y σ la anchura del haz. En el caso de querer

normalizar la función a cualquier otra potencia deseada, P ′,∫ ∞

−∞
|Ψ(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
AΨ(x) ·AΨ(x)dx

= A2

∫ ∞

−∞

1

σ
√
2π

exp

(
−(x− x0)

2

2σ2

)
dx,

con lo que A =
√

P ′

P .

4.2.1. Evolución 1+1D en aproximación escalar y paraxial

Haz centrado en la celda planar

La ecuación (3.9) presenta tres regímenes distintos en el modelo 1D de propagación en el seno del cristal
líquido nemático, debido a la no linealidad orientacional. Para bajas potencias, el campo óptico no es capaz
de modi�car la posición de las moléculas de cristal líquido, por lo que se propaga en un medio lineal e
isótropo, difractando.

1La integral de Poisson es un resultado útil para esta subsección:∫ ∞

−∞
a exp

(
−(x+ b)2

c2

)
dx = ac

√
π
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Figura 4.17: Secciones de los ángulo de cabeceo y torsión por los planos que seccionan los valores máximos de
cada ángulo, para valores de potencial aplicado de V = 1 V y potencias ópticas Popt = 10−5, 5, 10, 15, 20, 25, 30
W/mm..

Existe una potencia umbral a partir de la cual, la afectación del campo óptico sobre las moléculas es
tal que modi�ca el índice de refracción del medio hasta conseguir formar una guía por la que se propaga el
haz. Se trata de una guía autoinducida por el propio haz en un fenómeno no lineal de acoplo óptico-elástico.
Cuando se alcanza la potencia del haz que le permite propagarse sin observar difracción durante mucha
distancia, se habla de comportamiento tipo solitónico. Sin embargo, nunca llega a ser un solitón, pues el
haz gaussiano no es autoestado (estado estacionario) de la guía que induce no linealmente. Se han hecho
varios estudios para encontrar de manera iterativa el per�l de los solitones unidimensionales en este tipo de
dispositivos [198]. Sin embargo, en la literatura de cristales líquidos suele referirse a este tipo de soluciones
como solitones nemáticos o nematicones [152, 199]. Por encima de esta potencia, ocurre un fenómeno de
breathing, en el que se observa una oscilación periódica de amplitud, cuya frecuencia es tanto mayor cuanto
mayor es la potencia óptica involucrada. La �gura 4.19 muestra la anchura del haz, en términos de FWHM
(Full Width Half Maximum), en cada caso. Allí se aprecia mejor lo que queremos decir.

Haz descentrado en la celda planar

Cuando el haz gaussiano es lanzado con un o�set respecto del centro de la celda planar, se tienen las
distribuciones del ángulo de cabeceo de la �gura 4.4 izquierda. Ocurre además que el pico de intensidad del
campo óptico no coincide exactamente con el máximo del ángulo de cabeceo en esa situación. Se muestra en
la �gura 4.21 un ejemplo en el que se ha lanzado el haz con una excentricidad de e = 33% para que pueda
apreciarse el desfase entre los máximos del ángulo de cabeceo y del campo óptico.

Esta diferencia de posición se traslada también al pico del per�l de índice de refracción efectivo, pues va
como el sin2 θ. De este modo, el haz gaussiano se desplaza hacia el máximo del per�l de índice de refracción,
que se encuentra ligeramente desplazado. De esta manera el haz comienza una trayectoria hasta el centro
de la celda, durante la que, en todo momento, existe un desfase entre el máximo de índice de refracción
y de intensidad del campo. Es este desfase el que empuja al campo óptico, arrastrándolo al centro de la
celda. Así se produce una trayectoria oscilatoria producida por la fuerza que ejerce la frontera sobre el
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Figura 4.18: Valores máximos de los ángulo de cabeceo (izquierda) y torsión (derecha). Mostramos los valores
máximos frente a la anchura del electrodo superior, expresada ésta como porcentaje de la anchura total de
la celda. Cada curva de la familia que se representa muestra los valores para una potencia distinta (medida
en W/mm), tal y como muestra la leyenda.
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Figura 4.19: Evolución de la anchura del haz para potencias ópticas Popt = 0.3, 0.4, 0.5 W/mum.

haz de luz, dado que es ésta la responsable de que los valores máximos no coincidan. Se ha pretendido
estudiar analíticamente este movimiento transversal a través de un estudio modulacional [153] y algunas
aproximaciones que restringen bastante el régimen de parámetros en los que el modelo que se ha presentado
en esta tesis es capaz de trabajar. En esta subsección realizamos un estudio numérico comparativo de lo que
ocurre al tratar de reproducir la oscilación transversal con el modelo simpli�cado que se propone en [200] y
lo que ocurre al tratar el modelo completo estudiado por [148] y en esta tesis. El modelo lineal que se utiliza
en estudios como [200] asume dos hipótesis: la primera es que el problema orientacional es linealizado, por lo
que el modelo sólo es aproximadamente correcto en el régimen de ángulos de cabeceo pequeños. Para que esto
tenga algún interés y pueda producir comportamientos tipo solitónico, se resuelve la ecuación de orientación
alrededor del ángulo de cabeceo para el cual el par óptico es máximo, esto es θ = 45o. De manera que la
con�guración de equilibrio es θ(x) = 45o, ∀x y la excitación óptica lo desplazará unos pocos grados más por
encima de este valor. Con estos valores se maximizan los efectos no lineales. La segunda aproximación es más
una limitación del modelo, pues no es posible introducir el efecto del campo eléctrico externo. Las ecuaciones
del modelo bajo estas circunstancias, a las que nos referiremos de ahora en adelante como modelo A, son
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Figura 4.20: Representaciones cenitales de la evolución del campo óptico en aproximación escalar paraxial
para valores de potencias ópticas Popt = 0.3, 0.4 y 0.5 mW/µm.
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Figura 4.21: Ángulo de cabeceo e intensidad del campo óptico normalizados a la unidad.

entonces,

K
∂2θ

∂x2
+ 2|Eo

x|2 = 0, (4.1)

ı
∂Eo

x

∂z
=

1

2

∂2Eo
x

∂x2
+ 2θEo

x, (4.2)

donde K es la constante elástica, θ(x) es el ángulo de cabeceo y Eo
x representa la amplitud de la envolvente

del campo óptico polarizado linealmente en la dirección x.
La ecuación (4.1) se soluciona analíticamente en [201] para estudiar la oscilación transversal del nematicon

bajo el efecto de la fuerza de la frontera cuando el haz es lanzado con una excentricidad sobre la celda
planar. Allí se emplea el teorema de Eherenfest para estudiar tanto la fuerza ejercida por la frontera como
las características de la trayectoria oscilatoria. En particular se muestran las dependencias de su periodo y
amplitud con la potencia óptica.

Nosotros utilizamos el sistema que describe el dispositivo de la manera más amplia posible, tal y como
se ha explicado anteriormente en el capítulo 2. Recordemos aquí el sistema de ecuaciones que resolvemos, al
que nos referiremos de aquí en adelante como modelo B:

K
∂2θ

∂x2
+

1

2
ϵ0 sin(2θ)

(
∆ϵs|Es

x|2 +∆ϵo|Eo
x|2
)
= 0, (4.3)∫ d

0
Es

xdx =

∫ d

0

Ds
x

ϵxx
dx = −V0, (4.4)

2jk0n0
∂Eo

x

∂z
=

∂2Eo
x

∂x2
+ k20(ϵ− n2

0)E
o
x, (4.5)

donde Es
x es la amplitud del campo eléctrico externo en la dirección x, Ds

x es el correspondiente campo
desplazamiento eléctrico, V0 es el valor del potencial eléctrico externo aplicado al electrodo, ϵ0 e la constante
dieléctrica del vacío, k0 = 2π/λ0 es el vector de onda del campo óptico, n0 es el índice de refracción lineal,
∆ϵs = ϵ∥ − ϵ⊥ es la birrefrigencia del medio para las frecuencias del campo externo, ∆ϵo = n2

∥ − n2
⊥ es la

birrefrigencia óptica, ϵ es la permitividad óptica no lineal (recuérdese que depende del ángulo de cabeceo)
y ϵxx es la permitividad eléctrica. Ya sabemos que las dependencias angulares de las permitividades son
del tipo ϵ = ϵ⊥ +∆ϵ sin2 θ, usando las constantes correspondientes en cada caso. El valor de las constantes
para nuestras simulaciones es: K = 12 × 10−12 N, ϵ∥ = 19.6, ϵ⊥ = 5.1, n∥ = 1.6954, y n⊥ = 1.5038.
Así, ∆ϵs = 19.6 − 5.1 = 15.4, y ∆ϵo = n2

∥ − n2
⊥ = 1.69542 − 1.50382 = 0.613. También hemos usado

ϵ0 = 8.8541878176× 10−12, n0 = 1, y λ0 = 1064× 10−9 m.
En el capítulo 3 ya hemos explicado la manera iterativa en la que se resuelve este problema acoplado.

Vamos a recordarlo aquí brevemente por facilitar la lectura del documento: primero alcanzamos una solución
auto consistente de las ecuaciones (4.3) y (4.4) que será utilizada para calcular el campo óptico en el siguiente
paso de propagación mediante la ecuación (4.5). Dado que el propio campo óptico afecta también a la orien-
tación molecular, se hace necesario recalcular la solución autoconsistente del problema estático compuesto
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por (4.3) y (4.4). Así establecemos otro bucle iterativo que permite alcanzar una solución auto consistente
de las tres ecuaciones diferenciales. Este procedimiento se repite para cada paso de propagación.

Nuestro objetivo en esta subsección es comprobar la validez de la aproximación lineal al estudiar la
oscilación transversal del nematicon comentada anteriormente. Para comparar los resultados de cada modelo
debemos llevar al modelo B al rango de parámetros que lo haga equivalente al modelo A, en la medida de
lo posible. Para conseguirlo tomamos k0 = 1, ϵ⊥ = 1, ∆ϵ = 4, K = µ∆ϵϵ0θmax/2, θmax = 1/2 y régimen de
ángulos pequeños, esto es, θ << 1.

La amplitud de esta oscilación transversal depende de la posición inicial del haz y su periodo depende de
la potencia óptica y de la excentricidad inicial del haz.
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Figura 4.22: Periodo de la oscilación transversal T frente a la amplitud del campo óptico a para el modelo
A (izquierda) y para el modelo B (derecha).
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Figura 4.23: Fuerza F ejercida por la frontera frente a posición inicial < x > para diferentes amplitudes del
campo óptico, a. A la derecha, fuerza F frente a la amplitud del campo óptico a para diferentes posiciones
iniciales del haz < x >.

La dependencia del periodo de oscilación con la amplitud del campo óptico se muestra en la �gura 4.22
para ambos modelos. Puede verse cuán diferentes son los comportamientos de ambos modelos. A la izquierda
puede verse como el periodo de oscilación para el modelo A sigue una pauta monótona decreciente con la
amplitud del campo (ya que la fuerza ejercida por la frontera es lineal con la densidad de potencia). El
modelo B, a la derecha de la �gura, muestra un comportamiento no monótono, ya que presenta un mínimo
del periodo de oscilación cercano al valor 0.4 para la amplitud del campo óptico y para cualquier valor de la
excentricidad. Este comportamiento no lineal es muestra de que la linealidad de la intensidad del campo con
el índice de refracción no es válida. La �gura 4.22 también muestra que la posición inicial del haz no tiene
ningún efecto sobre el periodo de oscilación en el modelo A pero sí lo tiene en el modelo B, de acuerdo con
[201, 202]. La fuerza ejercida por la frontera ha sido calculada numéricamente a través de la segunda derivada
de la trayectoria del centro de masas de la energía del campo óptico. Se sabe que esta fuerza crece conforme
nos acercamos a la frontera [53]. La �gura 4.23 muestra las dependencias de la fuerza con la posición inicial
del haz (parte izquierda) y con la amplitud del campo óptico (parte derecha de la �gura). Allí puede verse la
relación no lineal entre la fuerza y la amplitud del campo óptico que hace aparecer un mínimo, responsable a
su vez del mínimo que aparece en la dependencia del periodo de oscilación con la amplitud del campo óptico.

La evolución del pico de amplitud del campo óptico puede observarse en las �guras 4.24 y 4.25. Vemos
que los resultados son cualitativamente (incluso cuantitativamente) iguales a bajas potencias mientras la
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Figura 4.24: Evolución del pico de amplitud del campo óptico a para a = 0.1 (izquierda) y a = 0.5 (derecha)
usando el modelo A. Cada color representa un valor distinto de la posición inicial < x >.
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Figura 4.25: Evolución del pico de amplitud del campo óptico a para a = 0.1 (izquierda) y a = 0.5 (derecha)
usando el modelo B. Cada color representa un valor distinto de la posición inicial < x >.

aproximación linealizada del modelo A es válida. Sin embargo, conforme la potencia crece van apareciendo
diferencias. Primero, la frecuencia de oscilación del pico de amplitud crece conforme crece la potencia óptica
de manera proporcional en el modelo A. No ocurre así en el modelo B. Este fenómeno está directamente
relacionado con los valores arti�cialmente altos que alcanza el valor del ángulo de cabeceo en el modelo
A, que, por cierto, no está acotado. Valores grandes del ángulo de cabeceo implican índices de refracción
efectivos más atractivos, pues están relacionados linealmente como ϵ = 2θ para el modelo A, mientras que el
modelo B ofrece una dependencia más realista al imponer ϵ = ϵ⊥+∆ϵ sin2 θ. Esta última expresión ofrece una
saturabilidad del índice de refracción conforme el ángulo de cabeceo se acerca a su valor máximo (θ = 90o),
algo que no sucede en el modelo A y que se trata, sin duda, de un arti�cio indeseado consecuencia de un
modelo incompleto o inválido en el régimen de parámetros de θ grande. En segundo lugar, el modelo A
muestra que las amplitudes del campo óptico no son sensibles a los cambios de posición inicial del haz, pues
todas las curvas solapan como puede apreciarse en la �gura 4.25. No ocurre así en el modelo B, en el que
la amplitud del campo óptico no evoluciona igual al cambiar la posición inicial del haz. Por último, puede
verse el efecto de la saturabilidad de la no linealidad del modelo B, que limita tanto el valor del ángulo de
cabeceo, como el de la amplitud del campo óptico. El modelo A no presenta esta saturabilidad y por tanto,
no distingue entre valores de ángulo por encima o por debajo de θ = π/2, lo cual incide a su vez en un mayor
autoenfoque del campo óptico, entrando en dinámicas violentamente autoenfocantes.

Modos de propagación para guías inducidas por la frontera. Solitones topológicos

Presentamos en esta subsección cuales son los modos de propagación de una guía inducida por la frontera
cuando la celda planar presenta condiciones de contorno tipo Dirichlet asimétricas, en particular θ0 = 0o y
θ1 = nπ para el valor del ángulo de cabeceo en los electrodos inferior y superior respectivamente, con n ∈ Z.
Este tipo de soluciones para el ángulo de cabeceo han sido estudiadas en la subsección 4.1.1.

En ausencia de excitaciones eléctricas, sin campo eléctrico externo ni campo óptico, la ecuación que rige



88 4. RESULTADOS

la orientación molecular, ecuación (4.3), resulta en la ecuación de Laplace homogénea

K
∂2θ

∂x2
= 0, (4.6)

cuya solución analítica es bien conocida, pues es una recta que conecta los valores de la función solución
en la frontera. Esta solución cumple con la condición de curvatura nula que impone la ecuación de Laplace
a la función solución. Por tanto, tenemos que la solución a la ecuación (4.6) es θ(x) = nπ

d x, siendo nπ el
valor de la función en la frontera situada en x = d y d el grosor de la celda o la separación de electrodos,
como queramos verlo. Sustituyendo este valor del ángulo de cabeceo en la permitividad dieléctrica óptica que
aparece en la ecuación de propagación del campo óptico (4.5) tendremos la ecuación para la propagación de
luz bajo estas circunstancias

2jkn
∂A

∂z
=

∂2A

∂x2
+ k2

((
ϵ⊥ +∆ϵo sin2(

nπ

d
x)
)
− n2

)
A, (4.7)

que rige la evolución de un haz bajo la in�uencia de un per�l de índice efectivo de variación gradual que
constituye una guía inducida por la frontera. Si nos preguntamos por la forma que poseen los modos de
propagación de semejante guía, procedemos por separación de variables sobre la ecuación (4.7) a obtener la
ecuación estacionaria, que resulta

∂2X

∂x2
+
[
k2((ϵ⊥ +∆ϵo sin2(

nπ

d
x))− n2)− Em

]
X = 0. (4.8)

Esta ecuación puede reescribirse también como

∂2X

∂x2
+

[
k2(ϵ⊥ +∆ϵo(

1

2
(1− cos(

2nπ

d
x)))− n2)−Em

]
X = 0, (4.9)

de la que, reordenando coe�cientes, podemos obtener

∂2X

∂x2
+ [a− 2q cos(2x)]X = 0, (4.10)

con a = k2(ϵ⊥ + ∆ϵo

2 − n2) − Em y q = k2 ∆ϵo

4 . La ecuación (4.10) resulta ser la ecuación de Mathieu,
conocida, entre otras cosas, en el tratamiento de las ecuaciones de Maxwell en coordenadas elípticas, pero no
muy difundida en nuestro contexto de propagación de luz en cristales líquidos en coordenadas cartesianas.
Aplicando el teorema de Floquet-Bloch, nos preguntamos por soluciones de la ecuación (4.8) de la forma
φp(x) = exp(ıpx)up(x) siendo p el valor del pseudo momento asociado a la solución φp(x) y con up(x) una
función π-periódica. Sustituyendo esta forma de soluciones en la ecuación (4.8) tenemos la ecuación

∂2up
∂x2

+ 2ıp
∂up
∂x

+
(
a− 2q cos(2x)− p2

)
up = ϵup, (4.11)

que representa un problema de autovalores que caracterizan los autovectores con pseudo momento p de la
guía inducida por la frontera de variación gradual del índice de refracción.

Se puede ver en la �gura 4.26 la evolución de un haz gaussiano en una guía inducida por la frontera,
en el sentido explicado en este apartado. Se propaga un haz de potencia óptica su�cientemente baja como
para que no afecte a la orientación molecular. Se trata pues de una propagación lineal. No se aplica en este
caso voltaje externo, por lo que el efecto de con�namiento que se aprecia se debe en exclusividad a la guía
inducida por la frontera. El haz se lanza exactamente centrado en la celda. No obstante, si calculamos el
centro de masas de la energía óptica y gra�camos su evolución, apreciamos una pequeña oscilación de algo
más de una micra de amplitud. La amplitud del campo óptico también sigue una evolución oscilatoria. Sus
valores máximos además decrecen conforme avanza el haz, mientras que los mínimos no siguen una tendencia
monótona.
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Figura 4.26: Evolución de un haz gaussiano en el régimen lineal en la guía inducida por las condiciones de
frontera asimétricas del ángulo de cabeceo. La primera �gura representa la trayectoria de la intensidad de
campo óptico. La �gura central muestra la evolución del pico de amplitud del campo óptico. La última �gura
re�eja el comportamiento oscilatorio del centro de masas de la energía.
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Figura 4.27: A la izquierda se representa el ángulo de inclinación inducida por la anisotropía en el plano XZ
en función del ángulo de cabeceo del cristal líquido. A la derecha se muestra la evolución de la intensidad
del campo óptico, sufriendo re�exión al llegar a la frontera debido a la trayectoria inclinada inducida por la
anisotropía.

4.2.2. Evolución 1+1D vectorial. Anisotropía en el plano XZ

Es bien conocido que el efecto que tiene la anisotropía en el plano de evolución XZ en una situación
1 + 1D es la inclinación de la trayectoria debido a los distintos valores del tensor dieléctrico en direcciones
distintas [148].

Este ángulo de inclinación del haz δ puede calcularse como

tan δ =
ϵxz
ϵzz

=
∆ϵ sin θ cos θ

ϵ⊥ +∆ϵ cos2 θ
, (4.12)

cuya representación grá�ca para el cristal líquido E7 que se estudia en esta tesis puede verse en la �gura 4.27,
a la izquierda. En la �gura 4.28 puede verse el comportamiento de un haz en propagación lateral teniendo en
cuenta la anisotropía en el plano XZ. En ausencia de campo eléctrico y de no linealidad óptica orientacional,
el haz se desvía un ángulo que depende del valor del ángulo de cabeceo del medio (según la ecuación (4.12)),
quien, a su vez, viene dado por el valor del pretilt en la frontera.

Así, para los valores pequeños que suelen emplearse experimentalmente la desviación es pequeña. Puede
verse este comportamiento en la �gura 4.27, en la que el voltaje aplicado es V = 0 V y la potencia óptica
Popt = 0.03 mW/µm. Cuando, en ausencia de campo eléctrico externo, incrementamos la potencia del campo
óptico, aparece la no linealidad orientacional. Dado que nos encontramos en el caso vectorial, el campo sufrirá
una oscilación vectorial que, junto con la no linealidad orientacional, producirá una guía generada por la
propia luz que, por tanto, seguirá su trayectoria. Este comportamiento puede verse en la �gura 4.28, en la
que se han aplicado potencias ópticas de Popt = 0.375, 05, 0.625 y 0.75 WmW/µm.

En el caso de que apliquemos un campo eléctrico externo, este campo produce una reorientación molecular,
como ya sabemos, del tipo representado en la �gura 4.1. Esto afecta al ángulo de inclinación δ y provoca una
mayor inclinación del �ujo de energía óptica en la celda, como puede verse en la �gura 4.29, en la que se ha
aplicado V = 1 V. Si, además, hacemos concurrir potencia óptica en el régimen no lineal, tenemos un mayor
efecto de auto enfoque, como puede verse en la misma �gura.

4.2.3. Modos de propagación de una guía anisótropa inducida eléctricamente

En esta subsección se muestran los modos de propagación de una guía inducida por un potencial eléctrico
aplicado externamente sobre los electrodos de una celda planar con un electrodo discontinuo como el de la
�gura 2.3(b). La tensión eléctrica aplicada al electrodo superior produce una distribución de campo eléctrico
externo estático en el seno del cristal líquido de manera que in�uye sobre la posición molecular del cristal
líquido quien, a su vez, in�uye sobre el per�l de índice efectivo que afecta a la luz.

Aplicando una tensión eléctrica de V0 = 1 V, sobre los electrodos, las distribuciones del campo eléctrico
y de los ángulos que de�nen la posición del director son los que se muestran en la �gura 4.30.
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Figura 4.28: Evolución del campo hy en propagación vectorial, en ausencia de campo eléctrico externo y con
potencias ópticas de Popt = 0.375, 05, 0.625 y 0.75 WmW/µm.

Puede verse como la discontinuidad del electrodo superior hace aparecer las dos componentes transversales
del campo eléctrico, Ex y Ey. La componente en la dirección x de este campo eléctrico se encarga de alinear
las moléculas del nemático (el eje mayor del elipsoide que las representa) en la dirección x, provocando
pues cambios en el ángulo de cabeceo θ(x, y). Sin embargo, la componente y del campo pretende alinear las
moléculas en el eje y, con lo que obliga a las moléculas a girar en el plano paralelo a los electrodos. Así aparece
el ángulo de torsión φ(x, y), empujado por las componentes y de los campos eléctricos, en este caso resultado
del voltaje aplicado por un electrodo discontinuo. Estos campos eléctricos experimentan valores críticamente
elevados en las proximidades de la frontera del electrodo para luego moderar su valor conforme nos alejamos
de esta frontera para adentrarnos en el seno del cristal líquido. Podemos ver los efectos de las componentes
del campo eléctrico sobre los ángulos de cabeceo y torsión en la �gura 4.30. El ángulo de cabeceo presenta
una variación muy importante en la zona en la que se encuentra el electrodo superior, pues allí es donde
el campo eléctrico en la componente x es más intenso, y, por tanto, donde más reorientación molecular se
produce. Puede apreciarse también como el valor máximo del ángulo de cabeceo no se encuentra en la mitad
de la celda planar, sino que se encuentra ligeramente desplazado hacia el electrodo superior. En cuanto al
ángulo de torsión, vemos que la distribución del mismo tiene una simetría impar con respecto al eje y = 0,
consecuencia directa de la simetría impar de la componente y del campo eléctrico, que es quien induce este
movimiento de torsión. Nótese el empleo de la frontera transparente para todos los campos en la dirección y.
Puede apreciarse también como los valores máximos que alcanza el ángulo de torsión son bastante menores
que los del ángulo de cabeceo para la misma tensión eléctrica.

En la �gura 4.31 se aprecia cuales son algunos de los autoestados, los seis primeros modos de propagación,
de la guía anisótropa inducida en el cristal líquido nemático mediante la aplicación del campo eléctrico
externo. Se han calculado resolviendo la ecuación (2.56). De tener, un código de propagación 2D+1 vectorial,
podríamos apreciar el batido de estos modos en la propagación del haz en la guía inducida.
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Figura 4.29: Evolución del campo hy aplicando una tensión de V = 1 V y unas potencias ópticas de Popt =
0.03, 0.11, 0.24 mW/µm.

4.3. Evolución 2+1D paraxial escalar

En esta sección mostramos las simulaciones correspondientes a la evolución bidimensional escalar paraxial
de un haz gaussiano en una celda planar de cristal líquido nemático. Como ya ocurriera en el caso unidimen-
sional, existen tres regímenes de potencia distintos que conducen a comportamientos distintos del haz. Existe
un pequeño rango de potencias para las que el haz es capaz de generar una no linealidad efectiva debida
a la orientación molecular que logra compensar la difracción, generando una solución tipo solitónico. Por
debajo de esta potencia el haz difracta, y por encima se produce un colapso provocado por el autoenfoque y
permitido por la paraxialidad de la ecuación. El caso difractivo puede observarse en la �gura 4.32, en la que
se muestra a la izquierda la difracción del haz en su evolución (2+1)D y a la derecha se muestra la evolución
de la anchura (utilizando el FWHM de la intensidad) del haz. Como no existe no linealidad, apenas hay
afectación molecular por parte de la potencia óptica, con lo que nos encontramos en este caso con un medio
isótropo, por lo que la evolución de la anchura del haz en las dos direcciones es la misma, pues existe simetría
rotacional tanto en el medio como en la solución propagante.

La �gura 4.33 muestra la propagación de un nematicón en la celda planar de CLN. Debe decirse que
encontrar la potencia exacta para la cual ocurre el balance más exacto posible para compensar la difracción,
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por tanteo, es un problema numérico costosísimo. Tengamos en cuenta que esta propagación es no lineal
y, aunque no estamos utilizando el acoplo con el campo eléctrico externo puesto que no hay, el cálculo es
bastante costoso, pues hay muchos pasos de propagación. En general, cualquier simulación en la que aparezca
la no linealidad orientacional es computacionalmente costosa. Puede apreciarse en la pseudo perspectiva de
la izquierda como el haz parece no deformarse a simple vista. Si en cambio estudiamos lo que hace la
anchura, en términos del FWHM de la intensidad, sí que apreciamos cambios, pero entendemos que, para la
longitud de propagación elegida, son su�cientemente pequeños como para considerar aquí una propagación
tipo solitónico.

4.3.1. Acopladores direccionales ópticos

Los acopladores direccionales son dispositivos utilizados en radio tecnología utilizados para desviar la
potencia de un canal hacia otro canal. Los dos canales se sitúan lo su�cientemente cerca como para que
ocurra un acoplamiento signi�cativo de la potencia. Una vez se ha transferido la potencia de un canal a otro
se separan para impedir continuos acoplamientos y conseguimos así transferir la potencia de un canal a otro.
Nuestra intención en este apartado es construir un acoplador direccional óptico utilizando celdas planares de
cristal líquido nemático. Han habido varios trabajos relacionados con acopladores direccionales ópticos, pero
ninguno en el contexto de cristales líquidos. La �gura 4.34 muestra cual es la geometría del dispositivo. Puede
verse que se trata de un dispositivo de dos canales sobre los que aplicamos tensiones eléctricas distintas. De
esta manera induciremos dos guías sobre el cristal líquido en las inmediaciones de cada uno de los electrodos.
Estas guías serán tanto más con�nantes cuanto mayor sea el potencial aplicado, pues la orientación molecular
se habrá visto más afectada y, consecuentemente, el per�l de índice de refracción.

Aplicando unos voltajes de V = 1 y V = 1.25 voltios a los electrodos uno y dos respectivamente,
conseguimos un índice de refracción como el que se ven en la �gura 4.35. En este dispositivo lanzamos un
haz centrado en el canal uno y observamos como ocurre la transferencia del canal uno al dos y viceversa. En
la �gura 4.36 mostramos la evolución de la trayectoria del haz, calculada ésta como la posición del centro de
masas de la energía en la dirección transversal y. Podemos ver como, además de desplazarse hacia el canal
2 en la dirección y, el haz también sufre un desplazamiento en la dirección x debido a la ubicación del pico
de índice de refracción. La tensión aplicada al electrodo discontinuo induce una orientación que es máxima
no en el centro de la celda, sino algo más cerca del electrodo discontinuo.

4.3.2. Osciladores transversales en el régimen lineal

La no linealidad orientacional de los CLN puede utilizarse para producir fenómenos de conmutación todo
óptica. En estos casos la no linealidad óptica establece diferencias de comportamiento de un haz en un mismo
dispositivo y con los mismos parámetros de funcionamiento, siendo la potencia óptica la variable que separa
unos comportamientos de otros. Así es como se reproducen fenómenos de conmutación óptica. Sin embargo,
no tenemos esta posibilidad de control del haz en el régimen lineal. En esta sección presentamos un dispo-
sitivo electro-óptico que permite alterar la trayectoria del haz en el régimen lineal, induciendo oscilaciones
transversales. Las oscilaciones transversales de haces en cristales líquidos ocurren generalmente como efectos
no lineales orientacionales. Se pueden conseguir lanzando un haz excéntrico con potencia su�ciente para
afectar a la orientación molecular, como hemos visto en este mismo capítulo. Se pueden conseguir también
como consecuencia natural de la anisotropía del medio en el plano de evolución. Sin embargo, en estos casos
las oscilaciones suelen ser efectos indeseados e ineludibles (más que alterando la dirección de lanzamiento
del haz sobre la celda). Nuestro dispositivo permite modi�car a voluntad tanto amplitud como frecuencia de
oscilación en función de la geometría del dispositivo y la tensión aplicada al mismo.

El dispositivo con el que trabajamos tiene un electrodo discontinuo en la pared superior donde aplicamos
tensiones positivas referidas a masa, representada por el electrodo continuo de la pared inferior. Podemos ver
la con�guración del dispositivo en la �gura 2.3(b). Vamos a utilizar el electrodo de la pared superior para
generar un potencial asimétrico en y, de manera que generemos una guía inducida externamente asimétrica
en esa dirección. Lanzando un haz en el régimen lineal, en el borde que tiene menores valores del índice de
refracción, el haz se sentirá atraído por el máximo del per�l de la guía inducida externamente y se desplazará
por tanto en el sentido positivo del eje y hasta alcanzar la zona donde el per�l de índice de refracción
es máximo. Podemos ver en la �gura 4.38 la distribución de potencial en el seno de la celda, así como la
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distribución de los ángulos de cabeceo y torsión y el per�l de índice de refracción efectivo. Nótese que los
valores para el ángulo de torsión son un orden de magnitud menores que los del ángulo de cabeceo, por lo
que no contemplamos el efecto de despolarización del haz provocado por la existencia de componentes y del
campo eléctrico inducido por el electrodo. Se aprecia mejor en la �gura 4.37 que el hecho de aplicar una
rampa positiva en el electrodo discontinuo genera la asimetría del potencial en la dirección y que buscábamos
para desplazar el haz lateralmente.

Una vez el haz se ha situado cerca del otro extremo de la guía, empujado por el potencial a esa zona,
alteramos el potencial aplicado al electrodo discontinuo. Aplicamos esta vez una rampa negativa con la
intención de empujar al haz en la otra dirección y conseguir así que oscile. Los valores de potencial, ángulos
y per�l de índice efectivo son las imágenes especulares de las distribuciones que se han mostrado en la �gura
4.38. En evolución, observamos una oscilación al conseguir que el haz cambie de sentido su trayectoria y
vuelva a la zona donde fue lanzado, como puede verse en la �gura 4.39 izquierda. Llegados a este punto
volvemos a conmutar la tensión aplicada aplicando otra vez la rampa positiva para empujar al haz en el
sentido contrario y continuar así el movimiento oscilatorio. En el régimen no lineal, el propio haz induce
una guía por interacción no lineal con el medio que le permite no verse afectado por la tensión externa y
continuar con una trayectoria rectilínea en tanto que ha quedado con�nado en la guía que él mismo induce,
apareciendo así el comportamiento tipo solitónico. Ver �gura 4.39 derecha.

El circuito eléctrico empleado hace uso de un fototransistor que gobierna el encendido y apagado de un
relé. La �gura 4.40 muestra el circuito empleado. Allí se muestra el acoplo electro-óptico a través de un diodo
emisor de luz que excita la base del fototransistor para ponerlo en conducción. Nosotros reemplazaríamos
la fuente de luz, quitando el diodo y dejando ese papel al haz que es guiado por el dispositivo. El relé es
un dispositivo mecánico gobernado eléctricamente compuesto por un conmutador doble. Dispone de seis
contactos y es capaz de trabajar en dos posiciones distintas. La primera posición, la mostrada en la �gura
puede corresponderse a la de relé armado, con tensión eléctrica en sus bornes. Si el relé está armado es
porque el fototransistor está en conducción, por lo que el haz está excitando la base de este fototransistor.
En esta situación la corriente eléctrica sale del positivo de la pila y pasa por los puntos C1-B1-P5-P4-P3-P2-
P1-B2-C2, de manera que la tensión en el punto P5 es máxima (VP5 = Vcc) y en P1 es mínima (VP1 = 0).
Así conseguimos en los puntos intermedios una distribución lineal de tensión para el caso en el que todos
los resistores son iguales en valor. Cuando el haz deja de iluminar la base del fototransistor, éste entra en
corte bloqueando entre sus terminales colector y emisor toda la tensión que da la pila. Así al relé no le llega
tensión y entonces se desarma, cambiando el estado del conmutador doble. Ahora la intensidad de corriente
sale de la pila y atraviesa los puntos C1-A1-P1-P2-P3-P4-P5-A2-C2, siendo que la tensión en P1 ahora es la
máxima y en P5 es la mínima, al revés de lo que ocurría en la otra posición del conmutador doble. De esta
manera se genera una rampa de tensión de�nida por los puntos intermedios situados entre las resistencias,
que tiene pendiente contraria a la que se generaba en la otra posición del relé, que es lo que pretendíamos
conseguir.
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Figura 4.30: (a) Distribución de voltaje eléctrico en el seno del cristal líquido con aplicación de V = 1 V en el
electrodo superior. (b) y (c) Distribución de las componentes x e y del campo eléctrico inducido por el voltaje
externo, respectivamente. Nótese que la componente Ex es par, mientras que la Ey es impar, propiedad que
se traslada a la distribución de los ángulos de cabeceo y de torsión respectivamente, pues son los causantes
de tales deformaciones (grá�cas (d) y (e) respectivamente). Los ángulos se muestran en grados.
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Figura 4.31: Cada una de las �las se corresponde al triplete de modos de propagación Hz, Ex y Ey, leídos
de izquierda a derecha. La primera �la se corresponde con el modo fundamental, la segunda con el primer
modo excitado, la tercera con el segundo modo excitado y así hasta el quinto modo excitado. EN todos los
casos estamos representando intensidades de campo.
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Figura 4.32: Evolución de un haz en el régimen lineal, sin excitaciones eléctricas ni ópticas afectando a la
orientación molecular.
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Figura 4.33: Evolución de un haz en el régimen solitónico, sin excitación eléctrica externa.

Figura 4.34: Con�guración del dispositivo de celda planar con dos electrodos discontinuos en la pared superior.
La anchura de los electrodos se representa por a = 15 µm, que es, a su vez, la distancia que separa los
electrodos. Las tensiones aplicadas son de V = 1 V, en el electrodo de la izquierda y V = 1.25 V, en el de la
derecha. La separación entre placas, d, es de 75 µm.
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Figura 4.35: (a) Distribución de tensión eléctrica en el seno del dispositivo. El electrodo de la izquierda,
electrodo 1, tiene aplicado 1 V, mientras que el de la derecha, electrodo 2, tiene aplicado 1.25 V. (b) Índice
de refracción producido por el dispositivo. Sólo se aprecia afectación del campo eléctrico externo, por lo que
nos encontramos en el régimen lineal.

Figura 4.36: Trayectoria del �ujo de energía del haz en la dirección transversal y. A la derecha aparece la
intensidad del campo en z = 0 y en z = 1 mm.
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Figura 4.37: Secciones al 80%, 85%, 90%, 95% y 100% de la anchura total del electrodo en la coordenada
x.
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Figura 4.38: (a) Distribución de potencial eléctrico. (b) Distribución del ángulo de cabeceo. (c) Distribución
del ángulo de torsión. (d) Distribución del índice de refracción.
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Figura 4.39: Trayectoria del haz en el régimen lineal (izquierda) y no lineal(derecha) bajo el efecto de la
alternancia de tensión impuesta por el dispositivo electro-óptico.
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Figura 4.40: Cricuito de inversión de sentido de giro de la corriente gobernado por un fototransistor.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se ha presentado la derivación de uno de los modelos más completos y realistas posibles para
dispositivos de celdas planares de cristales líquidos nemáticos en 1 + 1D. Aunque ya presentado en algunos
estudios del campo, este modelo no es el más utilizado, pues al no tener solución analítica, no permite la
conclusión de sus propiedades más que con el estudio numérico. Sin embargo es el más interesante dado que no
presenta las limitaciones típicas de la mayoría de trabajos como por ejemplo el que trata ángulos de cabeceo
pequeños obligado por la linealización de las ecuaciones. Se ha obtenido la solución autoconsistente de las
ecuaciones diferenciales que componen el modelo mediante el uso de técnicas iterativas bien establecidas.
Estas técnicas se han aplicado a las ecuaciones resultantes de la aproximación numérica por el método de
diferencias �nitas del modelo. Se ha explorado el comportamiento del modelo en el régimen lineal y en el no
lineal.

Se ha realizado un estudio comparativo de un modelo no lineal escalar con un modelo lineal (también
escalar) frecuentemente utilizado en la bibliografía. La comparación se ha centrado en el estudio de la
evolución del campo óptico cuando es lanzado de manera excéntrica sobre la celda. En estas condiciones
se espera que la solución presente una oscilación transversal inducida por la fuerza que realiza la frontera
sobre la solución. Se han puesto de mani�esto las diferencias entre las oscilaciones de los modelos lineal y no
lineal. Se ha ofrecido una explicación cualitativa que justi�ca las diferencias observadas. Se ha cuanti�cado
la desviación de ambas soluciones en diversos regímenes de parámetros.

Se ha resuelto la propagación de campo óptico en el régimen no lineal vectorial. La única aproximación
empleada ha sido la paraxialidad del campo. Se ha observado la oscilación transversal debido a la anisotropía
del medio en el plano de evolución. Se ha propuesto el estudio combinado de las oscilaciones transversales
producidas por la anisotropía por un lado y por la excentricidad del haz por otro para analizar el efecto no
lineal vectorial sobre la trayectoria del haz.

Se ha explorado un nuevo conjunto de soluciones para la ecuación de orientación molecular unidimen-
sional, las producidas por una condición de contorno tipo Dirichlet asimétrica, con un desfase de nπ con n
entero sobre las fronteras del problema x = 0 y x = d. Se ha resuelto el problema lineal analíticamente y
se ha estudiado el efecto que tiene sobre la evolución paraxial escalar de un haz en una celda con esta dis-
tribución angular. Se ha obtenido la ecuación de propagación para el índice de refracción efectivo resultante.
La ecuación estacionaria correspondiente ha resultado ser una ecuación de Mathieu. Así se ha presentado la
solución de los estados estacionarios de una (o varias) guía inducida por la distribución angular, resultando
éstos las funciones seno y coseno elípticos (funciones de Mathieu). Se han buscado soluciones del tipo de
ondas de Bloch, aquellas que pueden factorizarse como u(x) = exp(ıpx)up(x), siendo p un valor de pseudo-
momento que clasi�ca las soluciones. Además, se ha observado la evolución de un haz gaussiano en este tipo
de estructuras, presentando el haz una pequeña oscilación tanto en amplitud como en trayectoria.

Se ha resuelto el modelo bidimensional vectorial para la propagación de campo óptico, teniendo en cuenta
la anisotropía en el plano transversal XY . Se han mostrado los modos de propagación anisótropos en XY
para una guía inducida por un electrodo discontinuo situado en la pared superior del dispositivo. Se ha
propuesto el análisis de los modos de propagación en función de la geometría del dispositivo.

En cuanto a modelos en dos coordenadas transversales, se ha resuelto el modelo acoplado para la orien-
tación molecular, distribución de campo eléctrico y propagación de campo óptico escalar paraxial. En el
modelo bidimensional no lineal acoplado, se ha estudiado la dependencia de los ángulos de orientación frente
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a la potencia óptica y a la posición inicial del haz. Se observa la saturación de los ángulos de orientación
en π/2, si bien el ángulo de cabeceo presenta una mayor sensibilidad al voltaje aplicado al electrodo que el
ángulo de torsión. La posición inicial del haz in�uye en la distribución angular críticamente, encontrando
una relación decreciente del pico del ángulo de cabeceo para posiciones cada vez más cercanas a la frontera.
En la bibliografía suele referenciarse este fenómeno como la fuerza ejercida por la frontera sobre el haz, pues
es la proximidad de la frontera la responsable de di�cultar la deformación del cristal líquido.

La solución al problema bidimensional supone el acoplo iterativo de tres ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales si sólo se contempla el ángulo de cabeceo en la orientación molecular, y de cuatro en el
caso en el que se contemplan ambos ángulos de posición, el de cabeceo y el de torsión. Este último modelo,
resolviendo ambas distribuciones moleculares es poco empleado en bibliografía y es de gran utilidad para
conocer en qué casos la in�uencia de campos eléctricos en las dos coordenadas transversales in�uyen de
manera crítica al haz. En dispositivos que empleen geometrías de electrodos discontinuos en una (o ambas)
paredes la distribución de campo eléctrico externo inducida por la aplicación del voltaje externo sobre los
electrodos hace aparecer componentes Ey del campo eléctrico. En estos casos es muy importante calcular
también el ángulo de torsión. El campo Ex del tipo de dispositivos que hemos trabajado en esta tesis induce
una orientación molecular que hace aumentar el índice de refracción, focalizando el campo óptico en esa zona.
Sin embargo, la otra coordenada Ey provoca un movimiento de torsión en las moléculas que altera el estado
de polarización del haz, provocando pérdidas de energía sobre la onda extraordinaria que estamos guiando,
debilitando así posibles soluciones tipo solitón. Es pues, en general, un efecto indeseado. El cálculo preciso
de este ángulo de torsión nos ha permitido discernir en qué casos afecta o no y cuánto a la propagación del
haz.

En cuanto a herramientas numéricas hemos implementado una frontera transparente aplicable a cualquiera
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que aparecen en la tesis. Es una modi�cación de la fron-
tera transparente de Hadley, y nos permite resolver de una manera muy sencilla las distribuciones angulares
y de campo eléctrico en dispositivos con electrodos discontinuos. El empleo de esta condición de contorno
ahorra mucho coste computacional, pues la alternativa es la extensión del dominio numérico de manera arti�-
cial para imponer condiciones tipo Dirichlet a una distancia su�cientemente grande del electrodo discontinuo
para asegurarnos de que la solución no se ve afectada por la frontera en aquella zona. Se trata pues de la
aplicación de una técnica novedosa en este tipo de ecuaciones diferenciales que ha demostrado una gran es-
tabilidad, dada la gran batería de simulaciones realizadas en esta tesis y la convergencia de todas ellas. Esta
condición de frontera transparente se ha aplicado principalmente a la ecuación de distribución de potencial
eléctrico en el seno de la celda de cristal líquido y a la distribución del ángulo de torsión.

En el terreno de dispositivos con electrodos discontinuos, hemos hecho un estudio comparativo de las
distribuciones angulares resultantes para un dispositivo publicado por Assanto en dos situaciones distintas:
la que él trabaja, con orientación �ja en las paredes para ambos ángulos y una nueva situación que nosotros
resolvemos numéricamente que es la hipótesis de anclado suave en la frontera para el ángulo de torsión.
Ambas hipótesis son realistas y dependen del tratamiento experimental que se le haya imprimido a las paredes
con�nantes. Observamos valores mayores para el ángulo de torsión en las proximidades de las fronteras de los
electrodos discontinuos en el caso de anclado suave. Estos valores avisan que estas zonas son especialmente
sensibles a alteraciones de la polarización y que, por tanto, conviene evitar en la propagación del campo
óptico.

Además hemos diseñado un dispositivo electro-óptico lineal que induce una oscilación transversal en el
haz que se propaga en la celda. Se dispone un circuito electrónico con un fototransistor que rige la aplicación
de tensión a los electrodos del dispositivo. Al in�uir el haz sobre el fototransistor, se activa la tensión eléctrica
de tal modo que empuja al haz en la dirección contraria. Al no recibir luz la base del fototransistor éste se
corta y altera así una vez más la tensión aplicada al electrodo, provocando el cambio de sentido del haz.
Es un ejemplo de la versatilidad de este tipo de dispositivos en los que la integración electro-óptica no está
todavía su�cientemente explotada.

También tienen gran interés los dispositivos de más de un canal de electrodos discontinuos, pues permiten
el diseño de dispositivos como puertas lógicas o acopladores direccionales ópticos. En esta línea hemos
simulado la transmisión de energía entre dos canales, en el régimen lineal, para demostrar la posibilidad de
diseño de acopladores ópticos direccionales sobre estos dispositivos. Se sugieren geometrías oportunas y se
ofrecen simulaciones del dispositivo.
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Más allá de los artículos que ya han sido enviados a las revistas y que se exponen al �nal de esta tesis,
nuestro trabajo futuro se centra en varias líneas. Se han dispuesto en esta tesis un conjunto de herramientas
numéricas que nos permite proponer muchos estudios tanto de fenómenos de la óptica no lineal en dispositivos
de cristales líquidos nemáticos como de dispositivos para manipulación de soluciones lineales y no lineales.
En particular, estamos en desarrollo de los siguientes trabajos:

Estudio de la propagación vectorial unidimensional no paraxial bajo la acción de la fuerza ejercida por la
frontera. Conocemos la oscilación transversal inducida por la frontera sobre un nematicón al lanzarlo
de manera excéntrica sobre la celda planar. Se trata de un efecto no lineal debido a la orientación
molecular inducida ópticamente cerca de la frontera. Sin embargo no es la única oscilación transversal
que puede aparecer en estos dispositivos. La naturaleza inherentemente vectorial del problema dada la
anisotropía del medio también es capaz de inducir una oscilación transversal en el régimen no lineal. La
intención de este estudio es la de caracterizar la trayectoria más compleja del nematicon en condiciones
de no linealidad vectorial. Dado que pueden alcanzarse ángulos de valores signi�cativos en este régimen
se pretende realizar un estudio no paraxial para una descripción lo más �dedigna posible.

Caracterización de las soluciones para las guías inducidas por condiciones asimétricas de frontera en el
modelo unidimensional para distintos valores de la frontera. Bandas de energía y modos estacionarios
de la ecuación de Mathieu.

Sensibilidad del modelo no lineal a la potencia óptica y a la anchura del haz para cargas topológicas
par e impar. Distribución de las energías de las soluciones con variaciones de los parámetros no lineales.

Descripción de la evolución en régimen escalar paraxial de un haz en las guías inducidas por la frontera
asimétrica. Caracterización de las oscilaciones de amplitud y de posición para un haz centrado.

Caracterización de los modos de propagación vectoriales de las guías inducidas externamente a través
del potencial aplicado a los electrodos discontinuos en celdas planares. Solución de las guías autoin-
ducidas no linealmente a través de un método iterativo y el teorema de autoconsistencia grupal usando
propiedades de simetría de la solución.

Distribución periódica bidimensional a través de la aplicación conjunta de electrodos discontinuos y
condiciones de frontera asimétrica. Modos estacionarios de estas guías malladas.

Evolución bidimensional vectorial paraxial en dispositivos guiadores de electrodos discontinuos. Efecto
de los campos aplicados externamente y de los campos ópticos no lineales. Estudio de los máximos
ángulos alcanzables con dispositivos guiadores.

Propagación escalar no paraxial de dispositivos guiadores a través de electrodos discontinuos. Diseño
de circuitos todo ópticos para ruteado de nematicones.
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