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Abstract

The way to build mathematical knowledge of a scientist / engineer differs
from that corresponding to the student who accesses a degree in mathematics
or other sciences. Learning based on the process of establishing, analyze and
validate mathematical models allows the effective acquisition of math skills.
In addition, activities based on mathematical modeling can be motivating
elements in the teaching / learning process, arousing student interest to
cognitive basis on which fundamental mathematical concepts are developed
in the mathematical training of future scientist or engineer.
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Resumen

La manera de construir el conocimiento matematico de un
cientifico/ingeniero difiere de la que corresponde al estudiante que accede a
un grado en matematicas o en otras ciencias. El aprendizaje en base al
proceso de establecer, analizar y validar modelos matematicos permite la
adquisicion efectiva de competencias matematicas. Pero ademas, las
actividades basadas en la modelizacion matemética pueden constituir
elementos motivadores en el proceso de ensefianza/aprendizaje, despertando
el interés del alumno hacia bases cognitivas sobre las cudles se desarrollan
conceptos matematicos fundamentales en la formacién matematica del futuro
cientifico o ingeniero.

Palabras clave: Modelizacion matematica, REI, herramienta informatica,
proyectos, motivacion.
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Reforzar la ensefianza de las matematicas desde el primer curso de grado con proyectos

1. Introduccion

Esta fuera de toda duda que la formacion del cientifico y la del ingeniero queda incompleta
sin una formacion de calidad en matemaéticas. En ambos casos el elemento comdn es que,
en general, la formacion requerida ha de ir orientada hacia la practica, hacia las
aplicaciones, o lo que es lo mismo hacia los modelos. En general, un modelo cientifico no
es mas que una herramienta del pensamiento que establece una abstraccion de la realidad.
Se trata de representar elementos reales en el plano abstracto, a partir de los cuales el
cientifico pretende aproximarse a la realidad para, sobre la base de la informacion que
proporciona el modelo, dar solucién a necesidades generales de conocimiento 0 mas
concretamente resolver problemas, es decir, satisfacer necesidades de carécter practico. La
manera de construir el conocimiento matematico en ciencia empirica o en ingenieria difiere
de la que corresponde a las matemadtica, o a la fisica tedrica. A grandes rasgos, por ejemplo,
para el ingeniero la vertiente de resolver problemas técnicos es mucho mas importante que
la de-del conocimiento basico por si mismo.

Ademas el futuro cientifico o ingeniero espera de las matemaéticas, ya desde primer curso,
incluso a nivel emocional, una “utilidad” que le permita comprender mejor los diferentes
problemas que se le plantean y poder encontrar soluciones adecuadas. Téngase en cuenta
que, en muchas ocasiones, el rechazo cultural a las matematicas, y por lo tanto a la
racionalidad del pensamiento critico, viene motivado por la poca eficiencia de los docentes
a la hora de resaltar también el valor instrumental de las matematicas. Se han realizado
diversos estudios sobre la influencia de los factores emocionales en el rendimiento
matematico de los estudiantes (Bhownik y Banerjee, 2013). Se podria destacar que la
actitud esta relacionada significativamente con el rendimiento, resaltando en concreto la
influencia que tiene el factor “utilidad de las matematicas” en lograr una actitud mas
positiva hacia el quehacer matematico de los estudiantes (Zan y Di Martino, 2007).

Por lo tanto, es fundamental que en un disefio metodoldgico concreto del proceso de
ensefianza/aprendizaje de las matematicas en el contexto de estudios de grado de ciencias
empiricas e ingenieria, se tenga en cuenta la necesidad de transmitir al alumno la potencia
de la matematica como medio para representar eficazmente la realidad estatica o cambiante.

Como concrecidn de las ideas expuestas anteriormente, presentamos una serie de trabajos
practicos que abordan problemas contextualizados, que llamamos proyectos, los cuales se
han desarrollado, durante varios cursos, en la asignatura Matematicas de primer curso del
grado en Ciencias Ambientales, en la Escuela Politécnica Superior de Gandia de la
Universidad Politécnica de Valencia.
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2. Objetivos
Los objetivos fundamentales de los proyectos desarrollados es:
a) Afianzar determinadas nociones tedricas desarrolladas en clase.
b) Introducir conceptos matematicos nuevos, no vistos en las clases teoricas.

¢) Madificar la actitud del alumno ante el aprendizaje de las matematicas, acentuando la
utilidad del conocimiento matematico para modelar y resolver problemas.

Mas adelante mostraremos algunos proyectos concretos desarrollados en la asignatura de
Matematicas: El papel de las matrices en modelos de transmision de plagas, la integral en
modelos para la gestion del territorio y la derivada en modelos para la planificacion de
recursos pesqueros sostenibles (Boigues et al 2011, 2011a, 2013). Estos proyectos se
desarrollan en laboratorio informatico, en sesiones practicas de dos horas, siguiendo en
algunos casos estrategias de trabajo colaborativo, aunque en todos los casos en la
evaluacidn se otorga un peso significativo al trabajo individual.

3. Desarrollo de la innovacion
3.1 Marco teérico

Las propuestas docentes descritas asumen, en linea con Artigue et al. (2007), Drijvers et al.
(2010) y Camacho et al. (2008), que la construccion del conocimiento matematico, en un
entorno préactico, debe apoyarse en una ensefianza contextualizada, en la modelizacion-
simulacion como recurso para la comprension de conceptos, en la resolucién de problemas
y en el uso de Sistemas de Calculo Simbdlico (CAS).

La Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) constituye un marco tedrico que
contextualiza la actividad matematica en el conjunto de las actividades humanas y de las
instituciones sociales. La TAD introduce en los sistemas de ensefianza procesos de estudio
funcionales, que permiten superar la monumentalizacion de la matematica (la matematica
como un todo totalmente terminado), tanto a nivel cognitivo como procedimental, mediante
procesos que permiten analizar y resolver situaciones problematicas cercanas a la realidad.
Los Recorridos de Estudio y de Investigacién (REI) son mecanismos didacticos, propuestos
por la TAD, que se disefian a partir de la busqueda de respuestas a cuestiones que, para ser
resueltas, requieren de la construccién de una secuencia mas o menos compleja de
praxeologias completas y articuladas (Serrano et al., 2007).

La idea final es que los REI funcionen localmente como mecanismos didacticos capaces de
superar la tradicional desarticulacién o atomizacion de las mateméticas a nivel
universitario. Estos mecanismos tendrian una funcion articuladora que se deriva en gran
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medida de su capacidad para permitir que la modelizacion matematica asuma un papel méas
importante en los procesos de ensefianza/aprendizaje (Boigues et al., 2011), estableciendo
el principio béasico por el cual hacer matematicas consiste esencialmente en un trabajo
activo y continuo de modelizacion matematica.

Un REI se inicia con una cuestion generadora, que llamaremos C,, la cual, tras establecer
las correspondientes hipdtesis de trabajo, actuara como germen para otras cuestiones
derivadas. De esta forma, las matematicas dejan de ser el motivo y el origen de los
problemas planteados para convertirse fundamentalmente en el medio para poder
resolverlos. Las diversas respuestas a las cuestiones derivadas constituyen la respuesta
global a la cuestion generadora (figura 1).

Un REI puede abordar el estudio de un tema completo o partes de un tema, a partir de
considerar cuestiones generadoras adecuadas en cada caso.

En el desarrollo de un REI, un elemento importante seria lo que que denominaremos el
“nivel de acompafiamiento del profesor” en el REI o lo que es lo mismo, el grado de
intervencion del profesor junto a los alumnos en el recorrido. Distinguiriamos entre el
recorrido con total acompafiamiento, en el que el profesor guia y sigue de cerca el trabajo
de los alumnos, corrigiendo las posibles desviaciones de la senda mas 0 menos marcada y
el recorrido sin acompafiamiento, donde el trabajo de los alumnos seria totalmente
autonomo. Entre ambos extremos se pueden plantear maltiples estados intermedios.

Cuestién Generadora

Co
Hipotesis 1 Hipotesis 2 Hipotesis k
Cuestién Derivada Cuestion Derivada Cuestiéon Derivada
Ci Cz Ck

l l l

Respuesta global
(estructura unificada o multiple)

Figura 1.- Esquema genérico de un REI

En este trabajo se exponen tres proyectos desarrollados, desde la estructura REI, en la
asignatura Fundamentos Matematicos para el Estudio del Medio Ambiente, en la Escuela
Politécnica Superior de Gandia.
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3.2 Proyectos REI

3.2.1 Un modelo de expansion de plagas (Boigues et al, 2011)
Duracion: 3 sesiones de 2 horas.

El problema real (Cy)

Supongamos cierta poblacidn de arboles de un bosque, formada por N individuos, valor que
suponemos no varia en el periodo de tiempo considerado (sistema cerrado). Se detecta una
plaga o enfermedad que, en principio, no produce mortalidad y que inmuniza contra la
misma al &rbol que la ha sufrido. Diariamente, un m% de los &rboles sanos contraen la
enfermedad quedando infectados, y un ¢% de los infectados sanan volviéndose inmunes a
la enfermedad.

Se desea averiguar la evolucion de la enfermedad a lo largo de los 21 dias de un
determinado mes, sabiendo que inicialmente el nimero de arboles es de 9000, de los cuales
1000 estaban infectados y ninguno es inmune todavia. Conocemos el indice de propagacion
de la plaga que es del 1% diario. Ademas, también diariamente, un 2% de los infectados
sanan.

Cuestiones derivadas a resolver:

Hi: El sistema real se puede modelar considerando diversas variables que evolucionan
con el tiempo
C, ¢Cudles son las variables involucradas en el sistema?

H,: La evolucion temporal de las variables admite una representacion grafica para
representar su evolucion con el paso de una etapa a otra

C, ¢Como podemos representar graficamente la transicion de estados (evolucion de las
variables del modelo) al pasar de un mes a otro?

Hs: La evolucidn del sistema real se puede modelar mediante un sistema de ecuaciones
en diferencias.
C; ¢ Cuales son las ecuaciones que describen la evolucion del sistema?

H,: El sistema de ecuaciones en diferencias que representa el sistema real admite una
representacion matricial.

C, ¢La evolucién del sistema (las ecuaciones que lo describen), admite una representacion
matricial?

Hs: EI modelo matematico puede ser resuelto numéricamente.
Cs ¢ Como podemos resolver numéricamente el sistema?

Hes: La evolucion temporal de las variables del sistema puede ser representada
graficamente.
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Cs ¢ COmo podemos representar graficamente la evolucién del sistema?

Se plantea asumir mortalidad en el modelo. Consideremos una nueva variable, que
representaria a los arboles infectados que mueren en el instante t, y 1 x 100% es el
porcentaje de la poblacién enferma que muere en el transcurso de un dia a otro.

H;: Para considerar la mortalidad, hay que afiadir una nueva variable al modelo.
Reformulando las ecuaciones que lo describen podemos obtener un nueva
representacion matricial del sistema.

C; ¢Cbomo podemos reformular el modelo para asumir la mortalidad?

La respuesta global al proyecto incluye los siguientes aspectos:

e Reconocer, como modelo que describe el proceso, una cadena de Markov
explorando las caracteristicas de la matriz de transicion de estados.

e Ladescripcion del comportamiento del sistema conociendo las caracteristicas de la
matriz de transicion.

e Descubrimiento de la posibilidad de modelar situaciones mas complejas
incluyendo mas variables en el modelo y, por lo tanto, incrementando el tamafio de
la matriz de transicion.

e Lasimulacion numérica y grafica permitiran visualizar la evolucion de los estados
del sistema en cierto interalo temporal discreto preestablecido.

Los conceptos matematicos basicos sobre los que se trabajara a lo largo del proyecto son:
Representacion matricial de un sistema lineal discreto de primer orden y su resolucion
numérica y analitica. Operaciones con matrices. Calculo de valores y vectores propios.

Para desarrollar el proyecto, se utiliza la técnica del trabajo en grupo. Para la evaluacion del
mismo se han ensayado dos experiencias. En la primera experiencia de evaluacién, cada
grupo tiene que que elaborar una memoria de la actividad y realizar una presentacion en
publico de los principales resultados, en la que ha de participar todo el grupo. En la
presentacion los profesores realizaban diversas preguntas a los alumnos para obtener una
idea del nivel de comprensién. Se otorga una nota a partir de la valoracién de la memoria
presentada (trabajo académico) y de la presentacion realizada (observacion).

Otra experiencia de evaluacion ha sido la de valorar también la memoria de la actividad que
se exige realizar, y e lugar de la presentacién publica, se realiza una prueba objetiva de
respuesta abierta donde se plantean al alumno cuestiones sobre pequefias variaciones del
modelo inicial.

3.2.2 Un modelo en la gestién del territorio (Boigues et al., 2011a)

Duracion: 1 sesion de 2 horas.
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El problema real (Cy)

Un problema de interés en gestion del territorio es la cuantificacion de la superficie de un
espacio geogréafico asi como la valoracion de la evolucion del mismo por el efecto de
determinadas actividades humanas. Se plantea a los alumnos el problema de determinar la
superficie que ocupa la zona inundada de un humedal. En base a imagenes aéreas o de
satélite (figura 2), habra que delimitar el contorno del lago que ha de ser estudiado (lago de
Anna). Se ha de determinar la superficie del humedal y la longitud de un camino de acceso,
gue se observa en la imagen, el que va de A a B.

Figura 2.- Vista aérea del lago y del camino de acceso

Cuestiones derivadas a resolver:

H;: Podemos aproximar el contorno del lago mediante puntos y segmentos, formando
poligonales.

C; {Cémo podemos aproximarnos al contorno real del lago a partir de un conjunto discreto
de puntos de su contorno?

H,: Podemos aproximar el contorno del lago estableciendo puntos de referencia, y
ajustando los mismos mediante polinomios.

C, ¢Como podemos aproximarnos al contorno real del lago a partir de dos funciones
polinémicas que se ajusten a puntos de su contorno?

Hs: Podemos aproximarnos al camino de acceso mediante puntos y segmentos, formando
poligonales.
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Cs ¢Como podemos aproximarnos mediante poligonales al camino de acceso, desde el
punto A al punto B?

H,: Podemos aproximarnos al camino de acceso estableciendo puntos de referencia, y
ajustando los mismos mediante polinomios.

C,4 ¢{Cémo podemos aproximarnos mediante una funcién polinémica al camino de acceso,
desde el punto A al punto B?

Hs: Podemos aproximarnos al area del lago mediante el calculo del area limitada,
superior e inferoromente, por graficas de funciones polinomiales.
Cs ¢ Cémo obtener una aproximacién al area del lago?

He: Podemos aproximar la longitud del camino de acceso mediante el calculo de la
longitud de una parte de la gréafica de una funcién polinomial.
Cs ¢COmo obtener una aproximacion a la longitud del camino desde el punto A al punto B?

La respuesta global del proyecto consiste en la descripcién de alguna caracteristicas
morfométricas del lago (forma, superficie) mediante elementos de simulacion (poligonales,
gréaficas de funciones polinémicas) asi como la caracterizacion morfométrica de un camino
de acceso (forma del trazado, area del lago y longitud del camino de acceso).

Los conceptos matematicos basicos sobre los que se trabajara a lo largo del proyecto son el
ajuste polinomial por minimos cuadrados, y la aplicacion de la integral definida al calculo
de superficies de figuras planas y al célculo de longitudes de curvas planas.

La evaluacion de este proyecto se realiza sobre la memoria que, individualmente, cada
alumno presenta al finalizar el mismo (trabajo académico). La memoria se basa en un guién
disefiado al efecto, donde se plantean las cuestiones que hay que resolver y que que cada
alumno, de forma individual, cumplimentara al final de la sesién.

3.2.3 Un modelo de gestién sostenible de la pesca (Boigues et al., 2013)
Duracion: 3 sesiones de 2 horas.
El problema real (Cy)

Una region basa su economia fundamentalmente en la pesca de bajura. Existiendo un
peligro real de sobreexplotacion para los recursos pesqueros de la regién, se ha decidido
una parada biolégica para la pesca. El estudio de la evolucion de la poblacion durante la
parada puede ayudar a tomar algunas decisiones, como por ejemplo calcular la duracion
aproximada necesaria de la parada bioldgica y estudiar la posibilidad de establecer una
cuota sostenible de pesca en un futuro. La especie que se pesca es endémica de las aguas de
la region, por lo que no hay que considerar movimientos migratorios. Se puede afrontar el
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estudio utilizando modelos en tiempo discreto con etapas mensuales. Para ello, mediante
diversos métodos, se ha estimado la poblacién de dichos peces en meses sucesivos. Se
proporciona una tabla que muestra el nimero de peces estimados cada més durante nueve
meses de parada biolégica. Se quiere estudiar el comportamiento de la evolucion del
namero de individuos con el tiempo para establecer tendencias y para, a continuacion,
estudiar qué ocurre al considerar la actividad pesquera y, en el caso de que sea posible,
asegurar que la pesca constituye una actividad sostenible, es decir compatible con el
crecimiento natural de la poblacion de peces, asegurando una poblacién estable.

Cuestiones derivadas a resolver:

H;: Podemos representar el crecimiento mediante modelos sencillos basados en
ecuaciones en diferencias
C;. ¢Existen modelos discretos sencillos que se ajusten a los datos?

H,: El modelo matematico permite hacer predicciones sobre la evolucién a corto plazo de
la poblacién de peces.

C, ¢En su caso, cuanto tiempo se estima que puede pasar hasta llegar a cierto nimero de
individuos (3.400.000)? (EI valor indicado es fruto de un pacto y se supone que es una
cantidad razonable para plantear la vuelta a la actividad pesquera)

Hs: El modelo matematico permite hacer predicciones sobre la evolucion a largo plazo de
la poblacién de peces.

C; ¢Los modelo considerados indican lo que sucedera a largo plazo a largo plazo?

Los modelos considerados explican la evolucion de la poblacion en la situacién de parada
biolodgica (sin pesca).

H,: Podemos introducir la actividad pesquera modificando levemente el modelo
matematico inicial.
C,4 ¢Cémo podemos introducir la actividad pesquera en los modelos?

Hs: El modelo matematico permite hacer predicciones sobre la evolucion de la poblacion
de peces cuando hay actividad pesquera.
Cs ¢Como se comportan los modelos al considerar la pesca?

La respuesta global incluira:

e La modelacion de la evolucion de la poblacion de peces mediante distintos
modelos no lineales en tiempo discreto.

e La valoracion de la bondad del ajuste de los modelos a los valores de la poblacién
del periodo sin pesca.

e El estudio de los nuevos modelos obtenidos al considerar la actividad pesquera.
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e La decision final sobre una estrategia de pesca sostenible segln un criterio
bioldgico preestablecido.

Este proyecto se desarrolla en grupo y se evalua a partir de la valoracién de la memoria del
proyecto (trabajo académico) y de una prueba objetiva de respuesta abierta, que se
desarrolla en la Ultima, sesion, en la cual se plantean cuestiones en base a pequefias
variaciones sobre el modelo inicial obtenido.

4. Resultados

Destacamos algunos resultados obtenidos a lo largo de tres afios de experiencia en los que
se han desarrollado los proyectos, los cuales han contado con el respaldo de diversos
programas institucionales de innovacién docente de la U.P.V. En primer lugar destacamos
que, con la puesta en practica de los proyectos, se produce una mayor implicacién de los
estudiantes en su aprendizaje, lo cual se concreta en una mayor asistencia a las clases
practicas respecto de las clases tedricas (cerca del 80% sobre matriculados) y también en
una mayor presencia en los controles de evaluacién. Por otra parte, es destacable la
valoracién positiva que los propios estudiantes dan a aprender matematicas en base a
proyectos. No se pueden obviar determinadas dificultades, subsanables casi todas, que
tienen su origen en la dificil sincronizacion de las préacticas con las clases teéricas y en la
complicada distribucion temporal de la asignatura a lo largo del curso. La técnica del
trabajo en grupo también conlleva problemas a la hora de poder asegurar que todos los
miembros del grupo han trabajado. El presentar una memoria del proyecto no resuelve este
problema, pero la presentacion publica, con la obligacion de que todos los miembros del
grupo participen en la misma, junto con las preguntas que se realizan al final de la
presentacion, permite valorar la implicacion de cada miembro del grupo en el trabajo y el
nivel de conocimiento al que ha llegado cada alumno. No obstante, es constatable que los
alumnos de primer curso tienen muchas dificultades a la hora de preparar una correcta
presentacion publica de resultados. Es por esto que se ensay0 la alternativa de evaluacion
mediante una prueba escrita de respuesta abierta en base a cuestiones planteadas sobre
pequefas variaciones sobre el modelo inicial. La experiencia indica que, para preparar la
prueba escrita de respuesta abierta, los alumnos se esfuerzan en conocer bién todos los
aspectos del proyecto desarrollado y se obtienen mejores resultados desde el punto de vista
del nivel de conocimiento alcanzado. Por otra parte, no podemos afirmar que la
metodologia expuesta aporte una mejora significativa del nimero de aprobados sobre
matriculados.

Es necesario remarcar que, debido a las limitaciones que impone el Plan de Ordenacion
Docente, se dispone de poco tiempo para facilitar que los alumnos lleguen a conocer
suficientemente el CAS manejado, en nuestro caso MatLab®. Esto dificulta la utilizacion
fluida del programa para resolver los problemas planteados en los proyectos, teniendo que
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dedicarse demasiado tiempo a resolver problemas técnicos relacionados con la sintaxis
propia, y necesariamente estricta, del lenguaje de programacién y con el manejo del
programa.

5. Conclusiones

Las experiencias expuestas se pueden resumir como practicas de introduccidn o refuerzo de
conceptos matematicos mediante el desarrollo de proyectos de modelizacion matematica,
estructurados como REI, utilizando un asistente matematico (MatLab®) para la génesis
instrumental de los modelos.

Una valoracion reflexiva, desde un punto de vista cualitativo, de las experiencias expuestas,
en su globalidad, nos lleva a constatar el hecho de que la introduccion de la modelizacién
en la ensefianza de la Matematica Aplicada acerca al alumno a la matematica, reforzando
que los estudiantes puedan llegar a percibir que las matematicas son importantes fuera de su
ambito propio, apreciando e interiorizando que las matematicas son muy Utiles para afrontar
problemas ligados a diversas disciplinas.
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